11.4. FUGGVENYEK

Az exponencialis és logaritmusfiiggvény — megoldasok

EIT) a) Egy kozos pontjuk van az x = 2 helyen.

Mindkét fiiggvény az y = 0 értéket veszi fel. 5
a(x); x >1

1 b(x); x>0

b) Egy kozos pontjuk van az x =1 helyen.

o
I
<
=

Mindkét fiiggvény az y = 0 értéket veszi fel.

-1 1 5 X
_

f(x);x >0
EII3) a) Ertelmezési tartomany: x > —2. )
Ertékkészlet: y € R. . ‘
Az x tengelyt az x = —1 helyen, az y tengelyt az y = — helyen : .
metszi. 2 uy /—,__(XL
—2‘(—1 12 o} X

b) Ertelmezési tartomany: x € R.
Ertékkészlet: y > —3.

Az x tengelyt az x =1 helyen, az y tengelyt az y = -2 helyen
metszi.

q(x)

c) Ertelmezési tartomany: x € R. "
Ertékkészlet: y > —2.

Az x tengelyt az x = -2 helyen, az y tengelyt az y = 6 helyen
metszi. h(x)




FUGGVENYEK

A f(11) =1logz9+3=5, f(3)=logz1+3=3, f(11)+f(3)=8.

a
3463 f(a+1)—f(a—1):2”+1—2“‘1:2-2“—%:2“-(2—1):%-2“:3-2“‘1.

2
EI a) fH() =logy(x +3) =23 )
b) Ertelmezési tartomdny: x > —3. :
Ertékkészlet: viltozatlan. )
Zérushely: x = 1-ben, ami nem véltozott. | L
1
1 5 X
/
m Ll) y b ) y C) -
y= 3x—1 3 y= 9%
1 4/
=2 4 1 X =l 1 X =l 1 X
d) y e) y f) y
4 y =log, 2x
y= 2-X+2
;
:
-1 /1 1 X
2
=l 1 2 X =1 1 X
g ) y h) y
¥ =logy (x-4) y=logy4lx 1|
1 \
2
= 1 4 /5 X

A



ol ) 5 X
— -

d)

k)

=l 1 5 X

X
a) x> 330-0 =3l-x = 3@) :

b)x|—>2-(l);
2

g()

B

DR




d) x>~[220G-D _p =px-1_

2;

1

X
e) x> 4l-x+l = 42-x :16-(1) ;

1
32—x -
f) x> 3= ? (3

X
. —), ha x<2,

372+¥=3*2 ha x>2.

X—>-3.2%

<

X 2x1-2

8 X 32

123 45 X



h) xF>272.2%+6 L 3=-px+4 4 3.

1 1
1 1 4
i) x>16% 162 =416% - V16 =4-§(2) =4 -|27| = 27+2;

2 \3

.........................

3 (1" 3
) x> == ==.3%
o3 =

__3x+1

X2 +4 +3

X > 2X+2

X -3+

B




B o) fx)=1 5-5, ha 0<x<l, b) f(x) € [-4:2];
logzx, ha 1<x<9;

c) xe |-4;1[; d) xe[-5;3]; e) x;=—4és x,=1.
b) o c) y
VS
SR
Il 5 1
_—’/
1 X -1 1 X -1 1 f
x4 " 1 x 1\*
2%-2 =2%+2 yx 22 1—3”‘:1—(—); x:42:42 =2
3 42
d) y e) y /) y
y=2+2-log, | x|
A k 1 1
2 i
il -1 1 2 X
1 - — / : \
y=2-logylx -2 :
N P
log,4x? =2 +2-log, | xl; log 2x =—1+log, x; log (x—2)* =2-log [x-2l.
2 2 2 2
a) Azismert azonossdgokkal a fiiggvényt definidlé ,
kifejezést igy irhatjuk:
logy (x>~ 2x+1) =logy (x—1)? =2-log, [x 1. BN e
A fiiggvény ]—oo; 1[-ban csokken, ]1; +oo[-ban
pedig nd, grafikonja szimmetrikus az x =1 egyen- = : >
letd egyenesre. -1\
b) Afiiggvény |—eo; 1[-ban n6, ]1; +oo[ -ban pedig y

csokken, grafikonja az x = 1 egyenletid egye-

nesre szimmetrikus. || y=log; 11-x]

2

-5 = 3 b X
i '




c) A fliggvényt definidl6 kifejezést igy irhatjuk:

1,
x+xl = {22}: 4

A fiiggvény |—oo; 0]-ban konstans, [0; +co[-ban

ha x<0,
ha x=>0.

pedig nd.

y= ox+x|

=5

d) A fiiggvény grafikonjat az x+> 2* és x+—> 27
fiiggvények grafikonjanak ismeretében rajzolhat-
juk meg vézlatosan.

A fliggvény pdros, grafikonja az y tengelyre szim-
metrikus, |—oo; 0]-ban csokken, [0; +oo[-ban né.

=5

1

240X
y=

-5

a) Haszndljuk fel az ismert azonossagokat:
Igtgx +lgctgx =1Ig(tgx-ctgx)=1gl =0,

ha O<x< %, hiszen itt tgx, ctgx > 0. A fiiggvény tehat konstans,

értéke 0.

b) Az esetszétvalasztdssal megadott fiiggvényt igy dbrdzolhatjuk:

A fliggvény pdros, grafikonja szimmetrikus az y tengelyre,
]—e0; —1]-ban né, |-1; 0]-ban csdkken, [0; 1]-ban ng, [1; +oo| -
ban csokken.

c) Alogaritmus azonossdga alapjan a fiiggvényt definidlo kifejezést
igy frhatjuk:

1
log x| —
Z 4

log [xl+1
7

A fiiggvény péaros, grafikonja szimmetrikus az y tengelyre,
]—oco; —4]-ban csokken, [-4; 0[-ban nd, ]0; 4]-ban csokken,
[4; +oo[ -ban né.

.........................

B

gK) L




FUGGVENYEK

d) Afiliggvény ]—o0; 0]-ban csokken, [0; +oo[ -ban n, minimuma 0. m
h(x)
1
= = 12 X
e) Afiiggvény |—oo; 0]-ban csokken, [0; +oo[-ban né, minimuma 1. m
Jx+1, ha x>0,
k(x) = 1V k(x)
— 1|, ha x<O.
16 1
=l 1 X
f) A fiiggvény |-2; +oo[-ban szigortian ng, zérushelye —1. P

log,(x+2), ha -2<x<2, //J/m
2
I(x)= 1 P

—-2* ha x>2.
2

g) Afiiggvény csokken, zérushelye x = 2. o

1 X
= < 3
) = 3 [3), ha x<1, \\
1 m(x)

—(x=1)2+1, ha x>1.

Mindhdrom fiiggvény grafikonjdt oly médon érdemes vazolni, hogy a kozvetett fiiggvénybdl
el6szor a ,,belsd” fliggvényt abrazoljuk, majd a logaritmusfiiggvény tulajdonségait felhasznélva
tudjuk vézolni a megadott fliggvényt.

a) Afiiggvény grafikonja az x = % egyenletl egyenesre szimmet-

y |

. T L |7 " y =sinx

rikus, |0; — |-ban ng, | —; 7| -ban csokken. ] :
2 2 &
n T X

i :

-1
y =log, sinx




b) A fiiggvény |1; +oo[-ban nd, értéke negativ.

X

x—l_)c+1—2=1

2

x+1

x+1

x+1=

c) A fiiggvény pdros, grafikonja szimmetrikus az y tengelyre,
—oo; —2]-ban csokken, |2; +oo[-ban ng.

Egyenletek és fiiggvények — megoldasok

Az egyenletek bal és jobb oldalat kiilon fliggvényként dbrdzolva kapjuk:

a)

.........................

y
X 9x+1
xX—3
-1 1 ) X
1
x=—5;
L xslogs(x-2)
o (=0
-1 123 0l X
-5

x=3 (ET: x>2);

b)

iz x—16
15
10
5
L1 X4
5 21 5 10 X
x=-2;
Y x5 ox+3
8
1 Xx+—05
—
5 4 BN X
x=-4;

c)

f)

X = 10gy (X +1)

x=1

i
1

(ET: x> -1);

1\/)“_)'0&:1‘

-1

=5

x=1

5 X

Xx>1-x2hax>0

(ET: x> 0);



X—>-2x+3

5 ] 1 \ X

x1=0 éSX2:1.

a) Ha x>0, akkor 3*> 2%, ha x <0, akkor 3* < 2%, gy az egyetlen
gyok: x=0.

b) 61 =251 4 2x+2 = 6.2 az egyetlen gyok x = 0.

¢) Abrazoljuk egy koordindta-rendszerben a bal oldalon és a jobb
oldalon 4ll6 kifejezésekkel értelmezhetd fliggvényeket x > -3
esetén.
Mivel a log,(x +3), x>-3 n6,a 3 —x, x>-3 csokken, és x = 1-re

7 z

mindkett§ értéke 2, az egyenlet egyetlen gyoke: x = 1.

e

d) Az el6z6hoz hasonldéan oldhaté meg, itt is egyetlen gyokot
kapunk az értelmezési tartomanyon (x > 1): x = 10.

X6+ x > 2x+1 L ox+2

y
\ y =10gy(x +3)
: 3

2>
A




MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

&I5H a) Ertelmezési tartomany: x > 0.

y
Atalakitds utén: 5
logyx = —x? +5. f(x)=log, x
Az egyenletnek egy gyoke van, az x = 2.
1
= /1 2 5 X
gx)=-x2+5
-5
b) Atrendezés utdn: .
2% 2=—x2+2x-1=-(x-1)>= s
Az egyenletnek 2 gyoke van, az x; =0 és az x, = 1.
1 flx)=2x -2
4 A 5 X
7 gl ==(x =17
a) Abrézoljuk egy koordinita-rendszerben a bal és jobb oldalon y
allo fliggvényeket, és olvassuk le az eredményt a grafikonrol.
Ellendrizziik algebrai tton. 4 B
flx) = 2x+27 g(x) = 2—x+4 —o-1(x—4) (l) : 8
2
J(x) > g(x). 5
2. 4
Megoldas: x> 1. ) e
Ellen6rzés: ;
2x+2 5 pd=x 4-2x>;—§, 2254, x>1. 3 ER 5 X
b) Abrazoljuk: ,
f) =51 g(x)=5"+4;
f00> g(). “1l o
Megoldés: x > 0.
Ellen6rzés:
5-5>5+4, 5°>1, x>0. IHANRREED
f(x)
;




2 - . 1
c) Ertelmezési tartomdny: x > 3

A
Abrizoljuk: Al 1
fx)=logs(Bx—-1), gx)=1; rx=z
) J(x0) < g(). | fx)
Megoldas: 3 <x<2. 700
Ellendrzés: i F
logs(3x-1)<1, 0<3x-1<5, 1<3x<6, %<x<2.
d) Abrézoljuk: ,
J) =372 gx)=9;
£ 2 g(). . Rl
Megoldas: x = 4.
Ellen6rzés:
332232, x-222, x24. T
;
= 2 4 5 X
e) Ertelmezési tartomany: 1 > x. P
Abrazoljuk: . :
Jo) =logz(1-x), gx)=2; |
J(x) 2 g(). 90) o |
Megoldés: x <-8. i
Ellendrzés: = = ST
log;(1 —x) =22, 1-x>3%2=9, -8>ux.
ST b
f) Abrazoljuk: ,
1 x+1
f) = (—) , g=1 i
2 f(x)
J(x) < g().
Megoldés: x = —1. 5
Ellendrzés:
x+1
(1] <1, x+120, x>-1 e
2 -5 ST 5 X




MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

g) Abrazoljuk: y
f) =logylxl, g =2, i
Jx) > g(x). )
Megoldés: x < —4 vagy x > 4; Osszefoglalva: 2
IxI> 4. ~] - ™

Ellendrzés: -8 5 4 AN/ 45 8 X
log,lx|>2, |x|>22=4.
-5

h) Abrézoljuk:

y
fy =2 ey =2,
f(x) 10
S < g(x).
Mivel
x| = x, ha x>0,
—-x, ha x<0, °
ezért: 2
%
2% ha x>0, l_c
f(x)=2|x|: | ¥ =5 =1 1 5 X
(—) , ha x<O.
2
Megoldés: —1< x< 1, vagyis |x| < 1.
Ellenérzés:
2ll<2, Ixl<1.
Megoldas: (1) , ) ,
A: x € [0; o[, vagyis x>0; i il
X8
B: x € |-o0; 3[, vagyis x < 3. : i
2 X4
X 2X+3 XHIm
1 1
-5 -1 1 X -5 -1 12 3 X
a) xe|0;3[; b) xeR; c) xe[3;0].
A A A
B B B
0 3 0 3 0 3
0 [ —




FUGGVENYEK

a) Az % alapu logaritmus csokkend, igy:

log14x+620 o 0<4x+6
50X x

<I.

Az utébbi egyenlGtlenség dtalakitva:
0<4+§S1, —4<§S—3, -1,5>x2>-2.
X X
b) A szorzat logaritmusara vonatkoz6 azonossag felhaszndldsaval:
logz(x+ 1)+ logz(x+3)=1 (x>-1) = 10g3(x2 +4x+3)=1.
A logaritmusfiiggvény szigortian monoton, ezért:
x2+4x+3=3, amibsl x-(x+4)=0.

A megoldasok: x =0 jé, x =—4 nem j6 gyok.

¢) Atalakitdssal:
x2-55-5%+2<0 = x?.5%<25-5%
Az exponencidlis fiiggvény miatt 5* # 0, ezért:
x2<25, amibdl |x|<5.

a) Az x+—>2% és x> %x +1 fiiggvény grafikonjat egy koordindta-

rendszerben dbrazolva létszik, hogy x; =0, x, =4 gyoke az egyen-
letnek. Mds gyok nincs, hiszen a 2* fiiggvény konvex, tehat
az egyenesnek és a gorbének tobb kdzos pontja nincs.

b) Abrizoljuk egy koordindta-rendszerben az x 2% és x > x2
fliggvényeket.

Ha x>0, akkor x; =2 és x, =4 j6 gyok, mert a két fiiggvény
képének (2; 4) és (4; 16) kozos pontja. Mas kozos pont itt nincs.
Ha x <0, akkor az x > x? fiiggvény csokken, az x > 2* fiigg-
vény nd, igy legfeljebb egy kozos pont van. Ez —1 és 0 kozott
lesz, xo=-0,7.




¢) Az x> log,x és x> x + %, x>0 fiiggvények grafikonjit egy
2
koordindta-rendszerben dbrazolva vildgos, hogy x = % az egyet-

len gyoke az egyenletnek, hiszen itt a két fliggvény értéke egyenld,
és x> log, x csokken, x—x + % nd, tehat legfeljebb egy kdzos

2
pontja van a két grafikonnak.

d)

x=2 (ET: x> 0);

=l

8) y
5 ! 5
| '
¥y =10gy(2 - x) ! y =(§)
-1 1 2 X -1 1 3 X = 1 3 il
- : -1 =
] 1%
y=x/ (:Iogsx W
x=1(ET: x<2); x=3 (ET: x> 0); x=1
a) Atrendezve az egyenlGtlenséget: , e
y=6-3x y=3
3*>6-3x.
Abrizolva kiilon a bal és jobb oldalt fiiggvényként, leolvashaté 6
a megoldés: x > 1. 5
3
[

-5

B




FUGGVENYEK

b) Az a)-hoz hasonl6 eljarassal: y

y =2log, x| (x #0)

%log2x4<4—x, (x*>0, vagyis x #0)

/o

2log,lxl<4 - x.
Megoldés: x <2, x #0. 1
-5 R 12 N5 X
y=4-x
&I ) Abrizoljuk egy koordindta-rendszerben az x> x és x> 3%~2 ,
fliggvényeket.
Mivel az x+>3*~2 fiiggvény konvex, ezért az y = x egyenlet( =
egyenesnek és az exponencidlis fliggvény grafikonjanak legfel-
jebb két kozos pontja van. Az dbrardl leolvashatd, hogy az egyik
kozos pont (3; 3), tehdt az egyenlet egyik gyoke: x; =3, a mé- T !
siknak az x koordindtdja O és 1 kozott van, pontosabb szamo- 1
lassal ez adédik: x, = 0,3. 7 I T
y=x

b) Az x+—>2* és x+—>3 —x fiiggvények koziil az elsd nd, a masodik
csokken, igy a grafikonjaiknak legfeljebb egy metszéspontja lehet.

Az egyenlet egyetlen gyoke: x = 1.

¢) Abrazoljuk itt is az x> 3**! és x+—>3 — 2x2 fiiggvény grafikon- y
jat egy koordindta-rendszerben. .
A fiiggvények tulajdonsagai alapjan lathatd, hogy két gyok van: y=3+

x1=—1 és x2=0.




d) Az y=2x+ 1 egyenlet egyenes két helyen metszi az exponen-
cidlis fliggvény grafikonjit: az x; =0 és az x, = 1 helyen. Mivel
az y = 3x egyenletd fliggvénygorbe konvex, csak ez a két met-
széspont van.

e) Ertelmezési tartomany: x # 0. Két metszéspontja van a két fiigg-
vény grafikonjdnak, az x; = -2 helyen és az x, = -1 helyen.

f) Atalakitva az egyenletet kapjuk, hogy 2**% = 2. Egy metszés-
pontja van a két fiiggvény grafikonjanak, az x = —3. Ellendrizve
algebrai tton kapjuk, hogy 4-2*+% =38, amibgl 2% +*+4 =23,
x+6=3, x=-3.

BB o) Az x—>lgx (x>0) és x> 1 —x fiiggvények grafikonja alapjén
vildgos, hogy az egyenlet egyetlen gyoke: x = 1, hiszen az elsé
fliggvény nd, a masodik csokken, igy legfeljebb egy k6zos pont
van.

b) Ertelmezési tartomény: x # 0. Ha az x — log,|x| (x # 0) és
x+—>—|x| fiiggvények grafikonjét egy koordindta-rendszerben
abrazoljuk, lathatjuk, hogy az egyenletnek két gyoke van: x; =—-0,6
és Xy = 0,6

.........................

y= 2X+2

y=1-x

y=logy | x|

y=-|x|




FUGGVENYEK

c) Az x—2logyx (x> 0) és x+>sinx fliggvény grafikonja alapjan 7
az egyenletnek egy gyoke van: x = 1,4. y =2log,x

=1 =
y=sinx

&8 o) Mivel cost = l, az adott egyenl6tlenség ekvivalens a kovetkezs egyenlGtlenséggel:
2 (2_1)x2—x—6 > QX' -x=6
vagys X2+ x+6>x2—x-6,
azaz, akkor és csak akkor igaz, ha
xX2-x-6<0,
ennek megolddsa: -2 < x < 3.

b) Az adott egyenlet igy irhato:
B*+2)-(2*-9)=0.
Mivel 3* >0, ez csak akkor teljesiil, ha 2*=9, azaz x =1o0g,9.

c) Hasznéljuk fel, hogy
log (x +1)=-logz(x + 1),

3
igy a megadott egyenlStlenség:
0>logz(x+ 1) +log3(2 —x) =logz(x + 1)- (2 —x),
ahol x+1>06és2—-x>0, azaz -1 <x<2.

A 0>logz(x + 1)-(2 —x) egyenlGtlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha
O<(x+1)-2-x)<1, azaz 0<2+x-x%<1.

A bal oldali egyenltlenség akkor igaz, ha
-1<x<2.
A jobb oldali egyenl6tlenség:
1+x-x2<0,
x2—x—-1>0.
Ez akkor és csak akkor igaz, ha
1-5 1++5

va x>
2 & 2

Tehat az eredeti egyenlGtlenség akkor teljesiil, ha

x <

—l<x< 5<x<2.

vagy



d) Két esetet érdemes kiilon vizsgdlni: ha az alap 0 és 1 kozé esik (I. eset), illetve, ha az alap
nagyobb 1-nél (II. eset).

I. eset:
0<2x<l1,

0< x <0,5.

Ekkor a logaritmusfiiggvény csokken, tehat az adott egyenlStlenség ekvivalens a kovetkezSkkel:

X2 —5x+6>2x,
azaz
x-6)-(x-1)>0,
amibdl:
x <1 vagy x> 6.

II. eset: Mivel 0,5 < x, ekkor a logaritmusfiiggvény nd, tehat az eredeti egyenl6tlenség a kovet-

kez6vel ekvivalens:
0<x2-5x+6<2x.

A bal oldali egyenlétlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha

x<?2 vagy x>3,
a jobb oldali pedig akkor, ha
1 <x<6.
Tehat mindkettd teljesiil, ha

l<x<2 vagy 3<x<6

a) Az % alapu logaritmusfiiggvény csokken, ezért

az egyenlGtlenség akkor és csak akkor igaz, ha:

0<log; X <1,
x—1

A 3-as alapu logaritmusfiiggvény nd, igy a kapott
egyenldtlenség akkor €s csak akkor igaz, ha:

x+1£3 s 0<

x—-1 X —

1< <I.

Az dbra alapjdn a megoldds: 2 < x.

P

b) Az elGz6 feladat megolddsahoz hasonldan az adott egyenlStlenség a kdvetkezd alakra hozhat6:

O<logs(x>-4) <1 & l<x?>-4<5.
A megoldas: /5 < |x| < 3.

e

c¢) Ittis az el6z6hoz hasonlé gondolatmenet szerint:

0<log2ﬁ<1.

A kapott egyenlétlenség akkor és csak akkor 2 it x+
igaz, ha: Tl X
1< <2 & 0> >-1.
1+x x+1

Az dbra alapjan a megoldas: x < -2.




Trigonometrikus fiiggvények — megoldasok

b) yl/\ 5 (
2 y =2c0s
\

IR a) Igaz. b) Hamis.

3486 2, ,

1’ y=sinx +x)-1

>

&
2

SLil a) x> 2cosx.

b) x> —sinx + sinx = 0.

c) x> cosx + cosx = 2cosx. (lasd a) 4bra)

d) x+> sinx —sinx = 0. (lasd b) abra)

e) x> 2sinx.

Megoldés: f g) +f g

A keresett fiiggvény: f(x) = ctgx.

a) V3 +3; b) é;

NI}

e) Hamis.

c) y 1
y =§sin2x +1

-t

f) Pl
\' y%thg(x—%]
2? |

I
SIE]
L
ral—
SIE]
Bl
>

}2, X 2008 X
-n /T T T 3w 2mX
2 2 2
=
y
2
1
X0
-t T L3 .4 3 2mx
2 -1 2 2
-2

3w /X
2

}2/ X > 2sinx
\7 27r/
T
2



a asznaljuxk 1el, no COS|— — x|=s1nx, ezert:
€I «) Haszndljuk fel, hogy (’2’ ] inx, ez

COSXx _Cosx

b) Mivel tg g -

b4 sin x
cos|——x
2

1
x) =ctgx = —, ezért:
tgx

tgx-tgg-x):l.

. . (& .
c¢) Mivel sin (E - )= cos x, ezért:

) (7 .
sin?x + sin? (5 - x) =sin?x + cos?x =1.

=ctgx.

NI

d) A fiiggvény grafikonja az abran l4thato.

e) Afiiggvény grafikonja az dbran lathato.

& ) y(2)=2-sin(4-2)=2-sin8 = 1,98.

b) 2 =2-sin(4t), amibdl:

1 =sin(41),
=T

4t—2+2k7t, kelN

_ T km

t=—+—, kelN
8 2
=039 +%7
2

T n X
2 ‘1‘ 2
y
2
=1
O 1 y O
- _E E X
2 4 2
y
3 /o
2
y=2c0S(x+m)+1
1
- T M/ L3 ToX
2 N 2

o N WS

y= %sin(n—x) +2

NI}

c) t = 2-sin(41) fiiggvény periodikus, periddusa %, ez egyben egy teljes rezgés periddusa.
d) Atest pdlydja az dbran lathato.

.........................
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(3492 ) f(0)=2~cos%—1=2-§—1=\/§—1; b) ,

T T
—|=2- ——1=0;
f@ %3

fg):Z-cos(%+§)—l=—2;

fm)y=2- cos(6j 1=—J3-1.

Lo, B T T 3r
c) Ertékkészlet: y € [-3; 1]; zérushely: X =—5, X, =g, X3 =7.
St &m . |5z 3m . T Sm
Menete: {——; ——}-on és {—; —}-on ng, [—— —} -on csokken.
6 6 6 2 6 6

ETB o) A tanult azonosséag szerint: ,
f(x)=cosx, xeR. " o y=cosx .
2 2,
-T /4 n n X

I
b) Alkalmazzuk a megismert azonossdgokat: p
2(x) = 1 — cos?x — cos2x = sin®x — cos?x = —cos 2x, x € R. i

ANYAN VAN
3; 3mx
ARV EAVE:

c) Itt is az azonossagok segl’tenek' y
y =14c0s2x

h(x)=2-cos?x =1 —sin?x + cos?x = 1 + cos2x, x€R.

1
3t -m V4 n 3wx
2 At 2 2

-2

XD o) Mivel 0<x<z-ben sinx>0, és n <x<2z-ben sinx <0, igy: ,

|
—-sin2x, ha O0<x<m,
|sinx|-cosx = T

N\,
P P
—E-Sian, ha 7<x<2xm

A fiiggvény grafikonja az x = & egyenletd egyenesre szimmetrikus.
Maximuma 1 algs i helyeken, minimuma L a 3 és Bl helyeken.
2 4 4 2 4 4
Erdekes, hogy a fiiggvénynek az x = 7 helyen helyi maximuma van, itt a fiiggvény értéke 0,

. T 3n [ L .
mig 5 <x< > x # 1 esetén a fliggvény értéke negativ.



b) Alakitsuk at a fiiggvényt definidl6 kifejezést:

. T . y=
cosx—smx:\/i-(cosx'cosz—smx's1nz)= 2

- _E E T n X
=\/§-cos(x+§j. /2-ﬁ|4\5\/

A fiiggvény [— T, —%]—ban és [%, n]-ban ng, [—%; %]-ban csokken.

A maximuma /2, az x = —% helyen, minimuma -2, az x= 3—” helyen.

c¢) Eljarhatunk dgy, hogy a tg és ctg fliggvények ]0; z [—hoz tartozé
4gait grafikusan osszeadjuk. 2

T T |
A fiiggvény ]O; —]—ban csokken, | —; —| -ban nd. =g G
4 42 NRVE
. . 2z 2z 2z 7[
Minimumadnak értéke 2, az x = — helyen. !
4 -t _E E E n X
2 4 2
d) Alkalmazzunk azonossdgokat (0 < x < 27): P
sin*x — cos*x = (sin?x + cosZx) - (sin?x — cos2x) = —cos 2.x. ’ ¥ =—c0s2x
1
ANNVAN

a megeeoazonossago alkalmazasaval (x € N
T8 ) A megfelels igok alkalmazdsdval (x € R) ,
a4 X g X ’ e
X)=SIn"—-—Simn"—=
Sfx) 5 5

(sm2 + cos? ) (sinzf — cos? f) =—cosx.
2 2 2 2

b) Itt is azonossagokat hasznalunk:

y y= 1——sm2 2x
g(x) = cos®x + sinx = 1
:
= (cos?x + sin?x) - (cos*x — cos?x - sin?x + sin*x) = }
. 2 . 3 .
= (cos®x +sin’x)” —3-cos?x - sinx =1— . sin? 2x. }
¢) Alakitsuk it a tortet: = tox
1—cos2x 2 -sinx T
h(x)=— = - =tgx, O<x<=—. Jd/
sin2x 2-sinx-cosx 2 1



d) Az addicios tételek alkalmazdsdval kapjuk, hogy:
k(x) =4-sinx-cosx - (cos? — sin?x) =
=2-sin2x-cos2x = sin4x.

EEN o) Alakitsuk 4t a fliggvényt definidlé kifejezést:

4 -sin*x + 4 - sinx - cos?x )
fx)= - =2-sinx, O<x<m.
2-sinx

A fiiggvény ]0 ;t] -ban nd, [g [ ban csokken.

Maximuma x = E helyen, értéke 2, minimuma nincs.

b) Alakitsuk 4t a fiiggvényt megado kifejezést:
g(x) =2-sin®x-cos?x + 2-cos*x =2 - cos?x =
=cos?x + 1 —sin?x =1 +cos2x, |x|<m
A fiiggvény péros.

T T ? "Jf 2
Afiiggvény | -; ) -ban és 2 -ban csokken, —5 0 |-ban
és [%, ﬂ:l-ban pedig nd.
Minimuma 0, az x = —% és x= g helyeken, maximuma 2, az x = -, x =0 és x = & helyeken.

c) Akifejezést atalakitva:

. ’ y=ﬁsin[2x—%]
h(x)=+/2 - (sm 2x - cosz — c0s2x - sin ) V2 -sin (2x - Z) Sf
- 3 3 TX
A fiiggvény [—n;—s—”]-ban [-5 3—”] ban és [7—”; n]—ban ng, 7\ Js E\.f
8 8 8 8 -2
[_S_n; _E]_ [ ] ban pedig csokken.
&8 8
Minimuma —+/2, az x = —% és x = % helyeken, maximuma /2, az x = —5?” és x = %t

helyeken.

Trigonometrikus egyenletek, egyenlétlenségek (kiegészitd anyag)
— megoldasok

LR a) sinx=-1 = x:%r+2kn, keZ.
b) cos’x =1, amib6l cosx =1 vagy cosx=-1 = x=kn, ke Z.

¢) tg2x = 1, amibsl Zx:%+kn':>x:%+k~ g keZ.



d) Mivel sinx <1 és sin(mr—x) <1, ezért 2-sinx + 3-sin(wr—x) <5 és itt az egyenldség csak
akkor igaz, ha sinx=1 és sin(r—x) =1 teljesiil, azaz x = % +2km, ke Z.
e) Két szam négyzetének dsszege csak akkor lehet 0, ha mindkét szam 0, azaz sinx = tgx =0, tehat

x=kr, keZ.

a) A sin3x < 1 egyenl6tlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha:

3x¢£+2k7r, azaz x¢£+k-2—n, keZ.
2 6 3

b) A szinusz- és koszinuszfliggvény grafikonjardl leolvashatd, hogy y
az egyenl6tlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha: ; y =sinx

£+2k7t<x<%[+2krc, keZ.

c) A fiiggvények tulajdonsdgai alapjan az egyenlGtlenség akkor
és csak akkor teljesiil, ha:

Tik-Zex<Zik E keum
4 2 2

d) Atangens- és szinuszfiiggvényeket kozos koordindta-rendszerben
felrajzolva lathatd, hogy az egyenlétlenség akkor és csak akkor
igaz, ha: y =sinx

kn<x<§+kn, keZ.

ET1 a) Mivel a bal oldalon mindhdrom tényezd értéke abszolit értékben 1, a szorzat értéke csak akkor
lehet 1, ha vagy mindharom tényezd 1 (1. eset), vagy két tényezd —1, egy tényezd 1 (IL. eset).

I.eset: cosx=1, cos2x=1, cosdx=1 esetén sinx=0. A cosx=1, sinx=0 esetén x =2k,
k € Z. Ez kielégiti a masik két egyenletet.

2 2 2

II. eset: Ha cosx =1, cos2x =-1, cos4x =—1, akkor cos“x —sin“x=-1; 1 —sin“x=-1, azaz
2 =sin?x. Ez nem lehet, tehdt ekkor nincs gyok. Hasonl6an adédik, hogy a masik két esetben
sincs gyok.

Tehat az eredeti egyenletet csak az x = 2kr, k € Z szdmok elégitik ki.

b) Mivel a bal oldalon 4ll6 két tag egymds reciproka, és az 1 + z=-2 egyenlet ekvivalens a
Z

2+2z+1=0 = (z+1)?=0 = z=-1

egyenletekkel, igy a te2x =—1 egyenletet kell megoldanunk, ahol x #k z, keZ:
tgx tg2x =—tgx, 2
tg 2‘x = tg (_ -x)s

2x=—x+km, tgx+#0.

Ebbdl 3x = km, igy a megoldds: x =k - %, keZ.
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2 2

c) A kovetkezd atalakitast célszerd elvégezni:
cos*x +1—-cos?x =1,
costx = cos?x,
cos?x - (cos’x — 1) =0.
Amibél kapjuk, hogy cos?x =0 vagy cos®x = 1. Tehét cosx =0, cosx=-1, cosx=1 alehet-
séges gyokokre, azaz:

T
xy=—=+km, xy=nm, knelZ.

d) Ha 3-sinx —cos2x =4, abal oldal értéke csak akkor lehet 4, ha sinx=1 és cos2x=-1, azaz:

x=§+2kn, keZ.

BT a) Abrizoljuk egy koordinita-rendszerben az x> x és x> sinx, P
x € R fiiggvényeket.
Tudjuk, hogy ha 0 < x < E, akkor sinx < x, ez nyilvan T <xre
is igaz. 2 2
Mivel mindkét fliggvény pératlan, x < 0 esetén sinx > x igaz. - g G

y=sinx7” 1

|

x =0-ra sinx =0, tehdt az egyenletnek egy gyoke van: x = 0.

b) Abrizoljuk az x+>cos2x és x+—>x, x € R fiiggvényeket egy y
koordinéta-rendszerben.

Az abrardl az olvashat6 le, hogy az egyenletnek egy gyoke van,  y=cos2x

T T
méghozza 0 és — kozott. Valoban cosO=1 és cos2-— =0, 4
: 4 4 TN NS

és [O; %]-ban cos 2x csokken, x ng, mert az x a 0-ban 0, mig
%—ben % értéket vesz fel. Itt tehat a két grafikonnak egy metszéspontja van.

Ha x> % akkor nyilvan nincs mar metszéspont. Hasonl6an lathatd, hogy x < 0-ra nincs
a grafikonoknak k6zos pontja. Tehat az egyenletnek egy gyoke van.

x+1

¢) Abrézoljuk az x +>sinx és x> , x € R fiiggvényeket.

Az ébra alapjan itt is egy gyoke van az egyenletnek, méghozza

al}m_g}mevm&mmhmmn]QlkmmSmx<x<x;1 >

x+1 o =L
> 1, itt sincs

!
_

NI}
4

teljesiil, itt tehdt nincs gyok, és ha x > 1, akkor

gyok. Hasonldan lathatd, hogy [—g; O:I—ban sincs gyok, ha x < —m, akkor sincs. [—n; —%]—ban

sinx csokken, x+l nd, itt legfeljebb egy gyok van.

€ o) Mivel a szinuszfiiggvény abszolit értéke legfeljebb 1, |sinx| <1 és |sin2x| < 1. Az egyen-
16ség tehat csak akkor teljesiilhet, ha vagy sinx =sin2x =1, vagy sinx = sin2x =—1. Ezek nem
teljesiilnek egyszerre egyetlen valés x-re sem, tehdt az egyenletnek nincs megoldasa.



7 z

b) A szorzat értéke akkor O, ha valamelyik tényezs értéke O, tehdt vagy sinx =0, vagy sin2x =0,
vagy sin3x = 0.

Igy a megoldasok:
x=krm, keZ,
vagy
2x =nm, amibdl x,=n- % neZz,
vagy

3x=Im, amib6l x3=1- % leZ.
c) sinx + L =2 (sinx #0, x # k), akkor és csak akkor, ha sinx=1, azaz x = % +2kr, ke Z.
sinx
d) Mivel |sinx| <1 és |cos2x| <1, az egyenl6tlenség csak akkor lehet igaz, ha sinx =1 és

cos2x =1 egyszerre teljesiil, azaz x = r + 2km, de ekkor 2x = mw+ 4km és cos2x = —1, tehat
nincs megoldds. 2

sin x

e) Mivel tgx = (ahol cosx #0, x # % + k), tgx-cosx =sinx = 1, ami csak x = g + 2k,

CoS X
k € Z. esetén teljesiilhet. Vagyis az értelmezési tartomdny miatt nincs megoldas.

BB a) A tangens- és szinuszfiiggvények grafikonjai csak az x = kzt, k € Z helyeken metszik egymast

(x ¢E + kn).
2

b) Abrazoljuk az x> |cosx| és x+>sinx, x € R fiiggvényeket egy
koordinata-rendszerben.

- y=lcosxl,,
Az 4brardl leolvashatd, hogy a megoldds: ) 2§1 A’A"\
37 97 e
T+2k7t£x£7+2kn', keZ. y=sinx

¢) Mivel sin(2z — x) = sin(—x) = —sinx, az egyenlGtlenség ekviva-

y

lens a kovetkezGvel: J=x
. L x o
—sinx >—x, tehdt sinx<x. 2 ! 2

Igy az 4brardl leolvashat6, hogy x> 0 esetén teljesiil az egyen- % 3 N_A
I6tlenség.

d) A két oldal kozos értelmezési tartomdnya x # L km, keZ.

Mivel ctg (x - %) =ctg(—x) = —ctgx, az egyenlStlenség ezzel

ekvivalens: —ctgx > tgx.
Leolvashatd, hogy a megoldas:

§+k7t<x<7r+k7t, keZ.

e) A két fliggvény grafikonja a cosx =0, azaz x = % + kn, k € Z helyen metszi egymast.



BB a) Abrizoljuk az egyenlség két oldalan 4ll6 kifejezéssel megad-
hat6 filiggvényeket.

Errél leolvashato, hogy 0 és T kozott van egy gyoke az egyen-
letnek. 2

2
y=cosx

b) Az abrardl leolvashatd, hogy egy gyoke van az egyenletnek,

T
ezaz x=—.
2

c) Lathat6, hogy az egyetlen gyok x =0.

d) Az abra alapjan az egyenletnek két gyoke van.

e) Az egyenletnek két gyoke van.

EHD a) Ha [sinx| <1 és [cosx| < 1, akkor sin®x < sin?x és cos®x < cos2x, tehat
sin®x + cos®x < sinx + cos?x = 1.

fgy az egyenlet csak akkor teljesiilhet, ha vagy |sinx|= 1 és akkor cosx =0, vagy |cosx|=1
és akkor sinx = 0. Az egyenlet gyokei tehat:

x=k- L, kez.
2

b) Az a) feladat megolddsdhoz hasonldan itt is azt kapjuk, hogy az egyetlen gyoksorozat:
x=k-Z, kez.
2

c) Az egyenlet ekvivalens a kdvetkezdvel:

sin(x+£)=_l (ahol x #km, ke Z), azaz sin(x+£)~sin2x=1.
4) sin2x 4



Mivel mindkét tényezs abszolut értéke legfeljebb 1, tehat az egyenl8ség csak akkor teljesiil, ha

vagy (1) sin (x+§) =1éssin2x=1, vagy (2)sin (x+§) =-1és sin2x=-1.

(1) Mindkét feltételt az x = % +2km, k,eZ szogek elégitik ki.
(2) Nincs olyan szog, amely egyszerre mindkét feltételt kielégiti.

.

d) Az el6z6hoz hasonlé egyenlethez jutunk, ha mindkét oldalt 2-vel osztjuk, és alkalmazzuk
az Osszegzési tételt:

sin (x +§j-sin4x =1.

Itt vagy sin (x + %j =1 és sindx=1 (L. eset), vagy sin (x + %) =-1 és sindx =-1 (IL. eset).

I. eset: - -
x+§=5+2k71', tehat x:g+2kﬂ', kEZ,

4x:g+2n7r, tehat x:%+2n7r, neZ.

Ezek egyszerre nem teljesiilhetnek.
II. eset: Hasonléan adddik, hogy ez sem lehet egyetlen valés x-re sem.
BB a) A nevezdt vizsgaljuk:
sinx +cosx =+/2 - (sinx . cos% +cosx - sin%} =+/2 -sin (x + %) <2
EgyenlGség csak akkor all fenn, ha:

x+%=£+2kﬂ, azaz x=%+2k7t, keZ.

Mivel a nevezd nem lehet 0, ezért:
T
x¢z+2k7t, keZ.

sz

Minden, az értelmezési tartomdnyban 1év$ x-re a nevez$ pozitiv, tehdt a tort értéke akkor
pozitiv, ha a szamlalé is pozitiv:

. 1
sin?x > —,
4

[sinx|>0,5.
Innen kapjuk a megoldast:

T okm<lxl< T v 2km, x# T 42km keZ.
6 6 4
b) A tangensfiiggvény értelmezése alapjan:
X # % +nm, nel”Z,
2x¢£+k7r, azaz x¢£+k-£, keZ,
2 4 2
T

3x¢£+l7t, azaz x¢%+l-§, le?.

Az utobbi két kikotést elég feltenni, az els§ benne van az utolsoban.



Alkalmazzuk a tangensfiiggvényre megismert azonossagot:
. . _to3
(g 2x = 2 tgx’ =3 tgx tgx.
1-tg2x 1-3-tgx

Ezeket behelyettesitve, majd rendezve az egyenletet, azt kapjuk, hogy kapjuk:
tgtx +2-tg?x + 1 = (tg?x + 1)2> 0.
Ez minden olyan x € R-re érvényes, amire az eredeti kifejezésnek értelme van.

c) Haszndljuk fel a kovetkezd azonossdgokat:
sinet -sin B = % - (cos(or — B) — cos(ax + B))

ugy, hogy a sinx-sin3x szorzatot alakitjuk at:

B

wn | A~

sin2x - 1 -(cos2x — cos4x) =

b

2-sin2x - cos2x — 2 -cosdx =

> vl

sindx — 2 -cos4x = ?

A jobb oldal nagyobb mint 3, a bal oldal viszont 3-ndl nagyobb nem lehet, mert sin4x <1
és —2-cos4x < 2. Igy nincs olyan x € R, amire az egyenl§ség teljesiilne.

EHD a) Alkalmazzuk a megfelel§ azonossagokat:
f(x) =sin®x + cosOx = (sin?x + cos?x) - (sin*x — sin®x - cos?x + cos*x) =

. 2 . .
= (sin’x + cos’x) = 3-sin?x - cos’x =1— . sin? 2x.

Mivel 0 < sin?2x < 1, nyilvan teljesiil, hogy
1
—< f(x)<1.
2 J)

b) Hasznéljuk fel a 2-sin?x = 1 —cos 2x és 2-cos2x = 1 + cos 2x, valamint a sin2x =2-sinx-cosx

ismert azonossagot. Ezek alapjan:

3 1
=3+3-sin2x +cos2x =3+ /10 - | — - sin2x + — - cos2x |.
g(x) X X (m X 70 x)

Mivel (ij2+ (sz—l van olyan o valds szadm, hogy cosa = 3 és sino = L

Jio) ") T e R J10 JI0
Ezek alapjan g(x) igy irhaté:

g(x)=3+/10 -sin(2x + 0).
Innen kovetkezik, hogy:
3410 < g(x) <3 +/10.
c) A megfelel§ azonossagok alapjan:
h(x)= % -+/3 + sin2x,
tehat .
> V2 <h(x) <.



Tegyiik fel, hogy n >0 egész és az f fliggvény 3r szerint periodikus. Ekkor minden x € R-re:

3510

.....

f&x+3m)=cosn-(x+3m)- siné -(x +3m) =cosnx - siné -x = f(x).
n n

Legyen x =0, ekkor:

cosn-37t-sin15—”=0.
n

. .. 157 . . . 15 .
Mivel |cosn-3r|=1, igy sin—— =0, ami akkor és csak akkor igaz, ha — egész szdm, azaz
n

n osztéja 15-nek, tehat n =+1, £3,+5, £15.
Konnyen ellendrizhetd, hogy a kapott n értékek mindegyike megfelels.

Az addicids tétel szerint az egyenlet igy irhato:
sin (3x + E) =0,5,
4

amibdl:

(1) 3x+%:%+2k7r,kez, illetve  (2) 3x+§:5-%+2n7t,nez.

Az (1)-bdl:

x=—"42%. % ez,
36 3

a (2)-bdl pedig:
x=7—n+2n-£, nez.
36 3

Az elsd sorozat legkisebb pozitiv eleme k = 1-hez tartozik, ekkor x = 23—”
A masodik sorozat legkisebb pozitiv eleme pedig n = 0-hoz tartozik, ekkor x = ;—Z

Tehat egy egyenlet legkisebb pozitiv gyoke Z’—Z

2 2

Hasznaljuk fel, hogy 1 — cos“x = sin“x, az egyenlet igy irhato:
cos x (1 + cos?x) = (2 + sin? 3x) - V1 + sin? 3x.

A bal oldal értéke legfeljebb 2, ez akkor teljesiil, ha cosx = 1. A jobb oldal értéke legalabb 2,
ez akkor teljesiil, ha sin3x =0. Az egyenlség tehat csak akkor lehet igaz, ha cosx =1 és sin3x = 0,
azaz x =2kn, ke Z.

Az adott egyenlet gyokei azok az x € R szdmok, amelyekre teljesiil, p

hogy: a
4

7 Jx @ =" 42k, azaz T (@=D =2+, keZ
2 2 y=x(@-x)
Ebbdl:
x-(a-x)=(2k+05)*>>0,

aminek akkor van két gyoke, ha (2k + 0,5)> < a-0,5, és egy gyoke

van, ha (2k + 0,5)? = a-0,5. Ahhoz tehit, hogy 6sszesen 2001 gyoke

legyen az egyenletnek, az kell, hogy teljesiiljon a-ra: + 2 =

2

a=2-(2000 + 0,5)>=0,5-(4001)>.
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FFE) A négyzetgyok értelmezése miatt teljesiilnie kell, hogy 0 < 72 — x2, azaz |x| < &, tehit:

—-T<x<T.
Ennek megfelelSen:
—ES Jr2 - x2 _Egz_ﬂ,
3 3 3
és a szinuszfiiggvény értékkészlete alapjan:
—? < fo) <.

kEIF) Alakitsuk at a sinx-et tartalmazo tortet:
S-sinx -3 _ 5 8

sinx +1 sinx+1°

- 8 >4, ésigy 5-

Mivel 0 <sinx+ 1 <2 ezért y -
sinx +1 sinx +1

<1, tehat:

g(x)=0,1- M <0,1.
sinx +1

A fiiggvény értékkészlete tehdt a |—oo; 0,1] intervallum.

Vegyes feladatok — megoldasok

EEFE a) A megadott fiiggvényérték alapjan:
2=1log,9, a>0,a=#l
a’=9,
a=3. 21 /
A fiiggvény hozzdrendelési szabdlya: ERVZE 5 9 x
f(x) =logzx (x> 0). (

b) y=% esetén: %:logg,x o YPB=x,

1
y=-1esetén: —1=logzx < §:x'

/ ) an X 0 i3 - _%
2

a T T 4 2w X
2 4 3 \o f(x) % 0 _g ?
E8) a) Abrizoljuk az x> +/x, x € R§ és az x+>cosx, x € R fiiggvé- y
nyeket egy koordinata-rendszerben. y=x
Az egyenletnek egy gyoke van, 0 és % kozott. L
e s



b) Abrézoljuk kozos koordindta-rendszerben az x > logyx, x > 0
ésaz x+—>x2—2x, x € R fiiggvényeket.

Az egyenletnek két gyoke van, az egyik 0 és 1 kozott, a masik
2 €s 3 kozott.

¢) Abrazoljuk az x —»x2, xe R ésaz x— |x— 1|, xe R fiiggvé-
nyeket egy koordindta-rendszerben.

Az egyenletnek egy gyoke van, az x = 0.

d) Abrézoljuk kozos koordindta-rendszerben az x 2 -log,x, x>0
és az x> sinx, x € R fiiggvényeket.

Az egyenletnek egy gyoke van, 1 és 2 kozott.

e) Abrizoljuk az x—2%, x € R és az x+—>3*, x € R fiiggvényeket
egy koordinata-rendszerben.

Az egyenletnek egy gyoke van, az x = 0.

ED o ) b,

y =6% y =2 y=|093X
! =
° 3

T
1 33 2 3 X
7 P
-5 - 1 X
x<0; 0<x<33;

.........................

-1

=

y =2log, X

-
y=sinx

y=2
5
y=3 P 1 5 X
y=|logy x|
y=1
4 5 8 X
vagy x=2;




4
y=2-log, x
y=2lgx
1 rs
-1 1 {0 5 X
Ei
i 8 X
x>+/10;
f) y
y=lsinx| y=£
2
7z x| %z o o X
2 4 4 2 2

_£+k7erS%+k7r,keZ.

a) fx)=logy3% +1=2x+1, (x€R);

b) gx)=2-308&-D =2 _2x —1)=-2x+3,

2_ 4o
¢) h(x) = 1og2% =log,(x—3), (x>3);

=0

=

-1

f(x)

1 5 X

1\2 5 X
g(x)
h(x)

4 5 X
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d) i(x):l—%-log3x:—%-log3x +1, (x>0);

y
1¥i(x)
-1 1 3 5 X
e) j(x)=10g5[%-(3x—3)}+1:10g5(x—1)+1, (x>1); .
j(x)
-1 12 5 X
f) k(@) =log J(x+3)? =log lx +3l, (x#-3); ——
2 2 ‘
g) l(x)=10g2%-(2x—2)—2=10g2(x—1)—2, (x>1). e
I(x)
i
-1 17 2 @ X

EI0) a) Abréazoljuk kozos koordindta-rendszerben az x s cosx, x € R

=[x|-E
y=Ixl 5

ésaz x> |x| - % x € R fiiggvényeket.

Az abra alapjan vildgos, hogy az egyenlGtlenség —
esetén teljesiil.

SxSE
2

(SR




b) Abrézoljuk egy koordindta-rendszerben az x+— 2l xeR

y
és az x+—>cosx, x € R fiiggvényeket. y =2kl
Az dbra alapjan lathatd, hogy minden x € R esetén igaz az egyen-
16tlenség. :
A NS x
y=cosx2 T 2 2

¢) Mivel sin (g— ):cosx, az egyenlGtlenség

ekvivalens a kovetkezdvel: y =Isinx|
[sinx| < cosx.

Ha ko6z6s koordindta-rendszerben dbrazoljuk
az x—>|sinx|, xe R ésaz x>cosx, xR
fliggvényeket, akkor lathatd, hogy az egyenl6t-
lenség az alabbi esetekben igaz:

2 X

FNEY
INIE)
<
~|g

T okn<x<T v oun kez.
4 4

d) Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben az x | log, x|, x>0
ésaz x—1, x e R fiiggvényeket.

Leolvashat6, hogy az egyenl6tlenség 0,5 < x <2 esetén teljesiil. y =llogx|

—
<
Il

a) A megadott adatokbdl felirhaté a kovetkezd egyenletrendszer:
(1) -l1=log,1+b
0, a#l1. f(x)
@ O=log,2+b] 47> ¢ e
(1)-bél kivonva a (2)-t: - 2 4 8 X
—1=log,1-log,2,

—1=logal,
2
)
al=2"1
a=2.

(1)-be visszairva a kapott a értéket:
-l=log,1+b = b=-1
A kapott fliggvény:
g(x) =logyx—1 (x € J0; 8]).
b) A fiiggvény gorbéje az abran lathato.

c) Ertékkészlet: g(x) <2, vagy méasként: y € |—oo; 2].



d) A(5; 1) pontesetén: y=1 és x =5, tehat:
I=log,5-1 = 2=log,5 = 4#5.
Az A pont nem illeszkedik g(x)-re.
B(2;0) esetén: y=0 és x =2, tehat:
0=log,2-1 = 1=log,2 = 1=1.
A B pont illeszkedik g(x)-re.
C(16; 3) esetén: y =3 és x = 16, tehat:
3=log,16-1 = 4-1=3.
De a fiiggvény értelmezési tartoménya ]0; 8], ezért nem illeszkedik C az adott fiiggvényre.

EH) a) f(x) esetén:
1

f-1)=2, ekkor 2=a"! & —=2 & a=

1 f(x) y g(x)
a 2

A hozzarendelési szabaly:

_(1Y hix)
(2] e

g(x) esetén:
g2)=16 & 16=da?> < a=4, mivel a>0.

A hozzarendelési szabaly:
gx) =4~

h2)=25 & 25=d®> & a=5, mivel a>0.
A hozzarendelési szabaly:

h(x) esetén:

h(x)=5"
c) Az értékkészletek:
1 1 1
el—; 4|, el—; 4|, h(x)e|—:;5|.
el el el
d) Igen, a fiiggvények mindkét esetében az y =2 értéket veszik fel:

@—ﬁ—ﬁ—z és f(—1)—(1j1—21—2
)7 YT IV

EFD a) Az A pont akkor és csak akkor illeszkedik az adott fiiggvény grafikonjdra, ha p>=9, p >0,
azaz p = 3.

b) Alogaritmus alapja csak 1-t6l kiilonboz6 pozitiv szam lehet, tehdt p >0, p # 1, és log,0,5 =1,
azaz p =0,5.

c) Afiiggvény értelmezési tartomdnya miatt —x <x+p <7, tehit x=0-ra —r<p <, és sinp = 1.

Ebbd kovetkezik, hogy p = g

d) Az értelmezési tartomdny miatt p >0 és log,p =0, tehdt p = 1.

EFBD a) Anégyzetgyok miatt 4 — x>0 < 4 >x.
A tort nevezdje nem lehet 0, ezért 1g(x—3)#0 & x-3 =1, x#4.
A logaritmus miatt x—3 >0 < x>3. Tehdt: xe R | 3 <x <4, vagyis: x € |3; 4[.



b) Alogaritmus miatt:
) ¥ +4x-5>0 © x<-5vagy x> 1.
A négyzetgyok miatt:

lg?+4x-5)20 © ¥*+4x-521 © P*+4x-620 o

; & x<—/10-2 vagy x>+/10-2.
Ertelmezési tartomény:

x € |-o0; =10 =2[ vagy xe |10 —2;00].

EFB Az 4brardl leolvashatd, hogy az egyenlStlenség

y
akkor teljesiil, ha: y =|sinx —1]
Qk+1) w<x<(2k+2)-7, keZ. =i :
‘ N\
T T & s 2n X
R 2 2
EF Az 4brardl leolvashatd, hogy az egyenlStlenség ,
akkor teljesil, ha: )
%+kn£x£%t+kn, keZ. Y] ! ‘ o]
] P
2 PR R R 2

EFH a) Mivel sinx <1, és a 2-es alapu exponencidlis fiiggvény szigortdan nd:
zsinx <2,
és a 2 értéket ott veszi fel, ahol sinx =1, azaz az x = % + 2kr, k € Z helyeken.
b) A |cosx| <1, és az egyenldség csak az x = kr, k € Z helyeken teljesiil. Ezért a 3-as alaptd
exponencidlis fiiggvény szigori novekedése miatt:
3. 3|cosx| < 32 =9.
A 9 értéket csak az x = km, k € Z helyeken veszi fel a fliggvény.
c) A szinuszfiiggvény tulajdonsdga miatt 1 —sinx <2, és itt az egyenl&ség csak akkor teljesiil,
ha sinx=-1, azaz x = 3 +2kr, ke Z. Az 5 alapu exponencidlis fiiggvény szigordan nd, ezért:
51—sinx < 52 =25.
Az egyenldség csak az x = 3?” + 2kn, k € Z helyeken teljesiil.

EFD a) A logaritmus miatt az értelmezési tartomany x > 0.
A két fliggvény grafikonjat a kozos értelmezési tartomanyon
_ . 1 . .
dbréazolva latjuk, hogy az x = > helyen metszi egymadst.

Mivel a bal oldali x> log, x, x>0 fliggvény szigoruan csokken,
2
a jobb oldali x—x + % x € R* fiiggvény pedig szigorian nd,

igy tobb metszéspontjuk nincs.



b) Az x+— L 1, x € R* fiiggvény szigordan csokken, a 2-es alapui
X

logaritmusfiiggvény szigorian nd, a grafikonok metszéspontja
x = 1-nél van.

¢) Ertelmezési tartomany: x> 0.
Itt is a grafikonrdl 14thatd, hogy x =1 az egyetlen megoldas.

d) A grafikonrdl l4that6, hogy az egyetlen megoldés: x = 0.

fi7I) a) Abrazoljuk az x— logrx, x>0 ésaz x+——x, fiiggvényeket
a kozos értelmezési tartomanyon. Zsebszamoldgéppel vagy
tabldzat haszndlataval x = 0,64 adédik egyetlen gyokként.

b) Abrizoljuk az x — log,x, x>0 és az x+—(0,5)%, x > 0 fliggvé-
nyeket.
Mivel az x —log,x fiiggvény nd, az x +— (0,5)* fliggvény csok-
ken, legfeljebb egy gyok lehet. Az dbrardl leolvashatd, hogy
az |1; 2[ intervallumban van gyok. A pontosabb szamolds azt
mutatja, hogy a gyok 1,3.

-

o
B




¢) Abrazoljuk itt is az x —>log,x, x>0 és az x>sinx, x > 0 fligg-
vényeket.

Az dbra és a fliggvények tulajdonsdgai alapjan vilagos, hogy
% és 2 kozott van egy gyok, tobb gyok nem lehet. A pontosabb

szamolds azt mutatja, hogy a gyok 1,9.

d) Abrizoljuk az x — logyx, x>0 és az x ——x2, x > 0 fiiggvé-
nyeket.

Vildgos, hogy az x> log,x, x >0 fiiggvény nd, az x— —x2,

x>0 fiiggvény csokken, és ]0,5; 1[—ban van gyoke, pontosabban
a gyok 0,7.

e) Abrézoljuk az x—log,x, x>0 és az x> cosx, x>0 figgve-
nyeket. 2
Az dbra és a fliggvények tulajdonsdgai alapjan vildgos, hogy
a ]0,5; 1[-ban van egy gyoke az egyenletnek, ez a gyok 0,6.

f) Itt is dbrdzoljuk az x —log,x, x>0 ésaz x—>-x+1,5, x>0
fliggvényeket.
Az x+—=>logyx, x>0 fliggvény nd, az x+—=>—x + 1,5, x > 0 fiigg-
vény csokken, igy legfeljebb egy gyok van. Az dbrardl leolvas-
hat6, hogy ez a gyok az |1; 1,5[-ban van, a gysk 1,2.

EFD Itt is abrdzoljuk az x—>ctgx, O0<x<mésaz x>x, 0<x<7m
fliggvényeket.

Itt is csak egy metszéspont van, ezt példaul iterdcidval kaphat-
juk meg: 0,86.

4

y=log, x

1,9

y =sinx

y=log, x

y=-x2

y=logy x




EF) a) Abrizoljuk az x 2% ésaz x+—>x + 2, x € R fiiggvényeket.
Az x> 27 fiiggvény grafikonja konvex |—eo; +oo-ban, ezért
legfeljebb két gyok lesz, hiszen az x — x + 2 képe egyenes.
Az egyik gyok x =2, a mdsik ldthatéan -2 és —1 kozé esik.
Pontosabb értéke: —1,7.

b) Ittis az a) megolddsdban latottakat alkalmazzuk.

Az x+—2* fliggvény grafikonja konvex, ezért legfeljebb két
gyok van. Az egyik 3, amdsik —5 és —4 kozé esik, ez —4,6 lesz.

¢) Abrazoljuk az x 2% és az x+—>x + | fiiggvényeket.

Az x— 27" fiiggvény csokken, a masik ng, igy legfeljebb egy
gyoke van. Az egyetlen gyok: x=0.

d) Abrézoljuk itt is az x 2 és az x+>x — 1 fiiggvényeket.

Ebben az esetben is az egyik fiiggvény csokken, a masik nd,
igy legfeljebb egy gyok van, amely az 1 és 2 kozé esik: 1,4.

5 y=x+2
=z A
-5 1112 5 X
-
R

/3

5
yZ
B

-5

y=2°

-
y=2*
5
21

=)

Y
X
5
=l

Z
1 3 5 X

EED a) Alogaritmusfiiggvény tulajdonségai alapjan az adott egyenlStlenségbdl a kovetkezd ekvivalens

egyenlGtlenségeket kapjuk:
& & b log, logs (x% — 11) >0,

2
0<10g5(x2—11)<1,
l<(x2-11)<5,
12<x2<16,

2-J3<lxl<4.



b) A hatvdnyazonossdgok alkalmazdsdval ekvivalens dtalakitdsokat végezhetiink:

1 1

X X+

4% -3 2=3 2%
1 3*

4% 4 — 47 =[3.3% 4 |
2 V3
34v= 3 mivel 3% 20, ezért:
2 V3

oW

N
[SSEIEN
=
I
N
SSEIEN

j , az exp. fv. szig. monotonitdsa miatt:

=
Il
N | W

¢) Atalakitdsokkal:
(0,4)lg2x+1 — (6,25)2—1gx3’ x>0

) lg2x+l_ 25 2-3-lgx
5) 4 ’

) Ig2x+1 ) 6-lgx—4
(g) = (gj , alogaritmus fv. szig. monotonitdsa miatt:
lg2x+1=6-1gx —4,
Ig?x —6-lgx+5=0.
A kapott masodfoku egyenlet gyokei:
lgx;=1 és lIgx, =35,
amibdl:
X1 = 10 és Xy = 105
A kapott gyokok jok, mert ekvivalens dtalakitdsokat végeztiink.

EEED Ekvivalens étalakitdssal 2-es alapt logaritmusra dttérve igy frhatjuk az egyenlGtlenséget:

log, x + <-2-coso.
log, x
Nyilvdn 0 <x, x# 1 johet sz6ba csak.
Ha 0 <x <1, akkor log,x <0 és igy:
log, x + <-2.
log, x

A -2 <-2-cosa egyenlStlenség minden o€ R esetén igaz, tehdt az egyenlStlenség teljesiil, ha:

aeR é O<x<l.
Ha x > 1, akkor log,x > 0, igy:

log, x + 22,

log, x

és itt egyenlOség csak log,x =1, azaz x =2 esetén teljestil. Mdsrészt —2-cosa =2 csak cos o =—1
esetén teljesiil, ekkor az egyenlGség igaz, tehat:

a=02k+1)-n, keZ.



EEB A logaritmus azonosségait felhasznalva ekvivalens dtalakitdssal f(x) értékét a kovetkezs alakra
hozhatjuk:
fx)=log2 x - (log# x +12- (3 - log, x)) = log2 x - (log# x — 12 - log, x + 36) =

=(log, x - (6 - log, x))z.
Mivel 1 <x <64, ezért 0 <log,x <6, tehitha a log,x = z jelolést haszndljuk, a (z -(6- z))2 leg-
nagyobb értékét keressiik, ha 0 <z <6.

A szamtani és mértani koz€p kozti egyenlGtlenség alapjan:
2
+6-—
z-(6—z)£(%j =9,

és egyenlGség csak akkor teljesiil, ha z =6 -z, azaz z=3.
Ezek szerint f(x) <92 = 81, és az egyenlGség log,x = 3, azaz x = 8 esetén teljesiil.
Nyilvdn x > 0 johet sz6ba megoldasként. A 2-es alapu logaritmusfiiggvény az értelmezési tartoma-

nyéban szigordan ng, igy mindkét oldal 2-es alapu logaritmusat véve, és felhasznélva a logaritmus
azonossagait, a kovetkezg, az adott egyenlGtlenséggel ekvivalens egyenlGtlenséget kapjuk:

(3 —logsx —2-log,x) - logyx > 0.
Az elsé tényez6t tovabbi szorzattd alakitva, és —1-gyel szorozva ezt kapjuk:

(logrx —1)-(logyx + 3) - logyx < 0.
A hiarom tényez§ szorzata akkor lehet negativ, ha mindhdrom tényezd negativ, azaz a legnagyobb
tényezd negativ:

log,x+3<0 = log,x<-3, amibdl O<x<%,

vagy ha egy tényezé negativ, kettd pozitiv, azaz a legkisebb tényezs negativ, a koz€psd pozitiv:
logox—1<0<logobx = 0<log,x<1, amib6l 1<x<?2.

A kovetkezdket kell tudni x-r6l: [x]#0, |x|#1, x+2>0, azaz x > -2.

Ha 0 <|x| < 1, akkor a logaritmusfiiggvény csokken, igy az adott egyenl6tlenség a kovetkezdvé
alakul:
x+2>x% azaz 0>x2—x-2=(x-2)-(x+1), amibdl -1 <x<?2.
Ekkor tehat a megoldas:
-1<x<0 é O<x<l.

Ha | x| > 1, akkor a logaritmusfiiggvény nd, tehat az adott egyenlStlenség a kovetkezSvel ekvi-
valens:

x+2<x? azaz O<x?-x—-2=(x-2)-(x+1), amibsl x<-1 vagy x> 2.
Az értelmezési tartomanyt is figyelembe véve ekkor a kovetkezd szdmok elégitik ki az egyenldt-

lenséget: ,
x>2 és -2<x<-L

Fejezziik ki tg x-et sinx és cosx segitségével, majd ezeket % szogfiiggvényeivel:

. X X
2-sin—-Ccos— N

X
2.cos2 >

2 _ 2-sinx
1 " COSX ]+ cosx
sinx sinx

Igazoltuk 10. osztdlyban, hogy 0 < x < % esetén x < tgx, tehdt az allitast igazoltuk.



EED a) Azexponencidlis fiiggvény tulajdonsagai alapjan a hatvény értéke akkor és csak akkor nagyobb

b) Az exponencidlis fiiggvény tulajdonsdgai alapjan az eredeti

mint 1, ha vagy az alap 1-nél nagyobb €s a kitevd pozitiv (I. eset), vagy az alap 0 és 1 kozott
van és a kitevd negativ (I1. eset).

I. eset:
42 +2x+1>1 = 2x-2x+1)>0,
amibdl
x>0 vagy x<-0,5,
valamint:
2-x>0 = x-(x-1)>0,
amibdl

x>1 vagy x<O0.
Tehat ebben az esetben az x > 1, illetve x < —0,5 valds szdmokra igaz az egyenlGtlenség.

II. eset:
0<4x?+2x+1<1 = 2x-2x+1)<0,
amibdl
-0,5<x<0,
illetve
xX2-x<0 = x-(x-1)<0,
amibdl

O<x<l1.
Mindkét kikotést egyetlen valds szam sem elégiti ki, tehdt itt nincs megoldas.

egyenlGtlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha:
O<lx-(x-Dl<2. 5

Abrizolva az x—|x- (x— 1)| fiiggvényt, az dbrarél leolvashato,
de szdmoldssal is konnyen ellendrizhetd, hogy a megoldésok:

“1<x<0, 0<x<1 és l<x<?2. y=Ix(x=1

)

- 1 i

¢) Alogaritmusfiiggvény tulajdonsdgai alapjan 2 eset lehetséges.

Leset: 0<x?<1és 0<3—2x<x? teljesiil.

Az els6 egyenlbtlenségbdl —1 < x <0 vagy 0 <x < 1, amésodikbdl 1 <x < 1,5 vagy x <-3,
tehat ezeket kielégit§ valds szdm nincs.

IL eset: 1 <x? és 3 —2x > x? teljesiil.

Ebbdl x < -1 vagy x> 1, illetve 0> x% +2x -3 = (x—1)-(x + 3), azaz -3 <x < 1. Mindkét
feltételt a —3 < x < —1 szdmok elégitik ki, ezek az egyenlStlenség megoldésai.

Indirekt bizonyitdst célszerd vélasztani. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvénynek van egy p >0 perio-
dusa, azaz minden x € R-re f(x + p) = f(x). Haszndljuk a szorzattd alakit6 azonossdgokat:

és sin

f(x+P)—f(x)=2-sin§~cos(x+§)+2-sinp'2\/§.cos(ﬁ.x+—p'2\/§j

minden x € R-re. Ez csak akkor teljesiilhet, ha sing =0, azaz p = 2kr, valamely k € Z esetén

P2 =0, azaz p=+/2 -2nm, valamely n € Z esetén. Ebbdl az kovetkezik, hogy van olyan

k, n € Z, hogy V2 -n=k, n#0 miatt V2 = E, ami ellentmondés, mert /2 irracionalis.
n



2r X
EED A sin+/3 - x értéke == szerint periodikus, cos——
NE] P NE]

Akkor lesz f(x) periodikus, ha van olyan k és n egész, hogy:
k-2Z =120\, 120,

értéke 27 -~/3 szerint periodikus.

V3
Ebbdl % =3 adédik, k=3, [ =1 esetén ez teljesiil. Tehat az f fiiggvény 27 - /3 szerint periodikus.
Val6ban:
f(x + 27r-\/§) = sin(\/g X+ 671') —Cos (% + 2n)= f).
1
EFED Abrizoljuk az x—3" -7, xe R és x> 4%, xR, x#0 fiiggvé-
nyeket. |

Az x+—=>3*-7, x e R fiiggvény végig nb, az x+—> 4~ fiiggvény
]—o0; O[-ban csokken és ]0; +oo[-ban is csokken, de mindeniitt
pozitiv. Igy legfeljebb egy gydk lehet. Az x =2 j6 gyoknek, itt
mindkét fiiggvény értéke 2.

y=3-7
___/7, ,,,,,,,,,,,,,,,,,
-10
EZN «) Ha O<x<§, akkor 0 <sinx <x, és
2 2
cosx=cos?t —sin2r =1-2.sin2>>1-2. 2 =12
2 2 4 2
%2
Ha 0 < x <2, akkor x2 < 2x, azaz =— < x, tehat:
2 2
cosx>1——>1-nx.
2
b) Mivel 0 <x < %, akkor 0 < sinx < tgx, ebbdl kovetkezik, hogy:
sin x
I>——>cosx>1-ux.
X
Tehat az a)-ban igazolt azonossag felhasznéldsaval:
x>1-% 5,
X
L) Ismert azonossdgok alapjan:
(1) cosa =cos?Z —sin2 &, () 1=sin2% + cos2 &,
2 2 2 2

(1) és (2) Osszegébdl: ,o _1+cosa
cos* —=—""—,
2 2

. . o .
és mivel COSE >0, ezért:



(1) és (2) kiilonbségébdl:

sin2= ,
2
L. . .
és mivel sin— =0, ezért:
2 . a 1-cosa
sin— =
2 2
EZB A pontos értékek:
1+ cosﬁ 1+ Q
T 4 2 2+2 . T 2-2
CcosS— = = = ; sin—=———;
8 2 2 2 8 2

b T N2 242 T _N2-N2+42

= sin— =

16 2 16 2
EFB) Szorozzuk meg a bizonyitandé egyenldség mindkét oldaldt 16 - sin% -tal:

X X X X X .
16 - SlI‘l—6 +COS— - COS— - COS—+ COSE =S x.

16 8

A sin2a =2 - sina - cos @ azonossdgot négyszer alkalmazva a bal oldalon, éppen a jobb oldalt
kapjuk.
E@D Azonossidgok alkalmazasdval f(x) igy irhato:
f(x) =sin5x-sin2x.

Mivel 0 < x <§ esetén sin2x > 0, igy f(x) >0 akkor és csak akkor, ha sin5x > 0. Ez pedig

akkor teljesil, ha:
i1 . 2r i1
O<x< 5 és —<x< 5"

Inverz fiiggvények — megoldasok

BB Abrizoljuk az x — arcsinx és x —>arccosx, |x| <1 fiiggvényeket
ko6z6s koordinata-rendszerben.

T
Ha 0 <x <1, akkor: y=arccosx\

n

sin(arcsin 1 — x2) =1 - x2, 3Ny =arcsinx

Y

. i 1 X
sin(arccos x) = /1 — cos? (arccos x) = v/1 - x2,

NI}

tehdt az azonossag elsé része igaz.

Ha -1 <x <0, akkor:

sin(n — arcsin\/l — xz): \/1 - x2,

és —<arccosx <, ezért:

SRR

sin (arccos x) = sin (7 — arccos x) = v/1 — x2,

tehdt az azonossag masodik része is igaz.



B Alkalmazzuk t6bbszor a tangensfiiggvény addicids tételét:

1 1 1 1
tg [arctg— + arctg— [+ ¢ tg— + arctg—
g( cg3 arcgsj g(arcg7 arcggj

| | |
tg |arctg~ + arctg— + arctg — + arctg— | = =
g(arcg?, arctes Faries arcgs) 1 ] 1 I
1-tg arctgg + arctgg tg arctg; + arctgg

1 11

35 .7 8

11, 11 4.3
_ 35 78 _ 7 11 _ 44+21_

L,y 43 77-12
-3 5 .7 8 7 11

1 1

35 7 8

Mivel tg% =1, és mindkét oldal pozitiv, valamint %—nél kisebb, az azonossag igaz.

Elg) A 3545. feladat megolddsakor mar lattuk, hogy:

cos(arcsinx)=+1—x2, ha —1<x<I.
Hasonldan adédik, hogy:

sin(arccosx)=+1-x2, ha —-1<x<1.
Mivel 0 <1 - x2 <1, ezért:

arcsin+/1 — x2 + arccos /1 — x2 = g
és ezt kellett igazolni.
€D a) Mivel: L (7: 71') o
sin—=cos |— — —|=cos—,
7 2 7 14
ezert: ( n) ( 57‘[) S . 5t
arccos |sin—|=arccos [cos— |=—, hiszen O<—<m
7 14) 14 14
b) Mivel: 3n (n 371:) ) ( nj .
cos— =sin|— - —|=sin|——|=—sin—,
5 2 5 10 10
ezért:

arcsin |—Sin—|=-—arcsin |Sin—|=——-.
10 10 10

E@M Abrizoljuk az x4 arctgx, x € R és x—Z x#0,xeR fiiggvé-
nyeket. X

Mivel mindkét fiiggvény pdratlan, a grafikonjaik szimmetrikusak
az origora.

Az x+— — ]O; +oo[—ban csokken, az x4 -arctgx itt nd, tehat

X
legfeljebb egy gyok van, x =1 j6 gyok. A pératlansadg miatt x = —1
is j6 gyok, és mds gyok nincs.




€D Az arccos értelmezési tartomanya [—1; 1], igy a kovetkezSket kell kikotni:

-1<3x<1,
—leSl
3 3

b

valamint:
V6 —15x <1,
0<6-15x<1,
5<15x <6,
1 2

—<x<-—.
3 5

Igy csak x = % jOhet széba megoldasként. Ellendrzés:

arccos3%=arccos1=0 és  arccos /6—15%=arccos1=0,

tehat x = — j6 megoldas.

[SSRI

Ha a £0, akkor x <0 esetén:
. T T
arcsinax < —<3-arccosx + —,
2 6
mig x >0 esetén:
. T
arcsinax <0 <3-arccosx + g,
tehat ekkor nincs megoldas.
Ha a > 0, akkor az

f(x) =arcsinax, lax|<1 és g(x)=3-arccosx + %, -1<x<1

grafikonja akkor és csak akkor metszi egymast, ha a megfeleld inverz fiiggvények grafikonjai
metszik egymadst.

Az inverz fiiggvények:

sinx 1 S
hx) = 0%,
a 1
a
v . . il 7 =h(x)
k(x) = cos 6, —<x<—, z T x
3 6 2 6 2
A h és k fliggvények grafikonja akkor és csak akkor metszi egymadst, ha
. T . T T n
sin— sin— ———
<cosO=1, azaz 0,5<a és —220052 6, azaz a< o
a a 3 COS—
9
tehdt akkor van legaldbb egy valds gyok, ha
0,5<a<
cos—

9



EEB Célszert elGszor dtrendezni az egyenletet:

M = % —arctg(1 — x).

arctg

Elég azt megnézni, hogy a két oldal tangense mely valds x-re egyenld. A bal oldal tangensének
meghatdrozdsakor a tangens addicids tételét hasznéljuk:

x-2-x _ 1-(1-x)

5 1+1-(1-x)’
x-2-x) «x
5 2-x
Széba johet x =0, ez j6 gyok.
Ha x # 0, akkor:
(2-x?=5,
x2—4x-1=0,
x=2+4/5.

A kapott gyokok kielégitik az egyenletet.

EFR) Abrazoljuk az x> arcsinx és x+>2-arccosx fiiggvényeket egy
koordindta-rendszerben. 2m

Mivel [-1; 1]-ban az arcsinx nd, a 2-arccosx csokken, legfeljebb
egy metszéspontja van a két grafikonnak. Hatdrozzuk meg a metszés-
pont x koordinatdjat:
arcsin x = 2 - arccos x,
sin(arcsin x) = sin(2 - arccos x),
x =2 -sin(arccos x) - x.

y =2-arccosx

T

y =arcsinx

NS

Mivel x # 0, eloszthatjuk mindkét oldalt x-szel: -1 1 X
1=2-V1-x2, (x>0) -z ‘
3
=

Az eredeti egyenl6tlenség tehat —1 < x < ? esetén teljesiil.

sino

EED a) Mivel tgo = , ezért:

cosa .
sin(arccos x)

tg(arccos x) = ———.
cos(arccos x)

Haszndljuk fel, hogy
sina =+1-cos?a, ha 0<sina <1 és sino =—-+1-cos?¢, ha -1 <sina <0.

Mivel 0 <arccosx <7 és 0 <sin(arccosx) < 1, ezért:

sin(arccos x) = v/1 — x2.
V1 - x?
x 2

Tehat:

tg(arccos x) = ha [x|<1, x #0.




b) Mivel —% <arctgx < %, ha x e R, ezért:

cos(arctgx) > 0.

Masrészt:
l1+tg2a = ! tchdt  cosor=——
cosZo’ J1+tg2a
Ezért:
1 1
cos(arctg x) =

\/l + tg2 (arctg x) - J1+x2°





