EMELT SZINTU FELADATSOROK

1. Feladatsor /A — megoldasok

1. Abal oldalon 4ll6 tort értelmezési tartoméanya : 1 — 4x2>0, x#0, azaz —0,5<x <0,5.
Bévitjiik a tortet az 1+ /1 — 4x? dsszeggel:
4x2 _ 4x
x(1+V1-4x2)  14+1-4x2
Ha —0,5 <x <0, akkor 4x <0 és 1++/1—4x? >0, igy hanyadosuk negativ, azaz kisebb 3-n4l.

Ha 0<x <0, akkor 0 <4x <2, 1++/1—4x2 >1, tehit a tort értéke < 2.

Tehat az egyenlGtlenség az Osszes, az értelmezési tartomdnyba tartozé x valds szdmra teljesiil:
-0,5<x<0,5.

<3.

2. Az 4brardl leolvashatd, hogy sin10° = %.

A sin3a = 3sin a — 4sin o azonossagot o = 10°-ra alkalmazva:

3
sin30°=0,5=3-sin10°— 4-sin310° = 3- -~ _ 4~(i) .
) 2b 2b
Atrendezve:
a Cl3 .
05=15-2-05-%. amibsl a®+b3=3ab,
b b3

és ezt kellett igazolni.

3. Mivel a logaritmus alapja csak 1-t6l kiilonbozd pozitiv szdm lehet, 0 <x, x # 1, x # 16, x # 64.
A megfelel§ logaritmus azonossagok felhaszndldsdval az egyenlet igy irhato:

1 1 _ 1
log,x logyx—4 logyx—6

Ha a log,x = z jelolést haszndljuk, akkor a kapott egyenlet igy alakithato 4t:
2(z—4)=7-6, azaz 72-57+6=0.
Innen z; =2, 2, =3, ésigy x; =4, x, = 8. A kapott gyokok kielégitik az egyenletet.

4. Jelolje a kiip alapkorének sugardt r, alkotéjat a, igy a paldst
felszine: A, = ram, tys, = r*m. Afeltétel szerint ram=2r’m, tehdt
a =2r, azaz egyenl6 oldald kipot kaptunk. Ennek magassaga
m = r/3, tehat a térfogata:
_,.mf

3

Mivel a kdp alapkore és csicsa a gombfeliiletre illeszkedik,
az abrén lathat6 ABC derékszogli haromszogbdl:

RJ3

(r 3—R)2+r2:R2, innen r:T.

Vv

A kip térfogata tehat: V =R3 - 3?”



1. Feladatsor /B — megoldasok

5. a) Az f fiiggvény grafikonja az dbran lathat6.

=<

y=|x2-6x+8|
A fiiggvény atalakithato:

f)y=Ix2-—6x+8l=l(x-3)2-1].

! 1 5 X
b) A g fliggvény grafikonja az dbran lathat6. y
A fiiggvény atalakithato:
gx)=x2—6x+5|=|(x-3)2-4|. y =Ix2—6x+5|

Abrizoljuk a

h(x)=|x*—6x+8|+]x2—6x+5], 0<x<6
fliggvényt, amelyre h(x) =f(x) + g(x).
Az abrarol leolvashat6, hogy 3 <a < 5 esetén van az egyenlet-
nek 3-ndl tobb megolddsa a valds szamok korében.

2
6. Az y=x?+ax+ b egyenleti parabola tengelypontjinak koordinatéi: x = —% és y=>b- %. Ezért
az y=x%+ (2p + 1)x + p% — 1 egyenletii parabola tengelypontjanak koordinatdi: x =—p — 0,5, illetve
y=-p-1,25.
Innen lathato, hogy a tengelypontok koordindtdi kielégitik az y — x =—0,75, azaz az y =x — 0,75
egyenletet, amely egyenes egyenlete. A tengelypontok tehat illeszkednek az y = x — 0,75 egyenesre.

7. Rendezziik 4t az egyenlStlenséget, és hasznaljuk fel, hogy a haromszogben y = 180° — (a + f3),
ezért siny = sin(o + B):
sinor + sin?f > 2 — sin? (o + fB),
sin?(a + B)>2 — (1 - cos’a + 1 — cos?f),

sin?(o + B) > cos?a + cos?B. (1)

Haszndljuk fel a szinuszfiiggvény addicids tételét, és végezziik el a négyzetre emelést:

sinZa - cos? B+ cos2 o - sin? B+ 2sin o - cos & - sin B+ cos B > cosZa + cos2 B, (2)



Ezutan djra rendezziik at az egyenlGtlenséget, €s haszndljuk az ismert azonossdgokat:
2sino - cosa -sinfB-cos B > 2cos?a- cos?B. (3)
Mivel coso, cos3>0 (a és B hegyesszogek), oszthatunk ezekkel és 2-vel, majd atrendezve:

0>cosa-cosB—sino -sinf=cos(a+ ). (4)
A (4) egyenlGtlenség igaz, mert 90° < o+ < 180° hiszen 7y is hegyesszog. A (4) egyenldtlen-
ségbdl kovetkezik a (3), ebbdl a (2) és végiil az (1), mert a Iépések megfordithatdk. Igy igazoltuk
az egyenlétlenséget.

. Az abra jeloléseit hasznaljuk. A két kor érinti egymast, és a harom-
szog két oldalat, ellenkezé esetben sugaruk novelhetd lenne. Jelolje
az ABC haromszogbe irt kor sugarat p, a két egybevagé kor suga-
rat r. Mivel BO és CO szogfelezSk, O a beirt kor kozéppontja,
ennek az a oldaltdl vald tdvolsdga p. Ha K, és K, a két egyenld
sugard kor kozéppontja, akkor a BCO és K;K,O hdromszogek

hasonlok, igy a megfelel$ szakaszaik aranya egyenld: p_ %
Ebbdl '
p_p_1 P l_p a _r
a 2r 2 a 2 2r 2p+a p ’
igy a kivdgand6 kor sugara:
L 4P _a-p+2p’-2p*  2p?
2p+a 2p+a 2p+a

Leolvashatd, hogy r anndl nagyobb, minél nagyobb az a, azaz akkor a legnagyobb, ha a a leg-

nagyobb oldal.
L2
. Az egyenletesen gyorsulo test dtjat a kdvetkezd képlet adja meg: s =vy -t + %.

z. 2z

A hatrabb 1év{ test esetén ha 1 =1 s, akkor s = 25 m, tehat:
a
25=vy+—, 1
1 0+ 5 (1
ha t=2s, akkor s = 503 m, tehat
50% =2vy+2a. (2)

1 5 5 12

Az (1) és (2) egyenletekbdl a=— és v, :25—6:246. Tehat s1=24g-t+€.

Q| =

A masik test esetén ha r =1 s, akkor s = 30 m, tehat:
a
30=vy+—, @3
1 0*3 (3)
ha t=2s, akkor s = 595 m, tehat
59% =2vy+2a. (4)
t2

A (3) és (4) egyenletekbdl a = —% és vy = 30%. Tehét s, = 30% -t — T

Az elsé test akkor éri utol a mésodikat, ha s; = s, + 20. Ebbdl #-re a kdvetkez§ egyenletet kapjuk:
> —13t-48=0.

Ennek gyokei 16 és —3. Nyilvén csak a pozitiv gyok jo, tehat 16 masodperc mulva éri utol az els§
test a masodikat.



1. a) A logaritmus értelmezése alapjan —x2 + 4x —3 >0, valamint 7

b) Alogaritmus azonossagai és definicidja alapjan az egyenlet a ko-

2. Feladatsor /A — megoldasok

x—1>0. Az utébbi egyenl6tlenség megolddsa x > 1, mig az XS —x2 44y =3
elsé egyenl6tlenség bal oldaldn all6 mdsodfoku kifejezés két 1 |
zérushelye: x; = 1 és x, = 3. Az x> —x? + 4x — 3 masodfoki + /1 : -
fliggvény grafikonjardl (Id. dbra) leolvashatd, hogy az elsé

egyenl6tlenség megolddsa 1 < x < 3. 1=

A kifejezés értelmezési tartomdnya az ]1; 3[ intervallum.

vetkez§ alakokban is felirhato:

—x2+4x-3 o —X2+4x -3

—————— =1, amibfl ———=
(x—1)? (x-1)?

Az a) feladatban kiszamoltuk a szamlal6 gyokeit. A gyoktényezGs alak alkalmazédsaval kapjuk,

hogy —x% + 4x—3 =—(x - 1)(x — 3), és ezért a bal oldalon 4ll6 tort egyszer(isitése utan:
—(x-3) 5

=2, amibs8l x=-.
3

log,

x—1

A kapott szdm eleme az értelmezési tartomanynak, és ellenérzéssel meggy6zddhetiink rdla,
hogy megoldésa az egyenletnek.

2. a) Afeltételek alapjdn a trapéz nem téglalap. Ekkor az 4bra jelo-

1éseit haszndlva a trapéz alapjai AB = 7x, CD =3x, a D csucs-

b6l indulé magassag talppontja E, tovabba az ABD harom-

sz0g derékszogli. Az ABD hiromszogben a magassagtétel
alapjan adédik: DE? = 2x- 5x = 10x2, ebbdl kovetkezik, hogy :
200 = 10x2, végiil x =24/5. A,
A trapéz alapjai:

% E 5% B

AB=14J5=31,30cm, CD =65 =13,42 cm.
_14/5+6V5
B 2

A trapéz teriilete:

T:AB+CD.

2

DE -102 =1004/10 = 316,23 cm?2.

b) Thalész tételének megforditdsa alapjan az ABD derékszogli haromszog koré irt kor kozéppontja

e

éppen az AB atfogo felezGpontja. Természetesen a C csucs szintén illeszkedik az AB atmérdjd
korre, igy a trapéz koré irt kor sugara az AB 4tfogo fele, azaz r = 74/5 = 15,65 cm.

A kor teriilete:
or teriilete T =27 = 2457 ~ 769,69 cm?

3. a) Jeloljiik p-vel annak a valdszinlségét, hogy egy kivélasztott tanuld mekkora valdszintiséggel

oldja meg egyediil a hazi feladatit, azaz p = 0,65.

Mivel fiiggetlen eseményekrdl van sz6, ezért a keresett valészintség p'> = 0,0016. Sajndlattal
allapitjuk meg, hogy ez elkeseritSen kicsi érték.

b) Azt a 10 didkot, aki nem 6nélléan dolgozott, G(S)) =3003-féleképpen vélaszthatjuk ki. A bino-
midlis eloszlds alapjan annak a valdészintsége, hogy éppen 10 didk készitette el segitséggel
a h4zi feladatat:

G(S)) - p5-(1= p)1© = 0,0096.



4. a) Aholtverseny az 1., 2., 3., 4., illetve 5. hely valamelyikén lehetett. A hat versenyzd koziil

@) =15-féleképpen vélaszthatjuk ki azt a kett6t, akik holtversenyt értek el. A maradék négy

helyen a tobbi versenyzd 4! = 24-féleképpen érhetett célba. Igy Gsszesen 5-15-24 = 1800
kiilonb6z6 sorrendben érhettek célba a versenyzok.

b) Mivel a versenyt Andor egyediil nyerte meg, ezért az 1. helyen nem alakulhatott ki holtverseny.

I. eset: Fabian az 5. helyen holtversennyel ért célba. Ekkor Fabidn mellé 4-féleképpen vélaszt-
hatunk 5. helyezettet. A 2., 3., 4. helyen a maradék 3 versenyzd 3! = 6-féleképpen érhetett
célba, ezért az 1. eset 6sszesen 4 - 6 = 24-féleképpen valdsulhatott meg.

II. eset: Fabian egyediil ért célba az utolsé helyen. Ekkor a holtverseny a 2., a 3. vagy a 4. helyen
kovetkezhetett be. Az egyiitt célba érkezdket G) = 6-féleképpen vdlaszthatjuk ki. A maradék két

helyezésen kétféleképpen alakulhatott a sorrend, ezért a 2. eset dsszesen 3 - 6- 2 = 36-féleképpen
val6sulhatott meg.

A verseny végeredménye Osszesen 24 + 36 = 60-féleképpen alakulhatott.

2. Feladatsor /B — megoldasok

5. a) Annaa 4 év alatt 48 alkalommal fizet be 10 000 Ft-ot, ezért 6sszesen 480000 Ft-ot fizet be.
b) Annaaz 1. évben 0Osszesen 12-szer fizet be 10000 Ft-ot. Az elsG 6sszeg 12 hénapig kamatozik,

amasodik 11 hénapig, és igy tovabb; a december 1-jén befizetett 10000 Ft utdn a bank mar csak
1 havi kamatot fizet. Igy december 31-én az Anna szdmldjan 1évS Osszeg:

10000+ 1,003'% + 10000 - 1,003'! + ... + 10000 - 1,003.

A fenti 0sszeg egy mértani sorozat els6 12 tagjdnak dsszege. A sorozat elsd tagja 10000 - 1,003,
hdnyadosa 1,003, igy az 6sszeg:

12 _
10000-1,003- 20937 =1 _195365.03,
1,003 -1

2

vagyis Anna szdmldjdn hozzdvetSlegesen 122366 Ft lesz.

c) A megtakaritds 0sszegét két részre bonthatjuk.

I. rész: Anna befizetései, valamint annak kamata. Az els6 honapban befizetett 6sszeg 48 hona-
pig, a masodik hénapban befizetett 6sszeg 47 hénapig és igy tovdbb; az utolsd befizetett
0sszeg mar csak 1 honapig kamatozik. Ennek megfelelGen a befizetésekbdl, valamint annak
kamataibdl Anna szdmldjan a kovetkez$ 6sszeg irodik jova:

10000 - 1,003* +10000 - 1,00347 +...+10000 - 1,003 =

48 _
=10000-1,003 - L,0037-1 =516996,95 Ft.
1,003 -1

b

II. rész: az 4llami tdmogatds, valamint annak kamatai. Az els6 év utan az allam 36 000 Ft-ot
utal a szdmldra. Ez az 6sszeg 36 hénapig kamatozik. A masodik év utan kapott 36 000 Ft 24 ho-
napig, mig a harmadik év utdn jaré 36 000 Ft csak 12 hénapig kamatozik. A negyedik év utdn
jéré dllami tdmogatds jovairédik a szdmldn az 5. év elsd napjan, de kamat mar nem jar utdna.
Ezek alapjéan az dllami timogatds, valamint az utdna jaré kamat 6sszege:

36000 -1,00330 + 36000 - 1,003%* + 36000 - 1,003'2 + 36 000 = 152100,26 Ft.

Anna a takarékoskodasi idGszak letelte utan 6sszesen 516996,95 + 152100,26 = 669 097 Ft
Osszeget vehet fel.



6. a) Kozepest a 20 didk 60%-a (12 £6), illetve a 40 didk 50%-a

Erettségi eredmények

(20 £6) kapott, tehat 6sszesen 32-en. J6t, azaz 4-est a 20 didk osztalyzat szerint
25%-a (5 tanuld), valamint a 40 didk 37,5%-a (15 tanuld), b
Osszesen 20-an kaptak. A maradék 8 tanuld jelesre érettsé- 30
gizett. Az adatok szemléltetésére oszlopdiagram a legmeg- zz
felelGbb. 5| %
b) A matematikaérettségi jegyek dtlaga: 1? “ | 8I
. . . 0
12-3+5-4+3 5:3’55‘ 3 K 5
20

A torténelemérettségi jegyek atlaga:
20-3+15-4+5-5
40

c) Tegyiik fel, hogy legaldabb n didknak kellett volna 4-est szereznie a jobb atlaghoz. Ekkor:
(12-n)-3+(5+n)-4+3-5
20

A miveletek elvégzése utdn n > 4 adddik, azaz legaldbb 4 embernek kellett volna 4-est elérnie
a kozepesre érettségizék koziil a jobb atlaghoz.

=3,63.

>3,75.

d) Az étlag csak a kovetkez§ esetekben nagyobb vagy egyenld, mint 4,20:

L. eset: két 6tOs; IL. eset: egy 6tOs és egy négyes tanulot valasztunk ki.
Az 1. eset bekovetkezésének valdszintisége:
5
s o 2 10
P(két 5-6s tanulot valasztunk) = ——=——=0,0128,
40\ 780
2
a II. eset bekovetkezésének valdszindsége:
5-15 75
P(egy 5-0s és egy 4-es tanul6t valasztunk) = —— = —— = (0,0962.
(egy gy ) (40 720
2

A keresett valoszintség = 0,1090.

. a) Mivel 13-3-12+4 =2, valamint 33—3-32+4 =4, ezért
A és B egyarant illeszkednek az f fliggvény grafikonjara.
b) Az AB egyenes egyenlete: y=x+ 1.

c) Az AB egyenes az x tengelyta (—1; 0) pontban metszi. Egy-
szerf szimolds mutatja, hogy (—1)3-3-(-1)>+4 =0, igy
a (—1; 0) pont illeszkedik az f fiiggvény grafikonjdra is. /r, f s

-1

d) A zérushelyeket az x3 — 3x2 + 4 = 0 egyenlet megoldésai adjak.
A c¢) feladat eredménye alapjdn az AB egyenes zérushelye
x =-1. Az egyenlet bal oldaldn szorzattd alakitunk:

B=3x2+4=x3+1-3x24+3=(x + D2 —x+1)-3x2-1)=
=(x+DO2=x+D=-3x+Dx-D=@+DE?-x+1-3x+3)=
=+ D2 —dx+dH) =@+ DHx-2)>~2

A szorzattd bontdsbol leolvashatd, hogy az egyenlet megolddsai: x; =—1 és x, = 2.



e) Az f fiiggvény derivaltja f'(x) = 3x2 — 6x = 3x(x — 2). A derivilt elSjelének vizsgilatibol
lathaté, hogy a fiiggvény az [ 1; 2]-on csokken, a [2; 3]-on pedig novekszik. Ebbél adédik, hogy
az AB szakasz és a fiiggvény grafikonja dltal kozrefogott sikidom teriilete:

3 3
T={G+1)- (-3 +4)dx = [-x3+3x? + x - 3dx.

1 1
A Newton-Leibniz-formula alapjan:

4 2 x=3
T=[—x?+x3+x——3xi| =4,

x=1

8. a) Haa Tiindér-hegy csucsat B’, a Magas-hegyét pedig C’ jeloli,
akkor a BCC’B’ derékszogi trapéz alapjai BB’ =950 m,
CC’ = 1300 m, mig egyik szara BC = 5000 m (Id. 4bra).

A B’TC’ derékszogli haromszogben:
C’T=1300-950 =350 m,
igy a keresett C’B’T< = o szogre:

1300

B 5000 c

tgo = ﬂ, amibél o = 4,00°.
5000

A Tiindér-hegy csucsardl a Magas-hegy csticsa 4,00°-0s emelkedési szogben latszik.

b) Ha a Pokol-hegy cstcsdt A* jeloli, akkor az AC’B’ = y sz0g C
nagysagat keresstik. V
A v szdget az AC’B’ hdromszog oldalaibdl példdul a koszi- 1300

nusztétel segitségével szamolhatjuk ki. Az a) feladat dbrdjan
szerepld B’C’T derékszogli haromszogben Pitagorasz téte- & « 950
1ével B’C’ = 5012,24 m adddik. Hasonl6 szamoldsok utan: 4
AB’ = /30002 + (950 — 650)2 =~ 3014,96 m, A 3000
AC = \/40002 + (1300 — 650)% = 4052,47 m.
Az AC’B’ haromszogre felirva a koszinusztételt kapjuk, hogy:
AB2=AC?+BC2-2-AC’-B’C’-cosy, ahonnan Y =36,97°

A Magas-hegy cstcsardl a mésik két hegycsucsot 0sszekotd szakasz koriilbeliill 36,97°-os
szogben latszik.

9. Amdsodik feltétel alapjan a parabola athalad a (0; 1) ponton, ezért:
a-0?+b-0+c=1, amibsl c=1.
Mivel a parabola illeszkedik a (2; 10) pontra is, ezért:
a-2>+b-2+1=10 = 4a+2b=9. (1)
A parabola egyenletének jobb oldalat teljes négyzetté alakitva
kapjuk, hogy:




Ha a tengelypont illeszkedik az y = x egyenlet(i egyenesre, akkor koordinatai kielégitik az egyen-

letet, azaz: 2
—iz—b—+1, /-4a
2a 4a
—2b=-b%+4a.

Felhaszndlva, hogy (1) alapjan 4a =9 — 2b, adddik, hogy:
—2b=-b*+9-2b, innen b =3 és by=-3.
Ha b, =3, akkor g :%, mig ha b, =-3, akkor a, :%.
A feltételeknek két parabola tesz eleget, ezek egyenlete:
Dt y=%x2+3x+1 és  py: y=$x2—3x+1.

A két parabolat és a feltételek teljesiilését az dbra szemlélteti.

3. Feladatsor /A — megoldasok

1. Legyen x a hajo sebessége dllovizben, y pedig a foly6 sebessége:
AB=5-(x+Y), BA:%-(x—y).
A két ut egyenlGségébdl: x = 16y.
Azaz AB =517y = 85y, tehat a tutaj 85 Ora alatt teszi meg az AB utat.

2. Akoregyenlete (x —4)% + (y—4)> = 32 — p?, kozéppontja K(4; 4).
OK =+/32 =4/2. Az OTK derékszogli haromszogben:
§in30° = ﬁ ebbsl  r=242,
Mivel r2 =32 — p2, adédik, hogy p? = 24.
Tehdt p; =26 és p, = —26 értékei esetén latszik 60°-0s szog-
ben az origdébdl a kor.

3. Szamitsuk ki a jatékosok nyerési esélyeit.

. . .. 6:-5-4 16 ( 4 .

Attila: az ellentett esemény alapjdn 1 - ——=— |=—=0,4|.
63 36 L 9
Balazs: a kedvez6 szamharmasok:
(1:2:3), (1;2;5), (133:4), (1;3;5), (1;4:5), (1:5:6), (2;3;5), (3:4;5),

a nyerés esélye: 8:3_8

Y e T36
Csanad esélye pedig a maradék 36

A jaték akkor igazsigos, ha a tétek a nyerési esélyekkel aranyosak, tehat Attila tétje 20 zseton,
Csanddé pedig 15 zseton.



4. Oldjuk meg az elsé egyenletet:
sin?x = sin?x + cos
2

2x — Ccosx - sinx,

0 =cos*x —cosx -sinx,

0 =cosx-(cosx —sinx).
Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0, tehat cosx =0, vagy cosx —sinx = 0.
A cosx =0 megoldisai a [0; 27]-ban: X = % vagy x, = 37” A cosx —sinx = 0-bdl sinx = cosx.
Az egyenletet cos x-szel osztva (a cosx = 0 nem megoldds, mivel ilyen x-ekre sinx nem lehet 0)

tgx = 1 egyenlethez jutunk. Ennek megolddsai a [0; 27]-ban: x| = r vagy x, = 5—”
r m St 3w 4 4
Tehat A=< —; —;—; — ;.
42 4 2
Oldjuk meg a médsodik egyenlStlenséget.

Mivel -5=log, 32, eléga logl(x2 —8x +12)>log, 32 egyenlGtlenséggel foglalkoznunk.
2 2 2

Figyelembe véve az 5 alapu logaritmusfiiggvény értelmezési tartomdanyat és szigord monoton

csokkenését, x-re a kovetkezd feltételeket kapjuk: 0 < x2 — 8x + 12 < 32.

Abal oldali 0 < x%— 8x + 12 egyenlétlenség megolddsai: o—_ 5
xe]—oo; Z[U]6’ oo[ ! ! :\) ! (\: ! !
A jobb oldali x2 — 8x + 12 < 32 egyenlétlenséget rendezve 2 02 46 810

kapjuk: x2 — 8x — 20 < 0, ennek megoldésai: x € |-2; 10].
Az egyenl6tlenség megolddshalmaza: B = |-2;2[ U ]6; 10].

2 Lo 2

A 71 kozelitd értékét felhasznalva:

ann={EIL aos-] 2ol Ulsofof 3 3E)
13 4’2

3. Feladatsor /B — megoldasok

5. A keresett pont a téglalap 4tl6jan talalhato.

a) Az ABC derékszogl haromszog, atfogdja AC = 50 m, atfogo-
hoz tartoz6 magassaga: PB =24 m. A Pitagorasz-tétellel sza- T p
molhaté AP =32m és PC= 18 m. Qeg
A PD szakasz koszinusztétellel szamithaté az APD harom- :
sz0gbdl, ha ismernénk a DAP<-et. Ez viszonta CDA derék-
sz0gl hdaromszogbdl: o = 53,13°.
Ezt felhaszndlva: PD = 27,78 m. A 40 B

b) Az ADP hiaromszdg P-nél 1évé szoge szinusztétellel szdmithaté: €= 59,76° ekkora szogben
latszik az AD oldal. A CD oldal pedig 180° — & = 120,24° szdgben latszik P-bdl.

30

6. a) Az atlag alapjdn S|, = 154, ebbdl a; =4 és a;; =24. Amért legnagyobb csapadékmennyiség
24 mm volt.

b) A szamtani sorozat 11 eleme és a 10 darab O lehetséges sorrendje:

!
21-20-19-...-11=%=42325920.



¢) Az a; helyzete és a sorban mogotte taldlhaté 0-dk elhelyezkedése egyértelmien adja a sorozat
elemeinek helyét. Az a; csak a hidnyzo6 elsd 10 helyre keriilhet.

Ha a; november 1-jén van, mogotte a 10 darab O helyét Gg)—féleképpen valaszthatjuk ki.

Ha a; november 2-4n van, a mogotte 1év6 9 darab O helyét [lggj—féleképpen adhatjuk meg.

Es igy tovabb, dsszesen:

R 5091

7. a) Acsé teljes hossza két részbdl tevddik 6ssze, az dbra alapjan: T,

X = _50 =57,74cm, y=12-1g30°=6,93 cm,
sin 60°

tehat x + y = 64,67 cm hosszu csére van sziikség.

50

b) A keletkezd lyuk teriiletének vetiilete a firds irdnyara merd-
leges sikra: T, = 67+ w= 113 cm?. Akét sik szoge 305 tehat:

T, =T-cos30° ahonnan 7= 130,6 cm?2.

c) Az egyenes henger térfogata:
V.=621-50 = 5654,9 cm>.

A ferde henger egy x magassdgui egyenes hengerré darabolhaté at, térfogata:
Vi=62-1-57,74 = 6530,2 cm’,
ami 15,5%-kal tobb, mint az egyenes hengeré.

. a) Szemléltessiik az igennel szavazok halmazat.
A feltételek szerint:
12+2y+x-2z=35
14+z+y=26;.
x+2y+z+2=31

Az els6 és harmadik egyenlet kivondsdbdl z = 3, ezt a mdso-
dikba helyettesitve: y = 9. MindkettSt az elsébe helyettesitve:
x = 8. A kapott értékeket beirva a halmazabréaba kideriil,
hogy 60 {6 vett részt a szavazdson.

b) A lehetséges eredmények szama: (375) =6724520.

30!
¢) A keresett valészintisée: W = 0,02696.

. Az auténak 100 km tton a literekben mért fogyasztdsat keressiik f(v) = av? + bv + ¢ alakban

v sebességének fliggvényeként. A megadott tdblazat alapjén a sebességet k}rln

f50)=5,5 = 55=a-50°+b-50+c = 55=a-2500+b-50+c,
f100)=7 = 7=a-1002+5b-100+c = T=a-10000+b-100 +c,
f(150)=9,5 = 95=a-150>+b-150+c = 9,5=a-22500+hb-150 +c.

-ban mérve:

V245,

1
Az egyenletrendszert megoldva a =——, b =0, ¢ =5 adddik, vagyis f(v) =
gy g 5000 gyis f(v) 5000



a) Az auté fogyasztasa 100 kilométeren 90 kTm sebességnél:

1
90)= — 902 + 5= 6.62 liter.
FO0=3500 et

. 300 , ., o . . . p -
b) A 300 km-es utazds —— Ora idGt vesz igénybe v sebesség esetén, tehat a soférnek kifizetett
v

koltség 300, 2000 forint. A 300 km megtételéhez sziikséges benzin mennyisége literben:

v
@~(L~v2+5)= 3 V2 +15.
100 \5000 5000

Mivel a benzin literenkénti dra 320 Ft, az lizemanyag 320 - (50300 v+ 15) forintba kertiil.

Az 6sszkoltség a sebesség fliggvényében:

600000, 282 4 ag00.
500

k(v)=@-2000+320-( S
5000

-v2+15):
A%

v
A k(v) fliggvénynek ott lehet minimuma, ahol az elsé derivaltja O:
600000 96 600000 96
—t—v = O0=—-——+—"v

v2 250 v2 250
Ha v < 116, akkor k’(v) <0, ha v> 16, akkor k'(v) > 0, tehdt a fiiggvénynek v = 116 helyen
minimuma van.

k'(v)=—- = v=116.

Az utazds koltsége 116 kTm sebesség esetén lesz minimalis.

4. Feladatsor /A — megoldasok

1. Azegyenletrendszer az x € R, y € R, y > -1 szdmokon van értelmezve.
A masodik egyenlet alapjan y + 1 =3~
Ezt felhaszndlva, az els§ egyenlet:
3-(y+1)3=3y3 +8y> +8y +9,
33 +9y2 + 9y +3=3y3 + 8y2 + 8y + 9,
Y +y-6=0,
y+3)-(y-2)=0.
Az egyenlet megolddsa: y; =2 és y, =—3. Ez utébbi nem eleme az értelmezési tartomdnynak.
Az y =2 értéket a masodik egyenletbe helyettesitve x = 1 adddik.
Az egyenletrendszer megolddsa: x =1 és y=2.

ay, t a0
2

Az a sorozat, amelynek barmely tagja (a masodikt6l kezdve) eldall a két szomszédos tag szamtani
kozepeként, szdmtani sorozat.

2. Mivela, =2a,,,—-a,,,, bbbl a,, ;=

Ha a sorozat elsé eleme a,, differencidja d, akkor:
az+a;=a,+2d+a9g—2d=a,+ag=12.
A sorozat elsd 9 tagjanak Osszege:

atdy_ gy

S9=9'



3. A szekszardi bordszok szdma legyen s, a villdnyiaké v, az egrieké e.

a) A feladat szovege szerint:
Ss+4v+2e=25 és s+v+e=28.
A mdsodik egyenletbdl e-t kifejezve és beirva az elsébe:

35+2v=9, ebbdl v=9_23s,

vagyis 9 —3s pdros €s pozitiv, tehat 9 —3s >0, azaz 3 >s. Tehdt s lehet 1 vagy 2, de csak
1 eseténlesza 9 —3s pdros. Igy s=1 = v=3és e=4.
A borversenyen 1 szekszéardi, 3 villdnyi és 4 egri bordsz vett részt.

b) A binomidlis eloszlds alapjan annak a valészinisége, hogy 10 ember koziil 7-en mondjak, hogy
a vorosbort jobban szeretik:

(I E-(5) o -0ae

. Akeresett egyenesnek az x tengellyel valé metszéspontja legyen (a; 0), az y tengellyel pedig (0; b).
Ha a =0 vagy b =0, akkor az egyenes 4thalad az origdn, és egyenlete: y = %x.
Ha a és b koziil egyik sem 0, az egyenes tengelymetszetes alakjabol kovetkezSen egyenlete:
1=2+2 (@ p=0.
a b

Az egyenes illeszkedik az A(2; 7) pontra, ezért 1= 2 + z

Alakitsuk 4t az egyenlet: a

ab=2b+7a, atalakitdsutdn ab—2b—-Ta+ 14-14=0, vagyis (a—2)(b-T7)=14.

Mi/vel aésb egé/sz szé/mok, l4-et kell egész "7 1 "y " o 7 4 4 Lo 7
szamok szorzataként felirnunk.

Ezeket a lehetGségeket a kovetkezd tablazat SR I I I N il M i s
mutatja: a 3 16 4 9 1 12 0 -5

Nyolc egyenes tesz eleget a feltételeknek, ezek b 29 8 14 9 -7 6 0 5
egyenletei:

y=1u, 1=2+2 =242 =iy
2 3021 16 8 14

1=24+2 1=x-2, 1= 4Y =242
99 7 126 5

4. Feladatsor /B — megoldasok

. Mivel a nevezd minden x-re pozitiv értéket vesz fel, a fiiggvény az intervallum minden pontjaban
értelmezve van.

<x< :
Ha 2 <x <5, akkor: x+x+2_x+1_1+ ’

x+x-2 x—1 x—1

fl)=

Az adott intervallumon a fiiggvény szigordan monoton csokkend, ebbdl kovetkezik, hogy

£5)= % < 0 <3= f2).



Ha 0 <x <2, akkor:

xX—x+2
Az adott intervallumon a fiiggvény szigordian monoton novekvd, ebbdl kdvetkezik, hogy

f0) =1<f(x) <3 =f(2).

f(x):—x+x+2_ 2 1

o —x+2 242 x-1

Ha -2 <x <0, akkor:

Az adott intervallumon a fiiggvény szigortian monoton névekvd, ebbdl kovetkezik, hogy

f-2)= % < f() <1= f(0).
Ha -5 <x < -2, akkor:

—x—-x-2 -2x-2 x+1 2
fe = = =2 -

= = =1+ .
—-x—-x+2 -2x+2 x-1 x—1

Az adott intervallumon a fiiggvény szigorian monoton csokkend,
ebbdl kovetkezik, hogy

A= % <f< % - f5). :

A fiiggvény minimuma 1, az x = -2 helyen, maximuma pedig 3, 1 + _1-1]l — —
az x =2 helyen.

6. A motor sebessége legyen x kTm, az aut6é y kTm, a Bélatelep és Andrasfalva kozti tdvolsag s km.
a) Mig az aut6 visszaér Andrasfalvéra, 2s utat tesz meg, ha pedig onnan visszafordulna, akkor
a motorral valé taldlkozasig tjabb 28 utat tenne meg, azaz dsszesen 2s + % = % km-t haladna.

Ez 1d§ alatt a motor 4ltal megtett ut s + % = s km, vagyis feleannyi, mint az autdsé.

Mivel az 1t és a sebesség egyenesen ardnyos, az auté sebessége kétszerese a motorénak,
vagyis y = 2x.

b) Az elsé taldlkozdsig az aut6 a két helység kozti tdvolsdgndl 5 kilométerrel tobbet, a motor

5 kilométerrel kevesebbet tesz meg. Mivel az elsé taldlkozdsig ugyanannyi ideig mozogtak,

ar=> Oszefiiggés alapjan felirhato: =3 = ﬁ Felhaszndlva, hogy y = 2x:
v X Y
STI_SFS 0 10=545 = s=I5.
X 2x

Az Andrésfalva és Bélatelep kozti tdvolsdg 15 km. !
c) Mivel a két helység kozti kétszeres 2s = 30 km tdvolsagot az autd 20 perccel, azaz 3 ordval

s . . . < Sy g s . S sz
rovidebb id§ alatt teszi meg, mint a motor, a mozgasuk idejére a r = — Osszefiiggés alapjan
v

felirhato:

30 30 1 30 30 1
—=—4- > —=—+- = x=45
x y 3 x 2x 3

A motor sebessége 45 kTm, az auto sebessége 90 kTm



7. Alkalmazva a megfeleld trigonometrikus dsszefiiggéseket, a feladat masodfoku egyenletre vezet:
sin2x —2-sinx—2-cosx —2=0,
2-sinx-cosx —2-(sinx +cosx)—2=0,

sin?x + 2 - sin x - cos x 4+ cos?x — 2 - (sinx + cosx) —3=0,
(sinx + cosx)% — 2 - (sinx + cos x) — 3=0.
A (sinx + cos x)-re mdsodfokd egyenlet megolddsai: sinx + cosx =—1 vagy sinx + cosx = 3.

Ha sinx + cosx = —1, akkor mindkét oldalt Q -vel beszorozva:

V2 V2 V2
—SINX+—-COSX =——,
2 2 2
2

sin(x+%)z—§ = x =m+2kn, x2=3§+217t (k1€ Z).

sinx + cosx = 3 nem lehet, mert sinx + cosx kifejezés értéke legfeljebb /2.

Az egyenlet megolddsai: .
X, =7+ 2km, x2:7+217t (k,leZ).

8. Helyezziik el a céltdblat egy olyan koordindta-rendszerbe, amelyben
1 egység 10 centiméternek felel meg, és a koordinata-rendszer
kezdGpontja legyen a céltabla kozéppontja. XTI

A két parabolaiv egyenlete: y = x>+ 1, illetve y = —x>— 1.

A parabolaivekhez az origébdl huzott érint6k egyenleteit keressiik

vy =mx alakban. Az érintés feltétele, hogy a parabola és az érint§

egyenletébdl alkotott egyenletrendszernek egy megolddsa legyen.

Az elsé és masodik siknegyedben lev§ parabola esetén az
y=x2+1
y=mx

egyenletrendszert kell vizsgalni. Az egyenletrendszerbdl y-t

kikiiszobolve, az x2 —mx + 1 = 0 masodfoki egyenlethez jutunk,
amelynek akkor van egy megolddsa, ha diszkrimindnsa 0, vagyis:

m>—-4=0 = m==2.

A tengelyes szimmetria miatt a két parabolaiv érintSinek egyenletei: y = 2x, illetve y = —2x.

o ElGszor szamitsuk ki a zold teriilet nagysagat. Az els6 siknegyedbe esd teriiletrész olyan derék-
sz0gl haromszog, amelynek befogéi 2 €s 4, teriilete tehat 4 egység. Az egész céltablan a zold
teriilet nagysdga: T,5q=4-4 = 16 teriiletegység.

o Az els6 siknegyedbe esé piros teriiletrészt megkapjuk gy, hogy egy 2 és 5 egység oldalu tégla-
lap teriiletébdl kivonjuk a [0; 2]-on a parabolaiv alatti teriiletet:

2 3 2
2-5—J.(x2+1)dx=10—[x—+x} _10_ 14 _16
: 3 0 373

16

. . . . L 64 4
A piros teriilet nagysaga a tengelyes szimmetria miatt: T =4 - 3 = 3 teriiletegység.

« A fehér teriilet nagysdgat megkapjuk gy, hogy a céltdbla teljes teriiletébdl kivonjuk a piros

és zold teriiletek nagysagat: Tiy s =10-4-16 — % = % teriiletegység.



a) A geometriai val6szindség fogalmabol adéddan a céltablara
véletlenszerten érkezd 16vések akkora valdszintiséggel érkez-
nek a zoldre festett teriiletre, amekkora része a zold rész terii-

lete az egész céltdbla teriiletének, tehat:

P(zold) = 16 _ 2
40 5
Hasonl6an:
64 8
) 3 8 . . 3 1
P(piros) = —=—, illetve P(fehér)=—=—=—
(piros) 40 15 ( ) 40
b) Az egy 1ovésért kaphat6 pont varhatd értéke:
4-2+5-§+6-i=mz4,67.
5 15 15 15

. Aszoknya felszinének kiszdmitdsahoz egy csonka kiip paldstjanak
felszinét kell meghataroznunk.

Tekintsiik a csonka kiip dbran ldthaté tengelymetszetét, és hasz-
naljuk az dbra jeloléseit. A csonka kup fedSlapjanak sugara
r = CD, az alaplapjdnak sugara R = AB, valamint a csonka kuip
alkotdjanak hossza a = AC.

Hizzunk EC-vel parhuzamost a kdzéps6 gomb O kdzéppontjan
keresztiil. Mivel egy kor érintGje merSleges az érintési pontba
hizott sugdrra, az EKO|C négyszog téglalap.

A KO0, derékszogli hdromszog dtfogdja a két érint§ gomb
kozéppontjdnak tdvolsdga 00, =7 + 4 = 11. A hdromszog KO,
befogdja pedig a gdbmbok sugarainak kiilonbsége KO, =7 -4 = 3.

A Pitagorasz-tétel alapjan a mésik befogé:
KO, = EC=+112-32 =112 = 4/7.
Az dbrdn a KO,0,% = CO,D<, mivel egydllasu szogek, valamint KO,0,% = EABY, mivel hegyes-
sz0gl merdleges szard szogek. Jeloljiik ezeket a szogeket o-val.
A KO0, derékszogli haromszogbdl cosa = %, és sina = %

A csonka kip fed6lapjanak r sugardt az ODC derékszogti haromszogbdl szamithatjuk:

r=CD=4-sina=4-#=%.

Mivel az AB, illetve az AE egyenesek érintik az O, kozéppontd kort, az AO, egyenes az

A csticsndl 1év6 o szog felezje. Az ABO, derékszogli haromszogbdl AB = O,B - ctg%.

o I+cosa , . .« . 3 .
Ismert, hogy |ctg—|=,|——, és mivel — hegyesszdg, s cosa = —, ezért:
2 1-cosa 2 11
4. ﬂ, amit felhaszndlva R=AB=0,B- ctgg =7 N7 u
8 2 2 2 2




Az AE és az AB érintGszakaszok egyenlGsége alapjan a csonka kip alkotdjanak hossza:

4=AC=AE + EC= AB+EC_§ 4\F_¥

A csonka kup paldstjanak felszine:

VT, 16\/7). 15V7 __ 11445 817,17 cm2.

A:(R+r)-a-7r=(7 n=
2 11 2 44

A szoknya elkészitéséhez 817,17 cm? teriiletii karton sziikséges.

5. Feladatsor /A — megoldasok

1. Az egyenlet értelmezési tartomanya x2 — 1 miatt: -1 <x< 1.
Figyeljiik meg, hogy két gyokjel alatt is nevezetes szorzat all:

\/(x -Dx+1)+ \/x +1=J@x+1)>%

Mivel minden tagban megtaldljuk az x + 1 tényezét, ezért az egyenlet egyik megolddsa x; = —1.
Igy akdr le is oszthatunk </x + 1-gyel (feltessziik, hogy x # —1):
Jx—T+1=x+1
Mindkét oldal négyzetre emelése, majd az egyenlet rendezése utan:
2Jx-1=1, ahonnan Xy = % =1,25.

EllenGrzés:

1,252 -1+ 1,25 +1=0,75+1,5=4/1,252 +2-1,25 + 1 =2,25.

Az egyenletnek nincs mas megoldésa.

2. A korok elhelyezkedése miatt két k6zos belsd
érintGt keresiink.

Az 4bra alapjdn azt sejtjiik, hogy az e: y=2 ER

egyenes egyike a két keresett belsé érintének.

Behelyettesitve a korok egyenleteibe, a kovet- !

kez§ egyenleteket kapjuk: SRR
(x+1)2=0 é (x—2)*=0.

Mindkettének csak 1-1 megoldédsa van, tehat 0 x

e valéban kozos bels6 érintd, k,-vel vett érin-
tési pontja P(2; 2).

Az dbra szimmetrikus a korok kdzéppontjain at-
halad6 g egyenesre. Ezért g és e olyan M pont-
ban metszik egymadst, amely rajta van f-en is.

irjuk fel g egyenletét:
0,0,(3;=1) =V, = 1y(7;3),
g: Tx+3y=5,

ebbdl (y helyére 2-t {rva): x = —%. A hérom egyenes ko6zos metszéspontja: M (—%; )



Ismét haszndljuk ki a szimmetriat! P és Q érintési pontok is szimmetrikusak g-re, ezért ha P-bdl
g’ merdlegest dllitunk g-re, az Q-ban fogja metszeni k,-t. g’-t g-bél kdnnyen megkapjuk:

g 3x-Ty=-8.
Meg kell oldanunk a kdvetkez§ egyenletrendszert:
: 3x—Ty=-8 13
ky: @ =2+ +3)°=25 29
« . P L P . 47 13
Az els6 megoldds a mar ismert P pontot adja vissza, a masodik pedig Q(—z—g; 2—9)—t.

Két pontbdl (M és Q) mar fel tudjuk irni a keresett f egyenes egyenletét:
f: =21x+ 20y =43.
Megjegyzés: A feladatot mds tdton is megoldhatjuk, példdul MO, f61€ irt Thalész-korrel.

!
3. a) (3;4; 3) tipusu ismétléses permutéciot kell elszdmolnunk: % =4200.
b) A 10 papirdarabkdbol harom magyar zaszlot rakhatunk ki, és marad egy fehér lapocska. Ezt a lapot
vagy az els§ zaszl6 elé, vagy az els6 utdn a mdsodik elé, vagy a masodik utdn a harmadik elé,
vagy a harmadik utdn a negyedik elé, vagy a negyedik utdn hiizhatjuk. Ez 6sszesen 4 lehetdség.

¢) Ha csupén 2 piros-fehér-zold zaszlonk van, akkor a maradék 1 piros, 2 fehér, 1 zold lapot majd-
nem bdrmelyik helyre hizhatjuk. Ez majdnem (2; 1; 2; 1)-tagd ismétléses permutacid, azaz
6!
21-11-21-1!
létrejon egy harmadik zaszI6 is, amit ebben az esetben ki kell zdrnunk. Mivel arra 4 lehet§ség
volt, a megoldés: 180 —4 = 176.

d) Ha csak 1 trikoldrt latunk, akkor ez és a maradék 2 piros, 3 fehér és 2 zold lap majdnem

=180. Azért csak majdnem, mert ebben benne van annak a lehet8sége, hogy

'
(1; 2; 3; 2)-tagud ismétléses permutdciot ad: ﬁ =1680. Ebbdl el kell venniink azokat

az eseteket, amikor hdrom vagy kett6 trikolér alakul ki, azaz 180-at.
Az eredmény 1680 — 180 = 1500.

4. a) Afiiggvény az x =—1 helyen metszi az x tengelyt, azaz:
fD)=—a+b-c+d=0.
Ahol szélsértéke van, ott az f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢ deriviltja 0, vagyis
f(H)=3a+2b+c=0 és f'(3)=27a+6b+c=0.

Mis informécionk nincs a fiiggvényrdl. Ha négy ismeretlen és harom egyenlet 4ll csak rendel-
kezésiinkre, akkor csak valamelyik paraméter fiiggvényében tudunk nyilatkozni a tobbirdl.

(1) —a+b-c+d=0

2) 3a+2b+c=0;.

3) 27a+6b+c=0
Vonjuk ki a (2)-t a (3)-bol: 24a + 4b =0, igy b =—6a.
Helyettesitsiink vissza (2)-be: 3a — 12a + ¢ =0, igy ¢ =9a.
Végiil helyettesitsiink vissza (1)-be: —a —6a —9a +d =0, igy d = 16a.
Tehat f(x) fiiggvényiink a kovetkezd:

f(x) = ax® — 6ax* + 9ax + 16a = a(x> — 6x% + 9x + 16).



5. a) Sorban véve a kis hdromszogekben az x|, x,, ..

27 2

b) a=1 esetén f(x) = x> —6x> + 9x + 16. Azt mér tudjuk, hogy a fiiggvény szélsGértékei az x = 1
és x =3 helyeken vannak. Tekintsiik a derivéltat:
() =3x2-12x+9=3(x - (x-3).

Mivel a derivdlt felfelé nyilé parabola, ezért elGjelviszonyai a kovetkezdk:

x<i1 1 1<x<3 3 3<x
fx) pozitiv 0 negativ 0 pozitiv
f(x) monoton névé MAXIMUM monoton csokkend MINIMUM monoton nové

Innen leolvashatd, hogy a fiiggvénynek x = 3 helyen van a lokélis minimuma.

5. Feladatsor /B — megoldasok

. szakaszokat,
kapjuk:
x; =80-cos c,

X, =X, -cos o = 80 - cos?

o,
X3 =X,-cos o = 80 - cos’ax,
X, =Xx3-cos o = 80 - cos*ar stb.

A torottvonal hossza a mértani sorozatot alkoté szakaszok
Osszege (mértani sor):

80 - cosa

80 -cosor(1+cosor +cos2o+...) = 80-cosct - Zcosia =
20 1-coso

Mivel a nagy haromszogben az dtfogé 20765, igy
140 7

coso = =—.
204/65 65
Behelyettesitve, a vonal hosszara kapjuk:

% =35(/65 +7) = 527,18 cm.
b) Tudjuk, hogy a derékszogli haromszog teriilete a befogdk szorzatdnak fele. Vegyiik sorban
az yy, Yo, ... szakaszok hosszait a kis haromszdgekben:
y; =80-sin«;
Yo =x;-sino =80 -cosa-sina;
y3 =X, -sin & = 80 - cos?a - sin «;
y4=xX3-sina =80-cos3a - sin o stb.

A z6ld hdromszogek teriiletei a paratlan sorszdmu x-ek és y-ok szorzatai felének az osszege

(mértani sor):

802 -sino - cosa
— " .(l+cos*a+cosbar +...)=

Tysa=
802 -sina - cosa -i(cos“a)” 802 -sin - coso
2 pre 2(1 - cos*a)



6. a) Az n ponti teljes graf éleinek szdma

A piros haromszogek teriiletei a paros sorszamu x-ek és y-ok szorzatai felének az 6sszege
(mértani sor):

3

T 802 - sin¢ - cos’

o
piros = > -(1+ cos*a + cos

a+...)=

802 - sin¢ - cos?

2(1 = cos*ar)

802 - sino - coSP0r < .
= . Z (cos*ar)i =
2 i=0

o

A hanyadosuk pedig:
g pecie Tpa 1 65

T T cosla 49

piros

nn-1)
2

, az n pontd fanak pedig (n — 1) éle van.

Hényadosuk g

b) Mivel a teljes grafban barmely két pont szomszédos, igy az Sket 0sszekotS utak hosszdnak
minimuma mindig 1. A teljes grafok dtmérdinek maximuma 1. Az n ponti fagrafok lehetnek
teljesen kiilonbozdek is. A legszélesebb fakat akkor kapjuk, ha a pontokat egyetlen vonalra
flzziik fel (1anc). Ekkor a legtdvolabbi pontok kozott (n — 1) €l fut, azaz az ilyen grafok
atméréinek maximuma (n — 1).

¢) Tudjuk, hogy minden pont foka ketts, tovabba a graf egyszerd és 0sszefiiggs. Vegyiik észre,
hogy az ilyen graf ,kor” alakd! A 8 pontd korben a szemkozti pontok legkisebb tdvolsaga 4,
azaz a graf atmérdgje is 4.
A ,kor” alak igazoldsdhoz valasszuk ki az egyik pontot és annak egyik élét. A pontot satiroz-
zuk be, és induljunk el az élen. A kovetkez$ pontba jutva satirozzuk be azt is, majd menjiink
tovabb a mdsik élen. Ismételjiik ezt addig, mig satirozott pontba nem ériink. Beldtjuk, hogy
ekkor minden pontot érintettiink: a satirozott pontok Osszefiiggd grafot alkotnak és ha lenne
satirozatlan pont, akkor az eredeti grafunk nem lenne Osszefiiggd.

d) Ha minden pont foka 6, akkor barmely pontot is tekintve, van pontosan egy olyan, amellyel nem
szomsz¢édos. Azonban a tobbi hat ponttal ez is szomszédos, azaz a két emlitett pont tdvolsaga 2.
Ilyen feltételek mellett barmely két pont tavolsaga vagy 1, vagy 2. A grafok dtmérGje 2.

e) A gondolatmenet nagyon hasonl6 a d) ponthoz, kis kiilonbséggel. Induljunk ki pl. az A pontbdl,
4 szomszédos pontjat jelolje S,. B jeloljon olyan pontot, amely nem szomszédos A-val (hdrom
ilyen is van). Mivel B foka is 4, ezért maximum 2 olyan pont lehet vele szomszédos, amely
nincs S,-ban. Tehdt B legaldbb két olyan ponttal szomszédos, amelyek A-val szomszédosak.
Igy most is barmely két pont tavolsiga vagy 1, vagy 2. Az ilyen grafok dtmérGije is 2.

Megjegyzés: Ha minden pont foka 3, akkor nehezebb a helyzet. Lehetséges, hogy S, egyik
pontja sem szomszédos Sy egyik pontjdval sem. Nem Osszefiiggd grafnak pedig nincs dtmérdje.

. Jelolje a két ismeretlen értéket x és y. Az |A—s;A +s[ = ]2,5941; 9,4059[-b6] kiindulva
haszndljuk ki, hogy az intervallum kézéppontja a szdmtani atlag. Tehat:

A=A_S;A+s=6.

Ebbdl négy tizedesjegyre megadhatjuk a szorast is:
6+5=94059 = s=23,4059.



Ennyi informécié mar elegendd egy kétismeretlenes egyenletrendszer felirdsahoz:
1424+4+54+84+94+9+10+x+y

6=
10

52+42 422+ 12+ (=22 +(=3)2 + (=3)> + (=4)> + (6 — x)*> + (6 — y)?

3,4059=\/
10

Rendezziik mindkét sort. Mivel tudjuk, hogy x és y egészek, ezért 3,4059 négyzetét kerekitjiik:

12=x+y
32=(6-x)>+(6 - y)?

A minta hidnyzé két eleme tehédt a 10 és a 2.

. Egy masodfokdi fiiggvénynek pontosan akkor van két zérushelye,
ha a polinombdl alkotott masodfoku egyenlet diszkrimindnsa

pozitiv szdm: 5

D=p?-4¢>0, azaz q<%.
Tudjuk, hogy (p; g) € I?, ahol I=[-2;2]. A (p; g) rendezett
part €s a fenti feltételt legegyszertibben koordindta-rendszerben
abrazolhatjuk. A kék szind rész jelenti azokat a pontokat, me-
lyekre a kérdéses g(x) fiiggvénynek két kiilonboz6 zérushelye
van. A valészintiség a kék szind teriilet és a négyzet teriiletének

ardnya. A parabolagorbe és az x tengely kozotti teriilet:
2 o 372
jp_dpz[p_} _8 ., 8_4
54 12/, 12 12 3
4
8+§ 7
16 12

A val6szintség:

Tyex  _
T

négyzet

. Feltételezhetjiik, hogy a fék fiiggdlegesen néttek,
ezért RPQT négyszog téglalap, és RTS harom-
szog derékszogli. APBY és AQBY szogeket
az adatokbdl kiszdmithatjuk. Mivel ismertek
a szogek, APB, és AQB, oldalait kiszdmit-
hatjuk szinusztétellel:

} = x=10, x,=2, y=2, y,=10.

y

2

5

=

-2

£A _sm2l L pA~209,04m,

500 sin59°

B _sinl00% -, pp-s574,45m,

500  sin59°

BO _sin65"  _ po-ss3om.

500 sin55°

Trigonometrikus Osszefiiggések alapjan:

PR o . os o
—=1tg7° = PR=25,6Tm, illetve =—=1tg7,5° = 0S=72,83m.
PA OB




Ekkor ST = QS - PR=47,16 m. A PQB,-ben koszinusztétellel kiszdmithat6 PQ:
PQ?=PB?+ QB2 - 2PB-0QB-c0s39° = PQ=376,95m.

Végiil egy Pitagorasz-tétellel megadhatjuk RS értékét:
RS?=RT?+ST?=PQ?+(QS-PR> = RS=379,89m.
Ahhoz, hogy a kotélre rogzitett tirgy a pédlya egyik végpontjabdl a masikba jusson, a kotélnek
legaldbb kétszer olyan hosszunak kell lennie, mint a pdlya hossza. Azaz a kérdésre a vélasz:
2RS = 759,78 m.



