MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

11.5. KOORDINATA-GEOMETRIA

Vektorok a koordinata-rendszerben. Miiveletek koordinataikkal
adott vektorokkal (emlékeztetd) — megoldasok

d=1-i+4-j, a(l;4); b=-5-i+2-j, b(-5;2); ¢=-3-i-2-j, ¢(-3;-2);
d=-2-i+5-j, d(-2;5); 2=4-i+0-j, 24;0); f=3-i-2-§, f(3;-2).
a) (-1;2); b) (3;-8); c) (2;-6); d) (6;-15);

¢) (8:-21); f) (—%;9); ¢) (15, ~40); ) @;—31}

a) 6-i+0-j; b)2-i+4-j; c)-4-i+4-j; d) 0-i+0-j.

a) V2 b) J13; ¢) 5; d) @;

e) 1; f) Na?+ b2 g) V5 h) J/6;

i) \2-(a+ D).

a)lal=85;  b)lbl=97; o) lel=89; @) ldl=29; ) lel=34.
Mindegyik vektor koordindtdinak abszoltt értéke egy-egy pitagoraszi szamharmas két tagja, a har-
madik tag éppen a vektor abszolut értéke.

a) (Q Q) b) (2'\/5; —3'5);
22 13 13
e o(8)
5 5 5°V5
A helyvektorok az dbran lathatok. "
A vektorok koordindtai a +90°-os, illetve a —90°-0s forgatdsok utdn: g
a) (-1;-3), (1;3);
b) (-5:2), (5:-2); Tt
¢) (2:-1), (-2:1). ~
-3 ¢/l 1 o2 X
a) =5; b) 5; ¢) =5; &
d) -10; e) —45; f) 85.

a) Mivel @ - b =0, ezért a vektorok derékszoget zarnak be egymaéssal.
b) A két vektor hegyesszoget zar be, mivel d - b=2>0.
c) A vektorok tompaszoget zarnak be egymadssal, mivel skaldris szorzatuk —%.

d) Akét vektor derékszoget zar be, mivel skaldris szorzatuk 0.
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a) Mivel AB - AC =0, ezért az AB és az AC szakaszok merdlegesek egymadsra, igy az ABC hirom-
sz0g derékszogl. A derékszog az A csucsndl taldlhato.

b) A derékszog a C csdcsndl van.

c) A derékszdg a C cstcsndl van.

a) A C pont helyvektorira:
¢ =3b — 24 =3(—i + 4j) — 2(i — 2j) = - 5i + 16j.
Ezek alapjan a pontok koordinatai:
A(l;-2), B(-1;4), C(-5;16).

b) Mivel AB =-2i + 6j, valamint AC = —6i + 18j, ezért AC =3AB, ami igazolja, hogy a harom
pont egy egyenesre illeszkedik.

a) Ha a mozgé pont helyvektora a megfigyelés kezdetekor 4,
a kovetkez6 mésodpercben pedig b, akkor a sebességvektor: /-

V=b-a=2i+], 8
igy a sebességvektor koordindtdi V(2; 1). 5

b) A megfigyelés kezdetét kovet§ harmadik mdsodpercben a test +
helyvektora:

QU

¢=d+3V. !

A miveletek elvégzése utdn kapjuk, hogy a testa C(3; 8) pont- S O A
ban tartézkodik.

c¢) A D(11; 12) pontra teljesiil, hogy
AD =14i+7j=17%,
ami azt jelenti, hogy az adott ponton a test a megfigyelés kezdetét kovets 7. masodpercben

halad at.

A két vektor pontosan akkor merdleges egymadsra, ha skaldris szorzatuk 0. A két vektor skaldris szor-
zata a koordinatdik segitségével:

d-b=—(N2+2)+2-a=0,

amibdl o-t kifejezve:

V2 +2
o= =1++/2.
V2
Szamitsuk ki a négyszog atldvektorainak koordinatait: E(9; 3), y 5
illetve BD(4; —12). Mivel a két vektor skalaris szorzata: 8
AC -BD=9-4+3-(-12)=0, 6 §
ezért a két atl6 valéban merdleges egymasra. y %
2
6
-4 -2 2 4 8 X
= \
-4
D
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BT Anégyszog AB, illetve DC oldalvektorainak koordinatsit kiszamolva

y
lathatjuk, hogy mindkét vektor koordindtdi (8; 1). Eredményiink azt
jelenti, hogy az ABCD négyszogben két szemkdzti oldal ugyanolyan c
hosszu és parhuzamos, ezért a négyszog valdban paralelogramma. E
B
"4
- 1 A

S0 A megadott pontokat jelolje rendre A, B és C. A feladatnak hdrom

D
megoldasa van. Két olyan megoldast kapunk, amelyekben az AB ’ c 1
szakasz a paralelogrammanak egyik oldala. Ezekben a paralelog-
rammdkban az egyik oldalvektor E(6; 2). 1 8
Az dbra azt az esetet mutatja, amelyben a BC szakasz atl6. Ekkor = AL f 4
CD, = AB, amibél D (8; 6).
A kovetkezd dbra azt a paralelogrammat mutatja, amelyben az AB, y
valamint a BC szakaszok is a paralelogramma egy-egy oldalat alkot- c
jék. Ekkor CD, = BA, és ezért D,(—4; 2). D,
o
4\ X
A

Végiil még egy megoldds adédik, amelyben az AB szakasz a para-
lelogrammdnak 4tl6ja. Ekkor AD;=CB(3;-3), amibdl egyszerd c

szdmoldssal kapjuk, hogy D5(2; —4). /\
1 B

a) A Xkeresett dsszegvektor elsé koordinataja:
I+ (V2 =V1)+ (V3 =+2) + (V4 = /3) +...+ (~/2008 — /2007 ) + (~/2009 /2008 ).

Ha alaposabban szemiigyre vessziik az 0sszeg tagjait, akkor lathatjuk, hogy az elsd helyen
4ll6 /1, valamint az els6 zarGjelben szerepld masodik tag ,kiejti egymast”, csakigy mint
az elsd, illetve a masodik zarGjelekben szerepld /2, illetve —+/2. Ha a tobbi tagot is parba
allitjuk, akkor igazabdl csak a +2009-nek nem taldlunk part, az Osszes tobbi tag ,.kiesik”
az 6sszegbdl. Ebbdl adéddan az 6sszegvektor elsé koordindtdja ~/2009.

A masodik koordin4tat illetGen hasonldan jarhatunk el. A megfelel$ koordinéta ,,hosszi alakja™:
1 1 1 1 1

+ + +...+ + .
V2 +J1T B3+V2 Ja+3 J2009 ++/2008 2010 ++/2009




Ha a fenti 0sszegben minden egyes tag nevezdjét gyoktelenitjiik, akkor azt kapjuk, hogy:

1 1J‘J’ff
NoFa v e sy DR AN
1 1ffffff

\/_+\/_\/_+\/_\/_\/_ 3-2

1 1 '~/2010 —~/2009 _ /2010 — /2009
=~/2010 —~/2000.
J2010 + 2000 /2010 + 2000 <2010 — 2000 2010 — 2009
Eredményeink alapjdn a keresett vektor masodik koordinatdja tehat a kovetkezG alakban irhato fel:

(V2 =V1)+ (3 =2)+ (¥4 =3) +...+(~2009 — /2008 ) + (~2010 — /2009 ).

Az 0sszeg felting hasonldsdgot mutat a vektor elsé koordinatdjandl szerepld 6sszeggel, csak itt
most az els§ zaréjelben szerepld —~/1-nek, valamint az utolsé zaréjelben talalhaté ~/2010-nek
nincs parja, igy az 6sszegvektor masodik koordindtdja /2010 —1.

A keresett 0sszeg koordinétdi tehat:
(~2009; /2010 - 1).
b) Mivel +2009 >~/2010 — 1, ezért a megfelel§ pont az x tengelyhez van kozelebb.

Két pont tavolsaga. Két vektor hajlasszoge.
Teriiletszamitasi alkalmazasok — megoldasok

a) 3; b) 5; c) 5; d) 13; e) @; f) 2.
a) 3; b) 5; c) 13; d) 2-34; e) \J6; f) 23
J— 26
) — h) —.
6

a)AB:Ac:J%; b) AB = AC =/34; ¢) AB = AC = /20.
A c¢) feladatban szerepl§ haromszog derékszogi, mert ﬂf(4; 2) és A_C"(Z; -4).
a) A pont illeszkedik a korre. b) A pont illeszkedik a korre.
c) A pont nem illeszkedik a korre. d) A pont illeszkedik a korre.

a) AB=2, BC=3,6, AC =3, a haromszog keriilete 8,6.

b) AB=237, BC=133, AC=16,1, a hdromszog keriilete 53,1.

a) Az ilyen tulajdonsagu pontok két, az x tengellyel parhuzamos egyenesen helyezkednek el, att6l
3 egység tavolsdgra. A megfelel§ (x; y) pontokra y =3 vagy y =-3 teljesiil.

b) Ezittal az y tengellyel parhuzamos egyeneseken taldlhatok a feltételnek megfelel6 pontok.
A koordinataikra x = 3 vagy x =-3 teljesiil.

A megfelel§ (x; y) pontokra x =y vagy x = —y teljesiil. A pontok a két tengely szogfelezd egye-
neseire illeszkednek.
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a) oe=90,0% b) a=90,0% c) oo=180,0%
d) a=126,5°% e) oo=45,0% f) a=93,4°
a) o=5397% B=179,70°% y=46,33°

a hdromszog tertilete 11.
b) oo=32,70°% B=61,70°% y=85,60°%

a hdromszog teriilete 26.
¢) oe=103,32° B=48,18° y=28,50°%

a hdromszog teriilete 38.

EF3) Hasznaljuk az abra jeloléseit: legyen A(-7; 1), B(3;2) a két pont,
melyeken a test a mozgds sordn dthaladt, tovabbd C(3; 0), D(-7; 0),

illetve O(0; 0). A feladat kérdése alapjdn az ABO hdromszog AB 3 B
oldaldhoz tartozé6 m magassagat kell kiszamolnunk. 4 < :
Ehhez kiszamoljuk az AB szakasz hosszat, valamint az ABO héarom- D 0 I I Y

sz0g teriiletét. A két szamolt értékbSl mar konnyen megkaphatjuk
a keresett magassagot.

Az ABO hédromszog teriiletét pl. gy kaphatjuk meg, hogy az ABCD
trapéz teriiletébdl kivonjuk az AOD, valamint a BOC hdromszogek teriiletét. A szdmoldsokat
elvégezve kapjuk, hogy

AD + BC 1+2

AD-OD
Tyop 2723’5;

BC-0C
Tgoc = — - 3;
Tapo = Tapcp = Taop = Tpoc =15-3,5-3=8,5.
Az AB tavolsag:

AB =+10%+ 12 =/101.

Ha most az ABO haromszog teriiletét az AB oldal, valamint a hozza tartozé m magassag segit-
ségével irjuk fel, akkor

V101 -m 17
85=——- = m=—==1,00.
2 V101
A mozg6 test tehat 1,69 egység tavolsagra volt az origétdl, amikor ahhoz legkozelebb tart6z-

kodott.

ETB a) Akapott négyszog trapéz, melynek alapjai pirhuzamosak az x ten-

gellyel. A négyszog teriilete:
2

- 1 X




b) Az dbra jeloléseivel AB = AD =65, illetve CB = CD = /26,
ezért az ABCD négyszogben két-két szomszédos oldal meg-
egyezik, igy a négyszog deltoid. 4P .. .

Az ABCD deltoid teriiletének kiszdmoldsdhoz érdemes a négy-
szbget egy olyan téglalapba foglalni, amelynek oldalai parhuza-
mosak a tengelyekkel. A szoban forgé téglalap csucsait az dbran LJ /
A, E, F, illetve G jeloli. A teriiletszamitast megkonnyiti, ha az A L
AEFG téglalap teriiletébdl kivonjuk a deltoid kortil ,,kimaradé”
AED, DFC, CIB és AHB derékszogli haromszdgek, valamint az /IGHB négyzet teriiletét.
Az egyes sikidomok tertilete:

5-1 5-1
TDFC=7=2’5; TCIB=T=2’5;
8-1
Tanp = 5 4 Tigup=1-

Az elmondottakbdl azonnal kovetkezik, hogy
Tipecp=63-14-25-25-4-1=39.

c) A kapott négyszog paralelogramma, hiszen (az dbra jeloléseit

hasznalva) BC = E(l; 4), ami mutatja, hogy a négyszdg BC F D _y_ _____ G

és AD oldala parhuzamos egymadssal, valamint hosszuk is meg-
egyezik. } c

Az ABCD paralelogramma teriilete a b) feladatban latott méd- A: _1\1 . >
szerrel szdmolhatd. A paralelogrammat ezittal az EFGH tégla- e \/

lapba ,.foglalhatjuk bele”, és a téglalap kimaradé részei harom- .

szogek. A szadmitdsokat elvégezve az ABCD paralelogramma
teriiletére 23 egység adddik.

d) A kapott négyszog ezittal négyzet. Ennek igazoldsahoz vegyiik :
észre, hogy AB = DC(4;—1), amibdl lathatd, hogy a négyszog
paralelogramma (van két parhuzamos és egyenld hosszusagu 74
oldala). Mivel AD(-1;—-4), ezért -1 A g "

AB-AD=4-(-1)+(=1)-(-4)=0,

ezért a négyszog A csucsandl (és ebbdl kifolyodlag a tobbi cstics-
ndl is) derékszog talalhatd, igy az ABCD négyszog valéban négyzet.

Mivel AB =/17, ezért az ABCD négyzet teriilete 17 egység.
EFE) Ha PA = PB, akkor

JB=0+ (1= = 2=+ (5- >
Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd a kijelolt midveleteket, végiil a lehetséges 6sszevondsokat
elvégezve azt kapjuk, hogy
10x -8y +19=0.
Mivel atalakitdsaink ekvivalensek voltak, ezért a fenti 6sszefiiggést csak a feltételeknek megfelel§
P pont elégitheti ki.
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EED Mivel a feltételek alapjan PO =5, ezért
J2 -2+ (-1-y? =5
Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd a kijelolt miiveleteket elvégezve kapjuk, hogy
x2+y2—4x+2y-20=0.

ETB «) Foglaljuk az ABC hiromszdget az dbréan ldthaté modon a tenge-
lyekkel parhuzamos oldalakkal rendelkez6 CDEF téglalapba.
Mivel a téglalap oldalai 10 és 11 cm hosszdak, ezért

TCDEF = 110 sz.

Konnyen kiszdmolhat6 az ACD, ABE, BCF derékszog(i harom-
szogek tertilete is:

YACD = 15 sz, YABE = 16 sz éS TBCF = 33 sz. C

Az ABC hiromszog teriilete:
Tupe = Teper — Tacp = Tape = Tgep = 110 = 15— 16 — 33 = 46 cm?.

b) A hdromszog a legrovidebb oldaldra allitva a legmagasabb. Mivel
AB(8;-4), BC(-11;-6) és CA(3;10),
ezért az AB oldal a legrovidebb és

AB = /8% + (—4)2 =30 ~8,94 cm.

¢) Aleghosszabb magassdgot az ABC hdromszog teriiletébdl szamolhatjuk ki. Mivel

AB-m
Tin-= <.
ABC >
ezért
V80 -m 92
46=—=<, amib6l m.=—=10,29 cm.
2 ¢ 80

d) Tegyiik fel, hogy az AB-vel parhuzamos szakaszok az dbrdnak
megfeleléen az I, H, valamint a J és K pontokat metszik ki
az ABC haromszog oldalaibdl. Ekkor a CIH haromszog hasonld

a CBA haromszoghoz, tovabba a hasonl6sdg aranya A = % Mivel

hasonlé sikidomok teriiletének ardanya a hasonl6sag ardnyanak
négyzetével egyenld, ezért a CIH haromszog, vagyis a piros sav

teriilete A% = §—szerese a CBA hdromszog teriiletének, ezért:

1
T =5 46=5,11 cm?

A fentihez hasonlé gondolatmenettel szamithatjuk ki a zold sav teriiletét: a CJK haromszog
2 . .
hasonlé a CBA haromszoghoz, a hasonldsag ardnya 3 amibdl kovetkezik, hogy

4

Igy a z61d sév teriilete:
46 — 20,44 = 25,56 cm>.



EED a) A térképen kialakul tdvolsdgokat a tdvolsagképlettel szamolhatjuk ki.
Az eredmények:
Veszprém—Gyér: /37, Veszprém—Szeged: 17, Veszprém—Debrecen: /641,
Gy6r-Szeged: 2-/113, Gyér—Debrecen: 2-+/170,  Szeged—Debrecen: 2-+/61.
A varosok kozti, kilométerben megadott tavolsdgokat megkapjuk, ha a térképen mért tavol-
sagokat megszorozzuk 11-gyel.
Ezek alapjan a tdvolsagok egészre kerekitett értékei:
Veszprém—Gydr: 67 km, Veszprém—Szeged: 187 km, Veszprém—Debrecen: 278 km,
Gyér—Szeged: 234 km, Gy6r—Debrecen: 287 km,  Szeged—Debrecen: 172 km.
b) A koordinatdkbdl észrevehetS, hogy a koordindta-rendszer kezdSpontja a Gydr—Szeged szakasz
felez&pontjdban van. Ez azt jelenti, hogy az origd koriilbeliil Dunadjvarosban lehet.
a) Ha a P pont illeszkedik az x tengelyre, akkor koordinétédira P(x; 0) teljesiil. Ekkor
PA2+ PB?=(x+3)>+(0-2)*+ (x - 5)* + (0 - 3)%
A miveletek elvégzése utan kapjuk, hogy
PA? + PB? =2x? —4x + 47,
majd teljes négyzetté alakitds utan
PA% + PB? =2(x - 1)> + 45.
Mivel a négyzetes tag nemnegativ, ezért a kifejezés akkor lesz a lehetd legkisebb, ha x = 1.

b) A PA? + PB? osszeg legkisebb értéke 45.

a) Az asztal kicsinyitett képének csicspontjait az dbranak megfele-
16en A-val, B-vel és C-vel jeloltiik:

A(0;0), B@B;0) é  C(2;2). iy €
Az ABC hiromszog oldalai: j i
AB=3, BC=+5 é AC=2-2. 2 AN e s
Mivel 1 egység a valdsdgban 50 cm, ezért:

AB=150cm, BC=50-/5=111.8cm és AC=100-2=141,4cm.

b) A feladat arra kérdez ra, hogy mekkora az asztallap koré irt kor sugara. Az ABC hidromszog
a-b-c

koré irt kor sugardt konnyen kiszamolhatjuk az R = képlet segitségével, ahol T a harom-

szog teriiletét, a, b és ¢ a haromszog oldalainak hosszét jeloli. A haromszog AB oldalat valasztva
alapnak, a teriiletre adédik:

3.2
2
Az a) feladat eredményeit felhaszndlva az ABC haromszog koré irhaté kor sugara:
_3.J5-2-42 10

12 2

Figyelembe véve a kicsinyités ardnyat, a kerek asztal sugara:

25-J10 = 79,1 cm.

T= =3 egység.

R
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c) Az ABC hiromszog leghosszabb oldala AB, ezért az AB oldal-
hoz illesztett korszelet (az dbrdn g-val jelolt) magassagara kivan-
csi a feladat. A keresett magassagot megkaphatjuk, ha az ABC 21 L-TTORS,
haromszog koré irt kor sugarabol kivonjuk az ABO egyenl§ szari 2
hdromszog AB oldaldhoz tartoz6 m magassdgat, ahol O a hdrom- i \!
szog koré irt kor kozéppontjat jeloli. Ha az ABO hdromszog széban & =1 AL T 5 X
forgd magassagéanak talppontjat 7 jeloli, akkor az ATO derék- af i
sz0gl haromszogben AO = R, tovabba AT = 1,5, igy Pitagorasz

tételének alkalmazasaval:
JioY (372 1
m= — | == ==,
2 2 2

amibdl
VIO 1 J10-1
g=R-m=——-—= .
2 2 2
A megfelel§ toldalék magassaga ezek alapjan:
50 */1_(;_1 =~ 54,1 cm.

d) Az asztallapon elhelyezhetd legnagyobb kor alaku abrosz egybeesik az asztallapba irhat6
korrel, igy a feladat gyakorlatilag a beirt kor sugarat kérdezi. Az ABC hdromszdg beirhatéd

korének sugarit az r = r képlettel szamolhatjuk, ahol s a hdromszog keriiletének a felét jeloli.
s

Az eredményeket behelyettesitve:
e 3.2 _ 6
345422 3+/5+42-42°

Az abrosz sugara igy:
6
50—~
3454242

~37,2 cm.

EED a) Azerdd csicspontjait jeloljiik a megadds sor-
rendjében az A, B, C, D, E, F, G, H betiikkel.
Foglaljuk bele a nyolcszoget abba a mini-
malis teriilet( téglalapba, amelynek oldalai
parhuzamosak a koordinitatengelyekkel:
az dbran ennek a téglalapnak a csicsait /7, J,
K és L jeloli. Lathato, hogy a téglalap terii-
lete 20-10 =200. A nyolcszog teriiletét meg-
kapjuk, ha az IJKL téglalap teriiletébdl
levonjuk azoknak a derékszogd haromszo-
geknek, illetve trapézoknak a teriiletét, amelyek a nyolcszog egy-egy oldala mentén taldlhatok,
és a nyolcszoggel egyiitt kitoltik az IJKL téglalapot. Ezeknek a sikidomoknak a teriiletét
az abran Tj, ..., Ty jeloli. Egy-egy ilyen haromszog, illetve trapéz teriilete konnyedén kisza-
molhato.

il =L -1 |A 5 7'7 10 Jx

Az eredmények:
=4, 1T,=10, Ty=4, T,=15 T1T5=4, T;=10, T,=4, Tz=15.



Végiil a nyolcszog teriilete:
T=200-2-(4+10+4+15) =134

Az erd§ és az dbrazolt nyolcszog hasonld egymdshoz, a hasonldsdg aranya 5000. Mivel a hasonld
sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsag ardnyanak négyzetével egyenld, ezért az erdd teriilete:

134-5000% cm?.
Mivel 1 ha = 10* m?2 = 108 cm?2, ezért az erd§ teriilete:
134 - 50002

108
b) A szamitasok soran felfigyelhettiink arra, hogy a nyolcszog szemkozti oldalaihoz illeszkedd
haromszogek, illetve trapézok egybevagok egymdssal. Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy
a nyolcszog kozéppontosan szimmetrikus. A szimmetria kozéppontja példdul az AE szakasz

felezGpontja, vagyis a (4; 5) pont. Egyszer( szdmoldsok mutatjék, hogy ez a pont valéban meg-
felezi a szemkozti csticsokat 0sszekotd szakaszokat.

EED a) A(R; 0), B(-R; 0), esetleg forditva.
b) CA(R - c|; —¢5), CB(-R = ¢}; —¢»).
c) A CA és CB vektorok skaldris szorzatdra:
CA-CB=(R—-c)-(~R—c)+(=cp)-(=cy.
A kijelolt miveletek elvégzése utan adodik:
a-@=—R2+CE+c§.

27z

Mivel a feltételek szerint a C pont az AB atmérdjd kor egy pontja, tovdbba a kor kozéppontja
az origo, ezért a C pont az orig6tdl éppen R tdvolsdgra van, amita C koordinatdi segitségével
ugy is megfogalmazhatunk, hogy

Jet+c3 =R, azaz cf+c3=R>

Eredményiinket 0sszehasonlitva a skaldris szorzat értékével lathatjuk, hogy
CA-CB=-R?+cf+c3=-R>+R?=0.

=33,5 ha.

d) A c) feladat eredményébdl kovetkezik, hogy a CA és CB vektorok merdlegesek egymadsra, ami
egyben azt is jelenti, hogy az ABC haromszog derékszogd. Ezzel belattuk, hogy ha az AB atmé-

27

r6jd kor egy (A-tdl és B-tdl kiilonbozs) C pontjat dsszekotjiik az atmérd két végpontjaval,
akkor derékszogli haromszog keletkezik, amelyben a derékszog a C cstcsndl taldlhatod.
Megadtuk tehat Thalész tételének egy koordinata-geometriai bizonyitdsét.

Szakasz osztopontjanak koordinatai. A haromsz6g sulypontjanak
koordinatai — megoldasok

.2y, 1. 1) _éi ll 2,12 4 )
a) (1; 3); b) (-1;-1); c) ( 6’15)’ d) (2,2j, e) (a +b i)
a) A4, 8); b) A(—%;%); c) AQe—1;2f-4).

13 13

sonBHED o

a) (4;-7); b) (14;-11).
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a) (2013; 2005); b) (2027; 1997).

a) 6;§ és 9;2; b) §;—7 és l;—6;
3 3 3 3

31 22) | 2 8
c)|—;——| és |—:——|

135 9 135 9
a) B(14;9); b) B(5;-17).
a) (1;2); b) (9;4); c) (13;5); d) (37; 11).
A paralelogramma két hidnyzo6 csicsdnak koordindtdi: (8; 3) és (—1; 2).
A két hidnyz6 cstcs koordindtdi: B(4; 2) és D(-5; 4).

a) A feltételeknek két négyzet tesz eleget. A hidnyzo csicsok koordinatai az egyes esetekben:
(7,9) és (-1; 11), illetve (3;-7) és (=5;-5).
Az els6 négyzet kozéppontja (2; 6), a masodiké pedig (0; —2).
b) A feladatnak egyetlen megolddsa van. A hidnyzé cstcsok (0; —2) és (2; 6). Anégyzet kozép-

pontja (1; 2).
E(O; 1), F(i;l) és G[l;_i),
22 20 2

b) A hiaromszog oldalvektorai:
AB(2;4), BC(1;-5) és CA(-3; 1).

a) Az oldalfelez$ pontok:

A kozépvonalvektorok:
F_E'(—é;lj, GF(1;2) és H;’(l;—é)
2°2 22
c) Lathato, hogy
FE=1CA GF=14F & EG=13C
2 2 2

ami mutatja, hogy a megfelel§ kozépvonal és oldalvektor egymadssal valéban parhuzamos.

19 5
2, . . . . .
a) (2;3); b) (0; 0); c) (45,36J

a) A(0; 2); b) A(0; 6);
a) Az oldalfelezd pontok dltal meghatdrozott haromszog silypontja: (2; 3).

b) Ha az ABC hdromszodg cstcspontjainak koordindtdi A(ay; a,),
B(by; by) és C(cy; cy), valamint oldalfelezs pontjai E(—4; —2), G
F(7; 1) és G(3; 10), akkor az elsé koordinatdkra a kovetkezd B
egyenletek irhatok fel: (

2

a1+b1=3’ b1+c1=_4’ a1+cl=7' — ; Fm .
2 2 2 &
Az egyenletek megfelel oldalait 6sszeadva:
a1+b1+c1=6, amibdl a1+b]=6—C]. _100



Az els6 egyenletbe visszahelyettesitve:

6-c
—1=3, azaz ¢/ =0.

2
Hasonl6 médszerrel kaphatjuk meg, hogy
a =14 é b =-
A mésodik koordinatdkra felirhat6 egyenletek:
a,+b, 10, by +c, Y “to g
2

Az egyenletrendszer megolddsa:
a,=13, by,=7 és cy=-11.

Az Alex altal berajzolt haromszog cstcspontjai tehat:

A(14;13), B(-8;7) és C(0;-11).
Az ABC hiromszog stlypontjanak koordindtdi: S(2; 3).
Megjegyzés: Az ABC haromszog csticspontjait a kovetkezd észrevétel alapjan is meghatdroz-
hatjuk. Az EF szakasz kdzépvonal az ABC haromszdgben, ezert EF parhuzamos AB—Vel tovabba
hossza az AB hosszédnak fele. Ebbdl az is kovetkezik, hogy GA = EF. Mivel az EF koordina-

tdira EF (11; 3), ezértaz A pont helyvektora: d =g + EF, ahol @ g a G pont helyvektordt jeloli.
A szamitdsok elvégzése utdn A(14; 13) adddik. A tobbi cstics koordinatii hasonldan szdmithatok.

c) A két hdromszog stlypontja egybeesik. Indokldsként emlithetjiik, hogy az ABC hiromszog
. 1
S sdlypontjara vonatkozd, A= . aranyu kozéppontos hasonldsdg az ABC haromszoget

az EFG haromszogbe viszi 4t. Mivel az S pont a transzform4cid fixpontja, ezért a két harom-
sz0g stlypontja valoban egybeesik.

EID a) Az ABCD négyszdg BC oldaldnak felezSpontja F(3; 1). A tiik- , _ah
r0zés utdn a B pont képe C ésa C pont képe B. Haaz A pont s ST T
A’ tiikorképének koordindtdi A’(x; y), akkor felhaszndlva, hogy D !
az AA szakasznak F a felezGpontja, azt kapjuk, hogy f " :
1 :

x+(—2)=3’ y+(_5)=1. 1] 5 4 X
2 2 D
L L B
=

Az egyenletrendszer megolddsaként A’(8; 7). Hasonlé szdmo-
lasokkal a D pont tiikkorképeként D’(7; —1) adddik.

b) Az ABD'ACD hatszog szarmaztatasabol adéddan kozéppontosan szimmetrikus, amibdl azonnal
kovetkezik, hogy a szemkozti oldalai padrhuzamosak. Utébbi 4llitds természetesen koordin4ta-
geometriai eszkozokkel is igazolhatd. Példaként: AB(6;2) és CA(6; 2), ami azt jelenti, hogy
a két vektor megegyezik, igy természetesen parhuzamosak is egymdssal.

a) Az A, B és C pontok képe az OA, OB, OC szakaszt 1:1 ardnyban oszt6 pontok lesznek. A kép-

pontok koordinatai: 3 1
A(1;1), B’(——;— ) C’(—3;—).
2 2
Az A’B’C’ hiaromszog O pontra vonatkozé tiikorképe is megolddsa a feladatnak. E pontok
koordinatai: 13 17
A(=9;-9), B’|——;-4]|, -5 -—
2’ 2
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b) Ebben az esetben a képpontok az OA, OB, OC szakaszt 1:2 ardnyban osztjdk. A képpontok

koordinatai:
(3 of2ed ()
373 3 3

Az A’B’C’ haromszog O pontra vonatkozoé tiikorképe is megoldasa a feladatnak. E pontok

koordinatai:
a2 __) B,,( 17, 4), C,,( 14 7)
3 3° 3°
a) Ha az A pont képe A’(x; y), akkor az OA’ szakasznak a felezGpontja A, azaz
R

amibdl A'(16; 16). Hasonlé moédszerrel: B’(6; —4), illetve C’(0; 14).
b) Ebben az esetben az A pont 1:2 ardnyban osztja az OA’ szakaszt, azaz
2-(-4+x —6, 2-(-d+y —6,
3 3
és igy A'(26; 26). A masik két pontra B’(11; —4), illetve C’(2;23) addodik.

EIT a) Az AB oldal felezGpontja: E(%bl; %bz)

A BC oldal felezépontja: F (%, %}

Az AC oldal felezépontja: G( ;Cl ) ;’ Cz)

b) Példaként bemutatjuk, hogy EF parhuzamos az AC oldallal. Ehhez kiszdmoljuk az EF és
az AC vektorok koordinatdit. Lathatd, hogy

EF[ 5 4, %az), mig E(cl—al;cz—az).

A koordindtak 0sszehasonlitdsa utan vegyiik észre, hogy
EF =1AC,
2

ami egyben mutatja, hogy a két vektor, és igy persze a nekik megfelel§ szakaszok is parhuza-
mosak egymadssal.

— ] .
c) Az dllitas az EF = EAC Osszefiiggésbdl azonnal kovetkezik.

sl a) A paralelogramma 4tl6i felezik egymadst, ezért az AC szakasz és a BD szakasz felezGpontja
egybeesik. Az AC szakasz felez6pontjanak koordinatai:

(al +o ay+ 02)
9 9

2 2
mig ha a D pont koordindtéi x, illetve y, akkor a BD szakasz felezGpontja

2 2 )



A két felez6pont megfeleld koordindtdi egyenldk, ezért
a+c b +x ay+cy by+y
2 2 2 2
Az egyenletrendszert megoldva adddik:

D(a; +c;—by;ay +cy—by).

b) Paralelogramma kozépvonala alatt két szemkozti oldal felezGpontjat 6sszekotd szakaszt értjiik.
Példaként megmutatjuk, hogy az AD és BC oldalak felez6pontjat 6sszekotd kozépvonal
parhuzamos az AB oldallal. Az AD oldal felez&pontja:

E(Zal +C1 _bl 2612 +02 - bz)

’

2 2
mig a BC oldalé:

F(bl +c b+ czj'

2 72
Az EF koordinatdira ﬁ(bl —ay; by — a,) teljesiil, amir6l azonnal kideriil, hogy megegyezik
az AB koordinatdival. Eredménylinket ugy is megfogalmazhatjuk, hogy az EF és AB szakaszok
parhuzamosak egymadssal.

c) A b) feladatban bel4ttuk, hogy EF = AB, amibd] a feladat 4llitdsa nyilvanvalé médon kovet-
kezik.

a) Példaként néhdny sziikséges €s elegendd feltétel: egy négyszdg akkor és csak akkor para-
lelogramma, ha

I. szemkozti oldalai egyenld hossziak;
II. van két szemkozti oldala, amelyek parhuzamosak és hosszuk egyenld;
I11. 4t16i felezik egymast;
IV.k6zEéppontosan szimmetrikus;
V. szemkozti szogei megegyeznek.

b) Az 1. feltétel alapjan:
AB =~7%+3% =58, BC =+/22 + 42 =20,

CD=(-7)?+(=3)2 =58, DA=.(-2)? +(-4)? =20.

A szemkozti oldalak valéban egyenldk.

ATL. feltétel alapjan:

EU; 3), tovabba D_C"(7; 3). Mivel a két oldalvektor koordinatdi megegyeznek, ezért AB és CD
parhuzamos és egyenld hosszusdguak.

A TII. feltétel alapjan:

Az AC atlé felezGpontja: (@, %) Lathato, hogy ez egyben a BD 4tl6 felezGpontja is,

ezért az 4tlok valdban felezik egymast.

A TV. feltétel alapjan:

4 1 . . 4009 4021 ,
A négyszog kozéppontosan szimmetrikus a > ;T pontra vonatkozdan.
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Az V. feltétel alapjan:
EU; 3), EQ; 4). A két vektor skalaris szorzatara:
AB-AD=7-2+3-4=26.

A skaldris szorzat definicidja alapjan (o a két vektor hajlasszogét jeloli):

|74§| . |ZB| -cosa =26, amibdl coso = ﬁ

Hasonl6 szdmoldssal ugyanezt az értéket kapjuk a CB és CD vektorok hajlasszogének koszi-
nuszdra is, ami igazolja, hogy a négyszog két szemkozti szoge megegyezik. Ugyanilyen szdmo-
lassal ellendrizhetS, hogy a masik két szemkozti szog is egyenld.

a) Az dbra alapjan valészin(GsithetS, hogy az AB és CD oldalak

il y D
parhuzamosak. A megfelel6 vektorok koordinataira: AB(12; 3) C_—7~
és CD(4; 1), ami mutatja, hogy AB =3-CD. 5 EAEEN
Eredményiinkbd] kovetkezik, hogy AB és CD val6ban parhuza- F .
mos, ezért az ABDC négyszog trapéz, amelyben a hosszabb alap 1.
haromszor akkora, mint a révidebb. Al 5 {UR IR

b) Az atlok hossza a koordinata-rendszerben:
AD =62+ 72 =85, illetve BC=,/(-10)%+32 =/100.
A két dt hossza a valésdgban:
1000 - (v/85 +/109) = 19660 méter, vagyis 19,66 km.

c) Ismert elemi geometriai Osszefiiggés alapjan a trapéz atléi az alapok hosszdnak ardnydban
osztjak egymadst. Az a) feladat eredménye alapjan ez az ardny 1 : 3, ezért az 4tlok M metszés-
pontja egybeesik az AD 4tl6 D-hez legktzelebbi negyedelSpontjaval. Az AD szakasz

felez6pontja:
b3)
2
igy az FD szakasz M felezGpontja:
o (3 +6 3,5+7

; , vagyis M(4,5;5,25).
> > ) gy ( )

k) Alkalmazzuk az adott szakaszt adott aranyban 0szt6 pont koordindtdira vonatkoz6 osszefiiggéseket!
Az eredmények az egyes esetekben:

a) P(l;—zj; b) P(i;l); c) P(&;z}
33 55 9 9

Ha a B pont koordinatdira B(x; y) teljesiil, akkor a feltételek szerint a P pont koordinatéi:
P(3-(—3)+2x' 3-O+2yj

i

5 5
Mivel a P pont adott, igy
3-(—3)+2x:1 és 3-O+2y=
5 5
Az egyenletrendszer megolddsa utan azt kapjuk, hogy a B pont koordinétdi: B(7; —-5).

=2.



a) Az ABC hiromszodg oldalainak hossza:
AC =32, BC=5-12 é AB=+68=2-J17.
Vegyiik észre, hogy AC? + BC? = AB? teljesiil, ezért Pitagorasz tételének megforditdsa alapjan
az ABC héaromszog derékszogl, mégpedig a derékszdg a C csticsndl taldlhato.

b) A Pista bécsi altal tervezett 6svény éppen a C csuicsbdl induld y

szogfelezd mentén huzodik. Eszerint az atfogéhoz tartozé szog- I

felezd és az atfogd D metszéspontjanak koordinatdit kell kisza- 2 5
molnunk. A szogfelez6tétel alapjéan: @
AD_AC 32 _3 QYN

DB_BC_5~\/§_5’ -0 5 B 1| 1x

vagyis a D pont az AB atfogdt 3:5 ardnyban osztja. Az 0szto-
pont koordinatai alapjan a D pont koordinatéi:

o+

¢) A mindhdrom utt6l ugyanolyan tdvolsdgra taldlhaté pont egybeesik az ABC haromszog beirt
korének kozéppontjaval, ezért a feladat gyakorlatilag a beirt kor sugarara kérdez rd. A kor

sugardtaz r = T Osszefliggésbdl szamithatjuk ki, ahol 7 az ABC hdromszog teriilete, s pedig
s

a hdromszog keriiletének fele. Mivel
_AC-BC _3-J2-5-42 _

T 15,
2 2
tovdbba
ezért a beirt kor sugara
15
r=——————=4-J2-J17 = 1,53 egység.
42 +17 gysee

d) A beirt kor O kozéppontjat az ABC haromszog szogfelezGinek metszéspontjaként kapjuk.
Az A csicsbdl induld szogfelez6 az ADC haromszognek is szogfelezdje, ezért az O pont
koordindtdit a b) feladatban mar megismert médszerrel szdmolhatjuk ki. Mivel az a) feladat
alapjan AC =3-+/2, tovabba

AD = 32+(—§)2—§-\/ﬁ
4) 4 ’

ezértaz O pont (3 . \/E) : G . \/ﬁ) ardnyban osztja a CD szakaszt. Az osztdpont koordindtdira
vonatkoz6 osszefiiggések alapjéan:

—8-%\/ﬁ+(—8)-3~x/§ 5-%\/ﬁ+%3-\/§

0] ;
3.ﬁ+%m 3.ﬁ+%m

2

amit kicsit ,,bardtsdgosabb” alakban is felirhatunk:
O(_g. (Jﬁ+ﬁ).(4.ﬁ-ﬁ))
9 3 .
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a) Az ABCD négyszog cstcspontjai legyenek A(ay; a,), B(by; by), C(cy; ¢;) és D(dy; dy). Haaz
AB oldal felezépontja a (-3; 1) pont, akkor
atb_ 3 és
2
amibdl b; =-6—a, és by =2 —aj,, tehat B(-6 —ay; 2 —a,). Mivel a BC oldal felezSpontja is
ismert, ezért

a2+b2=1

—-6—-a;+¢ —2 & 2—a2+02=_2,
2
amibdl a C pont koordinatdi: C(10 + a; —6 + a,). Végiil a CD oldal felez6pontjanak koordi-
natdira
10+a, +4d,; —3 & —6+a2+d2:2,
2
és igy D(—4 —ay; 10 — a,). Eredményeink alapjan az AD oldal H felez6pontjdnak koordi-
natdira:

bl

2 2

Megjegyzés: a szamitdsokbdl az is kidertil, hogy végtelen sok olyan négyszog van, amelynek
oldalfelezd pontjai a megadott pontok; a négyszog csicsait az A pont mar egyértelmiien meg-
hatdrozza.

H(al +(-4-a) a+(10- az))= 2:5).

b) Az EFGH négyszog EG atldja felezGpontjdnak koordinatai:

22

2 72
Egyszeri szamolds mutatja, hogy az FH 4tl6 felezGpontja szintén
ugyanez a pont. Ez azt jelenti, hogy az EFGH négyszog atléi
felezik egymast, igy a négyszog paralelogramma.

a) Az ABCD négyszog cstcspontjai legyenek A(ay; ay), B(by; by),
C(cy; ¢p) és D(dy; d5). Ekkor az oldalfelezd pontok:

E(a1+bl_a2+b2) F(bl+cl.b2+C2)

2 2 2 2
G(c1+d1_ c2+d2) H(a1+dl. a2+d2)‘
2 7 2 ) 2 72

Tobbféleképpen igazolhatd, hogy az EFGH négyszog paralelog-
ramma. Példdul megmutathatjuk, hogy az EF és HG oldalak
parhuzamosak és egyenld hosszuiak.

A megfeleld vektorok koordin4ti:

E—F(MM] é H—G(MM)
2 72 2 7 2

A két vektor koordinatdi megegyeznek, ami igazolja, hogy az EFGH négyszog paralelogramma.



b) Az a) feladat jeloléseit fogjuk hasznalni.
Az oldalfelezé pontok altal kdzrefogott paralelogramma kozép-
pontja egybeesik az EG szakasz O felez6pontjaval.

Ezek alapjan a paralelogramma kozéppontjanak koordinatai
felirhatok:

O(a1+b1+c1+d1'a2+b2+c2+d2)‘

4 4

Alaya,

A BD, illetve az AC 4tl6 felez6pontja:

P(M;M) letve Q(M; az_wj
2 2 2 2

A két atl6 felezGpontjat dsszekoté PQ szakasz felez&pontja pedig:

il

4 4

Mivel a kapott pont koordindtdi szemldtomdst megegyeznek az EFGH paralelogramma
O kozéppontjanak koordinataival, ezért a feladatban szerepld két pont valéban egybeesik.

(al+bl+c1+d1.a2+b2+c2+d2j

¢) Vegyiik fel a koordindta-rendszerben a trapézt tigy, hogy az ABCD
trapéz AB alapja illeszkedjen az x tengelyre, A csucsa pedig
az origéba essen. D(d;m) c(c;m)

<

Ekkor a trapéz csucsainak koordinatdi a kovetkezd alakdak:
A(0;0), B(b;0), C(c;m) és D(d;m),
ahol m a trapéz magassagat jeloli.

E(é,ﬂj és F([H—C;ﬁ).
22 2 2

A koordinéta-rendszerben az adatok (pontok) valasztdsabol adéddan a trapéz alapjai parhuza-
mosak az x tengellyel. Tudjuk tovdbba, hogy E és F masodik koordindtdja megegyezik,
ezért EF is parhuzamos az x tengellyel. Ezzel beldttuk, hogy a trapéz szdrait 6sszektd
kozépvonala parhuzamos az alapokkal.

-1 1 B(b;0) *

A szérak felezGpontja:

Az alapok, valamint az EF kdzépvonal hossza konnyen kiszdmithaté:
AB=|bl, DC=lc-dl,

2
EF - (b+c—d) :‘b+c—d"
\/ 2 2

Vegyiik észre, hogy ha b > 0, akkor ¢ >d, ésha b <0, akkor ¢ < d (mdskiilonben az ABCD
négyszog hurkolt lenne), ezért b és ¢ — d elGjele mindenképpen megegyezik, €s igy valéban
teljesiil, hogy

illetve

_AB+DC
—

EF
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7 z

a) Akétkozos belsd érintd természetesen az OQ szakaszon metszi
egymast. Tegyiik fel, hogy az dbrdnak megfelelen az egyik
koz0s belss érint6 a koroket az E, illetve D pontokban érinti,
mig a belsd érint6k metszéspontja P. Ekkor az OEP hiromszog
hasonlé a QDP hiromszoghoz, hiszen mindkettd derékszogt
(az érintd merdleges az érintési ponthoz tartozo sugdrra), illetve

a P csdcsndl 1év6 szogeik csucsszogek, igy szintén egyenlSk
egymadssal. A hasonlésdg ardnya megegyezik a korok sugarainak

ardnydval, azaz A= 0—112 =3. Természetesen a két hdromszog ,
atfogdinak ardnydra is érvényes, hogy % = A =3. Eredményiinket méasként is megfogalmaz-

hatjuk; a P pontaz OQ szakasz Q-hoz legkizelebbi negyedelGpontja. Igy a P pont koordinatsi:

P(3.0+1~5'3.(-1)+1-4)_(§.1)
47 4 4

b) Az a) feladathoz hasonlé mddszerrel jarhatunk el. Jeloljiik R-rel
a két kozos kiilsd érinté metszéspontjat, az egyik érintd érintési
pontjait pedig G-vel, illetve H-val. Az RHO haromszog hasonld

az RGQ haromszoghoz, a hasonldsdg ardnya 3. Az elmondottak

alapjan % =3, ami azt is jelenti, hogy a Q pont 1:2 ardnyban

osztjaaz RO szakaszt. Ha az ismeretlen R pont koordinitdi x és y,

akkor 2.x+1-5 2.y+1-4

0 és —-1.

Az egyenleteket megoldva kapjuk, hogy R (—%; —%)

Az egyenest meghatarozo adatok a koordinata-rendszerben

— megoldasok

a) Példaul: (1;0), (2;0), (=3;0). b) Példaul: (0; 1), (0;2), (0; 3).

c) Példaul: (4;5); (2; gj (40, 50). d) Példaul: (-5;-7), (5;7), (0,5;0,7).
e) Példaul: (9;-4), (-9;4), (18;-8). f) Példaul: (1;0), (-1;0), (2010; 0).
a) (5;-9); b) (=65 5); c) (5;-3).

a) (15 0); b) (0; 1); c) (8;3); d) (17;50);  e) (153).

a) a=90°% meredekség nem létezik; b) x=0° m=0;

c) o=45° m=1, d) oc:51,34°,m=%;

e) o=-45° m=-1.

a) ¥(5;-3), 7i(3; 5), a=-30,96% m = —%; b) $(2; 1), A(1;-2), a=26,57% m= %;

¢) ¥(1;0), #(0; 1), a=0°% m=0;
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d) v(0; 1), #(1; 0), or=90° meredekség nem létezik;

e) V(3;-1), ii(1; 3), a=-18,43°, m:—%;

f) ¥(1;5), #(5;-1), oe="78,69° m =5.

m a) y b) y C) y
5 5 5
P P
1 ! 1
-5 B 5 X -5 N 1 5 X -5 B 5 X
-5 -5 -5
n(1;0), oc=90° m nincs; n(l; 1), o=-45° m=-1; 7(0; 1), a=0° m=0;
d) y e) y
5 5
1 1
& -1 1 5 X -5 -1 1 5 X
\ /
_5\ —5
ii(1;2), oo=—-26,57°, m=—%; i(V3;-1), a=60°, m=+/3.
(3625 )89 , b) , ¢) ,
5 5 5
P
P
1 1 \
-5 41 5 X -5 -1 | 1 X -5 A NP 5 X
-5 -5 -5
Vv(1;0), x=0°% m=0; v(0; 1), ov=90° m nincs; v(l;-1), a=-45° m=-1;
d) B
5
1 P
-5 -1 1 i) X
-5

(1;2), o= 63,43% m=2.



Q
~
oS
S
~
o<
D
~
o<

7(0; 1), 7i(1; 0), m nincs; ¥(3;3), 7(V3,-3), m=?; (1 =1), 715 1), m=-1;
d) Ny
5
J
_5 -1 1 ) X
P
-5
v(-1;33), i(31), m=—+/3.
a) 0% b) —45° c) 1843°%  d) -30% e) 89,97
o) m=?; F(3:43), A(VE-3); b) m=—1, ¥(1;-1), (1; 1)
¢) m=0, ¥(1;0), @0; 1), d) m=3,73, ¥(1;3,73), 1(3,73;-1);
e) m=-3; ¥(-1;43), @(¥31).
1 1 2 3
@) me=—, mp==2 b)m=z, mp==5 c)m=1, mp=—1; d)m,=Z, m=—7.

A két egyenes meredekségének szorzata minden esetben —1, ami mutatja, hogy az egyenesek merd-
legesek egymadsra.

a+b

a) my=my=3; b) me=mf=—%; c) me=mf=\/§; d) m,=my=

Mivel a két egyenes meredeksége minden esetben megegyezik, ezért az egyenesek valoban par-
huzamosak egymadssal.

a-b

EFE) Az dbra alapjdn az egyenes egy irdnyvektora a v = AB vektor, mely-
nek koordinatai ¥(3; 2). Haa C pont koordinatai C(2007; y), akkor
az AC(2005; y — 2) vektor szintén irdnyvektora az egyenesnek,
ezért valamely o valds szdmra AC =« - V. Ezek alapjan a vektorok

els6 koordinatdira 2005 = - 3, amibdl o = 2003

, €s 1’gy -5 21| 1 5 X

y-22 25, o

A C pont koordinatdi tehat C (2007; g}



a) Mivel AP(33;22), ezért AP =117, ami azt jelenti, hogy az AP szintén iranyvektora az egye-
nesnek, tehdt a P pont illeszkedik az egyenesre.

b) Mivel TQ(—IS; -10), ezért TQ =-5V, ezért a Q pont szintén illeszkedik az egyenesre.

¢) Az AR koordinétdi AR(~18;—11). Mivel az AR nem irhat6 fel a ¥ valahdnyszorosaként, ezért
a két vektor nem parhuzamos, igy az R pont nem illeszkedik az egyenesre.

a) Ha az autépdlya két ismert pontjat A és B jeloli (megadasuk sorrendjében), akkor a palya egy
irdnyvektoranak koordinatai E(S; 3). Az A pontot a koordindta-rendszer O kezdGpontjaval
0sszekotd vektor koordinatdira: E(Z; 1). Mivel a két vektor nem parhuzamos egymadssal, ezért
az autépdlya nem halad keresztiil az origdn.

b) Haakeresett C pont koordinatdit C(1;y) jeloli, akkor AC (3;y+1). A C pont pontosan akkor
illeszkedik az autépélya nyomvonaldra, ha valamely o valds szdmra teljesiil, hogy AC =o - AB.

A vektorok els koordindtdinak 6sszehasonlitasabol o = %, igy a masodik koordinatdkra:
4
y+1—E 3, amibdl y—g
s 4
A C pont koordinatdi: C (1; g)

¢) Elegendé megmutatni, hogy a P pont illeszkedik az autépalya nyomvonalara. Mivel AP(10; 6),
ezért AP =2AB, ami mutatja, hogy a két vektor parhuzamos egymassal. Ebbdl adédik, hogy
a P pont valdban az autépdlyan taldlhato.

d) A két utszakasz dltal bezart szoget az dbranak megfelelGen

y
jeloljiik o~val. Ekkor o megegyezﬂ< a PB és PQ vektorok hajlas- 5 5
szogével. A vektorok koordinati: PB( 5;-3), PQ( 1;-3). Akét
vektor skalaris ﬁorﬁara: 1 /B \0
PB-PQ=(-5)-1+(-3)-(-3)=4, PZIE : 0%
hosszukra pedig 4 \
[PBl=34 ¢s |PQ|=+10 I

teljestil. A skaldris szorzat definicidja alapjan:

V34 - 10 - cosa = 4,

4
cosQ = ——,
V34 -J10
o =7747°.

A két ttszakasz 77,47°-os szogben metszi majd egymast.

Az A csucsbdl indulé m, magassdgvonalnak a CB(5; -2) vektor
egy normalvektora, ezért a magassagvonal egy irdnyvektora: V(2; 5).

A magassdgvonal meredeksége m = %, irdnyszoge pedig 68,20°.

Hasonl6 szamitdsokkal kaphatjuk a B csicsbdl indulé magassdgvonal

.. e 1 .
adatait: irdnyvektoranak koordinatdi (2; —1), meredeksége ——, irdny-
szoge —26,57°. 2
A C csucsbol indulé magassagvonal adatai: irdnyvektoranak koordi-
natdi (1; —2), meredeksége —2, irdnyszoge —63,43°.
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EEFD A hdromszog sulypontja S(§; i) Az AS silyvonal egy irdnyvektora: KS‘(%, ?) egy normal-
vektora pedig a (—; —?) koordinatdju vektor.

A BS sulyvonal egy irdnyvektora FS(—%; - 3) egy normalvektordnak koordinatai @ —%)
- . iy —(2 8 p . o (8.2
Végiil a CS stlyvonal egy irdnyvektora CS 5; —3) egy normalvektoranak koordinatai §§ .

EED a) A3633.feladat eredménye alapjdn az A cstcsbol indulé magassag-

vonal egy irdnyvektora V(2; 5), mig a 3634. feladat alapjan az z /'(;m"
A csticsbdl induld sdlyvonal egy irdnyvektora AS (% %) Akét 3 L B
vektor skaldris szorzata 24, a vektorok hossza: = _11 S
A/ A
|\7|:\/@ és |AS|:—2321. :,
Sa,+” I
Ha a két vektor altal bezart szoget o jeloli, akkor a skaldris szor- AT
zatbol:
24=4/29 -~ 2321 -cose, amibl o =25,92°.
b) Akeresett B szog megegyez1k az A cstcsbol indulé magassdg- . ) -
vonal ¥(2; 5) irdnyvektora, és az s, stlyvonal SB irdnyvektora 5 c -
o
altal bezart szoggel. A 3634. feladat eredménye alapjan SB (?, %j s B._
s, DN/ AR S Z

Az a) feladathoz hasonl6 szamitassal:

12=429 - “17 ~cos, amibSl B~ 5945 A

EED a) Kétegyenes akkor és csak akkor merSleges egymadsra, ha irdnyvektoraik merGlegesek egymasra,
ez pedig pontosan akkor kovetkezik be, ha az irdnyvektorok skaldris szorzata 0. Ezek alapjan

V-V =2-5+1-p=0, amibsl p=-10.
b) p=0.
c)p=2-2 vagy p=-2-2.

Tegyiik fel, hogy a 2 meredekséggel rendelkezd egyenes irdnyszoge «, ’
ekkor o= 63,43° a —3 meredekséggel rendelkezGé pedig B, ekkor
B=-71,57° A két egyenes altal bezart y szog az dbran a C met- C
széspontndl alakul ki. Az egyenesek, valamint az x tengely 4ltal 4
kozrefogott haromszogbdl:

y=180°— o+ B=180°-63,43°—-71,57° = 45,00°. b7

1 1 %sx
{




EED a) Az AB oldalegyenes egy irdnyvektora: AB(8; 1), az AC egyenesé AC(6;-6), vagy V(15 -1),
és a BC oldalegyenesé BC(-2; -7).

b) Az abran V,, illetve v, az AB, illetve AC

oldalegyenesek egy-egy egységnyi hosszi- =06 |-
sdgu irdnyvektorat jeloli. A V, + 1. vektor U
a két vektor 4ltal kifeszitett paralelogramma
megfelel§ 4tlévektora. Mivel a két vektor
rombuszt feszit ki, ezért atlgja illeszkedik
a két oldal 4ltal kozrefogott szogfelezdre,
igy a v}, + V. vektor az A csticsndl 1évé f,
szogfelez6 egy irdnyvektora. Feladatunk
tehdt a v, illetve v, vektorok koordinatdi-
nak meghatdrozasa.

Mivel AB(8 1), ezért |AB|— J65, igy az AB-ral egyallasu egységvektor koordindtai:
(8 1
oy
Hasonléan v;-(1; —1) és |vAC| V2, ezért az AC egyenes egységhosszi irdnyvektora:
(11
(1)
Az f, szogfelez§ egy irdnyvektoranak koordinatai:
el kit L)
NN RN AN

c) Az f, egyenes irdnyvektordbol a meredeksége mar konnyen szdmolhato:

1 1
m=ﬁ_ﬁ
8 1
J65 2
. V2 - 65
T 8-2+65

Az egyenes irdnyszoge = —18,94°.

EER) Ha akétegyenest e és f jeldli, tovabbd m, az e, m, az f egyenes irdnytangense, akkor az egye-
nesek egy-egy irnyvektora V,(1; my), V¢(1; m,). Akétiranyvektor skaldris szorzatdra teljesiil, hogy:

A két vektor altal kozrefogott szog éppen a két egyenes 4ltal bezart ¢ szoggel egyenld, ezért a ska-
laris szorzat més alakban is felirhato:

\7;—\7f=|17’e|-|\7}|-005(p.
7= 1+ m? és |\7f|:1/1+m22,
¥, Vp=yl+mf - \[1+m3-cosg.

Mivel

ezért
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A skaldris szorzatra kapott két eredmény 6sszevetésébdl:

L+my-my=1+mf-\J1+m3cosg,

1+m1‘m2

,/1+m12-1/1+m%'

Jol ismert, de amuigy nem tdlsdgosan bonyolultan igazolhatd, addicids 6sszefiiggés alapjan:

)]

cosp =

1+tg2go= COSZ(p,

ezért ha az (1) egyenl&ség mindkét oldalanak reciprokat vessziik, majd négyzetre emeljiik, akkor
adédik, hogy:
(1+m?)-(1+m3)

1+tg2p=
2. 2
tg2(p=(1+m1) (1+m2)_1,
(1+m, - my)?
tgz(p=(1+m%)-(1+m22)—(1+m1-m2)2.

(1+my - m,)?
A kijelolt miveletek és dsszevondsok elvégzése utdn:

2 m}—2-my-m, +m3
gep= >

(my — my)?
o= ———> .

Mindkét oldalbdl négyzetgyokot vonva kapjuk, hogy:

m —ny

tgp=

2

amit éppen bizonyitani kellett.

Az egyenes egyenletei — megoldasok

a)y=3; b) x=3; c) x+y=5; d) 2x+y=0;
e) x—3y=-14; f) x+2y=-4; g) x—2y=15; h) x+2y=_8.

a) x = 1005; b) y=3; ¢) x+3y=0; d) —6x+20y =37,
8x—-3y=6,5.

a) x=2; b) y=-5; c) x—y=2; d) x+2y=-4;

e) x+2y="7; f) x=3y=0; g) x—y=-6; h) 3x +2y=16.
a) y=0; b) x=-2; c) y=3x; d) 10x+3y=11;
e)x+y=%; f) 2x—y=5-\/§.



a) A pontok mindegyike illeszkedik az y = —2x + 1 egyenletl egyenesre.
b) Mindharom pont illeszkedik a 3x — 2y = 2005 egyenletd egyenesre.

¢) Mindhdrom pont illeszkedik a 3x — 2y = 15 egyenletd egyenesre.

d) A harom pont nem illeszkedik egy egyenesre.

a) y=4x, illetve y=—%x; b) 3x +4y =10, illetve 4x—3y=-20;
c) y=4x+ 10, illetve x+4y=-11; d) 6x—"Ty=41, illetve 7x+ 6y=-23.
a) 3x+2y=25; b) y=2x+3§; c)y=x;
d) 2x+3y=-19.
a) y=-x; b) x+2y=2; c) x+3y=10;
d) y=x+1.
a) y b) y ¢) y
5 5 \
P
1 41 1
-5 Bl 1 5 X =5 1 5 X =5 ER 5N
S -5 -5
y=£x; y=2x; y—4=—£-(x+l);
3 3
d) y e) y f) "
5 P 5 5
1 1
-5 -1 1 5 X =5 -1 1 5 X -5 =l 1 5 X
i P
-5 -5 5
x=7, y—5=-/3-(x+3); y=-2.
a) y b) y C) y
5 5 5
11p 11p 5 1
-5 -1 1 b X =5 -1 1 5] X -1 1 o) X
\ ]
-5 =5 _5\\
y=0; y=2x x+3y=-7;



...........

-5

v(0; 1), 71i(1; 0),
m nem létezik, oo =90°;

e)

b)
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=4 -1 1

-5

v(1;0), 7(0; 1),
m=0, a=0°

f)

-5 \ 1 5
-
5 N= -x-3

v(1;-1), 1i(1; 1),
m=-1, oa=-45°

X



d) y e) y f) y
5 5 5

y=2x-4
1 1 y=\3-x-3 1

¥(1;2), #(2; 1), 7(1;+/3), i(v3-1), ¥(3; 1), ii(-1; 3),
m=2, ox=63,43° m=\/§, o =60 m=%, o= 18,43°

a) x+y=3, A(l; 1), ¥(1;-1), m=-1, a=-45%
b) 2x+y=4, i(-2;1), ¥(1;2), m=2, oa=63,43°

c) x+2y=-2, #(l;2), v(2;-1), m:—%, o=-26,57°

d) x—6y=6, n(l;-6), ¥(6; 1), m=é, o= 9,46°.

a) A P pontilleszkedik az egyenesre, ezért az egyenes €s tiikorképe
egybeesik. Igy a tiikorkép egyenlete: 2x +y = 5. \g

b) 2x+y=-3.
c) 2x+y=-5. |

a) Az egyenes a haromszog BC oldalegyenese.

b) Nem oldalegyenes.
¢) Nem oldalegyenes.
d) Nem oldalegyenes.
e) Az egyenes a haromszog AC oldalegyenese.
f) Az egyenes a haromszog AB oldalegyenese.
g) Az egyenes a hdromszog BC oldalegyenese.

a) A(1; 3), B(4; 3), C(4;-2), D(1;-2).

Yt ix=1 ix=4
b) Az egyenesek téglalapot fognak kozre. 5]
IR ANNE T
-5 -1 5 X
e 5 faae
4
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c) A(=3;1), B(-3;4), C’(2;4), D(2; 1). B}
d) Az oldalegyenesek egyenlete: NEEE .
x=-3, y=4, x=2, y=I. A B
e) Akét négyszog kozos részének keriilete 6, teriilete 2; egyesitésiik P 5
keriilete 26, teriilete pedig 28. 5 B X
D c
-5

slkyd a) Az AB egyenes egy irdnyvektora az A_B(S; —5) vektor, igy egy normdlvektora az 7i,5(1; 1)
vektor. Az egyenes egyenlete: x + y=0. A BC egyenes egy irdnyvektora: BC(2; 6), normal-
vektora rig~(—3; 1), egyenlete: 3x —y = 12. Végiil az AC egyenes egyenlete: x — 7y = —16.

b) Az A cstcsbdl indulé m, magassdgvonal merdleges a BC egyenesre, ezért egy normdlvektora
1— . . . 4
az EBC (1; 3) vektor. Az A pont illeszkedik a magassdgvonalra, ezért m, egyenlete: x + 3y =4.
Hasonl6 gondolatmenettel kaphatjuk a masik két magassdgvonal egyenletét is: ny, egyenlete
Tx+y=18 és m,. egyenlete x —y =2.

c) Mivel 2,5+ 3-0,5=4, ezértaz M pont illeszkedik az m, egyenesre. Hasonldan: 7-2,5 + 0,5 = 18,
illetve 2,5 — 0,5 =2, ezért az M pont a masik két magassdgvonalnak is pontja. Az M pont épp
az ABC hdromszdg magassagpontja.

EF) a) Az AB oldal felez6pontja az G, —3 koordin4t4ji pont. Mivel az AB oldalfelez8 merdlege-

sének az AB(5; —5) vektor normdlvektora, ezért az egyenes egyenlete:

1 1
S5x-5y=5-—-5-|——|, vagyis x—y=1.
Y=o (2) & Y

A BC oldal felez6pontja (4; 0), az oldalfelez6 merdleges normalvektora (1; 3), ezért annak
egyenlete x + 3y = 4. Végiil az AC oldalfelezd merdlegesének egyenlete: 7x +y = 13.

b) Mivel 7 3 . 3 7 3

———=1, —+3.==4, T7.-—+=—

4 4 4 4 4 4

ezért az O pont valéban illeszkedik mindhdrom oldalfelezd merélegesre.

=13,

¢) Az O pont és az ABC haromszdg csdcsainak tdvolsdga:

2 2
e i R
4 4 16 16 4
2 2
o8- 12+ (2= - (BB 30
4 4) N6 16 4
7V (, 3¢ [169 81 5-JI0
oC = (——)+(3——j = /[—+—= .
4 4) N16 16 4

Eredményeink igazoljdk, hogy az O pont a hdromszog csticsaitdl egyenld tdvolsdgra taldlhato.

d) Az O pont az ABC haromszog koré irhaté kor kozéppontja.



E[ff) Az adott pontokat a megadds sorrendjében E, F és G, a hdromszdg
csucspontjait A, B és C jeloli az dbrdn. Az EF szakasz kozépvonal . —
az ABC haromszogben, ezért pdrhuzamos a haromszég BC olda- §<§F
laval. Ezt a tényt a koordindta-geometridban ugy is megfogalmaz- - 1
hatjuk, hogy az EF (4; —1) vektor a BC egyenes egy irdnyvektora. G O O e

A BC egyenes atmegy a G ponton, ezért az egyenes irdnyvektoros
egyenletének alkalmazdsa utdn a BC egyenes egyenlete:

—x—-4y=-1-1-4-0, azaz x+4y=1.

Hasonl6 megfontoldsok utdn az AB egyenes egyenlete:
x—3y=-6,
az AC egyenesé:
2x+y=09.

I a) Jeldljiik C-vel az e egyenes egy olyan pontjét, amellyel az ABC :
haromszog derékszogd, a derékszog pedig a C csicsndl van. /-“\ 1
Mivel C illeszkedik az e egyenesre, ezért koordinétdit C(2; y) EANNI

alakban kereshetjiik. A feltételek szerint ACB< = 90°, ezért 1@
c

a CA és CB vektorok skaldris szorzata 0. Mivel 64(—4; 1-y)
és CB(-1; -4 —y), ezért 3

-4 D+ -y)-(-4-y)=0. :
Az egyenlet megolddsai: y=0 és y=-3. Az e egyenesen tehdt valéban két olyan C pont

taldlhatd, amely az AB atfogdval derékszogl haromszoget alkot, ezek koordindtai C(2; —3)
és C(2;0).

b) Az a) feladat eredményei alapjan C(2; -3). Az AC befogd egy irdnyvektora a CA(-4; 4)
vektor, és egy pontja a C pont. Ezek alapjdn az AC egyenes egyenlete:

x+y=-1.
A BC egyenes egyenlete:
x—y=35.

c¢) Az AC egyenes meredeksége —1, a BC egyenesé 1.

d) Az ABC héaromszog derékszogd, ezért koriilirt korének kozéppontja egybeesik az AB atfogo
felezGpontjdval, a kor sugara pedig az 4tfogé hosszanak fele. Az AB atfogd hossza /34, igy

a koriilirt kor sugara g =2,92.

Efd A hiromszoglap egyensilyban marad, ha a stlyvonalai mentén
tdmasztjuk ald. A haromszog AB oldaldnak felez6pontja E (O; —9 >

Mivel e pont illeszkedik az y tengelyre, csakigy mint a C csucs,
ezért az s, stlyvonal egyenlete: x = 0.

A BC oldal felez6pontja F 8, 1], ezért az AB silyvonal egy irdny-

vektora Xﬁ@, 5), igy egyenlete: 10x — 9y = 6.

Az AC oldal felez6pontja G(—E; %), az s, sdlyvonal egyenlete: 7x + 9y = —6.



MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

BT a) Azegyenes x tengellyel valé metszete: ,
a=25,
y tengellyel valé metszete:
b=-3. 1

A tengelyekbdl kimetszett hdromszog teriilete: al / i
T=175.

b) Az egyenes x tengellyel valé metszete:

a=>5,
y tengellyel valé metszete: \
b=2. 1 \
1 5

A tengelyekbdl kimetszett hdromszog teriilete: H i
T=5.

c) Az egyenes x tengellyel val6 metszete:

5
a=-—,
3 1
y tengellyel valé metszete: : =
b=-5.
A tengelyekbdl kimetszett haromszog teriilete:
)
6

d) Az egyenes x tengellyel val6 metszete:

a=-2,
y tengellyel valé metszete:
b=38. 5
A tengelyekbdl kimetszett haromszog teriilete:
T=28.

- 1 5 X
=

2
EIB a) Az e egyenes meredeksége 3 az f egyenesé —g. A két egyenes merGlegességének sziikséges

és elegendd feltétele, hogy a meredekségek szorzata —1 legyen. Ezek alapjén:

2.(_2)?1, amibsl a=3.
3\ 2



c) Az e egyenes parhuzamos az y tengellyel, ezért az f egyenesnek az x tengellyel kell parhuza-
mosnak lennie. Ekkor az f egyenes egyenletében x-et tartalmazo tag nem szerepelhet, ezért
a feltételeknek megfelel6 a nem létezik.

d) a=5 vagy a=-5.

€D a) b :% és a tetszdleges valds szam. b) b=-8 és a tetszbleges valds szam.
|
c) b=—¢és a=-2.
2
BT A P és Q pontok koordinatdi kielégitik az egyenes egyenletét, ezért:
4a+6b=4
—6a+21b=4|"
., 1, 1
Az egyenletrendszer megolddsa: a = 5 és b= 3

EI a) Az AC vektor koordinatdi: AC(3; 6), ezért az AC egyenes egy
irdnyvektora:
1—
Vv==—AC(;2).
> (1;2)

Mivel az AC egyenes atmegy az A ponton, ezért az irdnyvektoros
egyenlet alkalmazdsdval kapjuk, hogy egyenlete:

2x—y=2-(-1)-1-(-1), azaz 2x-y=-1.
Hasonl6 szamitdsokkal a BD 4tl6 egyenesének egyenlete:
X+2y=6.

b) Az atléegyenesek egyenletébdl az AC egyenes meredeksége 2, a BD egyenesé —%. Mivel a két

egyenes meredekségének szorzata —1, ezért a két egyenes valoban merdleges egymdsra.

. . AC - BD
c) Mivel az ABCD négyszog atl6i merSlegesek egymadsra, ezért teriilete 7' = C— Egyszert

szamoldsokkal: AC = /45, illetve BD =+/80, igy az ABCD négyszog teriilete:

BB (3:45) (4:45)
2 2
Mivel 1 egység 50 méternek felel meg a valdsdgban, ezért a birtok tényleges teriilete:
30-50-50 =75000 m?, ami 7,5 hektdr.

=30.

a) Az AB egyenes egy irdnyvektordnak koordindtdi: BA(1; 5), ezért
meredeksége 5, azaz tgf3= 5.

A B cstcshoz tartozd belsé szogfelezé irdnyszoge E ezért mere-
deksége: 2
B

m=tg—.
g2
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Ismert addicids Osszefiiggés alapjan:

B

2-tg—
s=tgh=tg2 B|l-——2 - 2
2 1 zﬁ 1—m2

amibdl kapjuk, hogy
5m?+2m—-5=0.
A fenti egyenlet megoldasai:

-2+2-426 —-1+26 . -1-426
my = = , illetve my=——.
10 5 5
Az ébra alapjan lathat6, hogy a B csticshoz tartozd belsd szogfelez6 meredeksége pozitiv,

igy csak m johet sz6ba. A B csucsndl 1évS szogfelez6 meredekségének pontos értéke:
-1++26
m= T

A kiils6 szogfelezd merGleges a belsG szogfelezdre, ezért ha meredekségét m’ jeloli, akkor
m -m=-1, azaz

, —1++26 o , -5 V26 +1

m-———=-1, amibdl m’'= =- .
5 ~1++/26 5
A kiils6 szogfelezd meredekségének pontos értéke:
, V26 +1
.
b) Az egyenes irdnytényezds egyenlete alapjan a B cstcshoz tartozé belsd szogfelezd egyenlete:
V26 -1

y= 5 “(x+4).

Ha a P ponton dtmend egyenes tengelymetszetei az dbranak meg-
feleléen a és b, akkor egyenlete R % =1 alakban irhat6 (a és b P
a

pozitiv szdmok). Mivel a P pont illeszkedik az egyenesre, ezért b

koordinatai kielégitik az egyenletet, azaz:
2220 A
a b

Az egyenes a koordindta-rendszer tengelyeivel az AOB derékszogili hdromszoget fogja kozre,

amelynek befogéi a és b, ezért teriilete T = az;b‘ Feladatunk a teriilet minimumanak megéllapitdsa

az (1) feltétel teljesiilése mellett. Az (1) 6sszeg tagjai kis tigyeskedéssel megjelenithetSk a teriiletet
leird képletben:

N2-T =+a-b,

majd 10-zel bdvitve az a- b szorzatot, kapjuk hogy:
a b
\/Cl'b =\/E‘ Eg

Mivel a teriilet nyilvan pozitiv értéki, ezért helyette a kapott kifejez€s minimumat is kereshetjiik.



Hasznaljuk fel, hogy két pozitiv szdm — esetiinkben az — és — szdmok — mértani kdzepe nem
kisebb a két szdm harmonikus kézepénél: 2 5

Ja b =10 g.gzm.Lfm.zzS: 10.%=z.m
—+

1
J— i+i
a b a b

2 5
A harmadik egyenl§ségnél felhasznaltuk az (1) osszefiiggést. Eredményeink alapjan:

V2T =Ja-b =210,

amibdl kovetkezik, hogy
T > 20.

Ez azt jelenti, hogy a P ponton dtmend egyenesek a koordindta-rendszer tengelyeivel legalabb
20 egység teriiletd haromszoget fognak kozre. A teriilet a minimumaét akkor éri el, amikor a mértani
és harmonikus kozepek kozott egyenlGség teljesiil, ami pontosan akkor kovetkezik be, amikor a két
tag megegyezik egymadssal, azaz

a_b

2 5
Az (1) és (2) egyenletekbdl all6 egyenletrendszer megolddsa a =4 és b = 10, ezért a keresett egye-
nes egyenlete:

2

Tilon

4 10
Megjegyzés: A P pont éppen felezi a kapott egyenesnek a koordinata-rendszer tengelyei k6zé esd
szakaszat.

A P pont koordinatdit az dbran P(x;y), a befogdkra esé merSleges
vetiileteit pedig Q, illetve R jeloli. Ekkor Béla bacsi az OQPR tégla-
lapba tervez epret {iltetni, melynek oldalai x, illetve y, teriilete ebbél Gl

kifoly6lag pedig T=x-y (x és y pozitiv szdmok). Feladatunk a maxi- e P )
malis teriiletd téglalap megtaldlasa.
X
Mivel a P pont a telek atfogdjdra illeszkedik, ezért koordinatai AEENG o, i

kielégitik az atfogd egyenesének egyenletét, azaz:
Tx+5y=35. (1)

A fenti 0sszeg tagjai kis iigyeskedés utdn megjelenithetSk az OQPR téglalap teriiletét leir6 kép-
letben:

1
T=X'y=§'(7X)-(5y)-

Hasznéljuk fel, hogy két pozitiv szdm mértani kozepe nem lehet nagyobb, mint szdmtani kozepiik,
ezért 2 2
1 2 1 (Tx+ Sy) 1 (35) 35
T=—-J(x)-(5 S—|l—==|=|=—
35 W0 6) 35( 2 )73 \2) 7
A miésodik egyenl&ségnél felhasznaltuk az (1) dsszefiiggést. Azt kaptuk tehdt, hogy az OQPR tégla-
lap teriiletére T < ?;—5 A teriilet a maximumat akkor veszi fel, amikor a mértani és szamtani kozép

kozotti egyenlGtlenségben egyenl@ség teljesiil, azaz amikor a két szim megegyezik egymassal.
Ez akkor kovetkezik be, ha
7x=5y. (2)
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Az (1) és (2) egyenletekbdl 4ll6 egyenletrendszer megolddsa:

A maximalis teriiletd téglalap tehét a PE; 5) ponthoz tartozik.

a) Jeloljiik a P pont koordindtdit P(x; y)-nal. Ekkor
PA2=(x+3)2+(y—5)?2 illetve PBZ=(x—1)2+(y+4)?
igy a kijelolt mdveleteket elvégezve kapjuk, hogy
PA? — PB>=8x— 18y + 17.
Az adott feltételnek pontosan azok a P pontok tesznek eleget, amelyek koordinatdi kielégitik a
8x—18y+17=21 (1)

egyenletet. Mivel a fenti egyenlet a A értékétdl fiiggetleniil egy egyenes egyenlete, ezért a fel-
tételt kielégitd P pontok valéban egy egyenesre illeszkednek.

2~ 2z

b) Az (1) egyenletd egyenes meredeksége A-t6l fiiggetleniil m = i, ezérta A kiilonbozd értékeihez
tartozo egyenesek valoban parhuzamosak egymadssal.

c) Ha az orig6 illeszkedik az egyenesre, akkor koordinatéi kielégitik az (1) egyenletet, azaz
8:0-18-0+17=A, azaz A=17.

a) Az egyenlet bal oldalét szorzattd alakithatjuk: )
(Bx-2y)-3x+2y)=0. ; 5 ;
Mivel egy szorzat akkor €s csak akkor lehet 0, ha valamelyik VS OX VLS

tényezgje 0, ezért:

3 3 -5 -1 1 5 X
y—zx vagy y——Ex.
A feltételt kielégitd pontok tehat két, az origdn athaladé egyenes Iz
valamelyikére illeszkednek.
b) Az egyenlet bal oldalan 4ll6 kifejezést eziittal is szorzattd alakit- y
hatjuk: s
6x2 — 6y% + S5xy = 6x2 — 4xy + 9xy — 6y% = y=g-x
=2x-Bx-2y)+3y-Bx-2y)=Bx-2y)-2x+3y)=0. .
A feltételnek az 5 _1 5 X
y= gx vagy y= —%x
2 3 VEE N

egyenletli, egymdsra merSleges egyenesek pontjai tesznek eleget.

c) Az abszolut érték értelmezése alapjan: e
2x+3y-2=4 vagy 2x+3y-2=-4, \
A feltételnek az f y= _% X+2
)

e: 2x+3y=06, illetve f:2x+3y=-2

= ™
egyenletd, egymassal parhuzamos egyenesek pontjai tesznek [ - \ -
eleget.
T e
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Két egyenes metszéspontja, tavolsaga, hajlasszoge — megoldasok

745 35
Cl) (19 1)’ b) (3’_3)’ C) (5’ 2)’ d) (E, ﬂ)'
a) (=2;5), (5;3), (-1, -2); b) (0;0), (3;5), (1;-4);
c) (=4;2), (8;3), (=1;-5); d) (=3;6), (5;0), (=2;-1).

a) Az 4tlék metszéspontjdnak koordinatdi (2; 1).

b) Az atldkat tartalmazé egyenesek egyenlete: y = x — 1, illetve y = —x + 3. A két egyenes mere-
dekségének szorzata —1, ami igazolja, hogy a négyszog atl6i merGlegesek egymasra.

¢) Az ABCD négyszog deltoid.

a) 0(3;-2), r=35; b) 0(0; 0), r=+/20;
¢) O(=5;-3), r=~/20; d) O(-7;0), r=117.
38 20 119
a) (a;a); b) (1; 1); c) (5;?).
(1; 0).
a)N32=4-V2 [MQ2;0)]; b) N5 [M(1;-2)];
c)2:\5 [M(1:3)]; d) 235 [M3; D).
a) (6;-4); b) (2;-4); c) (357 d) (5;9).

a) Ha az x —y =4 egyenletd egyenesen adott a P(4; 0) pont, akkor az x —y = -1 egyenletd

egyenesnek a P ponton dthaladd, rd merdleges egyenessel valé metszéspontja M G %)

Ekkor dPM = ﬂ.

b) Haa —2x + y =5 egyenletd egyenesen adott a P(0; 5) pont, akkor a —2x + y =—5 egyenleti
egyenesnek a P ponton dthaladd, rda merGleges egyenessel vald metszéspontja M(4; 3).

Ekkor dpy; =2 -+/5.
c¢) Ha az x + y =1 egyenleti egyenesen adott a P(0; 1) pont, akkor az y =2 — x egyenletd

. 13
egyenesnek a P ponton dthaladd, rd merdleges egyenessel valé metszéspontja M|—; —).

22
Ekkor dPM: %

A hdromszog teriiletét konnyen kiszamolhatjuk, ha egy, a koordi-
ndata-rendszer tengelyeivel parhuzamos oldald téglalapba foglaljuk.

A téglalap teriilete 7=10-7 =70. A téglalap csicsainal 1év§ el | | 5
P . N |
haromszogek teriilete: A?< !

A hdromszog teriilete ezért Th =70 — (6 + 14 + 25) = 25.
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A magassagok hosszit a T = ¢ M képlettel szdamolhatjuk ki. Mivel ¢ =d,p=+/40 =2-+/10,
és T=25, ezért m, = 5'\2/5.
1065

A hdromszdg masik két magassaga 2 -/5, és TR

Az A-val jelolt templom koordindtdit az adott egyenesek metszés-
pontjaként kaphatjuk. A két egyenes egyenletébdl all6 egyenlet- 5
rendszer megolddsa x =-1 és y =15, azaz az A pont koordinatdi:
A(-1;5).

A tervek szerint a K pont a harom templom 4ltal meghatarozott
ABC hiromszdg magassdgpontja, ezért a b-re merdleges, K-t tar-
talmazo egyenes éppen az ABC hdromszdg m;, magassdgvonala.
A magassdgvonal egy normalvektora megegyezik a b egyenes egy
irdnyvektoraval. A b egyenes egyenletébdl leolvashaté annak egy :
iranyvektora: v, =17, (-1;4), ezért az m;, egyenes egyenlete: —x + 4y =4. A B pont koordindtdit
az my, valaminta c égyenesek egyenletébdl all6 egyenletrendszer megoldésa adja:

—-x+4y=4
2x+9y=43|"

amibdl B(8; 3). Hasonl6 megfontoldssal juthatunk el a C pont koordindtdihoz. Az m, egyenes
egyenlete: 9x — 2y =15, a C pont koordinatdi: C(1; -3).

b\ Y imy

A rajzlapon megmaradt két csicspontot az dbrdn A és B, a magassag-
pontot M, a hidnyzé csucspontot C jeloli. Mivel az m@, —%)

vektor a BC egyenesnek egy normdlvektora, tovdabbd a B(2; —3) pont
illeszkedik az egyenesre, ezért a BC egyenes egyenlete:

3 3 3 3

—x—-—y=—-2-=-(-3), azaz x-y=5.

PR LR Y

Hasonl6 szdmoldssal az AC egyenes egyenlete: x — 9y = -27.

A C cstcs koordinatdit a BC és az AC egyenesek egyenletébdl dll6 egyenletrendszer megolddsa
adja. Az egyenletrendszer megolddsa utdn C(9; 4) adddik.

A két adott egyenest megaddsuk sorrendjében a és d, a paralelog-
ramma kdzéppontjat K, cstcsait A, B, C és D jeldli az dbrdn. Mivel
az a és d egyenesek nem parhuzamosak egymassal, ezért az egyen-
leteikbdl 4ll6 egyenletrendszer megolddsa adja a paralelogramma
A cstcsanak koordindtdit: A(-2; —4). A paralelogramma ko6zéppontja
egybeesik az 4tlok felez6pontjdval, ezért a K pont az AC szakasz
felezGpontja is egyben. Ha a C pont koordinatdit C(x; y) jeloli, akkor

x+(=2) y+(=4)
2 2

2, illetve

=0,

amibdl C(6; 4).
A BC egyenes egyenletét a C pont koordindtdinak ismeretében mar kénnyen felirhatjuk. Mivel
BC pérhuzamos az ismert d egyenessel, ezért a BC egyenes egy normdlvektora 7ig- =17 ,;(—6; 1),

igy egyenlete: 6x4y=-32.



Hasonl6é megfontoldsok utdn a CD egyenes egyenletére adddik:
—-2x+ 7y =16.
A B pont koordinatdit a BC, valamint az a egyenesek egyenleteibdl 4116 egyenletrendszer meg-
oldasaként kapjuk: B(5;-2).
Végiil a CD és a d egyenesek D metszéspontja: D(—1; 2).

EIBD ) A B csics koordinatdit az AB és BC egyenesek egyenletébdl 4ll6
egyenletrendszer megolddsaként kapjuk: B(-1; —3).
A BC és CD egyenesek metszéspontja: C(6;—2).
Ha a D pont koordinatdi D(x;y), és a BD atl6 felezGpontja F,
akkor a felez6pontra vonatkozé Osszefiiggések alapjan: ;
D+x_1 és (—3)+y_1 C

)

2 2 2 B
amibdl x =2 és y =35, igy D(2;5).
Végiil az A pont elsé koordinatdja —4, tovabbd illeszkedik az AB egyenesre, ezért ha masodik
koordinatdjat a, jeloli, akkor
4-(-4)+3a,=-13, amibdl a,=1,

végiil A(—4; 1).

b) Az AD(6; 4) vektor az AD egyenesnek egy irdnyvektora, ezért annak egyenlete:
4x—-6y=4-2-6-5,
aminek egyszertbb alakja:
2x-3y=-11.

c) Az e: x =-1 egyenletd egyenes parhuzamos az y tengellyel,
tovabba tartalmazza az ABCD négysz0g B csucsat. Az AD ! D
egyenessel valé E metszéspontjanak koordinatdit az

x=-1
2x -3y=-11
egyenletrendszer megolddsa adja: E(-1; 3).

Eredményeink alapjan az e egyenes az ABCD négyszogbdl
az ABE hiromszoget vagja le. Az ABE haromszog teriilete:

BE -m 6-3
TABE=—2 BE=T=9-

a) Jeloljiik a két adott oldalegyenest megaddsuk sorrendjében e-vel
és f-fel. Az egyenletekbdl leolvashatd, hogy a két egyenes par- L
huzamos egymadssal, ezért csakis a rombusz két szemkozti oldal- E /
egyenesei lehetnek. Az elmondottak alapjan a rombusz magas- & —=* 1]
sdga az e és az f egyenes tdvolsdgdval egyenld. Ezt a tdvolsdgot RN X
megkaphatjuk példdul dgy, hogy az e egyenes egy tetszéleges
E pontjanak az f egyenestSl valo tavolsagat kiszamitjuk. G T 5
Az e egyenes egy pontja az E(-2; 1) pont. f/'F/
Az f-re merGleges egyenesek egy normalvektora az 7#(5; 1)
vektor, ezért az E-re illeszkedd, f-re merGleges egyenes egyenlete:

Sx+y=5-(-2)+1-1, azaz 5x+y=-9.
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Ennek az egyenesnek az f egyenessel valé F metszéspontjanak koordinatdit az

Sx+y=-9
x—=5y=17

egyenletrendszer megolddsa adja. Az egyenletrendszer megolddsa:

F(—E;—ﬂ).
137 13

Az e és f egyenesek tavolsdgat — igy a rombusz magassagat is — az EF tavolsag adja meg:

2 2
) Y = e )
13 13 169 169 13
A rombusz teriilete ezek utdn mar konnyen kiszdmolhaté:

12-426 _
13

T=a-m=26- 24.

b) Egyszerl szamolds mutatja, hogy az A(2; —3) pont illeszkedik
az f egyenesre. Ismert, hogy a rombusz atl6i felezik egymast,
ezért ha az A-val szemkozti C csucs koordinatai C(x; y), akkor
az AC szakasz felezGpontja az O(5; 0) pont, és igy

2+x:5 és -3+y
2

Az egyenletrendszer megoldédsaként a C pont koordinétai: C(8; 3).

. ” . c l——
A rombusz atléi merGlegesek egymasra, ezért az gAC(l; 1)

vektor normdlvektora a masik atlét tartalmazo egyenesnek. Mivel az O pont ennek az egye-
nesnek is pontja, ezért a BD atlot tartalmazo egyenes egyenlete: x + y =5. Arombusz B csi-

csat az
x+y=5 }

x—-5y=17
egyenletrendszer megolddsa utdn kapjuk: B(7; —2). Hasonld szdmoldsok eredményeként: D(3; 2).

A BC(1; 5) vektor irdnyvektora a BC és az AD egyenesnek is. Ezek alapjdn a BC egyenes
egyenlete:
Sx—-y=5-7T-1-(-2), azaz 5x—-y=37.

Az AD egyenes egyenlete:
Sx-y=5-2-1-(-3), azaz 5x-y=13.

a) Az dbra jeloléseit haszndlva az ED egyenes egyenlete:

y=3.
Az EF egyenesnek a B_C"(—l; 3) vektor irdnyvektora, az A csucs
pedig egy pontja, ezért EF egyenlete:
3x+y=-3.

Az FD egyenesnek az AC(2; 3) vektor irdnyvektora, B pedig
egy pontja, igy FD egyenlete:

3x-2y=6.




&) a) Az A cstcshoz tartozé m, magassdgvonalnak a BC(~4;7) vektor

b) A megfelel$ egyenletrendszerek megolddsa utdn kapjuk a DEF hiromszog csticspontjainak

koordinatdit:
D(4;3), E(-2;3) és F(0;-3).
¢) Az ABC hiaromszog C csticsdn dtmend m,. magassidgvonaldnak
egyenlete: x = 1.

Az A csicshoz tartozé m, magassdgvonalnak a BC(~1; 3) vektor
normdlvektora, ezért m, egyenlete: —x + 3y = 1.

Az M magassdgpont koordindtdit az m, és m, egyenleteibdl

all6 egyenletrendszerbdl szamithatjuk:

e

d) A hdromszog koré frhaté kor kdzéppontja az oldalfelezd merSlegesek metszéspontja. Vegyiik
észre, hogy az m, egyenes egyben a DEF hiromszdg ED oldaldnak, mig az m, egyenes
az EF oldalnak a felez6mer6legese, ezért az M pont egybeesik a DEF hidromszog koré irhato

kor kozéppontjaval. A DEF haromszog koré irhat6 kor kozéppontja igy:

normdlvektora, ezért m, egyenlete: —4x + 7y = —13.

Hasonl6 megfontoldsok utdn a C cstcshoz tartozd m,. magassig-
vonal egyenlete: 5x +y = 26.

A két egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszer megolddsa szolgaltatja

az ABC haromszog M magassagpontjanak koordinatdit: /] 17

M(5; 1).
b) Az ABC haromszog koré irt kor O kozéppontja az oldalfelezd
merdlegesek metszéspontjdval esik egybe. A BC oldal f, oldal-
felez6 merdGlegese egyrészt tartalmazza a BC oldal F (6; %)

felezépontjat, masrészt egy normalvektora a BC(—4; 7) vektor.

Ezek alapjan az f, egyenes egyenlete:

—4x+7y=—§. .

=35,

Hasonlé médszerrel kapjuk, hogy az AB oldal f. oldalfelez6 merdlegesének egyenlete:

Sx+y=13.
Az egyenletrendszer megolddsa utdn adddik:

O(E,l)
2°2

c) Az OM egyenes egy irdnyvektora az 20M(5;1) vektor, egy pontja az M(5; 1) pont. Ezek

alapjan az Euler-egyenes egyenlete:
x—5y=0.
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10 2
d) Az ABC hiromszog sulypontja: S (?0 E) Mivel ? -5 % =0, ezért az S pont koordinitdi

kielégitik az Euler-egyenes egyenletét, amibdl kovetkezik, hogy S illeszkedik az OM Euler-
egyenesre.

e) Mivel ﬁ@,é}, tovabba SWG,%), ezért SM =20S. Ezek

alapjan lathatjuk, hogy az S stlypont 1:2 ardnyban osztja fel 5
az. OM szakaszt.

Az egyenes egyenletébdl konnyen leolvashatd, hogy az e egyenes
egy egységnyi hosszisagu normélvektora:

- A ) B
n[x/Az +B2 JA%+ BZ}
Vegyiink fel egy tetszéleges E pontot az e egyenesen, koordinatdit
jeloljik E(x; y)-nal. Ekkor:
ﬁ(xo - X; Y9 — )

Mivel az E pont koordinatéi biztosan kielégitik az e egyenes egyen-
letét, ezért teljestil:
Ax+By+C=0. (1)

Ezutan inditsuk az 7 normdlvektor kezdSpontjat az E pontbdl, és jeloljiik az EP ésaz it vektorok
altal bezért szoget o-val. Jelolje tovdbba Q a P pontnak az E ponton dtmend, e-re merdleges
egyenesre esé vetiiletét. Ekkor az EQ szakasz hossza éppen megegyezik a P pont és az e egyenes
d tdvolsagaval.

Ha az EP és az i vektorok az e egyenesnek ugyanabba a félsikjdba mutatnak, akkor o < 90°.
Kiszdmoljuk a két vektor skaldris szorzatat:

ﬁ-ﬁ'=|ﬁ;|-|71|-cosa:|ﬁ|-1-cosa:EQ:d. 2)
A fenti eredmények alapjan a két vektor skaldris szorzata éppen az e egyenes és a P pont tdvol-
sagaval egyenld. A skaldris szorzatot a koordinatdk segitségével felirva azt kapjuk, hogy
A B Axg+ By, +C —(Ax+ By +C)

e Y e N |
Az utols6 zardjelben taldlhat6 6sszeg (1) miatt O-val egyenld, azaz:

—— + By, +

EP.ji= %. 3)
A (2) és (3) egyenlGségek Osszevetése utdn azt kapjuk, hogy:
Axg+ By, +C

VA2 + B2

ﬁ-ﬁ:(xo—x)-

d(P,e)=d= 4)



Amennyiben az EP ésaz it vektorok az e egyenesnek kiilonbozd p
félsikjaiba mutatnak (Id. a jobb oldalon 1év§ abrat), akkor o > 90°,
igy a (2) egyenldség a kovetkez6képpen modosul:

EP-ii = |ﬁ| -1-cos¢=—EP -cos(180°-a)=—EQ=-d. (2)

A bizonyitds tovéabbi 1épései nem véltoznak, igy (2°) és (3) Gssze-
vetésébdl azt kapjuk, hogy:

d(P,e)=d = _M. @)
A?+B?
A (4) és (4’) osszefiiggéseket egyetlen egyenldségben is felirhatjuk:
Axy+ By, +C
dP,e)=|—9—"0L—
JA? + B?

ami éppen a bizonyitand¢ allitas.

EEN a) Kétegyenes hajlasszogét tobbféle modszerrel is kiszdmolhatjuk. Egyik lehetGség, hogy irdny-
vektoraik skaldris szorzatabdl szamoljuk ki a keresett szoget. Az egyenesek egyenletébdl
leolvashaté egy-egy irdnyvektoruk:

Vi(0;1) és Vy(1;-2).
A két vektor skaldris szorzata:
A skaldris szorzat definici6ja alapjan:
Vv, = |171| . |\72| -cosa=1-+/5 - cosa,
ahol o a két vektor hajldsszoge. A skaldris szorzatra kapott értékek dsszehasonlitdsabol:

—2=+5-cosa = cosa=-———,
J5
amibdl o = 153,43° A két egyenes hajlasszoge igy 180° — 153,43° =26,57°.
b) Amennyiben a két egyenes nem merdleges egymasra és irdnytangenssel rendelkeznek, akkor
a 3639. feladat eredménye alapjdn a két egyenes o hajldsszogére

m;—m
tgor = |—1—2

1+m1‘m2

Az egyenletekbll m| =2 és m, =3, ezért tgo = % amibdl o= 8,13°.

c) Ebben az esetben m; = -2 és m, =3, ezért tgor= 1, amibdl o =45°,

EXD a) Az ABC haromszog koré irhat6 korének kozéppontja az oldal-
felez6 merdlegesek metszéspontjdval esik egybe. Az AB oldal
f. felez6merdlegesének egyenlete: x = 3. Az AC oldal f;, felezd-

13 .
merGlegese tartalmazza az AC szakasz Q(_E; 5) felezGpontjat,

tovdbbd a normalvektora az AC(1; 7) vektor, ezért [, egyenlete:
x+7y=10.

Akortilirt kor O kozéppontja mindkét egyenletet kielégiti, ezért
az egyenletrendszer megolddsa utdn O(3; 1) adddik.

Az ABC hiromszog koré frhaté kor sugara: r = |E4'| =5. Mivel |ﬁ| =5 szintén teljesiil, ezért
a P pont valdban illeszkedik az ABC hdaromszog koré irhaté korre.
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b) Az E pont koordinatai akéar az abrardl is leolvashatdk: E(8; —2).
Az F pontot a BC egyenes, valamint a P-re illeszkeds, BC-re
merdleges egyenes metszéspontjaként kapjuk. A BC egyenes
két pontja ismert, ezért egyenlete konnyen felirhaté: x +y = 5.
A BC-re merdleges, P-t tartalmaz6 egyenesnek a ¥(1; 1) vektor
irdnyvektora, ezért egyenlete: x —y = 7. A két egyenletbdl all6
egyenletrendszer megoldasaként F(6; —1) adodik.

A G pont koordinatdi hasonlé médszerrel szdmolhatok ki. Az AC 15
egyenes egyenlete: —7x +y =5, ard mer6leges, P-t tartalmazé '
egyenesé: x + 7y = 15. Az egyenletrendszer megolddsa utan:

G(—z;gj.
55

c¢) Megmutatjuk, hogy a G pont illeszkedik az EF egyenesre.
Ehhez felirjuk az EF egyenes egyenletét. Mivel az egyenesnek
az FE(2;-1) vektor irdnyvektora, E pedig egy pontja, ezért
az egyenlet: x + 2y = 4. Az egyenletbe a G pont koordinatdit
behelyettesitve teljesiil, hogy:

_2 +2. E - 4’
5 5
ami igazolja, hogy a G pontilleszkedik az EF egyenesre. Ezzel
belattuk, hogy a P pont oldalegyenesekre vonatkoz6 merSleges
vetiiletei egy egyenesre illeszkednek (Simson-egyenes).

EXB A goly6 kezdeti helyét jeloljiik A-val, az egyenest, amelyrdl vissza-
pattan e-vel. A megoldas soran feltételezziik, hogy a visszapattanas
elStt a goly6 tdtja ugyanakkora szdget zar be az e egyenessel, mint
a visszapattands utdni Gtja, azaz az dbrdn «a-val megjeldlt szogek
egyenl§ nagysaguak. Ezt persze a kovetkezSképp is megfogalmaz-
hatjuk: ha a goly6 visszapattands el6tti utjat meghosszabbitandnk
(az dbran ezt a TQ szakasz szemlélteti), akkor a visszapattanis
utdni dtja (az dbran T7Q’ félegyenes) egybeesne a TQ félegyenes
e egyenesre vonatkozd tiikorképével. Ezek utdn a feladat megolda-
sdhoz a kovetkezd 1épések vezetnek.

1. Kiszamoljuk, hogy a goly6é mely T pontban éri el az e egyenest. A golyd a 3x + 4y = 32 egyen-

letti egyenesen halad. A T pont koordin4tdit a
3x+4y=32
x—2y=4

egyenletrendszer megoldasa adja. Megoldva a felirt egyenletrendszert, azt kapjuk, hogy
a T pont koordinatéi: 7(8; 2).

2. Keresiink egy Q pontot az AT félegyenes T ponton tili meghosszabbitdsan. Konnyen lathatd,
hogy a Q(12; —1) pont kielégiti az AT egyenes egyenletét, és igy a feltételeknek megfelel.

3. A Q pontbdl merSlegest dllitunk az e egyenesre. Az e egyenes #(1; —2) normalvektora a kere-
sett egyenesnek irdnyvektora, ezért az e-re merSleges, Q-t tartalmazd egyenes egyenlete:
2x +y=23.

4. Megkeressiik az iménti merdleges és az e egyenes P metszéspontjat. A megfelel egyenlet-
rendszer megolddsa utan: P(10; 3).



5. A Q pontot tiikrozziik a P pontra, igy kapjuk a O’ pontot. Haa Q’ pont koordindtdi Q’(x; y),
akkor felhaszndlva, hogy a QQ’ szakasznak éppen P a felezGpontja, azt kapjuk, hogy

12+x _
2
Az egyenleteket megoldva: Q’(8; 7).

-1+y

10 és =3.

6. A goly6 a visszapattands utdn a 7Q’ egyenesen halad, ezért felirjuk annak egyenletét. Mivel
a T ésa Q pontnak is 8 az els§ koordinatdja, ezért a bilidrdgolyo a visszapattands utdn az x = 8
egyenletd egyenesen halad tovébb.

A kor egyenlete — megoldasok

a)x2+y2—i:0; b) x2+y2-5-2-J6 =0;
c)x2+y2+2x—4y+%=0; d) x2+y2+2-B3x+2-J6y+5=0;
e) x> +y2+10x + 10y +25=0; f) x2+y2+4x—-10y+4=0.
a) x> +y2—dy+2=0; b) x> +y>+4x+6y+3=0;
c) x2+y2-2x+8y-65=0; d) x> +y%2—4x—-4y=0.
2 2
1 5\ 13
S5 =5 b) (x— 17+ (y+ 1)?=25;
a)( 2) (y 2) > ) x=D*+ @ +1)
2 2_29. 2 2 _
c) x=2)"+(@y-2) =2 d) (x—1)"+y==29.
a) (5;3), illetve (5;-5); b) (=2;2), illetve (6;2).
a) 0(0;0), r=+30; b) 0(0;3), r=2-/3;
35 67
0(2;-4), r=6; d) O\=255 ) r=475
c) O( ), T ) (2 2) r=\3
e) OG;—I} r=—3273; f) 0(\/5;\/5), r=+5;
3 V53
oll;,—=|, r=——.
g) ( 2] >
a) O(3;3), r=5.

-5 ,\UX




MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

b) Az egyenlet bal oldalat szorzattd alakithatjuk:

(x+y)-(x=y)=0.
Az egyenlet két egyenest hatdroz meg.

c) Az egyenletet csak a P(—2; 1) pont koordinatéi elégitik ki.

d) 0(6;-3), r=10.

e) Az egyenletet csak a P(0; 4) pont koordinatai elégitik ki.

f) Az egyenlet dtalakitdsa utdn az
x+y+2)-(x+y-2)=0
alakhoz juthatunk. Az egyenlet két egyenest hataroz meg.

V:—x+2

-5y=_x_\2\ 1 5 X




g) Az egyenlet dtalakitdsa utdn az

3\ 8
x—=|=@+1)? BT ¢
2
alakhoz juthatunk. Az egyenlet két egyenest hatdroz meg.
=5 -1 5 X

a) (x=22+ @ +2)?%=13; b) (x=3)2+y2=34.

a) Akor egyenlete: (x —3)? + (y + 1)? = 20.
b) Akor egyenlete: (x — 1)2 + (y —2)% = 29.

a) (x=1?+ @ +2)?%=1; b) (x+3)%+ (y—5)% = 49;
c) x—1)*+ (y—4?=125; d) x+ 12+ (y+2)2=5.
a) (x—r)2+(y—r)2=r2; b) (x+r)2+(y—r)2=r2;
¢) x+r)?+y+r?=r% d) x—r2+@y+ri=r

Il Tegyiik fel, hogy az ismeretlen csticsok koordindtdi C(cy; ¢,) és B(0; b,). Mivel ismert a BC szakasz
felez&pontja, ezért
O+c¢
2

2 és M:é‘.

Az els6 egyenletbdl ¢ = 4. 3
A feltételek alapjan a C pont illeszkedik az y = Ex — 4 egyenleti egyenesre, ezért

cy= % 4-4=2,
igy C(4;2). A BC szakasz felezGpontjara felirt masodik egyenletbdl B(0; 6).
Az AB oldal felez6merdlegesének egyenlete: y = 3.
A BC oldal felez6merd&legesének egyenlete: x —y =—2.

A két egyenes metszéspontja az O(1; 3) pont, ami egyben az ABC haromszog koré irhaté korének
kozéppontja is.
A kor sugara: OA = /10, ezért a keresett kor egyenlete:

(x—12+(y-3)2=10.

a) A hdromszog koré irhaté kor kozéppontja az AB dtfogd 0(2; 3 pontja. A kor sugara:

o AB_ 85

2 27

egyenlete: 5
1} 85
—22+( ——):—.

(=2 2" 4
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b) A BC befogé meredeksége ismert, ezért a BC egyenes irdny-

y
tényezds egyenlete felirhato: EEEa
y+3=i(x—5), amibdl x=4y+17. \
! 0 \‘.
Ha ezt a kor egyenletébe helyettesitjiik, akkor: R 1 5 0 x
1" 85 —
<4y+15)2+(y—5)=? it i S Rl
17y? +119y + 204 =0,
y2+7y+12=0.

Az egyenletrendszer megolddsai: y = -3, illetve y = —4.
Ebbdl a kor és a BC egyenes két metszéspontja: B(5; —3), illetve C(1; —4).

A kor egyenlete felirhat6 a kovetkezd alakban is:
(x=7?+(-3)7%=4,

igy a kor kozéppontja O(7; 3), sugara pedig 2. A kor legkisebb ordindtdju pontja ebbdsl adédéan
a Q(7; 1) pont. A Q kozéppontii, origét tartalmazé kor sugara /50, ezért a keresett kir egyenlete:

(x=772+ (y—1)*=50.
A kapott kor y tengellyel valé metszéspontjait megkapjuk, ha x helyére nullét {runk, ekkor
-1*=1,
amibdl y =0, vagy y=2.
Ez azt jelenti, hogy a kor az ordindtatengelyt az origén kiviil még a (0; 2) pontban metszi.

{10 Az adott pontokat jeloljiik A-val és B-vel. Mivel az AB szakasz a keresett kornek egy hiirja, ezért
akor O kozéppontja illeszkedik az AB szakasz felezGmerSlegesére. Az AB szakasz f felezGmerd-
legesének egyenlete: 7x — 3y =9.

a) Mivel az O pontilleszkedik az y tengelyre, ezért koordinatdira
0(0; -3) teljesiil. A kor sugara ebben az esetben:

r=0A=1/29,

egyenlete:
x2+(y+3)?=29.

b) Akor kozéppontja az adott A, és az f egyenesek metszéspontja,
ezért koordindtdit az alabbi egyenletrendszer megoldasa adja:

7x —3y=9
4x +3y=24|"

Az O kozéppont koordinatdi: O(3; 4), a kor sugara:
r=0A=+/29,

végiil egyenlete:

(x=3)2+ (@ -4)2=29.



c) Akor kozéppontja az AB szakasz O@; 3 felezGpontja, sugara:

r=0A= §,

\V 2
(- 2p-3)-2
2) VT T

a) A tervezett kijaratot K-val, az autépalya nyomvonaldt a-val
jeloltiik az dbran. A feltételek szerint AK = BK, ezért a K pont
illeszkedik az AB szakasz f felezOmerGlegesére. Az f egyenes
egyenlete: y=2x+ 11. A tervezett kijarat helyére a megfeleld
egyenletrendszer megoldésa utin K(-3;5) adddik.

egyenlete:

b) A kor sugara:
r=AK =+/40,

egyenlete:
(x+3)% + (y = 5)> = 40.

c) Atervezett ttszakaszok hossza egy tized pontossdggal 6,3 km.

a) Akeresett kor az els6 siknegyedben taldlhato, és ha sugarat r jeloli,
akkor kozéppontjdnak koordinitdi O(r; r), igy egyenlete:

=P+ =rP =12
1
alakud. Mivel a P(4; 5) pont kielégiti a kor egyenletét, ezért:
2
1
4—r2+(—— ) =r?
(4-n >

r2—9r+§:0.
4

-5

o

2\ P

2 10 X

Az egyenlet megoldésai: r = %, illetve r = ? A feltéteknek két kor tesz eleget, egyenletiik:

Y [ 5Y 25 13\
——|+|ly—-=|=—, illetve -——|+|y
2 2 4 2

b) Akor a masodik siknegyedben taldlhatd, igy kozéppontja eziittal

O(-r; 1), egyenlete:

x+r*+@-ri=r
A (-2; 1) pont koordindtdit az egyenletbe helyettesitve:

2+ +(1-r?=r

r2—6r+5=0.

Az egyenlet megolddsai: »=5 és r=1. Afeltételeknek a kovet-
kezd egyenletd korok felelnek meg:

(x+52+(-52%2=25 é (x+1)2+@y-12=1.

2

13}2_ 169

1

5
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c) A kor egyenletét az aldbbi alakban kereshetjiik:
x+r?+ @G +r?=ri
Az adott pont koordin4tdit behelyettesitve:
1+ +(=8+r)?=r2
r2—18r+65=0.
Az egyenlet megoldésai:

r=13 és r=>5.
A kapott két kor egyenlete:

(x+ 132+ (y+13)2=169, illetve (x+5)%+(y+5)*=25.

d) A kor egyenletének alakja ezttal:
x—r)?+@Gy+r?=ri

Az adott pont koordindtdit a kor egyenletébe helyettesitve a kovetkez§ egyenlethez jutunk:
r2—22r+85=0,

amelynek megolddsai:
r=17 és r=>35.

A feltételeket kielégitS korok egyenlete:

(x=17)>+(y+17)2=289, illetve (x—5)>+(y+5)>=25.

a) A fakat megaddsuk sorrendjében A, B, C és D jeldli az dbran.
Célunk annak igazoldsa, hogy az ABCD négyszog csucsai egy
koron taldlhatok, vagyis hogy ABCD hurnégyszog.

A hurnégyszog koriilirt korének kozéppontja az oldalfelezd
merdGlegesek metszéspontja, ezért eljarhatunk dgy is, hogy
kiszamitjuk valamely két oldal felez6merdlegesének O metszés-
pontjat, majd megmutatjuk, hogy az a csicsokt6l ugyanakkora
tavolsagra van.

A CD oldal felez6mer&legesének egyenlete: y = 3.

A BC oldal felez6mer&legesének egyenlete: x +y=7.

A két egyenletbdl dll6 egyenletrendszer megolddsa utdn O(4; 3) adédik. Az O pont szdrmaz-
tatdsa alapjan OB = OC = OD nyilvéanvaldan teljesiil, és ez a kozos tavolsag: ~/20.
Elegendd kimutatni, hogy az OA tévolsag szintén ugyanekkora. Egyszerd szdmolds mutatja,
hogy

[0A] = dyp = (4~ 67 + (3~ (-1))* =20

valéban teljesiil. Eredményeink alapjan az ABCD négyszog hurnégyszog, azaz valéban taldlhatd
olyan pont, amelybe a locsol6 berendezést elhelyezve, az képes meglocsolni mind a négy
diszfat. Ez a pont a koordindta-rendszer O(4; 3) pontja. Lathatd, hogy az O pont egybeesik
az AB szakasz felezGpontjaval.

b) Alocsold berendezést 20 = 4,47 egység tavolsagra kell bedllitani.

c) Atuja(T) az O ponttdl
JA-32+(3-(-2) =26

egység tavolsagra van, ezért a locsold berendezés a tujat nem éri el.



a) Az oldalfelezd pontok: E(2; -2), F(4;2) y

b) Vegyiik észre, hogy az ABC hiromszog

és G(—1;2). Az EFG haromszog koré irt ko-
rének O kozéppontjanak koordinatdi példaul
az FG és a GE oldalak felez6merdlegesének
metszéspontjaként szdmithaték. Az FG
felez6merdlegesének (az dbrdn f; jeloli)
egyenlete:
X=—.
2
A GE szakaszfelezd merdlegesének (f5)
egyenlete:

3x—4y=%.

Az egyenletrendszer megolddsa utdn adddik:

O(é,g)
2 4

Az EFG haromszog koriilirt korének sugara:

r=logl= [125 535
6 4

Az ABC héiromszog Feuerbach-korének egyenlete:
( 3)2 ( 3)2 125
——| + y _— = —.
2 4/ 16

egyenld szard, hiszen AB = BC = 10. Ebbdl ‘g
kovetkezGen az AC alap G felezGpontja egy- 5
beesik az m; magassdgvonal talppontjdval,
ezért az 4llitds az m;, magassdgvonalra tel-
jesiil.

Az ABC hdromsz0g m, magassdgvonala pér-
huzamos az y tengellyel és egyenlete: x =1,
igy m, talppontja a H(1; —2) pont. Mivel
teljesiil, hogy

( 3)2 ( 3)2 125
2|22 2] =222,
2 4) " 16

ezért H koordinatéi kielégitik a Feuerbach-
kor egyenletét, amibdl mar kovetkezik, hogy
illeszkedik a korre.

Az m, magassdgvonal egyenlete:

-3x+4y=1,
a BC egyenesé:

4x + 3y =22.

A két egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszer megoldésa adja az m, magassdgvonal K talppontjdnak

koordinatait: 17 14
K (—; —)
55
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Egyszert szamolds mutatja, hogy

. z)i . 3)2_ 125
5 2)\s 4 16’
igy K isilleszkedik az ABC hiromszog Feuerbach-korére.

¢) Az ABC hdromszdg M magassdgpontja az m, és m,. magassidgvonalak metszéspontja. Ebbdl
kovetkezden koordinatdit a
-3x+4y=1
x=1

egyenletrendszer megoldésa adja. Az egyenletrendszer megolddsaként M(1; 1) adédik. Ezek
utdn konnyen kiszamolhatjuk a magassagpont €s az ABC haromszog cstcsai kozotti szakaszok
felez6pontjainak koordindtdit (1d. dbra):

P(—l;—l), T(4;—l) és R(l;z).
2 2 2

Nem kis faradsdgot igényld, de nem is tidlsdgosan bonyolult szdmitdsokkal meggy&zdhetiink
arrél, hogy mindhdrom kapott pont valéban kielégiti az ABC hdromszog Feuerbach-korének
egyenletét.

d) Az ABC hiromszog koriilirt korének sugardt az R = Z—bTC Osszefiiggés alapjan szdmolhatjuk,

ahol a, b, ¢ a haromszog oldalainak hosszat, T a teriiletét jeloli. Mivel
b=|ACl=V80 =45
és a b) feladatban mér utaltunk rd, hogy a = ¢ = 10, tovabba T =< '2’"6 = 40, ezért a harom-
sz0g koré irt kor sugara: R=4'\/§.10.10=5_\/§.
4-40 2
Eredményiinket az a) feladatban kapottakkal 6sszevetve kapjuk, hogy

b}

5-J5
_4
5-J5

|~
N | —

[\

és igy a feladat allitasat belattuk.

Megjegyzés: A koriilirt kor sugarat dgy is kiszdmithatjuk, hogy meghatdrozzuk annak k6zép-
pontjat két oldalfelezd merdleges metszéspontjaként, majd a két pont tdvolsdgara vonatkozo

1
Osszefiiggéssel megadjuk a sugardt. Ezzel a mddszerrel a koriilirt kor kozéppontjaként a |2; —)
pontot kapjuk. 2

a) Az oldalegyenesek egyenleteibsl a hdromszog

1
csdcspontjai: A(0; 0), B(8; 0) és C(?; _5)

7 f
A haromszogbe irhat6 kor kozéppontja a szog- b :
felez6k metszéspontja. Vegyiik észre, hogy : 8P
az AB oldal illeszkedik az x tengelyre, ezért | _—@& ot Vi
,Célszer” az A, valamint a B csucsokhoz SA g 5

tartozo szogfelezdk egyenletét felirni. Ekkor -1
ugyanis a hdromszog o szoge megegyezik
az AC egyenes irdnyszogével.




Az AC egyenes egyenletébdl lathatd, hogy az egyenes meredeksége % ezért tgo = %

Az f, szbgfelezd irdnyszoge %, igy meredeksége tg %. Ismert addicids Osszefiiggés alapjan:

2tgg
tgax = 20{ S
1-tg?—
. & 2
ezért
o
s My
12 207
1-tge—
£
0=-5t2% —241gZ +5.
£
a < . . P o . a 1
A kapott egyenlet tg E—re nézve masodfokd, megolddsai: tg By =-5, illetve th = 3

Az 4brabdl is lathato, hogy az f, szogfelezd meredeksége pozitiv, ezért tg% = % Végiil az f,

szogfelez$ atmegy az origdn, ezért egyenlete:
1
Dy==ux
Ja y=3
Hasonl6 szdmitdsok vezetnek el az f;, szogfelezd egyenletéhez. Mivel a BC egyenes meredek-

sé e—é azaz t ,B——g i
g rh g i gy

B

3%

4 2B’

1-tg==
)

0=3e22 _gief _3,
g 2 g 2
A kapott masodfoku egyenlet megolddsai: tgg =3, illetve tgg = —%.
B_ 1 «

Mivel az f;, szogfelez6 meredeksége negativ, ezért tg— = ——. A szogfelezl dtmegy a B ponton,
ezért egyenlete: 2 3

1
Dy=——(x-238).
fp y=-3(-8)
Az O pont koordinétdit az f, és f;, egyenesek egyenletébdl allo
1
=——x-8
y 3( )
y=_x
egyenletrendszer megolddsa adja:
1 1
—x=——(x-38).
5 3 (x-8)
Az egyenlet megoldasa: x = 5. Ekkor viszont y = 1, igy a beirt kor kozéppontjanak koordinatai:
0(5; 1).
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A BC oldalhoz irt kor kozéppontja az f,
szogfelez6n, valamint a hdromszdg B csu- ;
csandl 1évé kiilsS szog szogfelezdjén taldl- b C f,
haté. Ez utébbi szogfelezét az dbran f-fel e
jeloltiik. Elemi geometriai megfontoldsok 1 e e
alapjan az f egyenes merdleges az f;, belsd AT
szogfelezdre, ezért e két egyenes meredek- =4 ! & H
ségének szorzata —1. Ha az f egyenes mere- - ]
dekségét m jeloli, akkor:

1

- - 1 -

m= _tg_ﬁ = —_—1 =
2 3

Az f szogfelez$ egyenlete: y =3(x —8). A BC oldalhoz irt kor Q kozéppontjanak koordi-

natait az

3.

y=3(x-298)
1
Y75

egyenletrendszer megoldasa adja. Az egyenletrendszer megolddsaként a Q pont koordinatai:
60 12
Q( 771 )
b) Az a) feladatban szerepl$ korok érintik az x tengelyt, ezért sugaruk hossza megegyezik
kozéppontjuk masodik koordinétdjaval. Ennek megfelelGen a beirt kor egyenlete:
(x=5P+(-17=1,
illetve a BC oldalhoz irt kor egyenlete:

( 60)2 ( 12)2 144
- +|y-——=]=—.
7 7)” 49

a4 Egy-egy ilyen kort taldlhatunk a mdsodik, illetve a negyedik sik-
negyedben. Ezek egyenlete:

ki: (x+5)>+ (y-15)2=25,

ky: (x—=5)%+(y+5)>=25.
A fenti koroket, valamint a feladatban szerepld, c-vel jelolt kort
az dbra mutatja.

A feltételeknek eleget tevd tovabbi koroket az elsS siknegyedben

kereshetiink; ha egy ilyen kor sugarat r jeloli, akkor kozéppontjdnak J; R
koordindtdi Q(r; r) alakdak. Mivel az O(5; 5) kozéppontd, 5 egység o
sugart ¢ kort érinti, ezért az OQ tavolsag éppen a két kor sugardnak 20
Osszege, azaz OQ =r+ 5. Az OQ tavolsdgot a Q pont koordind- 15
tdival felirva kapjuk, hogy 101 8 5
Jor =52+ -52=r+5. N
-5 5 10 15 20 25 30 35 X
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Mindkét oldalt négyzetre emelve €s a lehetséges Osszevondsokat elvégezve:
r2—-30r+25=0.
A fenti egyenlet megolddsai:
n=15+10-2, illetve r,=15-10-2.

A feltételeknek mindkét kor eleget tesz (ezeket az dbran pirossal jeloltiik). A korok egyenletei:
(r—(15+10-v2)) '+ (y - (15+10-2)) = (15 +10-v2 )"
(= (15-10-v2)) '+ (y - (15-10-v2)) = (15— 10-v2 )"

Atalakitva a megadott egyenleteket: o

kip (x+ 1%+ (y—4)2=1,

ky (x+1)2+@y+1)7>=1,

ky: (x =572+ (y+2)2=1.
Az egyenletekbdl lathaté, hogy mindharom kor
sugara 1 egység, tovabba a kdzéppontjaik:

0,(-1;4), O5(-1;-1) és 05(5;-2).

A feladat szerint olyan k kort keresiink, amely
a ky, ky és k3 koroket kiviilrdl érinti. Ha a meg-
felel6 k kor kozéppontjat nem valtoztatjuk, de
a sugardt 1 egységgel megnoveljiik, akkor olyan
k> kort kapunk eredményiil, amely dtmegy az
O/, O,, O5 pontok mindegyikén. A megndvelt
sugart kor éppen az 0,0,05 hdromszog koré irhat6 kor. A tovdbbiakban ennek a kornek a kozép-
pontjat keressiik. Ez a pont az oldalfelez6 merdSlegesek metszéspontja.

Az 0,0, oldal f; felez6merdlegesének egyenlete:

_3
y >
Az 0,05 oldal f, felezGmerdlegesének egyenlete:
27
bx —y=—.
=9

A két egyenletbdl 4116 egyenletrendszer megolddsaként a QO pont koordinétéi:

53
Q(z’a)-

Az 0,0,05 haromszog koré irt korének sugara:

2 2
— 5 3 37
O|=||I-1-=|+|4—=] =.,]—.
20 \/[ 2) ( 2) 2
Kordbbi észrevételeink alapjdn a ki, k, és k3 koroket érintd kor kozéppontja O, sugara:

— 37
=loo;|-1= 2L -1,
r=|00j| >
2 2 2
2 2 2

ezért egyenlete
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a) A Q pont koordinatdit jelolje Q(x; y). Ekkor
QA2+ QOB?=x2+(3-y)2+ (6-x)2+ (1 —y)2
A miveletek elvégzése utdn:
QA2 + OB? = 2x% - 12x + 2y% — 8y + 46.
Az x-et, valamint az y-t tartalmazdé tagokbdl kiilon-kiilon teljes négyzeteket alakithatunk ki:
QA% + OB? =2(x* — 6x + 9) + 2(y*> — 4y + 4) + 20 = 2(x — 3)? + 2(y — 2)* + 20.
Lathaté, hogy az els6 két tag mindig nemnegativ, tovabba a QA2 + QB? dsszeg akkor a leg-
kisebb, ha x =3 ésy =2, ekkor értéke 20. A legkisebb 6sszeg a Q(3; 2) ponthoz tartozik.
b) Ha QA% + OB? = A teljesiil, akkor az a) feladat eredményei alapjan:
2(x =32 +2(y-2)2+20= 41,

-3 +p-22=222
2 A-20
Ha A > 20, akkor a feltételt kielégit§ Q pontok a (3; 2) kdzéppontd, r= — sugari

korvonalon helyezkednek el.

Ha A =20, akkor a fenti egyenlet jobb oldaldn 0 4ll, igy egyediil a Q(3;2) pont tesz eleget
a feltételnek.

Ha A <20, akkor nincs a feltételnek megfelelS pont a sikon.

A kor és az egyenes kolcsonds helyzete; két kor kozos pontjai

— megoldasok
a) y b)
c
0
° X
e 1
-1_1——1/ X
metszéspontok: metszéspontok: érintési pont:
(=2;2) & (2 4); (=1;-2) és (0;4); (-1;-2);
d) \e y
C
0
2 L]
i \\Z/ £
-4

nincs kdzos pont.
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a) A két alakzat metszG helyzetd.

b) Az egyenesnek és a kornek nincs k6zos pontja (D < 0).
c) Az egyenesnek és a kornek nincs kdzos pontja (D < 0).
d) Az egyenes érinti a kort.

Akor kozéppontja O(4; 2), sugara ~/20 =2 - /5. Mivel az O pont illeszkedik az adott egyenesre,
ezért a kimetszett hir a kornek atmérGje, amelynek hossza 4 -+/5 = 8,94.

Két ilyen pont van: (-1; 2), illetve (4; -3).

Két ilyen haromszog van. Az egyenl§ szard haromszog alaphoz tartozé felezGmerGlegesének és
az adott kornek az egyenletrendszerébdl adédnak a megolddsok.

1
Az ismeretlen csucs koordinatai: (7; 4), illetve (—5; — 1).

Aleghosszabb hir egyben 4tmérd is, ezért a leghosszabb hdrt tartalmazd egyenes az OP egyenes,
amelynek egyenlete: y =2x + 1. Alegrovidebb hirt tartalmazé egyenes merdleges az OP egye-
nesre, igy egyenlete: 1 3

=——x-=.
V=TS

A téglalap csticsai: (1;2), (2;-2), (10; 0) és (9; 4).
Az egyenes és kor érintésének feltétele, hogy az egyenleteikbdl all6 egyenletrendszerbdl kapott
masodfoku paraméteres egyenlet diszkrimindnsa O legyen.
a) A kapott egyenlet:
poteey 5x2+(2-4p)-x+p?-2p-3=0,

diszkriminansa:
p?—-6p—-16=0,

igy a megoldasok:
p1=8 és py=-2.
b) A kapott egyenlet:
pot ey (P2+1)-x*+(4—4p)-x=0,

4-4p=0,

diszkriminansa:

igy a megoldas:
p=1

¢) Akapott egyenlet:
pot ey 2x2+(2p-2)-x+p?+4p+9=0,

p2+10p+17=0,
P1==5+2-2 é py=-5-2-2.

diszkriminansa:

igy a megoldasok:

Az érintési pontba hizott sugar merdleges az €rintdre, igy a P ponton dthalado €rint egyenletéhez
minden esetben felhaszndlhatjuk, hogy az OP a keresett érintdnek egy normdlvektora, ahol O az
adott kor kozéppontja.

a) ﬁ(z«s; 3), amibdl 7,(1; 1), igy az egyenlet: x +y = 6.
b) OP(1;-3), igy az egyenlet: x — 3y = —5.

c) W(O; 4), igy az egyenlet: y = 1.

d) ﬁ(—ﬁ; \/g), igy az egyenlet: \/2x + /3y =-5.
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a) Jeloljiik a fa helyét A-val, a szikldét B-vel. Az AB egyenes
egyenlete —3x+y=9. Az origé kozéppontd 5 egység sugari
kor egyenlete: x2 + y? = 25. Akincs helyét a két egyenletbdl 4ll6

-3x+y=9 }

x2+y2=25
egyenletrendszer megolddsa adja. Az els6 egyenletbdl y-t kife-
jezve, majd a masodik egyenletbe beirva kapjuk, hogy:
x2+(B3x+9)2=25,
10x2 + 54x + 56 = 0.

. . 7 .
A fenti egyenlet megolddsai: x| = e valamint x, = —4, ebbdl ad6éddan a kor és az egyenes

metszéspontjai:
7 24
Pl——;—| és —4;-3).
[5%) & ocso
Az abrérdl leolvashatd, hogy a P pont nem illeszkedik az AB szakaszra, ezért a kincset
a Q(—4; —3) pontban rejtették el.
b) Mivel
AQ=+10 és QB=+40=2-4/10,

ezért a kincs az AB szakaszt 1:2 ardnyban osztja.

P A radar az x2 + y2 = 100 egyenletii kort, és annak belsd pontjait fel-
tigyeli. Ha az utasszdllit6 az A, illetve a B pontokban metszi a radar
altal vizsgalt 1égteret, akkor a metszéspontok koordindtdit az

y=Tx-50
x2+y2=100

egyenletrendszer megolddsai adjdk. Az y értékét a masodik egyen- V.
letbe helyettesitve: °

x2 4 (7x - 50)2 =100, S N ST
50x2 — 700x + 2400 =0,
x2 —14x +48=0.

Az egyenlet megolddsai: x; =6 és x, = 8. AKkOr és az egyenes metszéspontjai: A(6; —8), B(8; 6).

Az AB szakasz hossza AB=10-+/2. Az utasszallito koriilbeliil 141,4 km utat tesz meg a radar
altal feliigyelt 1égtérben.

a) Az ABC szabiélyos haromszog C csicsa illeszkedik az AB oldal

y
felez6merGlegesére, és az A kozéppontld, AB=+/18 =32
egység sugard korre. Az AB szakaszfelez§ mer6legesének iR
egyenlete: xty=-1 .

az A kozéppontu, AB sugarud kor egyenlete:
x-12+@y-12=18.
A C pont koordindtdit az aldbbi egyenletrendszer megolddsa adja:

x+y=-1
x-1D2+@y-1)2=18]



Az els6 egyenletbdl x =—1 —y, amit a mdsodik egyenletbe helyettesitve:
2=y +(-1?=18,
4+4y+y2+y2-2y+1=18,

2y2 +2y—13=0.
A fenti egyenlet megolddsai:
-1-327 . ~1+427
y=—7—, Iilletve y,=——.
2 2
Eredményiink (valamint az dbra is) mutatja, hogy a feltételeknek két pont is eleget tesz, ezek

koordinatéi:

(-1+Jﬁ —1—Jﬁ) ) (—1—@ -1+Jﬁ)

(o ; és G, ; .
2 2 2 2

b) Az ABC, és az ABC, szabdlyos haromszogek AB oldala kozos, ezért a két haromszog koré
irhat6 kor sugara is megegyezik. Ismert, hogy a szabélyos hdromszog magassdga az oldaldnak

;—szﬁrése, és mivel mindkét haromszog oldala AB=3-+/2, ezért magassaguk:

*/_(3f)3‘/_

A szabdlyos hdromszdgben a magassagpont, a silypont és a koriilirt kor kozéppontja egybeesnek,
tovabbad a stlypont 2: 1 ardnyban osztja a silyvonalakat, ezért a koriilirt kor sugara a silyvonalnak

(egyben magassagvonalnak) a %-szorosa.

Ebbdl adéddan a haromszogek kortilirt koreinek sugara:

R_%i Je.

3

a) Thalész tételének megforditdsa alapjan, ha a P pontbdl az AB
szakasz derékszog alatt latszik, akkor a P pont az AB szakasz
mint 4&tmérd folé emelt korvonal egy pontja. Ennek megfelelGen
a keresett pontok illeszkednek az AB szakasz Thalész-korére

(az dbran k jeloli). E kor kozéppontja az AB szakasz O(l; _—3)
felez6pontja, sugara pedig: 22
_AB_50 _5-\2
T2 2 2
Az AB szakasz Thalész-korének egyenlete:

- 2+b-3-%
——|+y+=|==.
2 2 2

Az adott egyenletd (e-vel jelolt) egyenes feltételnek megfeleld pontjainak koordinatait a kovet-
kez§ egyenletrendszer megolddsai szolgaltatjak:

x-3y=-5

o333
——|+|y+=|==
2 2 2



Az adott kor egyenlete:
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Az els6 egyenletbdl x = 3y — 5, amit a masodik egyenletbe helyettesitve:

e
YT) T T

121 9 25
9y2 - 33y +—+y2 +3y+—="—,
y y 4 y y D)

10y2 — 30y +20 =0,
y>-3y+2=0.

Az egyenletrendszer megolddsai: y; =2 és y, = 1. Eredményiink mutatja, hogy az AB szakasz
az e egyenes két pontjabdl is 90°-os szog alatt latszik; ezek koordinatai:

0(1;2) és P(-2;1).
b) A C pontilleszkedik AB Thalész-korére, tovdbbd az AB szakasz
felez6merdlegesére. A felezGmerGleges egyenlete: 7x +y = 2.

A C pont koordinatdit az aldbbi egyenletrendszer megolddsaibol AR
kapjuk: 7] : 5
Ix+y=2 i

-3 o35
——|+y+=|=—

2 2 2
A metszéspontok:

C(0:2) és Cy(1;-5).

(x-272+(y-2)=5.
A szintén adott (dbrankon e-vel jelolt) egyenessel parhuzamos érin-
t6k merdGlegesek az érintési ponthoz hizott sugérra, ezért az érintési
pontokat a kor kozéppontjdn dtmend, e-re merdleges (f-fel jelolt)
egyenes metszi ki a korbdl. Az f egyenes egyenlete:

y=-2x+6.

Az f egyenes és a kor metszéspontjainak meghatarozasdhoz a kovet-
kez6 egyenletrendszert kell megoldanunk:

y=-2x+6
(x =2y +(y-2)*=5 '

Az egyenletrendszer megolddsa utdn a metszéspontokra A(3; 0) és B(1;4) adodik. Mivel az érintSk

parhuzamosak az e egyenessel, ezért meredekségiik %, egyenletiik pedig:
1 .

a: ——x—g és b —lx+Z
FYENTS FYETY

a x-2y=3 és b: x-2y=T.

I. megoldas. A kor egyenletét atalakitva:
(x+2)2+ (y+4)? =25,
igy kozéppontja O(-2;—4), sugara 5 egység. Az érintési ponthoz huzott sugdr merdleges az érintdre,

amelynek meredeksége eziittal ~3’ ezért az O pontot, valamint az érintési pontot is tartalmazé



egyenes meredeksége % Ez egyszertien kovetkezik abbdl a ténybdl, hogy ha két egyenes merSleges

egymdsra, akkor meredekségeik szorzata —1. Eszerint az érintSk érintési pontjat az O ponton

atmend, 2 meredekségii egyenes metszi ki az adott korbdl. A széban forgd egyenes egyenlete:

y= Zx — 5
Az érintési pontokat meghatdrozé
=—XxX—-—
YRR
(x+22+(@+4)?=25

egyenletrendszer megolddsa utdn az érintési pontokra A(2; —1), valamint B(-6; —7) adédik. A kere-

sett érint6k egyenlete:
a ——ix+§ és b ——ix—IS
=Y 3 3 2y 3 >

a: 4x+3y=5 é b 4x+3y=-45.

II. megoldas. A feladatra mutatunk egy madsik, inkabb algebrai megfontoldsokat haszndld, els§
nekifutdsra kissé talan rémiszt6 megolddst is. A keresett érint6k meredeksége —%, ezért egyenletiik
y= —%x + ¢ alakban irhatd, ahol a ¢ paraméter értékét ugy kell meghataroznunk, hogy az egyenes
érintse a kort. Ekkor viszont az 4
y:—§x+c
(x+272+@+4)?2=25

egyenletrendszernek csak egyetlen megolddsa van. Az elsé egyenlet felhaszndldsaval a médsodik
a kovetkezd alakban frhato:

4 2
(x+2)2+(—§x+c+4)=25,
éxz— §+§c ‘x+c2+8c-5=0.
9 3 3

Mivel a fenti egyenletnek is csak egy megolddsa lehet, ezért az egyenlet diszkrimindnsa biztosan 0,
azaz

2
&+§c —4'§'(62+8C—5)=0.
3 3 9
A miveletek elvégzése utan:
—4c% - @c +100=0.
3
Az egyenlet megolddsai: c; =15 és ¢, = 3 A keresett érintdk egyenlete ennek megfelelGen:
4 5 4
a y=——x+=- ¢é b y=——x-15.
SRR YTT3

Bizunk benne, hogy nem vettiik el érdekl6d6 Olvaséink kedvét a paraméteres kifejezésekkel valo
szamoldsoktol.
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I. megoldas. A kor egyenlete
x+22%+(-32=10
alakban irhat6, ahonnan leolvashat6, hogy kozéppontja O(-2; 3).

Az adott (az dbran e-vel jelolt) egyenesre merdleges érintSk érintési
pontjait az O ponton dtmend, e-vel parhuzamos egyenes (f) metszi ki

a korbdl.
Az f egyenes egyenlete:

y=-3x-3. {
Az érintési pontok koordinatdit adé egyenletrendszer:

y=-3x-3
(x+2)2+(»-3)>=10

Az egyenletrendszer megolddsaibol az érintési pontok: A(-3; 6) és B(—1; 0). A megfeleld érint6k
egyenlete:

1 1 1
a y=—x+7 és b y=—x+—.
Y73 V=3T3

I1. megoldas. A 3729. feladat masodik megoldasahoz hasonlé mddszerrel is célt érhetiink. Az érint6k
1
egyenletét y = gx + ¢ alakban keressiik, ahol a ¢ paraméter értékét ugy kell meghataroznunk, hogy

az egyenes érintse a kort. Az
y=1x+c
3
(x+2?2%+(y-32=10

egyenletrendszernek ennek megfelelden csak egyetlen megolddsa van. Az x véltozot kikiiszobolve:
2 (1 ’
(x+2)*+ §x+c—3 =10,

&xz— 2+gc -x+c2—-6¢c+3=0.
9 3

A fenti egyenlet diszkrimindnsa 0, azaz

2
2+3c —4-&-(62—6c+3)=0,
3 9

—4c2+§c—§=0.
3 3

A kapott egyenlet megolddsai: ]
1= 7 és CH = 5

Ugyanazokat az egyeneseket kaptuk, mint az els§ megolddsban.

a) Az elsé egyenletbdl a masodik egyenletet kivonva:
10x — 10y + 20 =0,
x-y+2=0,
x=y-2.



A kapott Osszefiiggést a masodik egyenletbe helyettesitve:
(y-2P2+y*-4-(y-2)-6=0,
2y2 -8y +6=0,
y2—4y+3=0.
A fenti egyenlet megolddsai: y; =3 és y, = 1. Akét kornek két metszéspontja van, ezek koor-
dinétéi: (1; 3) és (-1; 1).

b) Akétegyenlet kiilonbsége: 6x — 12y — 30 =0, amibdl x =2y + 5. Az els6 egyenletbe vissza-
helyettesitve: 5y + 10y + 5 = 0. A kapott egyenlet diszkrimindnsa 0, ezért a két kor érinti
egymast. A kozos pont: (3; —1).

¢) Az adott koroknek két metszéspontja van. Ezek koordinatdi: (3; 3) és (1;5).

d) Az adott koroknek nincs k6z6s pontja.

a) Mivel a keresett érintdk az origén dthaladnak, ezért egyenletiiket
Ax + By = 0 alakban kereshetjiik. Az dbra alapjan is meggy6z6d- k
hetiink arrél, hogy egyik érint6 sem parhuzamos az x tengellyel, e I
ezért A # 0, sét feltehetjiik, hogy A = 1, azaz az érintSk egyen- S L%
letének alakja: -

e: x+By=0. ¢

Az adott kor kozéppontjanak koordinatdi O(3; 3), sugara r= /2. -1 1 x
Mivel az érint6 az O ponttdl éppen r tdvolsagra halad, azaz -
d(0, e) =2, igy a 3689. feladat eredményeit felhasznalva:

3+3B

J1 + B?

Az egyenlet mindkét oldaldt négyzetre emelve:
9+18B +9B?
e M

1+ B?

7B%+18B+7=0.

A kapott masodfoku egyenlet gyokei:

_—9+4-\2 -9-4-42

7 7

Konnyen végiggondolhatjuk, hogy mindkét érték kielégiti a felirt egyenletet. A P pontot tar-
talmazé érinték egyenlete:

—9+4-2
+—"y

Bl N illetve 32 =

-9-4.2
—.y

e x =0 é ey x+ =0.

A két érintd ¢ hajlasszogének kiszamitdsa a 3639. alapjén a

-
tgp=
1+my-m,

Osszefiiggés alapjdn torténhet, ahol m; és m, a két érint6 meredekségét jeloli. Az egyenes
egyenletébdl a meredekségek:

T _ 7-(4V2+9) 44249 Tetve  me _9-4-2
7 94+4.02 —49 7 2794442 7
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A két érintd hajlasszogére:

4.J2+9 9-4.-42
tg(p: 7 _ 7 =4\/§
124 V2+9 9-4-42 7
7 7

A Kkét érint6 hajlasszoge: ¢ = 38,94°.

b) Eljarhatunk az a) feladatban ismertetett modszerrel is, de eztittal
ink4bb egy elemi geometriai ismereteket alkalmaz6 megoldédst
mutatunk be.

Az adott k kor kozéppontja O(-3; 4), sugara 4 egység.
Az érintdk érintési pontjat az OP szakasz f61€ emelt Thalész-kor
metszi ki a k korbSl. Az OP szakasz felezGpontja Q(0; 2),
a c-vel jelolt Thalész-kor sugara QP = V13, igy egyenlete:
X2+ (y-2)*=13.
Az érintési pontok koordinétdit a kdvetkez§ egyenletrendszer megoldésai adjék:
x2+y2+6x-8y+9=0
x2+(y—2)2—13=0}
A két egyenlet megfeleld oldalainak kiilonbségébdl:
3x-2y+9=0,
amibdl y-t kifejezve, majd a masodik egyenletbe visszairva kapjuk az aldbbi egyenletet:
13x2 + 30x — 27 = 0.

T
-5 ~L -l

A kapott egyenlet megolddsai: x; =—3 és x, = %

« PP . 9 72
Ennek megfelelGen a keresett érintési pontok: E;(-3; 0), illetve E, E; )
A PE, érint§ egyenlete: y =0 (éppen az x tengely). A PE, érint§ egyenlete:

= 12,,38
YRS
Mivel az egyik érints éppen az x tengely, ezért a két érintd hajldsszoge:

tggo:%, amibdl ¢ =67,38°

c) Egy harmadik megolddsi médszert is bemutatunk az érint§ egyen-

letének felirasara. ’ B

Az adott kor kozéppontja O(—2; —2), sugara r = /8 egység. ﬂ

Tegyiik fel, hogy a P pontbol hizott egyik érint6 az E ! P pontban E1_

érinti a kort, tovabbd az 0E1 vektor koordindtdi OEl(a b). X

Mivel e vektor hossza éppen a kor sugardval egyenld, ezért: B 2E,
2

a’+b%=8. (1)



A tovédbbiakban kiszamitjuk az O—E{ .OP skaldris szorzatot. Mivel W(S; 5), ezért
OE, - OP =3a + 5b.

Maisrészt a skaldris szorzat definicidja, valamint az OF P derékszdgl hdromszog alapjan:

O_E{-ﬁ'=|0_E{|-|ﬁ|-cosa=\/§-|0_P'|-%=\/§-|O_E{|=\/§-\/§=8,

ahol POE ¥ = a.
A skalaris szorzatra kapott két eredmény 6sszevetésébdl:
3a+5b=8. (2)
, amit az (1) egyenletbe visszahelyettesitve:

2
(Hj +b2=8.
3

A kijelolt miveletek elvégzése utdn az aldbbi egyenlethez jutunk:
34b% - 80b -8 =0.

A (2) egyenletbdl a=

A fenti egyenlet megolddsai:

_20+6-413 o _20-6-V13
17 17

Az egyenletrendszer megolddsaiként a kovetkezd két vektort kapjuk:

O—E»(lz—lo-\/ﬁ‘zom-JE) & O—E.(12+10-\/B_20—6-\/ﬁ)
! 17 17 : 7 17 )

Mivel a két kapott vektor egyben a megfelel érint6 egy-egy norméalvektora, ezért az érinték
egyenlete:
& e (12-10-V13)- x+(20+6-13) -y =72 + 8- /13,
ey (12410-13)-x+(20-6-+/13) -y =72 -8-/13.
A két érintd hajlasszoge: ¢ = 58,03°.

by by

a) A c kor egyenlete:
(x— 2)2 +(y+ 2)2 =10,
a k koré:
(x+ 1)2+(y— 1)2=4.

A két egyenlet megfelel§ oldalainak kiilonbségébdl: —x +y =0, azaz y = x. A kapott ssze-
fliggést a ¢ kor egyenletébe visszahelyettesitve:

(x=22+(x+2)2=10,
amib8l x2 =1, igy x; =1 és x, =-1. Akét kor kozos pontjai: A(1; 1), B(-1; -1).
b) Haa P(x;y) pontbdl a ¢ kérhéz huzott érint az E pontban érinti
a kort, akkor az OEP derékszogli haromszogben:
PE? = OP? - OE?.
Mivel a ¢ kor kozéppontja O(2; —2), tovdbba OE = /10, ezért:
PE?=(x-2)*+ (y+2)>-10.

Hasonl6 gondolatmenet mutatja, hogy a k korhoz a P pontbol
hizott érintészakasz négyzete:

+ 12+ (y-1)2-4.
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A feltételek alapjan a két érintGszakasz hossza, igy persze azok
négyzete is megegyezik, azaz
(x=22+G+22-10=(x+ 12+ (y-1)?-4.
A miveletek elvégzése utan:
y=x.
Eredményiink mutatja, hogy ha a P pontbdl a két korhoz ugyan-
akkora érint6szakasz hizhatd, akkor a pont koordindtdi kielégitik

a fenti egyenletet. Mivel a kapott egyenlet egyenes egyenlete,
ezért a feladat 4llitasat igazoltuk.

c¢) Az A és B pontok koordindtai kielégitik a kapott egyenes egyenletét, igy mindkét pont illesz-

kedik az egyenesre.

BRI A ¢ kor kozéppontja O(—1; —3), sugara 2 egység, a k koré Q(2; 0),
sugara 1 egység. Az édbra is mutatja, hogy a kozos belsG érintGk
egyike az x tengellyel, a masik az y tengellyel parhuzamos. A k6zos
belsé érintSk egyenlete:

y=-1, illetve x=1.

A kozos kiils6 érintk egyenletének meghatdrozdsa nehezebb feladat-
nak bizonyul. Ha ezek az érint6k a P pontban metszik egymadst,
akkor P nyilvdn az OQ egyenes egy pontja. Tegyiik fel, hogy az
egyik koz0s érint6 (az dbrdn az e-vel jelolt) a ¢ kortaz E, a k kort
a G pontban érinti. Ekkor az OEP és a QGP derékszogti hdrom-
szogek hasonldsaga alapjan:

@ =% = 2 azaz OP =2QP.
QP 0G 1
Ez egyben azt is jelenti, hogy a Q pont egybeesik az OP szakasz
felez6pontjdval.
Ha a P pont koordinatait P(x; y) jeloli, akkor:
_1+x=2 és %:0,

amibdl x =5 és y =3, végiil P(5; 3).

Ezutédn a feladatot visszavezettiik a kovetkez$ problémara:

Adott a P(5;3) pont, valaminta k: x2+ y% —4x + 3 =0 kor. Irjuk fel a P ponton 4tmend, a k kort

pedig érintS egyenesek egyenletét.

A 3732. feladat a) pontjdnak médszerét kovetve — az egyenes normdalvektoros egyenletét felhasz-
ndlva, ahol 7i,(1; B) és Py: P(5; 3) — az érint§ egyenletét x + By =5 + 3B alakban kereshetjiik.

2z 2

Az érintS és a Q kozéppont tdvolsiga:
‘2 -5-3B

V1 + B2




3735

Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve, majd rendezve:
9+18B+9B% _ |

— 4

1+ B?
4B2+9B +4=0.

Az egyenlet megolddsai:
B S
! 8 ? 8
A két kor kozos kiils6 érintdinek egyenlete:

L9017 13-3-417

g 8
—9+4/17 13+3-417
frox+ 3 cy= e .

Ha a kor egyenletébe az y = 0 értéket helyettesitjiik, akkor megkap-
hatjuk az x tengelybdl kimetszett szakasz végpontjainak koordina-
tait. Ekkor

x2—1lx+c¢=0,

amibdl:
11-v121-4¢ 11+ 4121 —4c¢
WETT,T % T

és az dbra jeloléseinek megfelelGen:

11-+v121-4c . 11+ V121 -4c
Af;O és Bf;o.

Az AB szakasz hossza:

AB =+/121-4c.
A kor y tengelybdl kimetszett hirjdnak végpontjait az
y2-Ty+c=0

egyenlet megoldésai adjak.
A megfeleld pontok:

’

7-J49—4c ) 7++/49 —4c
Cl———;0 és D|l———;

2 2
A CD szakasz hossza:

CD=+/49 —4c.
A feltételek szerint AB =3CD, azaz:

V121 = 4c¢ =349 — 4c.

Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd a kapott egyenletet megoldva:

121 —4¢c=9-(49 — 4¢),
c=10.

7z

Ellenérzéssel is meggy6zidhetiink arrdl, hogy a kapott érték megfelel a feltételeknek.

—9-J17 —9+17
= c B =
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A parabola — megoldasok

816[J a) A parabola paramétere:

y
p = 4 5
A parabola tengelypontja:
7(0; 0). -
A parabola egyenlete: !
x2 = 8y. -5 -1, [T 5 X
v
b) A parabola paramétere: ,
p= 5 5
A parabola tengelypontja:
L) s )
2 5 ER/A 5 X
A parabola egyenlete: /
1 1
x——=——(y-1)7?
>="10 o-D v
¢) A parabola paramétere: 7
p=3
A parabola tengelypontja: 1
-1 X
5 =
T(—; - )
2
A parabola egyenlete: L
5 1
—Z=—(y+3)2
> O+3)
d) A parabola paramétere: o
p= 2 1
A parabola fékuszpontja: ENE 5 X
F(2;-6).
A parabola egyenlete: L4 ;
-5
y+5=—l(x—2)2. TF
e) A parabola paramétere: "
p= 4. \
A parabola fékuszpontja:
F(-1;-1). ‘ !
A parabola egyenlete: = Fe )T e
x—1:—1(y+1)2.
8 /4
v




f) A parabola paramétere:

p=2.
A parabola vezéregyenesének egyenlete:
vi x=1.
A parabola egyenlete:
1
x=——(y+3)>
4® )

SI61) A paramétert p, a fokuszpontot F, a tengelypontot 7, a vezéregyenest v jeldli.

a) Az egyenlet a kovetkez§ alakra hozhat6:
—%(x ~2)2=y+]1.

A parabola adatai:
p=4, T(2;-1), F(2;-3),

b) Az egyenlet a kovetkez§ alakra hozhat6:

——x’=y-=.
TV,

A parabola adatai:
p=1, T(o; %J F(0; 1),

c) Az egyenlet a kovetkezd alakra hozhat6:

1 3
—(y-12=x-=.
2(y )y =x >

A parabola adatai:

p=1, TG;]), F(2;1),

d) Az egyenlet a kovetkezd alakra hozhat6:
3.1
- ===—(x-3)~
y-5=50=3)

A parabola adatai:

p=1, T(3;%), F(3;2),

viy=1.
viy=2.
vi x=1.
vi y=1.

y
2
- 1 T 5 X
.F
-5
y
3
A
5 1|1 5 X
-5
vk v
5
-
1 or
B 5 X
-5
5
F
°
~
T
1|1 5 X
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e) Az egyenlet a kovetkez§ alakra hozhato:
1

x-1l=—=(@-1)>

g0~ D

A parabola adatai:
p=4, T(l;1), F(-1;1), v: x=3.

f) Az egyenlet a kovetkez§ alakra hozhat6:
1 1
——x-1)2=y-—=.
¥ D7=y-3
A parabola adatai:
p=S5, T(l; 3, F(;-2), vi y=3.

-5 -1 | A 5 X

A parabola tengelypontjat jelolje T(u; v). Mivel a parabola paramétere 0,5, tovabba tengelye

az x tengellyel parhuzamos, ezért egyenletét a kovetkezd alakban kereshetjiik:

x—u=(y-v)? vagy x—-u=—(y-v)%
Az elsé esetben az adott pontok koordindtdit az egyenletbe beirva
az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

1—u=v?
6—u=(5—v)2}
Az elsé egyenletbdl a mésodik egyenletet kivonva:
—5=v2-(5-v)3
—5=-25+10v,
v=2.
Ekkor u = -3, a parabola tengelypontja T(-3; 2), egyenlete pedig:
x+3=(y-2)>~
Amennyiben a parabola egyenlete x — u = —(y — v)? alakd, akkor

az adott pontok koordinatdit az egyenletbe helyettesitve az aldbbi
egyenletrendszerhez jutunk:

l—u=-v?2
6-—u=-(5-v2?|

A megfelel§ oldalak kiilonbsége:

—5==v2+(5-v)}
-5=25-10v,
v=3.

Ekkor u =10, a tengelypont 7(10; 3), a parabola egyenlete:
x—10=—(y-3)~

R




a) Mivel a parabola tengelye az y tengellyel parhuzamos, ezért
egyenletét y = ax? + bx + ¢ alakban kereshetjiik.

Az adott pontok koordindtdit az egyenletbe beirva a kovetkezd
egyenletrendszerhez jutunk:

3=4a+2b+c
0=9a+3b+c
3=36a+6b+c

a1 B\Uh X

Ha a masodik, illetve a harmadik egyenletbdl kivonjuk az els6 egyenlet megfelelS oldalat, akkor
a kovetkezé 0sszefiiggéseket kapjuk:
-3=5a+b
0=32a+4b|

A kapott kétismeretlenes egyenletrendszer megolddsa: a =1 és b =—8. Akapott értékeket az els§
egyenletrendszer els6 egyenletébe visszairva kapjuk, hogy ¢ = 15. A feltételeknek megfeleld
parabola egyenlete:

y=x2-8x+15.
Megjegyzés: Ha az egyenletet atirjuk y = (x —4)2 — 1 alakba, akkor a parabolat konnyen dbra-
zolhatjuk is.

b) Az x tengellyel parhuzamos tengelyd paraboldk egyenletét

felirhatjuk )
xX=ay-+by+c ;
alakban. Az ismert pontok koordinétdit behelyettesitve adddik 3 ST
a kovetkezs egyenletrendszer: c
-8=c B
-2=9a-3b+c .
0=4a-2b+c

Az egyenletrendszer megolddsa: a =-2, b =-8 és ¢ =—8. A kapott parabola egyenlete:
x=-2y2-8y-8.

2(1)
y 4— 5"

1 1
igy a parabola tengelypontja T(_E; %j paramétere p = % fokuszpontja F (—5; 2), vezéregyene-

7L A parabola egyenletét dtalakitva:

sének egyenlete v: y= 5 Az dbrdkon ezt a parabolat zold szaggatott vonallal jeloltiik.

a) A tengelypont origéra vonatkoz? tiikkorképe T (l - 2) a fokusz-

y
1 5
ponté F ’(5; —2), a vezéregyenes v’ tiikorképe: y = -7 " \ /
3,
A parabola tiikorképének egyenlete: ’\ 0} ', /
2 -5 ] —\ ’1‘\ 5 X
9 ( 1) 0
yt—-=\x—--|. T 0
4 2 ! d
L \

A tiikorképet az dbrdn pirossal jeloltiik.
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b) Ha a paraboldt a vezéregyenesére tiikrozziik, akkor a tiikorkép

fokuszpontja F ’(—%; 3), tengelypontja 7’ (—%; %)

A tiikkorkép egyenlete:

A tiikorképet az dbran pirossal jeloltiik.

c) Atiikorkép tengelypontja 7 G, %), fokuszpontja pedig F g, 2),

Jg it
vezéregyenese V. B
A tiikorkép egyenlete: ,/' - A
2 -5 A 5 X
— 2 r— (x —_ é) l’ : ‘\
Ty 2) T
A tiikorképet az dbran pirossal jeloltiik. / P
S . -
d) A V vektorral eltolt parabola tengelypontja T 5; 2 fokusz- y
S o 1 ’
pontja F 5;—1 , V' vezéregyenese y=—§. B

A kapott parabola egyenlete:

+é__(x_1)2
YTy 2)

Az eltolt parabolat az 4brdn pirossal jeloltiik.

a) Az els6 egyenletbdl kifejezett y értékét a masodik egyenletbe 't
helyettesitve: g
Qx+7)2-6Q2x+7)+9=4x,
5

452 +12x +16 =0,

x2+3x+4=0. \
.
;

A kapott egyenlet diszkrimindnsa negativ, ezért a két alakzatnak - .
nincsen kozos pontja. / O

b) Az egyenes érinti a parabolat. A két alakzat k6zos pontja: y
P(2;5). g




c) A metszéspontok:
A(-2;5) és B(4;2).
B
1 5 X
d) Az f kor egyenletét dtalakitva a kovetkez$ egyenletrendszerhez
jutunk: 5 »
x“+(y-3)=13
x2—d4y=4 '
A két egyenlet megfelel§ oldalainak kiilonbsége: -
(v—3)2 +4y=0, i
y2 _ 2y = ()7 —B 5 X
y-(y=2)=0.

A fenti egyenlet megolddsai: y; =0 és y, = 2. Ha y; értékét a g egyenletébe helyettesitjiik,
akkor x2 =4 adédik, amibd] a két alakzat aldbbi metszéspontjait kapjuk:

A(=2;0) és B(2;0).
Ha y, = 2 értékével szdmolunk, akkor x> = 12, amibdl a tovabbi metszéspontok:

C(-2-/32), illetve D(2-/3;2).
Megjegyzés: Ha a parabola egyenletét y = ixZ — 1 alakban irjuk, akkor konnyen abrazolhato.

e) Az f és g egyenletének kiilonbsége:

—4x—12y+24=0, amibl y= _x; 6
A kapott 0sszefiiggést a g egyenletébe visszahelyettesitve:
24820 -0,
3x2-8x=0,
x-(Bx-8)=0.

A fenti egyenlet megolddsai: x; =0 és x, = § A két alakzat metszéspontjai:

A(§E) és  B(0;2).
39

Az adott parabola fékuszpontja F(0; 2). Az F ponton dthaladd,
V(4; 3) irdnyvektord e egyenes egyenlete: 3x — 4y =—8. A parabola
és az egyenes metszéspontjait az alabbi egyenletrendszer megolda-
saibol kapjuk:

y=lx2+1

3x—4y:—8 -1 1 5 X
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Az y értékét a masodik egyenletbe helyettesitve:
3x - 4(1)(2 + 1) =-38,
4
—x2+3x+4=0.
A fenti egyenlet megolddsai: x; =4 és x, =—1.
Az egyenes a parabolat a kovetkezd pontokban metszi:

A(4;5) és B(—l; %)

a) Az érint6 egyenletének irdnytényezds egyenlete: 5
y—5=m(x-3).
Mivel a feltétel szerint az egyenes €rinti a paraboldt, ezért az
y—5=m(x-3)
, 1

Y=Y . 3 / 5
egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van. e
Az y értékét az elsd egyenletbe visszahelyettesitve:

lxz+l—5=m(x—3),
2 2
lxz—mx+3m—%=0.

Mivel a fenti egyenletnek is csak egy megolddsa van, ezért diszkriminédnsa 0, igy:
m2—4-1-(3m—2)=0,
2 2

m?—6m+9=0,
(m—-3)2=0.
A fenti egyenlet megolddsa m = 3, ezért a keresett érint§ egyenlete:
y=5=3(x-3), azaz y=3x-4.

b) Az érint6 egyenletét ezuttal a kovetkezd alakban keressiik: " .
y+1l=mx+1).
Mivel a feltétel szerint az egyenes érinti a parabolat, ezért az ’
y+l=mx+1)
1, 1y
y= Ex + 2 -5 oY 1 5 X
egyenletrendszernek pontosan egy megoldésa van. g

Az y értékét az els6 egyenletbe visszahelyettesitve:

lxz+§=m(x+l),
2 2
2

—X —mx—m+§=0.
2



c) Az adott (az dbrdn e-vel jelolt) egyenessel parhuzamos érint§

Az eldobott kavics parabolapdlydn mozog. A parabola sikjdban =,
helyezziink el egy koordindta-rendszert, amelynek kezdSpontjdban
Barnabds taldlhat6 (A), a vizbe érkezés helye pedig az x tengely

Mivel a feltételek szerint B a parabola tengelypontja, ezért egyen-

A kapott egyenletnek csak egy megolddsa van, igy diszkrimindnsa 0, azaz:

m2—4-l-(—m+§)=0,
2 2

m?+2m—-3=0.
Az egyenlet megolddsai: m; =1 és m, =—3. Az adott ponton at két érint§ is hizhat6 a para-
boldhoz, ezek egyenlete:
e y=ux,
illetve
fiy+1=-3-(x+1), azaz y=-3x-4.

y
egyenletének alakja: P
fiy=2x+c. 5

Mivel az

fiy=2x+c

= l . xz + —

py 5 > -5 ERys 5 X

egyenletrendszernek egy megoldésa van, ezért az y -

1
—x2+l=2x+c
2 2

egyenlet diszkrimindnsa 0. Az egyenlet O-ra redukalt alakja:
l)c2—2)c+l—c=0,
2 2

amelynek diszkrimindnsa:

4—2~(l—c)=0, amibdl c:—é.
2 2

A keresett f érint6 egyenlete:

3
=2x ——.
Y 2

pozitiv felére illeszkedik. p B
Ekkor a kavics mozgdsa sordn dthalad a kévetkezd pontokon: :
A(0;0), B(6;4) és C(12;0). “
A 2 10 (CX

letét a kovetkez§ alakban kereshetjiik:

y=—a(x—6)+4.

Az A pont koordinatdit az egyenletbe helyettesitve:

0=-36a+4, amibdl a=é,

a parabola egyenlete pedig:

1
=——(x-6)>+4.
y 9(x )
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Barnabas a kavicsot a parabola e érint6je mentén inditotta utnak. Az A ponton dtmend érintG
egyenlete y = mx alakd, tovdbbd az

y=mx

1
=——(x-6)>+4
y 9(x )

egyenletrendszernek egyetlen megoldédsa van.
Az y valtozo kikiiszobolése utan:

mx=—$(x—6)2+4,

lx2+ —i-x=0,
9 3
X lx+m—ﬂ =0.
9 3

A kapott egyenletnek csak egy megolddsa lehet, amibdl kovetkezik, hogy m = %, az érintd egyen-
lete pedig y = %x.
Ha Barnabds a kavicsot a vizszinteshez képest o szogben hajitotta el, akkor:

tga = %, amib8l o =53,1°.

A parabola adott (e-vel jelolt) egyeneshez legkdzelebb esd pontja T
éppen az egyenessel parhuzamos érint6 érintési pontjaval esik egybe.
Az érint§ egyenlete a kovetkezd alaku: 51 g
y=3x+c, '
tovdbba az
y=3x+c
- 3

egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van.
Ebbdl kovetkezik, hogy a
—x2+5x=3x+c,
—x24+2x-c=0,
egyenlet diszkrimindnsa 0, azaz
4—-4c=0, igy c=1.
A keresett érint§ (amit az dbran f-fel jeloltiink) egyenlete:
y=3x+1,
az érintési pont, egyben az e-hez legkozelebbi parabolapont koordindtdi: E(1; 4).
A parabola és az e egyenes tdvolsdga megegyezik az E pont e egyenestSl mért tavolsdgdval.
A 3689. feladat eredménye alapjdn a tdvolsdg:
d= 3-1-4+5
Y3 +(1)2

= :2'mz1,26.
10 5




A parabola egyenlete alapjdn a fokuszpontja F (0; %) v-vel jelolt

KOORDINATA-GEOMETRIA

vezéregyenesének egyenlete y = ——. A vezéregyenesen felvett P pont 5
koordin4tdit jelolje P(p; —i), ahol p valds szdm. A tovdbbiakban
felirjuk a PF szakasz felezOmerGlegesének (e) egyenletét. A szakasz . -
felezGpontja Q (B; Oj, a felez&merGleges egy normalvektora pedig e i
ﬁ(p; —5) Az e egyenes egyenlete: ,

px—y= %- ey

Megmutatjuk, hogy az (1) egyenlet egyenes valéban érinti az y = x> egyenlet(i parabolit.
Az y értékét az (1) egyenletbe helyettesitve:

1, P2

X — —x%="—,
Y=o
x2—2px+p2=0,
(x-p)?*=0

A kapott egyenlet megolddsa x = p, amibdl kévetkezik, hogy az (1) egyenletd egyenesnek a para-
boldval egy kozos pontja van, amelynek koordinatdi E(p; p?). Mivel az e egyenes nyilvanval6
moédon nem lehet parhuzamos a parabola tengelyével, ezért csakis a parabola érintdje lehet.

Az y tengely a paraboldnak, és igy a beirt téglalapnak is szimmetria-
tengelye, ezért a téglalap csucsainak koordindtdi A(—b; 0), B(b; 0),
C(b; —b* +6), illetve D(—b; —b? + 6), ahol 0 < b < J6. A
Az ABCD téglalap teriilete:
T=AB-BC=2b-(-b%+6).
Feladatunk a T(b) = 2b- (—b? + 6) fiiggvény maximumanak meg- b / EEET \ N

y

talaldsa a 0 <b < /6 feltétel mellett. Mivel a széban forgé fiigg-
vény pozitiv értéki, ezért pontosan akkor lesz maximalis, amikor
négyzete, vagyis elegends a T2(b) = 4b%- (—b2 + 6)? fiiggvény
maximumhelyét keresniink. A kapott fiiggvényt tovéabb alakitva:
T2(b) =2-(2b%)- (—b?* + 6) - (~=b* + 6).
A zardjelben 4ll6 szdmok szorzatardl esziinkbe juthat azok mértani kdzepe, amely kozismerten nem
lehet nagyobb a szdmtani kozepiiknél, azaz:
Y2b?) - (-b2+6)- (-2 +6) <
majd mindkét oldal harmadik hatvanyat véve:
(2b2)- (b2 + 6) - (—b* + 6) < 64.
A kapott egyenl6tlenségbdl kozvetleniil kovetkezik, hogy

22 +(=b2+6)+(-b2+6) _

4,
3

T2(b) < 128,
amibél a 0 < b < /6 feltétel figyelembevételével kapjuk, hogy
T(h)<8-2.
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Eredményiink mutatja, hogy a beirt ABCD téglalap teriilete nem lehet nagyobb, mint 8-+/2. A terii-
let a maximumaét akkor éri el, amikor a mértani és szdmtani kozép kozotti dsszefiiggésben egyenld-
ség teljesiil, azaz amikor a hdrom szam, amelyre az egyenlGtlenséget alkalmaztuk, egyméssal meg-
egyezik. Ez pontosan akkor fordul el§, amikor:

2b%=—-b> +6,

b=/2.

Osszefoglalva: a maximalis teriilet( beirt téglalap csticsai:

A(-v2;0), B(V2;0), C(N2:4) és D(-v2:4).

A maximalis teriilet:

8-/2.

A keresett pontot jelolje A(a; 0), a szabdlyos haromszog tovabbi, m
az y tengelyre illeszked§ csticsait B, illetve C. 1

Mivel az x tengely a paraboldnak és az ABC haromszognek is szim-
metriatengelye, ezért az AB egyenes irdnyszoge o = 30° irdny-
tangense pedig:

m=tg30°= £
3
Ebbdl addddan az AB egyenes irdnytényezds egyenlete:
V3
y=——>-:(x—a).
3
Mivel az egyenes a parabolat érinti, ezért az
V3
y=—"-x-a)
3
x=y?
egyenletrendszernek egyetlen megolddsa van. Az x valtozoé kikiiszobolése utdn azt kapjuk, hogy
V3
Y= % -a),

J3-y2-3y—a-J/3=0.

Természetesen a fenti egyenletnek is csak egy megolddsa van, tehat az egyenlet diszkriminansa O:
9-4-3-(-a-3)=0, amibsl a= —%, igy A(—%;O}

Ha a B cstics koordinatdi B(0; b), és C(0; —b), akkor az ABC haromszog oldala 2b, és magassiga

az A pont els6 koordinétdjdnak ismeretében % ezért:
TN}
4 2
p=P
4



A parabola fokuszpontja F (0; %) Tegyiik fel, hogy az F pontbdl

kiindulé fénysugar a P(p; p%) pontban éri el a paraboldt. Ekkor
a fénysugar visszaverddés el6tti FP ,,utja” ugyanakkora szoget zar
be a parabola P pontbeli érint§jével, mint a visszaverddés utdni
Hatja”. Ezt a kozos szoget az dbran 3 jeloli.

A f3 sz6g azonban még egy helyen megjelenik az dbraban; ha a fény-
sugdr nem verddne vissza a tiikkorrdl, hanem ttja egyenesen folyta-
todna tovabb, akkor a kapott (dbrdn PF’-vel jelolt) szakasz szintén
ezt a szoget zdrja be a P pontbeli érintdvel. Ezt konnyen beldthatjuk, ha arra gondolunk, hogy igy
a P pontndl csicsszogek alakulnak ki.

P

Megallapitasaink lehet6vé teszik, hogy felirjuk annak az egyenesnek az egyenletét, amelyen
a fénysugdr a visszaverddés utan halad. Ehhez példaul a kovetkezd 1épések vezethetnek el:

1. Az F pont P-re vonatkozé F~ tiikorképének meghatdrozdsa. A fénysugar az FF~’ egyenesen
haladna, ha nem verddne vissza a parabolatiikérrél. Az F’° pont koordinétéi:

F’(Zp; 2p? - i)

2. A P pontbeli érinté egyenletének felirdsa. Az érint§ egyenletét y — p2 = m(x — p) alakban
kereshetjiik. Az

y=p*=m(x - p)
y=ux?
egyenletrendszernek egy megoldésa van csakiigy, mint a belSle kapott

x2

—mx+mp—-p?=0
egyenletnek. Ebbdl ad6ddan az egyenlet diszkrimindnsa 0, azaz

m? —4(mp - p?) = 0,
amibdl
(m—-2p)*=0, végil m=2p.
A P ponton dtmend e érintd egyenlete:
e y—p?=2p-(x—p).
3. Az F’-ben az érintSre emelt merGleges egyenes egyenletének meghatdrozasa. A kapott érintd

egyenletébdl leolvashaté annak egy normdlvektora: 7#(2p; —1). Mivel ez a vektor a Keresett
merdlegesnek egyben irdnyvektora, ezért az egyenes egyenlete:

x+2py=2p+2p.(2p2_ij’ azaz X+2py=4p3+%p.

4. A 3. pontban felirt egyenes, valamint a P pontbeli érintd 7" metszéspontjanak meghatarozasa.
A T metszéspont koordindtdit az

x+2py:4p3+%p

y=p*=2p-(x-p)
egyenletrendszer megolddsa utdn kapjuk. A mdsodik egyenlet 2p-szeresét kivonva az elsé
egyenletbdl:

x+2p3:4p3+%p—4p2x+4p3.
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Az egyenlet megolddsa: 3 3
6P3+5P EP'(4P2+1) 3
X = = = —p.
1+ 4p2 1+4p2 27
A kapott értéket a masodik egyenletbe visszahelyettesitve, majd a miiveleteket elvégezve

kapjuk: y = 2p?, igy 3
T(E P; 2p2).

5. Az F’ pont tiikrozése a T pontra vonatkozdéan. Ha az eredményt Q jeldli, akkor a parabola-
tiikorrdl visszaverddott fénysugér dthalad a Q ponton. Mivel T a QF” szakasz felezGpontja,
ezért ha Q(qy; q,), akkor:

1
Gy +2p* -
q+2p _3 [ 4
a4 ——=== g ——=2p~
2 27 2 P
Az egyenletrendszer megolddsa utdn:

a2, b
Q(p,Zp + 4}

6. Afénysugér utjat a PQ egyenes mentén folytatja. A P és Q pontok elsd koordinétdja egyarant p,
ezérta PQ egyenes parhuzamos az y tengellyel, ami a parabola tengelye. Ezzel a feladat allitasat
bel4ttuk.

Vegyes feladatok — megoldasok

a) (9;5); b) (=9;-5);  ¢) (0;0); d) (45;25).
B(10; 3).
a) —11; b) —44; c) —1122.

A skaldris szorzat az eredeti vektorok skaldris szorzatdnak A2-szeresére valtozik.

Megmutathatjuk példdul, hogy AP =7 - AB, ahol 0< A< 1.

— — — 1 — AP 1
a) AP(4;-3), AB(16;-12), igy AP=—-AB és ~— =~
) AP( ) ( ), igy 2 B3

— — — 2 — AP 2
b) AP(2;—4), AB(5;—10), fey AP=2-AB é 2 ==~
) AP( ), AB( ), igy 5 78-3
¢) AP(-8:2), AB(-12:3), fgy AP=2. 4B ¢s 20 =

3 PB

— — — 1 — AP

d) AP(5;-6), AB(10;-12), igy AP:E.AB és E:1

y=4x+5 [M(-1;1)].



p =4, g=2, akor sugara 5.

a) (x+ 1>+ (y+2y=5; b) (x— 12+ (y—2)%=5;
¢) k=12 +(y+2)y*=5; d) (x—9)%+(y+8)2=5;
e) (x+4)7?+y*=5; f) (422 +(y+1)2=5;

g) (x+2)2+(y—4)2=20, illetve (x—2)%+(y+4)?=20;

2 2 2 2
h) x—l + y—z :é, illetve 7 + y—E :é.
2 2) 4 2 2) 4

{8 Az ACD haromszog teriiletére:
CD-m >
Tyep=—,
ACD >
ahol m a haromszog CD oldaldhoz tartoz6 magassagat jeloli.
Mivel CD = 3, tovabba m =5, ezért
Tyep=T7.5.

Az ABC héaromszog teriilete az dbra alapjdn konnyen kiszdmolhat6:
Tapc = Tapc = Targ = Tgrec-
Az AEC, illetve AFB haromszogek teriiletére:
Tyec =25, Typp=2.5.

A BFEC trapéz alapjai 1, illetve 5, magassdga szintén 5, ezért teriilete:

1+5

Végiil az ABC haromszog teriiletére:
Typc=25-25-15=175

adddik, ami mutatja, hogy az AC atl6 valéban megfelezi az ABCD négyszog teriiletét.
C(=5;-1).
a) Két vektor pontosan akkor merdleges egymadsra, ha skaldris szorzatuk 0. A két vektor skaldris

szorzata a koordinatdik segitségével:
G-b=x-(x-1)+(x+2)-(x+3)=0,
2x% +4x +6=0.

Mivel a fenti egyenletnek nincsen valés megoldédsa, ezért a két vektor nem lehet merGleges
egymasra.

b) A két vektor skalaris szorzata:
d-b=x-(x+3)+(x+2)-(x+3)=(x+3)-2x +2)=0.
Mivel egy szorzat csak akkor lehet 0, ha valamelyik tényezgje 0, ezért

x=-3 vagy x=-1.

Megjegyzés: Az el6bbi esetben b=0, amely minden vektorra mer6leges. Ha x = —1, akkor
a-1; 1), b(2;2).
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a) Mivel AB(6;2) és DC(3; 1), ezért lathat, hogy AB =2DC,
amibdl mar azonnal kovetkezik, hogy az AB oldal parhuzamos
a DC oldallal, igy az ABCD négyszog valéban trapéz. Noéminek
igaza volt.

b) Az AB és DC alapok hosszdnak ardnya az a) feladat eredményei

.. AB .
alapjan el =2. Ha az atlék metszéspontja O, akkor az ABO

és COD hiromszogek hasonlék egymdshoz, és a hasonldsdg
ardnya 2. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy az atlok 2: 1 ardnyban osztjak egymast, a hosszabb
részek a hosszabb (AB) alaphoz vannak kozelebb.

¢) Az O pont koordinétai:
0(1~(—2)+2-4;1~(—3)+2~5)’ . 0(2;1)

3 3 3)
a) Mivel AC(3;2) és AB(6; —4), ezért: ,
[AC|=VI3 ¢ |ABl=2-VI3. c
A két vektor skaldris szorzatara: ! “
AB-AC=3-6+2-(-4)=10, 4 -
masrészt
AB-AC =13 -2-/13 - coso =26 - cos . B

A két eredmény Osszevetésébdl:

26 -coso =10,

cosa = i,
13
o =67,38"

b) Az o szogfelezdje illeszkedik az x tengelyre. Az a) feladatban meghatarozott két vektor
az AC, illetve az AB egyenesnek egy-egy irdnyvektora, ezért AC egyenes irdnytangense %,
AB irdnytangense —%.

A tangensfiiggvény tulajdonsdgai alapjdn ezért AC és AB ugyanakkora nagysagu szoget zdr be
az x tengely pozitiv felével, amit masként ugy is megfogalmazhatunk, hogy az x tengely
szogfelezGje a két egyenes dltal bezart o szognek.

. 1 4
a) Az E ponta DA szakaszt 1:2 ardnyban osztja, ezért E (_3; gj y -
4 F
Hasonl6 médon az F pont 1:2 ardnyban osztja a CB szakaszt, D
111 — = =
igy F (?, ?0) Ennek megfelel6en az EF koordinatdi: EF(4; 2). E/
-1 1 5 X
L
b) Mivel 56(2; 1), ezért EF = 2D—C“, amibdl kovetkezik, hogy az A
EF szakasz parhuzamos az ABCD trapéz DC, és igy termé-

szetesen az AB alapjaval is.
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Ahdromszodg Euler-egyenese tartalmazza a harom- i :
sz0g M magassagpontjat, valamint S sdlypont- mb m,
jat. Az S pont koordinatéi: i :

S(Hi)
3°3

Az M pont meghatdrozdsdhoz felirjuk az m,,
valamint az m; magassidgvonalak egyenletét.
Mivel m, parhuzamos az y tengellyel, tovabba
atmegy a C ponton, igy m, egyenlete: x = 5.

Az m, egyenesnek az %X@(l;l) normdl-

vektora, B pedig egy pontja, ezért m,, egyenlete:
x+y="7. Akét egyenes metszéspontja:

M(5; 2).

Az Euler-egyenesnek a %m&; 1) vektor irdnyvektora, ezért az SM Euler-egyenes egyenlete:
x—-2y=1.

Megjegyzés: Az Euler-egyenes dtmegy az ABC hdromszog koré irt kor O kozéppontjén is.

Az O pont koordindtdi: O(3; 1).

A rombusz adott csticsat A-val, atldinak metszéspontjit O-val,
az adott oldalegyenest e-vel jeloltiik. Az ABCD rombusz az O pontra

vonatkozéan kozéppontosan szimmetrikus, igy az A pont O-ra -}, B
vonatkozd tiikorképe egybeesik a C ponttal. A megfelel§ tiikkorkép
koordindtdi: C(4; 0). ‘ i

A rombusz atl6i merdGlegesek egymadsra, igy a BD egyenesnek - 2
a CA(1; 3) normélvektora, O pedig egy pontja, ezért egyenlete: e
x+3y=09.

A B csucsota BD egyenes metszi ki az e egyenesbdl. A megfelel§ egyenletrendszer megoldasa
utan B|—;—|.
22

A BD szakasznak O a felezGpontja, amibdl D(%; 3

B(é;éj, C4;0), D(E;l).
2 2 22

a) Az adott egyenesek egy-egy irdnyvektora:
V,(2; 1), V(1;-2), ¥.(2;1) és ¥y (1;-2).

Mivel ¥V, =V. és Vi, =1}, ezért az egyenesek dltal kdzrefogott
négyszog szemkozti oldalai pirhuzamosak, igy a négyszog para- 7
lelogramma. Vegyiik észre tovabb4, hogy példaul:

v, v, =2-1+1-(-2)=0,
ezért az a és b egyenesek merGlegesek egymasra. Hasonl6 igaz

a négyszog tovabbi szomszédos oldalegyeneseire, ezért a meg-
adott egyenesek téglalapot fognak kozre.

A rombusz hidnyz6 cstcsai:

(=)
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A megfelel§ egyenletrendszerek megolddsa utdn kiszdmithatjuk a széban forgd négyszog
csucsainak koordinatdit is. Az a és b egyenesek metszéspontja: A(—4; 2), a b és ¢ egyeneseké
B(-1;-4), a ¢ és d egyeneseké C(5; 1), végiil a d és az a egyeneseké D(2;5).

Mivel AB = BC = /45, ezért az ABCD téglalap szomszédos oldalai megegyeznek, ami iga-
zolja, hogy ABCD négyzet.

b) A négyzet koré irt kor kozéppontja az AC szakasz O felezGpontja. Az O pont koordindtdi:

OG; %) A kor sugara: r =0A = ’% Az ABCD négyzet koré irt kor egyenlete:

)"V 72T
c) A négyzet koré irt kor teriilete: T = ?n, a négyzet teriilete pedig t =45. Mivel

T2 57,
t 2

ezért a kor teriilete a négyzet teriiletének koriilbeliil 157%-a.

e

d) Egyszert behelyettesitéssel meggydzddhetiink arrdl, hogy a négyzet koré irt kor O kozéppontja
illeszkedik az e egyenesre. EbbGl adéddan az e egyenes a négyzetet két egybevago trapézra
bontja, igy teriiletiik ardnya 1:1.

Behelyettesités mutatja, hogy az A pont nem illeszkedik az e egye- ]
nesre, ezért az A pontot is tartalmazd atlé egyenese (melyet az dbran P
f jelol) mer6leges e-re. Ebbdl ad6ddan az e egyenes irdnyvektora 1 +
az f egyenesnek normdlvektora. Az e egyenletébdl leolvashat6 egy '
irdnyvektora: V(2; 1). Az f egyenes egyenlete ennek megfelelGen :
2x +y=2. A rombusz atldinak metszéspontjat a két atléegyenes
egyenletébdl allo

1
=—x+2
Y 2
y=-2x+2

egyenletrendszer megolddsa adja. Az O metszéspont: O(0; 2). Az ABCD rombusz 4tl6i felezik
egymast, igy O az AC szakasz felez6pontja, amibdl C(1; 0). A feltételek alapjdn a rombusz
oldala /10, ezért a hidnyzé B és D csicsokat az A kozéppontd, /10 sugard kor metszi ki
az e egyenesbdl. A széban forgd kor egyenlete:
(x+ 1>+ (y-4)>=10.

A kor és az e egyenes egyenletébdl allo

x+1)2+@y-42%=10

1
=—x+2
p)

egyenletrendszerbdl y értékét kikiiszobolve:

2
(x+1)? +Gx - 2) =10,



A kapott egyenlet megolddsai: x; = -2, illetve x, = 2. Ennek megfeleléen B(-2; 1) és D(2; 3).
A rombusz hidnyz6 cstcsai:
C(1;0), B(=2;1) és D(2;3).

a) A két templom tévolsdga: y
AB=+/6% +82 =10 km. ;

b) Azok a pontok, amelyekbdl az AB szakasz 90°-0s szog alatt 14t- Al
szik, illeszkednek a szakasz folé emelt Thalész-korre, amit az abran !
c jelol. A kor kozéppontja O(4; 0), sugara 5, ezért egyenlete: \
(x—4)2 +y2=25.
Mivel az utszakasz egyenlete x = 0, ezért a metszéspontok ma-
sodik koordinatdjéra:

(0—4)2+y%2=25, amibdl yi=38&s y,=-3.
Két olyan pont is van, amelybdl a templomok 90°-o0s szog alatt latszanak, ezek koordinatdi:
D(0;3) és E(0;-3).

¢) Akét templom a ¢ kor belsd pontjaibdl latszik tompaszog alatt. Ez az utszakasznak dsszesen
6 km hosszu része (D és E pont kozott).

{0 Bodria c: (x+ })2 +(y-3)2%=9 egyenletti kirvonalat, illetve annak ,
belsd pontjait éri el. A kor, valamint az a-val jelolt sétait metszés-
pontjait az alabbi egyenletrendszer megolddsai adjak:

(x+1)2+(y-32=9
y=x-1 '

Az y értékét az els6 egyenletbe visszahelyettesitve:
(x+1)?+(x-4)%=9,
x2-3x+4=0.

A fenti egyenlet diszkrimindnsa negativ, igy a sétatit nem metszi a Bodri altal elérhetd korvonalat.
Ezzel a feladat 4llitasat igazoltuk.

a) A hozzdrendelési utasitdst dtalakitva:
) =x2+(x = 3)2 +J(x — 6)2 + x2.

Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon éppen a P(x; x) pontnak
az A(0; 3) és B(6; 0) pontoktdl mért tdvolsagosszege 4ll.

A feladatot igy az aldbbiak szerint fogalmazhatjuk at: keressiik
az y =x egyenlet egyenesnek azt a P pontjit, amelyre a PA + PB
Osszeg a lehetd legkisebb.

Konnyen végiggondolhatd, hogy a P pontnak illeszkednie kell az AB szakaszra. Ha ugyanis
P’ az y = x egyenleti egyenes egy P-t6l kiilonboz$ pontja, akkor az ABP’ haromszogben
a hdromszog-egyenlStlenség mutatja, hogy:

AP+ PB=AB<AP’+PB.

Az AB szakasz az adott egyenest a P(2; 2) pontban metszi, ezért az f fliggvény a minimumat
az x =2 helyen veszi fel. A minimum értéke:

f(2)=AB=+/45=3-/5.
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b) Az a) feladathoz hasonléan jarhatunk el. A hozzarendelési
szabalyt dtalakitva:
g0 = Jx2 +(dx = 3)2 +J(x — 6)2 + (4x)2.

A jobb oldalon a P(x; 4x) pontnak az A(0; 3) és B(6; 0) pontoktol
mért tdvolsagosszege 4ll. Feladatunk tehdt ezittal az y = 4x egyen-
letd egyenes, valamint az AB szakasz metszéspontjanak meghata- -

rozésa. Az AB egyenes tengelymetszeti egyenlete 2i2= 1, ezért a megfelel6 P pont koordi-
natdira: 6 3
' 4x 2
2+ o1, amibsl  x=Z.
6 3 3

. e (2 . 2
A minimumot szolgdltaté6 P pont koordinatai P(—; §) A g fiiggvény a minimumét az x = —
helyen veszi fel. A minimum értéke: 33 3

g@:/wzng.ﬁ

a) Az a-val jelolt autépalyan olyan P pontot keresiink, amelyre )
az AP + PB 0sszeg a lehet§ legkisebb. Tiikrozziik ennek érde- 57p
kében a B pontot az a egyenesre, a tiikorképet jelolje B’. Mivel -
a tiikrozés tavolsagtartd transzformécio, ezért:

PB=PB’, igy AP+ PB=AP+PB’,
amibdl kovetkezik, hogy a keresett 9sszeg pontosan akkor mini- / P
malis, amikor az AP + PB’ 0sszeg is minimdlis. A fenti 0sszeg g
akkor lesz a lehetd legkisebb, amikor a P pontilleszkedik az AB’ B
szakaszra.

Els6 1épésben a B’ pont koordinétdit szamoljuk ki. A tiikrozés miatt B’ illeszkedik a B pontban
az a egyenesre emelt merGlegesre. Ebbdl kifolydlag a BB’ egyenes egy irdnyvektora meg-
egyezik az a egyenes egy normalvektordval. Az adott egyenletbdl a BB’ egyenes egy irdny-
vektora: V(1; —2), igy egyenlete: 2x + y =4. A BB’ egyenes €s az a egyenes T metszéspontjat
a két egyenes egyenletébdl 4ll6 egyenletrendszer megoldésa adja. A 7 pont koordinétéi: 7(2; 0).
Mivel a T pont egyben a BB’ szakasz felezGpontja is, ezért B’(4; —4).

A kovetkezd 1épésben felirjuk az AB’ egyenes egyenletét. Az egyenesnek az ﬁ(@ —6) egy
irAnyvektora, ezért az 7i(1; 1) egy normalvektora. Az egyenes normalvektoros egyenlete: x +y =0.

Végiil a lehajtd helyét (amit az dbran P jelol) az AB’ egyenes metszi ki az a egyenesbdl. A meg-

felel6 egyenletrendszer megoldédsa utdn P(%; —2) adddik. A lehajtét a P(g; —2) pontban kell
kialakitani. 373 373

b) Kordbbi megjegyzésiink alapjan a megépitends utszakasz hossza megegyezik az AB’ szakasz
hosszaval. Mivel AB’ = 6-/2 = 8,49, ezért koriilbeliil 8,49 km hosszi utat kell épiteni. Ez hozzé-
vetSlegesen 1273 500 000 Ft-ba keriil.

Bird a) Ha a kor kozéppontja O(u; v), sugara r, tovdbba u, v, r € Z, akkor a kdvetkez6 pontok koor-
dinitdi egészek, és illeszkednek a korre:

Alu-ryv), Blu+r;v), Clu;v—r) é D(u;v+r).
Az O(0; 0) kozéppontd, r=1 sugart kor pontosan négy racspontot tartalmaz, ezek:
A(-1;0), B(1;0), C(0;-1) és D(0;1).



b) Az 0(— NES %) kozépponti r sugard kor egyenlete:
2
2
(x+3) +(y—%) =r2

Indirekt médon bizonyitunk, ezért tegyiik fel, hogy az allitdssal ellentétben két olyan rics-
pont is létezik, amelyek illeszkednek a korvonalra. Legyenek ezek A(ay; a,), illetve B(by; b,),
tovdbba ay, a,, by, by € Z, valamint az a, = b; és a, = b, egyenlGségek egyidejlileg nem
teljesiilnek. Mivel mindkét pont koordinétéi kielégitik a kor egyenletét, ezért:

(@ + \/3)2 + (az - 32: r2,

2
A két egyenlet jobb oldala megegyezik, ezért a bal oldalak is egyenldk, igy:
2 2
A miveletek elvégzése utan azt kapjuk, hogy
(112+2'\/§'a1+a22—%azzb12+2'\/§'bl+b22—%b2,
majd rendezés utan:
a12—b12+a22—b22+%b2—%a2=2w/§'(b1 —ay).

A fenti egyenl@ség bal oldaldn raciondlis szam all, ezért értelemszertien a jobb oldalén is racio-
nalis szam szerepel. Mivel 2-+/3 irraciondlis szam, ezért a jobb oldal egyetlen esetben lehet
raciondlis, mégpedig ha értéke 0, azaz ha a; = b|. Ekkor persze a bal oldal is 0, ezért:

alz—b12+a22—b22+%b2—%a2=0,
majd szem eldtt tartva, hogy a; = by:
1
a22 — b22 = 5(02 — bz),

1

Kordbbi megjegyzésiink alapjan az a; = b; és a, = b, egyenlGségek egyidejlileg nem teljesiil-
hetnek, ezért a, # b,, igy mindkét oldal oszthaté (a, — b,)-vel, amibdl kovetkezik, hogy:

1
ay+by=—.
27?2 =5
Mivel a bal oldal két egész szdm Osszege, ezért nem lehet egyenld a jobb oldallal, azaz ellent-

mondadsra jutottunk. Ebbdl adédik, hogy az 0(— NER l) kozépponti, r sugard kor valéban
legfeljebb egy racsponton mehet at. 4
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............................................................................................................... .

a) A hatérol6 vonalak pontjai hozzétartoznak az A halmazhoz.

b) Az egyenlGtlenséget O-ra redukdlva, majd kozos nevezét kiala-
kitva kapjuk, hogy:
X3
2x+y-—1
Ez csak ugy teljesiilhet, ha
—x—=2y+3<0 é 2x+y-1>0,
vagy ha

—x—-2y+320 é 2x+y-1<0.
A Kkét feltételbdl y értékét kifejezve
1 3
——x+—Z5 és >1-2x,
> > y y
vagy

1 3
——x+=-2 és <1-2x.
> > y y

A folytonos vonallal rajzolt egyenes pontjai hozzatartoznak, mig a szaggatott egyenes pontjai
nem tartoznak hozzd a B halmazhoz.

c) Az x =0 feltételt kielégits pontok, vagyis az y tengely pontjai,
nem tesznek eleget a feltételnek.

Ha x > 0, vagyis az elsd és a negyedik siknegyed pontjait

tekintjiik, akkor:
x3—2x - xy >0,

x(x2-2-y)>0.
Mivel az els6 tényezd pozitiv, ezért
x2-2>y.

Ha pedig x <0, akkor:
x3=2x + xy>0,
x(x2=2+y)>0.
Mivel az els6 tényezd negativ, ezért
y<2-x2

Az abran szaggatottan jelolt paraboldk, valamint az y tengely pontjai nem tartoznak a C hal-
mazhoz.



d) Az egyenlGség bal oldaldn a lehetséges kiemeléseket elvégezve:

xy- (x% +y?) = 16xy,

majd O-ra redukdlva, és ismét elvégezve a kiemeléseket:

xy-(x2+y2-16)=0.
A bal oldalon all6 szorzat csak tgy lehet O, ha:

x=0, vagy y=0, vagy x%+y%=16.

Az els6 egyenléségnek az y tengely, a mdsodiknak az x tengely,
mig a harmadiknak az origd kozéppontu, 4 egység sugard kor
pontjai tesznek eleget.

e) Az egyenlGtlenség mindkét oldaldn nemnegativ kifejezés dll,
ezért mindkét oldalt négyzetre emelhetjiik, igy:
(x2+y2—4x—4)2 < 4y2,
majd O-ra redukdlva és szorzattd alakitva:
(Z+y2—dx—4)2 —4y2 <0,
(2 +y2—4x —4-2y)-(x% + y> —4x — 4 +2y) <0.
A zardjeleken beliil teljes négyzetek kialakitdsa utdn azt kapjuk,
hogy:

(x=22+@-12=9)-(x-=2*+(y+1)>-9)<0.

Ha a P pontilleszkedik az O(2; 1) vagy a Q(2; —1) kozéppontu, 3 egység sugaru korre, akkor
P az E halmazhoz is hozzatartozik. Ezenkiviil a fenti egyenl6tlenség bal oldaldan pontosan
akkor 4ll negativ szam, ha a tényezdk koziil az egyik pozitiv, a masik negativ. A feltételnek ezért
azok a pontok felelnek meg, amelyek az emlitett korok koziil egyiknek belsd, mig a masiknak

kiilsé pontjai.

f) A feltételnek megfelel6 P pontok koordinatdira:
(x2=y)- (x2+y) <0.
Ez csak tgy teljesiilhet, ha
x2<y és —x2<y,

vagy ha

x2>2y és y<—x2

Az elsé feltétel szerint x <y, a masodik alapjan y < —x2.

a) A feltételnek eleget tevd pontok halmaza az AB szakasz felez6-
merdlegese. Ennek egyenlete:

2x—y=%.

y=-x2
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b) Ha a P(x;y) pont eleget tesz a feltételnek, akkor:

y
Jar 2P 0-37 1 jEmmEEES
\/(x —4)2 42 7 B a"'{»_ . P
Mindkét oldalt négyzetre emelve: Ae” .20
x+272+(@-37°_1 o
(x—4)2+y2 4° i s A O B x

Szorozzuk meg mindkét oldalt a tortek nevezdjével:
4(x +2)% +4(y - 3)? = (x —4)2 +y2,

végiil végezziik el a kijelolt miveleteket, és igy adédik, hogy

3x2 +3y2 +24x — 24y +36 =0,

x2+y2+8x -8y +12=0.
A kapott egyenletben teljes négyzeteket kialakitva:
(x +4)2 + (y —4)* = 20.

A fenti egyenlet az O(—4; 4) kozépponti, r=2-+/5 sugart kor egyenlete.
Atalakitdsaink végig ekvivalensek voltak, ami mutatja, hogy a P(x; y) pont akkor és csak akkor

tesz eleget az % = % feltételnek, ha illeszkedik a fent meghatdrozott korre.

a) A parabola egyenlete a kovetkezd alakban is felirhatd:

al o a® ay
y=lx—=|-—+a-1, amibdl y—-|-—+a-1|={x—=].
2 4 4 2

A fenti egyenlet mutatja, hogy a parabola tengelypontjdnak koordinatdi:

2
(% o]
2 4

b) Vegyiik észre, hogy az a) feladatban meghatarozott 7 pontok koordinatéi kielégitik az
y=—x2+2x-1, azaz y=—(x—1)2
egyenletet. A felirt egyenlet parabola egyenlete, igy a T tengelypontok paraboldra illeszkednek.

Konnyen beldthat6 az is, hogy a most kapott parabola minden pontja az a) feladatban felirt
paraboldk valamelyikének tengelypontja. Eredményiink alapjan a 7' pontok halmaza parabola.

c) Ismét atalakitva a felirt parabola egyenletét:
2

2
a a
=lx——|+a-1, amibdl —(a-D=|x——].
y (x 2) a y—(a-1) (x 2)

A parabola tengelypontjanak koordinétdi ezuttal:

T(ﬂ;a—l)
2

A T pont koordindtdi ezittal az y = 2x — 1 egyenletnek tesznek eleget. Mivel egyenes egyen-
letét kaptuk, ezért ebben az esetben a tengelypontok halmaza az y = 2x — 1 egyenlet( egyenes.
Ezattal is sziikséges megjegyezniink, hogy az egyenes barmely pontja egy alkalmasan vélasztott
parabola tengelypontjdval esik egybe.



a) Jelolje x az A siitemények, y pedig a B sii-
temények szamat.

Ekkor a feltételek szerint a kovetkezs egyen-
16tlenségek teljesiilnek:

x>0, y>0, tovabbd x,yeZ;
X + 2y <45 (a liszt mennyiségére);
2x + y < 35 (a cukor mennyiségére);
X +y <25 (a margarin mennyiségére).

A nyereséget az aldbbi kétvaltozos fliggvény
irja le:

J(x, y) =70x + 50y.
Feladatunk tehat a fenti 0t egyenlGtlenség
teljesiilése mellett az f fliggvény maximu-
manak meghatdrozasa.

Az els6 két egyenl6tlenség egyiitt a koordinata-rendszer elsd siknegyedét irja le. Ha a tobbi egyen-
I16tlenségben a reldcidjelet egyenldségre cseréljiik, akkor mindegyik feltétel egy-egy egyenes
egyenletét adja. Ha kozos koordindta-rendszerben dbrdzoljuk a megfelel6 egyeneseket, akkor
lathatjuk, hogy az 6t egyenlétlenséget egyidejtileg egy konvex 6tszog belsd, illetve hatarpont-
jainak koordinatéi elégitik ki (Id. dbra). Ebben a tartomédnyban keressiik azt a P(x; y) pontot,
amelynek koordindtdira az f(x, y) érték a lehetd legnagyobb.

Vegyiik észre, hogy barmely rogzitett ¢ valds szdmra az f(x, y) = ¢, vagyis a 70x + 50y = ¢
egyenlet egy #(7; 5) normalvektord egyenes egyenlete. Ha egy-egy ilyen egyenes belemetsz
az 6tszogbe, akkor a kapott pontokra az f fiiggvény értéke allando.

Eszrevételiink alapjan az 7(7; 5) normalvektord parhuzamos egyenes-sereg tagjai koziil
keressiik azt, amely belemetsz az 6tszogbe, tovabba (példaul) x tengellyel valé metszete a lehetd
legnagyobb. Az dbra alapjan is meggy6zGdhetiink arrdl, hogy a keresett egyenes dthalad az 6tszog
P(10; 15) koordinatdju csticséan. Ekkor:

70x + 50y = 1450.
A maximadlis nyereség elérése érdekében az A siiteménybdl 10, a B siiteménybdl 15 darabot
kell késziteni.

b) A maximadlis nyereség 1450 Ft.





