11.3. A TRIGONOMETRIA ALKALMAZASAI

Vektormiiveletek rendszerezése, alkalmazasok (emlékeztet6) —
megoldasok

a) Egyenl6 vektorok: d €s ¢. b) Ellentett vektorok: b és d.
c)d+f+3=5,5+5+2=6

a) OB=ad +¢ b) AF =-d -, ¢) FD=¢-3; d) BD=-2-d-¢
¢) EA=2-3+7¢, f) EC=2-¢+a; g) FC=2-¢.

A vektorok altal bezdrt szog:

a) 0% b) 180°.

a) @+3-b; b) 4-d—b.

A vektor hossza:

a) 242 + 122 =12 -4/5 =~ 26,83 cm; b) 6% + 162 =273 = 17,09 cm.
ld +b|=2-10 - cos20° ~ 18,79:

G—bl=2-10-5in20° = 6,84 egység.
a)a+b; b)_l—?»+%'a+b:a—2~b; o) 2~a—b‘
2 32 3 3

a) Olyan vektorok felelnek meg a feltételnek, amelyek hegyesszoget zarnak be.

b) Olyan vektorok felelnek meg a feltételnek, amelyek hossza egyenld.

a) (12,5;-13,5); b) (0; -8); ¢) (2,05;-1,11).
a) AB(2;8). b) A felezSpont helyvektora f(4; 3).

EFFA A haromszog belsd szogfelezGje a szemben levé oldalt a szomszédos oldalak ardnydban osztja:

% = % igy a D pont az AB oldal A-hoz kozelebbi harmadolépontja. A szakasz harmadol6-
i+2-b

pontjadba mutaté helyvektorra vonatkozé dsszefiiggés ismeretében: CD= .

€78 a) Az G+ b és ¢ vektor bezart szoge 90°,
- 2
b)b+b+ﬂ: u2+02w5):24

—_

Em]a)ﬁ:miﬂ%-a b) AJ = 2 .15

; c)ﬁ:——-a+ c.
3 2

ol

-d+b+

Q| =

B A v vektor eléllithaté az @ és a b vektorok linedris kombindciGjaként ¥ = - a + 8 - b alakban.
A feladatunk az, hogy o és 3 értékét meghatdrozzuk. Ehhez meg kell oldanunk a kovetkezd egyenlet-

rendszert:
6=40 -2
5=a+38 |

Az egyenletrendszer megolddsai: o=2, f= 1. Tehata v vektor elGallitdsa: V=2-4d + b.
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El§szor megmutatjuk, hogy az OA + OB +0C vektort az O
kezd6pontba eltolva a vektor végpontja rajta lesz a harom-
sz0g C csticsdbdl indulé magassdganak egyenesén.

Az O pont az ABC haromszog koré irt kor kozéppontja, tehét az
OA és OB vektorok egyenl6 hosszisaguak. A paralelogram-
maszabdly alapjan a két vektort 0sszeadva egy rombuszt kapunk.
Mivel a rombusz 4tl6i merSlegesek egymadsra, ezért az dsszeg-
vektor merdleges lesz AB egyenesére.

Ismét haszndlva a paralelogrammaszabdlyt, az O kezdSpontbdl
kiindulva adjuk hozzd az OA + OB vektorhoz az OC vektort.

Mivel a haromszog C csucsabol indul6 magassaganak egyenese €s az OA + OB egyardnt merd-
leges AB egyenesére, az OA + OB + OC végpontja rajta lesz az ABC haromszog C-bdl kiinduld
magassagvonaldn.

Hasonl6an belithato, hogy ha az O kezdSpontbdl kiindulva az OB +OC vektorhoz hozzdadjuk
az OA vektort, az OA + OB + OC végpontja rajta lesz az ABC haromszog A-bdl kiindulé magassag-
vonaldn is.

Azt kaptuk, hogy ha OA + OB + OC kezdSpontja az O pont, akkor végpontja rajta van a hdrom-
sz0g két magassagvonaldnak egyenesén, tehat a vektor végpontja a haromszog M magassagpontja.

Ezzel beléttuk, hogy OA + OB +0C = OM.

i) Legyen az ABC hiaromszog magassagpontja M, a koriilithaté kor kozeppont]a 0, az AB oldal
felez6pontja F. Mivel OF merdleges AB-re, elég belatnunk, hogy CM =2 -OF.

Ismert, hogy egy tetszGleges vonatkoztatdsi pontbdl egy szakasz felezGpontjdba mutatd helyvektor
a végpontokba mutaté két helyvektor szdmtani kozepe. Ha a vonatkoztatdsi pont O, akkor

ﬁ _ OA + OB '
2
A 3256. feladat alapjéan:
OA + OB + OC = OM,
amibdl kovetkezik, hogy:
CM =0M - 0C =(0A + OB + OC) - OC = OA + OB.
Tehdt CM =2 - OF, vagyis a feladat dllitdsat bebizonyitottuk.

Az ABC hdromszdg koriilirhaté korének O kozéppontjabol a csicsokba mutatd vektorok legyenek
d,b és ¢

Egy tetszbleges vonatkoztatdsi pontb6l az ABC haromszog stlypontjdba mutat6 helyvektor a csi-
csokba mutat6 helyvektorok szamtani kozepe. Ha a vonatkoztatasi pont a haromszog koriilirhatd
korének O kozéppontja és az S pont a hdromszog sulypontja, akkor:

m_w,

A 3256. feladat alapjan:
OM=d+b+¢.

Ez utdbbi két egyenldségbdl kovetkezik, hogy OM =3-0S, ami azt jelenti, hogy O, M és S pontok
egy egyenesen vannak, és S pont az OM szakasz O-hoz kozelebbi harmadolépontja.



EE) a) Az ABC haromszog koriilirhaté korének O kdzéppontjdbdl a csicsokba mutaté vektorok
legyenek d, b és ¢, magassagpontja M.
A 3256. feladat alapjan OM =d +b +¢, tehat:

. d+b+¢
oF=4+b+c

A hdromszog AB oldaldnak C, felezGpontjdba mutatd vektor:

N ﬁ,:ﬁ_m:a'i'g'i'c_a;b:%

Hasonl6 szdmoldssal adédik, hogy a BC oldal Ay, illetve az AC oldal B, felez6pontjdba

0—C1>=a+b

—

mutato vektorok %, illetve %

Mivel az @, b és & vektorok hossza a hdromszog koré irhat6 kor sugara, az F pont a hdromszog
minden oldaldnak felezGpontjatdl egyenld tavolsdagra van.

b) Az A csucs és az M magassagpont altal meghatarozott sza-

. OM+a
kasz felez6pontja legyen A,, ekkor OA, = 0M2 a .

A 3256. feladat alapjan:

@+E

ol

— +)+a

2

Mivel FA, =0A, - OF,

(a+5+ﬂ+§ a+5+6_§
2 2 2

Hasonl6an addédik, hogy az F pontbdl a B csics és az M magassdgpont dltal meghatdrozott

szakasz B, felezGpontjaba, illetve a C cstics és az M magassdgpont dltal meghatdrozott szakasz

FA, =

—
-

C, felez6pontjaba mutatd vektorok g illetve %

Mivel az @, b és & vektorok hossza a haromszog koré irhat6 kor sugara, az F pont a hdromszog
minden cstcsat a magassagponttal 6sszekotd szakasz felez&pontjatdl egyenld tavol van.

A meggondoldsainkbdl kovetkezik, hogy ha az ABC hdromszog koriilirthaté korének sugara R,
R . .
akkor az F kozéppontd By sugarud koron rajta van a haromszog harom oldaldnak felez&pontja,

és a hdromszog minden cstcsat a haromszog magassagpontjaval 6sszekots szakasz felezGpontja.

Ezt a kort hivjak a haromszog Feuerbach korének. Szokds még kilenc pont korének is nevezni,
mivel az emlitett hat ponton kiviil még rajta van a hdromszdg harom magassdganak talppontja is.

A skalaris szorzat — megoldasok

a) 16; b) 0; c) —-16-2; d) -32.
a) 60° b) 135° ¢) 90°; d) = 67,98°
a) 9; b) 4; ¢) 12 '7\/5; d) 0.



A skaldris szorzat legkisebb értéke —84, a legnagyobb értéke 84.

(3264) a)E’-A_c'=1-1-cos60°=%; b) AB-BC=1-1-cos120° = %
c)ﬁ-ﬁ:l-l-coso":l; d) BC-TC = 1£ c0s30° = >,
2 2 2 4

B3 A négyzet atlojanak a hossza 2 egység
a) (AB+AD)- AC=AC - AC=AC =4;

b) (AB-AD)-AB=DB-AB=2-/2 - cos45° =
(Z§+A_13)( ) AB_AD =0, vagy
(AB+AD)-(AB-AD)=AC-DB=2-2-cos90° =0;

d)(ﬁ+ﬁ)-ﬁ:ﬁ~AD+A_D'-E:0+2:2 vagy
(AB+AD)-AD=AC - AD =22 - cos45° =

B a) a-b=1-1-cos60° = —;

b) (@+b)-(a—b)=0,mivel a két vektor merSleges egymdsra

¢) (5.5)5%.5;

d) (5-5)-(5_5):%(5_5),

e) (2a+5)-(5—35):2(3)2—52-25—3(5)2:2—3—3:—%.

BC.CA+CA-AB+AB-BC=3-1-1-cos120°=—>.

€D a) Mivel @-b =lal- |b| cosa és @-b =ldl, ezért |b|

COS O(

Minden olyan b vektor megfelel, amelynek hossza az d és b vektorok 4ltal bezdrt sz0g koszi-
nuszdnak a reciproka.

b) Nincsenek ilyen vektorok, mert a skaldris szorzat értéke mindig egy valés szdm.
¢) Minden olyan d és b vektor megfelel, amelyek nem egyirdnyuak.

d) Az egyenlGség igaz, ha a két vektor merdleges egymadsra.

e) Az egyenlGséget olyan d és b vektorok teljesitik, amelyek skaldris szorzata 2.

€T a) Mivel az a — b vektor merdleges a ¢ vektorra, a skaldris szorzatuk O.
b) Mivel az @+ b és @+ ¢ hossza egyarant /2, valamint a kozbezért szogiik 60°:
(@+5)-(@a+¢)=1.
¢) Az @+ b + T testatl6 vektora /3, az @+ ¢ lapatl6 vektora ~/2 hossziisdgd, és a bezért szogiik

. 2 p
koszinusza —, ezért:
V3 (

d+b+¢)-(a+c)=2.



3273

Legyen @ és b vektorok dltal bezart szog o.. Mivel a 3-@+2-b vektor merSleges az @ —2-b
vektorra, a skalaris szorzatuk O:

(3-a+2-b)-(@-2-b)=3-a%-4-d-b-4-b =0.
Ebbdl kovetkezik, hogy:

4-@-b=-1 = 4-1-1-cosa=-1.
Igy kapjuk, hogy cos o = —0,25, amibdl o =~ 104,48°.
A két vektor merGleges egymadsra, mert:
- ~ - -2
(@-2-5)-(5-a+4-b)=5-a*-6-d-b-8-b =
S2 S0 | -2
=5-lal* - 6-lal-15]- cos120° - 8[| =

=5-lal-6-lal*- (—%)—8-|Zi|2:|a|2~(5+3—8):0.

Tekintsiik a két vektor skaldris szorzatét, és alkalmazzuk a skaldris szorzds ismert miveleti tulaj-
donségait:

((@-b)-c—(a-c)b|-a=(a-b)(¢-a)-(a-c)-(b-a)=
Mivel a szorzat 0, a két vektor merSleges egymasra.
Az éltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetS, hogy az ABCD tetraéder ABC lapjanak oldalai

kozott az AB = BC > CA egyenlotlenseg all fenn. Elég bizonyitanunk, hogy a BCA< hegyesszog.
Ehhez elég belatni, hogy CA - CB skaldris szorzat értéke pozitiv valés szam:

CA-CB=(DA-DC)-(DB-DC)=
=DA-DB-DA-DC - DC - DB + DC - DC.
Mivel DA, DB és DC vektorok paronként merdlegesek egymadsra, ezért:
DA-DB=DA-DC=DC-DB=0.
fgy:
CA-CB=DC - ¢ =|pel’> o,

ezzel az allitasunkat bebizonyitottuk.

Az dbrdn lathaté6 ABCD négyszdg oldalainak vektorai d, b, ¢
és d + b+ ¢ Elég belatni, hogy a szemkozti oldalvektorok négyzet-
osszegének kiilonbsége akkor és csak akkor nulla, ha az atlé-

vektorok merdlegesek egymdsra. Vegyiik a szemben 1évé oldal-
vektorok négyzetdsszegének a kiilonbségét:

(a’+5+6)2+752—a’2—c =
—2.5°42-G-b+2-b-¢+2-d-¢=
c2(a+5)-(5+2).

Ez utébbi szorzat akkor és csak akkor 0, ha d + b atlévektor merdleges b + ¢ 4tlévektorra. Ezzel
a feladat allitasat bebizonyitottuk.



gr4t) Iranyitsuk az oldalakat az dbran lathaté médon vektorokként.
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F
Egy szakasz felezGpontjdba mutaté vektor a végpontokba mutatd c
vektorok szdmtani kozepe: 1
L7 G
CH=9*0 b A
2 /1N
A H B

Az 4brérdl leolvashaté, hogy EF = f — .
Tekintsiik ez utobbi két vektor skalaris szorzatat:

CH -EF =

(_l'+b‘(—'_é,)

Az @ és ¢, valaminta b és f vektorok merdlegesek egymadsra, tehat skaldris szorzatuk 0, tehat:
@’-ﬁ:%-(a-f—z-a).

- —

Legyen ¥ a haromszog C cstcsanal 1év6 szoge. Tekintsiik az d@ - f és b - € skaldris szorzatokat:
a-f=lal-|f|- cos(y +90°),
b-é= |5| el - cos(y +90°).
Figyelembe véve, hogy ld|=[2| és |I; | = |]7| a két skaldris szorzat egyenld, tehat
fﬁ-ﬁ‘:%-(a-f—z-a):o.

Ha két vektor skaldris szorzata 0, akkor merdSlegesek egymdsra, tehit CH egyenese merdleges
EF egyenesére.
Az EF =2 - CH 6sszefiiggés bizonyitdsdhoz tekintsiik a (2 - CH)? — EF? kiilonbséget:

— -2

(2-CH)2—EF2:(Zi+5)2—(f—E)2=52+2-a-5+52—22+2-a-f_f.

- 2 )
Azlal=lel és |6l=|F| = @+ B -2~ F =0, valamint az ACB% =y, illetve az ECF& = 180°—7,
tehat:
(2-CHP? - EF?=2-d-b+2-2- f=2-ldl-|b|-cosy +2-[el-| | cos(180° - ).
Ismert, hogy cosy=—cos(180° — y), teht:
@2-CHY - EF? =21l |b|- cosy - 2-1e|-| f| - cosy =0.
Azt kaptuk, hogy (2- CH)? — EF? =0, vagyis EF =2-CH.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: AB = c, AC = l_;, AM = 7.
Legyen a BC-vel parhuzamos egységvektor é.

Ha MC = q és BM = p, akkor m:q-é', illetve B_M:p-é'.
A kovetkez6 egyenldségeket emeljiik négyzetre:

—

C=m-p-é é b=ni+q-é B pe M q-€ 4
A skaldris szorzds tulajdonsdgai miatt ezeket négyzetre emelve kapjuk a kovetkezd egyenleteket:
AB?=AM?+p?-2p-(m-€) és AC?’=AM?*+q>+2q-(ii-¢).
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Az els6 egyenletet g-val, a masodikat p-vel szorozva, majd 0sszeadva, megkapjuk a kovetkezd
Osszefliggést:

AB?-q+ AC?-p=AM?-(p + q) + pq* + qp°,
AB?-q+ AC?-p=AM?-(p+q)+ pq-(p+q),
AB?.-MC + AC?-BM = AM? - BC + BM - MC - BC.

Ez utébbi osszefiiggés éppen a bizonyitandé allités.

Az ABC hdromszog § stlypontjat tekintsiik vonatkoztatdsi pontnak. Ekkor a stilypontba mutat6
képlet alapjan az A, B és C csticsok d, b és ¢ helyvektoraira fennall:
di+b+7¢
3
Ha a P pont helyvektora p, akkor |1’7’| =r, tovabba:

=0 = d+b+e=0.
PA?+ PB4+ PC? = (d - p)+ (b= p) + (¢ = )=
_laP+|5f +lef - 2. (@+b+¢)-p+3-p*=a2+b +c2+3r2
Tehét az adott ABC hiromszogben a PA% + PB? + PC? 6sszeg az r sugart kor keriiletének barmely
P pontjara nézve ugyanakkora.
A 3277. feladat alapjdn adott ABC haromszog esetén a
PA2+ PR+ PC2 =G+ b + 22+ 312

0sszeg akkor minimélis, ha r = 0, vagyis P pont éppen a hdromszog silypontja.

Skalaris szorzat a koordinata-rendszerben — megoldasok

a) 34, b) g; c) g; d) J20 =2 -/5;
e)N12 =2 -/3; f) 1.
a) ~290; b) V145,
Az a vektorral egyirdnyu egységvektor: dy = ﬁ, tehat koordinatai:
d

-1 1
a) y(0.8; ~0,6); b) a‘o(ﬁ A ];

4 4
¢) @ (mz—nz_ 2mn )

Om?+n2 m2+n2)

1

R e . . - a , o
Az a vektorral megegyezd irdnyu 5 egység hosszu vektor: b =5- H, tehat koordinétai:
d

. 5(_%?_2); b 5(45\/130_35.\/130);

b}

130 130
¢) b(-52-5).



Az d vektorral ellentétes iranyu 3 egység hosszu vektor: b=- | i’ tehat koordindtai:
d

2 E(E; 36) b b( 274130 . 21-\/130);

13" 13 130 130
c) b( 5= x/_j
a)9; b) 25.4; c) -3.8; d) -108.,4; e) 254.
a) 14,25° b) 92,81°% c) 18,60 d) 90°.
Két vektor merdlegességének sziikséges feltétele, hogy a két vektor skaldris szorzata O legyen.
a)y:%; b)y:?; c) y=5 vagy y=1L1,5.

FFTN) Az AB vektor: b %
AB|-——:
( at-bta bz)

A vektor hossza a koordinatdinak négyzetdsszegébdl vont négyzetgyok:

2 2
— b 2b b
|AB|=\/(_a2—b2) +(a2—b2) =V3:

a?-b*|
srditd) Az AOB haromszog OA oldaldnak hossza az A pont helyvektordnak az abszolut értéke:

ldl = J(—12)2 + 72 = J193.

A OB oldal hossza a B pont helyvektordnak az abszoltit értéke:

bl = 8% + 22 = J/68.

Az AB oldal hossza az E(ZO; —5) vektor abszolut értéke:

|ABl= 202 + (-5)2 =5-J17.
V193 +/68 + 517 = 42,75 egység.
Ja-2 B =(3-1) =[V3-1]=+3-1,

a két vektor skalaris szorzata:

5-5:—(\/3—1)-\/%5_1+\/§:0.

A haromszog keriilete:

EZI Mivel:

Tehét a két vektor 90°-0s szoget zdr be.
BT o) b@3;5); b) b( i ‘3‘) ¢) b(1 - 2k; k).

EEZE) A ¢ vektor koordindtai legyenek ¢(x; y). A skéldris szorzatokat a koordindtdk segitségével kisza-
molva a kovetkez$ egyenletrendszert kell megoldani:
E=7 = 3x-2y=7
c=1 = 4dx-y=1]

Az egyenletrendszer megolddsa: x =—1 és y =—5. Tehat a ¢ vektor: ¢(—1; -5).



MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

BB Legyen b(x; 7). Akét vektor skaldris szorzatét szdmolhatjuk kétféleképpen, igy felithatjuk a kévet-

kez§ egyenletet: 7
4x+21=5-Vx?+49 72

Négyzetre emelés utdn az
x2+48x-49=0

mdsodfoku egyenlethez jutunk, amelynek gyokei 1 és —49.
Ha x =-49, akkor a két vektor skaldris szorzata negativ, tehat nem zarhatnak be hegyesszoget.
A b vektor els6 koordindtdja 1, és ekkor a két vektor valéban 45°-o0s szdget zar be.

BB Az adott vektorokkal egyirdnyu egységnyi hosszi vektorok rombuszt feszitenek ki, igy dsszegiik
a két vektor szogfelezGjének irdnydba mutat. A keresett vektor tehat igy dllithaté el6:

—

. d b
V=—+=.
lal |l
a 12 b 4
Mivel % koordinatai (—; i) és @ koordinatai (—; —é) ezért a két vektor szogfelez§jének
lal 13713/ |p] 575

irdnydba mutatd vektor:
2
65" 65
€D Mivel az OA, illetve OB vektorok skaldris szorzata:
OA-OB=-12-14+7-24=0,

a két vektor merdleges egymadsra, tehit az OAB haromszog derékszogu.

Egy derékszogl haromszog beirt korének sugarat kiszamithatjuk az r = atb-c Osszefiiggés
alapjén, ahol a, b a befogok, és ¢ az atfogd hosszat jeloli. 2
A befogék hossza:
04l =193 ¢ [0Bl=v772=2-193.
Az 4tfogd hossza:
[AB|= J5-193 = /965.
A beirt kor sugara tehat:
r:—<3_\/§2)'m ~531.
A haromszog koré irt kor sugara Thalész tételének értelmében az atfogé fele, vagyis:
@ =15,53.

BB Két vektor akkor és csak akkor zar be tompaszdget, ha a két vektor skaldris szorzata negativ:
(2-2p)-(x+1)+x2-(5-p)<0.
Keressiik p valos paraméter értékét ugy, hogy a
G-p)x2+2-2p)-x+2-2p)<0
egyenl6tlenség minden valés x-re fenndlljon.



Ha az egyenlGtlenség els6fokd, akkor p =5, és vizsgdlnunk kell a —8x — 8 < 0 egyenlGtlenséget.
Ez csak x > -1 esetén teljesiil, tehdt p =5 nem felel meg a feladat feltételeinek.

Ha az egyenlGtlenség masodfokd, akkor az
f)=(G=p)-x?+(2-2p)-x+(2-2p)
masodfoku fliggvény csak negativ értékéket vehet fel. Ez akkor teljesiil, ha a fiiggvény fGegyiitt-

hatdja negativ, és a fiiggvénynek nincs zérushelye. Mivel a fiiggvényhez tartozé mdsodfoku
egyenlet diszkrimindnsa:

D=(Q2-2p)-4-(5-p)-(2-2p),
a kovetkezd egyenlGtlenségrendszert kell megoldani:

2-2p)*-4-(5-p)-(2-2p)<0

5—p<0}
Az elsé egyenlbtlenség a kovetkezd alakra hozhaté:
-p%2+10p-9<0,

amelynek megolddsa: p <1 vagy p>9.
A maésodik egyenl6tlenség p > 5 esetén teljesiil.
A két megolddshalmaz metszete: p > 9.
Tehat p > 9 esetén minden valds x értékére az d és b vektor tompaszoget zar be.

Legyen d(ay; a,) és E(bl; b,). Szamitsuk ki a skaldris szorzatukat kétféleképpen:

— 2 2 2 2
al'bl+a2'b2—\/a1 +a2 \/bl +b2 'COS(Z,

ahol o a két vektor dltal bezart szog. Ismert, hogy cos o < 1, igy ebbdl kozvetleniil adédik a bizo-
nyitand6 egyenl6tlenség.

EgyenlGség akkor dll fenn, ha cos o = 1, vagyis a két vektor egyiranyu. Tehat 1étezik olyan 1> 0
valés szam, hogy a; =A-by, és a, = 4-b,.

a) Alkalmazzuk az d(12;5) és E(a; b) vektorokra a Cauchy-Schwarz egyenl6tlenséget. Egyen-
16ség akkor 4ll fenn, ha 12b = 5a > 0.

b) Alkalmazzuk az a(\/7a + 1;V7b + ) 1 1) vektorokra Cauchy-Schwarz egyenlGtlen-
séget, és hasznaljuk ki, hogy a + b =1:

JTa+ 11+ T+ 1-1<(VTa+ 1) + (Vb +1) N2+ 2 =3 42.

Egyenl6ség akkor all fenn, ha a=b = %

Alkalmazzuk az 5@/2@} és b (\/E; Jb ) vektorokra a Cauchy-Schwarz egyenlétlenséget,
a

és végezziink ekvivalens atalakitdsokat:

\/Z\/E+\/§\/BS 2+§.4/a+b,
a b a b

felhaszndlva, hogy a + b="T:
VI3 22
a



Mivel az egyenl6tlenség mindkét oldala pozitiv:

(VZ+3) _2 3

~ < 4=

7 a

S

2
Tehat 2 +% minimalis értéke @
a

A kifejezés a minimadlis értéket olyan a és b értékekre veszi fel, amelyre teljesiil, hogy:

F«/Z:\/g\/a és a+b=17.
a

Az egyenletrendszert megoldva:

7-2 . 713
a:m:7-(£—2) és b_—2_7-(3—J€).

A szinusztétel — megoldasok

A helyesen kitoltott tablazat: o b c o B 7

5¢cm  3,70cm 4,62 cm 73° 45° 62°
1,88m 8,67m Im 12° 74° 94°

3,75dm 4dm 461dm  51° 56° 73°

A helyesen kitoltott tablazat: . b ¢ o B »

9cm 5cm  939cm  70° 31,47°  78,53°
743m 12m 8m 37,30°  102°  40,70°

18dm 19,42dm 120 cm 65° 77,83 37,17°

a) A haromszogben két oldal €s a kisebbikkel szemben levd szog adott, tehdt a hdromszog nem
egyértelmiien meghatdrozott. Legyen a szokdsos jeloléseket haszndlva a =6, b =10 és a =30°
Felirva a szinusztételt:

sinf 10 Gnp=0.8333.
sin30° 6

Innen f értéke hegyes- és tompaszog is lehet:
By =56,44° illetve f,=123,56°.

A szinusztételt ismételten hasznalva a harom-
sz0g szogei és oldalai lehetnek: 6cm  10cm 534cm  30°  123,56° 26,44°

6ecm  10cm 11,98cm  30° 56,44°  93,56°

b) Hasonldan az el6z6 részhez a hdromszog sz6-

b
gei és oldalai lehetnek: g c o B ¥

6 cm 10cm 14,33cm  20° 34,75° 125,25°

6 cm 10cm 4,47 cm 20° 145,25°  14,75°



a) Az a+ b =12 cm Osszefliggésbll a = 12 — b. A szinusztételt haszndlva:
sin42,8° 12-b

sin72,5° b
A b oldalra igy adodik:
_12-sin72,5°
" sin42,8° + sin72,5°

= 7,00.
A szinusztételt ismételten haszndlva a haromszog oldalai:

5,00cm, 7,00cm és 6,65 cm.

b) A hdromszog oldalai:
17,28 cm, 30,72 cm és 24,89 cm.

A szinusztételt haszndlva a haromszog oldalai:
a) 146,86 cm, 92,86 cm és 160,57 cm;
b) 43,18 cm, 13,18 cm és 50,16 cm.

A szinusztétel segitségével a hairomszog oldalaira kapjuk:
38,5cm, 32,0cm és 29,5 cm.

A haromszog oldalai:
12,89 cm, 17,36 cm és 19,75 cm.

A 2a+ b = c egyenlGség mindkét oldalét osztva c-vel, majd haszndlva a szinusztételt adddik, hogy
igaz az allités.

A paralelogramma oldalai: 10,59 cm és 8,23 cm.

a) 11663 N és 8431 N;
b) 8595N és 26,47 N.

a) 25,55 cm?;
b) 4153,51 cm?.

Egy hdromszog teriiletét a szokdsos jeloléssel szamithatjuk a kovetkezd képlettel:

2.5inB -si . si
79 sm{S siny = ?T SlI'lOC‘
2-sinx sinf3 - siny

a) A hdaromszog szogei 50° 82° és 48° igy az egyes oldalak::

g ] .2T-sm50 ~ 14,64, b= / .2T'sm82 ~ 18,93,
sin82° - sin48° sin50° - sin48°
o ] 2T -sin48 ~14.21.
sin 50° - sin82°

14,64 cm, 18,93 cm és 14,21 cm.

A hiromszog oldalai tehat:

b) Hasonl6an a hdromszog oldalaira kapjuk:
12,31 cm, 18,20cm és 17,51 cm.
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Az ABC hédromszog harmadik szoge 66°54°. A hdromszog AB
és AC oldaldra felirva a szinusztételt:

AB _sin47°24’
172 sin66°54°
Az AB tavolsag 137,64 m.

AB =137,64.

A 172 m C

A paralelogramma 22,4 cm-es atldja a paralelogramma oldalaival
olyan hdromszoget hatdroz meg, amelynek szdgei 37° 79° és 64°.
Ebben a hidromszogben felirva a szinusztételt adddik, hogy
a=24,46 és b=15,00.

A paralelogramma oldalai:

2446 cm és 15,00 cm.

Vegyiik fel az ABCD trapéz hosszabbik AB alapjdn az E pontot
ugy, hogy az AECD négyszog paralelogramma legyen. Ekkor:
EB=44-23=21cm,

CEB< =57° EBCX=41° és BCE<=82°

B
Az EBC hiromszdgnek ismerjiik egy oldaldt és a szogeit, igy 44 cm
a szinusztétellel a b és d oldalak hosszat kiszdmithatjuk:
b _SinST 0y ST g 70,
21 sin82° sin 82°
4 _sindl® o A s
21 sin82° sin82°

a) A trapéz szdrainak hossza:
17,79 cm és 13,91 cm.

b) A teriilet meghatdrozdsdhoz szamoljuk a trapéz magassagat:

m=b-sin41°= 11,67.
A trapéz teriilete:

_11,67-(44 +23)

T =390,95 cm2

A széban forgd ABCD trapéz hosszabbik AB alapjan vegyiik fel
az E pontot tgy, hogy az AECD négyszog paralelogramma legyen.

Az EBC hiaromszogben igy ismert két oldal, €s a hosszabbikkal
szemben lev§ szog. Szinusztétellel B és EB oldal szamithato:

sinfp _16 B=4376° = y=64,24°%
sin72° 22

EB _ M EB ~20.83.

22 sin72°

a) A trapéz rovidebb alapja:
AB - EB=30-20,83=9,17 cm.

b) Mivel a trapéz egy szdron nyugvo szdgeinek dsszege 180° a trapéz szogei rendre:
72° 43,76° 136,24° és 108"
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EEIB Ahhoz, hogy a csénak a kikotSbe érjen, a csonak és a foly6 sebes-

3317

3318

ségvektoranak 0sszege a folyo partjdval 50°-os szoget kell hogy
bezarjon. A két vektort a haromszogszabdly szerint dsszeadva,
a vektorok egy olyan haromszoget alkotnak, amelynek két oldala
4, illetve 0,8 egység, és a 4 egységnyi oldallal szemben levd
sz0g 50° Feladatunk az, hogy szinusztétellel meghatarozzuk
a 0,8 egységnyi oldallal szemben levd o szoget:

sinoe 0,8

sin50° 4
Tehat a cél irdnyatdl 8,81°-kal kell eltérniink a folyési irdnnyal
ellentétesen.

= «a=3838I°

Az ABCDE szabdlyos 6tszog minden szoge 108°. A beirt IFGH D
négyzet oldala 25 cm. &,
A GFC hiromszbgben: H 6 36~ G
GFC¥ =108°-90°= 18" 25 ¢m d
. . . E 1089 C

Felirva a szinusztételt:

X _ s.in18" —  x=8.12. 25cm 25cm

25 sinl08° -
A HGD egyenl§ szari haromszogbdl: / 108 -

y=123 545 g s
c0s36°

Az 6tszog oldala: x +y =23,57 cm.

Alakitsuk 4t a sin®a + sin? B = sin?y egyenlGséget:

) 2
Sin-o Sin
+ ﬂ:l.

sin?y  sin?y
(Haromszogrdl 1évén szd, siny nem lehet 0.)
A szinusztétel értelmében ez utobbi egyenl§ség igy is irhato:
2 32
a= b
4+ =1 = a?+b?r=c2

2 c?

Ha egy haromszdgben két oldal hosszdnak négyzetdsszege egyenl a harmadik oldal négyzetével,
akkor a Pitagorasz-tétel megforditdsa alapjan a haromszog derékszogd.

Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, a Pitagorasz-tétel értelmében az allitds megforditasa is
igaz.

Tudjuk, hogy egy hdromszogben tompaszog vagy derékszog csak a legnagyobb oldallal szemben
lehet, ezért ha van a feltételeknek megfelel6 haromszog, akkor a 10 cm-es oldallal szemben levg

o szOg csak hegyesszog lehet.

Legyen a 23 cm-es oldallal szemben levs szog . Felirva a haromszogben a szinusztételt:
_s?nﬁ = 23 = sinfi= 23, sina.
sinag 10 10

Mivel sinf értéke legfeljebb 1 lehet, ahhoz, hogy létezzen ilyen hdromszog sziikséges, hogy

% -sina <1 teljesiiljon.
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a) Ha

3 . . 10
—-sina<l = sina<—,
10 23

amibdl o <25,77°.

Ekkor a hdromszogben két oldal és a kisebbikkel szemben
levd szog adott, tehat két ilyen haromszog 1étezik.

b) Ha

. . 10
—-sina=1 = sino=—,
10 23

amibdl o = 25,77°.
Ekkor egy, a feltételeknek megfelel§ hdromszog van.

¢) Nincs a feltételeknek megfelel6 haromszog, ha sin 8 értéke
1-nél nagyobb vagy o tompaszog, vagyis ha o > 25,77°.

a) Az orszagiton az A pont feldl haladjunk a D pont felé.

A gyalogit mentén 1évé épiiletek helyét jelolje B és C.
Az ABD hiromszogben:
ADBX =180°-110° = 70°,
ABD¥ =180° - 70° - 30° = 80°.
A haromszogben felirva a szinusztételt:
£2s1n70° N AB:SOO-S%H7OO.
300 sin80° sin80°
Az ACD haromszogben:
ADC< = 180° - 80° = 100°,
ACD< = 180° - 100° — 30° = 50°.

A hdromszogben felirva a szinusztételt:

£:sm100 N AC=3OO-Sm100 .

300  sin50° sin50°
A két épiilet

BC =300 31 _ 30 SINT0" _g9 45 1y

sin 50° sin80°
tdvolsdgra van egymastol.
b) A gazda a megadott sebességgel
r=2242 _ 66,28
1,5

mdsodperc alatt teszi meg az utat.
Ez id§ alatt a kutyédja altal megtett ut:
§=60,28-6=397,68 m.



A koszinusztétel — megoldasok
A helyesen kitoltott tdblazat: 7 b c o B v
a) A hdromszog legnagyobb szoge: 102,64°. gem  8cm  979cm 5984° 5016°  70°

b) A hdromszog legkisebb szdge: 26,05° 712m 124m  83m 110" 428 2741°

A két mutaté végpontja 12,49 cm tdvolsagra
van egymastol.

18dm 17,7dm 120cm 71,70° 69° 39,30°
A paralelogramma atléi 66,80 cm és 90,98 cm hosszudak.

A két er$ ereddje 46,30 N.

A paralelogramma oldalai 10,92 cm és 21,42 cm.

a) A paralelogramma madsik oldala 20 cm.
b) A paralelogramma 4tléi 14,32 cm és 26,89 cm hosszuiak.

3 6ra 40 perc mulva a két hajo 208,03 km-re lesz egymadstol.

Koszinusztétellel szamithaté a PQ tdvolsdg: 2,33 km. A vitorlds dtlagsebessége:

p= 2o KM g ggkm
0.6 h h

EEFE) Az AC oldal hossza legyen x. Felirva a koszinusztételt:
100 = x? + (3x)2 =2 -x-(3x)-cos 54° = x=393.
A hdromszog hidnyz6 oldalainak hossza:
393cm és 11,79 cm.

EEED) Szamitsuk ki a hirok mésik végpontjait 6sszekots hir i hosz-
szat koszinusztétellel:
h?=4524+122-2-45-12-cos42° = h=36,9.
Egy kor sugara, hirjanak hossza és a hurhoz tartozé keriileti
sz0g kozotti osszefliggés alapjan a kor R sugara: 0
h 3696
2-sine 2-sin42°

A kor sugara tehat 27,62 cm.

R=

= 27,62.

EEER) A biliardgoly6 iikozésig megtett ttja:
10

- =~ 18,36 cm.
sin33°
Utkozés utdn a megdlldsig
- 15 =~ 27,54 cm
sin33°

utat tesz még meg, mivel a beesés szoge egyenld a visszaverddés szogével.
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A két it egymadssal bezart szoge:
180°-2-33°=114°
A bilidrdgoly6 két helyzete kozti d tdvolsdgot koszinusztétellel szdmolhatjuk:
d?>=18,36>+27,54>-2-18,36-27,54-cos 114° = d=38,82.
A goly6 két helyzete kozti tdvolsdg 38,82 cm.

EEEB A kismutaté hosszat jelolje k, a nagymutatéét n. Szdmoljunk deciméterekben.
9 d6rakor a mutatdk derékszoget zarnak be, igy hosszukra felirhat6 a Pitagorasz-tétel:
102 = k% + n?.
8 orakor a mutatok 120°-os szoget zarnak be, igy hosszukra felirhaté a koszinusztétel:
122=k%2+n2-2-k-n-cos120°
A masodik egyenletbe k2 + n? értéket beirva:
44
122=102-2-k-n-cos120° = k-n=44 = k=—.
n
Ez utébbi eredményiinket az elsé egyenletbe irjuk be, majd rendezziik az egyenletet:

2
102 = (ﬁj +n?
n

0=n*-100n2 + 1936,

, 1002256
”1,2 = f
A megoldésok: n; = 8,59 és n, = 5,12, amibdl k; = 5,12 és k, = 8,59.
(A megoldésndl figyelembe vettiik, hogy a mutatdk hossza csak pozitiv szdm lehet.)

A kismutat6 hossza 51,2 cm, a nagymutat6é 85,9 cm.

sz

EEEE) Ismeretes, hogy egy haromszdg belss szogfelezbje a szemben 1év6 oldalt a szomszédos oldalak
ardnydban osztja. Ha AB:AC = 3:4, akkor a haromszdg AB oldaldnak hossza legyen 3x, az AC
oldaldnak hossza 4x.

A hdromszog teriiletét felirhatjuk:
24=M = x=2,06.
A haromszogben AB = 6,18 és AC = 8,24.
A hdromszog BC oldalat koszinusztétellel szimolhatjuk: BC = 8,44.
A hiromszog oldalai:
6,18 cm, 8,24cm és 8,44 cm.

EEED) A sasfészek sikra vonatkoz6 merdleges vetiilete 7. Jeldljiik

az ST tavolsagot m-mel. S g
Az ATS derékszogl haromszogbdl: b
_m
~ sinl8°’ (A k
a BTS derékszogli hdromszogbdl: B
BS=—"_ !
sin16°
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Az ABS hiromszogben felirva a koszinusztételt:

2 2
4002=(.’" )+(’" )—2- 08820,
sin18° sin16° sin18° sinl6°

400 - sin18°-sin16°
\/sin216" +sin218° — 2 -sin18°-sin16°-cos82°

Kifejezve m-et:

= 88,65.

A sasfészek megkozelitSleg 89 m magasan van.

A haromszog oldalai legyenek n—1, n és n+ 1 (n>4).

A koszinusztétel segitségével szamoljuk ki a haromszog legnagyobb oldaldval szemben levs o szog
koszinuszat:
n+1)2=n2+mn-12-2-n-(n-1)-cosa,

n—4
coso = ———.
2-(n-1)
Az #41) mindig pozitiv n >4 miatt, tehdt a hdromszog legnagyobb o szogének koszinusza
. n —

pozitiv szam. Ez pedig azt jelenti, hogy az o szdg hegyesszog, vagyis a haromszdg biztosan
hegyesszogd.

Az dbran lathat6 ABCD paralelogramma étléinak metszéspontja O,

az 4tlok 4ltal bezart szog @. Az oldalak hossza a, b, az 4tl6ké 0 = ¢
pedig e, f. \ -7
Mivel a paralelogramma atl6i felezik egymast, az AOD és a DOC
haromszogekben az aldbbi médon felirhatjuk a koszinusztételt:

bzz(f) +(i) —2‘£'i‘COS(p,

2 2 2 2
2 2
212 +(i) —2~£~i~c0s 180° —
¢ (2) 2) 2y g eSS

Mivel cos ¢ =—cos(180° — ¢), a két egyenletet Osszeadva adddik:
2 2
a2+b2:2~(§)+2~(§) =  2a*+2b%=e>+ f2
Tehét egy paralelogramma atldinak négyzetosszege egyenld az oldalaik négyzetdsszegével.

Ismeretes, hogy egy haromszog teriiletét a T = MTSIM képlet alapjan is szamolhatjuk.

A teriiletbdl a két adott oldal dltal kbzbezart y szog szinuszdra kapunk értéket:
2-18000
ny=————=
250-180
amibdl y; = 53,13° és y, = 126,87°.
Tehét a telek y szoge lehet hegyesszog vagy tompaszog.

EAag]

Ha y hegyesszog, a telek harmadik oldala a koszinusztételbdl: 202,24 m.
Ha y tompaszog, a telek harmadik oldala a koszinusztételbSl: 385,88 m.



MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

e

a) Gy6z6nek nincs igaza.

b) A hdaromszog teriiletét szamithatjuk a beirt korének r sugaraval:

a+b+c 2T
e = r=

T=r =,
a+b+c

A beirt kor sugara y hegyesszog esetén: r = 56,94 m, y tompaszdg esetén: r = 44,12 m.
Nem biztos, hogy elfér a telken egy 50 m sugard kor alakd delfindrium.

EEED) A hdromszog oldalainak hossza a szokdsos jeloléssel legyen a, b
és c. A szogfelezGtétel alapjan a C csicsndl 1év6 szog szog-
felezGje a szemkozti ¢ oldalt egy olyan D pontban metszi,
amelyre igaz, hogy:
ap_b
DB a

Legyen CB=a és CA =b.

Egy szakasz osztépontjdba mutat6 vektor képlete alapjan:

—— b-d+a-b

CD=""",
a+b
N2
|@|2— b-d+a-b| 2a%h*+2a?h>-cosy
a+b (a+b)?
Mivel a koszinusztétel alapjan:
. a?+b? - c?
cosy =———,
2ab
ezért:
2 2 2
22 422, G-t b7 =
|@|2=2ab +2ab 2ab =ab-(2ab+a2+b2_cz)=
(a + b)? (a+b)?
_ab-((a+b)?-c?)

(a+ b)?

Szorzatta alakitva és haszndlva az s = %IH‘C jelolést adodik, hogy:

a+b+c a+b-c

|@|2—”b‘((a+b)2—02)_4ab' 2 2
B (a+ b)> B (a+ b)>
4ab
=(a+b)2-s-(s—c).

Tehdt a C csticsbdl induld belss szogfelezd hossza:
CD=L-«/ab-s-(s—c).
a+b

Hasonldan az A, illetve a B csticsbol induld szogfelezGk hossza:

L- bc-s-(s—a) illetve L-,/ac-s-(s—b).
a+c

b+c



A helyesen kitoltott tablazat:

Trigonometrikus dsszefiiggések alkalmazasai — megoldasok

a b c o B 4

A masik oldal 12 cm, a masik atlé 25,25 cm 6 cm 9cm  12cm  28.96° 4657° 10447°
hosszu.

a) Az a+ b vektor hossza: 9,06 cm.
b) Az d— b vektor hossza: 8,23 cm.

125dm 63dm 98dm 99,57° 29,80° 50,63°
51dm 420cm 2m 105,08 52,67° 22,25°

¢) Az ered§ vektor az d vektorral 52,2°-ot, a b vektorral 31,8°-ot zar be.

A sulyvonalak hossza: 9,18 cm, 13,89 cm és 13,20 cm.

A hdromszog hidnyz6 oldalainak hossza 9 cm és 12 cm, a veliik szemben 1évS szogek pedig
48°33” és 88°46’.

EEID) A hdromszog két hidnyzo oldala legyen x és x + 6. Felirva a koszinusztételt:

122 = x2 + (x + 6)2 = 2x - (x + 6) - cos 60°,
0=x2+6x-108.

Az egyenlet pozitiv megoldasa: x = 7,82.

A haromszog hidnyz6 oldalai: 7,82 cm és 13,82 cm.

z

A hdromszog tobbi szogeit szinusztétellel szdmolva: 34,36° és 85,64

EEfH A paralelogramma oldalainak hossza legyen a és b, az éltaluk bezart szog 60°. A szdggel szemben

1év{ atlé hossza e =23 cm, a mésik atl6 hossza f.

a) Az a, b és e oldali haromszogben felirva a koszinusztételt:

232=a?+b*>-2-a-b-cos60°
A feladat szerint a + b =30, amib6l a =30 — b. Ezek alapjan b-re a kdvetkezd egyenletet kapjuk:
232 =30 - b)> +b*>—2-(30 —b)- b - cos60°,
0=3b>-90b +371.

A masodfoku egyenlet megolddsai: b = 25,07 cm és b, = 4,93 cm. A hozza tartozd a értékek:
a; =493 cm és a, = 25,07 cm.

A paralelogramma oldalainak hossza 25,07 cm és 4,93 cm.

b) A paralelogramma madsik f atl6janak hossza a koszinusztétel alapjan:

B Az ABC hiromszoégben AB =12, BACX = 30°.

f= \/25,072 +4,932 -2.25,07 4,93 - cos120° = 27,86 cm.

. @
a) Ismeretes, hogy egy hdromszog teriiletét a T = b-c sina
2 &
képlet alapjan is szdmolhatjuk. Ez alapjan a haromszogben 32
az AC oldal hossza: 22,43
__ 29 . _ )
T 12-sin30° A 12 B

A BC oldal hossza a koszinusztétellel hatdrozhat6é meg:
BC =122 +322-2-12-32c0s30° = 22,43.

A hdromszog hidnyz6 két oldaldnak hossza 32 cm és 22,43 cm.




b) Ahdromszog C csucsndl levs szogét a szinusztétellel szdmolhatjuk:

siny _ 12 Gnyssinde 2 o y=1552°
§in30° 22,43 22,43

(A hdromszbgben a legkisebb oldallal szemben levé szoget szamoltuk, vy csak hegyesszog lehet.)
A haromszog hidnyzo két szoge 15,52° és 134,48°.

skLyl Ismeretes, hogy egy haromszog teriiletet a 4oy eplet alapjan szamolhatjuk. A tertiletbo
3347 1 h h4 0 iletéta T ab; J/k’l lapja imolhatjuk. A teriiletbdl

a két adott oldal 4ltal kdzbezdrt y szog szinuszdra kapunk értéket:

. 2-30,64 o 4 1200

siny 210 0,766 =y =50° és y, = 130"

Tehdt két haromszog is megfelel a feladat feltéte-

leinek. Két oldal és a kozbezart szog segitségé-

vel a koszinusztétellel szamithatjuk a hgromszog ~~ 8¢m  10em  7,82cm  5160° 7840°  50°

harmadik oldalét, majd a szinusztételt haszndlva 8cm  10cm 1634cm 22040 27.96°  130°
egy masik szogét.

a b c a B Y

A megoldasokat a tdblazat tartalmazza.

2z 2

A haromszog oldalainak hossza a szokdsos jelolésekkel: a =43 cm, b =52 cm és a kett§ altal
bezart szog: v = 38°.
A hdromszog harmadik oldaldnak hosszat a koszinusztétellel szimolhatjuk:
c=+/432 +522 - 2.43-52 - c0s38° ~ 32,08 cm.
A haromszog ¢ oldaldhoz tartozé sulyvonal hossza:
5= V242 +22b2 —c? _ J2-432 42 -2522 - 32,082

=~ 44,94 cm.

A hdromszog oldalainak hossza a szokdsos jelolésekkel: a = 16 cm, b = 8 cm, valamint s, =9 cm.
a) A sulyvonal kiszamitisara vonatkozo osszefiiggés alapjan:
e
C 2 ’
amibdl:

c=\2a%+202 —(2-5,)* = 2162 +2-82 —(2-9)? = 17,78 cm.
A harmadik oldal hossza 17,78 cm.
b) Az s., b és % oldali haromszdgben a b oldallal szemben levd szoget kell kiszamitani. Felirva
a koszinusztételt: 2
b*=s2+ (E) ~ 25, < cosd,
2 2

amibdl:

2
2.(C] _p2
% +(2) b ~92+(8,89)? - 82

=0,6001 = §=53,12°
5, € 2:9-8,89

coso =



EEED A mellékelt dbra szerint a kert az ABC hdromszdg, amelyben
BC=12, AC=20 és ACBX=118"

20 @ 12
Az AB oldalt a koszinusztétellel szdmolhatjuk: A
AB>=20%+122-2-20-12-cos 118", =

amib6l AB = 27,74.
a) Akertet 27,74 + 20 + 12 = 59,74 m keritéssel lehet korbekeriteni.
b) Akert teriiletét a C csticsbdl kiindulé sulyvonal felezi. Ennek hosszat az
_ \2a% +2b% - ¢
¢ 2
Osszefiiggés alapjan szdmolhatjuk: s, = 8,92.

P

A Kert teriiletét felezs ut hossza 8,92 m.

EEE) A haromszog oldalainak hossza legyen 6x, 7x és 10x.
a) Irjuk fel a koszinusztételt:
(6x)2 = (7Tx)2 + (10x)2—=2-7x-10x-cose = cosax=0,8071 = «a=36,18°
A szinusztétellel szamolhat6 a 7x hosszusagu oldallal szemko6zti B hegyesszog: 8= 43,53°
A haromszog szogei:
36,18°% 43,53° és 100,29°
b) Egy kor sugara, hirjanak hossza és a hurhoz tartozo keriileti szog kozotti Osszefiiggés alapjan
szdmithatok a haromszog oldalai:
a=2R-sinoc=41,32, b=2R-sinfB=48,21 és c¢=2R-siny=68,87.
A hiromszog oldalai:
41,32 cm, 48,21 cm és 68,87 cm.
c) Legyen a haromszog beirt korének sugara r. A haromszog teriiletét irjuk fel kétféleképpen:
a-b-siny a+b+c a-b-siny
=r- = r=—"
2 2 a+b+c

=12,37.

A beirt kor sugara 12,37 cm.

EEF Az ABCD trapéz AC 4tléja 40 cm.
a) A megadott szogértékek alapjan meghatdrozhaték az ABC

2

haromszog szogei: 50° 100° és 30°

[rjuk fel az ABC hiromszogben a szinusztételt az AB alap
hosszdnak meghatarozasdhoz:

AB _sin100°
40 sin30°
Hasonléan BC oldal hossza is kiszamithat6: BC = 61,28.
Az ACD hiromszogben ugyanigy eljarva: DC = 20,31 és AD = 31,11.
A trapéz oldalai rendre:
78,78 cm, 61,28 cm, 20,31 cm és 31,11 cm.

= AB=T78]78.

b) A BD atlé meghatarozdsdhoz haszndljuk az ABD hiaromszogben a koszinusztételt:
BD?=178,78>+31,112-2-78,78-31,11-cos 80° = BD=79,52.
A trapéz masik atlgja 79,52 cm.
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EEEF) Az dbra szerinti ABC hdromszdgben a szokdsos jelolés mellett
0=34°%c=30és s, = 18.
Az ADC haromszogben a szinusztétellel meghatarozhatjuk az
ACD szoget:
sinACD¥ _ 15
sin 34° 18

2

amib6l ACDX = 27,77°.

(A haromszogben nem a legnagyobb oldallal szemben levé szoget szdmoltuk, igy ACD szog csak
hegyesszog lehet.)

Ujabb szinusztétel segitségével a haromszog b oldaldnak hossza 28,36.
Ezutdn az ABC haromszogben az oldal hosszat a koszinusztétellel szimolhatjuk:
a*=28,362+302-2-28,36-30-cos34° = a=17,13.
A hdromszog B szogét az ABC haromszogben felirt szinusztétellel kaphatjuk meg: = 67,79°.
A hdromszog oldalai teh4t:
30cm, 17,13 cm és 28,36 cm,
a veliik szemben 1év§ szogek pedig:
78,21° 34° és 67,79°

EEE A feltételek szerint a hdromszdgben

a? +b% =296, valamint M =135.
Az a és b oldalak meghatdrozdsdhoz az
a® + b* =296
ab =35
4

egyenletrendszert kell megoldanunk.

A mdsodikbdl kifejezve b-t, majd beirva az elsbe, a kovetkezd mdsodfokira visszavezethetd
negyedfoku egyenletet kapjuk:

a* —296a* + 19600 = 0.
Ennek pozitiv megolddsai: 10 és 14.
Az egyenletrendszert a; = 10, b, = 14, illetve a, = 14, b, = 10 értékek elégitik ki.
A hdromszog harmadik oldaldnak hossza a koszinusztétellel szdmitva 7,32.
A 10 cm-es oldallal szemben levd szogre a szinusztétel alapjan 43,08° adddik.
A hdromszog oldalainak hossza tehat:
10cm, 14cm és 7,32 cm,
a veliik szemben levd szogek pedig rendre:
43,08% 106,92° és 30°

EEF A hiromszogben a szokasos jelolések szerint legyen: a® + b2 = 244 dm?, ¢ =2 - /31 dm és a hirom-
sz0g teriilete: T =30 -+/3 dm?.
A hdromszog teriiletébdl kiindulva:

a-b-siny 2-T
=1 =

a-b=

T —.
2 siny




3357

A haromszog ¢ oldaléra felirjuk a koszinusztételt:

c2=a?+b*-2-a-b-cosy,

c2=az+b2—2-2 T

A feladat feltételeit figyelembe véve:
(2-\/3_1)2:244_M = =60
gy
Innen a 3354. feladat gondolatmenetét kovetve a hdromszog hidnyz6 oldalainak hossza és a veliik

sz

szemben 1év§ szogek nagysaga:
a=10dm, b=12dm és o =51,05% f=68,95°
A PBQ haromszog kiils6 szoge 130° ami egyenlS a nem mellette B

levd két belsd szog Osszegével, ezért PBQ< = 30°. Ebben a harom-
szdgben a szinusztétel:

BQ _sin50°
400 sin30°
Az AQB hiaromszogben a koszinusztétel:
AB? =600 +612,84> —2-600-612,84 -cos 100° = AB=929,13.
Az A és B pontok tavolsdga 929,13 m.

= BQ=~612,84.

Jelolje az épiilet tetejét C, a labat D pont, AD =24, AB = 28.
a) Az ABC haromszog ACB szbge 16° A szinusztétel alapjan:
AC _sinl9°
28 sinl6°
Az ADC haromszogben a koszinusztétel alapjan:
CD? =242 + 33,072 - 2-24-33,07 - cos 35°,
amibdl CD = 19,22.
Az épiilet magassdga tehat 19,22 m.

AC =33,07.

b) Az ADC hiaromszogben ADC tompaszog a szinusztétellel megadhaté: ADC< = 99,29°,
Mivel ADC szbg a DEB haromszog kiilsé szoge, a lejtd o hajlasszogére igaz, hogy:
90°+ a=99,29° = o =9,29°
A lejt6 hajlasszoge 9,29°
A vaddszlesen V pontban tartézkodunk, ennek a sikra vonatkozé mer6leges vetiilete 7. A réka
helyét jelolje R, a nyul helyét N pont. VT =12.
A VTR derékszogli haromszogbdl:

VR=_12 X

" sin28°°
a VIN derékszogl haromszogbdl: 'i Q
12 A
= . N
sin42° A



Az RVN héaromszogben felirva a koszinusztételt:

2 2
RN2=( 7 )+( v o]—Z 2 12 35 = RN=1497.

sin 28° sin42 . sin28° sin42°
A roka és a nyul tdvolsdga tehat 14,97 méter.
A nyul a rekettyésig az 50 m tdvolsdgot
t= S @ = 6,25 masodperc,
v
mig a roka a rekettyésig az 50 + 14,96 = 64,96 m tdvolsagot
=3 64,9 = 6,5 masodperc
v 10
alatt teszi meg.

A rékdnak hosszabb id§ kell a tdvolsdg megtételéig, tehdt a réka a rekettyésig nem éri utol a nyulat.

EEE) Az ABC héromszoég AB oldaldhoz és a BCD haromszog DC
oldaldhoz tartoz6 magassagok egyenld hosszaak, tehat a harom-

szogek teriiletének aranyabol kovetkezik, hogy é—g = %

Legyen a trapéz AB alapja 5x, DC alapja 3x hosszisagi. Mivel
az ABD hédromszog szabdlyos, a BDC haromszdgben BD = 5x
és BDC¥ = 60°. Ez utébbi hdromszogben két oldal és a kozbe-
zart szog segitségével felirhatjuk a koszinusztételt:
BC?=(5x)> + (3x)> = 2-5x -3x - cos60° = BC=+19-x.
A szinusztétel segitségével szdmithaté DBC:
sinDBCL _ 3x
sin 60° V19 - x

A trapéz szogei rendre: 60°, 96,59° 83,41° és 120°

A trapéz oldalait a teriilete segitségével hatdrozhatjuk meg. A trapéz magassiga a szabdlyos harom-

5x-/3

19 - x

= DBC<=36,59°

sz0g magassaga:

(5x +3x)- RA 2\5 100
1000 = = =, [— =17,60.
2 N

A trapéz alapjai 22,80 cm és 38,00 cm, a szdrai 33,13 cm €s 38,00 cm hosszuak.

EEf) a) Az ABC és ADC szdgek ugyanazon ivhez tartozé keriileti
szogek, tehat ADC = 60°.

Mivel BCD< =90° —40°=50° és a BCD és BAD szdgek
ugyanazon ivhez tartoz6 keriileti szogek, BAD< = 50°.

Az ADC haromszog szogei: 40° 80° és 60°.

b) Az ABC hidromszog egy fél szabdlyos haromszog, amelynek
atfogdja 20 cm, tehdt hosszabb AC befogéja:

20-/3
2

=10-/3=17,32.



Az ADC hdromszdgben a szinusztétel:
DA sin40°
10-v/3  sin60°
Hasonléan adédik, hogy DC = 19,70.
Az ADC haromszog oldalai: 17,32 cm, 12,86 cm és 19,70 cm.

= DA =12,86.

B3 A virdgdgyasok koreinek A, B és C kozéppontjait 6sszekotd

szakaszok hosszai a megfeleld korok sugarainak osszege:
AB=8+9=17, BC=9+10=19 é AC=10+8=18.
Ennek a haromszognek az o sz6gét meghatarozhatjuk a koszinusz-
tétellel:
192=17>+182-2-17-18-cosax = o = 65,68°.

A szinusztétellel meghatdrozhaté a 3 szog:

_sinf 18 g 50690 = y~s463°

sin65,68° 19
(B tompaszog nem lehet, mert nem a legnagyobb oldallal szemben van.)

A z061d szind teriiletet kell kiszdmitanunk. Ehhez hatdrozzuk meg a hdromszog és a harom korcikk
tertiletét:

17-18-5in65,68°

Ty BC haromszog = > =139,42,
Ty xoreikk = % = 36,60,
Tﬁ kércikk = % =42.17,
Tykércikk = 102;[6—0504630 = 47,65.

Vonjuk ki a hdromszog teriiletébdl a harom korcikk teriiletét:

T'= Ty haromszog — Torkoreikk = 1 prorcikk — Ty korcikk = 12,94
12,94 m? teriiletet bevetéséhez 12,94 -8 = 103,52 dkg flimag kell.
Tehat a tertilet fiivesitéséhez megkozelitleg 1035 g flimag sziikséges.

Az ABCD hirnégyzet oldalainak hossza AB =40, BC =52,
CD =68 és AD = 60.

A hurnégyszogek tétele alapjan:
ha ABCX= = CDA<=180°-p.
Irjuk fel a koszinusztételt az ABC, illetve ACD haromszdgekben:
AC? =402 +52%-2-40-52-cos 3,
AC? = 68% + 60> —2-68-60 - cos(180° — f).
A miveleteket elvégezve:
AC? = 4304 — 4160 - cos f3,
AC? =8224 — 8160 - cos(180° — ).
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A két egyenlet bal oldaldnak egyenl&ségébdl:

4304 — 4160 - cos B = 8224 — 8160 - cos (180° — B).
Mivel cos 3 =—cos(180° - f):
0sf = 4304 — 8224

_ R osst B =~ 108,55
4160 + 8160

Hasonloan felirva az ABD, illetve BCD haromszogekben a koszinusztételt, azt kapjuk, hogy a négy-
szdg C csticsdndl levs szoge 79,67°.

Mivel egy hirnégyszog szemben levd szogeinek 0sszege 180° az ABCD négyszog szdgei rendre:
100,33 108,55° 79,67° 7T1,45°

BB A koszinusztétel alapjan:

a’l+c?2-p? a’+ b2 -2
cosf=——— és cosy=——.
2ac 2ab
Ezt beirva a

b+c
cosf +cosy =

Osszefiiggésbe, majd ekvivalens atalakitdsokat végezve:
a® +c? - b? +a2+b2—c2_b+c
2ac 2ab a

b-(a2+c2—bz)+c-(a2+b2—c2)=2bc~(b+c),

’

ba? + bc? — b3 + ca® + cb? — 3 =2bc - (b + ¢),
a?-(b+c)+be-(b+c)— (b3 +c3) =2bc- (b +o0),
a®-(b+c)—(b+c)- (b2 =bc+c2)=be-(b+o).

Ez utébbi egyenletet b + ¢ # 0-val osztva, majd rendezve, a® = b? + ¢? alakhoz jutunk.

Mivel ekvivalens 4dtalakitdsokat végeztiink, a Pitagorasz-tétel megforditdsa alapjan a hdromszog
derékszogd, és az ,,a” oldal a haromszog atfogoja.

Osszegzési képletek — megoldasok

B Alkalmazzuk az addici6s tételeket:
a) —sino, —cos;

b) cosa, —sinc;

V2 V2

) 2
¢) —-cosot —— -sin@, — -cosa + — - sinq;
2 2 2 2

3 1 . 1 3 .
d) ———-cosa ——-sina, ——-cosa +— -sina;
2 2 2 2

1 N 3 1.
e) —+COSO{+—-SIno, ———-COSO + —-SInc.
2 2 2 2



B Alkalmazzuk az addiciés tételeket:

a) sin36° - c0s24° + cos36° - sin 24° = sin(36° + 24°) = sin 60° =

b) sin96° - cos36° — cos96° - sin36° = sin(96° — 36°) =sin60° = —;

¢) cos125°-co0s25° —sin125° - sin25° = cos(125° + 25°) = cos150° = —?;

d) cos104° - cos44° + sin104° - sin44° = cos(104° — 44°) = cos 60° = %

Alkalmazzuk az addiciés tételeket:

a) cos(150° + o) + cos(60° — ¢) — sin (30° + o) — sin(120° — o) = —sinot — +/3 - cos;

b) sin(45° + o) — cos(30° — &) — cos(45° — o) + sin(60° + ) = 0;

c) sin?(B + a) — sin?(B — a) =4 -sinfB-sina-cosB-cosa=2-sina-coser-2-sinfB-cosf =
sin2¢ - sin2f3;
cos?(B + a) — cos?(B — a) =—4-sinB-sino-cos B-cosa =—2-sino-coser-2-sinfB-cos f=
—sin2q - sin23;

d) 1.

Az 0sszegzési képleteket haszndljuk o és o+ B szogekre:

a) sino-sin(a+ ) + cosa-cos(o+ ) =cos(o+ B)-coso+ sin(o + B)-sino =
=cos((a+ B) — a) = cos B.

A b), c) és d) részeknél hasonldan jarhatunk el.

a) sin15° =sin(45° — 30°) = sin45° - cos 30° — cos45° - sin30° = Jo ; \/E', cos15° = P2 Z \/6‘;
b) Sin75°=@, cos75°=@;

c) sin105°:@, coleS"z@;

d) sinl65°:@, cosl65°:—@;

e) sin345° = @, c0s345° = @

Alkalmazzuk a sin o % sin f3, illetve cos o % cos 3 szorzatta alakitasara vonatkozé azonossagokat:
105°+15° . 105°—15° 1 V2 2
S -sin =2.—- = ;

a) sin105° —sin15°=2-co L Ye N2
2 2 2 2

B

b) sin105° +sin15° = %;

¢) cos105° —cos15° = _g;
2
d) cos105° + cos15° = -
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sin40° - cos10° + cos40° - sin10° _ sin(40° +10°) _ sin 50° —1

tg40°- cos10° +sin10° = =
cos40° cos40° cos40°

Mivel a hdromszog két szogének a szamtani kozepe a harmadik szogével egyenld, a szogeit jelol-
hetjikk igy: o — ¢, a, a + ¢.
A feladat feltétele szerint:

. . . V3 +6
sin(a — @) + sino + sin(a + @) = T
A haromszog belsd szogeinek 0sszege 180° tehat a = 60°:
sin60°-cos @ — cos60° - sin @ + sin 60° + sin 60° - cos @ + cos60° - sin @ = @,
V3 V3 _3+46
2-—-cosSQp+—=—"-—,
2 2 2
cosQ = V2
9 5

A @ sz0g hegyesszog, tehat ¢ = 45°

z

A hdromszog szogei: 15° 60° és 105°.

A merGleges vetiiletek hossza nem valtozik, ha az egyenest
onmagdval parhuzamosan eltoljuk. A mellékelt dbrat tekintve
az egyenes haladjon at az ABC haromszdg A cstcsén, és az AB
oldallal zarjon be o szoget.

A vetiiletek nagysaga:
AB’ =10 - cosc,
C’B’=10-cos(60° — ),
AC’ =10 - cos(60° + ).
Ezek négyzetosszege:
AB?2 + B'C’? + C'A? = 10% - (cos? o + cos?(60° — o) + cos>(60° + a)).
Haszndlva az addicids tételt:

>~
) i
W |---

2
cos2(60° — o) = l-cosoc+£-sinoc =l-cosza +—3-cosa-sin(x+§-sin2a,
2 2 4 2 4
2
cos2(60° + o) = l-cosoc—ﬁ-sinoc :l-cosza —ﬁ-cosa-sina+§-sin2a.
2 2 4 2 4

Tehat:

1
AB2+ B C2+CA2=10%- (cos%c + zcosza +%-sin2aj = % -(cos?a + sin? ) =%.

A vetiiletek négyzetosszege o szogtdl fliggetleniil % =150 cm?

Alakitsuk 4t az addicios tétel segitségével a sinx + cosx kifejezést:

. 1 . 1 . T
f(x)_s1nx+cosx—ﬁ'(ﬁ~smx+ﬁ-cosx)—\/§~sm (x+zj.
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Mivel a sin (x + E) minimalis értéke —1, maximalis értéke 1:
—x/ESf(x):ﬁ~sin(x+§)S\/§.

Az f(x) fiiggvény minimuma —+/2, maximuma /2.
Minimalis értékét azokon a helyeken veszi fel, ahol

sin (x + %) =_1, vagyis x= %” + 2k, ahol k € Z.
Maximalis értékét azokon a helyeken veszi fel, ahol

sin(x+%]:l, vagyis x:%+2k7t, ahol k e Z.

Ha egy derékszogli haromszog atfogdja 20 cm €s egyik hegyesszoge o, akkor a befogdi 20 - sino
és 20-cosa. A hdaromszog keriilete:

k=20+20-sino+ 20-coso =20- (1 + sin o + cos ).
A 3373. feladat alapjan a keriilet maximalis értéke: 20 - (1++/2).

Ezt a maximdlis értéket akkor veszi fel, ha o =45° vagyis ha a haromszog egyenld szaru derék-
sz0gl haromszog.

Alakitsuk 4t a fliggvény hozzdrendelési szabalyat:

f(x)=a-sinx +b-cosx =a? + b> -(ﬁ-smx+ﬁ-cosx).

Mivel négyzetosszege 1, 1étezik olyan ¢ szog, hogy:

és
\/a2+b2 \/112+b2

a
Na? + b?

Az addicids tétel alapjan:

. b .
=cosQp € ————=singQ.

Na? + b?

fx) =a?+ b? -sin(x + ).
Mivel a szinuszfiiggvény minimadlis értéke —1, maximalis értéke 1, az f(x) fliggvény minimuma
—va? + b%, maximuma a2 + b2.
Minimalis értékét ott veszi fel, ahol sin(x + ¢) =—1, maximadlis értékét pedig ott, ahol sin(x + ¢) = 1.

Mivel a? + b? = 1, létezik olyan x szog, hogy a =sinx és b = cos x. Elég tehdt a sin’x + sinx-cos x
kifejezés széls6értékeit keresni.

A 3373. feladat alapjan:

sin? x + sin x - cosx = sinx - (sin x + cos x) = sinx - /2 - sin (x +Z)=\/§~smx'sm (x +Zj

Két sz0g szinuszanak szorzatdt 6sszeggé alakitva:

\/§~sinx-sin(x+§)=x/§-%-[cos(x+%—x)—cos(x+%+x)}=

1[1 .1 V2 n
=J2 - —|—=—=cos|2x+ —||=— = —-cos |2x + —|.
2 V2 4 2 2 4
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Mivel a cos (Zx + E) minimalis értéke —1, maximalis értéke pedig 1:
ﬂ <sinx +sinx - cosx < ! +2\/§.

1-2 1++2

, maximuma 5

Az a? + ab kifejezés minimuma
A kifejezés a maximalis értékét ott veszi fel, ahol
. 3
cos (Zx + %) =-1, vagyis x= ?ﬂ + km, ahol k e Z.

Ekkor
a=sin (%r + kn), b =cos (3?% + kn).

2 1+ cos2a

Az a és b pontos értékének megadasahoz haszndljuk fel a cos“o = ———— 0Osszefiiggést:

1+cos3—ﬂ I—Q
cos23—ﬂ= 4 _ 2 =2_\/§.

8 2 2 4

Ha k péros, akkor 3 + kr els6 negyedbeli szog:

b=cos(3—ﬂ+k7t)=2;ﬁ,
8 2

. (37: ) \/ 2-2 _2+\2
a=sin|—+kr|=,/1- = .
8 4 2

valamint:

Ha k pératlan, akkor 3 + km harmadik negyedbeli szog:

b = cos (3—n + kﬂ)= —2;\/5,
8 2
valamint:
. (3% ) V2+42
a=sin|—+kr|=-——7T-—7—.
8 2
Az a? + ab kifejezés maximumit a kovetkezd értékek esetén veszi fel:

goN24N2 o 22 _ N2+V2
2 2 2

b b

V22
vagy a ==
2
A kifejezés minimadlis értékét ott veszi fel, ahol
cos (Zx + %j =1, vagyis x= —% + km, ahol k € Z.
Ekkor:
a=sin (—E + kﬂ?), b =cos (—E + kﬂ).
8 8

Az el6z8h6z hasonldé mdédon:

1+cos£ 1+£
cosz(_ﬁ) 27 4 2 _2+\2

=COS“— = = =
8 2 2 4



Ha k péros, akkor —% + krn negyedik negyedbeli szog:
b =cos (—% + kn) = M,

2

a=sin(—%+kﬂ)=—\/l—2+4\/§ =—\/2;\/§.

valamint:

Ha k pératlan, akkor ~Z 4 kn masodik negyedbeli szog:

b:cos(—%+kn’)=—2;\/z

2

a=sin (—£+kn)=2;\/§.
8 2

Az a® + ab kifejezés minimumat a kovetkezd értékek esetén veszi fel:

a:_—\‘z_\/z és b=—\42+\/§ a=—~/2—\/§ és
2 2 2

s

valamint:

__N2+V2
.

vagy b

Mivel hdromszgrdl van szo:
sino = sin((180° = (B + 7)) = sin(B + 7).

smo egyenl@séget ennek figyelembevételével a kovetkezSképpen alakithatjuk 4t:

A 2-cosy= 1
s 2-sinfB-cosy=sin(B+ y).
Alkalmazva az addicios tételeket:
2-sinf3-cosy =sinf-cosy +cosf -siny,
sinf3-cosy —cosf-siny =0,
sin(f-y)=0.

Ez utébbi egyenlGség csak akkor teljesiil, ha f— y = kx, ahol k € Z. Mivel B és y haromszog
szogei, ezért k =0, ami azt jelenti, hogy y = . Tehat a haromszog egyenl§ szaru.

BRI Két szog szinuszdnak és koszinuszanak 6sszegét alakitsuk szorzatta:

sina+sinﬁ:2-sina+ﬁ -cosa;ﬂ és cosa+cosﬁ:2-cosa;ﬂ -cosa;ﬁ.
Ez alapjan a feladatban szerepl§ egyenl@ség a kovetkezSképpen alakithaté at:
2-sina+ﬁ'cosa_ﬂ :2~cosa+ﬂ -cosa_ﬁ,
2 2 2 2
cosa_ﬁ ~(sina+ﬁ —cosa+ﬂ)=0.
2 2 2

Ez utébbi szorzat kétféleképpen lehet 0.
I. Ha cosa_ﬁ =0 a_ﬁ=£+kn, ahol ke Z.

2 2 2

Héromszogrdl 1évén sz0, ez egyetlen k értékre sem teljesiilhet.

II. Ha sina+ﬁ —cosa+ﬁ =0 sina+ﬁ :cosa+B = a+p :£+k7r, ahol ke Z.

2 2 2 2 2 4

Mivel 0°< o+ B < 180°% k=0, vagyis o+ B =90° Tehat a haromszog harmadik szoge 90°,
vagyis derékszogl a haromszog.



Az dsszegzeési képletek alkalmazasai — megoldasok

EEIE) A kétszeres szogekre vonatkozé Osszefiiggések alapjan:

. . cosx . .
a) 2-sin?x - ctgx =2 -sin?x - —— =2 -sinx - cos x = sin 2x;
sin x
sinx .
b) 2-cos’x-tgx=2-cos’x - = sin 2x;
CcoSXx
sin2x 2-sinx-cosx
= > =2-ctgx;
sin“ x sin“ x
cos2x  cos2x sin2x  cos2x sin2x _ cos2x 2-sinx-cosx _

1+cos2x sin2x 1+4cos2x sin2x 2-cos’x sin2x 2.cos2x

1 sinx _ tgx

- tg2x cosx - tg2x’

2 2

COS“ X sin- x
2 .5 cos’x—sin®x cosx-sinx cosx-sinx _ Ctgx —tgx
€) cos2x =cos”x —sin“x =— —— = 5 — = .
COS“ X + SIn“x COS“ X Sin“ x ctgx +tgx
+
CoSXx-sinx cosx-sinx
. Cosx . cosx-(1—2-sinx .
f) ctgx —sin2x = —— —2-sinx-cosx = ( , )=ctgx-(coszx—sm2x):
sin x sin x
=ctgx - cos2x;
sinx cosx sin’x +costx 2 -(sinx + cos?x) 2
g) tgx +ctgx = + = = , =—;
cosx sinx sin x - cOS X 2-sinx-cosx sin2x

h) 4-sinx-cosx-cos2x=2-2-sinx-cosx-cos2x=2-sin2x-cos2x = sin4x;

. [1=cos2x cos?x + sin?x — cos?x + sin?x 2-sin®x | .
i) = = =|sinx|;
2 2 2
. [1+cos2x cos?x + sinx + cos?x — sin?x 2. cos?x
j) = = =|cosxl;
2 2 2

sinx 2-sinx-cosx sin2x sin2x
k) tgx = = 2. o2 2. (a2 2 2 a2y
cosx 2-cosx Ccos“x +cos“x  (sin“x + cos“x) + (COs“x — sin“x)
_sin2x
1+cos2x’
. (m T V2 V2 V2 V2
[) 2-sin|—+x|-cos|——x|=2-|—-cosx+—-sinx|-|—-cosx +—-sinx|=
4 4 2 2 2 2
| . .
=2-5-(sm2x+2-smx-cosx+cos2x):1+sm2x;



A TRIGONOMETRIA ALKALMAZASAI

(ﬂ' ) ) (ﬂ' ) (\/5 1 . ) (\/5 1 . ) 3. cos?x — sin’x
m) cos| =+ x|-sin|=+ x|=|— cosx — —-sinx|-|—-cosx + —-sinx|=——— " =
6 3 2 2 2 2 4

_3.cos?x -sinx —sin’x _ 2-cos’x - sinx + cos’x - sinx — sin’x _

4-sinx 4-sinx

_cosx-(2-sinx-cosx)+sinx - (cos?x — sinx) _ cosx-sin2x +sinx-cos2x _ sin3x

4-.sinx 4-sinx 4-.sinx

EEII) A kétszeres szogekre vonatkozo dsszefiiggések alapjén:
sin2x _ 2-sinx-cosx

= =sinx;
2-Ccosx 2-cosx

b) 2-sinx + cos2x = 2 - sinx + cosZx — sinx = sin?x + cos?x = 1;

2

cos2x _ cos“x — sin?

x _ (cosx +sinx)-(cosx —sinx)

— = - - =COSsX + sinx;
cosx —sinx  cosx —sinx cosx —sinx

1+sin2x _ sin?x + cos®x +2-sinx -cosx _ (sinx + cos x)?

d) — = - - =sinx + CosXx;
sin x + cosx sinx + cosx sinx + cosx
) cos*x —sin*x  (cos?x — sinZx) - (cos2x + sin%x) |
e = - =1;
cos2x cosZx — sin%x

f) Mivel cos (% + x) =sin G - x), a kifejezés egyszertibb alakja:

cos? (% + x) — sin? G — x) —sin2x = —sin2x;

sin?x —sin*x _ sin?x-(1-sin?x) 1
. - N -
sin? 2x 4 .sin’x -cos’x 4
3x+x 3x—x
. . 2-s - COS .
h) sin3x +sinx 2 2 _2-sm2x-cosx_1.
2-cosx -sin2x 2-cosx -sin2x 2-cosx -sin2x
. 3x+x . 3x—x
—2-sin - sin . .
cos3x —cosx _ 2 2 _ —2-sin2x-sinx _ |
2-sinx -sin2x 2 -sinx -sin2x 2-sinx -sin2x ’

EEEE) Az addici6s tételeket haszndlva:
3
tg45° — tg30 3 _3—\/3_2_\/5’

a) tg15° = tg(45° — 30°) = = = =
)te & ) 1+ tg45° - tg30° 1+1_§ 3+3
3

=2+/3;

1

1
ctgls®=——=——
g tgl5° 2-3

b) tg75° =ctg15° =2 +/3,
ctg75°=tg15°=2 /3.



EEEB Az addicids tételeket hasznalva:
2

43 sinx
tgx +tg— 2 +1 . 2
a) tg? (x +£j: 4 :(tngfl] _|cosx _ (smx +cosx) _
Yol tgxotg™| \U-tgx) | SIMXT Rcosx —sinx
4 cos x
_sin2x +cos?x +2-sinx-cosx _ 1+sin2x

2

- . . - . B
sinx + cos?x — 2 -sinx - cosx 1—sin2x

T cosx sinx
P ctgx-ctgr -1 ctex—1 qinx si CoSx — sinx
b) Ctg(x+—J= 4 _clg _Sinx sinx _ _

ctgx+ctg£ _ctgx+1 COSX+Sinx cosx +sinx
4 sinx sinx
_(cosx —sinx)-(cosx —sinx) _ sin’x +cos’x —2-sinx-cosx _1—sin2x
(sin x + cos x) - (cos x — sin x) cosZx — sin®x cos2x
o) 1 B P11  tgx  tgx _ -2-tgx _
l+ctgx 1-ctgx 1+L l—i tgx+1 tgx—1 (tgx+1)-(tgx—1)
tgx tgx
2-t
= gzx = tg2x;
1-tgex
. . cost  sint  cos?t —sin2? cos2 > —sin2*
0 otgd tgfo 2 2_ "2 2_,. 2 2 _
2 T . x X X . X X . X
sin= cos—  cos—-sin— 2-cos= -sin=
2 2 2 2
=2'C?Sx=2-ctgx;
sinx

o loteY (z_xj-t (ﬁ_ ).ct (z_xj-l
1+tgx &4 &4 W '

EEEE) Az addici6s tételeket haszndlva:

th—tgx ’
-4 2
T T 1-tgx
l—tgz[—x) 1+tgx-tg— 1—(]
a) 4 ) 4)  \+tgx)  (1+tgx)?—(1-tgx)?
- 2 2 (I+tgn)?+(1-tgx)?
1+tg2(ﬂ—x) @ x|, [lotex) (revtei-tn
4 1.,_47 1+tgx
1+'[gx-tgE
4
_sinx
4-tgx cosx _ 2-sinx-cosx

5= - =— —— =sin2x;

2+2-tg2x | sinfx  cos’x +sin’x
+

COS2X




T

T
tg—-+1gx tg——tgx
2 2
b) tg&+x)+tg(§—x)— -4 +—4 - =

cos2x 4l 4l
I-tgx-tg— l+tgx-tg—

g g4 g g4

_1+tgx+l—tgx_ 2 _(1+tgx)2+(1—tgx)2_ 2
1-tgx 1+tgx cos2x 1-tg2x cos2x

_2-(1+1tg%x) 2 2-(cos’x +sin’x) 2
- - - 2 )

=0;

1-tg?x  cos2x cos’x —sin>x  cosx — sin’x

+tgi 1-2-sin>-cos>
2 2 2

. 1
1—
c) tg (45" * f). —r. 2 —2
2/ cosx q_ tg~ cos?> —sin2>
2 2 2

X . X 2 X X LX X
cos§+sm— COS*— +sin“— — 2 -sin— - cOS—

X .X 2 X X
COS— —sin— COs“— —8in“—
2 2 2 2

2
X X X X
cos— +sin— €Os— —sin —
2 2 2 2

- x . x
COS— —SIn— (cosx + sinx) . (cosx - sinx)
2 2 2 2 2 2

=1.

B A kétszeres szdgekre vonatkozo Osszefiiggések alapjan:

4,137 4 237 ( . ﬂ)4 ( n)4
a) sin® — — cos* —— =|—sin—| — |cos— | =
12 12 12 12

= (sin2 T cos? lj . (s.in2 T 4 cos? 1) =
12 12 12 12

RNE]
=—-C082- —=——;
12 2
b) c0s20° - cos40° - cos80° = ; (2 -sin20° - c0s20°) - cos40° - cos80° =
2 -sin20°
=————-5in40°-cos40° - cos80° = ; - (2 -sin40° - cos40°) - cos80° =
2 -sin20° 4 -sin20°

=——-5in80°- cos80° = ; -sin160° = l
4 -sin20° 8 -sin20° 8

BB A két adott kifejezést dtirhatjuk:
A=log,0,5 sinx — log, 2-sinx = _gin x,
B=+/1-sin%?x =|cosx|.
a) —1 < —sinx < 1, tehat A minimalis értéke —1, maximalis értéke 1.

b) 0<|cosx| <1, tehat B minimalis értéke 0, maximalis értéke 1.



¢) A+ B =—sinx +|cosx| lehet:

A+ B=—sinx+cosx=—+2- L-sinx—i-cosx =—+/2 -sin x—z, ha cosx =0,
V2 V2 4
. 1 . 1 . T

A+ B=—sinx —cosx=-+2:|—-sinx+—-cosx|=-+2 -sin|x+=|, ha cosx<O.
(ﬁ V2 ) ( 4)

Mivel a szinuszfiiggvény minimalis értéke —1, maximadlis értéke 1, mindkét esetben A + B
minimalis értéke —+/2, maximalis értéke /2.

d) A-B=—sinx-|cosx| lehet:
A-B= —% -2-8inx-cosx = —% -sin2x, ha cosx =0,
A-B:%Q-sinx-cosx:%-sian, ha cosx<0.
Mivel a szinuszfiiggvény minimalis értéke —1, maximadlis értéke 1, mindkét esetben A - B
minimalis értéke —%, maximalis értéke %

EE A kétszeres szogek szinuszéra vonatkozo dsszefiiggés alapjén tekintsiik a kovetkezs egyenlGségeket:

sin12°-cos12° = % - sin 24°, sin24° - cos24° = % -sin48°
. 1 . . 1 .
sin36° - c0s36° = —-sin72°, sin48° - c0s48° = — - sin 96°,
2 2
sin 60° - cos60° = % -sin120°  sin72°-cos72° = % -8in144°,

sin84° - cos84° = % -sin168°.

Szorozzuk 0ssze az egyenlGségek bal oldalait, illetve jobb oldalait, majd hasznéljuk ki, hogy
sin 96° = sin 84°, sin120° = sin 60°, sin 144° = sin 36° és sin 168° = sin 12°. Ezek utdn éppen a bizo-
nyitandé egyenldséghez jutunk.

BeiY) a) Az addicios tételeket hasznalva:

2-tgo
tg2a +tga —ia % 3.ga-tga
@la=tgRa+ay= 8L =8 S L. 2.3
1-tg2o-tgar | 2-tg0 tea 1-3-tg%a

1-tga
b) Az addicios tételeket hasznalva:
tg20° - tg40° - tg60° - tg80° = tg20° - tg (60° — 20°) - tg 60° - tg(60° + 20°)

— t20°- tg60° — tg20° e 60° - tg60° +tg20°
1+tg60° - tg20° 1-tg60° - tg20°
_ o o . o _ 3 o
o, 1820 g Bl | g 3920°- 020"
1+/3 - tg20° 1-/3-tg20° 1-3-tg220°

Ez utébbi kifejezés az a) rész alapjan:

V3 -1g(3-20°) =+/3 -3 =3.



Legyen a haromszog 6,4 cm-es oldaldval szemben levs szog a. A feladat feltétele szerinta 9,3 cm-es
oldallal szemben levd szog 2a. Irjuk fel a hdromszogben a szinusztételt:

sin2e. _ 9,3 . 2-sinor-cosor _ 9.3 o coso = 9,3 S o= 4340° = 20 =86.80°
sinae 6,4 sin o 6,4 12,8

A harmadik, ismeretlen x hossziisdgu oldallal szemben lev§ szog:
180° —43,40° — 86,80° = 49,80°.
Felirva a szinusztételelt:
x _ sin49,.8°
6,4 sind34°
A haromszog oldalainak hossza 6,4 cm, 9,3 cm €s 7,11 cm, a veliik szemben levé szogek rendre
43,40°, 86,80° és 49,80°.

= x=7,11.

EED Az dbrdn o-val jelolt szogek merSleges szart hegyesszogek.

Az ABC derékszogli hdaromszog BC befogéja > , az AC
cosa

befogéja _10 .
sina

A haromszog tertilete:
5 10
7= osa_sina _ 50 50

2 2-coso-sino sin2o

Ez a pozitiv elGjeld kifejezés akkor minimdlis, ha sin 2o maximalis, vagyis 1. Mivel o csak hegyes-
sz0g lehet, ez csak 2o = 90° esetén teljesiil, azaz ha o = 45°.

A haromszog teriilete akkor minimadlis, ha befogéinak hossza:

> _s. J2cm, lletve AC= 10
cos45° cos45

=10-+/2 cm.

o

BC =

Az dtfogéja Pitagorasz tétele alapjan 5-+/10 cm.

Py

EEEID A bizonyitandé egyenlGség bal oldalan 4116 tortet bdvitsiik sin (o + f)-val:
sin(oe —B) _ sin(a — ) - sin(a + B)
sin(a + ) sin(a + B) '
A két sz0g szinuszdnak szorzatdt 0sszeggé alakitva:
sin(a—psinarp) 3 (0D -(@-P]-cosliapr+(a-p))
sin(a + B) - sin2(at + f8)

% -(cos2f — cos2a)

sin?(ar + B)
Akétszeres sz0g koszinuszéra vonatkozé osszefiiggés (cos2ac= 1 —2-sin’a és cos2 =1 —2-sin’f)
alapjan:
1
2’ (cos 25 = cos20) _sinfo —sin?f  sin’a sin’f3
sin(a + fB) sin(a+B) sin?(o+p) sin2(a+p)
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Mivel haromszogrdl van szo:
siny = sin((180° - (o + B)) = sin(a + B),

igy:
sin?or sin? _sina sin?f

sin2(o+B) sin’(a+B) sin’y sinly

A szinusztétel alapjan:
sinffa sin?f_ a? - b?
2 2 y C2

sin“y  sin

A bal oldalbdl kiindulva ekvivalens atalakitdsok sordn a bizonyitandé egyenlGség jobb oldaldhoz
jutottunk, tehat barmely haromszogben igaz, hogy

sin(a — ) _ a® - b?

sin(a + f3) c?

a) Alakitsuk 4t az %: ti—z kifejezést a szinusztétel segitségével, majd hasznéljuk ki, hogy

mindkét oldal pozitiv, a négyzetreemelés ekvivalens dtalakitds:

a_ |gx
b tgﬁ’

sinoe _ |tgo
sin tgf’
sina - tg B =sin?p - tgo,
sin . sino
20 - b_ sin?f - —— =
cos 3 cosa

sin

07

sing -sin 3 - (sin¢x - cosor — sin § - cos 3) = 0.

Ez utébbi egyenlGség mivel sin ¢, illetve sin 8 nem lehet nulla, csak akkor teljesiilhet, ha
sino - cosa =sin - cos B,
sin2¢ =sin2f.
Mivel hdromszogrSl van sz6, a 2¢, illetve 28 szog szinusza csak abban a két esetben lehet
egyenld, ha
200=2 = a=fp vagy 2a=180°-2 = a+p=90° = y=90°
A haromszog tehdt vagy egyenl§ szdrd, vagy derékszogt.

b) A hiaromszogben:
siny =sin((180° — (o + B)) =sin(c + B) =sin2 - % -
+p a+pf

.o
=2-sin - Cos .
2

2
Az ismert Osszefiiggés alapjan:
. . .o+ o —
sina +sin 3 =2-sin cos 2[3,
o+ o -
coso+cosfB=2-cos B cos 2ﬁ



sino + sin . .. « P
sina +sinp egyenlGséget a kovetkezd alakba irhatjuk:
cosa + cosf3

Tehét a siny =

2 -sin
2~sina;ﬁ~cosa+ﬁ=

2 2
sin %P (2 o2 %P _ 1) =0.

2 2

Ez utébbi egyenldség akkor teljesiilhet, ha:

. o+
sin

ﬁ:O vagy 2-cos2 &

=1.

Az els§ esetben azt kapjuk, hogy o + B = 2knm, ahol k € Z. Ez egyetlen haromszog esetén
sem teljesiilhet.

A masodik esetben:
oo+ 1
cos =—,
2 2
+p 1 2
cos =—=—
2 ‘ 22
amibdl:
a+f 2 a+f_ 2
coOs——=— vagy CcoS——=——.
2 2 2 2
Innen:
a+ﬁ=i%+2kﬂ,kez vagy a;ﬁzi%+2kmkez.

Mivel hdromsz6grdl van sz6, csak az elsé eset johet széba, ekkor o + = 90°.
Tehat a kérdéses haromszog derékszogd.

c) Alakitsuk szorzattd a cos2¢ + cos 23 Osszeget:

cos20 +cos2f =2-cos(a + fB)-cos(o — ).

Mivel a, B és y haromszog szogei, az ismert trigonometrikus 0sszefiiggések alapjan frjuk at
cos 2y-t:

cos2y=cos2-(180° - (& + B)) = cos 2 (& + B) = cos?(ax + JB) — sin”(cx + fB).
Az eredeti egyenlet jobb oldaldn szereplS —1 = —cos?(a + ) — sin®(a + fB).
Ezek alapjan az eredeti cos2a + cos2f3 + cos 2y =—1 egyenlet a kovetkez&képpen alakul:
2 -cos(a + ) - cos(o — B) + cos?(a + B) — sin? (& + B) = —cos?(a + B) — sin? (& + ),
2-cos(a +B)-cos(or —B) +2-cos?(a + B) =0,
2-cos(a + B) - (cos(a — B) + cos(a + B)) = 0.
A cos(a — B) + cos(o + ) Osszeget szorzatta alakitva:
2-cos(ax+fP)-2-cosa-cosf=0,
2-cosy-2-cosa-cosfB=0.
Ez utébbi egyenldség akkor teljesiil, ha vagy cosy, vagy cosa, vagy cos 3 nulla értéket vesz fel.

Mivel o és 3 haromszog szogei, ez csak akkor teljestilhet, ha a haromszog valamelyik szoge 90°,
tehat a haromszog derékszogd.



Trigonometrikus egyenletek, egyenletrendszerek — megoldasok

Az egyenletek megolddsai:

a) xl:%+2k7t,x2=5?”+217r(k,leZ);

b) xl=%r+2kn',x2=%+21n(k,leZ);

c) x; = 1,18 + 2km, x, = n— 1,18 + 2Ir (k, [ € Z);

d)x:i%ﬁzkn(kezx ¢) x=+7 + 2kr (ke 2
f) x==x1,00 + 2kr (k € Z); g) x==x2,50 + 2kn (k€ Z);
h)x=%”+kn<ke2); ) x=% +kn (ke

Jj) x=1,50 + kr (k € Z); k)x=2?n+k7t(k€Z);

[) x=0,75 + kr (ke Z).

Az egyenletek megolddsai:

a) x, = kr, x2=%+l7r (k,l e Z); b) x1=%+2kn, x2=117—2n+217t (k,1eZ);

b3 T
=—+2km, xo =— +2In (k, | € Z); d) x=—+—-kn (ke ?Z),
c) x T T, Xy B n(k,l€?Z) ) x TRE r(ke?Z)
e)x=%+3k7r(keZ); f)x=%-kﬂ(kez);
T 1 T 1
=—— += kn (ke Z); h) x=—+—=-kn (ke Z).
g) x YR ( ) ) x w03 ( )

Az egyenletek megolddsai:

a) x1=%+%~kﬂ, x2=§+%-lﬂ(k,leZ);

b)x=il+l.kn (ke Z);
12 2

c) x| = 3—” + 3km, x, =3Ir (k, | € Z), ami felirhaté x = é kr (k, € Z)) alakban.
) : 2

S T
d) x,=—+kr, x,=— +In (k, | € Z);
) x; T 277, ( )
2r
e) x1=2k7t,x2=?+2l7r(k,leZ);

1 T 1
xy=—-km, xo,=——+—-In (k,l € Z).
f) x 5 2773, ( )



A TRIGONOMETRIA ALKALMAZASAI

Az egyenletek megolddsai:

a)x1=2k7t,x2=§+§-l7t(k,leZ);

r 11z 2
b) x,=— =2k, x,=—+—"-In (k,l € Z2);
) x; T 2536 73 ( )
c)xlz—gkn,xz:g'ln(k,lel);

b4 T 2
d =——+2knm, xo=—+—-In (k,l € Z);
) N=0 ERETIE )

e) x=—-kn (ke Z),

f)x=

-k (ke Z).

N I
N | —

a) Hasznéljuk ki, hogy a szinuszfiiggvény pératlan:

x1=_£+z.kﬂ', x2=4—ﬂ+2'lﬂ,’ (k,lEZ)
21 7 9 3

b) Haszndljuk ki, hogy sin2x = cos (% - 2x):

v =Z42 kn v =F _2in (kieZ). amifelithaté x = = + 2 - kr (k € Z) alakban,
7473 27y 43

c) Hasznéljuk ki, hogy cos (x + %) =sin(-x), és hogy a szinuszfiiggvény paratlan:

v=-T il ="l wiew)
272 9" 3

d) Haszndljuk ki, hogy cos(x + ) = —cos x. A megoldadsok:
T r 1
== +kn, =——+—-ln (k,1eZ).
M7y RETyntylr Wied
e) A megoldésok:

=X lin wew.
24" 6

f) Hasznédljuk ki, hogy ctgx =tg (% - x). A megoldésok:
x=?—72t+%-k7r (ke?Z).
Hozzuk tgx = ¢ alakra az egyenleteket.
a)x=%+k7r(keZ); b) x=-0,32 + krt (k € Z);
c)sz,30+%+%-k7t(keZ); d)x=i%+k7t(keZ).
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EELF) Hasznaljuk ki, hogy cosx = sin (g - x), valamint azt, hogy a szinuszfiiggvény pératlan.

T 1 197 1 137
a)x=—g—§-k7r (kEZ), b) x1=7—§‘kﬂ, X2=E+lﬂ' (k,lEZ),

EEIE) Masodfoki egyenletre visszavezethetSk a trigonometrikus egyenletek.
a) A megoldéképlet alapjan:

sinx:% = x1:%+2k7r, x2:%+21n (k,leZ), vagy
sinx = —6, ami nem lehet.
A megoldasok koziil a [0; 27] intervallumba az x 1= %, Xy = 5?” gyokok esnek.
b) A megoldoképlet alapjan:
cosx = —% & x= iz?” +2kn (ke Z), vagy
cosx =3, ami nem lehet.
A megoldésok koziil a [0; 27] intervallumba az x| = 2?”, Xy = 4?” gyokok esnek.
c) A megoldoképlet alapjan:
sinx:; & x1:§+2k7r, x2=2?”+2m (k,1€Z), vagy

sinx = —~/3, ami nem lehet.

A megoldésok koziil a [0; 27] intervallumba az x| = %, Xy = 2?” gyokok esnek.

d) Az egyenlet az x € R\ {72[ + kn} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.

A megoldoképlet alapjan:
tgx=3 & x=125+kn (keZ), vagy

gx=1 o x2:§+m (e2).

A megoldasok koziil a [O; 27r] intervallumba az x; = 1,25, x, = 1,25 + 7, x3 = % Xy = 5—”

gyokok esnek. 4

EII) A feladatokban hasznaljuk a trigonometrikus sszefiiggéseket.

2

a) Mivel cos’x = 1 —sin’x, az egyenlet ilyen alakba is frhat6: sin?x +2-sinx —3 = 0.

A megoldéképlet alapjén:
sinx=1 & x=24+2%kn (keZ), vagy

sinx = —3, ami nem lehet.

2

b) Mivel sin®x = 1 — cos2x, az egyenlet ilyen alakba is frhaté: 2 - cos?x + cosx — 1 = 0.

A megoldoképlet alapjan:
COsSX = % & X = i% +2km (ke Z), vagy

cosx=-1 & xy,=rn+2r (l€Z).



c) Atangensfiiggvény értelmezési tartomanyabol x # % + krt (k€ Z). Mivel tgx = S

, valamint

Cos X
cosZx = 1 — sin?

x, az egyenlet ilyen alakra is hozhaté: sin?x +2-sinx—1=0.
A megoldoképlet alapjan:

sinx=-1+/2 < x,=0,43+2km, x, =7 - 0,43+ 2In (k,l €Z), vagy
sinx =—1-+/2 <1, ami nem lehet.

A megoldds beletartozik a tangensfiiggvény értelmezési tartomdnyaba.

d) Az egyenlet alaphalmaza: x € ]R\{g + kn} (k € Z). Ekvivalens atalakitdsok utdn az egyenlet

a kovetkezd alakra hozhat6: 2-cos?x = 1.
Innen a megoldis:
|COSX|=£ = x:£+k-£ ke?).
2 2
A megoldds az értelmezési tartomdnynak megfelel.

e) Atangensfiiggvény értelmezési tartomanyabol x # % + kn (k € Z). Ekvivalens atalakitdsok utdn

az egyenlet 6 - cos2x +/3 - cosx — 6 =0 alakra hozhaté.
Innen a megoldas:

COSXx =—

2 3\/5 < -1, ami nem lehet, vagy
3 T
cosx=7 = x:ig+2k7r (ke?).

Ezek a megolddsok a az értelmezési tartomanynak nem mondanak ellent.

f) Az egyenlet alaphalmaza: x € R\ {k . %} (k € Z) Ekvivalens atalakitdsok utdn az egyenlet
a kovetkezd alakra hozhat6: tg?x —2-tgx—1=0.
Innen a masodfoku egyenlet megoldoképlete alapjan:
tgx=1+/2 < x=1,18+krn (ke Z), vagy
tgx=1-2 & x,=-0,39+in (l€Z).

A kapott megoldasok beletartoznak az egyenlet alaphalmazaba.

g) Osszuk le az egyenlet mindkét oldaldt cosx-szel (a cosx = 0 nem megolddsa az egyenletnek,
mert sinx €s cosx egyszerre nem lehet 0):

. 2 .

,. Sin"x 4 sinx
cos?x cosXx
2-tg?x - 3-tgx+1=0.

A masodfoku egyenlet megolddsai:

+1=0,

tex=1 o x1=§+kﬂ(keZ), vagy

1
tgx =

5 & x,=046+In (I€2).
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h) A g) rész gondolatmenete alapjn:
2-tg?x—tgx—1=0.
Az egyenlet megolddsai:

tgx =1 & xI:%+k7r(keZ), vagy

tgx:—% & x,=-0,46+In (l€Z).

BT a) Azegyenletaz x e R \{% + kn} (k € Z)) alaphalmazon van értelmezve. Ekvivalens 4talakitdsok

utdn a sinx - (2 -cosx —/3 ) =0 egyenletet kapjuk. Innen:
sinx=0 & x =krm (keZ), vagy

cosx=73 o x2=i%+21ﬂ ().
A kapott megoldasok beletartoznak az egyenlet alaphalmazaba.
b) Az egyenletet az x € R\{kx} (k € Z) alaphalmazon oldjuk meg. Atalakitdsok utdn a kovetkezd
alakhoz jutunk: ‘tgg‘ = ?, ahonnan az x = i% + 2kn (k € Z) megoldasokhoz jutunk.

A kapott megolddsok beletartoznak az egyenlet alaphalmazdba.

c) Egy tort akkor nulla, ha:
aszamldléja0 & tgx=-2 & x=-1,11+kn (keZ).

d) Bontsuk fel az abszolut értéket, és osszuk el cos x-szel (cosx = 0 nem megolddsa az egyenlet-
nek, mert sinx és cosx egyszerre nem vehet fel 0 értéket).

Ha cosx > 0, akkor az egyenlet tgx = ? alakba frhaté. Ennek megoldasa x = % + kr (ke Z),
de cosx >0 miatt csak az els6 negyedbeli sz6g megoldds: x| = % + 2kn (ke Z).

Ha cosx <0, akkor az egyenlet tg x = —? alakba irhat6. Ennek megoldésa x = o +Ir (leZ),
de cosx < 0 miatt csak a masodik negyedbeli szog megoldés: x, = 5?” +2Ir (e Z).

BB a) Azegyenlet az x € R\{kx}, (k € Z) alaphalmazon van értelmezve. Atszorzis utn:
sinZx +2 -sinx -cosx =1,
sinZx + 2 - sin x - cos x = sin%x + cos2x,
2-sinx - cosx —cos?x =0,
cosx-(2-sinx —cosx)=0.
Ez utébbi egyenlGség akkor teljesiilhet, ha

cosx=0 < x1:§+k7r (keZ), vagy
tgx:% & x,=0,46+Ix (leZ).

A kapott megoldasok beletartoznak az egyenlet alaphalmazaba.

Az egyenlet pozitiv megoldésai: x; = % +km (keZ* U {0}) és x, = 0,46 + In (I € Z* U {0}).



b) Az egyenlet az x € ]R\{g + kn’} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve. Redukdljuk nulldra

az egyenletet, majd alakitsuk szorzatta: .
sinx

sinx —cosx+2- -2=0,
Ccosx
. sinx — cosx
(sinx —cosx)+2- — =0,
CcoSXx

(sinx — cosx) - (1 + 2 ):O.
CoSX

Ez utébbi egyenldség csak akkor teljesiil, ha a szorzétényezdk valamelyike O.
Ha az elsé tényezd O:
sinx—cosx=0 = tgx=1 < x:% +kr (ke Z).

A masodik tényez§ akkor 0, ha cosx értéke —2, ez nem lehet.
A kapott megolddsok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

Az egyenlet pozitiv megolddsai: x = % +kr (ke Z*u {0}).

EME) Vizsgaljuk az adott egyenletek jobb és bal oldalanak értékkészletét.
a) Az egyenletnek nincs megolddsa, mivel a bal oldal csak 8-ndl kisebb értéket vehet fel.
b) A bal oldal értéke legalabb 1, mivel:
—1<sinx<1 & 0<sin?x<1 & 1<250% <),
A jobb oldal a koszinuszfiiggvény értékkészlete miatt legfeljebb 1.
fgy az egyenlség csak akkor teljesiilhet, ha mindkét oldal 1 értéket vesz fel, azaz ha:
cosx=1 és 25" =] & sin’x=0.

Az egyenlet megoldésa: x = 2kn (k € 7).

EID o) Az addicids tétel alapjdn az egyenlet a kdvetkezd alakba frhato:
2- e -COSX + ? . sinxj = (1 + \/§) -sinx, amib8l cosx =sinx.

Az utébbi egyenlet megolddsa: -
x=Z+k7r (keZ).

b) Haszndljuk az addicids tételeket:

sin(3x—E):sin3x-cos£—cos3x-sin1:1~sin3x—£-cos3x,
3 3 3 2 2
n T .o 1 3 .
cos|3x + —|=cos3x-cos— —sin3x - sin— = —- cos3x — — - sin3x.
3 3 3 2 2

Ezek alapjan a megoldandé egyenlet:
L sin3x — £ -cos3x + 1 cos3x — ﬁ -sin3x =0.
2 2 2 2
Mivel cos 3x = 0 nem megoldésa az egyenletnek, az egyenletet tg 3x-re rendezve kapjuk, hogy:

te3x=-1 & x=%+%-kﬂ (k € Z).
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c) Az egyenletaz x ]R\{% + kﬂ'} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.

A bal oldalon all6 kifejezéseket frjuk at az addicios tételek segitségével, majd végezziik el az dssze-
vondsokat: sinx

\/E'COS)C:

cosx’
V2 - cos?x =sinx,
V2 -sin?x + sinx — /2 =0.

Innen a masodfoku egyenlet megolddképlete alapjan:
sinx=72 & x =§+2/m, x2=37ﬂ+2177: (k,1€Z), vagy

sin x = —+/2, ami nem lehet.

A megoldasok elemei az egyenlet alaphalmazanak.

d) Az egyenlet az x € R\{kn}, (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.

A bal oldalon all6 kifejezéseket rjuk at az addicios tételek segitségével, majd végezziik el

az 0sszevonasokat:
1 cosx

J3-sinx=—
2

sinx’
23 -sinx = cosx,
2.3 cos?x +cosx —2-/3=0.

Innen a masodfoku egyenlet megoldoképlete alapjan:

cosx:73 = x:i%+2kn (keZ), vagy

. 2 .
sinx = ——— < —1, ami nem lehet.

V3

A megoldédsok elemei az egyenlet alaphalmazanak.

EIB Alkalmazzuk az a-sinx + b-cos x = ¢ tipust egyenletek megoldasi modszerét: osszuk le az egyenlet
mindkét oldalat v/a? + b2-tel, majd hasznaljunk addiciés tételt.

2
a) Osszuk le az egyenlet mindkét oldalat (V3) +1 =2-vel:

. 3 1 3 . T .7 3
sinx-————cosx=—— = sinx-cos— —sin—-cosx=—.
2 2 2 6 6 2

. ) 3
sinx | x—=|=—,
5

Az addicids tételt hasznalva:

amelynek megolddsai:

xlzg+2kﬂ,x2=5?ﬂ+2lﬂ(k,l€Z);

b) A megoldésok:
x1==0,44 + 2kr, x,=230+2Irn (k,l€Z).



B Az egyenlet megoldasi 1épései:

sin (7 - cos x) = cos (7 - sin x),

. . (= .
sin (7 - cosx) = sin E—n-smx .

I. eset:
7r~cosx:£—7t'sinx+2krc (keZ),
cosx+sinx:l+2k, /~£
2 2
m) V2
cos|x—=|=~=+2 -k,
(x 4) 4
—1Scos(x—£)z£+\/§kgl.
4 4
U
Az egyenlétlenségek csak k =0 esetén teljesiilnek:
(-3
cos|x——|=—,
4 4
T
xlzi1,21+z+2nﬂ: (ne?).
IL. eset:

7r~cosx:7r—§+7t~sinx+2l7r (leZ),

Q

1
cosx —sinx=—+2I, /-
2 2

) 2
+ =242
cos(x 4) 4
—1$cos(x+£)=£+\/§-lsl.
4 4
]

Az egyenlétlenségek csak [ =0 esetén teljesiilnek:

( ﬂj V2
cos|x+—|=—,
4 4

Xy =+1,21 -§+ dmr (m e Z).

Az egyenlet megolddsai:

x=t1 21+ 4o és xy=+1.21-Z42mr (n,meZ).
4 4



MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

M) a) Haszndljuk a kétszeres szogekre vonatkozo dsszefiiggéseket, illetve a szogfliggvényekre érvé-
nyes pitagoraszi 0sszefliggést:

2x — cos2x =2 —sin2x,

sin
2 -sin%x — cos?x =2 - sinx + 2 - cos?x — 2 - sin x - COS X,
0=3-cos?x —2-sinx-cosx,
0O=cosx-(3-cosx—2-sinx).

Az egyenlet megolddsai:

cosx=0 o x1:§+k7r(keZ), vagy
tgxz% < x,=098+Ir (le2).

b) Osszuk le az egyenlet mindkét oldaldt cos?x-szel (megtehetjiik, mert cosx = 0 nem megolddsa
az egyenletnek).

A tg?x + (\/§ + 1) -tgx + /3 =0 egyenletet megoldva:
tgx=-V3 & x= —% +kr (keZ), vagy

gx=-1 x2=—%+ln (e2).

¢) Az egyenlet jobb oldaldn all6 2-t irjuk fel 2- sin?x + 2 - cos?x alakban, majd redukdljuk O-ra
az egyenletet. Igy a b) részben alkalmazott médszert alkalmazva tg?x +tgx—2 =0 egyen-
lethez jutunk.

Az egyenlet megolddsai:
tgx=-2 & x;=-1L11+kn (keZ), vagy

gr=1 o x2=§+l7r (e2).

d) A kétszeres szogekre vonatkozé Osszefiiggés alapjan az egyenlet:

2x = cos*x.

12-sin*x + 4 - sinx - cos
A b) részben alkalmazott médszert alkalmazva: 12 -tg*x + 4-tg2x — 1=0.

A masodfokuira visszavezethet§ negyedfoku egyenletet megoldva adédik, hogy:

tg?x = —%, ami nem lehet, vagy
tg?x :é & x=1+039+1In (leZ).

Az egyenlet megolddsa: x = 0,39 + In (Il € Z).

e) Mivel

2 . sin?2x
4 4 2x + cost) —2-sin?x-cos?x=1- S

sin“x + cos™x = (sin

a sin?2x = 1 egyenletet kell megoldanunk.
A megoldas:
r 1
xX=—+—-kn (ke Z).
4 2
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f) Az egyenletaz x € ]R\{k . %} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.

Ekvivalens atalakitdsokat végezve:
sinx +cosx=2-+2-sinx-cosx, /:\/2

. T .
sin (x + —) =sin2x.
4

Az egyenlet megoldésa:

=F 12 bk ke,
43

A megolddsok elemei az egyenlet alaphalmazanak.

g) Az egyenlet mindkét oldalat 2-vel osztva, majd alkalmazva a sin (o + f§)-ra vonatkoz6 addicids
tételt:

1
5 -sindx + ?~cos4x =sin3x,

sin (4)( + %) =sin3x.
Ez utébbi egyenl&ség akkor teljesiil, ha:
T 2r 2
X =——+2kn, xo=—"7+—="In (k,l€Z).
3 21 7

h) Az egyenletaz x € ]R\{k . %} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.
A bal oldalt alakitva:

_ cos*x —sin

2x - cos2x sin

4 2 2

X — sin
2

x _ (cos?x + sin?x) - (cos’x — sin®x) _ cos X

2x - cos?x sin

2

ctg?x — tg2x

sin 2x - cos?x

A jobb oldalt 16-(cos?x — sin®x) alakba frva a megoldandé egyenlet:

2 ;2
cos’x — sin’x .
——5————=16-(cos’x —sin’x),
sin’x - cos’x
2 2 1
(cos“x — sin“x) - ﬁ—m =0.
sin’ x - cos? x

Ez utébbi egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha:

tg?x=1 x1:§+%-kn(kel), vagy

sin22x=l o x2=i£+l-l7t (le?).
4 12 2
A megolddsok elemei az egyenlet alaphalmazanak.

i) Az egyenletet 2-vel osztva, majd hasznalva a sin (o — f§)-ra vonatkozo addicios tételt, a kovet-
kez6 egyenlethez jutunk:

sin( —£)~sin3x=1.
3

Mivel a szinuszfiiggvény 1-nél nagyobb értéket, illetve —1-nél kisebb értéket nem vehet fel,

ez utébbi egyenldség két esetben teljesiil.
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L. eset: sin (x - %) =1 és sin3x=1.
Az els6 Osszefiiggésbdl:
=TTk o x=F 4ok ke),
3 2 6
a masodikbol:
=42 o x="+21n(e2).
2 6 3
Ezek alapjan k és [ egész szdmokra teljesiilnie kell az aldbbi egyenlGségnek:
Sz

ST ok ="42 1
6 6 3

Az egyenletet rendezve kapjuk, hogy [ =1 + 3k, tehdt az eredeti egyenletiink megoldésa:

x1:%+§.(1+3k)-7r:5?”+2k7t (keZ).

IL. eset: sin (x - %) =-1 és sin3x=-1.
Az els6 Osszefiiggésbdl:

=T T o x=-Zionr (new),
32 6

a masodikbdl:
3z T 2
3x=—+2mr & x=5+§-m7r (meZ).
Ezek alapjan n és m egész szamokra teljesiilnie kell az aldbbi egyenl&ségnek:
T T 2
——+2nr=—+—-mnm.
6 2 3
Az egyenletet rendezve kapjuk, hogy m = 3n — 1, tehat az eredeti egyenletiink megoldésa:
T 2 T
Xpo=—+—=—-CBn-1)-r=——+2nr (ne?).
2=57%3 ( ) 5 ( )
Az egyenlet megoldésai:

X =5—”+2kn' és x :—£+2nﬂ k,ne?), amixzs—ﬂ+k7r (k € Z) alakban is irhato.
"6 S 6

J) Az egyenletaz x e ]R\{k g} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.

A nulldtol kiilonbozs valds szam és reciproka 0sszegére ismert egyenlGtlenség miatt:

tgx+L >2,

ltgx +ctgx| =
tgx

tehdt az egyenlet jobb oldaldnak értékészlete ]—o0; —10] U [10; oo].
A szinuszfiiggvény alapjdn az egyenlet bal oldalanak értékkészlete a [-2; 2] intervallum.

Mivel a jobb és bal oldal értékkészlet halmazdnak a metszete lires halmaz, az egyenletnek nincs
megoldasa.



a) Alakitsuk szorzattd az egyenlet mindkét oldaldt:

2x+x . 2x—x 3x . x
-sin =2-cos—-sin—,
2 2 2
2x+x . 2x—x . 3x . ox
- sin =—2-sin—-sin—.
2 2 2 2

Az egyenletet nulldra redukdlva, majd szorzatta alakitva kapjuk, hogy:

sin2x —sinx =2 -cos

COS2x —cosx =—2-sin

2 sinﬁ . (sin?’—x + cos3—x)=0.
2 2 2

Innen vagy sing =0, vagy tg%x =—1. Az egyenlet megolddsai a [0; 27] intervallumon:

x; =0 )c—E x—7—ﬂ: )c—11—7r és xs=2r1
=% =5 =R M=o 5 .
b) Alakitsunk alkalmasan szorzatta:
cosx+cos3x:2-c0sx+3x-cosx_23x:2-cost-cos(—x)=2-cost-cosx,

2x +4x 2x —4x
- COS
2
Ezeket felhaszndlva, az egyenletet nulldra redukdlva, majd szorzattd alakitva kapjuk, hogy:

=2-cos3x-cos(—x)=2-cos3x - cosx.

cos2x + cosdx =2 - cos

) 2-cosx-(cos2x + cos3x) =0.
Ujabb szorzatta alakitds utan:
2x + 3x _COSZx—3x _

0,
2 2

2-cosx-2-cos

4-cosx- coss—x -cos= =0.
2 2
Az egyenlet megolddsai a valds szdmok halmazén:

w=Fakn, v=C420n xy=n+2mn (lmeZ)
2 55

Az egyenlet megoldésai a [0; 27| intervallumon:
T T 3r 3 T, _ 9_77:

X1=—, Xo=—7", Xy=—", Xyu=T, Xsg=—, Xg=— €S X
15’ 2 2’ 3 5’ 4 > 5 2’ 6 5 7 5

EME) a) Az egyenlet bal oldaldn 4116 kifejezést dtalakitva az |sinx|=1—sin|x| egyenletet kell meg-
oldanunk.

Mivel mind a bal, mind a jobb oldalon all6 fiiggvény paros, ha egy valds szam megolddsa az egyen-
letnek, akkor az ellentettje is megoldas lesz.

Elég a megolddsokat x > 0 esetén keresniink. Ekkor |sinx|=1—sinx.
Ha sinx > 0, akkor az egyenlet:

2-sinx=1 & x1=%+2k7r, x2:%+2ln’ (k, 1 € Z+ U{0)).

Ha sinx < 0, akkor ellentmondésra jutunk.
Tehat az egyenlet megolddsai:

x1=%+2k7r, xzz%”wln, x3=—%—2k7r, x4:—‘%”—21n (k.1e Z+ L {0)).
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b) Az egyenlet az x € R\{kxz} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.
Bontsuk fel a jobb oldalon 4116 abszolitértéket tartalmazé kifejezést:

b4
7, ha xX<——,
2

x+£{= —2x, ha —ESx<£,
2 2

—m, ha <x.

[SER IS

Ez alapjan:
Ha x<—§, akkor
ctgx:? = x1:§+k7c (keZ).
Ha _z <x< E, akkor
2 2
2
NERY

amelynek az adott intervallumon nem lehet megolddsa, mert a jobb és bal oldal elGjele kiilonbozd.

Ctgx=— * X,

Ha % < x, akkor

ctgx = —?3 & Xy = —% +in (leZ).
Az egyenlet megolddsai:

x1=§+kﬂ: (keZ) és x2=—§+lﬂ (leZY).

Ezek a megolddsok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

a) Az egyenletaz x e R \{E + kn} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve. Ekvivalens atalakitdsok
utdn: 2 16tg2x _ 4tg2x +1 192’
(4te)’ _ 4. 4t _192 = 0,
A kapott masodfokura visszavezethet§ egyenletet megoldva:
4'°% = _12, ami nem lehet, vagy
487 =16 & tg?x=2 & tgx= +4/2, amibdl x =+0,96 + k. (k € Z).
Az x==£0,96 + krr (k € Z) megolddsok elemei az egyenlet alaphalmazénak.

b) Abal oldalon 4116 logaritmikus kifejezések akkor vannak értelmezve, ha sinx és cosx pozitiv
értéket vesz fel, €s egyik sem 1. Az egyenlet megoldésait tehét az ]Zkﬂ;g + 2k7t[ (keZ)
intervallumokon kell keresniink.

A logaritmusra vonatkoz6 azonossagok alapjéan:
log s Sinx +logg, ,cosx =2,

——  + log, ,cosx =2.
log;, . cOsx



Ismert, hogy nullatdl kiilonboz§ valds szadm és reciproka dsszegének abszolut értéke nagyobb
egyenl6 mint 2, valamint az 6sszeg csak abban az esetben lehet 2, ha a valds szdm éppen 1.

Az egyenlet megolddsat tehét a log;, .cosx =1 egyenlet szolgéltatja.

Innen sinx = cosx adddik, amelyet az alaphalmaz elemei koziil csak az x = T 4 okn (keZ)
valdés szamok elégitenek ki. 4

Az egyenlet megoldédsa:
x=% + 2kx (k € Z).

El&szor adjuk meg azt az alaphalmazt, amelyen a megadott egyenl§ség értelmezve van:
x+£¢z+kn = x¢£+k7r, illetve E—x;at£+l7r = x#-In (k,1€2).
4 2 4 2 2

Az addici6s tétel alapjdn az egyenlet bal oldala tg (x + %) = ;g xt+ ! , de ezt csak akkor frhatjuk fel,

ha x¢§+nﬂ(neZ).

T

Ismert, hogy tg (2 x) =ctgx = %, tehat az adott egyenlet a kovetkezd alakba is frhat6:
gx

tgx+1:L_1 = tgx:l = x=0,32+mn (neZ).
I-tgx tgx 3

Ha x = % +nn (n € Z), akkor ez megoldésa az egyenletnek, mivel a bal oldal:

t (x+£)—t (£+n7r+£)——l

T T T
tg|=—x|-1=tg|=Z -2 —nx|-1=-1.
o5 reel5 -5

Az egyenlet megoldasai az alaphalmazon:

és a jobb oldal:

x1=§+nﬂ (neZ) é x,~0,32+mx (meZ).

¢I4k) A masodfokira visszavezethetd egyenlet diszkriminénsa:
D=4-(p+1)2—-16p=4-p>-8p+4=4-(p-1)>2
A megoldoéképletet haszndlva:
2-(p+)£2-Ip-1l _2-(p+DE2-(p-1)
2 2 ’

Sinxl 2=

ahonnan
sinx =2, ami egyetlen x-re sem teljesiilhet, vagy
sinx = 2p.
Figyelembe véve, hogy
-1 <sinx=2p<1,
az egyenletnek akkor lesz megoldésa, ha:

IN
<
IN

N | =
N | =



{I3E) Az adott intervallumon az x = 0 helyen az egyenlet nincs értelmezve.
Mivel

tg2x + 2-sin?x + 2 - cos?x + ctg?x = tg2x + 2 + ctg?x =
=tg?x + 2-tgx-ctgx + ctg?x = (tgx + ctgx)?,

1 : ) . 1
az egyenlet tg x + ctg x = tgx + —-re nézve masodfoki. Legyen tgx + — =a.
tgx tgx

Az egyenlet a kovetkezd alakba irhaté:
a* —4ma + 3m?* = 0.
Az egyenlet diszkrimindnsa:

+ +
D=16m2—12m2=4m? & a,=" —22|m| = 4’”;2’"

Ez alapjan tgx + tL =m és tgx + ti =3m egyenletek megolddsainak szamat kell vizsgdlnunk
gx gx

a;=3m, a; =m.

m fliggvényében a ]—%; %[ intervallumon.

A tgx fliggvény kolcsonosen egyértelmd a ]—E; E[ intervallumon, és értékkészlete a valds szamok
halmaza. 22

Ezeket figyelembe véve az f: R\{0} > R, f(x)=x+ 1 fligg- .
X

vény grafikonja alapjan a kovetkezd megallapitasokat tehetjiik.

Az adott intervallumon a tgx + ctgx = m egyenletnek f)=x +%
két megoldésa van, ha |m|>2, 1

= 1 X
egy megoldésa van, ha |ml=2, 5

nincs megoldasa, ha [ml<2. /\

Az adott intervallumon a tgx + ctgx = 3m egyenletnek

két megoldésa van, ha 3ml>2 < |ml> z,
3

egy megoldésa van, ha [Bml=2 < |ml= %

nincs megoldésa, ha [3ml<2 & |ml< %

Tehat az egyenletnek

nincs megoldasa, ha |ml< %’
, 2
egy megolddsa van, ha [ml==,
3
két megoldésa van, ha % <|ml<2,

hdrom megolddsa van, ha [|m|=2,

négy megolddsa van, ha [ml>2.



A TRIGONOMETRIA ALKALMAZASAI

a) Az els6 egyenletbdl y-t kifejezve, majd befrva a masodikba:

sinx =+/3 - sin E—x,
2

sinx =+/3 - cosx.
Mivel a cosx # 0, ezért tgx = /3.
Ez alapjdn az egyenletrendszer megolddsai:
(5 +km - kn) (k € Z).
3 6

b) Az elsé egyenletbdl sinx = —cosy, ezt beirva a masodik egyenletbe kapjuk, hogy:
cosy-siny:% & sin2y=1 & y:§+k7r (keZ).
Ezt visszairva az elsd Osszefiiggésbe, ha
N :%+ 2lr, akkor sinx = 5 & = % +2nm vagy x, :% +2mm,

y2=%+21n', akkor sinx:T2 = x3:§+2n7r vagy x4:%+2m7t.

Az egyenletrendszer megoldésai a valds szdmok halmazan a kovetkez6 szamparok (I, m, n € Z.):

S onm Evoinl (TE v omm E 42,
4 4 4 4

£+2n7r;5—”+2l7r, 3—”+2m7r;5—n-+2l7r.
4 4 4 4

¢) Kihaszndlva, hogy az exponencidlis fliggvény kolcsonosen egyértelm:
cos2x +cos2y=0
2-cosx-cosy=1 }
Az els6 egyenlet bal oldaldt alakitsunk szorzatt:
cos(x+y)-cos(x—y)=0.
A masodik egyenlet bal oldalat alakitsuk 6sszeggé:
cos(x+y)+cos(x—y)=1.
Az elsé egyenlet bal oldaldn 1évé szorzat két esetben lehet 0.
I. eset:

cos(x+y)=0 < x+y:§+kﬂ: (k € Z).

Ezt a méasodik egyenletbe helyettesitve:
O+cos(x—y)=1 = x—-y=2nn (ne?).
Igy az egyenletrendszer:
xX+y= g +km

xX—-y=2nx
Innen:
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II. eset:

cos(x—y)=0 < x—y=§+lﬂ (eZ).
Ezt a mdsodik egyenletbe helyettesitve:
cos(x+y)+0=1 = x+y=2mn (me?Z).

Igy az egyenletrendszer:
xX—y= T i
2

x+y=2mn

Innen:

A feladat megoldasai (k, [, m, n € Z):

_(ﬁj y_(ﬁ )
4 \2 4 \2
T
4

ALim|x T (L ).
2 I b '

a) Az x-re masodfokiinak tekinthetd egyenletnek csak akkor van valés megolddsa, ha diszkrimi-
nansa nem negativ:
D =4-sin’xy —4 =4 (sin®xy — 1) > 0.
Mivel sin®xy legfeljebb 1 értéket vehet fel, a diszkrimindns pozitiv nem lehet.
Tehat, hogy legyen megoldas, a diszkrimindnsnak 0-nak kell lennie. Ebben az esetben sinxy = 1
vagy sinxy =—1.
Ha sinxy = 1, akkor az egyenlet megolddsa:

2+2x+1=0 & x=-1 = sinxy=sin(-y)=1 < y:%+2kn' (k € Z).
Ha sinxy = -1, akkor az egyenlet megoldasa:

x2-2x+1=0 & x=1 = sinxy=siny=-1 & y:%t+217t(lel).
.. 3r . 3r L
Az egyenlet megolddsai az |1; 7 +2km| és |-1; ? + 2l | szamparok, ahol k, [ € Z.

b) Ismert, hogy egy 0-tdl kiilonbdzd valds szam és reciproka 0sszegének abszolut értéke legaldbb
2. Az 6sszeg 2 értéket csak akkor vesz fel, ha a valds szdm 1, illetve —2 értéket akkor, ha a valds
szam —1.

Figyelembe véve a koszinuszfiiggvény értékkészletét, cosy értéke 1 vagy —1 lehet.
Ha cosy =1, akkor
y=2kn (keZ) és x=1.
Ha cosy = -1, akkor
v=n+2n (le?Z) é x=-1.

Az egyenlet megolddsai az (1; 2km) vagy (—1; m+ 2[m) szampéarok, ahol k, [ € Z.



A korcikkhez tartozé kor kozéppontja legyen O, az AB hirt
a C pont ossza két részre ugy, hogy AC:CB =1:2.

Mivel az AOB haromszog olyan egyenld szdrd hdromszog,
amelynek szdrszoge 120°, OAB<¥ = OBA< = 30°.

Legyen AOCH = a, ekkor BOC¥ = 120° - a.
[rjuk fel az AOC, illetve BOC hiromszogekben a szinusztételt:

AC  sina . CB sin(120° - o)
—=— , dlletve —=———7—.
CO sin30° co sin 30°
A két egyenletet egymadssal elosztva kapjuk, hogy
AC _ sino 1 sina

= &8 —=——— & 2sina=sin(120°-o).
CB sin(120°- ) 2 sin(120° - )

Az addicios tételt hasznalva:
2sino =sin120° - cosor — cos120° - sin ¢,

. J3 1.
2sino = Tcosa + Esma,

3. 3
—sino = ——cosa.
2 2

Mivel cos o =0 nem megolddsa az egyenletnek:

tga =

w|G

Az egyenldség megolddsa a 120°-ndl kisebb pozitiv szogeket tekintve: a = 30°
A két részsz0g nagysdga 30° és 90°.

I3N) A focista tartézkodjon a P pontban, és a palya
AB oldala legyen 105 m, az AD oldala 68 m D ¢
hosszi.

: A 1404 30°-
Jelolje az ABP szoget o. Ekkor a P-nél 1évé “

szogek nagysagat figyelembe véve:

PADL = és PDA¥=30°-q. 68| Ap
Az ABP derékszdgl haromszogben: .
PA . o
— =sing,
105
amibGl ) 5 =
PA =105-sina.

Az APD hiromszogben felirva a szinusztételt:
PA  sin(30° — o)
68 sinl50°
Behelyettesitve az ismert értékeket:
1 3 .
PA E-cosa—7-31noc
o

1 = PA=68-cosa —68-+/3-sina.
2



A két 0sszefiiggésbdl a kovetkezd trigonometrikus egyenlethez jutunk:
105 - sinor = 68 - cosor — 68 - /3 - sina.

Ezt megoldva: 63

105+ 683
Az APD hiromszog A cstcsdndl 1évS szog 16,97° a D csucsndl 1€v6 szog 30°—16,97°=13,03°
ezért PA < PD, tehat a PA tdvolsigot kell meghatdroznunk.

A focistdnak a P ponttdl az A cstcsig 105 -sin16,97° = 30,6 m tavolsagot kell megtennie.

tgo = «a=1697°

Trigonometrikus egyenlétlenségek — megoldasok

a) 2kr<x<n+2kn (ke?Z), b) —%+kn<x<§+kn (ke )
¢) —§+2kn5xs§+2kn (k € Z): d) %+2kn£x£%r+2kn (k e Z):;

T 11z T r
e)?+2k7t<x<T+2k7t(keZ); f)z+2k7thST+2k7r(keZ);
g) —2?”+2kns)cs2?”+2kn(ke2); h)%+k7r$x<g+k7t(keZ);

i) %+kn£x<n+kn (ke?).

a)—%+kn£x£%+k7r(kel); b)%+4kn£x£5n+4kn(kel);
e 1 T 1 4
) —+--kn<x<Z +=-kn (keZ); d) knsx<— +kr (keZ);
36 3 43 3
e)Z—;+kﬂSxS4?”+k7r(keZ); f)xelR\{%”k”}(kEZ)?

g) x=kn (keZ).

h) Az egyenlGtlenség sinx = ? alakba frhat6. Megolddésa: % +2kn<x< 2?7[ +2kr (k€ Z).

a) Az egyenl6tlenséget azok a valds x szamok elégitik ki, amelyekre tgx > 1 vagy tgx < —1.
Az egyenlbtlenség megoldésa:

E+k7r<x<£+k7r(keZ) vagy £+l7r<x<3—n-+l7t(leZ).
4 2 2 4
b) Az egyenlGtlenség minden valds szdmra igaz, mert % > 1.

c) Az egyenletaz x ]R\{% + kﬂ'} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.

Legyen tgx = a, és ekkor az a® + a —2 > 0 egyenlétlenséget kell megoldani. Ennek megoldésai:
a<-2 vagy a>1.



Az eredeti egyenlGtlenséget azok az x valds szdmok elégitik ki, amelyekre tgx < -2 vagy
tgx> 1.

Az egyenl6tlenség megolddsa:

—§+k7r<x<—l,11+k7t (keZ) vagy %+lﬂ<x<%+ln (eZ).

d) A c) részhez hasonlé gondolatmenet alapjan az egyenlGtlenséget azok a valds x szdmok

elégitik ki, amelyre —2 < cosx < %

A bal oldali egyenlGtlenséget minden valds szdm kielégiti, a jobb oldali és egyben a teljes
egyenlGtlenség megolddsa:

§+2k7t<x<5?ﬂ+2k7r (k € Z).

e) Felhaszndlva, hogy sin?x = 1 — cos?x, a kovetkezd egyenldtlenséget kell megoldanunk:

2

2-cos“x—cosx—1<0.

Ebbdl a —% <cosx <1 feltételt kapjuk cosx-re.

Az egyenl6tlenség megolddsa:

—2?”+2k7r<x<2?7r+2k7r (keZ) & x=2n(eZ)

E¥ a) A logaritmus utdn 4ll6 kifejezés csak pozitiv értéket vehet fel, tehat a cos x > ﬁ egyenldt-
lenséget kell megoldani. 2

Megoldas:
T T
—g+2kﬂ:<x<g+2kﬂ' (keZ)

b) A négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartomanya miatt a ctgx >+/3 egyenlStlenséget kell
megoldani.

Megoldis:

k7r<x£%+k7r (keZ).

c) Alogaritmusfiiggvény értelmezési tartomanyabol adéddan sinx > 0.

A négyzetgyokfiiggvény értelmezéEsi tartomanya miatt 1g(sinx) > 0, amibdl a tizes alapu loga-
ritmusfiiggvény szigord monoton névekedése miatt sinx > 1.

Elég tehdt a sinx > 1 egyenlStlenséget megoldanunk.
Az egyenl6tlenség megoldésa:

x=g+2k7r (k e Z).

d) A tgx

kifejezés értelmezési tartomanya x € R\ {k . E} (keZ)
sin x 2

A négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartomdnya miatt:
tgx

=21 120 o >1.
Sin x COSx
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Ez utébbi egyenlStlenség pontosan akkor teljesiil, ha:

O<cosx<l —%+2lﬂ<x<%+21n (leZ).

A kifejezés értelmezési tartomdnya:

—£+2m7r<x<%+2m7r, x 2 2kn (k,meZ).

EIFA a) Alakitsuk szorzatta a bal oldalt:
cos*x — sin*x = (cos2x — sin?x) - (cos2x + sinZx) = cos 2x,

cos2u>t = _Tikr<x<Fikn (keZ).
2 6 6

b) Haszndljuk a sin2x-re vonatkozé azonossagot, majd nulldra redukdlds utdn alakitsuk szorzattd
az egyenl&tlenség bal oldaléat:

sinx-(2-cosx—1)<0.
A szorzat negativ értéket vesz fel, ha a tényezdk kiilonbozd eldjeldek.

L. eset:
sinx>0 & 2kn<x<rm+2krn (keZ) és

2-cosx—-1<0 < cosx<% = §+2lﬂ'<x<5?n-+2l7t (le?).

A két intervallum metszete:

§+2n7r<x<7r+2n7r (ne?).

IL. eset:
sinx<0 & —-m+2kn<x<2kn (keZ) és

2-cosx—-1>0 & cosx>% = —%+2lﬂ<x<§+21ﬂ' (le?).

A Kkét intervallum metszete:

—%+2m7r<x<2m7t (meZ).

Osszefoglalva az egyenlStlenség megolddsa:

§+2n7r<x<7r+2n7r (neZ) vagy —§+2mn<x<2m7c (meZ).

c) Az egyenlétlenség mindkét oldaldt osszuk el +/2-vel, redukéljuk O-ra, és alkalmazzuk a két szog
kiilonbségének szinuszara vonatkozo addicids képletet.

sin (x —£)<O.
3

—2?”+2k71:<x<%+2kﬂ (keZ).

fgy a megoldandé egyenlet:

A megoldas:



d) A bal oldalon levé tort akkor van értelmezve, ha x € IR\{% + kn} (k € Z).

Az egyenl6tlenség bal oldala dtalakithat6 az addicids tételek segitségével:

. T
Sin (x + )
4
. ( 7[)
Sin - —
4

A tort pozitiv értéket vesz fel, ha a szdmlalo és a nevezd azonos elGjeld.

> 0.

I. eset:
sin(x+£)>0 = —z+2kn<x<3—ﬂ+2kn (keZ) és
4 4 4
sin(x—%)>0 PN §+2m<x<5—”+2m (le).

A két intervallum metszete:

T onm<x< T tong (ne).
4 4
II. eset:
sin(x+5)<o o Fiokn<x<Tiokn kez) és
4 4 4
. n b4 o
sin x—Z <0 & T+21n<x<7+2l7r (leZ).

A két intervallum metszete:

%+2mn’<x<%+2mﬂ (meZ).

Osszefoglalva az egyenlStlenség megolddsa:

%+p7r<x<%r+p7r (pe ).

EFE) o) Kétszeres szogekre vonatkozo Osszefiiggés alapjén:

4-sinx-cosx =2-sin2x.
A logaritmusfiiggvény értelmezési tartomanyabdl adéddan:

2-sin2x+1>0 = sin2x>—%.

A négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartomdnya miatt log,(2-sin2x + 1) = 0, amibdl a kettes
alapu logaritmusfiiggvény szigori monoton novekedése miatt:

2-sin2x+121 & sin2x20.
Elég tehat az értelmezési tartomany meghatarozdsdhoz a sin2x = 0 egyenlStlenséget megoldani.
A kifejezés értelmezési tartomdnya:

l7r<x<§+lir (le2).



b) Alogaritmus utdn 4116 kifejezés csak pozitiv értéket vehet fel:
sinx +cosx +1>0,
sinx +cosx >—1.

Osszuk le az egyenl6tlenség mindkét oldalat /2-vel, majd hasznéljuk a sin(a + B)-ra vonat-
kozé addicids Osszefiiggést:

. 2
sm(x+£)>—£ = —E+2k7t<x<n'+2kﬂ' (ke ).
4 2 2
B Az egyenlet masodfokd, ha sin2p # 0, vagyis p #k - % (k€ Z).
Egy mésodfoku egyenletnek akkor van két kiilonboz§ valés gyoke, ha a diszkrimindnsa pozitiv:
D=(4-cosp)2—8~\/§-sin2p:16-(cos2p—\/§-sinp~cosp)=

:32-cosp-e-cosp—g'sinp):32~cosp~cos(p+%):

=16~[cos (2p+£)+cos£}: 16~[cos (2p+zj+l}.
3 3 3) 2

Ez alapjan a cos (Zp + %) > —% egyenlGtlenséget kell megoldanunk, amely pontosan akkor teljesiil, ha:
—2—”+2k7r<2p+£<2—”+2k7r,
3 3
T
—7r+2k7r<2p<§+2k7r,
—§+kn<p<%+kﬂ (k e 7).

Az egyenletnek két kiilonboz6 valés megoldasa van, ha:

—§+kn<p<%+kn é pzin (kleZ).

&8 o) irjuk fel coso-t 1-2- sinzg alakban.

A cosf3+ cosy Osszeget alakitsuk szorzatta, és vegyiik figyelembe, hogy S+ y=180°— o

cosf+cosy=2- COS% : cos% =

=2~cos(90°—g)~cosﬂ_y=2-sing-cosﬂ_y.
2 2 2 2

Ezek alapjén:
cosa+c0sﬂ+cosy:1—2-sin2g+2-sing-cosﬁ_y
2 2 2
Mivel cosl3 ; Y maximalis értéke 1:
a a B - o 1YV
1-2-sin?2= +2-sin— - cos yS1—2-sin2—+2 sin—=—-—2-{sin— — —
2 2 2 2



Egy valds szdm négyzete nem lehet negativ, vagyis:

3
cosa +cosf +cosy SE.

Az egyenl§ség csak akkor teljesiil, ha:

cosﬁ_}/:l és sing=l.

Mivel o, B és y haromszdg szogei, ez csak akkor lehet, ha o = B = y = 60°, vagyis ha a harom-
sz0g szabalyos.

b) Mivel «, B és y haromszog szogei, cosa, cos B és cosy pozitiv valds szamok.

Irjuk fel a szamtani és mértani kozép kozti osszefiiggést erre a harom szamra, és hasznaljuk fel
az a) részben bizonyitott egyenldtlenséget:

osa + cos 3 +cosy)3<(l'§)3_l
3 32§

c
cosa - cosfB-cosy < (
Az egyenlGség csak akkor teljesiil, ha:
< 3
cosa=cosff=cosy és coso+cosf+cosy = 5

Ezen feltételek csak szabalyos hdaromszog esetén teljesiilnek.

Vegyes feladatok — megoldasok

1 3 1
- b) =; - d) —1.
a) > ) 5 c) 5 )

a) A két vektor merSleges egymasra.
b) A két vektor 30°-0s szoget zar be.
c) A két vektor 120°-o0s szoget zar be.

A paralelogramma oldalainak hossza 9,54 cm és 13,45 cm.

a) A haromszog tompaszogd.
b) A hdaromszog tompaszogd.

A haromszog masik két oldala 10,78 cm és 12,26 cm.

A kert harmadik oldala a koszinusztétellel szamithato:
¢2=152+202-2-15-20-c0876,41° = ¢=22.

A kert keriilete: 15 +20 + 22 =57 m.

A bekeritéshez 571,85 = 105,45 m? dréthdléra van sziikség.

A haromszog szogei: 149,15° 11,19° és 19,66°

A hdromszog hidnyz6 oldalainak hossza 4 - V21 = 1833 cm, 5-+/21 =22,91 cm, a veliik szemben
levd szogek rendre 49,11° és 70,89°.

a) Az egyenletet redukdljuk nulldra, majd alakitsunk szorzattd. A megolddsok:
x, =k, @:i§+2m (k1€ Z).
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b) Az egyenlet alaphalmaza minden olyan valds szdm, amelyre x # g +kn (keZ)

Szorzattd alakitds utdn a megolddsok:
X =km, x,= J_r% +2r (k1eZ).

A megoldésok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

c) Haszndljuk fel, hogy sin3x = cos g - 3xj. A megoldasok:

x1=£+%.kn’ xzz%—ZIﬂ (k,lEZ)

20 5

a) x1:3—n+2k7r,x2:%+217r(k,leZ); b)x=%+k7r(keZ).

a) Ty 2kr<x< % +2km (ke Z). b) Az értelmezési tartomdny az lires halmaz.

¢) §+kn3x<§+kn (k € Z).

a) Az ABCD négyzet koriilirhaté korének r sugara az 4tlé
hosszénak fele, 5-/2 egység. A kor kozéppontja a négyzet . e

atléinak O metszéspontja.

Ismert, hogy egy szakasz felezGpontjdba mutaté vektor a vég- ,

pontokba mutaté vektorok szamtani kdzepe, tehat: /
10

(PA +PC)-(PB+PD)= |
PA+PC PB+PD _, —5 5_ L
2 2
—4r2=4-(5-42)" = 200. e e

b) Mivel a négyzet atl6i merSlegesek egymadsra, vektoraik skaldris szorzata O:
(PA - PC)-(PB - PD)=Ci - DB =0.

=4

EED a) Ha egy 7 egység hosszi vektor merdleges az d(—3; 4) vektorra, akkor x, y koordindtaira

fenndll a kovetkezs két osszefiiggés:
x2+y2=49
“3x+4y=0 |

Az egyenletrendszer megolddsai, és igy az d(—3; 4) vektorra merGleges 7 egység hosszi

(@.ﬂj va (_ﬁ._ﬂ)
55 &y 57 5)

b) Az el6z6 részben leirt gondolatmenet alapjan az d(—5; 12) vektorra meréleges 7 egység

vektor koordinatai:

2z

( ' ) ( ‘ )



EFD) Ha tgx:%, akkor ctgx:%, |sinx|=§ és |c0sx|:%.

a) Mivel tgx értéke pozitiv, az x sz0g az els6 vagy a harmadik negyedben lehet. Ezekben
a negyedekben sinx és cosx elGjele azonos, tehat:

. 12
sinx -cosx =—.
25
b) A kifejezés értéke:
S S
sin?x +ctgx (3 4 127
5) 3

EN) A paralelogramma mésik két szoge 112° és ezeket a szogeket
az 4tl6 egy 28°-0s és egy 84°-0s szogre osztja. Igy ez az 4tlo
a paralelogrammat két olyan haromszogre bontja, amelynek
szogei 68° 28° és 84° A hdromszog 68°-0s szoggel szemben
levé oldala 20 cm hosszi, a hdromszog masik két oldala pedig
a paralelogramma két oldala.

A szinusztétellel kiszdmithat6 a haromszog hidnyzé két oldaldnak hossza:

i=s%n28 - a=20-s%n28 = a=10,13,
20 sin68° sin 68°
b _sin8F g S8 14
20 sin68° sin 68°

A paralelogramma oldalainak hossza 10,13 cm és 21,45 cm.

€5 A feladatban szerepld teritS legyen az ABC haromszog. Egy hdromszog teriiletét egy cstcsabol
kiindulva pontosan a sulyvonal felezi. Az ABC haromszogben a szokésos jelolésekkel ¢ = 18 cm,
a masik két oldalhoz tartozé silyvonal hossza s, = 15 cm és 5, =21 cm.
. I ) ) V2c2+20% - a? V2a? + 2¢? - b?
Ismert a hdromszdg sdlyvonaldra vonatkozd s, =——————— és 5 =————
Osszefliggés. 2 2

Az ismert adatokat beirva, és az egyenletrendszert megoldva: a = 28,77 és b = 23,24,
A teritd masik két oldalanak hossza 28,77 cm és 23,24 cm hosszd.

E¥H) Vegyiik fel az ABCD trapéz hosszabbik AB alapjn az E pontot
ugy, hogy az AECD négyszog paralelogramma legyen. Ekkor
EB=15-8=7dm, BC=8dm és EC =6 dm.

Az EBC hiromszogben ismerjiik hirom oldal hosszat, igy

a koszinusztétellel kiszamithatjuk [ szogét:
6>=82+7>-2-8-7-cosp = B=46,57"

Az EBC hiromszdg E csicsdndl levs o szogét a szinusztétellel

hatdrozhatjuk meg:

_sine 8 7553

sin46,57° 6
(180° —75,53° = 104,47° nem lehet, mert ekkor a hdromszog harmadik szoge 28,96° lenne, ami
nem tesz annak eleget, hogy egy haromszogben nagyobb oldallal szemben nagyobb szog van.)
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a) Atrapéz szogei: 46,57°, 75,53° 104,47° és 133,43°.
b) A trapéz magassdga az EBC hiromszdg EB oldaldhoz tartozé magassaga:
m=8-sin46,57° = 5,81 dm.

_(15+8)-5,81

apéz —

A trapéz teriilete:

T, = 66,82 dm?

E¥E) Az ABC héromszog AB =24 + 36 = 60 cm hosszi oldalat a belsé
szogfelezd a D pontban metszi. Ismeretes, hogy egy haromszog
belsd szogfelezGje a szemben 1év oldalt a szomszédos oldalak
ardnydban osztja. A haromszog AC oldaldnak hossza legyen 3x,
a BC oldaldnak hossza 2x.

Az ABC hiaromszogben felirva a koszinusztételt:

60% = (3x)% + (2x)2 —2-3x-2x-cos 78° = x=18,51. A~ % D 24cm B

a) A haromszog oldalainak hossza: AC = 55,53 cm és BC = 37,02 cm.

b) A hdromszog o szogét a szinusztétellel szamolhatjuk ki:
sina 37,02
sin78° 60
(Az « biztosan hegyesszog, mert nem a leghosszabb oldallal szemben 1év6 szog.)
A hdromszog szogei: 37,12° 64,88° és 78°

o =37,12°

c) Legyen a hdromszog beirt korének sugara r. A hdromszog teriiletét irjuk fel kétféleképpen:
a-b-siny a+b+c a-b-siny
=r- = r=——"->"
2 2 a+b+c
A haromszog beirt korének sugara 13,18 cm.

=13,18.

d) Legyen a haromszog koré irhat6 korének sugara R. Egy kor sugara, htirjanak hossza és a hirhoz
tartozo keriileti szog kozotti ¢ = 2R - siny Osszefliggés alapjan:

R=—S <3067

2-siny
A hdromszog koré frhat6 korének sugara 30,67 cm.

ED) A hegycsics helyét az M, annak merGleges vetiiletét a T pont Y
jeloli. A kikotSk az A és a B pontban vannak.

80°12°
Az ATM derékszogli haromszogbdl:
400 go1a 10042
sin8°14>
a BTM derékszogl haromszogbdl:
M = ﬂ
sin10°42°
Az ABM haromszogre felirva a koszinusztételt:

2 2
AB? = '400 +[— 400 5. .400 . 400 - c0s80°12”
sin&°14’° sin10°42’ sin8°14’ sin10°42’

Innen AB = 3224.
A két kikots tavolsdga 3224 m.



BT o) Mivel cos’x = 1 —sin?x, az egyenlet 2-sin®x + 5-sinx — 3 = 0 alakba frhaté. .
A masodfoku egyenlet megolddképlete alapjan vagy sinx =-3, ami nem lehet, vagy sinx = 5
A megoldasok:

x1=£+2k77;’ x2=%+2ln’ (k,lEZ)

b) Az egyenlet alaphalmaza x € R\ {k . g} (ke 2).

Legyen tg2x =y, ekkor az egyenlet:

y—l=§ & 3y?-8y-3=0.
y 3

A megoldasok:

y=3 = tgx=3 o tgx=+3 o x=i§+kn k € Z),
Vo= —%, nem lehet.
A megolddsok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

c) Az egyenlet a kdvetkezd alakba irhat6:

». . 3.3 3

COS“X +—=—+COSX -
4 4 2
Szorzatta alakitas utan:
NE)
COSX |CcOoSx —7 =0.

A megoldasok:

T

x =2 vk, x2=i%+217t (k.1 € Z).

d) Az egyenlet alaphalmaza x € R\ {% + kﬂ'} (keZ).

Ekvivalens atalakitasok utdn a kovetkez6 masodfoku egyenlethez jutunk:
2-cos?x +5-cosx+2=0.

Ennek megoldésai:

cosxz—% = x:iz?”+2k7t (keZ),

cosx =—2 < -1, ami nem lehet.

A megolddsok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

e) Az egyenlet alaphalmaza x € R\{kn} (k € Z).
Az egyenlet mindkét oldalat sinx-szel szorozva, majd felhaszndlva, hogy cos?x + sin%x = 1:
sin?x + cosx -sinx =1,
sin?x + cos x - sin x = sinx + cos2x,

cosx - (sinx —cosx) =0.



Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezgje 0, tehat:

cosx=0 & x1:§+kn' (ke?Z), vagy
sinx =cosx (cosx =0 esetet mdr vizsgiltuk) = tgx=1 & x,= % +ir (le?Z).

A megolddsok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

f) Hasznaljuk a cos®x = 1 — sinx Osszefiiggést, és nulldra redukdlds utdn alakitsuk szorzatta:
sin3x — sin?x = sin?x - (1 — sin?x),
sin3x — sinx = sin®x — sin*x,

sintx + sin3x — 2 - sin?x = 0,
sin?x - (sin?x + sinx —2) =0,
sin?x - (sinx +2) - (sinx — 1) =0.
Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezdje 0, tehat
sinx=0 & x =krm (keZ), vagy

sinx =—-2 < -1, ami nem lehet, vagy
sinx=1 x2:§+217r (eZ).
Az egyenlet megolddsai:

X =kn és x2=%+2m (k1€ Z).

B8 a) A szamldléban tex miatt x # % +kn (ke Z).
A nevezdben négyzetgyokos kifejezés all, tehat:

1-2-cos?2x>0 & L>|cosx| o %+lﬂ<x<%+ln (leZ).

N2
A kifejezés értelmezési tartomdnya:
T T V4 R¥4
—+nm, —+nr| U | -+mn, —+nr| (n,meZ).
4 2 2 4

b) A logaritmus alapja pozitiv és nem lehet egyenld 1-gyel:
sinx>0 & 2kn<x<n+2kn (kelZ),

sinx#1 & x¢§+2m (e?).

A logaritmus utdn 4ll6 kifejezés csak pozitiv értéket vehet fel:

2-cosx—1>0 & cosx>% = —§+2nn<x<§+2nn (ne?).

A harom halmaz metszete adja az értelmezési tartomanyt:

X € ]2m7r; % + 2m7r[ (me?Z).
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A két egyenletbdl fejezziik ki az a - b szorzatot:
)
7-lal* +8-||

15-161° —7-1aP .
- —  —  valamint d-b=—FF——,
16 30

i-b=

amibdl adddik, hogy: 5 5
15-16] = 7-1a _7-lal* +8-1p|

16 30 |

-2
jat* = [5["

Ezen eredményiinket felhaszndlva:

-2 )
q.po1selBl-7-1af 1,

16 2

egyenlGségek akkor teljesiilnek egyszerre, ha a két vektor null-

2
al”.
N e LU RN )
Az ldl" = |b| és a-b:§-|a|
vektor, vagy ha a két vektor egyenl§ hosszu és egymdssal 60°-os szoget zarnak be.

Alkalmazzuk az @(2; 3) és b(a; b) vektorokra a Cauchy-Schwarz egyenl6tlenséget:
2a+3b <22+ 32 a2+ b2
Ekvivalens 4talakitdsokat végezve és kihaszndlva, hogy 2a + 3b =9:
9< V13 -va? + b,

9
2 <J2 R
N

Az egyenl6tlenség mindkét oldala pozitiv, tehat:

§3a2+b2.
13

Az d? + b* minimuma %
A kifejezés a minimdlis értékét akkor veszi fel, ha 3a =2b =0 és 2a + 3b =9. Az egyenletrendszert

megoldvaez a = % és b= T—Z esetén teljesiil.

Jelolje az érint§ kor keresett sugardnak hosszét r. A kisebb
félkorok kozéppontjai legyenek A és B, a nagy félkor kozép-
pontja O, az érint6kor kozéppontja K.

Hasznéljuk ki, hogy ha két kor érinti egymadst, akkor a korok
kozéppontjait Osszekotl egyenesen rajta van az érintési pont.

Az ABK hiromszogben BK =r + 80, AK =r+40, AB=120
és OK =120 - r, valamint AO = 80 és BO = 40.

[rjuk fel az AOK és BOK haromszogekre a koszinusztételt:

(40 +7r)> =802+ (120 —r)*> —2-80- (120 — r) - cos AOK<,

(80 +7)? =402 + (120 — r)> = 2-40 - (120 — r) - cos BOK<.
Vegyiik figyelembe, hogy AOK< = 180° — BOKX, tehdt cos AOK< = —cos BOKS.




A masodik egyenlet kétszereséhez hozzdadva az els6t:
(40 +7)2+2-(80+7)? =802 +2-40% +3- (120 — )%,
1120r = 38400,
r =34,29.

a) A harom félkort érint6 kor sugara 34,29 cm.

b) A besatirozott teriilet kiszdmitasdhoz az ABK hiromszog teriiletébdl vonjuk ki a megfeleld

EH) Vegyiink fel a négy tereppont altal meghatdrozott négyszoghdz
hasonlé négyszoget, amelyben az AB’ oldal a hossziisagu.
Az AB’C’ haromszognek ismert egy oldala és harom szoge, igy
a szinusztétel segitségével megadhat6 az A'C” oldal:

Az AB’D’ haromszognek is ismert egy oldala és harom szoge,
igy hasonldan a szinusztétel segitségével megadhat6 az AD’ oldal:

korcikkek teriiletét.
Az ABK hédromszog oldalai:
AB =120, AK=40+34,29=74,29 é BK=280+ 34,29 =114,29.
A koszinusztétellel szamitsuk ki az AKB szoget:
120% = 74,297 + 114,29 - 2-74,29- 114,29 - cosAKB¥ = AKB% =75,75°.

A szinusztétellel hatdrozzuk meg az ABK szoget, ami nem lehet tompaszog:
sin ABK< 74,29
sin75,75° 120

A haromszog harmadik szoge: 67,38°.

ABK< =36,87°.

A korcikkek sugarai és kdzépponti szogei rendre:

r1=34,29, o =75,75% 1y =40, 0p =67,38% 13 =280, 03 =36,87°.
A besatirozott teriilet:
74,29 -114,29 - sin75,75°

T =
2
~34,292. 1. M —402.1- ﬂ —802.-1- 36,87 ~ 337,43 cm2
60° 360° 360°

A :sm128 - A,C,:a‘sleS .
a sin22° sin22°

A _ sin 68 4D =g sin 68 .
a sin40° sin40°

Az AD’C’ haromszogben irjuk fel a koszinusztételt:

A szamitasok elvégzése utdn kapjuk: C’D’ = 1,41a, amibdl a =

CD?2=AC?2+AD2-2.-AC - AD’-cos42°,

. ) . oon2 . o oo
C'D’ = \/(a- 81.11128 ) +(a- s?n68 ) 9.4 s1.11128 a s%n68 - cosd2°.
sin22° sin 40° sin22° sin40°

1,41°
Mivel feladatunkban CD = 2 km, a keresett AB tdvolsag: % = 1,42 km.

B




B A hdaromszog oldalainak hossza legyen x — 2, x és x + 2, valamint az x + 2 hossziisdgi oldallal

szemben 1év§ szoget jeldlje o.
A hdromszog teriiletét felirva:
x-(x—2)-s1noc=24 —  sing= 48 .
2 x-(x=2)
A haromszogben felirva a koszinusztételt:
(x+2)2=x2+(x—-2)2-2x-(x-2)-cos e,
amibdl
X+ -2 —(x+2)? _ x2 —8x
2% (x—2) S 2x-(x—2)

coso =

Hasznaljuk ki, hogy sin®a + cos?or = 1:
2 2
48 x2 —8x
+ =1.
x-(x-2) 2x-(x —2)

x*—16x2-3072=0
masodfokura visszavezethet$ negyedfoku egyenletet kell megoldanunk.

Az egyenletet rendezve az

A megoldoképlet alapjan adodik:
x2=-48 vagy x?=64.
Megoldést csak ez utdbbibdl kapunk.
Mivel x egy haromszog oldalat jeloli: x = 8.
A haromszog oldalainak hossza tehdt 6, 8 és 10 hosszegység.

Pitagorasz tételének megforditdsa alapjdn ez a hdromszog derékszogt, szogeit szogfliggvénnyel
szamolhatjuk ki.

A haromszog szogei: 90° 36,87° és 53,13°

B Hasznaljuk a kovetkezd Osszefiiggéseket:

2 2 2

o és 1=sin?o + cos

COS 20 = COS“ ¢ — sin o.
Innen:
2 1+ cos2a , . 5 1-cos2a
cosc¢=—— és sincfg=———.
2 2
Ez alapjan a szogfiiggvények lehetséges értékei:
10 . 6 V15 V15
coso =——, sino = —, tga =——, ctgor =——;
4 4 5 3
J10 . J6 V15 J15
coso =——, sinot = ——, tgo=———, ctgoo=———;
4 4 5 3
J10 . J6 J15 J15
cosot = ———, sinot = —, tgog=———, ctgoo=———;
4 4 5 3
J10 . J6 J15 J15
C05a=—T, Sll’l(x=—T, tga=T, Ctg(x=T.



EE Trigonometrikus dsszefiiggések felhaszndldsa utédn:

l+sin2x _ sin?x+cos?x +2-sinx-cosx _ (sin x + cos x)2 B
sin?x — cos2x sin%x — cos2x (sin x + cos x) - (sin x — cos x)
sin x
_sinx+cosx _ cosx _tgx+1 241
sinx —cosx sinx | tgx—-1 2-1
cosx
4 4 2\ 4 2 4 4
b) 1—sin“x — cos x_l—(l—cos x) —cos®x 1-1+2-cos“x —cos*x —cos™x _
cos*x cos*x costx
2-cos?x - (1 —cos?x) 2 -sin’x 2
= 2 = > =2-tg°x=8.
cos*x COs*x

@ o) Alakitsuk ata 2% = 09sa egyenl@séget az addicids tétel alapjan:
cosfi sinf
sino - sin B =cosa - cos B,
0=cosa-cosf —sina - sin f,
0=cos(x + B3).

Ez utébbi egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha:
a+/3=§+k7r (k € Z).
Mivel o és B haromszog szogei, k =0, tehat o + B = 90° vagyis a hdromszog derékszogt,
és y=90°
b) Az egyenlet rendezése utdn alkalmazzuk a cos2x-re vonatkozé addicids tételt:
cos?2a —sin?20 = cos? 23 — sin% 2,
cosdo = cos4p.
Ez utébbi egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha 4o = 4 + 2km, vagy ha 4o = -4+ 2Ir,
ahol k, [ € Z.

Leset: da=4p+2knr < a:ﬁ+%-kn (k€ Z).

Mivel o és B haromszog szogei, k értéke 0 vagy 1 lehet.
Ha k=0, akkor o = 3.
Ha k=1, akkor o = B+ 90°.

II. eset: 4o =-4B+2Iin < a+[3:%-ln' (le?).
Mivel o és B haromszog szogei, [ értéke csak 1 lehet, és ekkor o + 8 =90°.

A feladat feltételének megfelel haromszog o és B szogére a kovetkezs Osszefliggések koziil
teljesiil valamelyik:

(1) o =p, vagyis a haromszog egyenl§ szaru;
(2) a=pB+90° vagyis a hdromszog o szoge tompaszog, €s 90°-kal nagyobb B-nil;
(3) o+ B =90° vagyis a haromszog derékszog, és y = 90°.



EED A szinusztétel értelmében a:b:c=sino: sinf: siny. Elég tehdt a szogek szinuszainak ardnyat
megadnunk. (Ezek biztosan pozitiv értékek, hiszen tangenseik is pozitivak.)

Ismert, hogy

2 2 2
sino = g7 , sinfi= tgﬁ’ siny = g7y

1 +tg2a 1+tg2B 1+tg2y

A feladatunk az, hogy megadjuk tg?a, tg?B és tg>y pontos értékét.
Mivel a haromszog szogeinek dsszege 180°, igy

tg)/=tg(180°—oc—ﬁ):_tg(a_,_ﬁ):M

l-tga-tgf
Atga:tgf:tgy=2:3:4 aranybol:

tgff = %tga és tgy=2-tgo.
Az eléz6 egyenletben ezeket felhaszndlva tg o-ra a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

ga+§ga
2-tga=- 23 .
l—tga-Etga

Rendezziik az egyenletet:
Stga

2-tgo=——"7"——,
£ 2-3tg?a

4-tga —6tg3 00 =-5tg0,
9-tgor — 6tg3a =0,
tga - (3-2tg2a) =0.

A szorzat els6 tényezdije nyilvanvaléan nem lehet 0, tehdt tg? o = >

Ez alapjan B és y tangenseinek négyzetét is kiszamolhatjuk:
2
9 27
t tga | =—tg?o="-,¢s
g’p= ( g ] 78 R

tg2y =2 -tga)?=4-tg2o = 6.

A haromszog szdgeinek szinuszai:

3
sino = tg’a 2 e*p / 5
1+tg? o 1+ 1+tg%pB 27

37
2

siny = ey = 6 =\/§.

1+tg?y \1+6 \7

3 /27 6

cb:c=sino:sinfB:siny = |=:,[—:|=
a:b:c=sino:sinf:siny \/; T \/;

Az ardnyt 13—35 -dal bévitve kapjuk, hogy a hdromszog oldalai hosszdnak aranya: ~/7 : 3:/10.

Ez alapjén:



2 . sin?2x
2x + coszx) —2-sin?x-cos?x=1- 5

4 4

sin“x + cosx = (sin

valamint

cosdx = cos22x —sin22x =1 —2-sin?2x,
az egyenlet a kovetkez§ alakba irhaté:
sinx + cos*x = cos4x,

1 sin22x

=1-2-sin%2x,

2 —sin22x =2 — 4 -sin?2x,
sin?2x = 0.

Az egyenlet megolddsa: -
x=k- 5 (ke2).

a) Az egyenlet jobb oldalat alakitsuk 4t a cos 2x = cos?x — sin?x Osszefiiggés segitségével, majd
alakitsunk szorzattd, és redukaljuk nulldra az egyenletet:

sinx — cosx = sin x - cos 2x,

sinx — cosx = sin x - (cos2x — sinZx),

sinx — cosx =sinx - (cosx — sinx) - (CoSx + sin x),
(sinx — cosx) - [l +sinx - (sin x + cos x)| = 0,

2

(sinx —cosx) - (1+sin“x + sinx - cos x) = 0.

A szorzat pontosan akkor nulla, ha
I. eset: -
sinx—cosx=0 & tgx=1 & x=—+krn (keZ).

II. eset: . .

1+ sin?x +sinx - cosx =0,

cos?x + 2 -sinx +sinx-cosx =0, /:cos2x #0
2-tg?x +tgx +1=0.

Ennek a mésodfoki egyenletnek a diszkrimindnsa negativ, tehit nincs olyan valds x, amely
kielégitené ezt az egyenletet.

Az egyenlet megolddsa: 7
x:Z +kr (ke Z).

b) A szinusz- és koszinuszfiiggvény periddusa 2, tehat elegendd a kovetkezd egyenletet meg-

oldanunk:
sin(2x+£)—3-cos(—£— ):1+2-Sinx.
2 2

Az addicios tételek alapjén:
sin 2x+£ —3.cos I =1+2-sinx,
2 2

cos2x +3-sinx=1+2-sinx,
1-2-sin?x +sinx =1,
sinx-(1—-2-sinx)=0.



A szorzat akkor nulla, ha

L : .
eset sinx=0 & x,=kn (keZ).

II. eset:

sinx=l = x2=£+217r, x3=5—ﬂ+2n7r (I,ne?Z).
2 6 6

Az egyenlet megolddsai:

X, =k, x2=%+2m, x3=5?”+2n7r (k,1,neZ).

EE) Alakitsuk 4t a kifejezést:

4 2

cos*x - sin?x + cos 4

. 1 . . 1 .
x-sinty = 4 - cos?x - sinZx - (cos?x + sin%x) = — - sin? 2x.

Mivel —1 <sin2x < 1, a kifejezés minimaélis értéke 0, maximalis értéke i
A kifejezés a minimumat ott veszi fel, ahol sin2x =0, vagyis x =k - % (keZ).

A kifejezés a maximumdt ott veszi fel, ahol sin2x = =1, vagyis x = % + % An (leZ).

&) Ha cosa = —%, vagyis o = 120° akkor az egyenlet elséfoku:
—4x+4-(—%)—2=0 = x=-1

Ekkor az egyenletnek egy valds gyoke van.
Ha az egyenlet mdsodfoki (o # 120°), akkor van két valés megolddsa, ha az egyenlet diszkrimi-
nansa pozitiv:
D=16-4-(2-cosa+1)-(4-cosa—2)=16—8-(4-cos>a — 1) =24 - 32 cos? .
A kovetkezd egyenl6tlenség megoldésait keressiik, ha o konvex szog:
24 —32-cos?a >0,

NG
> > lcosarl.
Ez ut6bbi egyenlGtlenség megolddsa:
30°+ k-180°< ¢ £ 150° + k- 180° (k € Z).
Osszefoglalva: az egyenletnek két valés megolddsa van azokra a konvex o szogekre, amelyre
30°<a < 150° és o #120°





