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12.4. VALOSZINUSEG-SZAMITAS, STATISZTIKA

Geometriai valosziniiség — megoldasok
4
=—=0,4.
@) p=7 0 0,
b) Nem, a végpont nem befolydsolja az intervallum hosszat.
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p=0,7= g igy x =4,9. I-nek 4,9 hosszi intervallumnak kell lennie. P1. [8; 12,9].

pol8 U151 o,
19 20 380
p=2208 2 o6
12 3
15-2.32
_2 15223 5T 76
515 75
152 0752 n

=0,008;  b) Pyyypgeye = ~0,002.

P, = - oy
@) Fou = [eosr 1 16752 7

Tekintsiik az ablak nyitott (kék) részén kiviili darabokat.

I. megoldas: Ezek harom, az eredetihez hasonlé haromszoget
alkotnak. A szoveg alapjan tudjuk, hogy a kis haromszogek
oldalai feleakkordk, mint egy nagyobb hdromszog oldala. Mivel
két nagyobb és egy pici hdromszog oldala kiadja az ablak alsé

oldalat, igy a kis piros haromszog oldala éppen %—e, a sdrga

nagyobb hiaromszog oldala %-e, mig a fels6 szines haromszog
oldala %—e az ablak oldaldnak. A hasonlésdgndl igazoltak alapjan (hasonld alakzatok teriiletei

a hasonldsagi ardny négyzetével ardnyosak):
1 4 9
P ~Themkac _25 25 25 _14_ .5
(betori az ablakot) Tablak 1 25 s

I1. megoldas: A feladatot atdaraboldssal is megoldhatjuk. Szamoljuk 6ssze, hogy a bal alsé kis piros
haromszoget hanyszor mérhetjiik fel az dbra tobbi alkotéelemére. (A hasonlésdg miatt ezt megtehetjiik.)
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(A Gyakorlatilag nyolc sdvot ldtunk a tablan a kozépkort is beleértve, igy a tdbla sugara 16 cm.
Barmely sav teriiletét megkapjuk, ha a kiils6 hatdrol6 kor teriiletébdl kivonjuk a belsd hatarol6 kor

teriiletét.
22. 1
=—=0,015625;
@ p 162- 1
82.71-6%-1
: =—=0,109375;
PET e,

e) p= 6% _ 140625:
P 1627 ’
122-7-4%2.1

=———=0,5.
§ P e n

h) Két dobasbdl 15 pontot tigy érhetiink el,

vagy 7-et és 8-at dobunk:

POés6 vagy 66s9)=2-

P(8és7 vagy 7és8)=2-

42.7-22-1
b =——— =0,046875;
) P 1621
122.7-10%- 7
d p=—=0,171875;
)P 1627
102 -7
=1- =0,609375;
f)p e

ha 9-et és 6-ot, vagy 6-ot és 9-et, vagy 8-at és 7-et,

42.m-2%.7 10*-7-8% -7

~0,01318,
1627 1627
2.0 _42. 2. _6K2.
6 1”624 8 1”626 T - 0.01708.
4 -

A két eredmény Osszege adja a kérdésre a vdlaszt: p = 0,03.

El6szor szdmitsuk ki a dupla 20 és a tripla 20 pontszdmot ad6 részek teriileteit:
16,75 -1 15,752 - &

~ 5,105 cm?,

T =

10,752 - 71-9,75% - &

20
~3,22 cm?2

Tty =

20

s oz

Ezek utdn konnyebb kiszdmitani a sima 20 pontot érd teriiletet:

15752 - n-15% -1

Tho =
20 20

— Ty = 38,61 — 3,22 =35,39 cm?

Fel vagyunk vértezve a valészintiségek kiszamitdsdhoz sziikséges adatokkal.

Too

~0,1168;
To + Tpoo + Trag

a) P(D20) =

7z

c) Az el6z6 pontbol:

Tty

=(0,0737.
Ty + Tpoo + Top

b) P(T20)=

P(20) =1 - P(D20) — P(T20) = 0,8096.
Két nyillal 80 pontot Ggy szerezhet David, ha két dupla 20-at, vagy egy tripla €s egy sima 20-at,
vagy egy sima és egy tripla 20-at dob. Valészintiségeik osszege:

P(80 pont) = P(D20) - P(D20) + 2 - P(20) - P(T20) = 0,1328.

P=

innen r=0,1"-R.

frjuk fel a valdszintséget. Jelolje a kis kor sugarat r, a nagy korét R. Ekkor:

r2.

b4
R =0,01,

T

Tehat a kozépkor sugara 10%-a kell, hogy legyen a tdbla sugardnak.
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7 Irjuk fel a masodfoki egyenlet megoldképletét, egyszertsitsiink 2-vel:
+ —
_4ENI6-4c | ao

1,2 5
Természetesen akkor lesz mindkét megoldds 1-nél nagyobb, ha a kisebb gyok is nagyobb 1-nél:
2-d-c>1.
Megoldasat a ¢ > 3 valds szdmok adjak. fgy a keresett val6szindség:
1
p= g

(1) Keressiik meg azokat a pontokat a koordindta-rendszerben,
amelyek kielégitik az egyenl6tlenséget. Az dbrdn ezeket a pon-
tokat latjuk a téglalappal egyiitt.

2
A valészintséget a teriiletek mértékébdl meghatarozhatjuk: /

4.2 1 - 32\
P86 6

(k) Képzeljik el egy koordinata-rendszerben a fiirdSbe 1épések
lehetséges idSpontjait. Jancsi és Juliska 630-kor kelnek és 740-kor ~ 7°

hagyjak el a hizat. Tehdt e két id6pont kozott tartézkodhatnak /

Jancsi

a fiird6szobdban (4brdn zold négyzet). Mivel Juliskdnak 30 perc
sziikséges, hogy elkésziiljon, legkéssbb 719-kor meg kell kez-
denie a szépitkezést (fiiggSleges szaggatott vonal és attdl balra).
Jancsindl ez az id6 10 perc, igy 6 raér akdr még 73%-kor is
bemenni a fiirdSbe (vizszintes szaggatott vonal és attdl lefelé).
igy az eseménytér a tengelyek és a szaggatott vonalak kozé esG R T sk
téglalap alakdi teriilet.

Ha Jancsi 630-kor megy a fiirdébe, akkor Julisnak 6*0-t6] szabad a palya. Ha Jancsi 6*0-kor 1ép be,
akkor Julis 679-t51 mehet, stb. Ezeket a belépési pontokat a kék teriilet mutatja. Ha Julis 1ép be
el6szor rogton ébredés utan, akkor Jancsi csak 7%0-t61 mehet be. Ha Julis csak 640-kor megy be,
akkor Jancsinak varnia kell 710-ig stb. Ezt a barna részen l4tjuk.

700 4

Orommel akkor vesznek bicsut, ha nem veszekedtek, azaz ha a fiirdére nem kellett varniuk. Ennek
a valoszintiségét a haromszogek teriileteinek dsszege és a téglalap teriiletének ardnya adja meg. A két
haromszogbdl készithetiink egy négyzetet:

P(6rom és boldogsdg) = % =0,375.

Hét ez bizony nem tul sok... Erdemes lenne valami rendszert vinniiik a reggeli késziil6désbe.

() Az egyenletben m jeldli az egyenes meredekségét, ¢ pedig

N y
a fiiggbleges eltolds mértékét. N st

Keressiink olyan egyeneseket, melyek kielégitik a metszésre Slsmst o

kapott feltételt. )

Példaul ha ¢ =3 lenne, akkor m értékét a [—1; 1] interval- N
lumbdl vélaszthatnank tetszSlegesen. (Ez azonban nem felel AR RN
meg a feladat megolddsanak, hiszen ¢ értéke nem lehet 2-nél 1 et
nagyobb.) :
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Ha ¢ =2, akkor m legaldbb —%, legfeljebb % lehet.

Ha ¢ =1, akkor m legaldbb —%, legfeljebb % lehet. Hasonl6éan kapjuk a negativ c-re ad6d6

értékeket. Erdekes modon, ha ¢ = 0, akkor m nem vehet fel értéket, hiszen barhogy is adjuk meg,
az egyenes metszeni fogja a [—3; 3] intervallumon az x tengelyt.

Abrazoljuk egy m—c koordinata-rendszerben a lehetséges és
a feltételeknek megfelelS paramétereket. Ezt 1atjuk a jobb oldali 2
&brén, a piros szind rész a szdmunkra kedvezd. A kérdezett valo-
szinliség:

A T

Képzeljiik el a konyhdba valé belépési id6pontokat egy derék- 1\ ey st
sz0gl koordinata-rendszerben. Jeloljiik az abszcisszatengelyen 1200
Irma néni, az ordindtatengelyen Karoly bacsi belépésének idejét. ] /

A tengelyeken mérjiik az egységet 6rdban. Irma nénir6l ismert,
hogy 2 6rét tolt a konyhdban, Kdroly bacsi ottlétének hosszat j2
jelolje x. x nem lehet kisebb 0-nél és nem lehet nagyobb 3-ndl, |
hiszen akkor mdr biztosan ranyit egyikiik a mésikra. Azt is T, S
tudjuk, hogy Irma néninek legkésébb 10%-kor el kell kezdeni “o

700 %/'—’ ! 1200

3-x

a fézést (fligglleges szaggatott vonal). Irma neni

A piros szind rész azokat a pontokat jeloli, amikor Karoly bacsi beléphet a konyhdba Irma néni utan.
Ezt biztosan ismerjiik. Nem ismerjiik x értékét. Annyit tudunk, hogy x befolydsolja az als6 zold
haromszog teriiletét, illetve magat az eseményteret is (a tengelyek €s a veliik parhuzamos szaggatott
vonalak altal hatéarolt téglalap). A z6ld haromszogbdl €s a piros haromszdgnek az eseménytérbe esd
rész€ébll Ossze tudunk allitani egy (3 —x) oldali négyzetet. Az eseménytér egyik oldala biztosan 3
(Irma néni konyhéban t6ltott ideje miatt). Irjuk fel a teriiletegységek hanyadosat x fiiggvényében:
2
P(nem zavarjak egymast) = (3—x)

3-5—-x)

Most prébaljunk meg védlaszolni a kérdésekre.

a) Ha azt szeretnénk, hogy 0,5-nél kisebb valészindséggel kapjanak 0ssze, akkor 0,5-nél nagyobba

2

kell tenni az el6z6 valdszindséget. Szorozzunk a nevezdvel (mivel 0 < x < 3, az egyenlStlenség
irdnya nem valtozik), majd rendezziink egy oldalra:

(- x)? 2 2
—>0,5 = @B-x»>1,5-6-x = x*-45x+1,5>0.
3-5-x)
Innen:
+.452-4.
x172=4’5_ 4’5 4 1’5, = x1z0,36 éS sz4,14.

2
Feltételeinknek csak a kisebb érték felel meg. Mivel a méasodfoku kifejezés egy felfelé nyilo
parabola, igy az egyenl6tlenség megoldésa:
0<x<0,36.
Azaz ha Karoly bécsi 0,36 6rdndl (kb. 21 perc és 36 mdsodpercnél) kevesebb id6t tolt el

sz

a konyhdban, akkor 50%-nal nagyobb valdszintiséggel kevesebb hangos sz6 hallatszik.
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_ )2
G- kifejezés
3-5-x)
értéke. Vizsgaljuk a kifejezést a 0 < x < 3 intervallumon. Néhany érté€k behelyettesitése utdn

b) Anndl kisebb a masik megzavardsanak valdszintisége, minél nagyobb a p =

azt sejtjiik, hogy x = O-ra kapjuk a legnagyobb értéket, mégpedig p, .= é Hogyan igazol-
hatnédnk ezt? 5

Azt mutatjuk meg, hogy p a p,,., értéknél csak kisebb lehet minden 0 < x < 3 esetén:
_ )2
REES )
3-6-x) 5
Tiintessiik el a torteket, majd fejtsiik ki a zdréjelet, és rendezziik az egyenlStlenséget egy
oldalra (pozitiv szdmmal szorzunk):
5:3-x2<9-(5-x),
45 — 30x + 5x2 < 45 — 9x,
5x2-21x <0,
x-(5x-21)<0.

Megoldésa:
0<x<4,2 (egyenes alldsd parabola).

Mivel 0; 3[ < ]0; 4,2[, ezért valéban teljesiilnek a fenti egyenlStlenségek.

Végeztiink: Irma néniék akkor vesznek Ossze a legkisebb,

2

l_pmang

valdszindséggel a konyha haszndlatdn, ha Kéroly bacsi 0 6rat tolt el ott, azaz a konyha koze-
1ébe sem megy.

Megjegyzés: Ezt Irma néni a fenti példa megoldasa nélkiil is nagyon jol tudja.

Varhatd érték (emelt szintii tananyag) — megoldasok

M=0,1-1+02-(-2)+0,3-3+0,4-(—4) =-1. Nem érdemes a jatékban részt venni.
M=04-1+03-(-2)+0,2-3+0,1-(—4) =0. Igen, érdemes a jatékban részt venni.

M=l-1+l-2+l-3+l~4+l-5+l-6=l-(1+2+3+4+5+6)=2=3,5.
6 6 6 6 6 6 6 6

a) M —l-(—10)+l-8——1~ b) M —1-10+l-(—8)—1
47 2 ’ ) 2 '

@ ' (835) 1454 @ ' (825) 17690 4 @ ' (815) 2127600 + w 675000000 = 75,5 Ft.
B om0 ) |

75,5 - 225 =-149,5. Nem érte meg.

M =
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a) Az elsé porgetéskor akkor éri el a legnagyobb pontnovekedést, ha 3000-et forgat. Ezutan viszont
mindig kétszer a duplazét kell kiforgatnia, azaz maximum 20 000 pontot érhet el.

b) Akeréken nyolc mez§ van és feltételezziik, hogy nem csalnak a jatékban, azaz minden mez8nek
ugyanakkora a val6szindsége. A duplaz6 2000-rel noveli, a felezd 1000-rel, a negyedeld 1500-zal,
a nulldz6 2000-rel csokkenti a pontszdmot, ezért a porgetéskor varhatdéan kaphat6é pontszam:

M= é -(~2000) + é -(~1500) + %-(—1000) + é-(—1000) +

+1-1000+1-2000+1-3000+l-2000:312,5.
8 8 8 8

A forgatds utdn a jatékosnak sok ilyen helyzetet tekintve dtlagosan

2000 +312,5=2312,5
pontja lesz.

¢) Halenulldzta magt, akkor a szdmdra negativ mezGket nem kell figyelembe venni, hiszen ennél
kevesebb pontja nem lehet. Hasonl6 a helyzet a dupldzéval is. Igy:

M=%-1000+%~2000+%-3000=750.

Sok ilyen szitudcid utdn koriilbeliil 750 pont lesz a pontjainak dtlaga.
d) 10000 pont esetén a duplazé ugyanennyivel néveli a pontok szamat, illetve a felezd 5000-rel,
a negyedel§ 7500-zal, a nulldzé 10 000-rel csokkenti a pontokat. Tehat:
M= %-(—IOOOO) + % -(=7500) + % -(=5000) + % -(—=1000) +

+ % -1000 +é-2000 + % -3000 + % -10000 =-937.5.

Ebben a szitudcioban (sok jaték atlagat tekintve) a jatékos pontszama 10000 —937,5 = 9062,5
pontra csokken. Ugy tiinik, hogy minél tobb pontja van egy jatékosnak, az ardnyosan csokkentd
és a nulldzé mezGk anndl jobban csokkentik a pontjait.

A jatékos nyereményét a jaték ardnak kell egyensulyba hozni. Azaz akdr a jatékos, akdr a jatékot
szervez$ Dani varhaté nyereménye O kell, hogy legyen. Mivel a jatékos nyereménye % -6 =2 jaték-

eurd, ezért a jaték drdnak is 2 eurdt kell valasztani. (Az egyiket minden forduléban ,,megnyeri”
valamelyik fél, a masikat ,,elvesziti”.)

Tekintsiik Baldzs szempontjabol a bevételeket és a kiaddsokat. A jaték dra (2 eurd) Baldzsnal marad,
ha a jatékra befizet§ veszit. Ha a jatékos nyer, akkor 6 eurdt fizet neki Baldzs. Ez csak 4 eurd vesz-
teség Baldzsnak, hiszen elGtte 2 eurdért a jatékos megvette a jatékot. A két esemény koziil az egyik
biztosan bekovetkezik: ha egyiknek x valészindséget tulajdonitunk, akkor a mésik (1 —x) val6-
szindséggel kovetkezik be.

A kérdés: hogyan vdlasszuk meg a valdszintiségeket, hogy a jaték varhato értéke Baldzs szem-
pontjabdl 1 legyen?
[rjuk fel a varhat6 értéket:

(1-=x)-2+x-(4)=1, amibdl x:é,

Tehat Baldzsnak dgy kell meghirdetnie a jatékot, hogy a jatékos csak egy dobott szdm esetén
nyerjen. Példdul a hatos dobdsra fizet nyereményt, a tobbire nem.
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(ED) Tegyiik fel, hogy a kezdScsapat 10 tagjabdl x f6 rutinos. Ekkor (10 — x) f6 tapasztalatlan. Azt sze-
retnénk, ha varhat6an legaldbb hat {6 bertignd a tizenegyest:
0,8x +0,25-(10 — x) = 6,
0,55x 23,5,
X 26,36.

Ezek szerint legaldbb hét tapasztalt jatékosnak kell lennie a csapatban.

(EEE) @) Nyilvén akkor éri meg a jatékosnak, ha a jaték vérhat6 értéke pozitiv. A varhato értéket ndvel-
jik, ha a jatékos szamara kedvezétlen (negativ) nyereményeket a kisebb valdszintiségt,
a kedvezd (pozitiv) nyereményeket a nagyobb valdszinliségl esetekhez rendeljiik. Péld4ul:
P(-4)=0,2; P(-2)=0,1; P3)=0,3; P(1)=04
esetén a varhat6 érték mar pozitiv:
M=04-1+0,1-(-2)+0,3-3+0,2-(-4)=0,3.
b) A legnagyobb viérhaté érték akkor lehetséges, ha a legkedvez6tlenebb esethez (—4) rendeljiik
a legkisebb valészintséget, majd a kovetkez6hoz a kovetkezdt stb.:
P(-4)=0,1; P(-2)=02 é P3)=04; P(1)=0,3.
Ekkor a varhat6 nyeremény:
M=03-1+02-(-2)+04-3+0,1-(-4)=0,7.

(1) a) Egy vanilids krémtirodt a visszatevés nélkiili esetet tekintve legaldbb elsGre vagy legfeljebb hete-
dikre vehetiink ki a dobozb6l. Annak a valészinilsége, hogy elsdre ilyen keriil a keziinkbe, 0,4.
Tekintsiink egy kozbiilsS esetet, példaul azt, ha negyedikre vessziik ki a vanilidst: ebben az eset-
ben elsére, médsodikra, harmadikra meggyest vagy kekszest kell kivenniink:

4 4
P(negyedik a vanilids) = 6544 =(,0952.
10 9 8 7
Osszesen hét eset lehet, valészintiségeik az el6z6hoz hasonldan frhatdk fel. A varhaté érték:
M= 1404 ,,6545,6544,, 654345,
10 10 9 10 9 8 10 9 8 7 10 9 8 7 6

+
10 9 8 765 109 87 654
Ha a dobozban 4 vanilids, 2 meggyes és 4 kekszes krémtiir6 van, akkor visszatevés nélkiil
vdrhatéan masodikra vesziink ki vanilidst.

b) Ha visszatessziik a kivett krémtirdkat, akkor a hizasok kozott nem valtoznak a valészindségek
értékei. Vagyis a vanilids kivételének valdszintisége 0,4; a nem vanilidsé minden esetben 0,6.
Rossz hir, hogy hiizhatunk folyamatosan nem vanilidsat, tehét akar végtelen sok esetiink is lehet-
séges. Annak a valészintisége, hogy csak negyedikre vessziik ki kedvenciinket:

P(negyedik a vanilids) = 0,63-0,4 = 0,0864.
Az els6 10 tagot kiszamitva a véarhat6 érték:
M=04-1+0,6-04-2+0,6>-04-3+0,6%04-4+0,604-5+
+0,6°-04-6+...+0,6%-04-10=2,42.

(Ha az elsé 200 tagot irjuk fel, a varhaté érték akkor is csak 2,5-nek adédik.) Varhatéan
masodikra vagy harmadikra fogjuk kivenni kedvenc krémtirénkat.

Megjegyzés: Bizonyithatd, hogy minden tagot szdmba véve az dsszeg 2,5-nek adddik.
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3 ) Jeldlje x a jatékos éppen aktudlis pontszamét (0 < x). Ekkor a dupldzé x, a nulldzé —x,

3 .
a negyedeld (— ij a felezé (— %j ~megnyert”’ pontot jelent. A varhat6 érték x fliggvényében:

1 1 3-x) 1 X
MX)==-(=x)+—|-———|+—-|-=|+
® 8 & 8 ( 4) 8 ( 2)
1 1 1 1 1
+—-(=1000) + =-1000 + —- 2000 + —- 3000 + — - x =
8 8 8 8 8

=1-(5000—§- ):625—i-x.
8 4 32

Ez a véarhato érték azonban csak akkor szamithatd, ha a jatékosnak van pontja. Ugyanis O pont

esetén az el6z0 szerencsekerekes feladat ¢) pontjdban kiszdmitott 750 pont varhato.

A jatékosnak eredetileg x pontja volt, ezt ndvelte/csokkentette a fenti értékkel. gy most pont-
jainak szdma:

x+625—i-x:§—;x+625, ha x>0,

0sszpontszdm = 32
750, ha x=0.

Ez nem befolydsolja nagymértékben a jaték kimenetelét, hiszen ha x = 1, akkor varhatéan
626 pont lesz a kerék megforgatdsa utan.

e

b) Az el6z6 pontban kiszdmolt M(x) fiiggvény
szigordan monoton csokkend linedris fiigg-
vény, zérushelye x =4000. Ez az a pontszdm, |
amellyel ha rendelkezik a jatékos, akkor
a jaték igazsagos. ol
Ha ennél t6bb ponttal rendelkezik, akkor a ja- 500
ték a jdtékos szamdra kedvezGtlen, hiszen nagy g0l ™
atlagban levonnak téle valamennyi pontot.

4800

A

3200 +
Ha 4000 pontnél kevesebbet gydjt, akkor 0!
a jaték kedvezd a jatékos szdmdra, hiszen a g0 f

. .. o = A
vdrhat6é €rt€k pozitiv. S6t: minél jobban [ e
eltériink ettSl az értéktSl, anndl tobbet nyer | ™0 .
vagy veszit. om0l } A A AT
Igy maér az is vildgos, hogy 8001 S
—a legnagyobb varhaté nyereménye miért ‘0t

akkor van a jatékosnak, amikor éppen o] 400 550 1300 1600 2000 2400 2800 3300 3500 4000 4400 4800 5200 %
lenulldzta magét;

— ha elég sokdig jatszik a jaté€kos, akkor a nyereménye 4000 pont koriil lesz. Ezt a varhat6 érték-
bdl megéllapitott fliggvény alapjan szemléltethetjiik is. Az x tengelyen az aktudlis pontszdmot,
az y tengelyen a forgatds utdni (varhaté) pontszamot jeloljiik.

Ha példaul 1600 pontja van, akkor vdrhatéan 1975 pontja lesz. Az 1975 pontrdl djra forgatva
2291.,4. Err6l 2258,4 stb. Mindig kozelebb kertil a 4000 ponthoz (sotétzold térdttvonal, a hala-
dési irdnyt a nyilak mutatjdk). Ha azonban 5200 pontja van, akkor varhatéan 5012,5 pontja
lesz a kerék porgetése utan. Ujra forgatva mar csak 4854,3 stb. (vildgoszold vonalak). Az egyet-

z..2

len stabil helyzet az dbrdn is 4000 pont (6nmagdba visszatérd bordo torottvonal).
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Statisztika — megoldasok

(7 95 f6.

(F1F) Legaldbb az 5. helyre.

(4544 JRIR

(3 a) 20 eurd. b) 3 darab.
(1 5 percet.

a) 50; b) 51.

a) Jeles. b) J6.
(L) 65,4 m3.

(5510 a) 9 mm; b) 3 mm.
(4551 2

1552 4+4+7+x+11
5

(EF) A keresett oszlopdiagram:

=7, ahonnan x =9. A keresett minta: 4, 4, 7, 9, 11.

8
6
4
2
‘| el LI
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
| 1 kozeli I W kozéptavoli | W harompontos
(ED Mivel 2ZK + 2KK + 3PK + BDK = 360°, igy: _—
lintetd
27K = 1523 s
2KK = 27,7%
3PK = 69,2° -
kozep-
BDK = 110,8° el \<J
kozeli

(EH Lathat6, hogy Roland értékét elsGsorban a dobott
pontok szdma hatdrozza meg, ez teszi ki a VAL- . = pont

pontszam legnagyobb részét. kY L
25
20
15

~
w
~
o
S
=g
=
©
>



Roland a 10. mérkézésen az el6z6hoz viszo-
nyitva batrabban prébdlkozott a kozéptavoli,
és méginkabb a tavoli dobasokkal.

meérkdzés sorszama

0%  10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%
| 1 kozeli | W kozéptavoli F M harompontos  F M biintetd

a) Alegnagyobb és legkisebb érték alapjan az osztalykoz:
27-9

Nagyon jo mérkézés (22-28) 3

T=6. Jo mérkdzés (15-21) 3
Kozepes mérkdzés (8-14) 4
b)A=10+9+27+24 2+21 2+2O+11+12=17’9‘
10
c) Athz4-11+31-é8+3-25=17’3.

d) Az eltérés 0,6. Oka, hogy tobb érték is felsG kategoriahatar kozelébe esik (21, 27).

a) Alegnagyobb és legkisebb érték alapjan az osztalykoz: I kategoria  (88-100,5) 2
100-50 _ 155, Il kategéria  (75-87.5) 2
Il. kategoria (62-74,5) 0
75+3-50+88+83+2-60+57+100 ——
b) A= 0 =67,3%. IV. kategdria (49-61,5) 6
o) Agyt _ 2:9425+2- ?(1),25 +6-5525 _ 68.25%.

d) Az eltérés minimadlis: 0,95%. Mivel tobb volt a kategdria, kisebbek lettek az eltérések a kate-
gériakozepektdl.
a) Jeldlje R a terjedelmet:
Rxp=1-0=1 és R3pg =100-0=100%.
Nem tudtunk meg fontos adatot.
b) Els6 minta:
0%, 0%, 0%, 0%, 0%, 0%, 0%, 0%, 0%, 100%.
A
Masodik minta:
0%, 100%, 100%, 100%, 100%, 100%, 100%, 100%, 100%, 100%.

=10%.

elsg

Amgsodik = 90%.
18+27+29+31+40+30+23+22+35+36
a) Aygs= =29,1 perc.
10
(18— A2 +(27— A2 +(29—- A2 +(31—- A)2+(40— A)? +(30— A)2 + (23— A)2 +(22— A)? +(35— A)> + (36— A)?
b) Sidg = 10 =~ 6,49.

c) I=]29,1-6,49;29,1 +6,49[ = ]22,61; 35,59[. Az intervallumba hat érték esik.
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(3 a) A rangsorba rendezett adatok:

9, 10, 11, 12, 20, 21, 21, 24, 24, 27.
MePt:20,5.
b) AEp, = |9—Me|+|10—Me|+|11—Me|+|12—Me|+|21(3)—Me|+2~|21—Me|+2-|24—Me|+|27—Me| =5.5.

c)I= ]20,5 -5,5;,20,5 + 5,5[ = ] 15; 26[. Az adatok koziil 6t esik a megadott intervallumba.

(A a) Az eladott labdék, a kapott blokkok és a faultok a csapat szempontjabél rosszak. Igy ezeknél
minél kisebb mutat6t kell keresni, a tobbinél minél nagyobbat.

b) Az egyszerlibb dontés kedvéért készitsiink a rangsorokrdl is tdblazatot. Mindegyik esetben adjuk
meg mindhdrom mutatét (A = dtlag, Me = medidn, Mo = médusz). A vastagon szedett mutat6t

valasztjuk.
Tam 1 1 2 3 3 3 4 4 4 4
Véd 2 2 3 4 4 4 %) 5 6 7
oL 1 3 4 7 7 7 7 9 9 10
F 2 2 2 2 3 3 3 4 4 S
KF 1 2 2 3 3 4 4 4 4 5
Bl 1 1 1 2 2 2 2 4 4 5
Kb 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
El 0 0 0 0 1 1 3 3 5 5
Sz 1 1 1 2 2 2 2 2 2 3
Gp 0 0 0 0 1 1 1 2 2 2
Téamadodlepattandk: A=209; Me =3; Mo =4
Véddlepattandk: A =42; Me =4, Mo =4
Osszes lepattand: A =64; Me =17, Mo =17
Faultok: A=3; Me =3, Mo =2
Kiharcolt faultok: A=32; Me =3,5; Mo =4
Blokkok: A=24; Me =2, Mo =2
Kapott blokkok: A=0,3; Me = 0; Mo =0
Eladott labdak: A=128; Me =1; Mo =0
Szerzett labdak: A=178; Me =2; Mo =2
Golpasszok: A=0,9; Me =1; Mo =0
(HF) Készitsiink rangsort.
2Z2% 64 67 67 67 71 80 80 90 90 100
2K% 0 0 0 0 0 0 0 0 50 100
3P% 0 0 0 0 0 0 0 33 40 100
BD% 50 50 50 57 60 60 75 83 88 100
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27%: A=77,6%; Me=755%; Mo=067%.

2K %: A =15%:; Me = 0%; Mo = 0%.
3P%: A=173%; Me=0%; Mo = 0%.
BD%: A=673%; Me=060%; Mo =50%.

Barmelyik dobdszazalékot is tekintjiik, a szamtani atlagot érdemes kozzétenni. Mindegyik esetben
ez a legnagyobb érték, majd ennél kisebb a medidn, végiil a mddusz.

a) A szamtani atlag 85,25, ez kerekitve 85 pont.

b) A minta médusza a leggyakoribb elem: 83. A rangsorba rendezett minta medidnja a két kozépsd
elem dtlaga, ez 84,5. A minta terjedelme: 94 — 76 = 18.

¢) Az osztalykozt vélasszuk 18:3 = 6-nak. Igy az dbran lathaté A kategéria (76-82) 9
gyakorisagi tablat kapjuk. E—
A kategoria fels§ hatdra nem tartozik a kategdridhoz, kivéve  Blategoria (82-8) i
a C kategoriét. C kategoria (88—94) 3

d) Akeresett diagram az dbrén l4thato. e

3

2
1 ‘ ‘
0

A B C
kategoria

gyakorisag

Alkossédk az n elemd mintit az xy, x,, ..., x,, adatok. Ekkor a minta 4tlaga:
A=x1+x2+...+xn
n

a) Ha az elemeket kicseréljiik x; + b, x, + b, ..., x,, + b-re, akkor A” dtlaguk:

X+b+xy+b+...+x,+b xj+xy+..+x,+n-b _ x+x,+...+x
A= 2 n M 2 n M 2 nyb=A+b.
n n n
b) Ha az elemeket kicseréljiik ¢-x, c-x,, ..., c-x,-re, akkor A” atlaguk:
ottt tex, c-(Xx+x+...+x,) L atnte
n n n
Tételezziik fel, hogy az eredeti x|, x,, ..., x,, adatokbdl 4ll6 n elemd rangsor médusza Mo = x,,,

(1 £m < n), medidnja Me.

Vegyiik észre, hogy a mdodusz nem az elemek nagysdgahoz, hanem az elemek el6forduldsdhoz
kapcsolddik, a medidn pedig az elem rangsorban elfoglalt helyzetéhez! A median paratlan sok elem

299

esetén (n=2k+ 1) a,kozéps6” elem (Me = x;, {), paros sok szdm esetén a ,.kdzEépss kett§” elem

X+ X
atlaga (Me = M}
2
a) Legyen az 4j minta x; + b, x, + b, ..., x,, + b. Az elemekhez hozzdadott b valdés szdm sem

a gyakorisagukon, sem a rangsorban elfoglalt helyzetiikon nem valtoztat. Igy az 6j médusz:
Mo’ =x,,+b=Mo +b.
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Pératlan elemszamu minta esetén (n = 2k + 1) az eltolt minta Me’ medidnja:
Me =x,,1+b=Me+b.
Paros elemszamud mintdban (n = 2k) az j minta Me’ medidnja:
Xp+b+x  +b X+ x4
= 5 =

)

e +b=Me+b.

b) Hasonl6 a helyzet, ha ¢ valds szimmal szorozzuk a minta 6sszes elemét:
Mo” =c-x;,=c-Mo.
Pératlan elemszdmu mintdra:
Me” =c-x; .1 =c-Me,
illetve paros elemszamu mintéra:

Me”_

C'xk+C'xk+1 _C.xk+xk+] _
2

c- Me.

Ez akkor is igy van, ha ¢ =0 vagy ¢ < 0. Utébbi esetben a rangsor megfordul, a maximalis
elem a minimalis lesz, és eldre keriil.

(517 Legyen az n elemd xy, x,, ..., x,, adatokbdl 4116 minta terjedelme R, szordsa s, abszolit dtlagos
eltérése AE.

a) Legyenek az (j minta elemei x; + b, x, + b, ..., x,, + b. Ekkor a terjedelem nem valtozik:
R =x,,,+b—(x,,+b)=x =R.

max min max ~ *min

A szorés esetén haszndljuk ki, hogy a szamtani atlag A + b-re véltozik:

J(x1+b—(A+b))2+---+ (x,+b - +b) =\/(x1—A)2+...+(xn—A)2 _

n

S.
n

Az abszolut 4tlagos eltérésben is haszndljuk ki, hogy a medidn Me + b-re véltozik:
AE’ = |x1+b—(Me+b)|+...+|xn+b—(Me+b)| _ |x1—Me|+...+|xn—Me| — AE.

n n
b) Legyenek az (j minta elemei c-x;, ¢-x,, ..., ¢-x,. Ekkor a terjedelem:
R = € Xmax = € Xmin = lel- (xmax — Xmin) = lel-R.

Az abszoliit értéket haszndlnunk kell, ¢ <0 esetben a mintdban ugyanis a maximalis és a mini-
malis elem felcserélddik.

A szdrds esetén haszndljuk ki, hogy a szdmtani 4tlag c-A-ra valtozik:
S,_\/(c-xl—c-A)2+ o+ (cox,—c-A)? _ch_(xl—A)% ot (x, — A)?

:|C|‘S.

n n
Az abszolut dtlagos eltérésben is hasznaljuk ki, hogy a medidn c - Me-re véltozik:
c-xy—c-Me|+...+|c-x,—c-Me x,—Me|+...+|x, — Me
AE’=| 1 | | n |=|C|| 1 | | n |=|C|AE
n
(51 Legyen a ¢ elem( minta rangsorba rendezve xy, x,, ..., x;. Csoportositsuk 6ket n darab osztdlyba,

X

legyen az osztalykoz Fmax = Xmin _ 75 0, és jelolje az osztalykozepeket K, K, ..., K,,. Essen
n

az egyes osztdlyokba rendre ry, ry, ..., r, darab adat (r{ +r, + ... +1,=1).
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Vizsgdljuk meg a minta elemeibdl szamitott A és a gyakorisdgi tablazatbdl szamitott A’ atlag

eltérését:

Xj+xXy+...+x, n-Kj+n-Ky+..+r,-K,
t t

|A-A

Pérositsuk a minta elemeit a megfelel§ osztdlykozepekkel (az els6 r; darab elemet K;-gyel stb.):

(xl—K1)+...+(x,] —K1)+(xr1+1—K2) +...+(x,—Kn)

t

Kihasznaljuk, hogy |a + bl <|al +|b| haromszog-egyenlétlenség teljesiil akirmennyi értékre:
. g = K| oot |2, = K [+ [ = K|+t [ - K <

t
Kihasznaljuk, hogy az adott kategdridba es6 elemek maximum az osztdlykoz felével térhetnek el
az osztalykozéptdl: J

[.i
<_2_4d

t 2
Tehat a gyakorisagi tabldzatbdl szamitott és a valddi dtlag legfeljebb az osztdlykoz felével térhet el
egymastol.
Legyen x, X, ..., x, minta n elemd, szdmtani 4tlaga:
Ao Bttty
n
szorésa pedig

s:\/(xl—A)2+ ot (x, — A)?
n

Azt akarjuk bizonyitani, hogy ha s képletében barmely X-re cseréljiik A-t, akkor nem kaphatunk
kisebb szamot az eredeti s-nél. Ehhez megvizsgaljuk az X-t6l fiiggd (a tobbi adat rogzitett)

(= X)?+ ...+ (x, - X)?
n

kifejezést, hogy mely X-re van minimuma. Mivel nemnegativ mennyiség, ott van minimuma, ahol
a négyzetének is minimuma van:

(x —X)2+...+()cn—X)2
n

A nevezGt sem kell figyelembe venniink, hiszen a minimumot csak a szdmldl6 befolyasolja.
Igy elegendd a négyzeteket megvizsgdlni:

=X+ o+ (0, =X =xf =2, X+ X2+ .+ x 2%, X+ X2 =
=nX?—2X-(x; + ... +x,) +x + ... + X 2.
A kifejezés X-ben masodfoku, mégpedig egy felfelé nyil6 parabola (n > 0).

Tudjuk, hogy az ax? + bx + ¢ (a>0) kifejezésnek x;, = - b helyen van minimuma. Jelen esetben
a=n,b==2-(x; + ... +x,). lgy: 2-a
X :_—2~(x1+...+xn):A‘

min
2-n

Azaz a szOrés a szamtani 4tlagra minimalis.
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(511) Legyen az n elemd rangsor xq, X,, ..., x,. Medidnjat jelolje Me, abszolut dtlagos eltérését pedig

AE=|x1—Me|+...+|xn—Me|.

n
Két 1épésben bizonyitjuk az allitdst. E16szor megvizsgaljuk paratlan sok, majd paros sok elemi
mintara. Mindkétszer belatjuk, hogy az abszolut atlagos eltérésben Me helyére mds szamot irva,
nem kaphatunk AE-nél kisebb értéket.

I. eset: Ha n pdratlan, akkor a medidn a minta kdzépsd eleme:

Me=x,, ahol k=”;1.

Lehetséges, hogy a mintdnak tobb eleme is megegyezik a medidnnal. Legyen az elsd ilyen elem
indexe e, az utols6é u. Igy (u—e + 1) darab elemre: x, = ... =x; = ... =x, = Me. (Akdr e =k
vagy k=u.)

Arangsorban az x, el6tti elemek kisebbek, az x,, utdn lev6k nagyobbak a medidnndl. Figyelembe
véve a nagysagrendi viszonyokat, az abszolut dtlagos eltérés abszoldt érték nélkiili alakban is
irhaté:

Me—-x)+..+(Me—x,_)+u—-e+1)-(Me—x;)+(x

n

el — Me)+ ...+ (x, — Me)

AE =

Cseréljiik ki a kifejezésben Me-t X-re. AE nagysdga csak a szdmldloban taldlhaté X-t6l fligg:
n-AEX)=X-x)+...+X—-x,_pD+u—-e+1)- X—x)+(x,. - X)+ ...+ (x, - X).
Noveljiik X értékét. Legyen kicsit nagyobb a medidnndl, de még

X <x,,. Ekkor az els6 u tag novekedni fog pontosan X —x; ér- ,
tékkel, a maradék tagok pedig pontosan ennyivel csokkennek. i 1y lX

Mivel k = HTH <u+1, tobb tag fog novekedni, mint amennyi » !

csokken. fgy az Osszeg csak novekedhet, mégpedig (2u —n)- (X —x;) ' N
értékkel. (Az dbrdn e = k = u. A piros vonalak AE csokkenését,
a vastag zoldek a novekedését jelzik.)
Ha X eléri x,,, | értékét, akkor az (u + 1)-edik zardjelben és mindazokban, ahol x, , -gyel egyenld
értékek allnak, meg kell forditani a kiilonbséget:

nAEX)=X-xp+ ...+ X-x,_pD+u-e+1) X-—x)+X-x,, )+ ... +(x,— X).
Innent6l kezdve ezek a tagok az eddigi csdkkenés helyett mar névekedni fognak. Tehat még tobb
tag novekedik és kevesebb csokken, mint eddig. Igy tovdabb, minél inkdbb Me < X, anndl inkdbb
AE < AE(X).
IL. eset: Ha n paros, akkor a medidn a két k6z€ps6 elem atlaga:

+
Me="E"2k+1 ahol k=2
2 2

Ha a két kozépsé elem egyenld, akkor az L. esetnél lefrtakat szordl széra alkalmazhatjuk. Ha kiilon-
bozbek, akkor a mintdban nincs olyan elem, amely megegyezne a mediannal. S6t, az elemek
pontosan fele kisebb és fele nagyobb Me-nél. Abszolt értékek nélkiil irva:

(Me — x)) +...+(Me — x) + (x4, — Me) + ...+ (x,, — Me)

n

AE

Ismét cseréljiik ki a kifejezésben Me-t X-re. AE nagysdga csak a szamlalotol fiigg:
n-AEX)=X-x)+...+X-x)+ (- X))+ ... +(x, - X).
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4576

Viltoztassunk X értékén. Vdalasszuk nagyobbnak a medidnndl,
de még X <x;, legyen. Ekkor a tagok els6 fele novekedni,

masodik fele csokkenni fog ugyanazon X — Me értékkel, azaz 1 ? e X
az dsszeg nem véltozik. i T
Amint X =x; ., a (k+ 1)-edik zdrdjelben €s mindazokban,

ahol x; , ;-gyel egyenl§ értékek dllnak, megforditjuk a kiilonb- e
séget:

nAEX)=X—-xpD+ ...+ X—x)+X—x, D+ ... +(x, - X).
Tovabb novelve X-et, az imént megforditott tagok mar nem csokkenni, hanem novekedni fognak.
Mivel igy tobb tag nd, mint csokken, az dsszeg is novekedni fog. A gondolatmenet hasonléan
folytatédik, ha X > x; . ;.

Megjegyzés: Mindkét gondolatmenet hasonldéan végigvihetd, ha X értékét csokkentjiik Me-rdl.

Vegyes feladatok — megoldasok

|7l =10, |1l =x, p=0,5=%. Ebbél x = 5, ezért csak I = |1; 6] lehet.
57 1

T15-35 15
M=002-1+003-2+024-3+0,6-4+0,11-5=3.75 év.

a) A csoportba 12-en jarnak.

4.2+4+5-7+2-12+1-17 2:2+2-7+5-12+3-17
b) Ayies = =17 Anagycs.= =10,75=11.
12 12
a) Igen, Mo =2 és Me = 3.
b) Nem.
0) A=4-4,5+9-12,5+6-20,5+8-28,5+3-36,5:19’7;
30
S_\/4-(4,5—19,7)2+9-(12,5—19,7)2+6-(20,5—19,7)2+8-(28,5—19,7)2+3-(36,5—19,7)2 ~9.77-
- 30 ~ 7 ’

1=19,93;29,47].

4-11-31+9:12-3[+6-13-3|+8-[4-3]+3-[5-3]
30

d) AE =
I=1]2;4].

I;

Ha a korong (r = 1,5 cm) teljes egészében egy négyzetbe esik, akkor a riaszt6 csendben marad. Elég
egy négyzetet tekinteniink. Ehhez a korong kozéppontjanak egy (10 —2-1,5) oldald négyzetbe kell
esnie. (Feltehetjiik, hogy érintésre még nem riaszt.) Tehdt annak a valészintisége, hogy nem sz6lal
meg a riasztd, illetve annak a val6szintisége, hogy megszoélal:

P(csend) = ﬂ illetve  P(riaszt) = 1
100 100

A viélasz a kérdésre igen, a riasztd nagyobb valdszintiséggel kezd sziréndzni.
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(Eyll A varhato érték:

M= ((7))-0,360 0,647 -0 + G)O,%l -0,64% -1+ (;)0,3620,645 24

7

+ @.0,363 10,6443 + @-0,364 10,6434 + @-0,365 10,6425+

+ (9'0,366-0,641 -6+ (;J'0,367 -0,640-7=2,52.

Tehat varhatéan két vagy harom sajat szdmot fog hallani Zsofi.



