MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

11.6. VALOSZINUSEG-SZAMITAS, STATISZTIKA

Klasszikus valdsziniisegi modell — megoldasok

a) Igen.
b) Nem, a valészintiség: 5 1

P(A+B)=1-PA+B)=1->=—.

6 6
c) Nem, a val6szindség:
11 _21
1-P(A+B)=1-
32 32
)
4
P(legaldbb egy piros) = 1 — P(nincs piros) =1-— 3—2 =
%)
20 <0,2, innen 80<t.
20+1¢
1-122
6 6
2.3
108 54
PA) = % =(0,000000022 < P(B)= %5 =0,000000122 < P(C)= 31? = 0,000000209.
g (©)

o), 03) B0

1 —[P(0 taldlat) + P(1 tallat) + P(2 taldlat)] =1 — =(0,0238.
45 45 45
6 6 6
13) 3 13) 52 13) 51
(10) 23 (11) 23 (12) 23 2 1
P(10)+ ...+ P(13+1)= + + +—+—=0,0016.

314 314 314 314 314

P(fémtetS) = 1 — [P(fekete alj) — P(fekete alj és fémtets)] = 0,48.
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P(PF)=PP)+ P(F)-1=0,6+0,75-1=0,35. Innen: 35 db.
P(Peti nyer) = p. Ekkor 3p =1 - p, amibdl p = 0,25 és igy P(Gabi nyer) =1-p =0,75.

P(Hapci nyer) — 0,3 = 1 — P(Hapci nyer), ebbdl P(Hapci nyer) = 0,35. Tehat Hapci 13-szor, Vidor
pedig 7-szer nyer.

P(Peti nyer) = p. Ekkor p+2p +3p =1, amibdl p = 3 Tomi 0,5 valészintséggel nyer.
Csaba 0 valdszintiséggel nyer.

T+8+5
25

1-(0,25+0,16 +0,28) =0,31.

0,2.

a) Akozos nevezd 420. Ennyi darab (vagy ennek tobbszorose) gylimolcsnek kell a 1dddban lennie.

b)l—(l+l+l+l)=£<l.

3 4 5 7 420 3

a) P(lapos):1—[P(1yu1<as)+P(1<erek)+P(tbmor)]:l—(1+l+i):£.
3 5 15 15

b) Tizenot darab.

4
(zj ~(,5862.
8

pt= é, amibdl p = % Pontosan kétszer.

4
1- (é) =0,5177.
6

a) 1-0,8% = 0,8322. b) (1 -0,8)% = 0,00000256.
1 —p>=0,99999, amibsl p =0,1.

Q= l;z;...;g , A= l;%;...;é s P(A):i.
3'°3 3 3'°3 3 29

(3802] Elm:p:i— I

54 18

EIB) a) Egy csomag 32 lapos kartyapakliban négy dsz, négy tizes és négy hetes lap taldlhaté. Ha egyet-

len értékes lap sincs a keziinkben, akkor az emlitett 12 lapon kiviili 20 darab lapbdl kell
a leosztaskor kapnunk négyet. Ez a feladat 4dltal kérdezett kedvezd esemény, az dsszes esetek

5]

P(nincs értékes lap) = —= = 0,1347.

(¥

szdma pedig (342 ) Igy a keresett valészintiség:
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b) Ha legalabb egy értékes lap kertil a keziinkbe, akkor az lehet egy, kett§, hdrom vagy akdr négy
darab &sz, tizes, hetes is. Ez tobb eset, sokkal egyszeriibb, ha kiszdmoljuk az ellentett esemény
valdszintiségét (egy eset), majd kivonjuk 1-bdl. Az ellentett esemény pedig éppen az a) pontban

targyalt eset:
20
4

32
4
c) A ,legfeljebb harom” értékes lap ismét tobb esetbdl tevddik 6ssze: harom, ketts, egy vagy nulla

értékes lap van a leosztott négy lap kozott. Ismét egyszer(ibb, ha attériink a komplementer

P(van értékes lap) =1— =(,8653.

esemény valdszindségének kiszamitdsara. Az, hogy mind a négy lap értékes (142)—féleképp lehet.

Azaz:
(%)
. 4
P(legfeljebb harom értékes lap) =1— a0 = (0,9862.
%)

a) Jelolje V a voros haju, S a szemiiveges klubtagok koziil egy f6 kivélasztdsdnak eseményét.
Ekkor P(V)=0,82 és P(S) =0,76. Ismert, hogy a klubban minden tag birja valamelyik tulaj-
donsagot. Ezért

1=P(V+S)=P(V)+P(S)-P(VS),
ahonnan egyszer(d behelyettesités utan P(VS) = 0,58.
b) Mar tudjuk:
) Mar tudju 58 29
P(VS)=0,58=—=—.
100 50

A szoveg szerint a klubnak 50 tagja van — ha ez az dsszes esetek szdma, akkor 29 a kedvezd
esetek szdma, azaz 29 mindkét tulajdonsdgot biré egyén jar ebbe a klubba.

EIB Jelolje K azt az eseményt, hogy Teréz az ismerdsei koziil éppen kigy6biivolére, H pedig azt, hogy
hastancosokra kattint. Tudjuk, hogy P(H) = 0,6 ésa K + H esemény komplementerének 0,1 a val6-

P

szintisége. Azaz H, K és K + H lefedi Teréz osszes ismerdsét a weblapon.
Formuldba ontve:
1 =P(csak K) + P(H) + 0,1.
3 30
10 100°
Ha tudjuk még azt is, hogy a szdmldléban levd 30 a kedvezd esetek szdma, akkor a nevezében csak

az Osszes esetek szdma lehet. Tehat a megoldds: ezen a napon iinnepelte Teréz, hogy immaron
100 ismerdssel biiszkélkedhet.

Innen adddik:
P(csak K)=0,3=

i) Készitsiink halmazdbrat. A megoldds innen leolvashatd:

gy
40 % )
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«iyd Fontos az elején rogziteniink, hogy Edének egy telefonszdma van, ez adja meg a kedvezd esetek
szamat. Ferenc nem tudja, hogy mi a hivoszam elsé két jegye (20, 30 vagy 70), ez 3 lehetGség.
Két dologra emlékszik:

!
1. Akovetkezd 5 helyen van két 1-es, két 2-es és egy 4-es, ami ﬁ:30 lehetSség.

2. Az utolsé hét szamjegybdl 4ll6 szam harommal oszthat6. Mivel ebbdl az elsé 6t jegy Osszege

10, ezt az utolsé két szamjeggyel ugy kell kiegésziteni, hogy 3-mal oszthatd legyen. J6 példaul
a 02,05, 08, 11, 14, 17, ... végz6dés €s igy tovédbb, az utolsé szoba keriil§ érték a 98.
Ez 6sszesen 32 darab szdm.

Az Osszes feltételnek megfelel hivoszamok szama igy 3 -30-32 =2880. A megoldas:

EI ) Jeldlje a lovasok darabszdmit n. Igy az elsG lovas kivételének a valészintisége:

P=1- L = 0,999652.
2880

n_1 20+n

A masodiké mar , hiszen eggyel kevesebb lovas katona van, és eggyel kevesebb az dsszes
n

6lomkatona szdma is. Felirhat6 a kovetkez§ egyenlet:
1 n n—1
30 20+n 19+n

Atalakitva méasodfoki egyenletté:
69 +221
58
Csak az 5-0t fogadhatjuk el a részfeladat megolddsanak, a negativ tortet nem.

0=29n2-69n—-380 = n,=

e

b) Az elGz6 részfeladat alapjan eredetileg 20 gyalogos és 5 lovas katona volt a dobozban. Ha Jani

minden 1épésben kivesz a dobozbdl egy gyalogos katonit és beletesz egy lovast, akkor a doboz-
ban levd katondk szdma nem valtozik, mindig 25 marad. Viszont a lovasok szdma 1épésrdl
1épésre novekszik, m 1épés esetén 5 + m lesz. Ezért az els6 lovas kivételének a valdszind-

sége S+m , amasodiké mar 4+—m Azt keressiik, hogy a szorzatuk mikor novekedik 0,5 folé:

5+m.4+m
25 24

>0,5.

Kifejtve és rendezve:
m? +9m —280 > 0.

Megoldva az egyenlGtlenséget, m < —21,8 vagy m > 12,8 egy tizedesre kerekitve. Vagyis Janinak
legalabb 13 cserét végre kellett hajtania. (m = 13 esetén a keresett valdszintiség éppen 0,51.)

stt) a) Afeladat szovegében szerepel a ,.legaldbb egyet” kifejezés, ezért térjiink 4t a komplementer ese-

s 2

ményre: ,.egyet sem”. Annak a valdszintisége, hogy a villamos vezetdje egy ajtét sem nyit ki
anyolcbdl: (1 —p)3. Igy a kérdezett valészintiség:

1-(1-p)s.

b) Meg kell oldanunk a kovetkezs egyenlStlenséget:

1-(1-p¥>05.
Rendezve és nyolcadik gyokot vonva:
0917>1-p = p>0,083.

Ha ezen kis valészintiségnél nagyobb valdszintiséggel nyit ki egy ajtét, akkor mér 0,5-nél
nagyobb valészinliséggel nyit ki legaldbb egyet egy dllomdson.
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Jeloljiik a szoba keriil6 eseményeket a kovetkezdképpen. Szerénke Kéroly bacsi 6lében iil: SK.

3811

Lukrécia Kdroly bdcsi 0lében iil: LK. Szerénke Irma néni 6lében iil: SI. Lukrécia Irma néni

Olében iil: L1. A feltételek szerint ez a négy esemény kizdrja egymast.

a) A szoveg szerint P(SK)=0,2 és P(LK) =0,15, valamint P(SI + LI)=0,55. A kérdés azt fir-
tatja, hogy mekkora valdszintiséggel nem iil macska az oregek 6lében, azaz a megadottak
0sszegének komplementerét. Szamitsuk ki hat:

P(senki 6lében nem iil macska) =1 P(SK+ LK + SI+ LI) =

=1-(0,2+0,15+0,55)=0,1.

b) Tekintsiik a tabldzatot, amiben P(SI) = x, Karoly bacsi Irma néni
P(LT) =y. Ekkor a feltételek szerint dlében dlében
x+y=0,55, Szerénke 0,20 X x+ 0,20
tovibbd Lukrécia 0,15 y y +0,15

y+0,15>x+0,2,

mégpedig 0,1-del. 0,35 0,55

Meg kell oldanunk a kdvetkezd egyenletrendszert:
x+y=0,55
y+0,15=x+0,2+0,1|

Ennek megolddsa: x =0,2 (és y =0,35). Azaz Szerénke ugyanakkora valdszintiséggel il
mindkét dreg 6lében.

Rajzoljunk halmazabrat, és toltsiik ki beliilr6l kifelé haladva.
Voros torott kabriobol a megadott valdszintiség alapjan 7-et
taldlunk, voros kabriébol pedig 10-et (igy nem torott voros
kabri6 3 van). Hasonl6an 2 darab jé dllapotd nem vords szind
kabriét taldlunk és ugyanennyi jé allapotd, voros szind, de nem
kabri6 sportkocsit.

Azt is tudjuk, hogy van 5 darab torott, voros nem kabrié autd
a versenyen. A maradék két helyre ugyanazt a szamot kell frnunk,
és Osszesen 25 auté indult. Ebbdl adddik, hogy x 0, 1,2 vagy 3 X 0 1 2 3
lehet. Ekkor pedig y lehet rendre 6, 4, 2 vagy 0. A lehetséges
valészintségeket a tdbldzatban talaljuk.

P 024 016 0,08 0

Eial) a) Annak a valészintisége, hogy egy szoba takarithatd, illetve annak is, ha nem, egyarant 0,5.

A ,legaldbb egy szoba takarithat6” kitétel miatt érdemes attérniink a komplementer esemény vald-
szintiségére: ,,egy szoba sem takarithat6”. Ez utébbinak a valészintisége n szoba esetén 0,5
Mivel ez a komplementer esemény, igy a kovetkezd egyenlGtlenséget kell megoldanunk:

; 1-0,5">0,999.
Atrendezve:
0,001 > 0,5™

Mindkét oldalnak véve a 0,5 alapu logaritmusit, a relacidjel megfordul (az f(x) = log s x filigg-
vény szigorian monoton csokkend):

logo’s 0,001 <n.

EI6bbi értéke:
1g0,001

=9,966.
1g0,5

Igy legalabb 10 szoba van a hotelben.
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b) Jeldlje p annak a valdszintségét, hogy egy szoba a személyzet szimdra megkozelithetd, és legyen
a hotelben n szoba. Két ismeretlen van, igy sziikségiink lesz két egyenletre is. Az elsé felté-
telnek (,,legaldbb egy szoba”) vegyiik a komplementer eseményét, ekkor

1-p"=0,79.

A mésodik feltétel egyszertibb:

(0,75-p)**2=0,01.
Meg kell tehdt oldanunk a kovetkez$ egyenletrendszert:

p"=0,21

0,75 p)"*2=0,01]"
Vegyiik mindkét egyenlet mindkét oldaldnak 10-es alapu logaritmusat (ezt megtehetjiik, hiszen
a logaritmusfiiggvény kolcsonosen egyértelmid hozzarendelés). Hasznaljuk ki a logaritmus

azonossagait is:
n-lgp=1g0,21
(n+2)-(gp+1g0,75)=-2 '
Eletiink egyszeriibbé tételéhez vezessiik be a Ig p = x jelolést (a feladat amigy sem kérdezi
a valdszintiség értékét):
n-x=1g0,21
(n+2)-(x+1g0,75)=-2 '

Megjegyzés: Alkalmazhatjuk azt a triikkét is, hogy 120,21 €s 120,75 helyére is betiket irunk
és paraméterként szamolunk veliik. Igy elegend§ csak a végeredmény kozvetlen kiszamitasakor
behelyettesiteni Sket.

Az egyenletrendszer megolddsakor érdemes az els6 egyenletbdl kifejezni az x ismeretlent,

és behelyettesiteni azt a masodik egyenletbe. Igy az aldbbi méasodfoku egyenlethez jutunk:
10,75 -n% + (120,21 +2-1g0,75 +2)-n +2-1g 0,21 = 0.

Ennek megoldésai: n; = 1,5 és n, =7,0. Az 1,5 értéket nem fogadjuk el, a hotelben tehét jelen-

leg hét szoba van.

Vegyiik észre, hogy a fiiggvény dtalakithatd f(x) = (x — A) - (x — B) alakiva. Ilyen formaban mar

tudjuk a zérushelyeket is: x; = A és x, = B. Mit tudunk A és B szdmokrdl? A < B egészek,
tovdbbd 1 <A, B<O.

Az Osszes esetek szdma: 8 + 7+ 6 + ... + 1 = 36. A tabldzatban latjuk a magyarazatot is:

A értéke 8 7 6 9 4 3 2 1
B lehet 9 8,9 7,89 6,7,8,9 & @ 4.9 3,....9 2,...,9
Szamuk 1 2 3 4 5 6 1 8

A kedvezs esetek szdmahoz is irjunk fel egy hasonlé tablat:

A értéke 1 2 3 4 5
B lehet 56,7,89 6,7,8,9 7,89 8,9 9
Szamuk 5 4 3 2 1

A kedvezs esetek szama: 5+4+3+2+1=15.

e .15
A keresett valdszintiség tehat 36
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‘ MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

614l a) El6szor is probaljuk meg rendszerezni az adatokat. Taldn a legjobb, ha készitiink egy tédblazatot,
hiszen mindharom ldddban ugyanolyan méretd csavarokat taldlunk. Fontos megjegyezniink, hogy
a tablazatban taldlhat6 események egymast kizdrd események, igy valdszintségeik osszeadhatok.

1. ladaban 2. ladaban 3. ladaban Osszesen

10-es csavar 50 10 20 80

12-es csavar 70 X 40 110 + x

14-es csavar 30 80 y 110 + y

Osszesen 150 90 + x 60 +y 300 +x+y

. . . . X Lot 2z R
Ha minden lada tartalma kiborul a foldre, akkor 30050y val6szinidséggel fogunk koziiliik
+x+y
felvenni a masodik 14d4bdl valo tizenkettes csavart és i valészintiséggel a harmadik
300+ x+y

1adabdl vald tizennégyes csavart. Ez a kettd is 0sszeadhatd, igy a kovetkez$ egyenletet kapjuk:

X N y _1
300+x+y 300+x+y 3

Furcsanak tlinhet, hogy nincs két egyenletiink, de ha jobban belegondolunk, nincs is rd sziikség.
Az a) kérdés ugyanis azt firtatja, hogy mennyi csavarunk van dsszesen, aminek megvélaszo-
lasahoz elegend$ az x + y = z Osszeg kiszdmitdsa:

Z 1

300+z 3
Ennek megoldédsa: z = 150, vagyis 0sszesen 450 csavar van a hdrom ladaban.

b) A méasodik kérdésben mddosul a tablazatunk. Immar csak egy ismeretlennel kell szamolni, hiszen
Sanyi a harmadik ldddban taldlhat6 0sszes tizennégyes csavart felhasznélta.

1. ladaban 2. ladaban 3. ladaban Osszesen
10-es csavar 50 10 20 80
12-es csavar 70 X 40 110 + x
14-es csavar 30 80 0 110
Osszesen 150 90 + x 60 300 + x
Mivel a 3. laddban nincs 14-es, A hiizott csavar
egy-egy kiilonbozd méret csa-
vart négyféleképpen lehet ki- 1. ladabal 14 12 14 10
venni a hdrom 14dabol. A tdbld- "5 1a4anel 19 14 10 14

zat a négy esetet tartalmazza.

e . 3. ladabol 10 10 12 12
Ezen esetek valdszintiségeire:

30 x 20 30 40 10 80 70 20 80 40 50 40
_.—._+_.—._+ .—._+ [ — _

110 110+x 80 110 110+x 80 110 110+x 80 110 110+x 80 187

2 2

A lehetséges egyszertsitések és 0sszevondsok utdn:
6x +2840 _ 40
88-(110+x) 187

A masodik laddban igy eredetileg 60 tizenkettes, a harmadik laddban 90 tizennégyes csavar volt.

, amib6l x=60.

294



VALOSZINUSEG-SZAMITAS, STATISZTIKA ,

c) Akérdés megvdlaszoldsdhoz vizsgdljuk meg az el6bb kapott % kifejezést (fliggvényt).
. +x
Alakitsuk 4t, hogy jobban lassuk a reciprokfiiggvényt:
4110+ 1090 1090 1090
Fo = 6x+2840 3 3 :i.“_ 3 3 L 44

T88-(110+x) 44  x+110 44 Xx+110) 44 x+110°

A fenti fiiggvény frja le a kérdezett valdszintiség valtozdsit a masodik ldddban levd tizenkettes
csavarok x szdmdnak fiiggvényében. Amennyiben x = 0, ugy f(0) = 0,2934, majd a fiiggvény

szigorian monoton csokken, de nem éri el a — = 0,0682 értéket — hiszen mindig adunk hozza
egy pozitiv, de egyre kisebb szdmot.

Megjegyzés: Ha abrazoljuk, a fiiggvény hozzavetSleges dbrdja is szemlélteti az eredményeket.

Visszatevéses mintavétel — megoldasok

a) 0,875 = 0,4982; b) 0,135 = 0,000037.
a) 0,3°=0,000729; b) 0,70 =0,117649.
a) 4-0,353-0,65=0,111475; b) 7-0,35-0,65° = 0,1848.
2 8
a) 3-(£j -i=o,135375; b) 9-2-(i)=3,34-1010.
20) 20 20 \20

1) (&) ()02
7)\30) \30) 7
5 3 2 2 3
a) (1) ~0,0041; b) (1) (3) + (1) (3) ~0,0494;
3 3) 373 3

1) 2

4
c) 5(—) -—=0,0412.
3/ 3

_(20) (1Y (2) _(2 )(L) (z)
P(A)—(S) (10) o) =01901 > PB)= (5] |g) = 01384

3, \4 4,3
P(A) = G) . G) G) = PB)= (ZJ : G) . G) = 0,2734.

10) 7 - pps(10) 8. = &

(7) p'-(1=-p) >(8) p -(I=py = 7>

A ,,tizbdl legfeljebb nyolcat” kitétel miatt (ez kilenc elemi esemény) érdemes attérniink a komple-
menter eseményre, ami ,,tizbdl legalabb kilencet”. Ez kilenc vagy tiz 4szt jelent tiz szervabol.
Tudjuk, hogy az sz valészintisége 0,2; igy a megoldas:

P(legfeljebb nyolc dsz szerva) =1 — Klgo j .0,29-0,8! + Gg) -0,210. 0,80} ~0,999996.
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(3826)

e

;' ﬂ MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

FouT)

Az Osszetett szamok koziil csak a 4-et €s a 6-ot dobhatjuk, igy az ,,0sszetett dobds” valdszinlsége 3
Mivel legaldbb kétszer szeretnénk ezt dobni, igy az eseményt hét elemi esemény alkotja: 2, 3, 4,
5, 6,7 vagy 8 alkalommal dobunk Osszetett szamot. Ez elég sok esemény. Térjiink at a komple-

menterre, ahol csak két esetet kell kiszdmolnunk: amikor nincs dsszetett szam és amikor csak egy
darab van. A keresett valoszindség: {

Do

Ne ugorjunk be a feladatnak! Bar a szovegben szerepel a ,,legalabb” kifejezés, ez pont igy jelent
kevesebb esetet. A ,,hétbdl legaldbb 6t” taldlat az ot, hat vagy hét taldlatot (3 elemi esemény)
foglalja magaban, ellentétben a komplementerével, ami a 0, 1, 2, 3, 4 (5 elemi esemény) eseteket
foglalja magéban. A megoldas igy:

P(legalabb kétszer dobunk Osszetett szdmot) =1 —

P(legaldbb ot taldlat) = @ 10,35-0,72 + @ 10,35-0,7 + @ 10,37-0,79 = 0,0288.
Ha négyszer dobunk a kockdval, akkor dobhatunk O, 1, 2, 3
vagy 4 hatost. Fel kell irnunk minden eset valdszintiségét, majd
dbrazolnunk &ket oszlopdiagramon. Az egyszertiség kedvéért
jelolje k, hogy hany hatost dobtunk a négy dobasbol.

05
04

03
0,2
' i i i n
Megjegyzés: Az itt megadott eseményeket egyiitt teljes esemény- op B i ME _EE e
rendszernek nevezziik. kerteke

2 (1P (5) ‘ 2 (1) (57 ‘
P(k:O):(O)(g)(g) ~(0,482253; P(k:I):(l)-(gj(g)z0,385802,
2 2 3 1
4\ (1Y (5 _ (A (1Y (5) _
Plk=2)= (2)(EJ (g) =0,115741;, Pk _3)_(3)'(8) (EJ ~0,015432;
_ _4.1“.@1
P(k_4)_(4) (6) 5 ~0,000772.

A dolgozatnak nyolc feladata van, ezek koziil 0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8 darabot tudhat Jani. Ezt a kilenc
esetet kell attekinteniink, €s kivdlasztani koziiliik a legnagyobb valészintséggel bekovetkezdt.
Most k azt jeloli, hogy Jani hany feladatot tud megoldani a dolgozat nyolc péld4jabol.

A valoszintiség értéke

Pk=0)= (g) -0,69-0,48 = 0,000655; P(k=1)= @ -0,6'-0,47 = 0,007864;

Pk=2)= @j -0,6%-0,49=0,041288; P(k=3)= @) -0,6%-0,4° = 0,123863;
Plk=4)= (i) -0,6%-0,44 = 0,232243; P(k=5)= @) -0,67- 0,4 = 0,278692;
P(k=6)= @) -0,60-0,42=0,209019; P(k=7)= @] -0,67-0,4! = 0,089579;

P(k=8)= @ £0,68-0,40 = 0,016796.

Jani a legnagyobb valészintséggel ot feladatot fog j61 megoldani a dolgozat sordn. Am akkor sem
lep&diink meg, ha négy vagy hat feladattal birk6zik meg.

Megjegyzés: Figyeljiik meg, mennyire kevés a sz€ls6 esetek valdszintisége! A 0, 1, 8 esetek valo-
szindségei egyiitt nem érik el a 0,02-ot.
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ELED Jelolje példdul egy dobas esetén a fej valdszintiségét p. Mivel annak az esélye, hogy két dobdsbol
egy fej és egy irds lesz, 0,18, a kovetkezs egyenletet kell megoldanunk:

Pk :1):@-,)1.(1— »=0,18.

Nem muszdj felirni a fenti formuldt, elegend6 két dolgot meggondolnunk. Ha p valdszintisége van
a fejnek, akkor (1 —p) van az irdsnak. Masrészt vagy elsdre, vagy masodikra dobunk fejet, ami
két eset. Igy ugyanazt az egyenletet kapjuk kicsit egyszertibben:

2-p-(1-p)=0,18.
Barmelyik egyenletet 4talakitva:
0=p%—p+0,09.
Megoldésai: p; =0,9 és p, =0,1. Mindkét megoldas jo.
Megjegyzés: Azért kaptunk olyan szamokat, melyek 0sszege 1, mert a feladat szimmetrikus fejre
és frasra.

ELED Jelolje p annak a valGszintiségét, hogy egy sorsjeggyel nyeriink, k pedig a nyertes szelvények
szamat. Ekkor a ,,hatbdl kétszer nyeriink” esélye:

6
P(k:2)=(2)~p2-(1 -t
A ,,hatbdl kétszer veszitiink” esélye megegyezik a ,,hatb6l négyszer nyeriink” esélyével:
6
Pe=)=(3)- pt-1- 2

A szoveg szerint a formuldk értékei egyenlGek:
6 2.1 a_[0) 4. 1_ 2
@ p=-(1=-p) —(4) pr(1=p).

Egyszertsitsiink p>-tel és (1 — p)-tel, majd a @) = (?J binomidlis egyiitthatékkal:

(1-p?=p~
Mivel 0 <p <1, igy gyokvonds utdn elhagyhat6 az abszolut érték:
l-p=p = p=0,5.
Ez egy nagyon j6 sorsjegy, nagy valdszintiséggel minden mésodik nyer! Kér, hogy ilyen sorsjegyet
a valésagban nem lehet kapni.

EED Jelolje p az ,.egy dobasbdl 6tost dobunk™ valészintiségét, k pedig, hogy hdnyszor kovetkezett be
az ,,0tos dobds”. A ,,hét dobdsbol négy 6tos” valdszindsége ekkor:

Ple=4=(]):pt-(-
A ,,hét dobdsbdl hat 6tos” valdszintisége:

Pe=6)=(J) p-(1- .
Azt szeretnénk, hogy a masodik nagyobb legyen, mint az elsd:

@-p“'(l—p)3<@-p6-(1—p)1-
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2 2

Szamitsuk ki a binomidlis egyiitthatdkat, majd egyszer(sitsiink, amivel csak lehet. Rendezziik egy
oldalra az egyenlGtlenséget:
4p2-10p +5<0.

A megoldasok: p; = 1,81 és p, = 0,69. A misodfoku egyenl6t- /i
lenség megoldasdhoz dbrazoljuk a kifejezéssel leirhat6 parabolat.
Azt keressiik, ahol a kifejezés 0-nél kisebb (azaz, ahol az x ten- 2]
gely ,,alatt” taldlhato):

0,69 < p < 1,381. "

Am mivel p valésziniiség, értéke legfeljebb 1 lehet, amit el is 5 o v'z S

4p2 —10p+5

érhet. Tehat a végs6 megoldais:
0,69<p<1.

14

Jelolje az irds val6szintségét egy feldobds esetén x. Ezt az x értéket ugy szeretnénk megadni, hogy
az {rds maximalis valészintiséggel kdvetkezzen be hat dobasbol 6tszor.

Meg kell hat adnunk egy fiiggvényt, amely x valtozé fiiggvényében leirja a keresett valdszintiséget.
A binomidélis eloszlast hivjuk segitségiil:

f(x)=@-x5-(1—x)=6x5-(1-x):6.(x5_x6).

Ez egy hatodfoki fiiggvény. Természetesen adédik f(x) értelmezési tartoméanyéra a [0; 1] zért
intervallum, hiszen x az irds valdszintisége. A fiiggvény mindenditt pozitiv, kivéve a két zérus-
helyet: x; =0 és x, = 1. Ezen fiiggvénynek keressiik a maximumat.

Ilyen magas foku gorbéket (még) nem 4ll médunkban elemezni, ezért hagyatkozzunk a szamit6gép
vizsgélatara.

Eszerint a fliggvény maximumhelye:

041
X = > =~0,8333,

max — .

a maximum értéke pedig

5\ (5Y
Ymax = J (g):(g):0’4019‘ 07 02 08 04 05 06 07 08 09 1 X

Amennyiben ezt allitjuk be az érmén az irds valdszinlségének, akkor nagy val6szintiséggel hat
dobdsbdl 6tszor fogunk frast kapni.

Megjegyzés: Ha majd tanulunk derivalni, akkor derivdldssal egyetlen sorban megoldhatjuk
a feladatot:

F0)=6-(x5—x6)'=6-(5x* - 6x5) = 6- x*- (5 - 6x).

27z

Az eredeti fliggvénynek ott van szélsGértéke, ahol az elsd derivalt nulla, és elGjelet valt. Jelen
esetben ez a mar felirt értékre kovetkezik be.

Ha a hatbodl két faluban nincs sem fel-, sem leszall6 utas, akkor négy helyen van. A keresett egyenlet:

@ 2 (1= p)* =0,01536- 24 = 0,24576.

A binomidlis egyiitthatot szamoljuk ki, fejtsiik ki a zar6jelet a binomidlis tétel alapjan. Végezziik el
a beszorzdsokat, és rendezziik egy oldalra az egyenletet:

15p° — 60p° + 90p* — 60p3 + 15p2 — 0,24576 = 0.
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Altaldban hatodfoki egyenletet nem tanultunk
megoldani, és késébb sem fogunk. Lehetséges
azonban kozelitd megolddsokat keresni, a sza-
mitogép erre kivald. A négy megoldasbol minket
csak az a kettG érdekel, amelyek a [0; 1] inter-
vallumba esnek. Az egyik megoldéds rdadasul
véges:

P1= 0,2 és Pr= 0,48769.

Megjegyzés: Ha behelyettesitjiik az értékeket, akkor p = 0,2-re pontosan 0,24576-t kapunk,
azonban p = 0,48769-re ,,csak’” 0,245759487-t. Nem a szamitogép tévedett, egyszertien a kerekités
pontatlansdgdbodl adédik a megoldas hib4ja.

Mivel a hét egybevagd korcikk barmelyikének kiforgatdsa % valdszintséggel kovetkezik be, ennyi

a fényeremény val6szintisége is. Tételezziik fel, hogy a kilenc forgatdsbdl k esetben kovetkezett be

a fényeremény:
9 1 k 6 9-k
‘1=|1=| =0.25.
k) \1) \1

Alakitsuk 4t a bal oldali kifejezést a hatvdnyozds azonossédgai szerint:
&) for
(zj . 7_k . (g) =0,25.
o
7
k 7 N\9
() G 5) -0
k) \6) \7

Osszunk le a kilencedik hatvannyal (kerekitsiink), és szorozzunk 4t 6%-nal:

e

I. megoldas. A 6 exponencidlis fiiggvényrdl
tudjuk, hogy szigordan monoton novd. Szin-
tén ismert, hogy a binomidlis egyiitthaté értékei
véges sokan vannak, és szimmetrikusak:

(-2}

Tehat k =4 utan nem novekedik tovabb, hanem
csokken. Két megoldast talalunk: rogton a k=0
értékre teljesiil az egyenlGség, majd k = 2-re is.
A kifejezések tulajdonsdgai miatt tobb megoldas
nincs.

Folytatva ezt kapjuk:

I1. megoldas. Fejtsiik ki a binomidlis egyiitthatét. Szamlalgjaban 9! szerepel, amiben Gsszesen
négy darab 3-as primtényez6t taldlunk. Ez azért érdekes, mert 6% = 2% 3% Tehdt k maximum 4 lehet.
Am ha hozzédvessziik, hogy k! vagy (n—k)! egyike legaldbb 4!, akkor igy az egyik 3-as primmel
le is egyszertsitiink, azaz csak a k =0, 1, 2, 3 eseteket sziikséges megvizsgalni. Ezek koziil k=0
és k=2 megoldas.
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EED o) A lehetséges esetek dsszegyjtésekor az el-

e

;' ﬂ MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

; . 100 eurés 4 3 2 1 0
vesztett 400 eurdt kell 10 darab 50 eurds

és/vagy 100 eurds, valamint O eurds részekre 50 eurds 0 2 4 6 8
(particidkra) bontanunk. 50 eurdsbol csak
paros sok keriilhet a particidkba, 100 eurds
pedig legfeljebb négy.

0 euros 6 5 4 5 2

b) A fenti tablazat oszlopainak valdszintségeit kell meghatarozni €s 0sszegezni. Ez nem is olyan

egyszeri! Gondoljuk meg: az eddigi feladatokban csak és kizardlag olyan kérdésekkel
foglalkoztunk, amelyekben egy p valdsziniségi esemény és annak (1 — p) valdszintségl
komplementere szerepelt. Most viszont hdrom eseményiink van. Nézziink kicsit mds szemmel
a kordbbi két esetre! Tekinthetjiik dgy is, mint két eseményt, amelyek egymast kizarjak,
de egyben kiegészitik egymadst a teljes eseménytérre — azaz teljes eseményrendszert alkotnak.
Ezt mér éltaldnosithatjuk harom (de akdar tobb) eseményre is:

P = P(100 euro kifizetése) = i = i =0,3;
20 10

= P(50 euro kifizetése) = i = l =0,2;

P2 20 5
10 1

= P(nincs kifizetés) = —=—=0,5.

p3=P( ) 50°2
!
Az eddigi formuldk elején szerepld (Z) binomidlis egyiitthatd kifejtve ﬁ Ez azt
l-(n—-k)!

jelenti, hogy a k darab eseményt és az (n — k) darab komplementer eseményt pontosan
ennyiféleképpen tudjuk sorba rakni (ismétléses permutécid). Természetesen olvashatjuk kiva-
lasztasnak is: n helyre vdlasztunk ki k darab egyfajta elemet. (A két formula megegyezik.)
Hérom elemre nem alkalmazhatjuk a kombindciés meggondoldst, azonban alkalmazhatjuk
az ismétléses permutdciot! Példaul a fenti tablazat masodik oszlopat tekintve, az 0sszes
lehetséges sorba kell raknunk 3 darab 100 eurds, kett§ darab 50 eurds és 5 darab O eurds

!
kifizetést. Ezt pedig % -féleképpen tehetjiik meg. Ezzel az eset felirdsdval készen vagyunk:
1.21.51 0

!
P(2. oszlop) = —— -0,3%.0,22.0,5% =0,08505.
31.21.5!

Ugyanigy fel kell irnunk a tdbldzat tobbi oszlopara is a valdszintségeket, majd ezeket dsszeadni.
Az eredmények: 10

|
P(1. oszlop) = ———-0,3%-0,2°-0,56 = 0,026578;
4!.0!-6!
10! 2 4 4
P(3. oszlop) = ———-0,32.0,24-0,5% = 0,02835;
214141
10! 1 6 3
P(4. oszlop) = ————-0,3!-0,20.0,5% = 0,002016;
11-6!-3!
P(5. oszlop) = ————-0,3%. 0,28 - 0,52 = 0,0000288.
0!-8!-2!

Osszegiik négy tizedesre kerekitve: p = 0,1420.

Megjegyzés: A két komplementer eseménybdl felirt Osszes eset valdszintiségeit binomidlis
eloszldsnak, a tobb, teljes eseményrendszert alkoté eseménybdl felirt Osszes eset valdszintiségeit
egylitt polinomidlis eloszldsnak nevezziik.
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Mintavétel visszatevés nélkiil (kiegészit6 anyag) — megoldasok

2

R —=<=0,869.

2)

(i) (1)

TED) a) —2 = 0,000000021; b) ~—2 =~0,09832.
135 135
10 10
7
(3839] %) _ 0.004
13y
6
%)
4
T ~2 < 0,0778.
27
%)
7
arm > ~0,0034
17y
5
4)
4
) £ ~0,017

&) —
>3 o=
N— N——
Ta o
Nl

(3843] ~0,2881
58
8
(42 .(21)
7)\3
3844 ~0,2807
63
10
50
2)°\3
(3845 ~0,2381




A legaldbb 3” feltétel miatt 6ssze kellene szdamolnunk a 3, 4,5, 6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15

3847

3848

bogér esetek valdsziniségeit, ez hosszadalmas. Jobban jarunk, ha attériink a komplementer
eseményre. Ebben csak a 0, 1, 2 esetek vannak. Igy a keresett valoszintiség:

135) (92 135) (92 135) (92
15)\0 14 1 13 2
1- + + =(,9788.
227 227 227
15 15 15
Mivel mindkét csapatb6l kell ott lennie jatékosnak, igy az 6t f6 a kdvetkezd parositasokbol allhat

Ossze: 1-4, 2-3, 3-2, 4-1. Igazabdl csak a 0-5, 5-0 esetekben nem teljesiil Klari megallapi-
tdsa. Bar nem sok a direkt esetek szdma sem, itt mi a komplementert irjuk fel:

510), (6)(5)
5 )

A 17 fid és a 23 lany egyiitt 40 {6s csapatot képez.

1-—

=0,9649.

a) A ,csak azonos nemiiek” lehetnek csak fidk vagy csak lanyok. Mivel két egymadst kizard
esetrdl van sz06, valdszintiségeiket egyszertien dsszeadhatjuk:

BE, 06
GG

b) A lanyok ugy keriilnek tulstlyba, ha 4, 5, 6 vagy 7 lany jut a dontGbe. Most nem érdemes
attérni a komplementer eseményre, hiszen ott is (0, 1, 2, 3) négy eset van. A megoldas:

513,61, 06, 65
I ) B B b

=0,0142.

=0,6736.

28 A dobozban dsszesen 15 goly6 van.

a) ,,Legalabb egy szinbdl legaldbb kettd” golyohoz legalabb négyet kell kivenniink. Ugyanis
harom goly6 esetén még elképzelhetd olyan eset, hogy mind a hdrom kiilonb6z6 szind. A zold

goly6k szdma dsszesen 6, igy: (6 9
)3

15

4
b) Ha azt szeretnénk, hogy ,,mindhdrom szinbdl legyen legalabb egy”, akkor legalabb 12 golydt
ki kell venniink a 15-b&l. Ugyanis ki lehet tigy venni 11-et, hogy koziiliik 5 piros és 6 zold

—ez igy viszont csak két kiilonbdz6 szin. Mivel piros golyd Osszesen Ot darab van, ezért
a keresett ,,pontosan harom piros” golyo van a keziinkben val6szintsége:

g

=0,3956.

=0,2198.
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EIED Az ot zsebkendd kiemelése a tasakbodl hat elemi eseményt eredményez, példdul a kamillds
zsebkenddk oldalardl: 0, 1, 2, 3,4 vagy 5 kamillas elvételét. (Ennek megfelelGen vesziink ki 5,
4,3, 2, 1, 0 mentolost is, természetesen az egyes esetekben.)

Feladatunk elGszor az 0sszes eset felirdsa és kiszdmitdsa. Jelolje k a kamillds zsebkendSk szdmat:

I i1

P(k=0)= 0 =0,0807; P(k= 0,2884;
) )

5 5) 5)6)
P(k=2)= i =0,3670; P(k=3)= =0,2074;
40 40

5 K
[ 7) (5 )
Pk=4)= u =0,0519; P(k=5)= = 0,0046.

o

Megjegyzés: A fenti események valdszintségeinek dsszege 1, mivel ezek az esetek teljes esemény-
rendszert alkotnak.

Abrizoljuk az eredményeket oszlopdiagramon. i

0,35
0,30

025

020

0415

010

005 | I

S0y 1 2 3

A kamillds zsebkend6k szama

A feladat megoldasat akar az oszlopdiagramrol,
akdr a szamitott értékekrdl leolvashatjuk: leg-
nagyobb valészintiséggel két darab kamillds
zsebkendd lesz a kivett 6t darab kozott.

A valosziniiség értéke

EED @) A megoldas sejthetd: mivel szimmetrikusan szeretnénk tudni a kétféle kekszet, igy varhatéan
50-50 darabnak kell lenni a dobozban mindkét fajtabol. Sejtésiinket tobbféleképpen is igazol-
hatjuk! Irjuk fel 4ltalanosan a valészintiséget kiszamit6 format. Jelolje m a mogyords csokik
szdmdat a 100 darabos mintdban. Azt vizsgaljuk, milyen m-re lesz a legnagyobb az aldbbi
valészinidség (1 <m < 99):

m) (100 -m) m-(m-1) (100-m)-(99 —m)
2 2 2 2
100 100
4 4
:m-(m—l)-(IOO—m)-(99—m)
100 '
(&)

A formula egy negyedfoku fliggvény maximumanak vizsgélatdra vezet — ilyet nem tanultunk
jellemezni.

Megjegyzés: Emelt szinten derivaltak segitségével megtehetjiik, bar ott sem lesz konnyd.

Természetesen a kifejezés értéke csak a szamlalotol fiigg, a nevezs konstans. Elegendd a szam-
1416t tovabb vizsgdlnunk:
m-(m—1)-(100 —m)- (99 — m).
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I. megoldas. Vegyiik észre, hogy két tényezében az m elGjele (+), kettében pedig (—). Ez adhat
egy oOtletet: ha nem szorzds, hanem 6sszeadés lenne a zardjelek kozott, akkor m éppen kiesne!
Milyen Osszefiiggés ,.képes” szorzasbol osszeadast csindlni? Példdul a szdmtani-mértani kozép
kozotti egyenlStlenség. Az Osszefliggést négy elemre irjuk fel (minden tényezs pozitiv):

m+m—1+10£(3—m+99-m=%=49,5=A-

EgyenlGség pontosan akkor 4ll fenn, ha a tényezk megegyeznek (jelen esetben ez nem lehet-
séges). Mivel a szamtani koz€p konstans, a mértani akkor kozeliti meg a legjobban, ha az elemek
a legkozelebb keriilnek egyméshoz. Ez pedig akkor kovetkezik be, amennyiben m = 50.

M =4m-(m—1)-(100 — m)-(99 — m) <

I1I. megoldas. Ha elemezni ,,papiron” nem is 7

tudjuk, szamitogép segitségével azért abra-

zolhatjuk és elemezhetjiik is a valés szdmo- 0

kon értelmezett negyedfoku kifejezésiinket:
f)=x-(x—-1)-(100 — x)- (99 — x).

A fliggvénynek négy zérushelye van: 20 0 | 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 X
x1=0, x,=1, x3=99, x,=100.

Az els6 két és utolsé két zé€rushely kozott negativ az értéke, a tobbi nyitott intervallumban pozitiv.

©
©

Az 4bran is szépen ldtszik, de a szamitégép is megerdsiti a sejtésiinket: x = 50-nél van a fliggvény

lokalis szEélsGértéke.

b) Ebben a részben kissé modosul a formula:

m) (100 -m) m-(m-1)-(m-2)
(3)( 1 ) 6 '(100_’")_m-(m—1)~(m—2)~(1oo_m)

100 100 - 6. (100
4 4 4
Az el6z6 részben alkalmazott els6 megoldds P
most nem mikodik, azonban a szamitégép

/////

minden valds szdmon értelmezett fiiggvény:
f)=x-(x-1)-(x=2)-(100 — x).
A fiiggvénynek most is négy zérushelye van: =0

x1=0, X2=1, X3=2, .X4=100.

2z 2z

Az els6 és a masodik, valamint a harmadik és negyedik zérushely kozott pozitiv, a tobbi nyitott
intervallumban negativ az értéke.

7z

Az elemzést bizzuk a szamitogépre. A keresett szEélsdértékre x = 75,25 addédik. Ezt mér le tudjuk
ellendrizni szdmoldgéppel is, a megoldds: 75 mogyords csoki van a dobozban.

EFD ElSszor is adjuk meg az dsszes esetek szamdt, ami 1880-bol 20 szem barack kivélasztdsa esetén:

1880
20 )
Misodszor hatdrozzuk meg, melyik kategdridju barackbdl hany szemet szedtiink:
I. kategoridjubol: 1880 - 0,50 = 940 darabot;

II. kategoridjibol: 1880-0,35 = 658 darabot;
III. kategdridjibol: 1880-0,15 = 282 darabot.
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VALOSZINUSEG-SZAMITAS, STATISZTIKA /

A feladat kérdése az, hogy mekkora valdszintiséggel lesz a kapott 20 szem barackbdl 1. katego-
ridju 10, II. kategéridja 8 és I11. kategdridju 2.

Vagyis a ,.kedvez8” esetekben 940 darabbdl védlasztunk 10-et, 658-bdl vélasztunk 8-at és ugyan-
akkor 282-bdl viélasztunk 2-t. Mdr fel tudjuk irni a kedvez§ esetek szdmat is, tehat a kérdezett

val6szindség:
940) (658) (282
() () (%)

1880
20

Megjegyzés: Ha egy Osszességben kétfajta elembdl vesziink visszatevés nélkiil mintét, az 6sszes
lehetséges eredményhez tartozé valdszintiségeket hipergeometriai, ha tobbfajta elembdl vessziik
a mintat, polihipergeometriai eloszldsnak nevezzik.

=0,0414.

Valdsziniiségi jatekok grafokon (kiegészité anyag) — megoldasok

1 21 1 2
PA)=-, PB)==-—=—, P(C)=-:(0,5-0,3+0,4-0,7)=0,2867.
(4) 3 (B) 310" 15 (©) 3 ( )

0,3x<0,27 = x<0,9.
0,6x+04-2x=042 = x=0,3.
0,5-0,8 +0,5-0,05 =0,425.

2-O,9=O,6.
3

a) A lehet6ségek az dbran lathatok.
b) P(Deseda t6) =0,6-0,7 =0,42;
P(Balaton) = 0,6-0,3 =0,18;
P(kavéhaz) =0,4-0,75=0,3;
P(konyvtar) = 0,4-0,25 =0,1.

V,zs

A,
b & =

P(mozi):l-0,5+l-0,5:l. ;
3 3 3 Juli

Jozsi Jend Jeromos
mozi pizza siti séta mozi kosarmeccs
P(bal)=0,2-0,75+ 0,8-0,75 =0,75.
0,2 0,8
labda egér
0,75 0,25
bal jobb
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P(22:22)=6-0,5*=0,375. 20:20 05 21:20  22:20

0,5
20:21

22:22

a) A gréf az dbran lathato.

Kiinduldsul a 3855. feladat vdlaszdban egyetlen jelet kell atirnunk:
0,6x +0,4-2x > 0,42.

Innen x >0,3. Am még nem végeztiink a feladattal. Az x valészintiséget jeldl, igy természe-
tesen adodik: 1 = x.

M¢ég mindig nem végeztiink! A 0,6x + 0,4 - 2x is valészintséget jelol, ezért 1> 0,6x + 0,4 - 2x,

5
azaz — 2 Xx.
7

Most mar végeztiink? Nem! Ugyanis még 2x is valészintiséget jelol: 0,5 = x.
No, most mdr tényleg végeztiink: 0,5 = x> 0,3.

a) Tekintsiik az dbrat. A pontok kozott csak jobbra vagy lefelé
1éphetiink. A felsd sorban azt 14tjuk, amikor harcosunk nyer, , 08 06 ~ 04 ~ 02
a figgGlegesen 16g6 gombdcok a vesztett mérkdzések ered- oo g4 06| 08
ményei. Az élekre most is felirtuk a feladatban meghatdrozott
valészindségeket.

Az a) részkérdésben igy 6ssze kell szoroznunk a felsd sor értékeit:
P(mindent megnyer) = 0,8-0,6-0,4-0,2 =0,0384.

P

b) Az el6z6hoz hasonldan az abrardl leolvashatjuk:
P(3. meccsen veszit) = 0,8-0,6-0,6 = 0,288.

¢) Mivel négy meccset megnyert, igy csak 1 vagy 0 meccset bukhat el 6tb6l, azaz harcosunk erds-
sége 4 vagy 5.

Miel6tt a kérdésekre vélaszolnank, rajzoljuk fel a jaték grafjat.

Egy vizszintes jobb 1épés Batka mano pontszerzését, egy fiiggd- 4:3 44 &S 4:6
leges lefelé 1épés Biga csiga pontszerzését hivatott jelezni. Mds ) = = | e

1épés az éleken nem megengedett.

. . f e 2 ; . . 5:3 5:6
Biga csiga p val6észintséggel ér el pontot, Batka mandra pedig
1 — p valésziniség marad. P
Az utolsé sorban olvashato feltétel szerint: 6:3 6:4 6:5

P(4:6)=(1-p)3=0,04 = p=04.
Ezek utan valaszolhatunk a kérdésekre.
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3866

3867

a) P(6:3)=p2=0,16.

b) Ebben az esetben elGszor el kell jutnunk az 5:4 pontba, majd ebben az dllasban Biga csigdnak
kell még egy pontot szereznie. Az 5:4 allast kétféleképpen kaphatjuk meg. Egyszer kell
Batka manoénak és egyszer Biga csigdnak pontot elérnie, sorrendjiik azonban kétféle is lehet.
Ezért:

P(6:4)=2p2%-(1-p)=0,192.

c) Kétféle dontetlen 4llas is kialakulhat: 4:4 és 5:5 (kiilon jelolt allasok a grafban). A 4:4 allashoz
Batka mandnak egy jatékot kell megnyernie, ennek valdszintsége:

P(4:4)=0,6.
Az 5:5-hoz azonban Batka mandnak mar kétszer kell jatszmat nyerni, mig Biga csiganak egyet.
Ezen gy6zelmeket haromféle sorrendben érhetik el:

P(5:5)=3-0,62-0,4 =0,432.

Elsének most is irjuk fel a jaték grafjat. Az also 03 02

sorban azt latjuk, hogy ki taldlta el a tabla koze- : 4 02
l 0 8[ 08
A B

0,1 0,1

pét. Vizszintesen akkor 1épiink, ha az illetd jaté-
kos nem talalta el a kozépkort. A valdszindsége-
ket a szovegbdl olvashattuk ki. Lassuk a feladat
kérdéseit!

07 09

e—— o>
o ¢——9 0
=}

[{=)
>e——e>
-

o
0 e U0

e s

a) Végig akkor jatsszdk, ha eljutunk a graf utolsé B betjéig:
P(végigjatsszdk) =0,3-0,2-0,2-0,1-0,1- 1,0 =0,00012.

b) Andor harom kiilonb6z6 esetben nyerhet.
Ha r6gton nyer:
P(A)=0,7.
Ha Boldizsar ront, majd Andor nyer:
P>(A)=0,3-0,2-0,8 =0,048.

Mindketten kétszer rontanak, de Andor harmadszorra talal:
P3(A)=0,3- 0,22-0,1-0,9 = 0,00108.

A fenti esetek kizarjak egymast, ezért eredményeiket 6sszeadhatjuk:
P(Andor nyer) = P{(A) + P,(A) + P3(A) = 0,74908.

Tételezziik fel, hogy az erGsebb csapat p, a gyengébb 1 —p i 0-1
valdszinilséggel nyer meg egy mérk6zést, p > 1 — p. Tekintsiik ' T-p —p
a jaték grafjat. Hogy a bal fels§ pontbdl eljussunk a jobb alsé i

pontba, kettSt kell jobbra és kettdt lefelé 1épni. Ilyen lépéseket L
P

Osszesen Y -féleképpen tehetiink (ismétléses permuticio). »
A kérdéses égyénlet:
A (1-p)?<0,24
o) PR TSR
Egyszer(sitsiink 6-tal, és vonjunk négyzetgyokot mindkét oldalbdl (p és 1 — p is nemnegativ):
p-(1-p)<0,2,

0<p?—p+0,2.
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3868

A parabola zérushelyei:

p1=0,7236  és p,=0,2764,
tehét az egyenlGtlenség megoldédsa:
p<0,2764 vagy p>0,7236. ’ 02057 08 1 b

Mivel p>1—-p, ezért csak a p >0,7236 megoldast fogadjuk el.

Most mér valaszolhatunk a kérdésre is: a két csapat dltal megszerzett gy&zelem valdszintségeinek
ardnya egy-egy mérk6zésen legalabb
p _ 0,7236

LS ~2,618.
1-p  0,2764

Jane és Tarzan egymadstdl teljesen fliggetleniil
lassz6zzak meg Bagirat, ezért jelolje Jane tala-

I J I J 1
lati valdszintiségét p, Tarzanét pedig g. A szoveg pl ql P40, 1[ ql P40, 2{ ql
T J T J T

szerint Jane még javul is a jaték sordn, koron-
ként 0,1-et. A kapott graf az dbrén l4thato.

[rjuk fel egyenlettel az ismert gy6zelmi esélyeket.

Tarzan gy8z az els6 korben: 12

(1-p)-q=0,48. (=2—5)
Jane gy6z a harmadik korben:
1-p)-1-¢g)-(09-p)-(1-9)-(p+0,2)=0,03584.
Tarzan gy6z a harmadik korben:
(I1-p)-(1-q)-(09-p)-(1-9)-(0.8-p)-q=0,032256.

Ez harom egyenlet két ismeretlenre, ami akar sok is lehetne. Azonban mivel elég magas foku
egyenleteink vannak, valészintleg jol jon. Nézziik meg kozelebbrdl az utolsé két egyenletet! Eszre-
vehetjiik, hogy az elsd négy tényezdjiik megegyezik. Erdemes Oket elosztanunk egymadssal,

mondjuk az els6t a masodikkal:
p+02 10

08-p)g 9
9-(p+0,2)=10-(0,8-p)-q.
Kissé alakitsuk at az elsd egyenletet, és vegyiik hozza az elébbihez:
9-(»p+0,2)=10-(0,8-p)-¢q
12=25-(1-p)-q }
Mair nem is annyira csuinya az egyenletrendszer! Osszuk el a fels§ egyenletet az alséval:
3-(p+0,2) 2-(0,8-p)
4 5:(-p)

Tiintessiik el a torteket is:

Szorozzunk a k6zos nevezdvel:
15-(p+0,2)-(1-p)=8-(0,8 —p).
Fejtsiik ki a zar6jeleket, majd rendezziink egy oldalra:
0=15p%-20p + 3,4.

20+/202-4-15-3,4 {p1=1,13;

P1p2= 30 = p2:0,2.

A megoldéképletbdl:
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VALOSZINUSEG-SZAMITAS, STATISZTIKA /

Az els6 megoldést nem fogadhatjuk el, hiszen p (£ 1) valdszintiséget jelol, azonban a masodik jo.
Innen ¢ =0,6.

Tehét Jane 0,2; Tarzan 0,6 valdszintiséggel lassz6zza meg a parducot.
Most pihenjiink egyet, és probaljunk meg valaszolni a feladat kérdésére.

A harmadik kor utdn akkor nincs Bagira beflizve, ha a fels§ sor utolsé pontjdban Tarzan sem
taldlja el. Azaz:

P(Bagira még mindig szabad) =0,8-0,4-0,7-0,4-0,6-0,4 = 0,021504.

Ez azt mutatja, Bagirdt nagyon nagy valdszintséggel befogja valaki a harom korben.

Valdsag és statisztika — megoldasok

11 6ra 12 perckor.
4,65%-a.
Nem. Ha a még 0ssze nem szdmolt 20% voks a mdsiké, akkor 52 : 48%-ra a mésik gydz.

Az eddig megszdmolt szavazatok 62,5%-4t + 1 szavazatot.
N 1, .
Az Osszes szavazat 833%—at + 1 szavazatot.

260%-ot.
200 g termékhez 220 g marhahds sziikséges, és 11 g ,hdzi fliszert” tartalmaz. Azaz 5%-ot.
Mivel x-0,35 =28, igy az iizlethdz x = 80 boltot foglal magaban, amib&l 800,65 — 2 = 50 4rul

ruhat.
' 0,7-0,5
0,6-0,4

18

=26,25.

Vegyes feladatok — megoldasok

a) % =0,24. b) Legaldbb negyvenet.
0,3.

4!
1— 2-4 - 3 =0.6.

515
1-0,76=0,88.
0,125.
0,998 = 0,9227.

14 14 14 14
a) (l) - (9) ~9,048-10-10; b) (28) - (l) - (E) ~0,04.
20/ \20 14) 20/ \20

309



MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

e {1 6 66 6T 6+ 6 6]

()60 BN B 6] o
a) @z0,00N; b) =0,0374; c) 1—@::0,9981.
(342) (342)
B0
(2

P(s=0)=

3888 =0,2924.

b6, 010, s

0y 3 FesbETag s Pe=2s
2 2

P(meggyes rétes vagy dobostorta) = P(meggyes) + P(dobos) = i + % =—.

EIED 1 - P(nem kell varni Esztire) = 1 — 0,6-0,9 = 0,46.

EIA Nem lehet:
PB+C)=(1-p)?+p2=2p2-2p+1<04.

De minden p € R esetben:
2p2-2p +0,6>0.
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