11.1. KOMBINATORIKA, GRAFOK

Fibonacci-szamok — megoldasok

f15 = 610, f20 = 6765

a)-1,1,0,1,1,2,3,5,8, 13;
b) 1,-1,0,-1,-1,-2,-3,-5,-8, -13.

a) 1,1,2,4,7,13,24, 44, 81, 149, 274, 504, 927, 1705, 3136.
b) Igen, a 13.
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A masodik tagot az elsé és az elsd el6tt 4116 dsszegeként kapjuk: x + 1 =1; innen x = 0. Az eldtte
levé tag: y+0=1; innen y=1. Majd z+1=0; z=-1. Aztdn u + (-1) = 1; u = 2. Hasonl6an
kapjuk a tobbi szdmot:

34, -21, 13, -8, 5, -3, 2, -1, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 5,

Erdekes médon a Fibonacci-szamokat l4tjuk, csak véltakozé elGjellel.

Erdemes elGszor kisérletezni néhany értékkel. Hamar megtaldljuk a csupa O sorozatot, ami
ismétlédést mutat. Azonban més sorozat nem, igy megfogalmazhatjuk a sejtésiinket: dltaldban nem
lehet a szamok kozott ismétlddés. S6t, egy 1dS utdn vagy szigordan novekednek, vagy szigorian
csokkennek a szdmok — a mar emlitett csupa 0 kivételével. Hogyan bizonyitsuk be?

Gyfjtsiink 6ssze egyszerd megfigyeléseket.

A) Hakét pozitiv szdm van egymads utdn valahol a sorozatban, akkor az utdnuk levdk is pozitivak,
sGt a szamok szigordan novekednek az 0sszeadds miatt.

B) Ha van két szomszédos negativ szdm a sorozatban, akkor az utdnuk levSk is negativak, sét
a szamok szigordan csokkennek.

C) Ha taldlunk nullat, és el6tte pozitiv vagy negativ értéket, akkor az A) vagy B) esethez jutunk:
a nulla megdupldzza az el6tte all6 szamot.

Jonak ttinik a gondolatmenet, folytassuk. Mi a helyzet, ha egy pozitiv és egy negativ érték all egy-

mds mellett?

D) Ha a két szam abszolit értéke egyenld, akkor megjelenik a nulla, C) esethez jutunk.

E) Ha a pozitiv szdm abszolut értéke nagyobb, akkor pozitiv értéket kapunk. Ezen beliil E;),
ha a pozitiv érték volt késGbb, az A) esethez jutottunk.

F) Ha a negativ érték abszoliit értéke nagyobb, akkor negativ szdmot kapunk. Ezen beliil F)),

ha a negativ érték volt késébb, a B) esethez jutottunk.
Az E) és F) esetben van egy-egy tovabbi eset is: E,), ha a negativ érték van késébb; illetve F,),
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ha a pozitiv érték szerepel késébb. Mindkét helyzetben visszajutunk D), E) vagy F) esethez.
Rdadésul a Iétrejovd szam abszolit értéke megegyezik az 0sszeg abszolt értékével, ami szigordan
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kisebb lesz, mint az el6z8 kettd koziil a nagyobb abszolit értékd. Ennek a csokkenésnek pedig
el6bb-utébb vége szakad: A), B) vagy C) esetekhez kanyarodunk vissza.

Néhany példa az E,) és F,) esetekre:
a) -10,4,-6,-2, ... b) -10,8,-2,6,4, ... c) 10,-5,5,0, ...
Mivel minden esetet attekintettiink, ezzel a bizonyitdst befejeztiik: a 0, 0, 0, ... szdmok kivételével

nincs mds olyan Fibonacci-szerd sorozat, amiben lenne ismétl6dés (s6t, elébb-utébb mindig szigo-
rdan nové vagy szigordan csokkend szamokat kapunk).



Permutaciok, variaciok — megoldasok

36!
271
|
2 60954792,
61-51-10!
| |
MRCARILNT p) BH2+O1_ 4, )0l =1.
31.921 31.21.0!
181
1% _18.17-16-15-14-13=13366080.
(18-6)!
10!
a) —2=10.9.8-7-6-5=151200;
(10— 6)!
|
b) —% _10.9.8.7=5040.
(10— 4)!
107.
28 = 256,

il Ebben a feladatban és a tovabbiakban is nemnegativ (sét elsGsorban pozitiv) egész megoldasokat
keresiink. A legegyszertibb, ha prébdlkozunk.
A masik lehetSség, hogy kicsit gondolkodunk a prébélkozas el6tt: n! = 39916 800. A szdm végén
allo két O arra utal, hogy két 6t6s primtényezSnek lennie kell a szorzatban. Az egyik maga az 5.
A maésikat a 10-ben taldljuk, tehat legaldbb 10!-ig el kell menni. Ez még kevés, a megoldds n = 11.

. . 1 .
EIIE Az els hdrom szamjegyet 63, a masodik harmat L' -féleképpen kaphatjuk meg. Az ered-
mény a kett§ szorzata: 216720 = 155 520. (10-3)!

a) Egyszer( permutacidja 8 kiilonb6zd elemnek: 8! = 40 320.

b) Vilasszunk ki egy f6t, tekintsiik 6t kiindulépontnak. A megadott koriiljards szerint iiltessiik
sorba a maradék hét f6t. Ez ugy torténik, mintha egyszerden permutdlndnk Sket: 7! =5 040.

¢) Most nem érdekes a koriiljarasi irdny, ezért ugyanazt kapjuk, ha az asztal egy atmérgjére tiik-

rozziik a résztvevéket. Igy az el6z6 pontban mdsik iiltetést kaptunk volna, most azonban

!
ez a kett§ ugyanaz. A megoldas: 73 =2520.

Szdmoljuk meg a ndvényeket, dsszesen 6-félét taldlunk a pulton. Mindegyikbdl minden helyen
tehet egyet a kosardba, azaz a 6" = 1679 616 egyenletet kell megoldanunk. A megoldast meg-
kaphatjuk prébélkozassal vagy az 1679 616 primtényezGs felbontdsaval. A megoldds: n = 8.

Megjegyzés: Pér lecke milva mindkét oldal 6-os alapu logaritmusét véve is meg tudjuk oldani
az egyenletet.

!
A mésodik dobozbdl az ismétl6dés miatt a céduldkat 9—‘ -féleképp hiizhatjuk ki (permutacio,

21-31-4
hiszen mindet kivessziik). Az elsé dobozbdl ugyancsak az ismétlédés miatt 10* lehetdségiink van
kivenni a céduldkat (varidcid, a kivalasztds miatt). Eredményiink a kett§ szorzata: 12 600 000.



Egy n alapu szdmrendszerben 0-tdl (n — 1)-ig n kiilonb6z8 szdmjegy van, ezekbdl kell 7 helyre
irni egyet-egyet. (A kevesebb jegybdl 4ll6 szdmokat gy kapjuk, hogy a szam elejére megfelel§
szdmu 0-t frunk.) Vagyis az n’ =2097 152 egyenletet kell megoldanunk, amit prébalkozassal
vagy hetedik gyokvondssal tesziink meg. Az eredmény n = 8, a szdmrendszer tehat a nyolcas.

a) Béarmikor barmelyik cstcsra ugorhat, minden esetben négy lehetdsége van: 410,

b) Elsének barhova, utdna viszont mar csak 3-3 helyre ugorhat: 4-3°.

c) Elsének barhova ugorhat. A kovetkezd ugrdsa a mostani helyérdl elviszi, az utdna levékben

pedig mindig kizdrunk kett§ csdcsot: 4-3-28,

Legyen a miisor nézGszdma n. Ekkor az elsé jatékost n, a masodikat (n — 1)-féleképpen vialaszt-
hatjak ki a néz8k koziil, vagyis nl
(n-2)!
Ezt az egyenletet négyféleképp: probdlkozassal; a zardjelet felbontva méasodfokd egyenletként;
az 1980-at primtényezdkre bontva vagy gyokvondsbdl kerekitve is megoldhatjuk. Az eredmény n = 45.

=n-(n—-1)=1980.

a) A harom emlitett miniszterelnokot vegylik egy ,,csomagnak”. Ekkor 8 {6t kell leiiltetniink, ezt
81-féleképp tehetjiik meg. Az angolnak és a francidnak kozre kell fognia a németet, Gket ezért
még kétfeléképpen iiltethetjiik minden sorrenden beliil. Az eredmény: 2 - 8!

b) Ismét csomagoljuk Ossze a harmast. 8 f6t kor alaku asztal mellé 7!-féleképp iiltethetiink le,

ha figyelembe vessziik a koriiljardsi irdnyt is. Vegyiik figyelembe a harmasban a szélsdk sor-
L7
rendjét is: 2-7! Végiil tekintsiink el a koriiljarasi irdnytol: % =7!

Egyik lehetdségiink a probalkozas. Mésrészt viszont ha szamolunk, ismétléses permutéciot kell
szamolnunk. Jeloljiik c-vel (2 < ¢ < 12) a keresett szinpadi mtivek szdmat:

4+5+0)!
41.5!.¢!
Tiintessiik el a tortet, a kovetkezd egyenletet kapjuk:
9+¢)!'=79833600-c!
Leosztva 11!-sal (figyelembe véve ¢ lehetséges értékeit):
12-13-...-(9+¢) =2c!
6-13-...-(9+c¢c)=c!
A ¢ értékétdl fiiggben tobb esetiink van. Ha 9 + ¢ =12, akkor ¢ =3 és igy 12=2-3! Ez j6
megoldas.

Ha 3 < ¢ < 12, akkor a bal oldalon szerepel 13, ezért a jobb oldalon is el kell menni legalabb
13!-ig. Azonban ebben (jobb oldalon) szerepel 11 is, ami viszont a masik (bal) oldalon nem fog
el6fordulni, ellentmonddsra jutottunk. Ezen esetekben nincs megoldds, Lacinak 3 szinhdzi el6adast
tartalmazé lemeze van.

=27720.

Az 6t gyermek megsziilethet 5 1any; 4 lany €s 1 fid; 3 lany és 2 fig; 2 lany és 3 fiu; 1 lany és 4 fiu;
5 fid variaciéban.

Az els6 és az utolso esetben egyszerd dolgunk van, mindkétszer 5! sorrendben adhattak nevet
a megsziiletett gyerekeknek.

Vegyiik bonyolultabb példanak a harmadik esetet. Ekkor a gyerekek kozott a lanyok-fitk sorrendje

! !
ismétléses permutdcio: %, azon beliil a ldnyoknak >t a fidknak -féleképpen

(5-3) 5-2)!
adhatnak nevet (ismétlés nélkiili variacio).



Ez alapjan minden esetet szimba tudunk venni (a szimmetria miatt elég az egyes eseteket kettGvel
szorozni), a végeredmény:

| | | | | |
LT SR LE: LIRS LI SR L LI LI\ UV}

4110 5-H! 5-D! 3121 (5-=-3)! (5-2)!

El6szor is gondoljuk 4t a feltételeket. Az ismétléses esetben k-ra és n-re semmiféle megszoritds
nincs azon kiviil, hogy nemnegativ egészek. Az ismétlés nélkiili esetben azonban 0 < k <n. Ez szi-
gortbb feltétel az el6z6nél, igy tartsuk magunkat az utébbihoz. A kérdés: mely, a fenti feltételeknek

megfelel§ n, k-ra igaz: nl
i !

T -k

Feltételezhetjiik, hogy n # 0, igy nem kell a 0° hatvannyal foglalkoznunk. Vizsgiljuk meg k néhany
értékét! Ha k =0, akkor

vagyis ekkor barmely n-re teljesiil az egyenléség. Ha k = 1, akkor ugyanez a helyzet:
o

(-1
Ha k=2, akkor n? =n-(n— 1) egyenlethez jutunk. Ennek egyetlen megolddsa n = 0, ami nem

felel meg a k <n feltételnek. Ha k értékét tovabb noveljiik, akkor egyre magasabb fokud egyen-
letekhez jutunk, melyeket nem tudunk megvizsgédlni. A megoldds azonban sokkal egyszertbb.

Azt kell észrevenniink, hogy a kiindulé egyenl&ség jobb és bal oldaldn is k tényezibdl all6 szor-
zatokat taldlunk, azonban a bal oldalon csupa n tényezdvel, a jobbon viszont n-t6l csokkend
tényezSkkel. Vagyis ha a szorzatoknak tobb tényezdje is van, akkor nem lehetnek egyenlSk.
Amegoldds: k=0 és k=1 értékre barmely n-re megegyezik n elem k-tagd ismétléses és ismét-
1és nélkiili variacidinak szama, mas értékekre viszont soha.

Ismétlés nélkiili kombinaciok, Pascal-haromszog — megoldasok

a) 6; b) 105; c) 462; d) 165; e) 55; f) 7381;
g) 145; h) 1578; i) 1.
) n*—n
a) 1, b) n; c) n“—n; d) 5 ; e) n; f) L
135, 212) 112
‘”(44) b)GoJ’ ‘”(55)

a) Nincs.

b) Egy helyen: 2; kett§ helyen: 3 és 4; harom helyen: 6; négy helyen: 10. (T6bb helyen nem
lehetnek, mert utoljara a szélsd egyes mellett fordulhatnak eld.)

1

@
1 ofto 1
@. .@

[ 2 B
e

1 7 21 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 36 84 126 126 84 36 9

1 45 120 210 252 210 120 45 1



a) @:15; b) @:20; c) @:15; d) @:6;

e) 6 elembdl nem lehet 7-et kivalasztani.

a) 6; b) 5.

%)
5) 18-89-11-29-86 3-89-29

= = ~5,4.
(45) 15-44-43.7-41  5-7-41

a) (465] =8145060;  b)

o
(s

60) _
(4)_487635.
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A Pascal-hdromszog elGillitasab6l adéddan szimmetrikus, és az értékek a sorok elején novekednek
a szimmetriatengelyig. Igy ha paros szdmrdl van szd, a felét kell aldirnunk. Paratlanokra két megoldast
is kapunk: egyik a szdm felének egészrésze, masik az ennél eggyel nagyobb egész. A konkrét példaban:

a) k=12, @ = 2704156; b) k=6 vagy k=7, (16) - (173j ~1716.

€D o) A torpok koziil (ljj — 495-féleképp vélogathat ebédre négyet Hokuszpok.

b) A maradék nyolc f6bdl vilasztanak elGszor kett6t, majd a maradék hatbdl ismét kettSt. Mivel

ezeket egymadstol fiiggetleniil meg tudjak tenni, 6ssze kell Sket szoroznunk: @) . (g) =420.
EIED A lehetSségek szdma: @) : @) =504.

B a) A négykereki auté mind a négy kerekére négy csavar kell, igy a valasz: (?Oj

b) Ha kiilon-kiilon vesz ki csavarokat a dobozbdl Sanyi, akkor a kdvetkezd adagot mindig néggyel
kevesebb koziil vélaszthatja, (6 ) (5 ) (52) . (48) -féleképp.

4)a)a) 4
) Az a) eset kifejt 6 (00)2 8% Most b) esetet is feitsiik ki:
C Z d) ese 1 e] Ve egySZeru. 16 = 16'44! oS esetet 18 e] Ssu 1.

(6)(5 )(5)_(4)_ 60! 56! 521 48! 60!
4)\4)(4)\4) 41.56] 41-521 41.48! 41.441 (41)*. 441
Az egyszer(sitések utdn maradt alakokb6l — mivel 16! > (41)* — mar ldthat6, hogy a b) esetben

tobb lehetdségiink van a csavarok kivalasztdséra. 16!

41-41-41-4!
ami megfelel 16 elem 4, 4, 4, 4-tagi ismétléses permutacidinak. Azaz ha az a) esetben figye-
lembe vessziik ezt a sorrendet is (vagy a b) esetben eltekintiink téle), akkor a két eset egyenld lesz.

Végiil osszuk el a b)-ben kapott eredményt az a)-ban kapottal. Igy -hoz jutunk,



EIXE) a) Ha a piros kiraly a leosztott lapok kozott van, akkor a maradék 31-bSl kell még mellé tenni

hdrmat: (331) = 4495,

b) Ez az eset hdrom egymast kizdrd alesetbdl 4ll dssze: piros, de nem kirdly; piros kirdly; nem
piros, de kirdly. A hdrom esetben dsszesen 11 lap van (7 + 1 + 3), melyekbdl bele kell keriilnie
egynek a leosztott négy lap kozé. A tobbi harom leosztott lap a maradék 21 lapbdl keriilhet ki.
A megoldds: (11 ) . (231) — 14630.

c) A ,legalabb” sz6 gyants lehet, inkdbb szamoljuk ki a kérdezett eset ellentétét (komplementerét).
Ekkor arra kell védlaszolnunk: hanyféleképp fordulhat el6, hogy a leosztott négy lap kdzott nincs
sem piros, sem kirdly lap? Azokbdl a lapokbol, melyek nem pirosak és kirdly sincs rajtuk, 21 van.

A megoldast gy kapjuk, ha kivonjuk az 6sszes esetbdl az ellentettet: (34) - (241) =29975.

EIIF Az autdszerelSs feladathoz hasonlé szorzatot kell felirnunk: (5 ) . (49) . (46) . (43). Az ottanihoz

3

hasonléan elvégezve az egyszerisitéseket: ————— = 7,6 - 1016,
(3H*- 40!

3 3 3

EIZB) 1. megoldas. A ,legaldbb egy 4sz” ellentéte, ha nincs 4sz a leosztdsban. Mivel dsszesen négy 4sz van

a pakliban, igy az ellentétes eseteket az dsszes esetbdl kivonva a megoldds: (34) - (248) =15485.

I1. megoldas. A ,legalabb egy” jelent egy, kettd, harom vagy négy aszt. Ez négy eset, lassuk rész-
letesebben az egyiket, mondjuk a hdrom 4szt. Ekkor a csomagban levé négybdl harom bekertil

a leosztdsba, a maradék egyet pedig a nem dszok koziil toltjiik fel, 4).(28 -féleképpen. A tobbi
R S ) 3) {1
esetet is kiszamithatjuk, 6sszegiik adja a megoldast:

() - s

E A ,legfeljebb egy” tok lehet egy vagy nulla darab. Ez csak két eset, nincs értelme 4ttérni az ellen-

tett eseményre, hiszen ott hét alesetet kellene 0sszeirni. Lassuk hat.
Ha nincs tok a leosztasban, akkor a pakliban levs nyolc lapbdl nulla darab kertiil a négy lap kozé,

az Osszes tobbi piros, zold vagy makk: (g) - (2;1) =10626. Ha egy tok van, akkor piros, zold, makk

lehet hdrom: @ : (234) —16192. A megoldds a kettd dsszege: ((8)) : (2;‘) ; @ - (234) = 26818.

EfD Gondoljunk at részletesen egy esetet, példdul a hdrom taldlatot. Hirmasunk gy lehet, ha az 6t

nyerdszambdl megjeldltiink (kivalasztottunk) hdrmat, a maradék két tippiinknek viszont a nem
nyerd 85 szdmbdl kell kikeriilnie. Ez alapjdn minden esetet szdmba vehetiink. Ha nincs taldlatunk,
akkor minden megjelolt szdmunk a ,,nem nyert”’-ek koziil keriil ki. Ha pedig telitaldlatunk van,
akkor ott minden megjelolt tipp a nyerdszdmok koziil keriil ki.

(85] = 987700;

a) ((5)).(855]=32801517; b) G).(gf)=10123925; c) @ ;

o (e B

Figyeljiik meg, hogy az 6sszes lehetséges szamotdsok darabszama (950 ) =43949268, ami a fentiek

osszege. Ez azért lehet, mert az Osszes esetet egymadst kizard alesetekre bontottuk.



I Egy kézfogds Iétrejottéhez két ember kell. A kérdést médosithatjuk igy is: hany f6bdl valaszthatunk ki

Osszesen 45-féleképp kett6t? Vagy: hatdrozzuk meg n természetes szdmot, amire (g) =45. Ez nem

s

bonyolult, csak irjuk fel ,,n alatt k” definicidjat, és egyszerdsitsiink le (n — 2)!-sal:
n! _n-(n-1)

20-n-2)! 2
Utébbi egyenldséget tekintsiik 6ndllé egyenletnek és tiintessiik el a torteket, bontsuk fel a zérdjelet,
majd rendezziik egy oldalra. gy az n? — n — 90 = 0 masodfokii egyenletet kapjuk, aminek meg-

oldédsai: n; =10 és n, =-9. Nekiink a feladat szovege szerint csak a természetes szamok johetnek
szoba, igy a targyaldson 10 f6 volt jelen.

=45.

Csak ki kell fejteniink a bal oldalon 4ll6 kifejezéseket, majd kozos nevezére hozzuk Gket:
(n—) (n_lj_ (n-1! N (n-1)! _(n—l)!-k+(n—1)!-(n—k)_(n)
k- k') k-D!-n-k! kI-(n-1-k) k- (n—k)! k)

A végén kiemeltiink (n — 1)!-t, és 0sszevontunk a zdr6jelben. fgy éppen (n— 1)!-n=n! format
kapjuk, és készen is vagyunk.

a) Az dsszefiiggéshez egy soron beliil kell hdrom

egymadst kovets szdmot taldlni (vagyis leg- 1 1

alabb a masodik sorbdl — lasd az dbran),

példaul: 1 3 1
1+2-2+1=6, 1 4 6 1

10+2-10 +5 = 35. s
A kapott értékek két sorral lejjebb taldlhatok e n

1
3
4
(0 _~10  5) 71
20 J 15 6 1
k S . 7 21 35 21 7 1
(innen az n + 2), és mivel a soron beliil az

azonos sorszamu tagok ferdén balra délve kovetik egymadst (piros vonal), igy az 6sszeadandok
koziil az utolsé sorszamaval egyezik meg az eredmény (innen a k + 1).

b) A bizonyitdst elvégezhetnénk a definici6 alapjan is, azonban 1
hosszadalmas és nem jelent Gjat az el6z6 feladathoz képest. ’ y
Ezért prébalkozzunk magaval az ott targyalt Osszefiiggéssel: 12!

n n n n n+1 n+1 n+2 1 3 3 1
= = N/
Erdemes az dbrdn is kovetni a levezetést.

oz

EXD a) A feladat az el6z6 példdhoz nagyon hasonlit, csak itt négy darab egy sorban, egymds utdn 4116
szadmot kell 6sszeadnunk (ezért aztdn leghamarabb a harmadik sorban tekinthetjiik). Ott pedig

1+3-3+3-3+1=20 vagykésébb 7+3-21+3-35+35=210.




b) A 20 és 210 értékeket hdrom sorral lejjebb, az utolsé értékkel azonos sorszamu helyen taldljuk.

Azaz a sejtésiink:
n n n n\_(n+3
e R ey

¢) Az igazolashoz hasznaljuk fel hétszer az (Z : 1) + (n/; 1) = (Z) Osszefiiggést. A 3-as szorzo

sziikséges, ugyanis ha csak kétszer vennénk a kozépss elemeket, akkor példdul: 7 + 21 = 28;
21 + 35 =56; 35 + 35 =70. Ezen hiarom szdmbdl csak az egyik oldalon folytathatnank, hiszen
56 egyszer szerepel. A kozéps6 elemet ezért meg kell dupldznunk, amihez hdrom darab 21
és hdrom darab 35 kell.

7 7z

Megjegyzés: Az el6z6 két feladatot természetesen lehet dltaldnositani, bévitve a szamok sorat.
Erdemes észrevenniink, hogy az egyiitthatdk is a Pascal-hdromszogbdl valék. Azonban most
részletesebben egy tovabbi dltaldnositasra hivjuk fel a figyelmet. Irjuk le az els6 sorokat, ahol
az osszefiiggések elGfordulhatnak igy:

oG o v (0

Altalanositva megfigyelésiinket, tij sejtéshez juthatunk. Prébaljuk meg bebizonyitani, hogy

0+ G-

EEH) a) Az bsszefiiggés az egymds uténi sorokban ugyanazon sorszamu helyeken 4116 szémok 6sszege,

mindig a sorvégi szélso értéktdl kezdve. Példaul:
1+3+6+10=20 vagy 1+5+15+35+70=126.

1 2 1
1 3 3 1
1 4
1 5 10
1 6 15 1
1 7 21 35 1
1 8 28 56 8 1
1 9 36 84 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

b) Ugy tiinik, az 6sszeg mindig az eggyel lejjebb levs sor eggyel hétrébb levé eleme. Sejtésiink:
k+k+1+k+2+ (- +n_n+1
k k k k k)" \k+1)
c) Abizonyitast elvégezhetjiik rogzitett k-ra n szerinti teljes indukcidval, de bevethetiink egy aprd
triikkot is. Igaz ugyanis, hogy

kY (k+1 ahonnan k+1+k+1_k+2
k)" \k+1) k+1 k) \k+1)

Igy az els6 kéttagi 6sszeg egybeolvad, majd a kovetkezd kettd djra és igy tovabb. Nem tesziink

mast, mint Gjra és Ujra felhasznéljuk az (Z B J + (nl; 1) = (Zj Osszefiiggést. Tulajdonképpen

egy ,teleszkopikus” Osszeghez jutunk.



d) Az 6sszeg k = 1-re a kovetkez§ alakot olti:

[RGROARGRE)

vagy ugyanez masképp irva:

1+2+3+...+n:w.

Ez pedig nem mds, mint az elsé n természetes szam Osszegére vonatkozd Osszefliggés.
Megjegyzés: Jatsszunk még az Osszefiiggéssel. Haszndljuk ki a Pascal-hdromszog szimmetridjat,

és tiikkrozziik a szimmetriatengelyre a szerepl tagokat. Felhaszndlva az (Z) = (n f k) 0ssze-
fiiggést, a kdvetkezd alakhoz jutunk:

o (o3 b 2=

A c) részben leirt triikkel ezt is igazolhatjuk, ha felhasznaljuk, hogy (l(;) = (k(—)l— 1)-

A kérdés kicsit masként fogalmazva: oldjuk meg a (1]3) =715 egyenletet. Ezt probaval vagy

a definici6 alapjan tudjuk megtenni. Lassuk a ,,tudomédnyosabb” médszert. Eltiintetve a tortet:
13!
Bt =71
k!-(13-k)!
8709120 =k!- (13 - k)!
A jobb oldalon egy egész szamokbdl 4ll6 szorzat — sét két szorzat szerepel. Rdadasul mindkettd
1-t61 kezdve halad az egymads utdni egészeken, igy tartalmaz sorozatban egyforma tényezdsket is.

Tehat varhatéan bizonyos értékek duplan szerepelnek a 8 709 120 szorzattd bontdsdban. Lassuk
a primtényezds felbontdst:

2

8709120=210.33.5.7.

A 7 és 5 primtényezd biztosan egyszer szerepel, igy azok csak a hosszabb szorzat elGéllitdsaban
vehetnek részt. A koztiik levd 6 is egyszer szerepel, eldallitdsdhoz egy 2 és egy 3 primtényezd
sziikséges. Az 5 el6tt kell lennie az 1-2-3-4 szorzatnak, ami elvisz hdrom 2 és egy 3 primtényezdt.
Eddig elfogyasztottunk négy darab 2, kettS darab 3, egy 5 ésegy 7 primet. Maradt 2°-33. A hdrom
3 primbdl nem tehetiink kettGt a rovidebb szorzatba, mert akkor el kellene jutnunk 6-ig. igy kettd
marad a hosszabban, azaz ott lesz 9 is és igy 8 is. Ezzel djabb primeket haszndlunk el, marad 23- 3.
Ez pedig pontelég az 1-2-3-4 szorzathoz. Vagyis 8 709120 =4!-9! ésigy k=4 vagy k=09.

Tehat 13 f6bdl 4 vagy 9 {6t tudunk 715-féleképpen kivalasztani.

Akérdés atfogalmazva: oldjuk meg a természetes szdmokon az (;l) =77520 egyenletet! Ennek is

nekildthatunk probalgatdssal, &m abbdl nem sokat tanulunk. Az el6z6 példdhoz hasonldéan kezeljiik

a kérdést:
n!

———=77520,
7 (n-=T)!
n!
(n-"7)
Rutinosan primtényezdkre bonthatjuk a jobb oldalt (rogton vélasszuk le a végérél a 100 = 22 - 52-t):
390700800 = 28-33-52-7-17-19.

=390700800.



Figyeljiik meg a mésik oldalt is, itt n-tSl lefelé hét darab egymads utdn kovetkezs egyre kisebb szam
szorzata szerepel. Mivel a 17 és 19 primek, igy valdszintleg szerepelnek a szorzatban. Koztiik
taldljuk a 18 = 2-32-t is. Varhatéan 7-ig nem jut el 19-tSl a szorzat, ezért 14 =2-7-et kell
keresniink vagy 21 = 3-7-et. Barmelyik is szerepel, a szorzat szélén kell dllnia. Ugyanis van két
5-6s primtényezd is, egyik lehet a 15 = 3 -5 épitdkove, masik pedig a 20 = 2%-5-&.

Gydjtsiik 0ssze a felbontasbdl eddig elhasznélt primeket:
20-19-18-17-16-15=27-33.52.17-19.
Maradt még egy darab 2 és egy darab 7, tehat a megoldas:
390700800 =20-19-18-17-16-15-14.
Vagyis 20 f6bdl valaszthatunk 77 520-féleképp 7-et. Mésik megoldds nincs.

A feladatra azonnal adhatunk két magétol értet6d6 megoldést: a 8568. sor 1. eleme és a 8568. sor
8567. eleme is 8568. Igen dm, de taldlhat6-e mds lelGhelye a Pascal-hdromszogben a jelzett
szamnak?

Most is fogalmazzuk meg mdsként a kérdést: mely n és k (n = k = 0) természetes szdmra teljesiil,
hogy @ =8568?

Az el6z6 pontban az (8516 8) = @ggg} = 8568 megoldast adtuk meg.

Probalgatdssal most nem sokra megyiink, mert sok az ismeretlen. Vegyiik hét a definiciét, bontsuk
fel a 8568-at primekre, és gondolkodjunk:
!
M o337,
k!-(n—k)!
A bal oldalt tekintsiik dgy, hogy a tobb tényez&bdl all6 szorzattal leegyszertsitettiink, legyen ez
most az (n — k)! (A szimmetria miatt nem fontos, melyiket tekintjiik.)

A tiloldalon van egy 17-es primtényezd, ami elég nagy ahhoz, hogy ne egyszerdsitett alakbdl
kapjuk. Feltehetjiik, hogy a 17 szerepel a bal oldal szdmlaldjaban. Nézziik a 17 koriili szdmokat,
példaul az el5z6 feladathoz hasonléan 18 = 2-3%-t is ki tudjuk rakni a primekbél és 14 =2 - 7-et is.
19 nem szerepel, igy biztosan tudjuk, hogy legfeljebb n = 18. 13 sem szerepel, tehdt vele mar
egyszer(sitettiink. A 18 és 14 kozott lennie kellett 15=3-5 és 16 = 2*-nek. Hat darab 2-es

2 2

primiink azonban nincs a felbontdsban — ez azért lehet, mert a szorzatot egyszer(sitettiik k!-sal.
Most nézziik meg azt, mi hidnyzik a teljes 14-15-16-17- 18 szorzatbdl, ennek drulkodnia kell
az osztd k!-rol:
14-15-16-17-18=20.33.5.7.17=(23-32.7-17)-(23-3-5) =
=(23.32.7-17)-(2-3-22-5) = (23-32.7-17) - (5").
Elkésziiltiink hat: k=35 és n =18 megoldast ad. Ugyanigy a szimmetria miatt megoldds k=13 is.

Binomialis egyiitthatok, ismétléses komhinacio — megoldasok

a) 9—6b + b%;

b) €3+ 6e3f + 12¢f 2 + 8f3;

c) x* = 8x3 +24x% - 32x + 16;

d) 32x3 + 80x* + 80x3 + 40x2 + 10x + 1;

e) 1-3,5a+ 5254 - 4,3754% + 2,1875a* — 0,65625a° + 0,109375a° — 0,00781254".



a) x'2 + 12x" + 60x10 + 160x” + 24048 + 192x7 + 64x5;

b) 256a8 — 512a’b + 448a°b? — 224a°b> + 70a*b* — 14a’b> + %azb6 - iab7 + ﬁbs;

2 2
¢) xX3+9x3 - (x) +36x% Y +84x5 +126x5 - (3/x) +126x6 - 3x +84x7 +
2
+36x7-(§/;) +9x8 -3k + x%

1 1

d) x7+21x% - x +189x0 +945x5 - /x +2835x5 +5103x% - Vx +5103x% +2187x3 - /x;
e) 64x° —576x8 + 2160x'0 — 4320x!2 + 4860x'4 — 2916x16 + 729x!8.

a) 1 —2-sinx-cosx; b) 4-sin®x-cos?x + 4-sinx-cosx + 1.
a) Qa+ by b) (0,5x2 - 2y)%; ¢) (2= )% d) (x+x)"
a) 2; b) 4 c) 32; d) 1.

a) Ures halmaz. b) 1. c) Nincs ilyen halmaz. d) 4.

e) 8. f) Nincs ilyen halmaz.

Minden bit értéke 0 vagy 1 lehet. Mivel a shortint és az integer egész szdmok, ezért lehetnek
negativok is: kell hagynunk az el§jelnek egy bitet (az els6t). A szam értékének rogzitéséhez igy 7,
illetve 15 bit marad. A legnagyobb érték ezért

a) shortint esetén: 27 = 128; b) integer esetén: 215 =32768.

A részhalmazok szdmat csak a halmazban levé elemek szdma hatdrozza meg, marpedig shortint
tipusu szdmbol 2 - 128 + 1 =257 darab lehet, integerbdl pedig 2-32768 + 1 =65537. A vélasz:

C) 2257; d) 265537.

Akét megadott szdm a lanyok és a fidk részhalmazainak szdma. Vagyis kérdés, hogy 2-nek melyik
hatvdnya az, aminek értéke 1024. Hamar kitaldljuk, 2'0 = 1024. A fidkn4l ugyanez 2'3 = 8192.
Ebbdl adddik, hogy a lanyok tizen, a fidk tizenhdrman vannak az osztélyban, tehét az osztalylétszam
osszesen huszonhdrom. Tehdt 223-féleképpen vilaszthat6 ki egy csoport az egész osztalybdl.

Megjegyzés: Hamarosan megtanuljuk éltaldnosan is megoldani a 2* = 1024, Un. exponencidlis
egyenleteket.

Képzeljiik el a csapat Osszes tagjat egymads mellett dllva a bemutatdskor. A bel6liik képezhetd részhal-
mazokat jelolhetjiik ugy is, hogy egy minuszjelet képzeliink afolé, aki nem tagja; és egy plusz jelet
afolé, aki tagja a részhalmaznak. Mind a tizenegy jatékos felett vagy plusz, vagy minusz jel dllhat,
igy 2!! lehet6ség van kiilonbozd részhalmazok képzésére.

a) Most ha az Eniké feletti jelet minusznak rogzitjiik, akkor csak a tobbiek jele valtozhat, tehat
a megoldds 210.

b) Az el6z6 részhalmazokat tgy kaptuk, hogy Enikd jelét minusznak vettiik. Hagyjuk hat ezt igy,
és most legyen Evike jele plusz. Ezt is rogzitettiik, szabadon valaszthaté marad kilenc f6, a meg-
oldds 2°.

c) Ebben a kérdésben 6t {6t kell rogziteniink (az mindegy, hogy plusz- vagy minuszjelet régzitiink
a jatékos felett képzeletben). Szabadon hat f6t valaszthatunk, a képezhetd részhalmazok szdma
26 ami éppen 25 = 32-ed része az Osszes lehetdségnek.

EfE) a) A fociban semmi sem tiltja, hogy két vagy tobb szabadrigést ne végezhessen el ugyanaz

a jatékos. Mivel ebben az esetben az idGbeli sorrendet is figyelembe vessziik, igy 8 {6 koziil
kell kivélasztani az els6, a masodik stb. szabadot rigé jatékost (ismétléses variicid):

81628104



b) A sorrend most nem szamit, ezért ismétléses kombindcidt kell szdmolnunk. A tizenegy
jatékosbdl elhagyva a harom csatart, 8 elem 16 tagi ismétléses kombindcidinak szdma:

8+16—
16

1) =245157.

c) Ebben a részfeladatban a csatdrokat engedjiik szabadrigést 16ni, de a kapust nem. Megint ismét-
1éses varidciot szamolunk, az eredmény:
1013,
d) A sorrendre val¢ tekintet nélkiil ismétléses kombindciéhoz jutunk:

(10+13-

1
13 ) =497420.

Vegyes dsszeszamlalasi feladatok (kiegészité anyag) — megoldasok
(3064 IO (100) 3921225: b) 41 =

c) (Zj -k!= m n elem k tagu ismétlés nélkiili varidcidéinak szama.
n—k)!

————— =863040;
ey (32 o
32! 32 R .
b) m.4!= 4 =35960, 32 elem 4 tagd ismétlés nélkiili kombindcidinak szama.
3066 (380).7,
a) 3!; b) 12!;
!
)#2‘5' 31=166320; d)3!-(6-5+4-10-3+10-3) =1080.
9! 8! _ _ . 9 B 8)_(8)_
a) 93, (8—5)!_5 8-7-6-5=8400; b) (5) (5)—(4)—70.

BT a) Kétféle megoldas is esziinkbe juthat. A ,,szdmolds” megoldashoz fejtsiik ki a két oldalt, majd

amivel csak lehet, egyszer(sitsiink, és tiintessiik el a torteket:

n! n!
K-(n—k)! (k=1)!-(n—k+1!
n—k+1=k,
n=2k-1.
Megoldédsparokat kapunk, ezeket egy tbla- P 1 9 3 4 5
zatba is foglalhatjuk:
n 1 3 D 7 9

Vagyis példaul hét elembdl annyiféleképpen tudunk kivalasztani a sorrendre valé tekintet
nélkiil négyet, mint hdrmat. Ot elembdl pedig annyiféleképp tudunk kivalasztani a sorrendre
vald tekintet nélkiil harmat, mint kettst.



& 6\ &
il ‘3"%’0, IQ

D> 3 £ . .
”:’/r‘:»\"a'ﬂ "~ MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

7z

b) Az el6z6 esethez hasonld atalakitdsokkal ebben az esetben
nm—k+1)-(n—k+2)=(k-1)-k
alakhoz jutunk. A zdrdjeleket kifejtve, és rendezve az egyenletet:
n*+ (3 -2k n+2-2k=0.
Tehét n ismeretlenben masodfoku egyenletet kaptunk k paraméterrel. Felirva és egyszersitve
a megolddképletben szerepl$ kifejezéseket:

2k -3+(2k-1)
nl’z -
2
Az Osszeaddssal n) =2k —2. A kivondssal T, 3 4 5 6
kapott, k-tdl fiiggetlen n, = -1 eredményt
nem tudjuk értelmezni. A tébldzat a meg- | M 2 4 6 8 10

old4sparokkal mar ismerds lehet.

A kombinatorika nyelvére forditva ez azt jelenti, hogy pl. hat elembdl annyiféleképpen lehet

négyet kivalasztani a sorrendre valé tekintet nélkiil, mint kett6t.
Megjegyzés: A feladat adja az altaldnositds lehet&ségét: mely n, k, r megfeleld pozitiv egész
értékekre igaz, hogy (Z) = (k f r) ? Azonban az eddig alkalmazott mddszerrel varhatéan

n-ben r-edfoku egyenletet kapunk.

A fenti eljaras helyett sokkal egyszert(ibb, ha felhaszndljuk, hogy a binomidlis egyiitthatok épitik
fel a Pascal-haromszoget. A kékkel jelolt értékek adjak az a) részben feltett kérdésre a valaszt,
a zoldek pedig a b) részfeladatra. Indoklasképpen elegendd a Pascal-haromszog szimmetridjara
hivatkoznunk. Igy az altalanositott kérdést is meg tudjuk valaszolni minden lehetséges n, k és r
értékre.
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a) Sorban haladva az elsd csapat 11 mérkézést jatszik (piros). A masodik mdr jatszott az elsGvel,
igy 10 4j mérkdzést jatszik (zold). A harmadik maér jatszott az elsd kettdvel (kék) stb.:

11+10+9+ ... +1=66.

Py

b) A masik abrat tekintve minden csapat 11 mérk&zést jatszik. Azonban figyelembe kell venniink,
hogy két csapat csupdn egyetlen egyszer taldlkozik, mi viszont minden meccset kétszer sza-
moltunk (egyszer az egyik, egyszer a masik csapatnal). A helyes eredmény:

11.12:66.
2

c) Barmely mérkdzés 1étrejottéhez két csapat sziikséges. A feladat atfogalmazhaté igy: hany-
féleképp lehet kivalasztani 12 elembdl kettSt ismétlés nélkiil? A védlasz pedig:

12
2)-6s.
Megjegyzés: Ha a feladatot dltaldnositjuk, az a) és b) részbdl adddik az elsé n természetes szam
Osszegére kordbban mar megismert képlet is:

_n-(n+1)
==

142+...+n

SAd a) Alegaldbb kettS 8-as jelenthet kettSt, harmat, négyet vagy 6tot. Inkdbb szdmoljuk a komplementer
eseményt, ha nincs vagy egy 8-as van. Az dsszes esetek szdma (ismétléses varidcié) 9°. Nincs
8-as a szdmok kozott 8 esetben. Az egyetlen 8-as allhat 6t helyen, a tobbi helyre a maradék
nyolc érték valamelyikét frhatjuk: 5- 8% Az eredmény a fenti értékek kiilonbsége:

95 —85-5-84=5801.
b) Most is érdemes attérni az ellentett esetek 0sszeszamlalasara, azonban itt ismétléses kombi-
nacidkat kell felirnunk (tankonyvben apré betds rész). Az Osszes esetekben kilenc szambdl

vélasztunk ki ismétléssel 6tot: (9 +§ -

vélasztunk 6tot ismétléssel: (8 + g B

a maradék nyolc értékbdl vélaszthatjuk, szintén ismétléssel:

OG-

1). Ha nincs kozottiik 8-as, akkor mar csak nyolc szdmbol

1). Ha egy 8-as van a szdmok kozott, akkor a tobbi négyet

8+4-1

4 . A végeredmény:

!
sliprd a) A fagylalt atvétele 20 elem 4 tagd ismétlés nélkiili varidcidja, ezek szama ﬁ
!
A pénz dtaddsa 11 elem valamely 5, 3, 3 tagd ismétléses permuticidja, szamuk %

Az eredmény a kett$ szorzata:
z y zorz 20111

(20 — 4)!-31-31.5!

b) A fagylaltot 20 elem 3 tagdl ismétlés nélkiili kombindcijaként kapjuk, szdmuk (20).

3
A 2, 2, 1 darab érmét ki kell valasztanunk az 5, 3, 3 darab azonos koziil, ezt @) @) G]—féleképp

tehetjiik meg. Az eredmény: 5 S (3 (3
EIOGH



c) A fagylaltot 20 elem 5 tagti ismétléses varidcidjaként kapjuk, osszesen 207-féleképpen.

7z

A fizetés az el6z6 részkérdéshez hasonldan zajlik. Az eredmény ekkor:
5) (3) (3
5. . .
()60
d) Utoljara 20 elem egy 7 tagi ismétléses kombinécidjat kell tekinteniink, erre
bo6z6 lehetdségiink van.

20+ 7 -

1), .0
7 ) kiilon-

Az érmék kivalasztdsa most is (5), @), G’) -féleképp torténik, azonban mivel egyesével sza-

2
moljuk le Sket, sorrendjiik is szdmit (6 elem 2, 3, 1 tagd ismétléses permutécidja). Az eredmény:

(7RO s

a) Az elsé jatékos az eredeti 52 lapbdl kap 5-6t, ezt [552) -féleképp adhatja neki az 0sztd. A masodik

jatékosnak mdr csak a maradék 47 lapbdl jut 7 darab, (477j -féleképp. Ezt kdvetden az elsd
jatékos G)-féleképp dobhat 2 lapot a kezében levd 5-bdl. A masodik jatékosnak a dobésra (ZJ

lehetdsége van. A ledobott hat lapot ezutdn 6!-féleképp tehetik egyenes sorba. Az eredmény
a fentiek szorzata, hiszen egymastdl nem fiiggé eseményekrdl van sz6:

521 (47) (5).(7). 6
5 7)2)\4)
b) Akor alaku elrendezés esetén csak a feladat vége véltozik:
52\ (47} (3).(7). 51
5 7)2) \4
Hatszor tobb lehetGségiink van a jatékban egyenes sorban elhelyezni a lapokat, mint kor alakban.

lIfy a) A lapok leosztasakor most sem vehetjiik figyelembe a sorrendet, igy a lehetséges leosztasok

szama:
52) (48) (42
4 6 8 )
b) Az elébbihez hasonldan:

n n—kln—kl—k2 n—kl—kZ——kr_l
kl k2 k3 kr .

2 2

c) Fejtsiik ki elsének az a) részt. Két helyen is egyszerdsithetiink:

(52)(48)(4)_ 520 481 42! 52!
4)(6) \8) 41.48! 6!-42! 8!-34! 41.6!-8!-34!

A b) esetben is hasonldan végezhetiink egyszerdsitéseket:

nl =k (n—k—ky—.—k_ !
kl-(n—k)! kyl-(n—k—k)! kL (n—k —ky—...— k)
n!
kY kol ok (n =k —ky — ... — k)

Mindkét esetben megfigyelhetjiik, hogy a nevezdben levd faktoridlist kijelold szdmok dsszege
(pl. 4 + 6 + 8 + 34 = 52) kiadja a szdmldléban szerepld szdmot. Ilyet kordbban az ismétléses
permutéciondl lattunk (52 elem 4, 6, 8 és 34 tagt permutdcidinak szdma ennyi).

........................ . 18



KOMBINATORIKA, GRAFOK

GRAFOK - pontok, élek, fokszam — megoldasok

i Akeresett graf az dbrén lathato.

K G
A keresett graf az dbran lathato. . os
ol
.
A
U
M-J, M-G, J-H, J-G, N-G.
A keresett graf az dbran lathato. 007 008
OOS%D c
T
a) 2—-6-3; b) 5-3-6-4.
<UL a) Akeresett graf az dbran lathato. P y
b) Gabor és Zoli.
G E
z cs

EITT) A keresett graf az abran ldthato.

EITA a) Péld4ul: buszforduld, zsdkutca.
b) Egy utcardl lakételepre vezetd ut két bejarattal.

ETE) Nem.
a) AXkeresett négy graf az abran lathatd.

./ /\



EIA A:5, H:4, G:2, N:4, J:2, M:3.

<l A keresett grafok az dbrdn lathatok.

a) 4; /\
b) 3;
C) 3. ° e —

L7 Hérom lehetSség van:

1,1,2,2; 1,1,1,3; 0,2,2,2.
A keresett grafok az dbran lathatok.

Al Az a) és b) részfeladat megolddsa az dbran l4thato.

a) b)
c) Ilyen graf nem létezik. @ m

<l b) Varhatéan a négyfokdakbol.
EIET) A keresett grafok az dbran lathatéak.
a) b)

1 ¢)
@ D) . )
5
6

EIEID A keresett betiik sorban:




(3092)

(3093)

A huszar 1€pési szabalya alapjan az dbran lathato helyekre juthat el A B CDTETFG H
a megjelolt pontokbdl. Igy @
a) G8 pont fokszdma 3; b) D4 pont fokszdma 8. (=) [ |
Tekintsiik végig a figurdkat. A kirdly nem ilyen, hiszen a sarok-

ban (3) kevesebb lehetdsége van Iépésre, mint a tdbla kbzepén (9).
A vezérnek hasonldan a kirdlyhoz, a sarokban éllva (21) kevesebb
a lehetGsége, mint a kozépsé négy mezSben (27). A futénak a
sarokbdl indulva 7, mig a kozépsS négy mezd valamelyikébdl
13 1épési lehetGsége van. A bastya azonban a sarokbol (14)
ugyanannyi 1épést tehet, mint kozépen allva (14). Ugy tiinik, A B CDTEFGH
hasonl6 a helyzet a gyaloggal: az iires tdblan mindig egyet 1éphet

eldre, igy a koztes mezdket jelold grafpontok fokszdma 2 — azonban a tabla kiinduldpontjardl csak
eldre Iéphet egyet, igy ezen pontok fokszdma 1. Tehét az egyetlen megoldds a béstya.

—_ N W s~ OO N
—_ NN W B OO N o

Tudjuk, hogy egy n csucsu teljes grafnak (g) = nn-l) éle van. Ha egy egyszerd grafba mar
berajzoltunk n darabot, akkor még 2
n-(n-1) _nzn-(n—3)
2 2
élt kell megrajzolni, hogy teljessé véljon.

Ha a berajzolhat6 élek maximadlis szamat keressiik, akkor tekintsiink csak egyetlen izolélt pontot
a grafban — ugyanis minél tobb izolalt pontot képzeliink el, annal kevesebb élt rajzolhatunk meg.
A maradék 6t pont kozott akkor rajzoljuk a legtobb élt, ha teljes grafot készitiink. Ennek éleinek

szdma pedig S\ 5-(5-1)
=—7>==10.
2 2
Akik 6-ot mondtak, azok 6sszesen 7-en vannak egy nemzetbdl. Akik 4-et mondtak, azok 5-en.

Azonban mivel 12 f§ mondta a 4-et, legaldbb hdarom 6tf8s kiilonbozd nemzet tagjai. Aki 2-t
vélaszolt, azok hdrman vannak. Igy mindkét kérdést megvalaszolhatjuk:

a) Ot kiilonbozS nemzet tagjai dolgoznak a cégnél.
b) Osszesen 18 6t kérdezett meg a fonok, maradt még 7 6. 2 fének kell még 6-ot, 3 fének 5-6t,
2 fének 2-t vdlaszolni a cégvezetS kérdésére.

a) Vigyiink rendszert az esetek 6sszeszdmlalasba. Vizsgaljuk meg, ha 0, aztdn 1, majd 2, 3, 4, 5, 6
éle van az egyszer( grafnak. A 11 megoldas az dbrdkon l4thato.

06l o . 16 o o 26k o [ — o 36 : :
L] L] L] L] L] > > A N
44 : , 56l 6 6l Aq oB

] .-

Erdemes megfigyelni, hogy az egyes esetek szimmetrikusak: 0 éld eset annyi van, mint 6;
1 éld, mint 5; 2 €14 eset pedig, mint 4. Ez abbdl adddik, hogy n €It berajzolni pontosan annyi-
féleképpen tudunk, mint n élt a teljes grafbdl letordlni.
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b) Az édbran az iires ABCD gréfot tekintve hat kiilonboz8 hely van. Ezek mindegyikére vagy
rajzolunk élt, vagy nem. Ez élenként két lehetSség. Tehét az egyszerti grafok szdma 2° = 64.
(Ezzel biztositottuk azt is, hogy a keletkezd graf valéban egyszer( lesz.)

A3097. feladat b) részét kell tovdbbgondolnunk. Tekintve az n ponti teljes graf minden egyes élét,
azt vagy hozzavessziik a kialakitandé egyszerd grafunkhoz, vagy nem. Ez minden €l esetében két

n
lehet8ség, az n pontu teljes graf éleinek szdma pedig (gj A megoldds tehat 2(2].

Mivel a feladat egyszert n pontu grafokrol szol, ezért a legnagyobb fokszamu pont fokszdma leg-
feljebb n — 1. Tehdt a feladatban kérdezett fokszamok csak n—1,n—-2,n-3, ..., 2, 1, O lehetnek.

Ez n darab kiilonbozd érték. Lehetséges-e ilyen graf? Nem, mert az n—1 és a 0 fokszamok
kizarjdk egymadst: ha van n — 1 fokd pont, akkor nincs O foku és forditva.

Megjegyzés: Ugyanezen gondolatmenettel igazolhatjuk, hogy minden egyszerd grafban van leg-
alabb két azonos fokszdmu pont. Ha ezt megtettiik, a feladat megvalaszoldsdhoz elegendé erre
hivatkoznunk.

Abrizoljuk a keresett grafot, majd az dbrarél leolvashatjuk,
hogy az elsé szinten 2 €l van, majd minden szinten 2-vel tobb.
Ha n pont szerepel az utolsé sorban, akkor felette 2 - (n— 1) élt
taldlunk. Azaz 4

2+4446+...+2-n-1)=2-(14+2+3+...4+n-1)=
=n-(n—-1)
darab élt taldlunk a grafban, ha az utolsé sorban n tégla van.

a) Haladjunk sorban a graf pontjainak szdma szerint. Mivel a graf egyszerd €s van hdarom éle,
legaldbb harom pontjanak is lennie kell. Hirompontu, haroméld graf egy van. A négypontd
és haroméld grafokat a 3087. feladatban gy(ijtottiik dssze, harom darabot taldltunk. Otponti és
haroméld grafokat gyarthatunk a négypontiiakbdl, csak vegyiink hozzdjuk még egy izolalt
pontot. Ezeken kiviil még egy lehetGségiink van: ha egy pontpart elkiilonitiink a tobbi haromtdl.
Hatpontu grafokat hasonléan tudunk gydrtani az otponti grafokbdl. Itt is csak egy tovdbbi

lehetGség van: ha elkiilonitiink harom, éllel 6sszekotott pontpart (utolsé dbra).

AP A N

Igy hat pont esetében Gsszesen 6t kiilonbozd haroméld egyszerd grafot készithetiink el. Ha most
tovéabb szeretnénk novelni a pontok szdmat, hidba: nem lesz tobb lehetdségiink haroméld egy-

7z

szerd grafot eldallitani.

b) Az el6z6 rész alapjan elmondhatjuk, hogy akkor érjiik el a legnagyobb ,,szabadsigi fokot”
az élek elhelyezkedésében, ha minden egyes €t kiilonall6 grafnak is tekinthetiink. Nem nehéz
végiggondolni, hogy ehhez legaldbb 2n pontra van sziikség.

A feladat szerint nincs kikotve, hogy csak egyszerd grafokkal dolgozhatunk, tehét a grafban hasz-
nalhatunk tobbszoros és hurokéleket is. Tudjuk, hogy a fokszdmok 6sszege minden grafban két-
szerese az éleknek, ezért a fokszamok Osszegének paros szamnak kell lennie. Paratlan sok pératlan
fokd pontot tartalmazé graf nem rajzolhaté. Pl. 2, 3, 4 fokszdmu pontokbdl 4ll6 graf nem
készithetd. S6t, a feltételeknek megfeleld hatpontd graf sem: akdr péros, akdr paratlan szammal
kezdjiik a fokszdmok felsoroldsdt, mindig harom darab pdratlan szimnak kellene lennie.

................... . 22
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KOMBINATORIKA, GRAFOK

Az 1, 2, 3 foku pontokbdl all6 grafot meg tudjuk rajzolni egy
vagy két hurokél segitségével. SGt, ha barmelyik graf minden 1 @
egyes pontjdra rajzolunk még k darab hurokélt, akkor a pontok

fokszdmai:
1+2k, 2+2k 3+2k 9 Q)
Ilyen grafok tehét biztosan készithetSk.

Gondolkodjunk tovdbb a mésodik dbra alapjan. Egyrészt paros (2n) fokd pontot mindig készit-
hetiink elegend6 (n) hurokél segitségével. Masrészt paratlan (2n + 1) fokd pontbdl mindig paros
soknak kell lennie. Allitsunk parba két ilyen pontot, és kossiik ossze Sket egy éllel, majd illessziink
megfeleld szdamu hurokélt a pontokra. Igy éppen a megfeleld grafot készithetjiik el.

Osszefoglalva: igen, lehetséges, egész pontosan mindig rajzolhaté olyan grdf, melyben a pontok
fokszdmai egymdst kovetd pozitiv egész szdmok, ha a szamok kozott pdros sok pdratlan van.

A feladatot leforditva a grafok nyelvére: Az A, B, C, g, v, d A g 4
pontokat akarjuk gy élekkel 6sszekdtni, hogy minden nagybetis
pont dssze legyen kotve minden kisbet(s ponttal, de ne legyenek ¢
metszd élek. Bizonyos szamu probalkozas utan megsejtjiik, hogy
ez nem lehetséges. 4

A bizonyitdshoz elszor azt kell észrevenniink, hogy a bekotések sordn mindig ki kell alakulnia
egy zart négyszognek. (Négy darab 2 fokd pontnak, melyek egyszeri grafot alkotnak — a rajzon
AvBg.) A harmadik hdz vagy a négyszog belsejébe, vagy kiviilre esik. Ebbe is bekotve a két
kozmidvet, mar hdrom zart négyszogiink lesz

(arajzon BvCg, AvCg). Mivel a két lehetGség At g A g A g
bt sl 2 : 4 i s O M C

a grafok szempontjabdl megegyezik, elég az 7 a 5%

egyiket tekinteniink. Barhogy is tettiink eddig, ' . ' == o ' d .

a harmadik kozmd a nagy négyszogon kiviilre,

vagy az egyik belsejébe, vagy a masik belsejébe esik. Mindhdrom esetben lesz egy olyan négyszog,
amit tekintve a harmadik kézm( azon kiviil/beliil van, azonban valamelyik hdz meg beliil/kiviil.
Ezt a kett6t igy nem kothetjiik 6ssze kordbbi él metszése nélkiil (szaggatott élek).

Megjegyzés: Bér a feladatot grafokkal abrazoljuk, igazdbdl a topoldgia témakorébe tartozik.

GRAFOK - t, vonal, séta, kor, Euler-vonal (kiegészité anyag)
— megoldasok

Példaul: ABE, ABCBDBE.

Példaul: ABFECD, ABFEDC, AFEDCB, ABCDEF, ADCBFE.

DACBA, DABCA, ABCAD, ACBAD.

a) Példaul: ABABDF. b) Példaul: ABCEBDF. c) Példaul: ABDF.
Igen, maga a graf egy kor: ABDFGHECA.

Nincs, a zart és nyitott Euler-vonal kizdrja egymadst: a nyitott vonalhoz két paratlan foku pont sziik-
séges, zart vonalhoz viszont minden pont fokszdmanak parosnak kell lennie.

Nincs. Ha egy séta nem vonal, akkor legalabb kétszer athalad egy €len, igy annak végpontjain is.

a) Van zért Euler-vonal, példaul: ABCD. b) Van nyitott Euler-vonal, példdul: BACDBC.
¢) Nincs.
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Ahhoz, hogy a ceruza felemelése nélkiil lerajzoljuk, az alakzatban nyitott vagy zéart Euler-vonalnak
kell lennie. Igy

a) lerajzolhat6 (nyitott); b) lerajzolhat6 (nyitott);

¢) nem rajzolhaté le; d) lerajzolhato (nyitott).

A keresett grafok az dbrdkon lathatok. a) b) ¢)

Az dbrakon mdr az irdnyitds nélkiili grafok lat- a) b) ¢)

haték. A grafok nem Osszefiiggéek, mindegyik © 5 o

két komponensre esik szét. G (o) ‘ 0,

Q
@—03 a b

A megolddsban két-két egyszer feltételt adunk a fokszamok segitségével arra, hogy egy graf nem
Osszefliggd, illetve arra, hogy Osszefiiggd.

a) Természetesen a graf nem lehet Osszefiiggd, ha van izoldlt pontja.
Ha egy grdfnak van 0 fokii pontja, akkor nem osszefiiggo.

Ha a gréf élei elég ritkdk, akkor sem lesz Osszefiiggd. Példdul ha 3 vagy tobb pontbdl 4ll6 grafban
minden pont foka maximum 1, akkor nem alakulhatnak ki ,Jancok”, amik 0sszefiznék a pon-
tokat. (Ha megengedjiik 2 fokd pontok létezését is, akkor mdr létrejohet egy olyan ldnc, amely
a graf Osszes pontjat tartalmazza.)

Ha egy n > 2 csiicsii grdfban nincs 1-nél nagyobb fokszdamii pont, akkor nem dsszefiiggd.

b) Ha taldlunk a grafban egy olyan pontot, amelyhez az 6sszes tobbi pont kapcsolddik, akkor ezen
a ponton keresztiil birmelyik pontbdl barmelyik pontba eljuthatunk.

Ha egy n pontii grdfnak van n—1 foku pontja, akkor dsszefiiggd.

Ha van olyan pont, amelyhez majdnem minden pont kapcsolddik, akkor a graf dsszefiiggs-
ségéhez elegendd, hogy a lemaradd pont is kapcsolédjon a tobbihez.

Ha egy grdfnak van n—2 fokii pontja, de nincs 0 fokii pontja, akkor osszefiiggo.

Ha az dbra gréfjanak két pontja 6sszekottetésben van egymdssal, az azt jelenti, hogy a négyzetracs
megfeleld sordnak és oszlopdnak metszetében levd pixel ki van szinezve. Amennyiben a grdfban
egy ponthoz tobb mdsik kapcsolddik, gy az adott sorban vagy oszlopban tobb pixel taldlhaté (hogy
oszloprdl vagy sorrdl van sz, az él irdnyitdsa adja meg). Az Osszefiiggé komponensek pontjai soro-
kat és oszlopokat jelolnek ki.

A graf kiilonbozd komponensei tehét olyan részabrikat jelolnek, melyek kiilonboz8 sorokban
és oszlopokban helyezkednek el, vagyis az egyes részeknek nincs kozos négyzetracs-oldaluk.

2 oz

(Ilyen kétkomponensi dbrdkat lattunk a 3114. feladatban.)

ElGszor is irjuk fel a szovegben szerepld Osszefiiggést jelekkel. Legyen a graf n pontd, rendel-
kezzen e darab éllel, és a minimadlis fokd pont fokszdma legyen f, a maximdlis fokd pont foka F.
Ekkor a feladat allitdsa:

L

2

<L
2

S |
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Tiintessiik el a torteket a kifejezésbdl, szorozzuk végig az egyenlétlenséget 2-vel és n-nel. Igy az
n-f<2-e<n-F

Osszefiiggést kapjuk. Ez természetesen teljesiil, hiszen 2-e a graf fokszdmainak 6sszege. A bal

oldalon all6 n - f akkor lenne a fokszamok Osszege, ha minden pont foka megegyezne a minimalis

fokd pont fokszdmadval (aminél természetesen lehetnek nagyobb fokud pontok is a grafban).
Hasonl6t mondhatunk a mdsik egyenl&tlenségre is, s6t az egyenlGségek csak egyszerre teljesiilhetnek.

Tételezziik fel az 4llitas ellentétét. Tegyiik fel, hogy van olyan graf, amelynek 2n pontja van,
és minden pont fokszdma legaldabb n, de legalabb két komponensre esik szét. Mivel a grafnak 2n
csucsa van, az egyik komponensbe biztosan n vagy anndl kevesebb cstcs keriil. Mivel a graf egy-
szerl, igy komponensei is egyszertiek. Ellentmondashoz jutunk, ugyanis egy legfeljebb n ponti
egyszerd grafban a legmagasabb foku pont fokszdma legfeljebb n—1 lehet, ellentétben a feladat
altal emlitett n-nel. Vagyis a feltett dllitds hamis, amibdl adddik, hogy ellentéte igaz.
Megjegyzés: A feladat allitasat indirekt dton igazoltuk.

Tekintsiink elGszor kevesebb pontu grafokat. A legkisebb egyszer( grafnak, mely tartalmazhat kort,
harom pontja van. A négy- és otpontd egyszer graf pontjai is csak egy kort alkothatnak.
A hatpontu egyszerd graf pontjai alkothatnak egy kort vagy két haromponti komponenst. Hétpontd
graf megint vagy egyetlen kor, vagy egy harom- és egy négyponti komponens. Nyolcponti graf
allhat egyetlen korbdl, vagy egy harom- és egy 6tpontd komponensbdl, vagy két négyponti kompo-
nensbdl. Kilencpontu graf dllhat harom haromponti komponensbdl, vagy egy négy- és egy dtpontd
komponensbdl vagy egyetlen korbdl. Megfigyeléseinkbdl kitdinik, hogy csak a 3, 4 vagy 5 pontu grafok
alkothatnak egyetlen médon kort. A tobb pontbdl dll6 grafokat mar felbonthatjuk ilyen dsszetevikre.

< O D 4D

Az dltaldanos megoldashoz fogalmazzuk 4t a kérdést: hanyféleképpen bonthatjuk n-t 3,4 vagy 5
tobbszoroseinek osszegére? Mivel minket csak a lehetséges valaszok maximuma érdekel, elegendd
a legrovidebb (hdromponti) korok szamat megéllapitani. Azt kell kiszdmolnunk, hogy n-ben hdny
egész szamszor van meg a 3.

Péld4ul az n = 15 pontu grafban lehet 6t darab hdrom hosszi kor; n = 16 pontu grafban lehet négy
harom- €s egy négypontu kor; n =17 ponti grafban lehet négy harom- és egy otpontu kor.
Igy mindegyikiik legfeljebb &t kort tartalmazhat.

Fagrafok (kiegészité anyag) — megoldasok

Mindkett6bdl egy.
Mivel két pont kézott pontosan egy it vezet, a grf 13 éld fa. Igy 14 pontja van.

a) Fa. Van 8 pontja, 7 éle, 4 levele, 2 harom- és 2 kétfoku pontja.
b) Nem fa, mert kort tartalmaz.

c¢) Fa. Van 9 pontja, 8 éle, 5 levele, 3 harom- és 1 kétfokd pontja.
d) Nem fa, mert nem Osszefiiggd.

a) Példaul ldncnak vagy fonalnak. b) Kett6.



Két kiilonboz6 fagraf 1étezik.

Y CIY Y X<

kétféleképpen haromféleképpen Gtféleképpen

A fékat mas modon is felirhatjuk: 3)
a) 2-3%2.7-13; b) 24.52.11-13. (w»)

Az €lek szdma a fokszdmok Osszegének fele, @ @ @ (@)
tehat 8. Mivel fa, igy eggyel tobb pontja van, ®
mint éle: 9. A levelek szdma:

2; 3; ..., 8.
a) (8—-2):2=3;

c) d) e)
b) (1+2)-(12:3) = 12. o @) 0
A ¢),d) és e) alpontok megolddsa az dbrdn VO® O © (+) (+)
lathato. & vd vdE B W

A mtveletek fagrafok segitségével:

()
@ ®
()
0, @
a-b=b-a a+(b+c) = (a+b)+c a-(b+c)=(@-b)+(@-c)

Megjegyzés: A miveleti tulajdonsagokat is lefordithatjuk a grafok nyelvére. Példaul a kommuta-
tivitas jelentése, hogy a mivelet alatti két dgat felcseréljiik.

Igen, van. Egyrészt minden faban van legaldbb kettd elséfoku pont, masrészt nyitott Euler-vonal
1étezésének sziikséges feltétele pontosan kett$ paratlan fokd pont 1étezése. E16bbi megjegyzésbil
adddoan a kettd paratlan fokud pont csak elséfoki lehet. Olyan fa, amelyben pontosan ketté elsé-
foku pont van, nem tartalmazhat eldgazast, tehdt csak egyetlen lanc lehet.

Megjegyzés: Pontosan ilyen grafokrdl volt sz6 a 3123. feladatban.



EXED) a) Furcsa, hogy a grafban nem ismerjiik pontosan a miveletek szdmat. Trjuk 4t a graf alakot hagyo-

manyos formaba:
2-Q2+...2-2+2-D)))...).
Fejtsiik ki beliilr6l, és probaljunk meg valamiféle szabalyszertséget taldlni.
2-1=1; 2+1=3; 2-3=-1; 2+(-1)=1; 2-1=1; stb.

Azt latjuk, hogy négy 1€pés utdn visszajutunk  “iigvelet szama | 4k+1  4k+2  4k+3 4-(k+1)
az elsé allapothoz. Az 0sszeg a miveletek sza-
matol (egész pontosan a miiveletek szama-
nak néggyel vald osztasi maradékatol) fliggden valtozik (k= 0). Az 1 és 3 maradék jeloli a ki-
vonds, a 2 és 0 maradék pedig az dsszeadds miveletet. Mivel a paratlan maradékok egyszer pozi-
tiv, egyszer negativ eredményt adnak, az dsszeg eldjele a kivondsok szamanak paritdsatdl fiigg.

Eredmény 1 3 -1 1

b) Tegyiik ugyanazt, mint az elGbb:
2:2-2:2...2-2:2-2:2))..9)).
Beliilrél kifejtve a zardjeleket:
2:2=1; 2-1=2; 2:2=1; 2-1=2; stb.
Ebben az esetben az osztds miveletek mindig 1-et adnak eredményiil, fliggetleniil azok szamatol.

Ha egy fagrafnak 15 pontja van és 12 levele, akkor még van 3 pontja, ami nem levél. Ezen pontok
fokszama nagyobb, mint 1, és egymashoz kapcsolddnak. Harom pont csak ugy alkothat fat, ha kor-
mentesen egymdashoz kapcsolédnak, fokszamaik a leveleket nem tekintve 1, 2, 1. A levelek hozzi-
juk kapcsolddnak valamilyen médon, de a két sz€1s6 ponthoz legaldbb egy-egy (a kozépsd ponthoz
nem feltétleniil kell, hogy levél kapcsolédjon). Ezek utdn megvalaszolhatjuk a kérdést.

a) Alegkisebb foki pont fokszdma 2, a legnagyobb 12.

b) A gréf leghosszabb utja egy levéltdl indul, dthalad a hdrom kozbiilsé ponton, majd egy mésik
levélen végzddik. Ez barmely, a feltételeknek megfeleld fa esetében igy van. Az it hossza négy él.

Keressiink szélsGséges eseteket! Ilyen eset példdul, ha az 6t komponensbdl egy tartalmazza
az Osszes élt (16 él, 17 pont), a mésik négy komponens pedig egy-egy izolalt pontbdl all. Ekkor
a graf 6sszesen 17 +4 =21 pontot tartalmaz.

Ha kicsit valtoztatunk az erddn, és eggyel noveljiik az egyik komponens éleinek szamat, akkor
ez a komponens méar eggyel tobb pontot tartalmaz, a legnagyobb komponens ezzel szemben
eggyel kevesebbet. Tehdt az 6sszpontszdm nem véltozik. A fenti gondolatot dltaldnosithatjuk.

Jeloljék a, b, c, d, e egész szamok az egyes komponensek éleinek szamat (0 < a; b, ¢, d, e < 16).
Ekkor:
a+b+c+d+e=16,

az egyes komponensek pontjainak szdma pedig rendre:
a+1, b+1, c+1, d+1, e+1,
hiszen minden komponens fagraf.
Az 0sszes pontok szdma pedig valdban fiiggetlen a, b, c, d, e-t6l:
(a+1)+Bb+D+(c+D)+d+1D)+(e+1)=
=a+b+c+d+e+5=16+5=21.

A grafban a pontok fokszdmainak 6sszege 2n. Ebbdl adddik, hogy éleinek szdma n.

a) El6szor tételezziik fel, hogy a feladatban emlitett graf 6sszefiiggd. Mivel grafunknak n pontja
és n éle van, igy nem lehet kormentes: az n pontd fanak, ami maximalis kormentes graf, csak
n—1 éle van. Mivel itt az élek szdma eggyel tobb, mar nem lehet krmentes, kovetkezésképpen
a grafban van kor.



Amennyiben a graf nem Osszefiiggd, azaz tobb komponensbdl all, akkor valamelyik 0sszefiiggd
komponensben legaldbb annyi pontnak kell lenni, mint amennyi éle van. (Ugyanis ha minden
komponensben kevesebb él lenne, mint amennyi pont, akkor az élek és pontok 0sszege nem
lenne egyenld.) Erre a komponensre pedig alkalmazhatjuk az el6z8 bekezdés gondolatmenetét.

Ezzel bizonyitottuk, hogy az n pontd, n éld grafban van kor.

b) Tételezziik most fel, hogy az n pontd, n éld graf egyszer(, 0sszefiiggd és legalabb kettd kort
tartalmaz. Ekkor két eset lehetséges: vagy van két kiilonallé kor a korok kozott, melyeknek
minden éle kiilonb6z6; vagy van két kor, melyeknek van legaldbb egy kozos éle.

Ha az elsé lehetdség all fenn, akkor valamelyik korbdl egy élt torolve a kapott graf még mindig
Osszefiiggd, n pontd, viszont n—1 éle van. Mivel tobb kiilondlld kort tartalmazott, és csak
az egyik kor egyik élét toroltiik, igy még mindig tartalmaz kort. Ez azonban nem lehetséges,
mert az n pontd, n—1 éld egyszerd, osszefiiggd graf fa, vagyis kormentes. Ebben az esetben
ellentmonddsra jutottunk.

Ha van két kor, melyeknek van kozos €le, akkor ezt az élt
torolve, ismét n pontd, n—1 éld, egyszerd, Osszefiiggd graf-
hoz jutunk. Azonban a feltevés alapjan ez a graf is tartalmaz
kort, ugyanis a torolt él két végpontja kozott két kiilonbozs
ut vezet: egyik Ut az egyik kor visszamaradt élein 4t, mdsik ut
a masik kor visszamaradt élein at. (Amennyiben nem a kdzos
élek koziil torliink egyet, akkor az egyik kor megmarad
eredeti dllapotdban, vagyis visszakapjuk az elsd lehet&séget.)
Tehat ebben az esetben is ellentmonddsra vezetett a gon-
dolatmenet.

Barhogyan is okoskodtunk, feltevésiink mindig ellentmondésra vezetett. Tehét az ellentéte kell
hogy igaz legyen: az n pontd, n éld, egyszerd és Osszefiiggs graf pontosan egy kort tartalmaz.
(Emlékeztetdiil: az a) pontban bizonyitottuk, hogy az n pontd, n éld graf mindig tartalmaz kort.)

Megjegyzés: A feladat b) részében indirekt bizonyitast alkalmaztunk.

BED o) Tételezziik fel, hogy p darab (p nemnegativ egész) legaldbb haromfokud pontja van a fanak.
Ezen pontok fokszamainak 6sszege ekkor legaldbb 3n.

Elsének toroljiik a grafbdl a kétfokd pontokat tigy, hogy a pontot elhagyva szomszédait egyet-
len éllel kotjiik 0ssze. Ezekrdl egyrészt amigy sem szdl a feladat, masrészt csupdn annyi
szerepiik van, hogy ,.nyujtjak” a gréafot, az eldgazdsokat és a leveleket kotik Ossze. A graf a torlés
utdn is fa, hiszen egyszerd maradt, Osszefiiggd és kormentes. Fontos megjegyezniink, hogy
a megmarad6 pontok fokszdmat nem véltoztatja meg a kétfoku pontok torlése.

Ezutéan toroljiik a grafbdl a leveleket is, a hozzdjuk kapcsolodo élekkel egyiitt. A graf a levelek
torlése utan is fa marad. A megmaradé pontok pontosan a p darab, eredetileg legaldbb harmad-

2 7

foku pontok lesznek. Mivel fat alkotnak, 6sszekoto éleik szdma p — 1. Fokszdmaik Osszege ezért
2-(p—-1)=2p-2.

Mivel eredetileg a fokszamdosszeg legaldbb 3p volt, igy legaldbb p + 2 darab él hidnyzik. Mivel

a kétfoku pontok nem valtoztattak a tobbi pont fokszdman, igy a hidnyzé fokszdmot csak

az els6foku pontok pétolhatjak, mégpedig egy fokszamot egy pont. Legalabb haromfoku pont

pontosan p darab volt, elsGfokd pont pedig legalabb p + 2, igy az elsGfokd pontok szdma

legaldbb kettSvel tobb a legalabb hdromfoku pontok szdméndl.

b) Az a) rész gondolatmenetébdl vildgos, hogy akkor van pontosan 2 elsGfoku ponttal tobb a graf-
ban, mint legaldbb haromfoku pont, ha utébbiak fokszdmdosszege pontosan 3p. Ez pedig csak
akkor lehetséges, ha minden legaldabb haromfoku pont foka pontosan hdrom, nincs negyed vagy
magasabb fokud pont a fagrafban.

........................ . 28



A kombinatorika gyakorlati alkalmazasai — megoldasok

a) Afeltételek szerint az elsd szoba egyik gépe 6ssze van kotve
a masik két szoba egy-egy gépével. Mivel a masik kett§
szobdban is pontosan egy gép van Osszekottetésben a tobbi
szobdval, igy ezek a gépek mar meghatdrozottak. A gépeket
nem kiilonboztetjiik meg. A hdlézat az dbran lathato.

b) Ebben a hdl6zatban van harom darab 6tpontu teljes graf (6ssze-
sen tizenot pont), illetve az ezeket 6sszekotd harom él. Tehat
a 15 ponthoz kapcsolédik dsszesen 3-10 + 3 =33 él. Vildgos,
hogy a graf 0sszefiiggd, igy éleinek elhagydsdval készithetd
belble fa. Azonban egy 15 pontd faban maximum 14 €l lehet,
igy grafunkbdl el kell hagyni pontosan 33 — 14 = 19 élt.

c) Az eredeti feldllashoz képest annyi véltozott, hogy most nem feltétleniil ugyanaz a gép tartja
a kapcsolatot a masik két szobaval. Azaz az elsd szoba 6t gépe koziil valamelyik kapcsolatban
all a mésodik szoba 6t gépének valamelyikével. Ez 5-5 =25 lehetdség. Ettdl fiiggetleniil ugyanez
a helyzet a masodik és harmadik, illetve a harmadik és elsd szoba kozott is. A lehetGségek szdma
a helyiségek kozotti kapcsolatok kiépitésére Osszesen:

(59’= 56 = 15625,

d) Mivel minden helyiségbdl kett$ gépet vélasztanak ki, az 0sszes lehetdségek szama a harom fiig-
getlen ismétlés nélkiili kombindacid szorzata:

00 gm0

e) Természetesen harom kabellel nem lehet minden gépet hdl6zatba kotni. Legfeljebb négyet lehet
sorba vagy csillag alakzatba kotni, illetve a masik véglet, hogy kett-kettG-kettd darabot harom
csoportba (a szoveg szerint felhasznéljuk mind a harom kébelt).

Tételezziik fel, hogy a hat gép 1-t8l 6-ig van sorszdmozva.
Ekkor kozottiik (g) =15 lehet8ség van kébel elhelyezésére.

Ebbdl a 15 helybdl vilaszthatunk ki harmat, ahova tényle-
gesen kabelt helyeziink. Igy a harom kébellel 6sszesen

@ (5] Y

lehetdség van a hat szdmitogép Osszekapcsoldsdra, ha azokat megkiilonboztetjiik. Az 4brdn
sziirkével a lehetGségek, pirossal egy konkrét megvaldsitds lathato.

/) Hanem kiilonboztetjiik meg a gépeket, akkor a hdrom kébel elhelyezésére dsszesen 6t lehets-
ségiink adédik. Az dbrdkon lathatd, hogy az izolalt pontok szama 0 és 3 kozott valtozik.



MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

a) Nincs.

b) Unokatdl dédsziilGig hat generacié (unoka—gyerek —sajat maga—sziil6—nagysziil6—dédsziils).
c) Lassuk generdcié szerint: unokdk 2; gyerekek és hdzastdrsaik 4; a tizok, hizastdrsa és

az ¢ testvére 3; sziileik és a tuzok sziileinek testvérei 6; a tizok nagysziilei 4; az § sziileik 8.
Osszesen 27.

d) Az unokdk miatt haromféle graf lehetséges: vagy mindkét unoka a tizok fidnak gyereke, vagy
mindkettd a tizok lanyanak gyereke, vagy egyik unoka a fiié, egyik pedig a lanyé. Az az dbra
hidnyzik, amikor mindkét unoka a lanygyereké.

dédsziilok dédsziilék
nagyszilék nagyszilék
ap6s anyds ap6s anyds

nagybéacsi  apja anyja  nagynéni nagybacsi  apja anyja  nagynéni

tlizok feleség feleség

sogor sogor

menye lanya * eje menye veje

unokak

unoka unoka

e) Az abran jol lathato, nem fagrafot kaptunk. Amennyiben az unokdk testvérek, 6t kort és egy

izoldlt pontot tartalmaz a graf; ha pedig unokatestvérek, akkor négy kort és nulla izolalt pontot
tartalmaz a csalddfa grafja.

f) Atizokok nem hdzasodnak csaldadon beliil, ezért minden madarnak két tjabb sziilGje van. Mivel
az iiksziilokig négy generacid van, 6sszesen 24 = 16 iiksziilGje van a tdzoknak.

g) Az 6sszes rokon ismétlés nélkiili permuticidinak szama: 27!

h) Az egyes sorokban ismétlés nélkiili permuticiokat kell szdmitanunk. Az egyes sorok nem fiiggnek
a tobbitdl, igy szorzatukat kell tekinteniink: 2!-4!-3!-6!-4!.8!

i) A 27 tizokot kell hdrom csapdédban elhelyezniink, maximum tizesével. igy a lehetséges esetek:
10+10+7@), 10+9+8(6), 9+9+9().

Zarojelben a darabszdmok lehetséges permutdcidinak szdmdat adtuk meg. Mivel az egyes
varidciok minden esetben megegyeznek, igy az Osszes esetek szama egy elég nagy érték:

(o) G )0 () (5) )+ (5 (5 6)

1, 1,0, 1, -1, 2, -3, 5, =8, 13, ...

7! =5040.

!
L:a).
11-21.31

12!

(12—'3)’=12-11-10:132O.



KOMBINATORIKA, GRAFOK

IR 710 = 282475249,
25! 25.24.23

(3143 - =25.4.23=2300;
YT 321
| 7. | .

y B 8T6 o N 10
3.5 3.2-1 2101 2.1
0y 10Y_ (10 _

S R T

18) _ . 4) (14) _ . 4) (14) _o;. 4) (14) _
&b o (6)—18564, b) (O) (6)—3003, c) (4) (2)—91, d) (2) [4)—6006.
EI13 A megadott konvex sokszog 4tléinak szamara felirhato:

(gj—n=@—n=l70.

Az egyenlet rendezése utdn kapjuk:
n?2-3n-340=0,

amibdl n; =20 és n, =—17. A sokszognek tehét 20 csicsa van.

) +6) 5] s

D) a) 16x* — 32x3y + 24x2y2 — 8xy3 + y*;
b) @ + 18a8b + 144a’b* + 67240 + 2016a°b* + 4032a*b> + 5376430 + 4608a%b7 +
+2304ab® + 51207,

¢) 3363+2378-/2;

d) %xs + %)ﬂy + %)ﬁy2 +14x5y3 + 70x4y* + 224x3y5 + 448x2y5 + 512xy7 + 256)8
0 a) 28 =256; b) 216 = 65536; c) egyenldk; d) egyenldk.
EIE) Elszor A felhivja B-t, aki megadja D telefonszdmat.

A
Maisodszor A felhivja D-t, aki megadja C szamat. B
Harmadszor A felhivja C-t, aki megadja E szadmat. c b
Negyedik 1épésben A felhivhatja E-t: négy hivas sziikséges. E
) a) Igen, a teljes graf.

b) Nem.

c) Képzeljiink el egy szabalyos hatszoget, kossiik 0ssze éllel a szomszédos és a szemkozti pon-
tokat.

d) Nem.
e) Tegyiik ugyanazt, mint c)-ben.

[ Osszesen 5-5-2 =50 meghajldst fog ldtni a titkdrns. Az eddig l4tott meghajldsok szama:

24+3+1+4+5+3=18,
azaz 50 — 18 = 32 még hdtra van.



EIEE) a) A gréf szétesik két kiilondllo részre: a paros @ 1
és a pdratlan sorszdmu pontokra. Q

b) Jelest.

] :

EIFT) Nem, a gréf szétesik egy BGDE és egy AHCF kiilondll részre.

H

G

A
X
e

EIFE) a) Séta: AFAFG. b) Vonal: ACDAEG. ¢) Ut: ABG.

EIE3 a) A nyitott Euler-vonalhoz egy élt, a zért Euler-vonalhoz kettd kozos végpont nélkiili élt kell
berajzolni az A, B, D, F' pontok kozott.

b) Az AB élt kell torolni.
Az dbra szimmetrikus a bal fels6 sarokbdl a jobb alsé sarokba huzott atlora.

() a) Altaldban fagrafot kapunk.

b) Csak akkor nem fa a kapott graf, ha tartalmaz kort. Ez pedig akkor van, ha vagy a sziil6k, vagy
valamelyik nagysziil6k testvérek vagy féltestvérek.

EIFE) Mivel hat helység van, a feltételnek megfelelSen fagrafot kell létrehoznunk: pontosan 6t dtnak
(élnek) kell lenni. Most harom van, kett6t sziikséges épiteni. Példaul lehet Andalégidbdl Félndtaba
és onnan Butulba, vagy Celebbdl Félnétaba és onnan Egyiigybe.

EIIT) Két mérés elegendd: elGszor vegyiink el egyet, €s szedjiik szét
harom-hdrom érmére a maradékot. Ezeket mérjiik meg, ha a két OO0Q0OOO0 +
rész egyenld tomegd, kész vagyunk, az elvett érme a hamis.

Ha az egyik rész nehezebb, ismételjiik meg azon harom érmére
o e 000 <QQ

a fentieket. Mindez fagraffal dbrdzolva a rajzon lathato. "

O O





