12.5. RENDSZEREZ0O 0SSZEFOGLALAS
GONDOLKODASI MODSZEREK — 0SSZEFOGLALAS

Halmazok — megoldasok

a) Igen, |Al=0, A=Q; b) Igen, |B| =
c) Igen, |Cl=3, C={{2:3},{1;2:3}), (2:3;4}}; d) Nem.
a) O, {a}, {b}, {c}, {a;b}, {a;c}, {b;c}, {a;b;c}.

@ diszjunkt minden mas részhalmazzal, rajta kiviil {a} és {b;c}, {b} és {a;c}, {c} és {a; b}
diszjunktak.

b) |Bl=6, |{B osszes részhalmaza}|=26 = 64.
A={2;3,5;7}, B={1;3;5,7;9}.

a) AuB={1;2;3;5,7,9}; AnB=1{3;5,7}; A\B={2}; B\A={1;9};
b) A={1;9}, B={2};

c) C={1;2;4;6;8;9}.

U=1{-4,-3,...:8,9}, A={-4,4,5;6,7,8;9}; U

B={-3;0;3;6;9}. g (8]
a) A Venn-diagram az dbrén lathatd. 4 4 e

b) A={-3;-2;-1;0;1;2;3}, B={-4;-2;-1;1;2;4;5;7; 8}. > s

¢) AUB={-4,-3,0;3:4,5,6:7:8,9}, ANB=1{6,9), -

A\B=1{-4;4;,5;7,8}, B\A={-3;0;3}.
A\B=ANB. U

a) AUB=ANB; b) AnNB=A

A Venn-diagram az dbran lathato.

lUI=IAUBl+|AUB|=|Al+|Bl-|IAnBl+|AUBl=6+8-3+13=24.
|UI=|Al+IBl-|1AnBl+|AUB|; 12=4+5-x+3; x=0.
lUI=|Al+|B\A|+|AUBl; 30=15+7+x; x=38.



a) 7=]2 5] b) T:]—2; O];

c) T={0}u]2;7]; d) T=]-c0; 0] U ]2; oof.

a) I= [2;4[; p

b) J=]1§5[§ €) o——o0
C)K=]3;°°[; e o Vo) °
d) INI=]1;2[ U [4;5]; Jo o

e) InK=]3;4[; ,
) K\DUI=[2;4[ U[5;e].

-1 0 1 2 3 4 5 6
a) I=10° 45°] U [180°; 225°]; b) J =[30° 150°];
c) Jn1=[30°45°]; d) T\J = ]150°; 180°[ U ]225°; 360°].

a) i D) c) o @
150° 30° /D\w 150
o 00 w

EID a) Nullaclem részhalmaz csak az iires halmaz lehet, tehét a vdlasz 1. Kilencelemtek azok a rész-
halmazok, melyeket tigy kapunk, hogy egy elemet elhagyunk A-bol. Mivel 10-féleképpen tehet-
jiik ezt meg, a valasz 10.

b) Annyi k-elemd részhalmaza van, ahdnyféleképpen a 10 elembdl ki tudunk vdlasztani ismétlés

nélkiil k darabot. Teht (120) =45, (lfj =210, (150) =252, (15) = 45.

c) (1]? ] =120. Probdlkozassal, vagy az el6z6 kérdésre adott vdlaszok figyelembevételével k =3,

illetve k=17.
@B Példdul ilyen a kovetkezS 4 halmaz: A ={1;2;3}, B={1;2;4}, C={1;3;4}, D={2;3;4}.
@I a) Mindkét halmazt tobbféleképpen is felirhatjuk, példul
P=(A\C)uBNC)\A é& QO=BUC)\ANBNO).
b) Azt kell biztositanunk, hogy a két halmaz k6z6s része iires halmaz legyen:
[BNAUO)|\NANBNC)=0.
c) Azt kell biztositanunk, hogy a P Q-n kiviil esé része iires halmaz legyen:
A\(BU C)=0.

[rjuk b-t a hirmas metszetbe. Ekkor c-t B és C kettés metszetbe )
kell helyezniink, igy d csak A metszeteken kiviili részébe kertil-
het. (Kozben figyelembe vettiik, hogy az elemszamok egyen-
16k.) Ezek szerint:

ANBANC ={a;e).




A megolddshoz t6ltsiink ki egy Venn-diagramot. A 2-t két helyre
irhatjuk, de a masodik feltétel a harmas metszetet kizarja. A 3-at
és a 4-et csak egy helyre frhatjuk ezek utan. Az 5 két feltételben
is szerepel, igy csak egy helyre keriilhet. Végiil a 6-ot sem
irhatjuk kozépre.

A megoldds a diagramrol leolvashat6:
A={2:3;4;5}, B={2;6}, C={1;5;6}.

a) A=1{7;8;9;10}, B={1;10}, C={5;6;7}.
b) A Venn-diagram az dbrdn lathat6.
¢) Ures halmaz.
d) [(AUB)NC|=1, egyelemi {7}.

EH) a) Ha C iires halmaz, akkor:
A=1{2;3;5;6;7}, B={3;4;6;7}.
b) C eleme csak az 1 lehet. Ezt rogton két helyre is irhatjuk:
vagy a hdrmas metszetbe, vagy B és C kettGs metszetbe. Igy:
C={1}, B={1;3;4,6;7}

z

és
A={1;2;3;5;6;7} vagy A ={2;3;5;6;7}.

@) a) A Venn-diagram az abran ldthato.
b) A-ba esé elemek Osszege 23, B-be 16, C-be 21.

@m; a) 0,6x—8+8+0,8x—8=u,
1,4x -8 =x,

0,4x =8,

x=20.

20 f6 dolgozik a Kiskunsagi Nemzeti Parkban.

b) |O\T|=416.
@B a) x-3+8—-x+x+7—-x+12—x+x—-4+x-4=20,
4=x
4 tanul6 gydjtott eddig mindhdrom versenyzdtdl dedikélt

emléket.

b) 0 6. Nekik médr vagy mindhdrom versenyz6t6l, vagy a masik
két emlitett egyikétSl van autogramja.

12-@-x+x+7-x)

16-@-x+x+12-x)

15-7-x+x+12-x)




B A szoveg szerint a torpéken kiviil még 5-7 = 35 6 jott el a mulatsdgra, azaz banydszok dsszesen
42-en voltak. A szita-formula igy alakul, ha x-szel a narancssirga sapkés telepvezet$ véjarok
szamat jeloljiik:

42=21+21+20—-(7+7+6) +x.
Innen x = 0. Tehdt ilyen banydsz nem vett részt a bulin.

EE) a) Alkalmazzuk a szita-formulat. A szdmba vett kutydk szdima (7

100, hiszen egy megszokott: )
100 =64 + 60 + 56 — (41 + 22 + 35) + x, ﬁ
ahol x jeloli a hdrmas metszet elemszamadt. Innen x = 18. »W«
b) Beliilr6l kifelé haladva toltsiik ki az elemszamokkal a Venn- w
diagramot, amelybdl leolvgshatc’) a kéydezgtt érték: .17 ilyen
kutya van. (Az elmenekiilt j6szagrdl nincs informécionk.)

B a) Lehetséges, hogy senki sem kért egyszerre mindkét ételfajtabol (0). Maximum pedig a kisebb
elemszamu halmaz elemszamaval egyenl§ lehet a szamuk (8). Tehat 0 és 8 kozotti a szamuk.

b) Ha senki sem kérte egyiitt a levest és a f6ételt, akkor 8 + 10 = 18 {6 iilt asztalhoz. Ha minden

27z

levest evd rendelt f6ételt is, akkor 8 + 10 — 8 = 10 {6 iilt le ebédelni a panzidban.

|C|=13. A szoveg alapjan ismertek a kovetkezdk:
|Al=14, |B|=9, |AnCl=7, |[AnBl=6, |IBNCl=4,
|[AnBnCl=2, [AUBUCI|=3.
Irjuk fel a logikai szita-formuldt az alaphalmazra kiegészitve:
lUl=lAUBUCI+IAUBUCI=IAl+|Bl+|CI-IANCI-IANBI-IBN Cl+
+|ANBNCI+/AUBUC|=13+14+9-7-6-4+2+3=24.

@) a) Helyettesitsiink be x = 1-et: % + % = % < 1. Nem megoldés az x = 1.
b) Taldlgatas helyett oldjuk meg a feladatot. A kozos nevezs 2x + 8, dtrendezve a 2)6_68 >0
X +

i

tortet kapjuk. Egy tort akkor nemnegativ, ha szamlaldjanak és nevezdjének azonos az elGjele
(a szamlalgja lehet nulla is). Ez két esetben lehetséges:

x-620 (x=6) és 2x+ 8 >0 (x>—-4), ekkor a megoldas x > 6;

X—6<0 (x<6) és 2x+8<0 (x<-4), ekkor a megoldds x < —4.
Ebbdl lathatd, hogy a legkisebb pozitiv megoldds az x = 6. Legnagyobb negativ megoldés nincs.

2

¢) A pdros szamlal6jd tortek egyszerisithetdk, igy nem valédiak. A tortek a [4, 6[-bél valok:

W7 45 3 1o

22 2

@) Rajzoljuk meg a transzformalt fiiggvényeket
koz6s koordindta-rendszerben.

a) L=1II;

b) M =\\; //<
¢) LA M =XXX.

-1 1 5 X
=}




EED Képzeljiink el egy tabldzatot, melynek felsd sordban felsoroljuk az U halmaz elemeit, els§
oszlopdban pedig a feladat A, A,, ..., A,, halmazait. Az adott elem oszlopdnak €s az adott halmaz
sordnak metszetében egy X-szel jeloljiik, hogy az elem beletartozik a halmazba.

Ugy kell elhelyezniink az X jeleket, hogy pl. az A Ay, ..., A, _| halmazok mindegyikében szere-
peljen az n elem. Ugyanakkor A, A,, ..., A, _,, A, halmazok mindegyikének eleme legyen (n — 1),
tovabbd A, A,, ..., A, 3,4, 1, A, halmazoknak eleme legyen (n—2) stb. Igy tulajdonképpen
ismerjiik az A; halmaz elemeit. Minden U-beli elem eleme, csak az 1 nem: A; = {2; 3; ..., n}.

Hasonl6an adddik ez igy a tobbi halmazra is.

Halmaz\Elem 1 2 3 n-2 n-1 n
A X X X X X
A, X X X X X
A, X X X X X
A, X X X X X

Tekintsiik a halmazabrat. U

Irjuk fel a megadott feltételeket p, g, r, s segitségével. [A) (B)

2g+r)=p+qg+r+s 0
3r=r+s
10(g+r+s)=9p+qg+r+s)

Ez négy ismeretlen, de csak harom egyenlet. Nem tudjuk egyértelmden megoldani, de azért pro-
baljuk meg. Alakitsuk 4t az egyenleteket, a kozEéps6bdl mar ki van fejezve s.

qg+r=p+s
2r=s
qg+r+s=9p
q:p+r
q+3r=9p

A ¢ ismeretlen is ki van mdr fejezve az elsé egyenletbdl:

p+4r=9p,
ahonnan r =2p. Ekkor viszont ¢ = 3p, s =4p. Mivel A, B, U egyike sem iires, a legkisebb pozi-
tiv szdm, amit p helyére helyettesithetiink, p = 1. Igy |A| =5, |Bl =6, | Ul = 10.

a) Gondoljuk meg, hogy barmely J; halmaznak eleme a 0, de minden mds elemrdl ki lehet mu-
tatni, hogy el6bb-utébb mar nem esnek az intervallumokba: J; "J, NJ3 M ... ={0}.

Ugyanis tételezziik fel, hogy valamely i-re p (p > 0) € J;. Barmely pozitiv p-hez taldlunk olyan

m pozitiv egész értéket, amelyre — < p. Ha n > m, akkor p ¢ J,. Hasonl6 a meggondolds,
ha p <0. m

b) Az I, sorozat 6sszes elemébdl alkotott metszetnek nincs kozos eleme.
. 1 .
c¢) Elészoris J )\, = ]——; 0]. Ezen halmazoknak egyetlen kozos eleme a 0, azonban mds ilyen
n

elem nincs. Ezért J)\I} N o\, nJ3\[3 ... = {0}.



Kijelentések, események — megoldasok

a) A + B = SzE€p id6 lesz vagy kirandulni megyek. A - B = Szép idd lesz és kirandulni megyek.
b) A-B.
¢) Barmilyen, ugyanis sz€p 1d6 esetén egyszerden teljesiilt az implikdcid. Rossz id§ esetére pedig

nem allitottam semmit, tehat barmit csindlhatok — kirdndulhatok is — szdszegés vétsége nélkiil.
a)|Al=10, |Bl=6, |C|l=4.
b) A-B={6;12; 18} = hattal oszthaté szamok;

B+ C=1{3;5;6;9; 10; 12; 15; 18; 20} = harommal vagy o6ttel oszthat6 szamok;

A-C = {5; 15} = éttel oszthat6 pdratlan szdmok.

c¢) D = {5} = (olyan paratlan szam, ami hdrommal nem, de ottel oszthaté) =A-B- C.
a) A+B+C=1{2;4,6;8}), AAB-C=A-B-C=A-B-C=A-B-C=0, B-A-C={6}.
b) {10} =A+B+C.

A helyesen kitoltott tdblazat: A B c D
Kijelentés H | | H
Megforditasa | H | H

a) Igen. A ,,minden ember fenség” egy kovetkeztetés: Ha ember vagyok, akkor fenség vagyok.
A masodik kijelentés szerint ember vagyok, igy a feltétel teljesiil. Amibdél valoban kovetkezik,
hogy fenség vagyok.

b) Nem. Példaként épitsiink nadfedelet egy tizemeletes hazra. Nyilvan ez az épiilet nadfedeles, de
nem tanya.

a) Tagadés: Van olyan deltoid, amelynek atl6i nem merdlegesek egymadsra. Ilyen deltoid nincs,
tehat az allitas igaz, a tagadds hamis.

b) Tagadés: Barmely haromszog legkisebb szoge legfeljebb 60°-0s. Ez igaz, a haromszdg legkisebb
szoge nem lehet nagyobb, mint 60°. Ugyanis az éllitds igazsdagat feltételezve:

60°<a<fB<y igy 180°=3-60°<a+ B+,

ami (legaldbbis az euklideszi geometriai rendszerben) nem igaz, hiszen o + 3 + y = 180° Tehat
az 4llitas hamis, a tagadds igaz.

c) Tagad4s: Van olyan hattal oszthaté szdm, amely nem oszthat6 kilenccel. A tagadds igaz, pél-
ddul maga a 6 ilyen szam. Az 4llitds hamis.

d) Tagadas: Barmely pozitiv egész primtényezds felbontdsdban szerepel a 17. Az allitds igaz, a ta-
gadds hamis.

e) Tagadds: Volt olyan torpe, aki magasabb volt Héfehérkénél. Bar nem tudjuk pontosan a torté-
nelmi igazsagot, feltételezziik, hogy minden torpe jéval alacsonyabb volt az illeté holgynél.
Tehat az 4llitds igaz, a tagadds hamis.

f) Tagaddas: Van alkalom, hogy leirom azt: soha. Aki ezt a feladatot irdsban megoldja, arra a taga-
dés biztosan teljesiil. (Nagy valdszintiséggel a tobbiekre is.)

g) Az dllitds tagadasat gy tudjuk meggondolni, ha dtfogalmazzuk: A 7-nek minden hatvanya
oszthaté 3-mal. Igy mar vildgos a tagadds: Van olyan szdm, amely 7-nek hatvdnya és nem
oszthatd 3-mal. Utébbi kijelentés igaz (pl. 49) és az allitds hamis.



h) El6szor értelmezziik az eredeti mondatot.

Adjunk meg egy pozitiv o szoget (pl. o = 1°) és vizsgéljuk meg, mely szabélyos sokszogek
kiilsé szogei kisebbek o-ndl.
Barmely konvex n-szog belsd szogeinek osszege (n —2) - 180° A szabdlyos n-szog egy belsé
(n—2)-180° (n—2)-180° _360°

n n on

. Akiils6 szog mértéke 180° —

szogének nagysaga:

Ha most azt akarjuk, hogy ez a szdm 1°-ndl kisebb legyen, akkor legyen n > 360. Tehat pl.
a 361 oldalu szabdlyos sokszog minden kiils§ szoge kisebb, mint 1° (Az n =360 még éppen
nem megfeleld, hiszen az 4llitas teljesiiléséhez szigortian kisebb kell.)

(] (]

Hasonléan 4ltaldban: ha <a, akkor n > . Igy biztosan tudunk barmely szoghoz

n
olyan n egész szamot mondani, amelynél tobb oldali sokszogek kiilsG szogei kisebbek, mint
a megadott szog. Tehat az allitds igaz.

Tagadds: Létezik olyan o (o > 0) szog, amelyhez barhogy is adunk meg pozitiv egész n-t, van
olyan n-nél tobb csuicsu szabdlyos sokszog, melynek kiils§ szdge nagyobb vagy egyenld,

mint o
Mivel az dllitds igaz, a tagadds hamis.

Kombinatorika — megoldasok

5! =120.
4! =24.
2.4 —1=47.
6-2-31=5!-2-41=72,
6! =720.
3.2=6.
4-53 =500 koziil 4 - 52 = 100 oszthaté 5-tel.
63-9=1944.
|

5-4.3= >! =60

5-3)!

!
L:17100720.
(30 -5)!

T _
()=
11) _
(1)-5s

!

12! =3960
7!-4!-1!



|
5_:10
3.2
a) 5!=120: b) 51.25 = 3840; ¢) 10! = 3628 800.
_ ) 90 15
a) 81 = 40320: b) g ]-8!=3,13-10%
|
_ 24 9465511770,
81-81-8!
|
0 —2 5793510720,
51.61.71-21

b) A nevezd csokken: 5!-6!-7!-2!1>5!.5!.6!-4!
St-e!-7!-21 42

Igy az érték n§ —————— = —= =3, 5-szeresére.
5!-51-6!-4! 12
!
L:3991680.
12 -7!
! !
G)Lz@l()w; b)g.L: .1012
(20 -12)! (19-11)!
11
_ Y m
8:365-1000
a) 10° = 1000000; b) 3°=1729; c) 3*-42 = 1296;

d) @-34 42 219440,

(z_a)sz(gj.zs.ao_@.24_611+G).23.a2_@.22_613_,_(2).21.04_G)_zo.asz

=32-80-a+80-a2-40-a3+10-a* - d>.

@B Csoportositsuk az utakat a hosszuk szerint.
a) Barmerre is megyiink az A-bdl, minden 1t 3 hosszu, és 0sszesen 4 -3 -3 = 36 darab van beldle.

b) Akozvetlen levelekbe 1 hosszi tit visz, ebbdl 3 van. A kovetkez§ legkdzelebbi levelek 3 hosszi
uton érhetdk el, ebbdl van 2-3 = 6. Alegtdvolabbi levelek 5 élre vannak, hozzdjuk 3-3-3 = 27-
féleképpen juthatunk el.

c) Ebbdl a pontbdl 2, 4 vagy 6 ,.élnyire” taldlunk leveleket, rendre 2,2-3 =6 és 3-3-3 =27 tton
érhetjiik el dket.

ETF A szdmokataz 1,2, 3,5, 7,9 jegyekbdl allithatjuk dssze.

a) A jegyek csak ugy novekedhetnek, ha a fenti sorban irjuk 6ket, €s az egyik szamot elhagyjuk.
Osszesen 6 ilyen szdm van.

b) Két nem prim szdm van a felsoroltak kozott, az 1 és a 9. Kossiik Sket egybe, mostantdl kezel-
jiik az 19-et egyetlen szamjegynek. igy 5 jegybdl kell 4-jegyd szamot kredlni, rdaddsul gy,
hogy az 19 biztosan benne legyen. Ezt 4 helyre {rhatjuk, a tobbi 3 helyre 4, 3, 2-féle jegyet
tehetiink a maradékbol. Végiil az 1-et és 9-et megceserélhetjiik. Tehdt a lehetdségek szdma
4.2-4-3.2=192.

¢) A fentiek koziil minden 2-re végz&dd szam oszthatd 4-gyel. Azaz 5-4-3-2 =120.



@I a) Ekkor nagyon egyszerii dolgunk van, hiszen a 4 koziil barmelyik helyre barmelyik karaktert
irhatjuk a 15 lehetSségbdl: 15% = 50625.

b) Vegyiik az ellentétes esetet, amikor nincsenek betiik, csak az 5 szdmjegy szerepelhet: 54, Ezt
kell kivonnunk az 6sszes lehet6ségbdl: 154 — 5% = 50 000.

c) Ebben az esetben egyszerden az torténik, hogy megduplazzuk a betiik szimat. Azaz nem 15,
hanem 25 lehetSségbdl valaszthatunk egy-egy karaktert. Az eredmény 254 = 390 625.

BB Az adott fiiggvény értékkészlete hdrom érték: 0, 1 és (-1).
a) A hdrom érték mindegyike szerepelhet a négy hely barmelyikén: 3%,
b) Tételezziik fel, hogy a 0 szerepel kétszer, az 1 és a (—1) csupdn egyszer-egyszer. A lehetdségek

szdma ekkor . Mivel a hdrom érték mindegyike el6fordulhat kétszer a négy helyen,
!
4 =36
201111
c) A szinuszfiiggvényre hagyatkozva négy helybdl kettén szerepel 0, de egymés mellett nem
lehetnek. Négy lehetGségiink van:

0’ la Oa (_1)9 Oa (_1)9 07 la 17 0’ (_1)’ 09 (_1)’ 05 1’ 0
@I a) Ha sorba mentek a tandrok képein, akkor

21111
ezért az eredményt meg kell szoroznunk 3-mal: 3-

22!

22-21-...-1l=——
(22 -12)!

-féleképpen

valaszthattak koziiliik.

b) A 14 1any mellé 8 fiunak kellett az osztalyba jarnia, és a 6 férfi tanar mellett 6 n6 kolléga kertilt

a tablora. Az el6z6 rész alapjan a keresett érték:
14! 8!

: =4,36-10'°.
(14-6)! (8-06)!

c) Most csak az érdekel minket, melyik tandr melyik hdrom didkot vélasztotta. Képzeljiik gy,
hogy a tandrok sorban egymaés utdn a tortdhoz mennek és kivalasztanak 3-3, illetve 2-2 szeletet.

22) (19) (16) (13) (10) (7 (4 (2)\_ <« 1015
FIEEEE)C- -
kiilonb6z6 médon tehetik meg.

Az 500-as készlet 30%-a, azaz 150 darab pliissmaci selejtes. J6 koziilik 500 — 150 = 350 darab.

Ezt 6sszesen

a) Ha nincs koztiik selejtes, akkor mind a 20-at a j6 macik koziil sikeriilt kivalasztani (325(? ) -féle-
képp.

b) Akét selejtest 150 darabbol, a 18 j6t 350 koziil vilaszthattdk az ellenrok (1 ;0) - (31580) Kiilon-
b6z6 modon.

¢) Ha legalabb harom selejtes van, akkor lehet 3, 4, ..., 20 is. Ez elég sok eset, térjiink at a komp-
lementer halmazra: nézziik azt, amikor csak 0, 1 vagy 2 selejt van a kivalasztott mintdban. Ezt

kell kivonnunk az 6sszes lehetséges valasztdsok szdmabol, (5200()) -bdl. Az eredmény:

-0 )



/////

diak felel 10-szer: 2110 a lehetSségek szdma.

b) A feleletek idérendben kovetik egymast, igy elszor is ki kell vélasztanunka 10-bdl azt
a 4 feleletet, amelyet a nem késziil§ didkoktdl hallunk. Ezt (lf ) modon tehetjiik meg. A 4 rossz
feleletet 9 f6 produkdlhatja, a 6 szépet pedig 21. Azaz az eredmény:

10 . 4 . 6
(1) 0t

¢) ,.Legfeljebb hétszer” jelentése 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 alkalommal. Ilyen sok eseményt nem sze-
rencsés elkezdeni 6sszeirni, térjlink 4t a komplementerre: 8, 9, 10 gyenge felelénk van. Utébbi

eset 910, elgbbick pedig b) esethez hasonléan adédnak: (190) 199211 s (lg) 198212, Ki kell

vonnunk az 6sszes esetbdl, azaz ha barki akdrhanyszor felelhet: 30'0 -bél.
3010 - 910 _ (190) 199211+ (lé)) 198212,

2)\2
féleképpen adhat a babdkra: vagy az egyikre, vagy a mdsikra adja:

@ ' @ ' @ 123 =13440.

b) Allitsuk sorba a babékat, legyen egy A, egy B és egy C baba. El6szor is Eszti kivalaszt hirom

BT a) Kétszoknyat, inget és kabatot [Sj (8) @) -féle médon vélaszthat Eszti. Minden ruhafélét két-

szokny4t, hdrom inget és hdrom kabdtot. Ezeket @ @ @ _féleképpen veheti ki. Sorba

rakva a harom szoknyét, az A, B, C babdkkal 3! = 6-féleképp parosithatja 6ket. Hasonl6 a helyzet
a tobbi ruhafélével is. Az eredmény:

5) (8) (4
.1°]. .(3N3 =
(3) (3) (3) (3!)° =483 840.
a) Ha barmelyik jelentkezd reklamfilmbe keriilhet, akkor 58 + 42 = 100 f6bdl valasztunk 12-t:
100\ _ ;15
(12) =10,
b) A lanyok koziil kell kivalasztanunk 7-et és a fitk koziil 5-6t:

58) (42) _ 1014
(59 (2)-26-10%

c) Ha parban szerepel egy fid és egy lany, akkor mindkét nembdl ugyanannyi szerepld van, azaz 6.
Az eredmény:
58) (42) _ 114
£9)(4)-20210

d) Ha harmasdval mutatjik be a jelentkezSket, akkor 4 filmet fognak késziteni. fgy vagy 4 fit és
0 lanycsapat lesz, vagy 3 és 1, vagy 2 és 2, 3 és 1, 4 és 0. Az egyes eseteket az el6z8khoz hason-
16an szamitjuk, de végiil dssze kell ket adnunk:

(42) ~3,49-10M,

(3 (6)+ G5+ () (6)+ () )+ ()



(15 +n)!
13!-2!-n!
majd szorozzunk fel a maradék nevezdvel:

14-15-...-(15+n) =813960-n!
Egyszertsitsiink Gjra 14 - 15-tel:
16-17-...-(15+n) = 3876 - n!
Mindkét oldalon szorzatok szerepelnek, bontsuk fel a 3876-ot primtényezdkre: 3876 =22-3-17-19.
16-17-...-(15+n)=22-3-17-19 - n!
Hogy a 16 =2*t megkapjuk, n >3 kell legyen. Ugyanakkor a bal oldalon is szerepelnie kell
a 19 primnek, ez éppen 15 + 4. Ellendrizziik le, valéban 16-17-18-19 = 3876 24.
Tehat 4 Tavol-Keletrdl sz616 regényt kap Jani.

Téma szerint rendezni a kdnyveket =406980-féle médon lehet. Egyszertsitsiink,

qff) Pératlan jegyek az 1, 3, 5, 7 €s 9. Mivel harommal oszthaté szamokat keresiink, megkonnyiti az
esetek OsszegyUjtését, ha nem a szdmokkal, hanem a 3-mal vett osztdsi maradékaikkal szdmolunk.
Ezek sorban: 1, 0, 2, 1, O.

a) Ha minden szam kiilonboz6 kell legyen, akkor a négy maradék kozott csak egy 2-es, legfeljebb
két 1-es és legfeljebb két O lehet. (Péld4ul 0-0-0-0 vagy 1-1-1-0 nem lehet.) A 2-es maradéknak
mindenképpen szerepelnie kell, hiszen a 0-0-1-1 nem oszthaté 3-mal. A 2 mellé tenni kell
1-et is, a maradék kettd helyen viszont csak 0 maradék lehet. Tehat azt kell 6sszeszamolni, hany
esetet frhatunk fel a 0-0-1-2 maradékokbdl. A 3, 9 és 5 biztosan a szdmjegyek kozé keriil.
1 maradékot adhat az 1 és a 7 is, itt tehdt valaszthatunk. Vagyis ezen szdmok szdma 2 - 4! =48.

oz

b) Az el6z6 gondolatot folytatva: 6t lehet§ségiink van a maradékokat felirni dgy, hogy a szdm
oszthato legyen 3-mal: 0-0-0-0, 0-0-1-2, 0-1-1-1, 0-2-2-2, 1-1-2-2. Nézziik sorban az 6t esetet.

0-0-0-0: Minden helyre két szdmjegyet, 3-at vagy 9-et irhatunk, ez 2% = 16 lehet&séget jelent.
0-0-1-2: A 0 maradékok helyére a 3 vagy a 9, az 1 helyére az 1 vagy a 7 keriilhet. A 2 maradék

L' = 12-féleképpen permu-

fixen az 5 szdmjegyet jelenti. A maradékokat egymas kozott IRTR

tdlhatjuk. Azon beliil 22-2 = 8 lehet&ség van a szdmjegyek beirdsdra. Osszesen 12-8 = 96.

0-1-1-1: A 0 maradék (3 vagy 9) négy helyre keriilhet (az 1 helyére tovabbra is 1 vagy 7 keriil).
Ezért a lehetségek szdma ebben az esetben 4 - 2% = 64.

0-2-2-2: A 0 megint négy helyen allhat (3 vagy 9), a 2 helyére csak 5-6t frhatunk. fgy 4-2 =8
ilyen esetiink van.

1-1-2-2: A maradékokat

Y = 6-féleképpen irhatjuk fel. A lehetSségek szama 6 -2% = 24.

A kérdésre a valasz a fenti esetek Osszege: 16 + 96 + 64 + 8 + 24 = 208.

a) Jeldlje a harom szobat A, B, C. Mivel megkiilonboztetjiik Sket, nem mindegy, hogy az A-ban
vannak 6-an, B-ben 2-en és C-ben senki, vagy A-ban senki, B-ben 6-an és C-ben 2-en. A leg-
egyszer(ibb, ha az A-ban levSk szdma alapjan irjuk 6ssze a lehetGségeket.

A 66 655554444433333322222221111110000°0
B 2103210432105 4321065432106254321625 432
c 012012301234012345012345612345¢623456

Ez harminchat lehet&ség.



b) Most csak azt kell 0sszeszdmolnunk, a 8-at hanyféleképp bonthatjuk harom, hatnil nem
nagyobb nemnegativ egész Osszegére.

8=6+2+0=6+1+1=5+3+0=5+2+1=4+4+0=
=4+3+1=4+2+2=3+3+2

Ez nyolc lehetSség.

Megjegyzés. Az a) és b) kérdést megvdlaszolhatjuk az alapjan is, ha észrevessziik: a harom
kiilonbozd szamot tartalmazé (pl. 6-2-0) formédk 3! = 6 helyen fordulnak eld, a két kiilonbozGt
tartalmazokat 3 helyen taldljuk meg (pl. 6-1-1), mig harom egyforma nem lehet. Mindkét
tipusbdl van 4 Osszeg, amely kiadja az dsszesen 24 + 12 = 36 oszlopot.

c) Az el6z6 kérdésben targyalt esetekbdl indulunk ki.

Példaul az 5-2-1 esetben a nyolc f6bdl ki kell vélasztanunk 6tot az egyik, a még dgy nélkiil
maradt hdrom f6bdl kettSt a masik szobdba. A harmadik szobdba maradt egy f6 mar nem
valtoztat a lehetGségek szaman. Az Osszes esetet tekintve a lehetGségek szdma:

66 0)+6) 00+ B0+ BB )+
O ECH-O O C O 6 )

=28+56+56+168+ 70 + 280 + 420 + 560 =1638.
d) Ha megkiilonboztetjiik a személyeket és a szobdkat is, akkor az a) részben felirt tablazatot kell

segitségiil hivnunk. Azonban nem {rjuk fel mind a 36 lehetGséget!
Vegyiik észre, hogy barmelyik esetet tekintjiik is, az egyszerUsitések miatt felirhat6 ismétléses

permutécioként. Pl. a 4-3-1:
1) 8l 41 1! 8!

8.4. e . . e
4)3) \I)" 41-41 31-11 11-0! 41.31-11

1

Mivel nem szdmit a 4-3-1 sorrend, igy a c) esetbdl és a megjegyzésben emlitett kiilonbozs
sorrendekbdl megadhatjuk a megoldast:

B0 8800300000
OO HO0-OI-000-

=3!-(284+56 +168 +280) + 3- (56 + 70 + 420 + 560) = 6510.

a) Képzeljiik el, ahogyan sorban sétdlnak el a hat szoba mellett és véletlenszertien kivélasztjak
a szobdk lakdit. A megoldés ekkor:

23) (15) (11) (8) (3) (2

8)\4)\3) 3 3 \2)
Ha tigy képzeljiik el a dolgot, hogy a didkokat sorba allitjuk és minden szobdnak készitiink egy
cimkét annyi példanyban, ahdny f6 befogaddsdra képes, akkor a megoldds:

23!
81-41-(31)3.2!

A két érték természetesen egyenld. (Ezt belathatjuk, ha kifejtjiik az elsé formdban felirtakat,
majd elvégezziik az egyszertsitéseket.)



b) Amennyiben az egyes szobdkon beliil megkiilonboztetjiik az dgyakat, akkor az els6 szobdba

betérd 8 didk 8!, a4 dgyasba betérdk 4! stb. kiilonb6zé médon osztozhatnak. Tehat a megoldas:

!
L-S!-4!-(3!)3-2!=23!
81-4!-(31)3.2!

¢) A 10 lany mellé nem keriilhetnek fiuk, igy nekik kiilon szobdk jarnak. Kétféleképpen felelhe-

tiink meg ezen feltételnek. Vagy a 8 és a 2 dgyas szoba a lanyoké, vagy két 3 és a 4 4gyas.

!
Ha az elsé verzid val6sul meg, akkor a ldanyok 1ot moédon koltozhetnek be. Ha a masodik,
10! ~ 713! 13!

akkor —————. A fitdk az els§ lehetGség esetén —————, a mdsodik esetben ————
41.31.3! 41- (313 8!-31.2!
kiilonbozd uton foglalhatjdk el a szobdkat. Az dsszesitett eredmény:
10! 13! 10! 13!

8121 41-(317 @ 41-31-31 81-31-21"

Arra nem tértiink ki, hogy a szobdkat megkiilonboztetjiik-e egymdstol. Az dgyak szamat
tekintve biztos. Ha ugyanis kiilonbséget tesziink koztiik, akkor a masodik esetben a lanyok
haromféleképpen kaphatnak meg harom hdromdgyas szoba koziil kettt (1.-2., 1.-3., 2.-3.).

Az eredmény eképpen mddosul:
10! 13! 10! 13!
. +3- . .
81-2! 41.(31) 41.31.31 8!.31.21

d) A b)pont alapjan 10!-13!+3-10!- 13! =4-10!- 13! eredményt kapunk az egyszer(sitéseket

elvégezve.

Valosziniiség-szamitas — megoldasok

Biztos esemény: az 0sszeg nemnegativ.

Lehetetlen esemény: a szorzat 11-gyel oszthato.

a) A komplementere 10 elemi eseménybdl tevédik ossze. Pl.: FFFI vagy IIIL
b) AB = {IFFI; 1IFF},

A + B = {FFFF; FFFI; FFIF; FIFF; 111F; IFII; FIIIL; I111}.

c) Az eseménytér 2% = 16 elemi eseménybdl 4ll.

P(A)=0,375; P(AB)=0,125; P(A+B) =0.5.

a) Héttén % =0,8; kedden % =0,75; szerdan gz 0,571; csiitortokon % =(0,833; pénteken

20
edig ismét = = 0,833.
Peia bt g

b) A valészinlséget nem tudjuk pontosan megadni, ugy 0,7-0,8 koriil lehet. (A relativ gyakorisa-

gok szdmtani atlaga 0,75, medidnjuk 0,8.)

a) P=0,15; b) P =0,15 = 0,000076.



G 1- 2 =0.36.

T

9.8.7-6
@ 1-—""L2 =04,
10-9-8-7

am 2 o1-03-07 x=20.

X

10

10+ x

=0,4; x=15.

=0,25; x=4.

&8 12+ x
(5096 BN

A kedvez§ esetek szama 6!, ennyiféleképpen kovetkezhet egymads utdn a kockdval dobhaté hat
darab szdm.
Az Osszes esetek szdma 6°, hiszen barmelyik dobdsra barmilyen értéket kaphatunk.

P_6 =(0,015.
6%



AIEE) Az elsS helyre 9, a masodikra 8 és igy tovabb, a hetedikre 3 lehetSségiink van szdmjegyet irni.

9-2)!
szdmjegyet frhatjuk: 97. Az eredmény:

A kedvezd esetek szdma . Az 0sszes eseteket megkapjuk, ha barmelyik helyre barmelyik

91
p=0=D!_( 000015.
97

B0 o) — =1 ebbsl x=6. Aziires cellba 6-ot kell mi.
5+3+4+x 3
b) Az dsszes érmék szama 18, igy egy érmére 20°-os kozépponti
sz0g jut. Azaz az aranyakra 100° a garasokra 60°, a krajcé-
rokra 80° és a tallérokra 120°.
¢) Az azonos érméket egymds kozott permutdlva nem kapunk
mas elrendezést, igy ismétléses permutacidt kell szamolnunk:
18!

— = = 514594080.
51.31.41.6!

6 <0,3; innen 2 < x. Ernének legalabb hdrom Lajos-aranyra kell még szert tennie.

18+ x

d)

@I a) 4 € veszteség tgy keletkezhet, ha a jatékban nem nyernek semmit. Ez pedig akkor kivetkezik
be, ha egy fejet és egy irast dobnak. Négy lehetGség van (piros, kék) érme sorrendben: (F; F),
(F; D), (F; D, (I; I). Koziiliik kett6 nem fizet semmit, tehat 0,5 valoszindséggel bukjak el a jaték

4 €-s drat.
b) 4 €-t akkor keresnek, ha a jatékban 8 €-t nyernek. Ezt kétféleképpen érhetik el: ha Petra a két
érmével (F; F)-et dob és Karola 4-est a kockaval; illetve ha Petra két irast dob az érmékkel

és Karola 5-6st. Ennek a valdszinidsége 11 + 11 = i
4 6 46 12
<) " Piros Kek 1 2 3 4 5 6
fej fej 2 4 6 8 10 12
fej iras 0 0 0 0 0 0
iras fej 0 0 0 0 0 0
iras iras 4 5 6 7 8 9

d) A tablazatot atnézve a felsd sorban a 6, 8, 10, 12; illetve az als6 sorban az 5, 6, 7, 8, 9 esetek
azok, melyekben a ldnyok tobbet nyernek, mint a jaték 4 €-s dra. Ez kilenc lehetdség, az 6sszes

esetek szdma pedig 24. Azaz 2 = E
24 8

@I a) Az oszlopdiagram az abran lthatd.
b) A tanuldk éltal atlagosan gydjtott pontok szama:
3-4+6-12,5+5-20,5+7-28,5+5-36,5
26

= 21,9807,

0-8 8-16  16-24 24-32 3240

tehat kerekitve 22.

R I S N



c) Tizenketten irtak j6 vagy jeles dolgozatot a 26 f6bdl. A keresett valdszintiség 1—

d) Az osztaly tanuléi koziil (256) -féleképpen lehet kivalasztani 6t f6t. (5) lehet&ségilink van két

2
jeles és (3) j6 dolgozatot ir6 tanul6 kivélasztdsdra. Az eredmény:

Ui
3] 2
P= =0,00532.
26
5
a) Az azonos jegybdl 4ll6 szamok g = 1 kvéciensd sorozatok: 111, 222, ..., 999. Ha az elsé két
jegy kiilonbozd, akkor a harmadik is. Ilyen szam hat darab van:

124, 139, 248, 421, 842, 931.
A mértani sorozatot alkoté jegyekbdl 4116 szdmok szdma tehét 15.
b) Az el6bbiekhez vegyiik hozzd a kdvetkezdket, illetve a forditottjukat
123, 135, 147, 159, 234, 246, 258, 345, 357, 369, 456, 468, 567, 579, 678, 789.

A fentieken kiviil lehetnek még 0-ra végz6dd szamok is: 210, 420, 630, 840. fgy a szamtani
vagy mértani sorozatot alkot6 jegyekbdl 4ll6 hdromjegy( szdmok szdma 15 +2-16 + 4 = 51.
Szamtani sorozatot pedig 9 +2-16 + 4 =45 szdm szdmjegyei alkotnak.

P :£z0,882.
51

¢) Csupa kiilonbozd jegybdl all6 hdromjegyd szdmok szdma 9-9 -8 = 648 (az els6 helyre nem
irhatunk O-t, utdna azt azonban madr igen, de az elsé helyre irt szdmot mér nem). A kiilonbozd,
de szadmtani vagy mértani sorozatot adé jegyekbdl 4ll6 haromjegyl szdmok szdma 51 — 9 = 42.

P=1—£z0,935.
648

a) Ha mindkét forduléban hdromszorozunk 4-es dobdssal, akkor 10 €-32 =90 €.
b) Legkevesebb pénziink akkor lesz, ha minden alkalommal elveszitjiik a pénziink hdromnegyedét.

3
1 1
Egy-egy forduléban ennek valdszintisége 7 igy harom fordul¢ alatt (ZJ .

c) 10 €-bdl 15 € csak dgy keletkezhet, ha egyszer hiromszorozunk, egyszer feleziink és egyszer
nem torténik a pénzzel semmi. Azonban mindegy, hogy melyik torténés melyik korben esik
meg. A hiarom kiilonboz§ lehetGséget 3! = 6-féleképpen permutédlhatjuk. Mivel mindegyik

3
val6szindsége i, ezért a kérdezett valoszinliség: P=6- (Z) =0,09375.

A ,.Jegalabb o6tszor dobunk™ végtelen sok esetbdl all, foglalkozzunk a komplementerével: ha vagy
elsére, vagy mdsodikra, harmadikra vagy negyedikre hatost dobunk. Nézziik sorban.

Elsére dobtunk hatost: 1
P (els6re hatos) = 3

Maisodikra igy dobhatunk hatost, ha elsére mast dobtunk:

P(masodikra hatos) =

| W
AN | —



Harmadikra dgy, ha az elsé kettd nem hatos volt:

5\ 1
P(harmadikra hatos) = (g) . 3

Végiil negyedikre gy, ha el6tte haromszor nem taléltuk el a hatost:
3

1

P(negyedikre hatos) = (%) 3

A keresett valészinliség ezek Gsszege:
2 3
P=l+§~l+(§j l+(§J -lz0,5177.
6 6 6 \6/) 6 \6/ 6
Tehat annak nagyobb a valészintisége, hogy az elsd négy dobdsra sikeriil a hatos.

(10) (15)

5 5

m Cl) P=@z0,0047, b) P=(2—5):0,056,
5 5

c) Figyeljiik meg, hogy a csupa epres, csupa meggyes €s a vegyes esetek kiadnak minden lehet-
séges esetet, rdaddsul kizarjdk egymast. Igy a vegyes valdszintiségét megkapjuk a masik kettd
0sszegének komplementereként:

P(vegyesen van epres és meggyes) = 1 — [P(csak epres) + P(csak meggyes)] = 0,9393.

Megjegyzés: Mds mddon is szamolhatunk, dsszegezve az 1 eper — 4 meggy, 2 eper — 3 meggy,
3 eper — 2 meggy, 4 eper — 1 meggy eseteket.

@I Alkalmazzuk a valoszintiség-szamitds szita-formuldjdt a K: : Kati nyer, J: Jani nyer eseményekre.
A szoveg alapjan P(K)=0,6; P(J)=0,5 és P(KJ)=0,25. Igy:
P(K+J)=P(K)+ P(J)-P(KJ)=0,6+0,5-0,25=0,85.

A dobozban volt 50 z6ld és 30 kék gyongy. Ha legaldbb kettS kék, akkor lehet 2, 3,4, 5, 6, 7 vagy
8 kék. Ez elég sok eset, lassuk a komplementerét. Ez csak két eset: 0 vagy 1 kék (és 8 vagy 7 zold).

Az 0sszes esetek szdma mindkét esetben (2) fgy a keresett valoszindség:
30) (50} (30) (50
0)\8 1)\7

+
80 80
8 8
@& a) P=0,25. b) P=0,25%=0,015625.

c) P=025%-0,753-0,25 = (0,25-0,75)> = 0,0066.
d) Sajnos nem tudjuk, melyik négy kérdésre ismeri a helyes vélaszt Karoly, igy els6nek ki kell

1- =0,88.

véalasztanunk a hat kérdésbdl ezt a négyet (?J -féleképp (vagy éppen a kettS rosszat). Tudjuk,

hogy minden j6 vélasznak 0,25 a val6szintisége és minden rossz vélasznak 0,75. A négy
helyes és kettS helytelen valdszintisége igy 0,25%-0,752. Osszesen:

P(négy j6, ketts rossz) = (2] -0,25%-0,75% = 0,033.

Megjegyzés: A feladatban visszatevéses mintavételt alkalmazunk. A ,,visszatevés™ itt azt jelenti,
hogy tobbszor adhat j6 €s rossz vélaszt is Karoly.



Gl A szabalyos haromszdg azonos oldalhoz tartoz6 nevezetes vonalai (stlyvonal, magassag, szog-
felezG) egybeesnek. Igy beirt korének sugara megegyezik a magassidg harmaddval, amit Pitagorasz

tételébdl ki tudunk szdmitani: m = /300, r = —. A valdszintiségek meghatarozasahoz a teriilete-

NE)
ket kell kiszéml'tarlunki TA = 20 ;OO = 100\/5, TO = 1030_” .
T,_ =«
@) p=10_ T _0 6046.
)P TG

b) Annak a valészin(isége, hogy nem taldljak el a szamlapot, komplementere az el6bb kapott

értéknek: )
T T
=|——| |1 - —=|=0,1445.
P (M) ( m)

¢) Mar mindent tudunk, csak azt nem, hanyféleképpen rakhatjuk sorba a kett§ lecstiszo és a harom

ott ragadd dobast:
5 ) z Y
=\5|'|=—=|[1-—=|=0,3455.
g @ (m] ( m)

aill) a) Minden pakliban minden tipust lapbdl (dsz, kirdly, hetes stb.) négy darab van. fgy egy kihizott
figurds lap val6szindsége g =0,5 és egy hetes valdszintsége % =0,125. Mivel nem tudjuk,
mely lapokon szerepelnek figurdk, ezért a kihtizott 7-bdl valasszunk ki erre a célra négyet
CJ -féleképpen.
A keresett valdszintiség: P = CJ -0,5%-0,125% = 0,0043.

b) Legfeljebb ot figura jelenthet 0, 1, 2, 3, 4 vagy 5 lapot. Térjlink at a komplementer ,,mind a hét
figurds vagy egy nem az” esemény valdszintiségére:
P(legfeljebb 6t) =1 —[P (hét) + P(egy nem)] =

=1- (8)0,57 -0,1250 - GJ-O,56 -0,125' = 0,9785.

B
)

il A szoveg szerint A-ba 12 fid és 12 lany jar, a B-be 16 fid €s 8 lany.
12
8 0,4 b 2 =(,35;
a)%_9’ )(20)"' ) )
2
B G5
3 1 1 3
+ =0,5;
28 28
4 4
e) A kovetkezs esetek lehetségesek: 4 £6 az A-bdl, 3 a B-bdl; 5 {6 az A-bdl, 2 {6 a B-bdl; 6 f6
az A-bél, 1 6 a B-bdl. (A komplementerre nem érdemes attérni.)

B3, 56, G0, 00
5 0 6 0

=0,29;

d)

P=

=0,5.



a) Ha minden kérdést passzol valaki és még szerencséje sincs, akkor négy alkalommal osztjdk el
hattal az éppen aktudlis pontjainak szdmat. 1296:6* = 1, azaz egyetlen pont a megszerezhetd
legkevesebb. A maximadlis pontszdmot akkor éri el a jatékos, ha minden esetben meg tudja
hdromszorozni pontjainak szamat: 1296 -3* = 104976. Ehhez szerencsésen kell dobnia, és
a vélaszt is tudnia kell mind a négy kérdésre.

b) A maximadlis ponthoz ismerni kell a helyes valaszokat, és négy alkalommal kell dobni 5-0st vagy
4

4
6-ost. Ennek val6szintsége (%) =(,0123. A minimalis pontszdimhoz (2) = (0,482 valdszint-
séggel jutunk, ha mindig passzolunk, és nem dobunk 6-ost.

c) 5832 pontot akkor ér el egy jatékos, amennyiben kiinduld pontszdmaét 4,5-del szorozza meg,
5832:1296 = 4,5. Gondoljuk at, milyen egyiitthatok médosithatjdk a pontszamokat!

Ha tudja a vdlaszt, akkor az A vagy B lehet&séget vélaszthatja. A dobéstol fiiggden 3, %, 2, %

a szorz6tényezd. Amennyiben kihagyja a kérdést, akkor vagy nem valtozik a pont, vagy hatoda
lesz: 1, % a szorzo.
A 4,5 szorz6tényez6t ezekbdl kétféleképpen kaphatjuk meg: 4,5=33- é =32.1. % (A feltétel

szerint ha megpréobal valaszolni a kérdésre a jatékos, tudja a vdlaszt.) Azaz vagy
—hdrom A lehetdséget vélaszt, dobdsa 5 vagy 6 és egy kérdést passzol, de nem dob 6-ost, vagy

— kétszer valaszt A-t (dobdsa 5 vagy 6), egyszer B-t (dobésa 1, 2 vagy 3), és egy kérdést nem
tud, de 6-ost dob.

Az els6 véltozat négyféleképp torténhet meg attdl fiiggden, melyik kérdést passzolja. Ennek

valdészinidsége a feltételek mellett: ;
4 (2)~012s
6/ \6

!
A maésodik eset ﬁ = 12-féleképp valosulhat meg:

2
o ()0
6/ \6) \6
Az eredmény a kettd osszege, p = 0,234.

A legjobb, ha grafok segitségével tekintjiik 4t Kornélia barangoldsét az egyes esetekben.

a) Az elsé esetben az A oldal négy hiperhivatkozasabdl egy mutat B-re, B 6t linkjébdl egy mutat
C-re és igy tovabb egészen E-ig. A Nelli altal bejart utat a piros vonal mutatja. A keresett
valdszinlség az egyes lapok valasztasi valdszintiségeinek szorzata, vagyis

L L =0,00625.
2 4



b) Ebben az esetben A-rdl kozvetleniil is elérheti £-t i valdszintséggel, illetve ugyanekkora valo-

szintiséggel tovabbléphet B-re. B-r6l % valoszindséggel jut E-re vagy ugyanennyi eséllyel megy

tovdbb C-re és igy tovdbb. A keresett valdszintiség pedig

pol L L LT T LT 63390

4745 452 4524

. .1
c) Az eldz6 esethez képest annyi véltozast tapasztalunk, hogy az A oldalrél ugyan most is 1 valé-

)3

szintiséggel jut Kornélia E-re, 4am minden mas utat valasztva B-re jut 2 valdszintséggel. Hasonld

a helyzet a B lapon: % valdszintséggel kattint E-re és % valdszintiséggel C-re. A valdszinliség:

d) Akérdés ebben az esetben az, hogy mekkora valdszintséggel nem taldl Kornélia a n6i magazin
E oldaldra. Az A oldalon harom, B-n négy, C-n egy €s D-n harom hiperhivatkozdsra is
kattinthatunk, hogy elkeriiljiik E-t. Tehat

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a c¢) és d) eset grafjaban lathatd kiilonbség a kérdések
megvalaszoldsdban nem jelent eltérést. Mindegy, hogy a D oldalr6l mennyi ,,nem E” helyre
juthat. fgy vildgos, hogy a c¢) és d) részben kapott valdszintiségek dsszege miért 1 (komplemen-
ter események).



ALGEBRA ES SZAMELMELET — 0SSZEFOGLALAS

Szamok és miiveletek — megoldasok

Egy lehetséges megoldds:

a)20+7-3-4-11=09; b) 13+9+6-5-13=10;
c)1+2:3+4-5=6; d)5+4-3-2-1=15;
e)5-6-7-8-9=-35; f) 10-3:6+4-5=25.

a) [1;2]; b) 1-2;3[; c) [-4;2]; d) 12; 4];
e) {}; )8 g 1-2:3[; h) 1-3;71;
i) [-3;5]; JIREE k) [2:4] 01712 D) [-452[.
pelddul: L=+ <> 6 T 8 _2

33132 132 132 132 132 33

Mivel % =0,03030303... és 3% =0,03125, megfelel példdul:

a =0,0304050607..., b =0,03040040004..., ¢=0,0306789101112...

A gondolt szamok legyenek x €s y, ahol x > y. Felirhatjuk a kdvetkez§ egyenletrendszert:
x—y=8

x:2y+2}’ amibdl y=6 é x=14.

A két szam Osszege: 20.
) oo 2+8 P
a) Szamtani kozép: = =35, mértani kozép: V2 -8 =4.

. P Y
b) Szamtani koz€p: EX mértani kozép: 4.

¢) Szamtani kozép: 10, mértani kozép: 8.
d) Szamtani kozép: 2, mértani kdzép: 2.

a)4;b:6, b=8; b)b=6; ¢) b=20; d) b=9;
e)b=§; f) b=736.
4
21 . 35 : .
a) ?:4,2, a keresett jegy 0; b) g=5,83, a keresett jegy 3;

c) g =1,857142, és 2010 = 6- 335, a keresett jegy 2;

d) %:0,4117647058833529, 65 2010 = 16125 + 10, a keresett jegy 8.



5125

5128

5131

5132

a) 12 csomag.
b) 6 napra elegendd.

4 +90-2 +288-3 =1048 szdmjegyet irtak le.

Els6 jegyként 10 db, mésodik jegyként 9 + 10 + 10 =29 db, harmadik jegyként 10 + 9 = 19, tehdt
Osszesen 58-szor irtdk le az 5-Ost.

a) Hamis, példaul 15 :5 =3.

b) Hamis, a 0-nak nem létezik reciproka.
c) Igaz, példaul (-5)-(-7) =35.

d) Hamis, gondoljunk a tizedes tort alakra.
e) Igaz, példaul r.

f) Hamis, példaul /64 =8 és /64 = 4.

Mivel minden mésodik szdm péros, a nulldk szdm4t a szamok primtényezds felbontdsdban szerepld
0tosok szdma hatdrozza meg:

5, 10=5-2, 15=5-3, 20=5-22, 25=5%, 30=5-3-2,
35=5-7, 40=5-23, 45=5-3%, 50=52-2, 55=5-11.
Mivel a szorzat primtényez&ként 13 darab 6tost tartalmaz, ezért 13 nulldra végzddik.

Akkor tartalmazza a legkevesebb jegyet, ha a lehetS legtobb 9-es szerepel benne. A keresett szam
39999...99, tehdt Osszesen 223 darab 9-est tartalmaz.

Ha a lehetd legkevesebb jegyet akarjuk felhasznalni:
2000=2%.53=4.4.5.5.5=2-8-5-5-5,
a masodikbdl adddik a kisebb szam: 25558.

a) % =1,3698, tehat 37%-kal kell felemelni az arat.

b) 0,73-0,7=0,511, tehat 51,1% lesz.
c) 0,73-1,45 =1,0585, tehat 105,85%-a lesz az ar az akcio elétti arnak.

Mindkét alkalommal a 75 + 60 — 100 = 35% volt jelen.

Csak az els6 szinhdzldtogatdson 40%, csak a masodikon 25%
vett részt.

36% az 54 ember, a teljes 1étszdm 150 f6.

a) 198400 Ft: b) 61.29%: ¢) 163.16%.
1 215 593
11 b) 2: 215 q 22

93 ) 9 59 ) 1110

a) 1623623 — 6232 =623 - (1623 — 623) = 623 000;

b) 1956 — 9562 = (1956 — 956) - (1956 + 956) = 2912 000;

31422196 (314 +14)-(314 - 14)
328 328

c) =300.




Szamelmélet, oszthatosag — megoldasok

a) lgaz. b) Hamis. c) lgaz.

a) 15-tel val6 oszthatdsdg:
(1) sziikséges, de nem elegendd feltétel példaul:
— a szdmjegyek Osszege oszthat6 legyen 3-mal;
— 0-ra vagy 5-re végz6djon az adott szam.
(2) elegendd, de nem sziikséges feltétel: az adott szdm oszthat6 legyen 30-cal.
(3) sziikséges és elegendd feltétel: oszthatd legyen 3-mal és 5-tel is.

b) 45-tel val6 oszthatdsdg:
(1) sziikséges, de nem elegendd feltétel: az adott szdm O-ra vagy 5-re végzddjon.
(2) elegendd, de nem sziikséges feltétel: az adott szdm oszthat6 legyen 90-nel.
(3) sziikséges és elegendd feltétel: a szamjegyek Osszege oszthatd legyen 9-cel, és O-ra vagy
5-re végz4djon az adott szam.
c) 12-vel val6 oszthatdsag:

(1) sziikséges, de nem elegendd feltétel: az utolsé 2 szamjegybdl 4ll6 kétjegyl szam oszthatd
legyen 4-gyel.

(2) elegendd, de nem sziikséges feltétel: az adott szdm oszthat6 legyen 36-tal.
(3) sziikséges és elegendd feltétel: a szamjegyek Osszege oszthat6 legyen 3-mal, és az utolsé
2 szamjegybdl all6 kétjegyd szdm oszthat6 legyen 4-gyel.
a) Minden olyan pozitiv egész, mely a 15-hoz relativ prim: a # 3k, a# 51, k,l € Z*.
b) a=24; 72; 120; ... 24 paratlan szamu pozitiv tobbszorose.
c) a=20 vagy a=060.
d) a=3; 6; 12; 24; 48.
Hatérozzuk meg a szdmlélo és a nevezd legnagyobb k6zos osztdjat.
126 (2-3-7)-3 3,
294 (2-3-7)7 7
9 .
aa

a) (126;294)=2-3-7=42,

30 19 5 128
b) —; c) —; d e) =; —.
) 49 ‘ 23 4 ) 6 7) 3
a) Keressiik [60; 72] legkisebb kozos tobbszorosét, ezért primtényezds bontasukat alkalmazzuk:
60=22.3.5 72=32.23 [60;72] =23-32.5=360.

Igy az eredeti kifejezés 4talakithato:
7 5 7-2-3 5-5 42 25 17

22.3.5 32.23 23.32.5 23.32.5 360 360 360

b) Az a) feladathoz hasonld eljardssal: [14; 5; 21] = 210.
Az eredeti kifejezés dtalakitdsa:
i_%+i= 3-3-5 _2-2-3-7+ 8:2-5 :£'
2-7 5 3.7 2:3.5.7 2:3.5-7 2:3-5-7 210
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a) A esetén: Llbarmilyen természetes szdam.

B esetén: Az egyik jel helyére pl. [ 2 tobbszorosei kell, hogy keriiljenek, igy a mdsik jel helyére
barmely természetes szam keriilhet.

C esetén: Az egyik jel (pl. A) helyére 3 tobbszorosei keriilnek, a mdsik jel helyére barmilyen
természetes szdm kertilhet.

b) A esetén: Llhelyére 5 tobbszorsei kell, hogy keriiljenek.

B esetén: Az egyik jel helyére 2 tobbszorosei, a masik jel helyére barmely természetes szam
keriilhet.

C esetén: Mindkét jel helyére barmely természetes szam irhato.

a) 11-2-5-szorose; b) 2-13-5-szorose; c) 11-2-szerese; d) 2-5-szorose;
e) 11-szerese; f) 1-szerese; g) 11-5-sz0rose; h) 13-5-szorose.

PrimtényezGs bontdsbdl eredve: 60 =22-31-51, a kitevék eggyel novelt szorzata adja a pozitiv
osztok szdmat: 3-2-2 = 12 pozitiv osztdja van a 60-nak.

Ellendrzés felsorolassal: 1; 2; 3; 4; 5; 6; 10; 12; 15; 20; 30; 60.
a) 39; b) 46; c) 322.
a) 10111101100,; b) 1132304; ¢) 220315s.

a) a=0 vagy a=S8;

b) Ha x =0, akkor y lehetséges értékei: y=1; 4; 7.
Ha x =35, akkor y lehetséges értékei: y =2; 5; 8.

¢) Ha a =0, akkor b lehetséges értékei: b =0; 3; 6; 9.
Ha a =4, akkor b lehetséges értékei: b =2; 5; 8.
Ha a =8, akkor b lehetséges értékei: b =1; 4; 7.

Mivel a legkisebb otjegyd szdm: 10000 = 19-526 + 6, ezért a megfeleld szdm a 10005.

Relativ primek: 297 és 800, illetve 297 és 560.
Van harom olyan szam, példaul: (210;297; 560)=1; (210;297;800)=1; (297;560; 800) = 1.

Minden maés prim 6tszorose paratlan, ahhoz egyet adva péros, Osszetett szamot kapunk, tehat nincs
mas a feltételnek megfelelS primszam.

A 28-nak a 28-adik hatvanydval oszthato.

a) AXkitevSk parosak, tehat négyzetszam.
b) Van paratlan kitevd, tehit nem négyzetszam.
c) 842.97.259 = 2126.314. 518 teh4t négyzetszam.

a) A szam oszthaté 3-mal.
b) A szam oszthaté 3-mal.
c) A szam oszthaté 5-tel.

a) A szam paros €s oszthatd 5-tel, tehdt 0-ra végzddik.
b) A szorzat paratlan és oszthato 5-tel, tehat 5-re végzddik.
c) Az elsé hét primszam kozott a 2 és az 5 is szerepel, tehat 0-ra végzddik.



@FA Ha a, +a, +d+a; +2d=51, akkor a; + d = 17. Mivel mindhdrom tag primszam, a kovetkezd
megoldasok lehetségesek:

a; =11, ekkor d=6, vagy a;=35, ekkor d=12, vagy a;=3, ekkor d=14.

@ a) 103 +8=10000...0 +8=1000...08. A szimjegyek dsszege 9, tehat oszthaté 9-cel.
53'db 53'db

b) 10'° -4 =1000...0
——
10 db
- 4
99...996. A szdmjegyek dsszege oszthaté 3-mal, tehat 1010 — 4 oszthaté 3-mal.
9db

c) lasd a b) feladatot: 10'0— 4 oszthaté 3-mal és 10'0 — 4 pdros, ezért oszthaté 2-vel is. Ebbél
kovetkezik, hogy a szdm oszthat6 6-tal.

B} a) Az utolsé jegy 0, a szam oszthaté 5-tel és 2-vel.
b) Aszam csak 9-es és 3-as jegyeket tartalmaz, 6sszeglik oszthaté 3-mal, a szam is oszthaté 3-mal.
¢) A szdm utols6 hdrom jegye 872, ezért oszthat6 8-cal.

EE Anna 20 percenként, Bea 25 percenként ér fel. Mivel [20; 25] = 100, ezért legkdzelebb 10 éra
10 perckor fognak taldlkozni.

EH) Mivel 15=3-5és 1350=2-3%.52,
a kovetkez§ szampérok felelnek meg:

a 3.5=15 2-3-5=230 3$¥.5=135 2.3%.5=270

b 2.3%.52=1350 3%.52=675 2.3.52=150 3.-52=75

Ay Jovore Félix 3p éves lesz, és tudjuk, hogy 21 <3p <71, ezért 7<p <23. A szdba johetd primek
hdromszorosait vizsgdlva Félix életkora idén 38 év lehet.

@H) Az elsd szam az adott idGszakban 10, a mésodik pedig 01-t61 59-ig barmi lehet. A 10-hez relativ prim
minden olyan szdm, amely nem oszthat6 sem 2-vel sem 5-tel, ezek mésodik jegye 1; 3; 7 vagy 9.

1-t68l 59-ig 24 ilyen szdm van. Tehdt a valoszintiség: % =0,4.

@E) Ha a szdm oszthaté 10-zel, akkor oszthaté 2-vel és 5-tel. Ha 10 darab oszt6ja van, a primtényez3s
felbontdsa lehet p,” vagy p;-p,*. Az els6 tipus nem johet széba, mert 2 és 5 is osztéja.

A misodik tipusbél a legkisebb: 5-2% = 80.
@I 302 =6 + 5a + 4a> egyenlet pozitiv egész megolddsa: a = 8.
@E a=4, b=2, c=3.

@B Az atalakitast a kovetkez8 médon végezziik:
n-2 n+3-5_ | 5

n+3  n+3 n+3

A=

5osztéi: £1 és £5, igy

(¢
w
Il
|

e

gx

S
Il

Sl W

n+3=1 esetén: n=-2

[¢N
w

n+3=5 esetén: n=2
n+3=-1 esetén: n=-4

[¢N
w

n+3=-5 esetén: n=-8
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2n+10 = 2:(n+D+8 =2+ , n lehetséges értékei: n=0; 1; 3; 7.
n

+1 n+1 n+1

py *3_3:=9+20 4 As’ n lehetséges értékei: n=6; 7; 9; 10; 15; 25.

n-5 n->5 n-—
1la — 12b = 4(2a — 5b) + 3a + 8b, ezért oszthaté 29-cel.
Mivel (x;y) =5, ezért x=>5m és y=5n, ahol (m;n)=1. Igy x+y=5m+ 5n =200, amibdl
m + n = 40.
Mivel (m; n) =1, ezért a megfeleld szdmparok:
(1339), (3:37), (7;33), (9;31), (11;29), (13;27), (17;23), (19;21), (21;19),
(23;17), (27;13), (29;11), (31;9), (33;7), (37;3) és (39; 1).
Tehat 16 megfelelS szampdr van.

F Ha x =0, nem lehet, mert 2° = 32 nem felel meg.

Ha x =1, a bal oldal oszthat6 9-cel, tehat 259x is oszthatd 9-cel, ez csak x =2 esetén teljesiil.
Ez val6ban megoldés, mert 2392 = 2592,

22010 52010

) Legyen a szamjegyeinek szdma x, az szdmjegyeinek szdma y, ami azt jelenti, hogy:
1051 < 22010 < 10°— 1, illetve 10¥~1 < 52010 < 10— 1.
Osszeszorozva a két egyenlétlenséget:

A jobb oldal 10¥+5~2 < 2201052010 < (10% — 1)(10” - 1).
Jjobb oldal:
(107 - DAY= 1) =107 = 10" = 107 + 1 <107 - 1.
Tehat:
105172 < 102010 « 10x+y — 1,

azelsé tag x + y— 1 jegyd, a harmadik tag x + y jegyd, amibdl kdvetkezik, hogy x +y—1=2010,
tehat x + y = 2011.

A szamjegyek szdmdnak Osszege 2011.

) Akkor kapunk primszdmot, ha az egyik tényezd 1, a mésik pedig prim.
I. eset:
In3-63l=1, ha n3-63=-1, akkor n nem egész,
ha n3-63=1, akkor n=4, de |n2 — 65| =49 nem prim.
IL. eset:
In2-65|=1, ha n?-65=1, akkor n nem egész,
ha n?2-65=-1, akkor n=8, ekkor |n®-63|=449 prim,
n=-8, ekkor |n3—63]=575 nem prim.
Tehat n = 8 esetén lesz a szorzat értéke primszam.

Hasznéljuk fel, hogy
a?* 4 2+ = (a + b)(a — a1 + a2+ L+ ).
Allitsuk parokba az Gsszeg tagjait:
12011 4 20102011 22011 4 20092011 . és gy tovébb.

Mivel az alapok 0sszegével, 2011-gyel minden dsszeg, valamint a kimarado, utolsé tag is oszthato,
ezért az dllitds igaz.



Hatvany, gyok, logaritmus — megoldasok

1
a) 1672. 1283 =2-8.221 =213, b) 1024 -64 3=25.2-2=723;
3 15 4 -3 .1-1 -6 .n-2

C)L=2_=1=20; " {25673 .4 _252 o4

Y5125 2P g7 .9-5 2-7.25
a) 227.55.74; b)27.7-2.577; c) 3; d) 5%.38.2-2,
a) 2; b) 7°; c) 1; d) g

4+6 2° 3_q. . . .
a) 7-?=2 =8; b) 54 c)3; d) 2;
e) 35.

24/ 729 a’ 2
a) ~Na-?, b) 30 ﬁ; c) 39 g; d) 3.
a) %; b) 21+ N7, ¢) 10.

d) Egyszer(sités, a nevezGk gyoktelenitése, dsszevonds és a nevezetes azonossagok alkalmazdsa
utan:
[7(7 = 6) + 6(7 +6)]- (1347 +v6) = 1177.
e) A d) feladathoz hasonldan:

13 6
[\/g_ﬁ—2(2\/§+ﬁ)]-(5x/§—8x/7)=2(5\/§+8\/7)-(5x/§—8\/7)=—496.

a)x>%; b) —%<x<§; c) x<-3 vagy §<x;
d)x>%, x#1; e) 3<x<T, x#4,; ) {}.

N1 1 1 1
a) Ings(gj:‘E < 3‘1°gs7=; < 10g6§/6=§ < 4 2=5;

. T
b) I32=-2 < 51—10g58=§ < 976=3 < log;81=4;

-2
¢) logn[}/%}i < (tggj =% < 13lel=1 < 1002 =4
4 24 1
-=; b)-12; - d) -2; -2; -=;
@ -4 ) 0 -~ ) ¢) -3
¢) —6; 0 g; i %; j) =3; k) ~10; ) o;



1 2 1
0; —; -3; -=3 ; -
m) n) 0 0) p) 7 q) 0 ) 2
7 5
- 1) —; 0
s) 5 )12 u)
1 5 N
e) x=372; 2-36; 5; h) —==—=|=;
) 7 & 1 )ﬁ 5 \s
1 - 1
j) 270 =—; i) 3; k)2 4=—; l) 3.
) 32 J) ) in )
83
a) 2711.575.428.p9; b) a4,
G o) 3; b) (V57 +V88) - (V37 - /48) =9 =3;
) 2; d) 1042 +14;

¢) V27 =2 + 27 + 2 +2(V27 = v2)- (V27 +2) = 2427 + 2425 = 63 + 10;

K

2) (9V3-15V2 +1042 +164/3) - (1543 +1442 +123 =942 —2/3) =
=(25v3-5V2)- (253 +5v2) =625-3-25 -2 = 1825;

h) 8/3x +20/3x —10/3x —4+/3x =14+/3x;

i) (754735 +737 =533) - (935 -7V7) = (95 +77) - (95 -7/7) =81-5-49 -7 = 62;

J) (445 345 - 242 +342) - (545 - 445 242 + 42) - (V2 +5) =
=(45+42)-(5-42) (V2 +5)= (425 -44)-(V2 +5) = (5 - v2)- (N5 +~2) =3;

k) (33 —43/5 +43/3 -335) - (9 + Y15 + ¥25) = (733 =73/5) - (30 + 15 + 25 ) =
=7-(33-35)-(B2+ 3.5+ 352);
a® — b3 azonossdggal: 7(3 —5) =7(-2) = -14.

a) J(145) + (1= 5) =I1+ 51 +11- V5] =25,
b) \/(1+J§)2-\/(1-\/5)2:|1+\/§I—|1—ﬁ|:2.

@) Igaz. b) Igaz. c) Hamis. d) Hamis.
a) 10g64(10g216-10g525)=log64(4.2)=%; b) lg(2510g52 _410g25)=1g(4_25)=2;
c) 10g9 (410g]625 _ 7log4916) - 10g9(5 —4)=0;

d) (102,04 +10g,(5)°%:27 = (log,, 20)1°8:27 = 110227 = 1.



@8 «) 135; b) 30; c) 20; d) Z

2 B 23 8

e) 161082 = (4l02.2) = 22 = 4; f) Poed= =

5 125 10 10

3—-logs4 _ — . 1-1g3 = -

83 Sogd = 4 WA = e =3
log,5 2 lo 2 log,,2

i) 16025 = (42) 757 = (4l0a.5)” = 52 = 25; J)NT [ }

k) 161023 = (24)1°gz3= (210g23)4= 34 =81;
l) 6410gﬁ2 — (\/512) _ (\/510&/72)12: 212 - 4096,

log,5
R

log ;2

n) T +22~21°g49=%+4\/41°g49 =%+ 9=%+12=§;
(23)10243 ) (210g43)3 _ ( /4log43)3 _ \/—_33 _ ﬁ _ ﬁ
(23 (210g23)3 3 27 27 9’

glogg,9 /6410849 \/5 3

P) glogs5 — (\/g 10g¢35)2 T2 25

gq) \106+1836 = /106 . /101236 =103 /36 = 6000;

10g1936

’

r) 19-192
s) 8- 3103 =20;
1) (594725 = (5'022)*. 25 = 4. 25 = 100

1 1
=19-(19%2:36)2 = 19.362 = 19/36 = 114;

3 P9 p3
u) Az értelmezési tartomanyon: =—;
[ log,8
V2 J_ J_
\/ElogZS (

v)

210g 5)2

+\/—10g916 (3]0g32) ; (910g916) 22__+\/_ 4_%

01g2
15
m a) (161°g23) :8115=360:9_30 415_530=@;

60
b) (logg 2)60= (%) - ﬂ EI 39-12-log,3_ »-60-log,3 _ 3—_60;

= 4a9l0e,2 = 4.

2 27 -5 7.5-5 27
c)7-(1g2—1g5):7~1g§:1g? 1g128 +1g5 :lg(2 -5 ):lgg;



d) V48 =43 =23 +23=12 +2\/3 —ﬁ=\/ﬁ+ﬂ:\/ﬁ+2ﬁ;
60 __60-0V2+B) ) ian e s34,

e) abal oldal: =
4 32-3 18-3
50 (243 +2
a jobb oldal: >0 = ( )=10\/§+5\/§=6\/§+5\/§+4\/§, ez a nagyobb;
23 -2 12-2
1 1 245 490 1 1 255 765
f)ﬁ+35,29=210,35:211,35 34,93 oll 34 oIl 34  Hll.35°

10-6:101 10716 . 1 3
107108 101 0 — 1 =
10731020

a) 3,5-107%; b) 2,79-10%.

Ja(Jb+va)  3(2Jb-+a) 3
RN N S 1o P BN A X

) Vx-5)Vx+6) 2Wx+12 Jx+6 Jx+5 1
C N = . =—,
(Vx+5)x=5" Jx+5 x+5 2(x+6) 2
a) A teljes lakossdg éves energiasziikséglete 8,5-10'3 J, ennek 1%-a: 8,5-10'3 J. Egy turbina
365 nap alatt 400009 -3600-365 = 4,73 - 10 J energidt ad. A két érték hanyadosa: 179,7,
tehat 180 szélturbina megépitésére van sziikség.
b) A teljes lakossdg éves energiasziikséglete 8,5- 101 J, ennek 82%-a: 6,97 - 103 J.

Mivel egy 1 m? teriiletii napkollektor 1800-0,70 = 1260 W teljesitményt nydijt, ezért 365 nap
alatt 1260-11-3600-365 = 1,82-10'0J energidt ad. A két érték hanyadosa: 3,83 - 103 m2, tehat

ekkora teriiletd napkollektorokra van sziikség. (3,83 - 10° m? = 0,383 km?2.)
=39,5. A gyermek 40 éves kordra

5 (Ma+a)(Va-3y) 1
SWx+3fy)  10(Vx-3Yy) 10°

Az 1000000 = 100000 1,06* egyenlet megolddsa: x =
éri el a betét az 1000000 forintot. 1g1,06

Atirva 10-es alapii logaritmusra:
1g3 1g4 1g5 .lg(n+1)_7

162 1g3 lg4 T lgn
I8+ D g amibl lg(n+ 1) =127, tehit n = 127.
Ig2
[rjuk 4t a gyokoket tortkitevés hatvanyra, majd alkalmazzuk a logaritmus azonossagait

1

egyszerUsitések utan:

1

1\25
logllogss" MRS =log, logs [[(55)
5 5

1 2 n—1 n
=10g1(1-i-...~ 1_1 1) log {(1) (1)(1) -(1”=1+2+ A+m-1+n —n(n+1)
5 25 sn=hosn HANRS S5 5 2

e i
5o

LI\\»—
l\)‘,_.

5 1
= log1 10g55

5



Miiveletek racionalis kifejezésekkel — megoldasok

a) f(x) =-30x — 34, behelyettesitve: f (—9 =36;
b) f(x) =—24x + 120, behelyettesitve: f (— 9 =176;

c) f(x) =102x + 5, behelyettesitve: f (— 9 =-233.

a) Igaz, mert 16a® — 24ab + 9b* = (4a — 3b)>.
b) Nem, mert 4a — 3b = -5 is lehet.

a) (7-"5a)(7 + 5a); b) b(10b + 9)(10b - 9);
¢) (c-12)% d) (20 -d)%;

e) 5(e—6)%; f) f(T -4~

a) (6p* + )’ b) (p—qp* vagy (q-p)*
¢) —(p+1)% d) —(a+3)%

e) 3a(b + 1)% f) (a-2b)%

g) Om + z)(-=m —9z); h) (m+z-p)(m+z+Dp);
i) —2m3z3(z + 2m); j) (b—m)(a+k);

k) (m—k)(5a + 1).

a) (a-3)a+7); b) (2b +5)(b +3);

¢) (4c - 1)(5¢ - 2); d) d(6d +7)(7d + 6).

Hasznaljuk a gyoktényezds osszefiiggést: a(x —x)(x — x,).

3
2(a+2)~(a+2) _a+2_

—2(a+;)-(a—4) 4-a

a) Ertelmezés: a # 0, egyszer(Gsités utin: a — 4;

b-7)-(b-2)  b-1

b) = .
6(b+1)-b-2) 6(b+1)

a)

b) Ertelmezés: b # 2, egyszerdsités utdn: 2b;
c) Ertelmezés: ¢ # 4, egyszertsités utan: ¢3;

d) Ertelmezés: d # -7, egyszerisités utan: d — 7;

e) Ertelmezés: e # 12 és e #—12, egyszerdsités utdn: 12;
e+

f) Ertelmezés: f# 10, egyszersités utdn: ;

f-10
g) Ertelmezés: g # —6, egyszerisités utin: g6
g+6
, 1 1y 1
(5200 % +o =X+ —2x-—=417.
X X X



b)

c)

d)

e)

£

g)

h)

)

7

a)

b)

Ertelmezési tartomany

aeR, ai—l, a;ﬁl
3 3

beR, bz->, b20, bz
2 2

ceR, c#-5, ¢c#0, c#5
deR, d#-2, d+#0
ecR, e#x-3, e#-2, e;t—%, e#0, e;ﬁi
1
feR, f;t—E, f#4
geR, g#3, g#-3, g#0, g#5, g#-5
g, heR, g h#0, h#-g
ieR, i#-3, i;«r&—§
4
iLjeR, i#—j

Ertelmezési tartomany

xeR, x;t—g, x;«tE
2 2

xeR, x#-2, x#2

aeR, a;ﬁl
3
beR, bi—é
2

ceR, c#-6, c#6

A miivelet eredménye

a
3a-1

2b+3
5b

d-2

(e—=1)-(e+2)
e -(e+3)

2
3(2f+1)
f-4
2

g
(g+3)g-95)

g—-h

2
2(i +3)
3(i2-3i+9)

SE—))
4(i + j)

A miivelet eredménye
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Ertelmezési tartomany

A miivelet eredménye

f) deR, d#-10, d#10 =1
16
g) eeR, e#-3, e#3 5(e+5)(e—3)_56+16
2(e+3)(e—3) 2¢+6
h) feR, f#-3 S
’ (f +3)?
. 1
i) geR, g#-5 g#2 —
2-¢
.2_ .
J JER, j#-2, j#2 A

Q-+

2 _4h2 —
G o) 2C -4 _Ba+20)3a-2b) 1,
30a +20b 103a+2b) 2
b) 1543 _ 1543 _ 1543 _3
9a% —12a*b + 4% @3- (9a2—12-ab+4b?) a3-(3a—-2b? 5
mwﬂ:_E:_%; b)ﬂ=§,
QC-02+x) 21 7 5x-2 23

BB Ha a+ b +c=0, akkor ¢ =—a — b. Irjuk ezt be a kifejezésbe:
a®+a* (—a-b)—ab(—a—b) +b*-(—a—b) + b’ =
=a’—a’ - a’bh + da’b + ab® — ab> - b3 + b* = 0.

B A feltételbdl: x2z + y*z = y2x + z2x, dtrendezve: xz(x —z) = y*- (x — z), mivel x # z, ezért xz = y2,
ami annyit jelent, hogy 2.7
Alakitsuk 4t a kifejezést:
(k 9) (1 3 1) k3-27 kK2+9+3k  k3-27  (k-3)(k*+3k+9)
—— ==+ =+—|= : = = =
3 k23 k* ok 3k2 3k2 k% +3k+9 k% +3k+9
ezértha keZ* = (k-3)eZ.

k-3,

Egyenletek, egyenlétlenségek — megoldasok

a) x=26; b) x=65; c) x= %; d) nincs megoldas;
3 25
= ; =— —22, h 5
e) x s /) x 3 8) ) 2



2
i) x;=0 vagy x,=-1 vagy x3:§

k) x;=-4 vagy x,=-2;

a) x;=-3, x=1; b)

Y

-5

a) x;==-3, x,=4; b)
a) x —2 X ——é'
=5 =75
b) az egyenlet alaphalmaza
c) x —E X ——é'
Y00 P
1 7
d) xj==, x,=—=;
) =3, =g

e) az egyenlet alaphalmaza
f) az egyenlet alaphalmaza
g) az egyenlet alaphalmaza

h) x;=0, x,=9;
1

) x; =0, x,=—;

) Xy 2=7

Jj) x1=5, x,=-5;

k) x1=0, x2=—10;

[) x; =2, x,=-4;

m) az egyenlet alaphalmaza
n) az egyenlet alaphalmaza
0) az egyenlet alaphalmaza

vagy x,=4;

[) x#15; x; =0 vagy x,=-7 vagy x3=%.
x1=-4, x,=2;

C)XIZ—Z, x2=3; d)x1=1, x2:2.

y
5
il
-Ix1+3 373
-4 1 ;
Z 12
-5
x =4 x—g' c) x Qx—ﬁ
R 7o 2T ar
cxeR\V{0}); xj=—=, x,=-1;

cxeR\{5}; x1=7, x,=3;
:xeR\{-6}; x,=0, x,=-4;
cxeR\{-3}; x1=2, x,=-6;

: x e R\{3}; azonossig;
:xeR\{-5}; x=5;
cxeR\{-4}; x,=0, x,

a) Példaul: x2-2x-15=0;

b) példaul: 15x% + 7x -2 = 0;

¢) akét gyok 2 és 8, tehdt példdul: x2 — 10x + 16 = 0;

d) amiasik gyok: x, =3 ++/7, tehdt példdul: x% - 6x +2 = 0.



Az egyenlet Az egyenlet
alaphalmaza megoldasa alaphalmaza megoldasa
a) )CZé x=z b) x£§ x=—§
5 5 3 3
1 1 .
¢) x<0 vagy xZE xz—; d) %) nincs
e) xZé x=4 f) le nincs
7 2
2) xeR xX1=6, x,=-6 h) x2§ x:é
8 8
i) xeR x=—4 Jj) %) nincs
. 2
k) x<20 x=20 )] xeR x=-2 és y=_5
5
m) y=1 x:§ n) -5<x<5 x=4
11 18 2
=5; b) x=—; =—; d) 26; == =3;
a) x ) x 7 c) x 13 ) e)x 5 f) x
9 16 1
=1, h) x=—; ) x=—; ) x=-3; k) x=-—; ) x=4,
8 x ) x > i) x 5 Jj) x ) x 5 ) x
m) x=—
Az egyenlet
alaphalmaza kapott gyok(ok) megoldasa
1
a) x>—§ x=40 x=40
b) x>—l x:—l x:—l
4 5 5
c) %) nincs nincs
d) x>4 x>4 x>4
1
e) x>5, x#1 x=3 x=3



Az egyenlet

alaphalmaza kapott gyok(ok) megoldasa
f) x>2, x#3 x1=0, x,=5 x=5
8) x>§ x=2, x;=1 x=2, x3=1
h) x>4 x; =7, xp=-1 x=7
i) x>% x=6 x=6
@) xl:%’ b) x1:2_7r’ x2=4?7r; c) x1=§’ x2=5—n,
d) x1=%, e) x1=3£2, x2=?;—72[; f) x1=%, x2=;—g.
b) -2<x<1,; c) -1<x<3; d) x<1.

a) [-2; o[ b):

d) :I—w;—%[; e):

g) 1-1:4[; h):

a)ng; b)x>—%; C)xgl_7;
3 5 8

d)x<—%; e)xS%; f)x>§;

g)—%<x<§; h) x = -2; i) x<1.
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Az egyenlGtlenség Az egyenlétlenség
alaphalmaza megoldasa alaphalmaza megoldasa
a) x>0 x=10000 b) x>0 x>%
c) x>0 0<x<7 d) x< 10 x<95
x>26 vagy
e) x<-5vagy x>5 >= xX=6
) gy < _\/% f) X
g) x>l l<x<§ h) x>l l<xS§
5 5 5 5 5 5
. —2<x<—+/3 vagy
i) x<-3vagy x>3
) & 3<x<2

a) Eredetileg 36 darabot vitt ki a piacra.
b) 5 darabot adott Mari néninek.

A gondolt szdm legyen x. Ekkor a kapott szdmok: 8 +x, 5+x, 3 +x. A gondoltszdm az 1.
A 3x + 5x =200 egyenlet alapjan a szdmok: 75 és 125.
A 7(x—6)=4x— 6 egyenlet alapjan a fid 12 éves, az apa pedig 48.

A téblazat segitségével a kovetkezd egyenletrendszerhez jutunk:

Idépont Anya Szonja
x-4=60-41 4 éve x-4  y-4
x+5=3(y+95)

o . , most X y
amibdl kapjuk, hogy x =40 és y = 10.
5 év mulva Xoh25 y+5

Tehéat Szonja most 10 éves, az anyukdja pedig 40.

a) 4 évvel ezelbtt volt Moricka anyukdja 4-szer annyi idGs, mint 6 (mert ekkor § 8, anyukdja
pedig 32 éves volt).

b) 12 év miilva lesz Méricka anyukdja 2-szer annyi ids, mint a fia. Ekkor életkoruk 24 és 48 év lesz.

Ha a szdmjegyek x és 10 —x, a 10x + (10 —x) — 72 = 10(10 — x) + x egyenlet alapjan a keresett
szdm 91.

A gondolt szdm a 63.
A 31x+12=32(x— 1) — 4 egyenlet megoldasabol: 48 sort jelolt ki, és 1500 facsemetét fog eliiltetni.

Ha a szdmok x +100 és x, akkora 4 = x+100-4 egyenlet alapjdn a két szdm 132 és 32.
X

48 nap alatt végez 5 munkds napi 3 6éra munkdval.
Még 5 orat kell Andrasnak egyediil dolgoznia.

2 g sziikséges a 92%-o0s kénsavbol.



a) 17 oérakor talalkoznak.
b) Balint 8 km-t, Gdbor 4 km-t tett meg a taldlkozasukig.

a) Mivel a tehervonat 5 érakor indult, és 4 6ra 48 percet toltott tton, 9 6ra 48 perckor érte utol
az IC, mert az 8 orakor indult, de csak 1 éra 48 percet toltott tton.

b) 144 km-t tettek meg taldlkozasukig.

x+3

@E) Ha tegnap x km-t futott: x —7 = , amibdl adédik, hogy tegnap 12 km-t, ma 15 km-t futott.

a) Az §+ % =1 egyenlet megolddsa: x = % Koriilbeliil 9 6ra 5 perckor végeznek.

b) Az % + % =1 egyenlet megolddsa: x = 329%5 Koriilbeliil 10 6ra 4 perckor végez az tijabb gép

a takaritassal.

c) Az % + % =1 egyenlet megolddsa: x = 4,8. Pontosan 10 6ra 48 perckor végeznek.

EED «) 40 km.
b) A kerékparosoknak elég délutdn fél haromkor elindulni.

EED a) Az 52x=28(x + 3) egyenlet megoldasabdl: 3,5 liter alkoholra % Liter 5
van sziikség. (=)

b) Az 52-3 = (x + 3)- 30 egyenlet megolddsabol: 2,2 liter tiszta

viz kell. Viz 0 3 0

c) Az 52x =3 -28 egyenlet megoldasabol: 1,62 liter alkohol
és 1,38 liter viz dsszekeverése lesz megfeleld.

Alkohol = 52 X 52x

Keverék 28 x+3 28(x +3)

@) Csak az lehet, hogy az alap 3x, a szdr 7x, ekkor a keriilet 17x = 221. Innen a haromszog alapja
39 cm, a szdra 91 cm.

@28 a) Az abszolit érték értelmezése alapjan:

11x -7, ha 11x-72>0, azaz le,
l11x—7]= 171
7—-11x, ha 11x-7<0, azaz X<H;
19
19-9x, ha 19-9x>0, azaz 3 > X,
119 — 9x| = 19
9x—-19, ha 19-9x <0, azaz E <x.
7-11x 1Mx-7 1Mx-7
19-9% 19-9% I -19

-
=
©



Ha x<17—1, akkor 7-11x=19-9x = x=-6;

Ha%éx<%, akkor 11x-7=19-9x = x=1,3;

1 .
Ha x 2> 39, akkor 11x—7=9x-19 = x=-6, ami nem felel meg a feltételnek.

Az egyenlet megolddsa: x; = -6, x, = 1,3.

A vizsgalt eeerict
O TIEY alakja, gyoke megoldasa
26 . . .
x < “ 14 — 3x =-3x—26, nincs gyok nincs
b) —%Sx<% 14-37=3%+26 = x=—2 P

14 . . .
ng 3x—14 =3x+ 26, nincs gyok nincs
xZ—% 5x+13=x+65 x=0 x =0

c)
x<—? —5x—13=x+65 x=-5 X =-5
xZ% 2x-3=-9-8x = x=-0,6 nincs
d)
x<% —2x+3=-9-8x = x=-2 x==-2

11 .

XZZ 4x-11=2x-7 = x=2 nincs
e)

11 .
x<z —4x+11=2x-7 = x=3 nincs
x<—% —x+2-3x-1=5 = x=-1 x=-1

f) —%Sx<2 —x+2+3x+1=5 = x=1 xn=1
2<x x—2+3x+1=5 = x=15 nincs



A vizsgalt deuherict
LU alakja, gyoke megoldasa
x<-2 —x-24+5-x=10 = x=-35 x=-35
2) -2<x<5 x+2+5-x=10, nincs gyok nincs
x=5 X+2+x-5=10 = x=6,5 X=65
x<3 3—x-@4-x)=2x+1 = x=-1 x=-1
h) 3<x<4 x—3—-(4—-x)=2x+1, nincs gyok nincs
x>4 x-3-(x-4)=2x+1 = x=0 nincs
x>0 Sx 4132240 =0 x=0
)
x<0 5x+13=_x+65 = x=0 nincs
x>0 5x+13=x+89 = x=1 x=1
J)
x<0 5x+13=_x+89 = x=% nincs
x<0 35-x)+(-x)=25 = x=-25 x;=-2,5
k) 0<x<5 35-x)+x=25 = x=-5 nincs
x=5 3x-5)+x=25 = x=10 X =10
Ix-11-6=5 |x-1l=11 = x=12 vagy x=-10 x =12, x=-10
D
lx—1|-6=-5 lx-1l=1 = x=2 vagy x=0 x3=2, x4=0



A ) Behelyettesitve x értékét, a 2a — 16a + 24 = 0 egyenletet kapjuk, amelynek megoldésai:
a; = 2, a, = 6.
b) Az egyenlet diszkrimindnsa: D = 942 - 42a* —a— 1) =a* + 4a + 4 = (a + 2)*> > 0. Tehat minden
valés paraméter érték esetén lesz valds megolddsa az egyenletnek.

28 a) Egy oldalra rendezve és kiemelve: (x + 1)[2(2x + 1)(2x + 3) — (x + 2)(x + 3)] = 0.
Ebbdl (x + 1)(7x% + 11x) = 0, megolddsai: xp=-1, x,=0, x3= —17—1.
b) Az egyenlet alaphalmaza: x < -8 vagy x > 4.

Megolddsok: x; = -8, x, = 4, illetve az x> — 3x — 10 = 0 egyenletbdl: x; =5 (az x, =2 nem
felel meg a feltételeknek).

c) Az x—2=a jelolést bevezetve az a®> — 5a + 6 = 0 egyenlethez jutunk, melynek gyokei: a; = 3,
a, =2. Ebbdl: x; =5, x, =4.

d) A c) feladathoz hasonléan az x* + x = a jelolést bevezetve: a® —2a — 24 = 0. Ennek gyokei:
a, =6, a, = —4. Ebbol:
vagy x> +x-6=0 = x; =2, x,=-3,
vagy x?+x+ 4 =0, nincs megoldds.
e) Az x> +x+ 1 =a jelolést bevezetve: a(a+1)-30=0 = a®+a—30=0. Az egyenlet gyokei:
a; =5, a, =-6, amibdl:
-1+J17

2
vagy x2+x+ 7 =0, nincs megoldas.

vagy X2+x-4=0 = X|=

D a) Az @ =252 egyenlet megolddsai: n; =24, ny =-21. A sokszognek 24 oldala van.

b) Az n(nT—S‘) =n+ 250 egyenlet megolddsai: n; =25, n, =-20. A sokszognek 25 oldala van.
nn-1) . ..
c) Az > =465 egyenlet megolddsai: n; =31, n, =—-30. A sokszognek 31 oldala van.
— A vizsgalt e
PO atrendezésének maédja, gyoke megoldasa
a) x> _3 négyzetre emelés utdn: x; =3, x, =-1 x=3
2
b) x< 4 négyzetre emelés utdn: x;=-1, x,= 4 X = 4
5 9 9
c) x> 4 négyzetre emelés utdn: x; =8, x, =1 x1=8, x=1
13
d) x> _2 négyzetre emelés utdn: x; =0, x, =475 x=4,5
7
e) x> J négyzetre emelés utdn: x; =4, x, =2 nincs
4



A vizsgalt
tartomany
1
) X>——
f 8
2) x>3

h) x<-3 vagy xZ%

i) xeR
Jj) x4
k) x20
) x>3
m) x>0
n) -5<x<4
B0 o) x=0;
c) x1=§, X, =—4;

m) alaphalmaz: x = 0;

o) alaphalmaz: x > -1;

Az egyenlet

atrendezésének modja, gyoke
négyzetre emelés utdn: x; =0, x, =3

beszorzés és négyzetre emelés utdn:
X1 = 4, Xy = 12

négyzetre emelés utdn: x; =1, x,=-4
a gyokvondsok elvégzése utan:

Ix-3l+|x+4|=11,
amibdl x; =-6, x,=5

A A i 13
két négyzetre emelés utdn: x; =5, x, = 3

’ : 1
atszorozva és rendezve: x; = T X, =—1

beszorzds és rendezés utdn: x; =7, x,=-1

a +/x =a 4j véltozo bevezetésével: x =16

atszorzas és négyzetre emelés utin:
X1 = 3, Xy = -4

b) x=4,

1 .
d) x1=—Z, X2=3,
f) x1 =25 x,=-4

h) x;=4, x2=§;

. 1
xX==;
J) 3

[) alaphalmaz: x=0; x;=0, x,=0,4;

x1=—, X2:O,

X =—-

O | o



Sx-17
3x+9

2
3 +18 =5x + 6 egyenlet gyokei: x; =1, x, =-2. Csak

a) Az egyenlet alaphalmaza: x > % Az =9 egyenlet gyoke: x = —4, ez nem megoldas.

b) Az egyenlet alaphalmaza: x > % A
x p—

az x = 1 megolddsa az eredeti egyenletnek.
c) Az egyenlet alaphalmaza: x > % A (2x+3)>=(4x+1)(2x—3) egyenlet gydkei: x, =6,
Xy = —%. Csak az x = 6 megolddsa az eredeti egyenletnek.

(2x — 4)? 34

d) Az egyenlet alaphalmaza: 1—31 <x<l4. Al4-x= 3 11 egyenlet gyokei: x; =35, x, = ER
x -

Mindkett6 megoldasa az eredeti egyenletnek.
e) Az egyenlet alaphalmaza: x > % A (9x—-14)(3x + 10) =100 egyenlet gyokei: x; = %,
X, =—4. Csak az x = % megolddsa az eredeti egyenletnek.

8 23x+8 1 1
Az egyenlet alaphalmaza: x >——. A ———— =— egyenlet gyokei: x;, =4, x, =——.
/) gy p 3 Grid? 4 gy gy 1 277
Mindkett6 megoldasa az eredeti egyenletnek.

g) Az egyenlet alaphalmaza: x > 0. A lgx-re mdsodfoku egyenletbdl 1gx; = 3, Igx, =-1, a meg-
old4sok: x; = 1000, x, =0,1.

h) Az egyenlet alaphalmaza: x >0, x # 0,1, x # 10°. A lgx-re mdsodfoki egyenletbdl 1gx, = 3,
lgx, = 2, a megolddsok: x; = 1000, x, = 100.

i) Az egyenlet alaphalmaza: x > —1; x # 0. A logaritmus definiciéja alapjan 2x? + 1 = (x + 1)2,
aminek gyokei: x; =2, x, =0. Csak az x =2 megoldas.

1 . . .
J) Az egyenlet alaphalmaza: x >5, x #1. A logaritmus azonossdgait felhasznalva kapjuk

a 6x% —23x — 35 = 0 egyenletet, amelynek gyokei: x; =5, x, = —%. Csak az x =5 megoldas.

k) Az egyenlet alaphalmaza: x >?2. A megoldds x = 4.
[) Az egyenlet alaphalmaza: x>0, x # 1. A megoldds x = 2.
m) Az egyenlet alaphalmaza: x >—-2. A megoldds x=1.

n) Az egyenlet alaphalmaza: x > 4. A megoldds x = 8.

BZ0) a) AzelsS egyenlet gyokei: x; =8, x, = 2; a mdsodik egyenleté: x; = 8, x, = —3. Mindkét egyen-
letnek megolddsa: x = 8.

b) Az els6 egyenlet értelmezési tartomdnya: x >0, gyokei: x; = % Xy = —%, de csak az els§

felel meg. A méasodik egyenlet gyokei: x; = %, Xy = % Mindkét egyenlet megolddsa: x = %

&0 o) x, =7, xg——g; b) x;=0, xzz%”;
c) x Bl __Iz, d) x 2n =2 x=-Z & L
T T 1737 27 g7 BT 37 AT g



e)x:Z—+k-—, keZ; f) x1=—§+k7t, x2:—%+ln, k,leZ;

2) x1=%+kﬂ, x, =2, kleZ; h)x:k-%, ke Z.

a) A masodfoku egyenletbdl sinx =1, azaz x; = g +2km, keZ,
vagy sinx = —%, amibdl x, = 7?7[ +2km, x3= —% +2Irm, k,leZ.

b) A méasodfoki egyenletbdl cos x = /3, aminek nincs megoldésa;
vagy cosx = ? amibdl x; = % +2km, x,= —% +2Im, k,le”Z.

2x, a masodfoku egyenletbl cosx = 1, azaz x; = 2krx, ke Z;

¢) Mivel sin?x =1 — cos
1 .
vagy cosx = 5, amibdl x, = % + 2k, x3= —% +2Ir, k,le”Z.

2

d) Mivel cos?x = 1 —sinx, a masodfoki egyenletbSl sinx = 4, aminek nincs megolddsa;

vagy sinx=%,amib61 x1=%+2k7t, x2=5?”+2m, kleZ.

e) Az egyenlet alaphalmaza: x # g +kn, keZ.

Beszorzds és szorzattd alakitds utdn sin x =0, amib6l x| =krw, ke Z;
2o n n
vagy cosx = 7, amibdl x, = Z +2km, x3= —Z +2Ir, k,le”.

f) Az egyenlet alaphalmaza: x # krn, ke Z.
Beszorzds €s szorzattd alakitds utdn sinx = 0, amibdl x; = E +kr, keZ;

vagy sinx = —?, amibdl x, = 4?” +2km, x3= —% +2r, kleZ.
g) Az egyenlet alaphalmaza: x # g +2kr, keZ.

Atszorzas és az 1 — sin?x = cos?x helyettesités utdn cosx — cos x = 0, amibdl cosx-(cosx— 1) =0.

Ez két esetben teljesiil: ha cosx =0 vagy cosx = 1.

V4 . .. p . 3r
Ha cosx=0 = x= 5 + kr, de az értelmezési tartomdny miatt x| = 7 +2kr, keZ.

Hacosx=1 = x,=2In, leZ.



h) A cos’x —cos?x =0 egyenletbdl kiemeléssel kapjuk: cos2x-(cosx —1) =0, ami teljesiil,

ha cosx=0 = x1=£+k7t, keZ vagy cosx=1 = x,=2In, leZ.
2

i) Ha cosx # 0, leoszthatunk vele, igy:

l_sinzx - l—tz
3 cos’x 3 B 3

ami csak akkor teljesiil, ha x; = % +kr, keZ vagy x,= 5?7[ +in, leZ.
Megjegyzés: Ha cosx =0, akkor sinx = 0-nak is teljesiilni kellene, ez pedig nem lehetséges.
J) KéttényezGs szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezGje 0. Ekkor cosx =0 vagy tgx=0.
A tgx miatt az alaphalmaz: x # % +kr, keZ.Hacosx=0, akkor x = % +kn, keZ, nem
teljesiilhet, ha tgx =0, akkor x =Im, /€ Z, ez]j6 megoldas.
k) Mivel cosx #0, mert ekkor sinx =0 kellene, hogy legyen, de ez nem lehetséges, ezért:

X # % +km, keZ. Osszuk el az egyenletet cos®x-szel: tg?x +3-tgx —4 =0 egyenletet kapjuk,

amibdl tgx=1= x1=§+k7t, keZ, vagy tgx=-4 = x,=-133+Ir, leZ.

[) Az egyenlet alaphalmaza: ctgx miatt x # km, ke Z.
A bal oldalon a ctg?x, a jobb oldalon pedig a 3 kiemelése utan: ctgZx(1 + ctgx) = 3(1 + ctgx).
Szorzattd alakitds utan: (ctg?x — 3)(1 + ctgx) = 0. Ha a szorzat elsé tagja 0, akkor:

ctgx:i\/g = x1=%+k7r, ke”Z és x2=5§+ln, leZ,

ha a mésodik tagja 0, akkor:
T
cigx=-1 = x3=——+nn, neZ.

EB a) xe ]3; +e]; b) xE]—%;w[;

c) xe]—z;é[; d) xe:l—oo,—é]u]é;oo[;

25 6 8
3 3
e) xe]—oo,z]u]&oo[, f) xe[—lO,E [
g) xe]—oo;—9[u]—%; [; h) xe]—l;%[.
2] |4 6 4

R a) xe:l—oo,—g:lu[g,OO[, b) XE[H,E:I,

c)xe]—oo g], d) xe R



B o) xe o3[ U2 [ mre|-33:
b
9 xe[—g;—l[u]%w[; w xe 2006 =
i) xe |-eo;—4[ U ]-4; 4[; j)xe:—oo —5] [2:3[ U ]5: e[
o xe [-5-3[ u s 6l; ) relem 3o |52 o5l
m xelwiilu] 3 W xe o —al U -1 1 U2 ]

0) xe] [ u 2;3[;

5 o) Az egyenlStlenség megolddsa: —i <x< 1—31, a keresett halmaz: {0; 1; 2; 3}.

b) Az egyenlbtlenség megoldasa: % < x <8, akeresett halmaz: {1; 2; 3;4;5; 6,7, 8}.

) A100< nn=3) 5 =3) ——— =7 <200 egyenlétlenség-rendszer elsS része: 0 < n® — 3n — 200, ennek megoldasa:

n<-12,72 vagy n>15,72.
A miasodik egyenlétlenség: n® — 3n — 400 < 0, ennek megolddsa: —18,56 < n < 21,56.
A pozitiv szdmok halmazdn az egyenl6tlenségek kozos megolddsa: 15,72 < n < 21,56.

A lehetséges sokszogek és a keresett szogek nagysaga:

Oldalszam 16 17 18 19 20 21
Szogek nagysaga 157,5° ~158,82° 160° ~161,05° 162° ~162,86°
9
Ayl a) x e g;oo ; b) xe [—19; oo[;
5 3+1g5
c)xe]—oo;—Z]u[E;oo[; d)xe] 7g ;oo[.

e) Az egyenlGtlenség alaphalmaza: x > % A megoldas: % <x< 2

f) Az egyenl6tlenség alaphalmaza: x > 1. A megoldds: x > 1.
g) Az egyenl6tlenség alaphalmaza: x > % A megoldas: % <x<2.

h) Az egyenl6tlenség alaphalmaza: x > 2. A megoldas: x > 3.



i) Az egyenlGtlenség alaphalmaza: x > 4%. A megoldés: x> 6.

J) Az egyenlGtlenség alaphalmaza: x >4, x #5. A megoldds: x > 5.

k) Megoldas: —i <x< i
3 3 ! 1

[) Az egyenl6tlenség alaphalmaza: 3 < x < 3. A megoldas: 3 <x<1.

m) Megoldés: x > —1.
n) Megoldas: 0 <x < 1.

@) a) Az egyenlbtlenség megoldasa —% < x <4, az adott intervallumon: 2 < x <4,

. . 7 . P .
b) Az egyenlbtlenség értelmezési tartomanya: x > 5 A logaritmus azonossdgait felhasznalva
. .3 .
a 2x2—17x+21 <0 egyenl6tlenséget kapjuk, ennek megoldésa: 5 < x <7, ami benne van

az értelmezési tartomdnyban. Az adott intervallumon a megoldds: 2 < x <5.

ma)xe[%r;ll?n]; b)xe[O;%[u]%;Zn];
c) xe[O;E]u 2_75’3_7r ) 5—n;27r ; d) xe[O;lg—”]u[z?m;43n]u[47ﬂ;2n];
2 3°2 3 24 24 24 24

@) Minden feladatnal hasznaljuk a Viete-formuldkat.

a) Kérdés x{7 +x7 értéke. Haszndljuk fel, hogy x{7 + x5 = (x; + x,)> — 2x,x,. Ekkor a Viéte-
formuldkkal nyert x; + x, = 11 és x;x, =3 helyettesitése utdn 121 —2-3 = 115-6t kapunk
eredményiil.

b 5 , c 3 . s ) .
b) x{+Xy=——== &S XX, =—=—=. Az x{x, + x;x§ szorzatt4 alakitdsa utdn helyettesitéssel
1ThETEy 2= 2 X2 + X1 X3

kapjuk az eredményt:
XX, (x +x)——§-§— 15
P T =gy =T

c) Kérdés i + i értéke. Ezt atalakitva kapjuk (lasd b) feladat):

R x2+x1_5_( 7)_ 5
o 2Ty
) P P 3+47
d) Alkalmasan vélasszuk mdsik gyokként az els6 konjugaltjat: x, = . Ekkor
)c1+x2=——=9 és x1x2=£=l,
a 2 a 2

amibdl leolvashatjuk, hogy a=2, b=-6, c=1.

Helyettesités utdn a keresett masodfoku egyenlet: 2x2 — 6x + 1 = 0.



D o) Legyen a=x>-3x—15,az a+2 - 15 0 egyenlet megolddsai: a; =-35, a, = 3.
a
Visszahelyettesitve az x> —3x—10=0 és x?—3x— 18 =0 egyenleteket kapjuk. Ezek meg-
olddsai: x; =5, x,=-2 és x3=6, x4, =-3.
b) Csoportositsuk a tagokat:
(x—2-vx=T)+(2y-2-J2y=1)+(32-2-3z-1)=0.

Mindegyik zardjelben egy-egy teljes négyzet all:
Wx=T-1 +(2y =T -1+ (Bz=1-1)=0.

A bal oldal értékkészlete miatt a megoldas: x=2, y=1, z= %

¢) Ertelmezés: —1 <x< 1, x#0. A jobb oldal ilyen x-ek esetén: 13 <14 — /1 - x2 <14,

A bal oldal 7(x + l), csak akkor van megoldds, ha x > 0. Ekkor viszont 7(x + l) >14.
X X

Csak akkor van megoldas, ha mindkét oldal 14-gyel egyenld, tehat x = 1.
d) Ertelmezés: x <3 vagy x> 5. Vezessiink be 6j vdltozot, legyen y = log; (x? — 8x + 15). Ekkor

az egyenlet: > — (log;35 + 1)y + logz35 = 0, megolddsai: y, = 1, y, =log;35. Ezekbdl
x1=2,x=6 é x3=-2, x,=10. Mindegyik megolddsa az egyenletnek.

Ha x =1, akkor y = 1. Ha x = 2, nincs megoldds. Ha x = 3, akkor y = 3. Ha x = 4, nincs

megoldds. Ha x > 5, akkor x! nulldra végzddik, tehat az 1!+ 2! +3!+ ... + x! Osszeg 3-ra
végzddik, ami nem lehet egy négyzetszam utolso jegye.

Tehdt a megoldds: x=1,y=1 és x=3, y=3.

Egyenletrendszerek — megoldasok

A keresett szdmok: 33; 8; 14. Segitségiil:

@) x=-2, y=-T; b) x=5, y=§;
2 5 7
c)x=—, y=-3; d) x==, y=——;
) 5 Y ) > V=73
1 9 1 1
X=——, =—— xX=—, =—;
e) 5 V=73 f) > Y=3
1 1 5
= =—— h :O, =—
g) x 3 V=73 ) x y=3
. . 11 2
i) x;=4, y1=8, x,=8, y,=4 J)x=-1, y=-2, 0= nETT
k)le, y=2; l) X1:2, ylz—l’ xzz—%’ y2:4;
m) x=4, y:%; n) x=10, y=100;
0)x=4, y=38



3 Ha a meggy 4ra x, a cseresznye ara y, akkor a 3% + 3y i 1980
oldanunk: x =210, y = 270. S5x +3y=1860

Tehat a meggy dra 210 Ft/kg, a cseresznye dra 270 Ft/kg.

} egyenletrendszert kell meg-

1) A kovetkezd egyenletrendszert irhatjuk fel:
x=y+40

1 (x+y)=40
5
PP P ) P km . km
Ennek megolddsdbdl a személyautd sebessége 120 o A kamioné 80 e

y=19x+5
5267 Al
2y 430=21x+9

Tehat a 252-t és a 282-t osztottuk, és a hdnyados mindkét esetben 13.

} egyenletrendszert megoldva: x =13, y = 252.

I3 a) Az elsS egyenletet szorzatta alakitjuk:
X+ Ex=-y)+x-y)=20 = x-yx+y+1)=20 = x—-y=4.
Ezt megoldva az x + y =4 egyenlettel, adédik a megoldds: x=4 és y=0.
3

1 .
b) x1=5, y1=_3 €S X2=_1, y2=5.

c) xy=17, y;=2 é x,=-394, y,=-35,6.
d) A méasodik egyenletet 2-vel szorozva, majd hozzdadva az elsé egyenlethez:
(x+y)*=9, amibsl |x+yl=3.
Ebbdl a kovetkezs egyenletrendszerekhez jutunk:
x+y=3 és x+y=-3 .
xy=2 xy=2

Az els6 egyenletrendszerbdl: x; =1, y; =2 és x, =2, y, = 1; amdsodik egyenletrendszerbdl:
X3 = —2, Y3 = -1 és Xy = —1, Y4 = -2.

e) x,=3, y=12, x,=-3, y,=-12, x3=6v2, y;=32, x,=-6V2, y,=-32.

f) Helyettesitsiik az y —4 = a és x + 1 = b valtozokat. Az igy kapott

a_,
b
ab=12

egyenletrendszer megolddsai: a; =6, b; =2 és a, =—6, b, =—2. Ebbdl a megolddsokra adédik:
X1 = 1, V1= 10 és X2=—3, y2=—2.

4 11
x, =7, =-5, x,=—, =——.
8) x; N 273 Y2 9
h) Atalakitva az egyenleteket, azt kapjuk, hogy:
xy(x —y)= —12}
xy+(x-y)=4



Vezessiik be az xy = a és x —y = b véltozdkat. Ekkor:
ab=-12
a+b=4 |’

ennek a megolddsai: a; =6, by =-2 és a, =—-2, b, = 6. Ebbdl a megolddsokra adédik:
x=vT-1, y=T+1;  x=-1-7, y,=1-7,

D a) x=5, y=-1.
b) x=3, y=5.

c) Az egyenletrendszer alaphalmaza: x > -1, y > 3. Gyokei: x; =2, y;=7; x,=-34, y,=-2,
de csak az elsd szdmpér a megoldas.

d) Az egyenletrendszer alaphalmaza: x >0, y > 0. Megoldas: x =27, y=512.

e) Az egyenletrendszer alaphalmaza: x>0, y >0, x+y> 1. Megoldds: x; =1, y; =2; x, =2,
=1
f) Az egyenletrendszer alaphalmaza: x >y és x> —y és x>+ y? > 13. Megoldas: x=8, y=7.

g) Az egyenletrendszer alaphalmaza: 3x > y. Megoldas: x; = % n=-8 x,=-3, y,=-19.
1

h) Megoldds: x =-2, ylzm.

Legyenek a befogok a és b. A kdvetkezd egyenletrendszer irhato fel:

a? +b? =392
ab _p70 [
2

Ennek pozitiv megolddsai a befogék: 15 cm és 36 cm.

x2+yr=724

FZE) Ha a négyzetek oldala x és y, akkor az
& Y 3x+3y+x—y=116

} egyenletrendszer irhato fel.

A megoldadsok: x; =264, y; =52 és x, =20, y, =18, az elsd esetben nem érdemes foldterii-
letekrdl beszélni.
a) Az egyenletrendszer megolddsai: x; =7, y; =1 és x,=3, y,=4.
A két pont: A(7; 1), B(3; 4), tdvolsdguk 5 egység.
b) Az egyenletrendszer megolddsai: x; =4, yy=1 és x,=6, y,=-3.
Akét pont: P(4; 1), Q(6; —3), tavolsaguk PQ =~/20 egység.
A kovetkezd egyenletrendszert kell megoldani:
x+y+z=2010

x=9y+9
z=9y+82

A keresett szamok: x =918, y =101 és z=991.



5274

5275

5277

Osszeadva a két egyenletet: (x +y)2=16. Ha x+y=4, akkor az x(x + 6y) =27 egyenletbe
helyettesitve az 5x? — 24x + 27 = 0 egyenletet kapjuk, hogy x; =3, y;=1 és x,= %, Vo= %
Ha x+y=-4, akkor az 5x>+24x+27 =0 egyenlethez jutunk, amibsl x; =-3, y; =—1 és
9 11
Xy=——=, Y =——.
2775 Y2 5

Ha a fidk szdma x és a labméretiik dtlaga y, akkor xy + (x + 8)(y —4) =39,5(2x + 8), atrendezve
és szorzattd alakitva:

2xy + 8y —83x - 348 =0,
2y(x +4) - 83(x + 4) = 16,
2y -83)(x+4)=16.
Mivel az elsé tényez§ paratlan, csak a 2y —83 =1, x + 4 = 16 ad megoldést: x =12 és y =42.
Tehét 20 lany €s 12 fiu jar az osztdlyba.

<

: . AT o LA 2 2 o
Ertelmezés: y, z# 0. Kivonva egymdsbdl a két egyenletet: —— + =z 0, amib6l z=xy (x #0).
y
. . 1
=1. Atalakitds és rendezés utan x% + 1 = xy, amibsl y=x + —.
X

-1 x+1
+

y Xy
Mivel az egész szamok halmazén keressiik, a megoldds: x; =1 vagy x, =-1.

A megoldasok: (1;2;2) és (-1;-2;2).

. . X
Visszahelyettesitve:

Ertelmezés: x, y, z#0. A harmadik egyenlet a k6z0s nevezdre hozds utin:
x2+xy+xz+yz_0
Xyz
(x+y)-(x+z)=0.
Xyz

Ez csak akkor lehetséges, ha a szdmldlé 0, amibdl két eset adodik.

I eset: x=—y.

A miésodik egyenletbe helyettesitve: 72011 = 22011 tehdt 7 = 2. Az els6 egyenletbe mindkét ered-
ményt befrva: 2y* + 24 =178, amib6l y, =3, y, =-3 és x,=-3, x, =3.

IL. eset: x=—z.

A fenti médszert alkalmazva ezittal azt kapjuk, hogy y =2. Ekkor a megoldésok: z; =3, z,=-3
és x;=-3, x,=3.

Tehat az egyenletrendszer megolddsai a (—3; 3; 2), (3;-3;2), (-=3; 2; 3), (3; 2; —3) szdmharmasok.
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A filggveény fogalma, grafikonja, egyszerii tulajdonsagai

— megoldasok
A fliggvények grafikonjai az dbran lathat6ak. (=) \ / -
Megjegyzés: Az e) feladatban el6bb atalakitést végziink: - 0

6 2x .

X——-— = x=3-x = x> -x+3. 3
2 2 9
T

a) c; 5 X
b) d,
c)e [ f;
d) d.

a) Alinedris egyenletek altalanos hozzdrendelési szabdlya: x+— mx + b, vagy mdsként: y = mx + b.
Behelyettesitve az A(3; 1), B(-1; 3) koordinatdkat x, y helyére:

1=3m+b > és m= 1 = ahozzdrendelési szabaly: y = —lx + é

ooyl
3:—m+b}’ amibGl b=7 2 )

b) Az a) feladathoz hasonléan:

b=-2 é&s m:E = y:gx—2
c)y=3; d) y=-3x; e) c; f) d; g) b; h) a,d.
3 3 1
a) x—5x+2; b)x:—1x+5; c)x:—Zx+4; d) x— 5.

a) Ertékkészlet: ye R, y € [2;5].
Zg€rushely: nincs. |
Monotonitds: m >0, m = —, szigordan monoton novekvd. g /)'

d)

3
b) Ertékkészlet: ye R, y € [-5; 4]. >§

Zg€rushely: x = 1.

Monotonitds: m <0, m =—1 szigordan monoton csokkeng.

L, . 2 . —_ c)
c) Ertekkeszlet.' y=-3. %-
Zérushely: nincs.

Monotonitas: m = 0, konstans.
d) Ertékkészlet: vER, ye [—2; 4].
Zérushely: x = 0, egyenes ardnyossag fiiggvény.

Monotonitds: m >0 |m = 3) szigordan monoton novekvd.



a) f(x)=—§x+4; b)8+i2=—5, ¢) x=3, mert: ——-3+4=0

4
fx)==—x-2. ,

3 4 1)
Az y tengelyta —-0 — 2 =-2-bdl ered6 (0; —2) pontban; /

3
az x tengelyt pedig a ix —2=0-bdl eredd (2, 0) pontban metszi 1
a fiiggvény. (=) 3 2 1 / il
A, D és E illeszkedik f(x)-re; y,
B, C, D és F illeszkedik g(x)-re.
fx)=x-2, ha x#-2; ’
gk)

gx)=x+4, ha x#4;

h(x)=x+3, ha x#2. /{)
5

f(x)>0, ha xe ]2;5[;

g(x)>0, haxe]—4;4[u]4;5[; / /;)

h(x)>0, ha xe |-3;2[ U ]2; 5[ s -

a) x#4. c) d)

y y
Ertelmezési tartomény: ’ ?
x e R\ {4}. 7 7
b) Ertelmezési tartomany: 5 5
xeR.
c) Ertékkészlet (y € R): 1 1
yel[-3;7[u]7;9]. -5 P 45 X -5 P 45 X
d) Ertékkészlet (y € R): / /
ye[-3;9].
a) y b) y
f(x)
g(x),ha x<0 |[g(x), ha x>0
\5 \5
1 1
_5 I 1 5 X -5 441 5 X




FUGGVENYEK -

d)

a)

d)

y b) y c)
b)
1 \
-5 AN 5 X
a)
|
-5
A 5 X
y e) y f)
1/\ 1
-5 I 5 X -5 4 X
e)
a)
-5 =
a) f: [-3:5[ >R fixr>—lx-21+2;
b) ye[-3;0[ul4;5[;
c) xe[-3:2];
d) 2 zérushelye van x; =0 és x, =4 helyeken.
y b) y ¢)
X —(x-22+3
7 X =2x2 +1 ;
-5 L4 5 X -5 o 5 X
-5 5
y
X (X +272 +2
1
-5 1 5 X

y
¢)
)
-5 Ll 5 X
y
f)
5
-5 Ll 5 X
y
X (x =22
5
1\
-5 LT 5 X




Ertékkészlet: y e [-8; 9[.
Zérushely: x =0.

Az értelmezési tartomanyon szigortian monoton novekva.

a) f(x) =-1 akkor, ha
A=(x—42-2 = 1=(x-4?

a)

d)

amibél x, =5, x, = 3.

Tehat f(5) =-1 és f(3) =-1.

g(x) =—1 akkor, ha

“1=—(x+5)? = x,=-4, x,=-6.

Tehat g(—4) =-1 és g(-6) =-1.
b) A, C és D illeszkedik f(x)-re;

B és E illeszkedik g(x)-re;

F egyik emlitett fiiggvényre sem illeszkedik.

XX, x>0

5 ——
X

=5

1
Mzo

Ert. tartomény: x > 0.

y
5
X=X, x<0
-5 )
X=X -4, x<0
-5

Ert. tartomény: x < 0.

y
)
5
1
-5 AR 5 X
-5
y
f(x)
5
1
-10 5 I \j/ 10 X
-5
g(x)
b) y c) y
5 5
XX +4, x2-4 XX, x>0
/ 1
441 5 X A 5 X
XX +4-2, x2-4
X —24x, x>0
-5 -5
Ert. tartomany: x >—4. Ert. tartomény: x > 0.

e) y oy x> 2K, x 21
X—>+/3-X,x<3 5
\L\

:

=5 1
x>—>%<\/3—x, x<3

-5

Ert. tartomdny: x < 3.

-5

Ert. tartomény: x = 1.



(1) y b) y
5 f(x), x=3 .
X2 gix), x<4
1 1
-5 [+ / 5 7 10 X -5 _1N 5 | 7 10 X
L. L.
fx)=22 = xe[7;0]. g) <0 = xe]0;4].
a) f(x)=3- l (x #0); igen, forditott ardnyossag. ’
X
5
1 ; f(x)
Ll 5 X
5 e
b) gx)= 5 x; linedris fliggvény.
c) h(x)=- 1 5 +2 (x#2); igen, forditott ardnyossag. T
A
..4.............1 ........ E -/"}"""‘“;‘.
P 5 X
d) i(x)= w; hax#-3 = i(x)=x-3; linedris fliggvény (x #-3).
X+
e) jx)= igx — i; hax#2 = jx)= %; linedris fiiggvény, konstans (x # 2).
x p—

a) (4); maximum helye: x = 2; maximum értéke: y = 3;
b) (4); minimum helye: x = —1; minimum értéke: y =—1;
¢) (3); minimum helye: x = 2; minimum értéke: y = 0.

a) (-3:2), (-6:4), (0:0;
b) (236, (0:0), (44);

&) (1:6), (O:1), (21;16);
d) (12;3), (4;1), (39;6).



hx)

d) A G, nincs megoldésj,




d) p 3 e)
.
1 2 3 X
—| N
: 1
e L )
\y i
8) y
’\2 y=~2-x,x<-2
1\
2 12 X
i

Megoldas: 0<x<3; -2<y<S5.

a) Mivel:

x=3,y=7 = y=a"-1 = 7=d’>-1 = a=2,
a fliggvény hozzarendelési szabdlya:

Y
y=Jx +1,x>-1
1/
-1 1 2 X
—

x> 25— 1.
b) Ertékkészlet: y € [0; 7][.
c) Ertékkészlet: y € [1; 7].
a) y b) y
5, 5,
X5+ 1
Xi>2%2 41
E-a U e [ G 1T T T
7 O A 5K I 5 X

i

y
X _
5 X2X -1
.
— ... 0 O I N X,
c) y
5
—_— X343
1
-5 4l 1 5 X




d)

a) Behelyettesitve a (9; 2) pontpdrt az y = log,x hozzarendelésbe, mivel a >0, ezért a =3 adddik.

A keresett hozzarendelési szabély: x — logsx.

f(=1) nincs értelmezve;

b) f3)=1;

f)=0.
a -,
5

a) i, b) h;
(5309 J9)) p
2 y=sin(ﬁ—x]
e
d : :
) T e
i
-T _T ; 137
2

b) P
1 r=lonx-3)
4 1 5 X
=
c) & d) f.
b) y
y =-C082X
\ ! /'
_z \/ z X
2 2
3
e) y
y =2c0SX

- N

N/

=
2

N}

n /4 3T 2m X
2

f)

1y
y=log;(x +1)
1 2
-1 1 3 5 X
=
12
L B |
3 y="tgx
ya
I I
- _m, o X
I \2
§ §y=m@+ﬂ
j j
- _T, T 3 X
2




et
(SIE]
!
e
>
I
]
ISIE]
ISIE]
b
>

D f: x— —cosx, xe[-m x];
g x> —sinx, xe[-m; ];

h: x> |2sinx|, xe[-m; 7).

BB Az a) feladat egyenlStlenségének bal oldaldt dtalakithatjuk: 3x — 6 —2x + 4 =x — 2.

a) y b) ¢) It xl2-2«|
5
X (X =2)
1 '
-5 _1% 3 5 X
X x-2
xe[2;3]; xe |-3;00[; c) x€ |—o0; 0] U [3. e].
53120 y b) . ‘) y
5
y=1+ﬁ,x¢§1 \ J
= B |
1 BN TR i e L1 y=Ix=-1l+Ix+2|
=4 1 X 5 r 3 X !
/4 -1 % i 1 2 A
4
d) , e) 0 f) y
5 =|x|.x2
y=Ix-3l+Ix-2| Sl
5
2 3
.\1\y= 2-Xx,X<2
2 - 102 X 1
L i 1 4 X '
—
- 12 X
-




-2 y=Ix=2-2 -1

-3 =
x1=0, x,=4 x=0;
d) e) :
- / §y=logz [x-2|
y=+x-2,x22 1 :
i \
/ N\ . /3 5 X
1 2 3 4 X »
—
2
—
.X:2, X1:1, X2—3
a) f; b) h; c) & d) i.
a) h b) f; c) i d) g.
Az a) feladat kifejezését atalakithatjuk: (v/x — 2)=lx-2l.
a) Ert. tartomdny: x € R. b) Ert. tartomany: x € R.
y y

S

oS

Ertékkészlet: y € [0; 5]. Ertékkészlet: y e [-5;2][.

0 a) x#7.
Ertelmezési tartomdny: x € R\ {7}.
Ertékkészlet: y = 1.

c) Ert. tartomény: x>2, xeR.

Ertékkészlet: y € [0; 2[.

—




=70 1,
& x=17 -1,
Ertelmezési tartomdny: x € R\ {7}.

Ertékkészlet: y=1 és y=—1.

EFID ) Ertelmezési tartomdny: x € R.

ha
ha

ha
ha

x2>17,
x<7,

x>17,
x<7.

b) Mivel 3*—1#0 = x#0. Ertelmezési tartomdny: x € R\ {0}.

¢) Ertékkészlet:

o
y 9’

d) Ertékkészlet:

it

ye[%;Z[u]2;4].

Ez felirhato a kovetkezd alakban is:

ye[9;4]\{2}.

9

EED ) Ertelmezési tartomdny: x € R, x> 0.

b) Ertelmezési tartomany: x € R, x > 0.

¢) Ertékkészlet: y e |-2; 1].

d) Ertékkészlet: y € [0; 2][.

2 - 1 X
y
X —logyx
1 \ 3
2
-1 1 4 X
-1
-2
X — [logyx
2 2
; \/
-1 1 4 X
-1




EH) a) Zérushelyek: x; =-3 és x,=9. y

b) x=-4, x=-2, x=8, x=10. ]
Misként jelolve: d
fedh=1, [ =1, f&) =1, [(10)=1.
;
5 R 5 10 X
B a) f: x+— sinx, g x+> cosx;
1+0+£
b 2 2 _N3+1 2 B+l _6+42,
V2 2 V22 2
2
1 V2 V2
c)ﬂzz 2 =4; d)_zzl.izﬁ; e) 2 2 =£=\/§
1 222 2 1.1 2
2 2 2
(5322 ) y b) y c) y
;
2 2 yd
1 /1/\ -z g T 327rx
-1 1 2 4 X - 1 3 5 X -2
d) y
2
1
/
-1 1 4 X
BB a) Az f fiiggvény hozzdrendelését frjuk igy: ,
x 1
X)=——=1+—)
J x—1 x—1
igy mar konny abrazolni a grafikonjat. i
=) 102 X
y=1+i
x-1
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b) A fiiggvény grafikonjat egy paraboladarab és egy egyenes sza-
kasz egymadshoz flizése adja.

A g fiiggvény hozzarendelési szabdlyat {gy frhatjuk at:
) = (x—2)2+2, ha 0<x<2,
8 _x+4, ha 2<x<4.

y=g(x)
;
-1 1 2 4 X
c) P d) P
5 4
y =h(x) y =k(x)
2
K 2 - 102 X
-.2) 1 3 x
—
B a) A fiiggvény hozzédrendelési szabélya:
-x—-1, ha -3<x<0,
£ ]1-3:9] >R, f(x)=] x2-1, ha 0<x<3,
%x+7, ha 3<x<09;
b) Ertékkészlet: yE [—1; 10];
c) —-3<x<2, masként xe |-3;2].
B a) Azt-id6 grafikon az dbrén lathato. ,
b) Marci titja reggel 7 6ratdl az y = 20x fiigg- |2
vénnyel irhat6 le. Jend utja reggel 7 6ratél 140 1
(ha ekkor indult volna) az y=-30x+180 Jend
fiiggvénnyel jellemezhetS. Ebb6l: 8
60 -
20r=-30r+180 = x=5=33 0 i
5 5 20 :
Reggel 7 6ratdl szamitva 3 6ra 36 perc milva & Bl 2l R

taldlkoznak, azaz 10 6ra 36 perckor.
¢) Marci 1 6ra alatt 20 kilométert tesz meg, igy mivel § 3 éra 36 percet biciklizett 7 6ratdl, egye-
nes ardnyossdggal szdmolva 72 kilométert tett meg.

Jend 9 Orakor indult, 6 10 6ra 36 percig csak 1 dra 36 percet toltott dton. Mivel 1 6ra alatt
30 kilométert tesz meg, ezért 1 6ra 36 perc alatt 48 kilométert tett meg.
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b) y : c) 7 d) b y=xi-x?
y=x+- 12 12
, 10 10
1
> T o T 7 5ty =x2-[x 1| 5
4

a) Akozos értelmezési tartomdny: x > 1. Az egyenlet bal oldalat alakitsuk at:
2 2
Jx—2dx 1T +Jx+2dx -1 :\/(Jx—l -1) +\/(\/x—1 +1) =
=Jx—T+1+Jx-1-1]= {2“ L ha x=2,

2, ha 1<x<2.

Ezutan dbrazoljuk egy koordindta-rendszerben a kovetkezd fligg-
vényeket:

f: x!—)xlx—1+1+|\/x—1—l|, 1<x
1

, I<ax.
x-1 3

Az f és g fiiggvény értéke csak az x = 3 helyen egyenld, itt
mindkét fiiggvény értéke 2. 2

b) Abrézoljuk egy koordinéta-rendszerben az a) feladatban szereplé
f fiiggvényt és a
h: x> logys(x—1), x>1
fliggvényt. t

A h fiiggvény x> 1 esetén csokken, az f fliggvény el§szor kons- -
tans, majd 2-t6l nd, igy legfeljebb egy kozos pontja van a két
grafikonnak.

Ezaz x= %-nél van, itt mindkét fiiggvény értéke 2.

¢) Abrazoljuk egy koordinta-rendszerben az alabbi fiiggvényeket:
frxr 27l

g x> (e + 1 +1x=11).

1
A2
Mivel mindkét fiiggvény pdros, az dbra szimmetrikus az y ten- 2 '
gelyre. 0 < x <2-re f csokken, igy itt legfeljebb egy k6z0s pontja
van a nem csokkend g fiiggvény grafikonjaval.

[SIE e
N

('D\

l\.)l»—‘
N | —

1
Ez x= 5 esetén teljesiil. Az egyenlet gyokei tehat —



@) Abrizoljuk egy koordindta-rendszerben a kovetkez6 fiiggvényeket:
fo=11-1gxl+1+1gx|, 0<x, !

g(x)=4-(1—@), O<x

Afiiggvények tulajdonsdgaibol kovetkezik, hogy a két grafikonnak

7

c ‘ . 5 15, .
két metszéspontja van: x = 5 és x = > értéknél.
Mindkét helyen mindkét fiiggvény értéke 2.

G Abrizoljuk az aldbbi fiiggvényeket egy koordinata-rendszerben:

y
fey=A1-x%, -1<x<1, y=Aiz—
g)=x, —1<x<I. / §
, 1 . E Y
A két grafikon az x = E helyen metszi egymast, tehat az egyen- y=x 2
1 N
I6tlenség —1 < x < — esetén teljesiil.
g NG y
y=Ix|-~/4-x2
I :
v {
=i ‘1 X 1
Bl 1 T HE
y=x-1+ = 5

Megj.: A fiiggvény pératlan. Megj.: A fliggvény paros.

m Cl) y ; b) y ¢
1 y =sin2x +1

) y
| 1.
y =tg2x + ctg2x U y=§sm2x 2
; 1
: 2 1
T B N N /\/ /\/
: 2 2 2 = =
=

E T X
Tz Toirom X :
2 4 12
4y o . e)
y =sin°x - 2sinx
10
i
2 y = xlox
il 5
T T 3 X 1
= 2 2 1 X




Miiveletek fiiggvényekkel (kiegészitdo anyag) — megoldasok

EEB A fiiggvény és inverzének grafikonja az y = x egyenletii egyenesre nézve egymds tiikorképei.

A dolog természetébdl kovetkezik, hogy a fiiggvény és inverze esetén az értékkészlet és az értel-
mezési tartomany helyet cserél: a fiiggvény értelmezési tartomdnya az inverz fliggvény érték-
készlete, €s a fiiggvény értékkészlete az inverz fliggvény értelmezési tartomanya.

a) y

7
— +4/,’/
5 / e

d

y=x%+1

g)

B

D fog: f(g)= % x> 0;

fof: F(f)=1=x x>0;
x

b)

e)

y =log,x

gof: g(f)= @z

—, X
27
X

9

f)

>0,

gog: g(g) = (x) =x* x>0,

1y

y=4-2

V=2
-1
—i} ,V=;—2
y
gog fof
1
fog=gof
_T 1 X



EED Az els6 harom fiiggvény a kovetkezd:

1 1+x
HO=F(f0)=————=-"", x20;
14— 2+ x
1+x
1+11 54
X
Fo = f(fo) = —15 =2 x20;
2+ 3+ 2x
1+x
2+11 3+2
X
fi0 = () =—F% ==, x20.
3+ 5+3x
1+x
1 1 14 : : _ fn + fn—l tX . .
Teljes indukcidval igazoljuk, hogy ha n > 2, akkor f,(x) =~————, ahol f, a Fibonacci-
sorozat n-edik tagja. ne1t Jo

Az éllitas n = 2-re igaz, tegyiik fel, hogy n-re is igaz. Lassuk be, hogy ebbdl kovetkezik, hogy

n+ 1-re is igaz:
f+f L
" n-1 1+x= fn+fn—l+fn.x _ fn+1+fn.x

f”+1+fn' fn+1+fn+fn+1'x fn+2+fn+1'x

fon @ = f,(f0) =

1+ x

azaz az allitds n + 1-re is igaz.
Megjegyzés: Kozben felhaszndltuk a Fibonacci-sorozat definicigjat:

f] =f2=1 €s fn+2=fn+fn+1‘

EED A fiiggvény definicidja alapjdn a vazlatos grafikon: y
: y=1()
1 | 1 X
EED A g fiiggvényt a definici6 alapjéan gy rajzolhatjuk meg: ,
J{ y=g(x)
AN 4
_1<‘> T 2r 3 X
a) y b) y
y>x
y <X
1 1
- 1 X R ; 1 X
o 1




EED Oldjuk meg x-re a kdvetkezd egyenletet:

yzlogz(x+\/x2+l),
2V =x++/x2+1,
2V —x=A/x2+1,
2 2.2V x+x2=x2+1,
22y 1 2y_2-Y
X = = .
2.2y 2

Az inverz fiiggvény tehat:
2X _9D-X
)= — xeR.

EED Vizoljuk eldszor egy koordindta-rendszerben az f és g fiiggvények
grafikonjdt.
Az 5338. feladat megolddsdban kovetett modszert célszerd alkal-
mazni annak igazoldsara, hogy a két fiiggvény egymads inverze.
Oldjuk meg x-re az y = x*> — x + 1 mdsodfokd egyenletet.

Mivel le, yzg, ezért:
2 4

LleT-dvay 1, /y 3
4’

2 2

és itt csak a + eldjel jo, tehat x = % + [y- %

Az f inverze tehat a
1 3 3
X)=—+,[x——, x2—
SO= TN Ty 2y

fiiggvény. A 1épések megfordithatdk, igy g inverze f.

B Mivel a fiiggvény és inverzének grafikonja az y = x egyenletd egyenesre szimmetrikus, elég az
x2—x + 1 = x egyenletet megoldani, ebbsl x = 1. Ez j6 gyok, mert f(1) = g(1)=1.

&3 Oldjuk meg x-re az y = .
+

X
egyenletet:

. 5 y=x."
y+xy=1-yx, ’
x(1+y)=1-y,
1—
=—y, y#-1.
I+y

Az f inverze tehat az

f=1"% reRr\(-1)
1+x

fliggvény.

Az f grafikonja szimmetrikus az y = x egyenlet egyenesre.



Fiiggvénytulajdonsagok — megoldasok

Legnagyobb érték: y =8 az x =0 helyen.
xe R\ {-4;4}, masként xe R, x #-4, x #4.
Béarmilyen helyes megoldds jo, példaul: [-4;0], [3;9], [5;7] stb.

a) Maximuma van az x =2 helyen, értéke: y = 3.
b) Minimuma van az x = 0 helyen, értéke: y =-5.
¢) Maximuma van az x = -2 helyen, értéke: y = 0.
d) Maximuma van az x =5 helyen, értéke: y = 0.
e) Minimuma van az x = 0 helyen, értéke: y = 4.
f) Minimuma van az x =0 helyen, értéke: y =-3.

3=V2-x = x=-17.

A pozitiv osztok szamat foglaljuk tablazatba:
Szam 1 2 3 4 5 6
Pozitiv 0sztok szama 1 2 2 3 2 4
a) Ertékkészlet: {1;2; 3; 4},

b) Minimuma van az x = 1 helyen, értéke: y = 1; maximuma van az x = 6 helyen, értéke: y =4.
¢) Nincs zérushelye a fliggvénynek.

a) Ertékkészlete: y € [0; 2]. b) Ertékkészlete: y € [—4; 0].
c) Ertékkészlete: y € [0; 1]. d) Ertékkészlete: [1; 3].
Példdul:

a) x> x2+4, x—lx-31+7, x> 3-x+5;
b) x>-x2-3, x—>-|x-2[-5, x—-|xI-1;
¢) x>Jx=5, x> x-3)2% xlx+7l;

d) x> x-22-5, xlx+7-5;

e) x> —-x2+6, x——|x-1/+6.

=0 és x=-1.

a)x

X+

A hényados akkor 0, ha x = 3, akkor pozitiv,ha x—3>0ésx+1>0 = x>3 vagy x—-3<0
ésx+1<0 = x<-1.

Ertelmezési tartomény: x € |—co; —1[ U [3; e[, x€R.

b) Jx miatt: x >0, valamint 4 —/x 20 = x=#16.
Ertelmezési tartomény: x € [0; o[ \ {16}, x€R.
Zérushely: Jx -3=0 = x=9.



¢) x—=2>0 = x> 2. Ertelmezési tartomdny: x € |2; e[, xeR.

Zérushely: x =-2.
d) sinx#0 = x#kn, k€ Z. Ertelmezési tartomany: {x e R|x#kx, ke Z}.
Zgérushely: x =-3.
e) Ertelmezési tartomany: x € R, x # %
2x-T7  2x-7

= = 1 konstans fliggvény.
4x—-14 22x-17)

Zg€rushely: nincs, mert

f) x>0 és lgx#0 = x# 1. Tehit az értelmezési tartomany: x € |0; e[ \ {1}.
Zérushely: x=09.

g) Ertelmezési tartomany: x >0 és x>—1 miatt x € ]0; eof.
Zérushely: x=1.

h) x>0, x#1, 4x-1>0 = x>i. Enelmezésitartomény: xe]i;oo[\{l}.

Zérushely: x = %

a) Ertelmezési tartomdny: x € ]—4; 4]; (xeR).
Ertékkészlet: y e [-2; 4].

b) Zérushely: x; =-2 és x, =1.

¢) Minimuma van a fiiggvénynek az x = 0 helyen, értéke y =-2.
Maximuma van az x = 3 helyen, értéke y = 4.

d) f>0 = xe|-4;-2[ U ]1;4].

e) f<0 = xe|-2;1[.

f) Szigorian monoton csokkend, ha x € |-4; 0] U [3; 4].

Egy adott fiiggvény x tengelymetszetét az y = 0-val, az y tengelymetszetét az x = 0 behelyette-
sitésével kapjuk.

a) Az x tengelyt g-nél, az y tengelyt —5-nél metszi.

b) Az x tengelyt 3-ndl metszi, az y tengelyt nem metszi.

c) Afiiggvény az origén halad at.

d) Az x tengelyt 1-nél, az y tengelyt —1-nél metszi.

e) Az x tengelyt az 1 helyen metszi, az y tengelyt nem metszi.

f) Az x tengelyt a —2 helyen, az y tengelyt —3-ndl metszi.
Mivel a tort nevezdje nem lehet 0, ezért a
sinx#0 = x#k-180° ke Z.

A periddus 180° mert a szinuszfiiggvény a 0 értékét 180°-ként veszi fel; a k- 180°-kal (k € Z)
minden forgdasszoget megadtunk (fokokban).



a) f(%t)=l =] e@=1, b) f(f)zl

T _—x/§ n_ .. m_ 1 _
o157 B el 0 i[53 @ w2

a) x+> x* - 2x zérushelyei x; =0, x, =2, mert x> —2x=0 = x(x-2)=0.
f1,3)=1,32-2-13=1,69-2,6=-0,91.
b) g(x) = —|x| +7 maximum értéke: y =7, amit az x = 0 helyen vesz fel. Jel6lése: g(0)="7.
¢) Mivel a szinuszfiiggvény korlatos, a sinx értékkészlete y € [-1; 1].
A -2 transzformdci6 az y tengely mentén 2 egységgel lefelé tolja el a sin x fiiggvényt, ezért
sinx — 2 értékkészlete: [-3; —1].
d) logy(2x-20)-120 = x =11 esetén. (Ertelmezési tartomdny: x > 10.)
e) Atalakitds utdn: o
j) =lx=31+1.
A keresett fiiggvényérték: ’
jh-j3)_3-1_,
@) 2 1

—x2+18x-17>0 = x2-18x+17<0 = 1<x<17.
1 és 17 kozott 6 db primszam van: 2; 3; 5; 7; 11; 13.

A c¢) ahelyes vélasz, mert: 3 3
log)s’3 ~log;$*5 = (log53 + log55)(log 53 — log,55) = log;515- logjs2 =1-log;s 7

5
a) b) y c) I
f(x) =9 10
10
gx)=11-2x f(x) = 2logy x
5
5
glx)=2
1 e
xst | S Ay N
a1 5 X

a) f2)=9+2-3*=9+162=171, g(32)=32-log,32=32-5=160.
f2) > g(32).
b) A diszkrimindns 0 = érinti x tengelyt a parabola (1 zérushely van).

f(2010) = 2010 miatt felfelé nyil6 a parabola, s mert van pozitiv értéke a paraboldnak, kizarélag
a (4) lehet a megoldas.



EI) a) A logaritmus miatt:

1 —0 o—
4% -5x+1>0 = X< vagy x> 1. — -—
A négyzetgyok miatt: 0 % 1 %
lg@x2-5x+1)20 = 4x2-5x+1>1.
Ebbdl: s
4> -5x>0 = x(4x-5)20 = x<0 vagy xZZ.
Ertelmezési tartomany: x € R, x e ]—oo; 0] U [%, oo [
b) A logaritmus miatt:
x-4>0 = x>4. o
A tOrt miatt: ‘ ff
lgx-4)#20 = x=#5. 0 3 4 5

A négyzetgyOk miatt:
x-320 = x23.

Ertelmezési tartomdny: x € R, x¢€ 14:5[ U ]5; o].

EF o) *-x=0 = x(x>-1)=x(x—1)(x+ 1) =0, tehét a zérushelyek: x; =0, x, =1 és x3 = 1.

b) (x-2)-logobx=0, ha x—2=0, azaz x; =2, vagy log,x=0, azaz x, = 1.
x2—5x+6_(x—2)(x—3)

x-3 x-3

d) x*>=5-1x|+6 =0, zérushelyek: x; =2, x, =3, x3=-2, x, =-3.
e) ax —x2 =0, x,=0, x,=4.

i1 b4
f) tg(E—xj=O, O<x<m, x=5.

x3—

c) =0, ha x=2.

g) lxzx(x+l), x=0, xy=-1.

BB a) Abrizoljuk az f(x) =x —x2, —2 <x <2 fiiggvényt:

11 !
A fiiggvény képe egy parabola darabja, tengelypontja (5, Z) -ban oy -11Y 7

van, lefelé ,,nyilik”. fgy a fiiggvény [—2; 0,5]-ban ng, [0,5; 2]—ban
csokken. A 0,5 helyen maximuma van, a maximum értéke 0,25,
a —2 helyen minimuma van, a minimum értéke —6.

y=x-x2

b) Abrazoljuk a g(x) = sin (2x - 9 ‘% <x< % fiiggvényt:

y=sin|{2x - il
A fliggvény [—%; —%] -ban, valamint ﬁ—g 2?”] -ban csokken, 1 ( Sj

12’12 3\ 12 2 3

n 5w Y . 5t L
[— ‘—]—ban nd. Maximuma van az — helyen, itt értéke 1, I\_Z sm 2z X
N 12 #
minimuma van a —E helyen, itt értéke —1.




c) A fiiggvény a teljes értelmezési tartomdnydban szigordan nd,

y
sz€lsGértéke nincs.
1 y =2log, x
-1 X
=
d) A f,ijgg\{ény ]—o0; 0[-ban csokken, ]0; +oo[-ban né. Szélss- p
értéke nincs. ol y=loglxl+6
6
1
- 1 X
e) Afiiggvény [—2; 0]-ban csokken, [0; 2]—ban nd, az x =0 helyen y
minimuma van, itt az értéke y=1, az x=-2 és x =2 helyen
maximuma van, itt az értéke y = 4.
y =2¢
>
) 4 1 2 X
. £ T " T P
f) A fiiggvény } _E; O} -ban csokken, [0; 5[ -ban n6. Az x=0 iy
| y=tglxl
helyen minimuma van, itt az értéke y =0. Maximuma nincs
a fiiggvénynek. N\, /
- _g% 'g 3 I3
21 -1 2
g) Afiiggvény [0; 1]-ban ng, [1; 2]-ban csokken, az x = 1 helyen y
maximuma van, itt az értéke y=1, az x=0 és x = 2 helyen
minimuma van, értéke ezeken a helyeken y = 0.
y=Ix2-2x|
.
-1 1 2 X




BB ) paratlan fiiggvény;
c) se nem paros, se nem pdratlan;

e) péros fliggvény;

g) paratlan fiigvény;

a) A fiiggvény legnagyobb értéke f(0) =2,
legkisebb értéke f(r) = -2.

b) A fiiggvény legnagyobb értéke f(0) = f(4) =4,
legkisebb értéke f(x) =2, ha 1 <x<3.

c) Alogaritmus azonossagat felhaszndlva h(x) igy irhaté:

h(x) =2 +1logyx, 1<x<4.

A fliggvény legnagyobb értéke h(4) =4,
legkisebb értéke h(1) =2.

d) A k(x) igy irhaté:
k(x)=3-(x-1)?, 0<x<2.
A fliggvény legnagyobb értéke k(1) =3,
legkisebb értéke k(0) = k(2) = 2.

e) A j(x) igy irhaté:

jo) = =22 - 4.
A fiiggvény legnagyobb értéke j(2) =4,
legkisebb értéke j(0) =j(4) =0.

b) paratlan fiiggvény;

d) paratlan fiiggvény;

f) péros fliggvény;

h) a fiiggvény se nem péros, se nem paratlan.

y

e

y=lx-1+lx-3|

-1

1 5 X

A logyx

ES
o
>

-1

f) A fliggvény szigorian csokken az értelmezési tartomdnyban, igy legnagyobb értéke 0,

legkisebb értéke —2.

g) A fiiggvény [0; 2]-ban csokken, legnagyobb értéke 0, legkisebb értéke —4.

h) A fiiggvény legnagyobb értéke 1, legkisebb értéke 0.



-1 i X

- 1 X
ye[0;4]; vel[-1:1]; yeR.

B a) Az f definicidjat igy érdemes atalakitani: f(x) = (x + 1)2 + 4. A fiiggvény képe egy parabola,
amelynek tengelypontja a (~1; 4) pontban van, és , felfelé nyilik”, tehdt |—eco; —1]-ban csokken,
[~1; +oo[-ban né.
b) A fiiggvény definicidja igy irhato:
-2x, ha x<0,

8(X)=|x|—x={ 0 ha 230, 2

A fiiggvény |—oo; 0]-ban csokken, [0; + o[ -ban konstans, tigabb ihi
értelemben nevezhetjiik novekvonek és csokkendnek is. y=g(x)

c) Az 1-nél nagyobb alapu exponencidlis fiiggvény a teljes értelmezési tartomdnyédban nd.

d) Afiiggvény [-1; 0]-ban né, [0; 1]-ban csokken.

-1+

a) Az f fiiggvény paratlan, mert a logaritmus azonosségait hasznalva kapjuk, hogy:

1+x 1-x
—x)=log,——=—-log, —— =— .
f=x)=logy = =~logy - =~f(x)

b) A g fiiggvény paros, mert
g0 =Y +22 +J(1— 0% = g0,

¢) Azonos atalakitdsokat is végziink:

h(~x) = log, (V1 + x? - x) = log,

tehat a i fiiggvény pdratlan.

ﬁ:—logz(\ll +x2 + x)=—h(x),
X“+Xx

d) A fiiggvény se nem pdratlan, se nem paros, mert
i(—x)=x3=2x+ 1 #—i(x) és i(—x)#i(x).



8 12. EVFOLYAM

b) 1., c) 1., d) 4.,
f) 4 8) 2 h) 3.
b) 4r; c) 2m; d) 2?7[3
i1
f) 3
a) Paros, periodikus 27 szerint. b) Paratlan, periodikus 27 szerint.
c) Paros, periodikus barmely pozitiv valés szdm szerint.
d) Paratlan, periodikus% szerint. e) Nem péros, nem pdratlan, nem periodikus.
f) Pératlan, nem periodikus. g) Pératlan, periodikus 2?71- szerint.
h) Paros, periodikus 47 szerint. i) Péros, nem periodikus.

a) fx)=10(x%>-2x+ 1) =10(x — 1)2.
Zérushely: x =1 helyen.
Minimum helye: x =1, értéke: y =0.
b) g(x) = (x—T7)%
Zg€rushely: x =7 helyen.
Minimum helye: x =7, értéke: y =0.

2 2 2
c) h(x):—(x2+5x—6)=—|:(x+§)—é—%:|=—|:(x+§j—£:|=—(x+§)+£.
2) 4 4 2) 4 2) 4

Zérushely: x; =1 és x, =—6.

Maximum helye: x = —%, értéke: %

2 2 2
p i<x>=3[xz_éx+1}=3[(x_z)_&2}3[@_2)_E}g(x_é)_ﬁ.
3 3 6/ 36 36 6/ 36 6/ 12

5+/13 5-V13
6 2T 6

Zérushely: x; =

Minimum helye: x = é, értéke: ——.
6 12

2 2 2
. j<x>:4[xz_1x_z}=4[(x_ij_L_%H(x_l)_2}4@_1)_2.
2 2 4 16 16 4 16 4 4

Zérushely: x;=-1, x,= 5
Minimum helye: x =i értéke: —?.



2 2 2
” k(x):_s[xz_ﬁx+é}=_5[(x_§j _&E}_S[(xﬁ) _ﬁ}_s( By
5 5 5/ 25 25 5/ 25 5 5

Zérushely: x; = %, X, =3.

Maximum helye: x = % értéke: 4—59

a) Ertelmezési tartomdny: x € |-3; 11]. ,
Ertékkészlet: y e [-2;9]. é
Zérushely: x; =1 és x, =9.

Minimum helye: x = 11, értéke: y =-2. ’
Maximum helye: x =-2, értéke: y =09.
A fiiggvény szigortian monoton novekvd

a |-3;-2] és [1; 5]-on, szigordan monoton SONEE R 8 \{1‘ i
csokkend a [-2; 1] és [5; 11]-on.

b) f(-1)=8; f(1)=0; f(3)=2; f(-4)-nek nincs értelme, mert x = —4, ami nem esik az értel-
mezési tartomanyba; f(10) =—1.

c) fr)<0 = xe]9;11].
a) f: x—lx=3|-1. Y

b) Zérushelyek: f-nél: x; =2 és x, =4, °
gnél: x; =-26és x,=2. /
¢) ye[-1;5]. Lasd dbra. L y

-3 1 1 3 o 7 X
d) x;=2,x%,=3, x3=4, x,=5, xs=6, xg=1. \%3;_1)

7(0;-2)
a) Hamis. b) Igaz. c) Hamis. d) lgaz. e) Igaz. f) Igaz.
Az f-bol az f fiiggvény grafikonjat egy ¥(-2; —1) vektorral valé ,
eltoldssal kaptuk. Az eredeti fiiggvény tengelypontja 7(0; 0), az f 2 fo
fliggvényé T°(-2;-1).
a) ye[-1;8]. p 5

b) Pozitiv az adott fiiggvény, ha x € [-5;-3[ U ]-1;0].

c) f1)=0, f(=2)=-1, f(-4)=3.
d) f(-=4)=3 és f(0) =3, vagyis a fiiggvény az x=—4 ésaz x=0 5
helyen veszi fel a 3 értéket.

<!

[FI o) Ertelmezési tartomany: x > 0.
KéttényezGs szorzat akkor 0, ha (legalabb) az egyik tényezdje 0. Tehat:

log,x=1 = x=2 vagy log,x’=-6 = x2=61—4 = x=i%.

Megoldés: x; =2 és x, = %



b) |cos (x - %J ‘ = % esetén teljesiil, vagyis:
) 1 T Ir
cos|x——|==— & x=—+2knm keZ, Xy =——+2m, l€Z,
6) 2 2
cos _z :—l = x3:5—n+2m7r,meZ, x4=3—n+2n7r,neZ.
6 2 6 2

Eredmény: x; és x, egybeirva: x =§ + kr, ke Z; x5 és x5 egybefrva: x = 5?” +ir, le”Z.

[FIE) a) Ertelmezési tartomany: x > 0.
Atalakitva az egyenletet: il @X
1 2
27*=Jx+1 = (—)=ﬁ+1. 5 x> +1

@

2

Abrazoljuk a két oldalt fiiggvényként, majd
olvassuk le az eredményt. g
Megoldis: x = 0. AR - [

b) Ertelmezési tartomany: x > 0.
Atalakitva az egyenletet, valamint felhaszndlva, hogy a'°€.? = b:

2-log, x
b
2

olog,x-2 _ 5,
slog, x
4 =9,
2loex =20,
x =20.
¢) Ertelmezési tartomdny: x > 0. y
Atalakitva az egyenletet: ; \
4-loglx:10g2x—5. R X
3 g X —=>logyx =5
Abrézoljuk a két oldalt fiiggvényként.
Megoldas: x =2. N X > 4logyx
2

Ertelmezési tartomény: x +y > 0. Atalakitva az elsG egyenletet:
Ig[5x+y)]=1gl0 = 5x+5y=10 = x+y=2.
y=-x+2
Az els6 egyenletb6l: y =—x + 2.

A masodik egyenletbdl: y =2x - 1.

=i

Abrizoljuk a két fiiggvényt, és olvassuk le az eredményt:

x=1, y=1, (1;1) szdmpar.



A négyzetgyok miatt:
-x2+2x+1520 = x?-2x-15<0 = ha-3<x<5.

Szintén a négyzetgyok miatt:

2cosmx—120 = cosn:xZ% N —%+2k7t£7tx$§+2k7r, keZ = —%+2k§x$%+2k.

a) A halmaz elemei: —3 <x <5, B halmaz elemei: —% +2k<x< 1 +2k, keZ.

b)
A- a8
B o——o o— o—0 o—c
-3 -2 4 10 1 2 ‘ 4 5
3 3
. 1 5 7 11 13
ANBelemei: ——<x<-=— U ——<x<- U —<x<— U —<x<—.
3 3 3 3 3 3
C
) e .
B o———o ——o0 ——o *~—e
R T T R T TS S T
o) o O o O o o) o ® A\B

A\B elemei: —3’3x<—z U —§<x<—l U l<x<§ U z<x<E U §<xs5.
3 3 3 3 3 3 3

B o) ) =|x - 47 ~2|=|lx -4 -2]. ;
b) Ha p < 0, akkor a g(x) = p egyenletnek ax)

nincs megolddsa.

Ha p =0, akkor 2 megoldds van.

Ha 0 < p <2, akkor 4 megoldés van.
Ha p =2, akkor 3 megoldas létezik.
Ha p > 2, akkor 2 megold4s van.

IR Az x% + bx + ¢ teljes négyzetté alakitdsit elvégezve:

( b}z b2
X+—-|——+c.
2) 4

Mivel a sz€ls6érték az a = 1 (a > 0) miatt kizar6lag minimum lehet, ezért csak ezt kell vizsgalnunk.
fgy a felfelé nyil6 parabola tengelypontja C(—2; 4). Tehdt az eredeti x —> x? parabolat az x tengely
mentén balra 2 egységgel és az y tengely mentén fel 4 egységgel toltuk el, ezért a teljes négyzet
y = (x +2)? + 4 alaki:

b . b?
—=2 = b=4, valamint -—+c=4 = c=8.
2 4
Tehat az adott f fiiggvény hozzéarendelési szabalya:
x> x2+4x +8, vagyis x> (x +2)% +4.



a) Ertékkészlet: y € [4; 8].
b)g: |-3;0] 5 R, x> —(x+2)* + 4.
Ekkor az értékkészlet: y € [0; 4], y e R (Id. dbra: g).

EB o) f(x)=(x*+x2)+Bx*—4x), xeR;
fix) =x*+x% xeR, péros fiiggvény;
fr(x) =3x3 —4x, xe R, pdratlan fiiggvény;
) =fi(x0) + f(x).
b) glx)=x?+sinx+x, xeR;

g(x) =x%, xeR, péros fiiggvény;

g-(x) =sinx +x, x € R, pdratlan fiiggvény;
8(x) = g1(x) + g(x).

c) h(x)=2*+2%+x3, xeR;
hi(x)=2"+27%, xe R, pdros fiiggvény;
hy(x) =x3, x € R, pdratlan fiiggvény;

h(x) = hy(x) + hy(x).
BB Az f definiciéjat rjuk 4t igy:
x2+1+1

U T

Mivel x2 + 1> 1 barmely x € R-re, a szdmtani és mértani kozép kozti egyenlStlenség alapjan:
2 2
x“+1+1 x“+2
0<Jx2+1)-1<¥—— = 2Z .
2 JxZ+1

Az egyenl&ség csak akkor lehet igaz, ha x> + 1 = 1, azaz x = 0. Az f fiiggvény legkisebb értéke
tehat 2, és ezt az x = 0 helyen veszi fel.

e R.

EID Az abra jeloléseit hasznaljuk:

2
(a—x)2+x2>(a—x+x) a?

B

2 2 4 (@—xP
a szamtani és négyzetes kozép kozti egyenlStlenség alapjan. Itt Y
egyenldség csak akkor van, ha a két szdm egyenld, azaz a — x = x,
a—-x X

tehat x = g. Azt kaptuk, hogy a két részre rajzolt négyzetek tertile-

tének 6sszege akkor a legkisebb, ha a részek egyenldk, tehat mindegyik % hosszisagu.

< .. .. a
Ekkor a két teriilet 6sszege 5



BB Tegyiik fel, hogy x; < x,. Mutassuk meg, hogy ekkor f(x;) <f(x,). Ez teljesiil, mert

f0) = f(xp) = (x5 = x ) + 3(x, — x)) >0,
hiszen az 6sszeg mindkét tagja pozitiv.

B Legyen 1 <x; < x,, ekkor 0 < x, —x;. Mutassuk meg, hogy g(x;) > g(x,). Tehét igazolni kell,
hogy g(x}) — g(x) > 0:

8x) — 8y = X _n-x)0nx-1)

14 1+x? (1+x2)(1+22)

A nevezd pozitiv, a szamlaléban mindkét tényezd pozitiv, tehdt a tort értéke pozitiv. Ezzel az llitast
igazoltuk.

Azonos étalakitdssal az f definicidjat igy irhatjuk:
f)=x2 (x*=6x2+12) =x2- (x2=3)>+3) = 0.

Ez nyilvén igaz, hiszen X220, (x2=3)2>0, (x2—3)2+3 > 0. Az is ldthato, hogy f(x) =0 csak
akkor teljesiil, ha x = 0. A fiiggvény legkisebb értéke tehat 0, és ezt a 0 helyen veszi fel a fiiggvény.

A fiiggvényt definialé kifejezést alakitsuk at:

sinx cosx 1 2 T
+ = = R O<x<5.

Jx)=tgx +ctgx = - . =—
COSXx Sin x SInXx - COSX Sin 2x

Mivel a szamldlo allandd, a nevezd pedig ]O; %] -ban ng, [%;g[—ban csokken, ezért f(x) a
a ]0; E] -ban csokken, [E; r [-ban nd.
4 4 2

G Itt is alakitsuk 4t a fliggvényt megadé kifejezést:
fx)=3x>-2(a+b+c)- x+a*+b*>+c*=
2 2
=3(X_Lb+0) +a2+b2+c2—(Lb+cj _
3 3

A kapott alakbdl vilagos, hogy a fiiggvény a legkisebb értékét az x = %b“ helyen veszi fel.

G a) Mivel sin (x + g) =COsX, COS (x + %) = —sinx, f(x + %) = f(x), ha x e R, az f fiiggvény

) szerint periodikus.

b) Jol ismert azonossdg, hogy cos (x + ) = —cosx, ezért g(x + ) = g(x), ha xe R. A g fliggvény
tehat 7 szerint periodikus.

@& Tegyiik fel, hogy p (p >0) a periédusa az f(x) = cosx?, x e R fiiggvénynek. Azaz minden x € R-re

cos (x + p)? = cos x2.

Ekkor viszont
(x+p)P2-xt=2kn, keZ,

azaz
p2x+p)=2kn = x= 1. 2k %p minden x-re,

ami ellentmondés. A feltevés tehat ellentmondasra vezetett, az f fiiggvény nem periodikus.



EEB A dobozt az dbran lathaté médon akarjuk atkotni.

A szalag hossza (a csomdzds nélkiil): 4x + 6z + 6y, a doboz tér-
fogata xyz = 12.

Ebbdl x = 2, nyilvdn z, y > 0. A szalag hossza teh4t:
2y X y

§+6z+6y23-3/§-6z-6y=36
zy <y

a szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenség szerint. Mivel az egyenl&ség csak akkor teljesiil,
4
ha —8:6z=6y, azaz 7=y, ésigy 8=2%, z=2.
2y
A doboz méreteit tehat ugy célszerd valasztani, hogy x =3 dm, y = z =2 dm legyen. Ekkor lesz
sziikség a legkevesebb szalagra, a csom6zds nélkiil 36 dm-re.

BB A beirt téglalap oldalai legyenek x és y. Az ébra jeldlései szerint P
az ABC, és az APQ, hasonl6. Ennek alapjén: 5
N\m-y
_ m:
u:E, azaz y=m—ﬂx=ﬂ(a—x). —\

x a a a
A téglalap teriilete: Wi

m Px

xy=—ux-(a—x), ahol O0<x<a. B a C
a

A szamtani és mértani koz€p kozti egyenlGtlenség szerint:

2
m m(x+a-x\ ma
—x-(a—x)S—(—): ,
a a 2

és itt az egyenlGség csak akkor igaz, ha x =a —x, azaz x =

EXD Legyen a beirt henger alapkorének sugara x, magassaga y.

A megfelel§ haromszdgek hasonldsdga miatt:
u=m, amibdl y:m—mx:m(r—x).
X r r r
A henger térfogata: -
xz-n-y=ﬂ7t-x2-(r—x), ahol O<x<r. n
’ e

A térfogatot kissé mds alakban irva alkalmazhatjuk a harom szamra @
vonatkozd szamtani é€s mértani kozép kozti egyenlStlenséget:

o) 42
m—ﬂ-x2~(2r—2x)sm—ﬂ-(x+x+2r 2x)=m7r 4r ’
2r 3 27
o . . 2r m
és itt az egyenldség csak akkor igaz, ha x = 2r — 2x, azaz x = 3 y= 3

A maximadlis térfogatd hengert tehat akkor kapjuk, ha a magassagat a kiip magassdga egyharma-
danak, az alapkor sugardt a kup alapkore sugara kétharmadéanak vélasztjuk. Ekkor a henger tér-
fogata a kup térfogatanak négykilenced része.



Mivel 0 < sin?x < 1, sin*x < sin%x, hasonléan kapjuk, hogy cos®x < cos2x, tehat

6 2

f(x) = sin*x + cosOx < sin%x + cos?x = 1.

Az 1 értéket az f fliggvény akkor veheti fel, ha

. . ol o T 3
L. eset: sin*x = 1, azaz sin’x = 1, tehat|sinx| = 1, amib6l X1 = 5, Xy = ?, ekkor cosx =0;

II. eset: cos®x = 1, ekkor |cosx| = 1, amibdl x3=0, x4 =7, x5=2m.
Trjuk 4t f(x)-et a kovetkezd alakba:

+2.

1
X)=x—-1+——=x-3+
fex) x-3 x=-3

Mivel x >3, x -3 >0, és ismert egyenlGtlenség, hogy egy pozitiv szdm és reciprokdnak dsszege
legaldbb 2, csak akkor 2, ha a szdm 1. Ezért f(x) =24, és x—3 =1, x =4 esetén lesz az értéke 4.

Az f(x; y) definicidjat irjuk at igy:

2 2 2 : !
fay=xteyte == (02 -y 22 )+ = (2 - y) +2(x2'y2+ 2 2).
x%-y Xy Y

Az bsszeg elsd tagja nemnegativ, igy értéke akkor a legkisebb, ha 0, azaz x% = y2.

A misodik tag a kétszerese (xz v+ ! 2j—nek, ahol x2-y2 >0, ez legalabb 2, és csak akkor 2,

xZ.y
ha x2-y2 = 1. Igy azt kaptuk, hogy f(x; y) >4, és itt az egyenlség csak akkor igaz, ha x2 = y?
és x2-y? = 1. Ebbdl az egyenletrendszerbl kovetkezik, hogy x =y =1, mivel x, y > 0.

[rjuk f definiciGjat a kovetkezd alakba:

4
f(x)=M=x3+i= 3 L 1 1

—+—
16x 16x 16x 16x 16x
A szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenséget most négy szamra alkalmazzuk (x > 0), ezért:

/ 1 1

xX)=4-4/x3- =—,

Jex) 163-x3 2

o 2z . 31 1 (1

és itt az egyenldség csak akkor igaz, ha x° = Tox’ azaz x = 53 < f)l
X

Az f legkisebb értéke tehat %, és ezt az 5 helyen veszi fel.

Az f-et definidl6 kifejezést most igy célszerd atirni:
6 6 6
f(x)=71—269-x4~(1—x)2=@) ~x4-(2—2x)-(2—2x)s(%) _(x+x+x+x+62—2x+2—2x) .

Mivel 0 <x <1, 2-2x2>0, most hat nemnegativ szdmra alkalmazzuk a szdmtani és mértani kozép
kozti egyenlStlenséget. Ennek alapjan:

6 /N6
s3] )=

. 2
Az egyenlGség csak akkor igaz, ha x=2 —2x, azaz x = 3 Az f legnagyobb értéke tehat 1, és ezt

az x = % helyen veszi fel.



@IN) Mivel cosx, sinx >0, ha 0 <x < %, hasznéljuk fel, hogy két pozitiv szim harmonikus kézepe nem

nagyobb, mint a négyzetes kdzepiik:

2 < /sin2x+coszx_L
1 N 1 - 2 J2

cosx sinx

Ebbdl kovetkezik, hogy:

22 < 1 + .1 ,
cosx sinx

2
SS( ! + ,1 )
COsSx Smnx

2 4 . . . T £ T C
Itt az egyenlGség akkor igaz, ha cosx = sinx, ami 0 <x < ) esetén x = 1 -re teljesiil.

A fliggvény tehdt csak 8-ndl nagyobb egyenld értéket vehet fel. Ugyanakkor tetszélegesen nagy érté-
ket is felvehet, mert ha 0 < x, de kozel van 0-hoz, akkor sinx > 0, de kicsi, igy a reciproka nagy lesz.

A fiiggvény értékkészlete a [8; +oo[ intervallum.
ElGszor irjuk fel az f definicidjat igy:
fo)=V=x2+dx+ 12 - 22+ 2x+3 =
= J(x+2)(6 — x) — J(x+ D3 - x).

Ebbdl lathatd, hogy az f fiiggvény —1 < x < 3 esetén értelmezve van, €s itt pozitiv, mert

V-x2+4x+12 >-x2+2x+3 20,
—x2+4x+12>-x2+2x+320,
x=>-4,5.

A 1épések megfordithatok. Az f2 értéke igy is elallithato:
2
20 =ax+2)6-x) - Jax+DHB-x) =
=+ D6 - %) - Jx+2)3 - )2+ 3.

Ebbél lithatd, hogy f2(x) > 3. Egyenldség csak x = 0 esetén igaz. Tehdt f(x)>+/3, azaz f leg-
kisebb értéke /3, és ezt x = 0-ndl veszi fel.

@B a) Az f fiiggvény definicibja igy is frhato: ,
ha -3<x<-1,0<x<3
— 2+ _ 2= x9 ) ) _
foo=la?+ x| - x {—sz—x, ha —1<x<0. P i Gl
3 B 1 3 X




b) A fiiggvény paros, dbrdja szimmetrikus az y tengelyre.

¢) Ez is paros fliggvény, grafikonja szimmetrikus az y tengelyre.




GEOMETRIA — 0SSZEFOGLALAS

Alapvet6 fogalmak — megoldasok

Legyen akétut az e és az f egyenes. Azon pontok, amelyek e-t6] kétszer akkora tdvolsdgra vannak,
mint f~tdl, lehetnek a két egyenes kozott, és lehetnek f dltal meghatdrozott azon félsikban,
amelyik nem tartalmazza e-t.

Ezek a pontok az dbran 14that6 e-vel és f-fel parhuzamos g, és g, egyenesek pontjai.

Hasonldéan azon pontok, amelyek f-t6l kétszer akkora tdvolsdgra vannak, mint e-t6l, az e-vel
és f-fel parhuzamos g5 és g, egyenesek pontjai.

Az adott tulajdonsdgu pontok az dbrdn pirossal jelolt pontok. u
2¢cm
6cm
6cm 2¢cm

Az adott tulajdonsagud pontok az dbran pirossal jelolt pontok.

A 2010 pontot ugy kell megadni, hogy egy gomb feliiletén helyezkedjenek el.

A térben ezek a pontok egy hengerpaldston, vagy az azt lezard két félgombon helyezkedhetnek el.



a) A 10 pont a térben (10

2) egyenest hatdroz meg.

b) A 10 pont a térben (130 ) haromszoget hatdroz meg.

Egy tetraéder lapjainak sikjai 15 részre osztjdk a teret.

a) A szdg nagysdga: 100°
b) A szdg nagysdga: 130°.

a) Akeresett szogek: 36° és 54°.
b) A keresett szogek: 60° és 30°.

A 48°-0s szognek a szogfelezdje a masik parhuzamos egyenest 24°-0s szogben metszi.

A szogek nagysaga: 75° és 105°.

A négy szogfelezd egyenes téglalapot hatdroz meg.

A visszavert fénysugdr 40°-o0s szogben fordul el.

Az oldalfelez6 merdlegesek metszéspontja éppen a 10 cm-es oldal felez&pontja, tehat a tavolsag 0.
A BC oldal a metszéspontbdl 125°-0s szogben latszik.

A haromszog oldalainak hossza:
6 6

a= +——=15,72 cm,
tg35° tg40°

b=L+Lz29,54cm,
tgl5®  tg40°

6 6 =~ 30,96 cm.

c= +
tg15°  tg35°
A telek negyedik oldala 30 m.
A négyzetes oszlop alaplapja a testatldjaval 54,74°-0s szdget zar be.

A szabalyos négyoldald gula
a) alaplapja az oldaléllel 79,98°; b) alaplapja az oldallappal 82,87°;
c) két szemben lev§ oldallapja 14,26° szbget zar be.

A szabalyos oktaéder cstcsainak szdma hat, ezért a csicsokon dthalad6 egyenesek szama: (g)

@ - (125) =105.

Az A csticson dthaladd 5 egyenes koziil kettSt G) =10-féleképpen valaszthatunk. A kedvezd esetek
szdma 10.

Az Osszes eset szama:

Igy annak a val6szintisége, hogy mind a két kivélasztott egyenes dthalad az oktaéder A csdcsan:
10 2

— ==20,096.
105 21



Egy kocka cstcsai 56 haromszoget hataroznak meg.

Ezek kozott a hdromszogek kozott azok szdma, amelyeknek
minden oldala a2 hosszisdgu, a kocka csticsainak szdmdval

2
8.w=4a2.\/§_

EFE) Egy a éld kocka nyolc csdcsa koziil harmat @) = 56-féleképpen vdlaszthatunk ki.

egyezik meg, azaz 8 darab ilyen hdromszog van. Teriiletiik ‘v»
Osszege:
a

Azon hdromszogek szdma, amelyeknek két oldala a, egy pedig
a2 hossziisagi, a lapok szdmanak a négyszeresese, azaz 24.

Teriiletiik Osszege: )

24— 1242
2

Azon haromszogek szdma, amelyeknek oldalai a, a2 és av/3

Osszege:

24-“';*/5:12612-\/5.

A haromszogek teriileteinek az dsszege:

a
a
hosszisdgiak, az élek szdmanak a kétszerese, azaz 24. Tertiletiik "
a
a

402 -3 +12a2+12a% 2 =4a® - (V3 +3+342) =

=400 (/3 +3+32) = 3589,88 cm?

EFD Jelslje a mellékelt dbréan a kit helyét K, a fa helyét F.

A virdgdgyas pontjai az F kozéppontd 3 méter sugard koron
beliil azok a pontok, amelyek a KF' szakasz felez6merdlegesének
K pontot tartalmazé félsikjdban vannak.

A virdgédgyés egy r =3 m sugaru korszelet teriilete. A korszelet

a kozépponti szogét a TFA derékszogl haromszdgbdl szamit-

hatjuk: a 2

cos—=— = «a=96,38°
2 3

A virdgéagyas teriilete igy szamolhato, hogy az o kdzépponti szogl
korcikk teriiletébdl kivonjuk az ABF haromszog teriiletét:

P2 . O rlsing 9638 32-s5in6,38°

T
360° 2 360° 2

Ia . ;
o

~3,10 m2



@F3 A park kozéppontja legyen O, egy oldala AB.
Az ABO derékszogli haromszog befogdinak B
hossza 30 m, illetve 50 m. - : )
Mivel O ponttdl a sétany 40 méterre halad, az O
kozéppontd, 40 m sugari kor az AB oldalt egy
belsé D pontban metszi, igy a sétany két koriv.

A koriv hosszanak kiszdmitdsahoz sziikség van
az v 0 kozépponti szogére.

Az dbra jelolései alapjan az o szoget az AOB
derékszogil haromszdgbdl szdmolhatjuk:

wa=2 =  a~59,04°
30 “aeenees

A BOD hiromszogben ismert két oldal és a hosszabbikkal szemben lev§ szog. A szinusztétel alap-
jan a B szog szamolhato:

sinf 30

§in59,04° 40

(A B tompaszog nem lehet, mert nem a leghosszabb oldallal szemkozti sz6g.)

= sinﬁ=%-sin59,04" = [=40,03°

A BOD hiéromszdg y szoge:
180° — 59,04° — 40,03° = 80,93°.

Mivel a rombusz 4tl6i merdlegesen metszik egymast:
g =90°-80,93°=9,07° = §=18,14°

Az egyik sétdny hossza:

18,14°

(o]

l=2-r-n’-i:2-40-7r =~12,66 m.
360°

A tengelyes szimmetria miatt a masik sétdny hossza is 12,66 m.

@¥) Az AC és BC oldalegyenesektdl egyenld tavol

1évS pontok halmaza a haromszog C csticsdnal » ThmeE

1év6 kiilsS és belsd szogfelezdk. A kiilsG szog-
felezS egyenese legyen e, a bels6 szogfelezs ’ :
egyenese f. K

Az A és B csicsoktdl egyenld tavol 1évS pontok
halmaza az AB oldal m oldalfelez6 merdlegese. g

a) Mivel AC # BC, a belsd szogfelez6 nem eshet \
egybe az oldalfelez6 merdlegessel. Ez azt \
jelenti, hogy a két szogfelezének az oldal-
felez6 merdGlegessel egy-egy metszéspontja
van, tehat két olyan pont van, amely a hdrom-
szbg AC és BC oldalegyeneseitdl, valamint
az A és a B csucstdl is egyenld tavol van.

Az m-nek f-fel vett metszéspontja legyen F, e-vel vett metszéspontja E.

sz oz

b) Ismert, hogy egy haromszog belsé szogfelezje és a szemben 1€v§ oldal felezGmerdlegese
a hdromszog koré irhatd koron metszik egymadst, vagyis az F' pont rajta van a haromszog koré
irhat6 koron.



A kor AB hurjanak m felezémerdlegesére illeszkedik a kor egyik atmérdje.

Egy szognek és mellékszogének felezGje merdleges egymasra, tehat e merdleges f-re.

Ezek alapjdn az m, f és e egyenesek derékszogl haromszoget hatdroznak meg. Ennek a derék-
sz0gl haromszognek a C-nél van derékszoge, amely az atfogd F csucsdval egyiitt rajta van
az ABC héromszog koré frhaté korén.

A Thalész-tétel megforditdsa értelmében a haromszog E csucsa is pontja ennek a kornek, és
az FE tdvolsdg az ABC hdaromszog koré irhat6 korének dtmérdje.

A két metszéspont tdvolsdga 20 cm.

Az ABCD téglalap oldalainak hossza AB=18 m és BC =12 m,

@) a) Ahdromszdg AB oldala, a haromszog A csticsdbol kiinduld

és az atlok metszéspontja O. DR L ¢
A téglalap sikjdban a szemben levé A és C csucsoktol egyenld ; i
tdvol 1év6 pontok halmaza az AC 4tl6 felez&merdlegese. Ez az

egyenes az AB oldalt egy P pontban metszi. Legyen AP = PC =x. 0) X 12

A PBC deréksz6gi haromszog dtfogdja x, egyik befogdja 18 —x,

masik befogéja 12. A haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt: y 5 X F;{ 5
18-x

x>=(18-x2+122 = x=13.
Az AB oldalon a B cstcstdl 18 — 13 =5 méter tavolsagra taldlhaté egy, a feladat feltételeit kielé-
gité pont.
A tengelyes és kozéppontos szimmetria miatt a telek hatdrdn négy pont van (P, Q, R és §), ame-
lyek a telek valamely két szemkozti sarkatol egyenld tavol vannak.
A négy pont koziil kett-kett a telek hosszabbik oldaldn helyezkedik el, a sarkoktdl 5 m tdvolsdgra.

A P pontnak a téglalap AB, BC, CD és AD oldaltdl vett tdvol-

sdga rendre legyen a, b, ¢ és d. : 7 ¢
A téglalap csucsainak P ponttdl vett tdvolsagai a Pitagorasz- ' \
tétellel a, b, c és d segitségével megadhatdk: 10 ic
102=c2 4 d2, 5
52=a+d? D GP b A
’ Il T
112=4a% + b2 A B

A PC =+/b? + 2 tdvolsagot kell meghatdroznunk.

Az el6bbi egyenletek koziil az elsét és harmadikat adjuk 6ssze, majd az dsszegbdl vonjuk ki
a masodikat.

A 196 = b? + ¢? bsszefiiggéshez jutunk, ahonnan PC = 14 adédik.
Atéglalap C csticsaa P ponttdl 14 cm tdvolsdgra van.

belsd szogfelezGje és a B csicsbdl a belsd szogfelezdre bocsa-
tott merdleges egy fél szabédlyos haromszoget hataroz meg.
A fél szabalyos haromszog rovidebbik befogdja az AB étfogd
fele, ami a B csicsnak a szogfelez6tl vett tavolsaga, vagyis
5cm.

Hasonléan adédik, hogy C csdcsnak a szogfelez6tdl vett ta-
volsdga 4 cm.




b) Az ABC hiaromszog harmadik oldala koszinusztétellel szdmolhaté:
BC?=102+82-2-10-8-cos60° = BC=2V21 (=9,17).

Egy hdromszog belsé szogfelezdje a szemben levd oldalt a szomszédos oldalak ardnydban
osztja. Tehdt az A cstcsbdl kiindul6 belsd szogfelez a BC oldalt

2m-l=@z5,09 cm-es  €s 2\/ﬁ-i=iz4,o7 cm-es
10 +8 9 10+38 9

részekre osztja.

@ED) Az ABC hédromszog belss szogfelezdinek met-
széspontja a hdromszog beirt korének O kozép-
pontja. A hdaromszog szogei «, B és v, tovabba
legyen oo > 3> y.

Egy haromszogben nagyobb szdggel szemben
nagyobb oldal van.

A BOC hiaromszogben:

Bsv o oc=os
2 2
Az AOB hiaromszogben:

“sB  _ oBsoa
252

Tehét az O kozépponttdl mért tdvolsdgokra fennall:
OC = OB = OA.

Egy haromszog beirt korének kozéppontja attdl a csicstdl van a legtavolabb, amelyik csicsndl
a legkisebb szog van.

@ED A hdromszog A, B és C cstcsainak a sikra esé merGleges vetiilete legyen rendre A, B’ és C’.
A hdromszog BC oldaldnak felezGpontja F, a hdromszog sdlypontja S, és ezek merdleges
vetiiletei F” és S’

A BB’C’C négyszog trapéz, amelynek kozépvonala FF’, igy hossza az alapok szdmtani kozepe:
6+9 15

FF’ .
2 2

Az AAF’F négyszog szintén egy trapéz, az alapjainak hossza 3 cm és % cm.

Egy hiaromszog sulypontja a silyvonalnak a cstcstdl tdvolabbi harmadolépontja. Tehat az AAF’F
trapéz szdrainak a hosszabbik alaphoz kozelebbi harmadolépontjait 6sszekots szakasz hosszét



keressiik. A trapézban hizzunk parhuzamost az A csticson keresztiil az AF’ szarral. Ez a parhu-
zamos az SS’ szakaszt S”, az FF’ szakaszt F” pontokban metszi. Az AS”S és AF”F hirom-
szogek hasonléak, mivel szogeik paronként egyenlék. A megfelel§ oldalak hosszdnak ardnyat

felirva:
S8T_AS 55”:£.FF”:3.(§_3J=3 = S5 =S5"+57S'=3+3=6.
FF" AF AF 3 (2

A haromszog sulypontjanak a siktdl vett tdvolsdga 6 cm.

E@EBD Az A, illetve B pontoknak a két sik metszésvonaléra es6 merd-
leges vetiilete legyen A, illetve B’.

Mivel az AA’* egyenes merdleges a B-t tartalmazd sikra, tehat
merdleges a sik Osszes egyenesére, igy A'B-re is. Ez alapjan
az AAB haromszognek az A’-nél 1év§ szoge derékszog. Thalész
tételének megforditdsa alapjan a derékszogl csucs rajta van
AB Thalész-korén. Tehat az A pontnak az AB szakasz F felez6-
pontjatdl vett tdvolsdga:

ﬁ=10cm.
2

Hasonléan a BB’ merGleges az A-t tartalmazd sikra, tehat merdleges a sik 0sszes egyenesére, igy
AB’-re is. Tehat a BB’A derékszogl haromszogben a B’ csucsnak az AB szakasz F' felezGpontjatol
vett tdvolsdga szintén
& AB
—=10cm.
2

@EB) Egy szabdlyos tszog oldalegyenesei a sikot 1 +3-5 = 16 részre
osztjak.
Az 6tsz0g alapu egyenes hasdb alap- és fedSlapjanak sikjai pér-
huzamosak egymadssal, igy a térben ez a két sik az oldallapok
sikjaival 3-16 =48 térrészt hoz létre.

E@ED Az a oldalu szabdlyos tetraéder magassaganak hossza m = a\/g.

A szabdlyos tetraéder magassagai egyben a stlyvonalai is, amelyek negyedelve, a silypontban
metszik egymadst. A szabdlyos tetraéder sulypontja a tetraéder minden csicsatol

3 3 /2 N6

—m=—-a.|l—=a -—

4 4 3 4
tdvolsagra van.

Mivel a = 12, ez a tivolsag: 36 (cm).
Egy 12 cm éld szabdlyos tetraéder stlypontja a tetraéder minden csticsatdl 36 cm tavolsagra van.

2o 2

@ED Egy iddpillanatban a labda kdzéppontjdnak a tdvolsdga a pad élétSl a labda aktudlis sugaranak
hossza. A kdozéppontnak a faltdl vett tdvolsdga ekkor szintén sugarnyi. Ezért a kozéppont egy olyan
parabolaiven mozgott, amelynek vezéregyenese a fal egyenese, fokuszpontja a pad élének pontja.



E@ED Az x oldali ABC szabalyos hdromszog A, B
és C csucsan dthaladé egyenesek legyenek
rendre a, b és ¢ ugy, hogy az a egyenes b és ¢
kozott halad. Az A csticsnak b és ¢ egyenesre
vonatkoz6 merdleges vetiiletei legyenek E €s F,
a B cstcsnak ¢ egyenesre vonatkozd merdleges
vetiilete G.

Az AFC derékszogli haromszogbdl Pitagorasz
tétele alapjan:

FC=x?-32

Ugyanigy az AEB, illetve a BGC hiromszdgbdl:

EB=\x>-12 & CG=+x*>-42
Mivel EB = FC + CG, x-re a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

Jx2-1=x2-9+x2-16.
Négyzetre emelések és rendezések utdn:
0=x?-(3x>-52).

Mivel x haromszog oldala, igy csak pozitiv érték lehet:

e /2 _ 156
3 3

= 4,16 cm.

A haromszog oldala

\156
3

ey Egy a oldald szabdlyos ABC hidromszdg P belsd pontjanak
az oldalaktdl vett tdvolsdga legyen x, y és z.

A haromszog teriilete felirhaté az ABP, BCP, illetve ACP hirom-

szogek teriiletének Osszegeként és az a-a-sin60® Osszefiig-
2 1' 2
géssel:
a-x a-y a-z ada*-\3
—t—+—= ,
2 2 2 4

x+y+z:§:9\/§(cm).

Az ABCD szabalyos haromoldald gila ABC alaplapjdnak egy
belsé P pontjaban az alaplapra éllitott merdlegesnek az ABD
sikkal vett P; metszéspontjdbdl allitsunk merdlegest az AB alap-
élre. A merGleges talppontja legyen C’. A hirom merdleges egye-
nes tétele alapjdn C°P egyenes is merSleges AB-re, tehdta PC’P
szOg a gula alaplapjdnak és oldallapjanak bezdrt szoge, vagyis 45°.
A P,C’P derékszogl hdromszogben:

% =1g45° = PP =PC’-tg45°=PC’ =x.

Hasonléan: PP, =y és PPy =z. A PP;, PP, és PP; szakaszok hosszdnak Osszege:
PP+ PP, + PPy=x+y+2z=9%3.
A PP,, PP, és PPy szakaszok hosszdnak osszege 93 cm.



Geometriai transzformaciok — megoldasok

A kitoltott tablazat:
Identikus Tengelyes Forgatas Eltolas
transzformacio tiikrozés (mely nem identitas) (mely nem identitas)
Fixpontok minden pont a tengely pontjai a forgatas kozéppontja nincsen
Fixegyenesek minden egyenes a tengely nincsen nincsen
o = k-180°
atengely (k egész szam) esetén az eltolas
Invarians egyenesek minden egyenes és a ra meréleges a centrumot tartalmazé  vektoraval parhuzamos
egyenesek egyenesek, kiilonben egyenesek
nincsen
kor, melynek . .
Példa invarians korre minden kor k6zéppontja a tengelyre a centrurpﬁ!;g;eppontu nincsen
illeszkedik
Szogtarto igen igen igen igen
Tavolsagtarto igen igen igen igen
Egyenes és képe . PT— o .
parhuzamos? igen nem feltétlendl nem feltétlendl igen
Koriiljarasi iranyt igen o igen igen

megtartja?

MegfelelS egybevagdsagi transzforméaciok példaul:

1. A két kor kozéppontjat 6sszekots szakasz felezGmerdSlegesére vonatkozé tengelyes tiikrozés.

2. A két kor kozéppontjat 0sszekotd szakasz F felezGpontjara vonatkoz6 kdzéppontos tiikrozés.

sz

3. Az egyik kor kdzéppontjabol a masik kor kozéppontjdba mutatd vektorral torténd eltolds.

a) Hamis.
e) lgaz.

b) Igaz.

f) Hamis.

c¢) Hamis.
g) Igaz.

d) Hamis.

h) lgaz.

a) A szabdlyos 13 oldald sokszognek 13 szimmetriatengelye van. Ezek kozott egyetlen olyan
sincsen, amely tartalmazza a sokszog valamelyik atléjat.

b) A szabdlyos 14 oldald sokszognek 14 szimmetriatengelye van. Ezek kozott 7 olyan van,
amelyik a sokszog valamelyik atl6jat tartalmazza.

A paralelogrammak koziil a téglalapok €s a rombuszok tengelyesen szimmetrikusak.

A deltoidok koziil a rombuszok kdzéppontosan szimmetrikusak.

a) Igen. Ha a trapéz téglalap, akkor barmelyik oldalegyenesére is tiikrozziik, szintén téglalapot,

igy persze paralelogrammat kapunk.

b) Igen. A trapézt a rovidebb alap egyenesére tikkrozve konkdv hatszoget kapunk.

c) Igen.
d) Igen.

e) Nem. Egy ilyen rombusznak csak két szimmetriatengelye van, a két atl6t tartalmazé egyenes.
Ezek viszont a rombuszt nem trapézokra, hanem hiaromszogekre bontjdk.



a) Igen. Ha az egyik szar felezGpontjara tiikroziink, akkor paralelogrammat kapunk.

b) Igen. Konkdv hatszoget kapunk, ha a rovidebb alap felezGpontjara tiikroziink.

c) Igen. d) Igen. e) Igen.

A kialakul6 nyolcszdgnek két, egymdsra merdleges szimmetriatengelye van, ezek a téglalapnak is
szimmetriatengelyei.

A nyolcszog kdzéppontosan is szimmetrikus (ezért persze forgasszimmetridt is mutat), kozéppontja
a téglalap kozéppontjaval egybeesik.

a) Az egyes forgatasok a kiinduldsi alakzatot a kovetkez§ helyzetbe viszik.

b) Az ébrakrol leolvashatd, hogy a lila sikidom a négyzet teriiletének 25%-a.

a) Az x tengely mentén 2 egységgel torténd eltolds, majd az x tengelyre vonatkozd tengelyes
tiikrozés, végiil az y tengely mentén 1 egységgel torténd eltolds.

b) A hozzarendelési szabaly: x> |x +2| - 1.

c¢) Ahozzirendelési szabdly: x> —|x+ 1] - 1.

a) lgaz. b) Hamis. c¢) Hamis. d) Hamis.
e) lgaz. f) lgaz. g) Hamis.
Az atfogo hossza 17 cm, a befogdk hossza 2,6 cm és 16,8 cm (A =0,2).

a) Bels6 hasonldsagi kozéppontu kicsinyités. (A pontot és a képét a hasonldsdgi kozéppont elva-
lasztja, | Al < 1.)

b) Kiils6 hasonldsagi kozéppontd nagyitds. (A pontot és a képét a hasonldsdgi kbzéppont nem va-
lasztjael, A > 1.)

¢) Belsd hasonldsagi kozéppontd nagyitas.
. . 1
Az eredeti 0tszog legkisebb oldala 14 cm, ezért A = 5

A kérdezett 6tszog tobbi oldala: 15 cm, 14 cm, 10 cm, 21 cm.
a) Igen, 1 :%. b) Nem.

K, =12 cm, ezért A =2. Akeresett haromszog oldalai: @’ =8 cm, b’ =10 cm, ¢’ =6 cm.

A négyzetek oldalait jelolje a és a’.
a)a=9cm, a’ =18 cm; b)a=12cm, a’ =15cm.

A hasonlésdgi ardny és a felszinek ardnya:
VT L g gy A
vV 8 2 A

NN



A kitoltott tablazat:

a b G
3cm 5cm 4cm
D-222om  4om  3sem
2cm 4 cm 2,15cm
3,2cm 5,6 cm 4 cm

Alkalmazzuk a pdrhuzamos szelSk tételét:
BP_AD 3

%:6,67 cm %=5,625 cm  15¢m

6,3cm 2,5¢m 7 cm
4,3 cm 3cm 9cm
7cm 4 cm 11 cm

BE AE BE 12+BE’

A keresett szakasz hossza: BE=0,9 dm =9 cm.

Alkalmazzuk a szogfelezGtételt:

a;=333cm, a,=2,67cm; by=3cm, by=5cm; c¢;=429cm, c,=5,71 cm.

Az AB szakaszt 6t egyenls részre kell osztani. A szerkesztés
menete az dbrdn nyomon kovethets. A szabdlyos 0tszog oldala
az AP, szakasz hosszdval egyezik meg.

a) A feladathoz készitett abra:

P

b) A 13-as tuton az elsd ttkeresztezddés tavolsaga a telepiilés koz-
pontjatdl: 5 s
222 bbsl  a=4,17km.
5 3

c) A feltételek szerint x = 7 km. Ebbdl kovetkezik, hogy % = %,

amibdl y = 11,2 km. A két ut kozott tehat 11,2 km a tdvolsdg
a hosszabb 6sszekot§ uton.

a) A kiegészit6 hairomszog egyenld szaru, alapja 6 cm, szarainak hossza % = 4,67 cm.

b) Atrapéz 4tli 2:5 ardnyban osztjak egymast.

a) A t6 teriilete a valésdgban 0,14 km?2.
b) A6 teriilete a térképen 0,875 cm?.

A tejfol ara koriilbeliil 0,69 €.

a) Anégyzetek oldala 6 m, 10 m, illetve 14 m.
b) A kockédk élének hossza 3 m, 9 m és 24 m.



@M a) Az EGHJKM hatszog tengelyesen szimmetrikus, tengelye
az ABC haromszog ¢ tengelyével esik egybe.

b) A CKJ hiromszog hasonlé a CAB hiromszoghoz (szogeik

fi s 1 c
megegyeznek), a hasonldsag ardanya rE ezért:

KJ:l-AB.
4

A szogek egyenldsége okdn az MAE és HGB haromszo-
gek is hasonlok a CAB haromszoghoz, amibdl:

ME=L1.BC & HG=1.aC.
4 4

Az EGHJKM hatszog keriilete:
Kecrnixkmy =MK + KJ +JH + HG + GE + EM =

=§-AB+§-AC+§-BC=§-(AB+AC+BC).
4 4 4 4

Ez utébbi mutatja, hogy a hatszog keriilete az ABC hdromszog keriiletének %—szerese.

¢) Mivel a hasonl6 sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsdg ardnydnak négyzete, ezért:

1 1 1
Tex;=— Tiges, Tyap=—"T és  Tycp=— Tigc-
CKI = g 1ABC MAE = ¢ " tABC HGB = ¢" 'ABC
A kiszamolt teriiletek 6sszegét az ABC hdromszog teriiletébdl kivonva azt kapjuk, hogy:
13

TeGrikm = E “Thpe-

1
A hatszog teriilete az ABC hdromszog teriiletének %—szorosa.

a) Ha a két vdgas merGleges egymdsra és mindkett dtmegy
anégyzet O kozéppontjan, akkor az dbra az O kozépponti o
k-90%o0s (k egész szdm) forgatdsokra nézve invaridns, igy
példdul a DFOE négyszoget az O pont koriili 90°-os for-

gatds az AGOF négyszogbe viszi at, ezért a két négyszog ('0
teriilete megegyezik. Nyilvanvaldan a tobbi keletkezd négy- £

szog teriilete is ugyanakkora, mint a DFOE négyszdgé.

b) Tegyiik fel, hogy az EG és FH egyenesek (melyeket az dbran .
szaggatott vonalak jelolnek) egyenld teriiletd részekre bontjak b “;‘E /(-:/ 5
az ABCD négyzetet. Ebbdl kovetkezik, hogy az EDAG és 4
GBCE trapézok teriilete megegyezik (épp az ABCD négyzet o
teriiletének fele). Ha a négyzet oldala a, akkor a teriiletek (10
egyenlGségébdl: fl )
ED+AG _GB+CE ~;;, .
2 2 ’ g L
ED + AG =GB +CE. A LA



a) Atiikorképek az dbra jeloléseinek megfelelGen

b) Az a) feladat eredményei alapjdn a BO,CO,

Mivel az utolsé egyenlGségben szereplS négy szakasz hosszanak Osszege 2a, ezért:
ED+AG=GB+ CE=a.

Azonban az is teljesiil, hogy:

ED+EC=GB+AG=a,
igy:

AG=EC és ED=GB.
Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy GB az ED (tovabbd AG az EC) szakasz O pontra vonatkozd
tiikorképe, ezért EG sziikségképpen dthalad a négyzet O kozéppontjan. Hasonldan bizonyithatd
az FH egyenesre is.

Mir csak azt kell megmutatnunk, hogy az EG egyenes merdleges az FH egyenesre. Ha ez nem
teljesiilne, akkor az O pontban az EG egyenesre emelt merdleges az F-t6l kiilonbozs F”, illetve
a H-t6l kiilonb6z6 H’ pontokban metszené az ABCD négyzet oldalait. Az a) feladat ered-
ménye alapjdn az EDF’0O négyszog teriilete az ABCD négyzet teriiletének negyedrészével lenne
egyenld. Ekkor azonban az EDFO négyszog teriilete szemldtomdst nagyobb lenne (vagy ha F'
a DF’ szakasz belsd pontja, akkor kisebb), mint az EDF’O négyszog teriilete, de azzal semmi-
képpen nem lehetne egyenld, ezért az EG és FH egyenesek nem oszthatjdk egyenld teriiletd
részekre az ABCD négyzetet. Ez mutatja, hogy EG és FH valéban merSlegesek egymadsra.

0,, 0, és 05. Atiikrozés tavolsdgtarto, ezért
a BO,CO,AO; hatsz6g minden oldala a BO,
CO vagy az AO szakaszok valamelyikével
egyenld hosszisagi. Mivel a felsorolt szaka-
szok mindegyike az ABC haromszog koré
irhat6 kor egy-egy sugara, ezért a kapott hat-
sz0g minden oldala egyenld hosszu.

CO,AO és AO;BO négyszogek oldalai meg-
egyeznek, ezért mindegyik rombusz.

¢) Az AOCX az ABC héaromszog koré irhat6

korben a B-t nem tartalmazo koriven nyugvo kézépponti szog, ezért a keriileti és kozépponti
szogek tétele alapjan:

AOCX =2 = 140°
Ugyanilyen megfontoldsok alapjan:
BOC¥=20=130° és AOBx=2y=90"
A tiikrozés szogtart6 tulajdonsdga alapjan:
BOC<=BOCX=130°% AO,CX=A0C%=140° és AO;B¥=A0B%=90"
Az OBC< tiikorképe a BC egyenesre vonatkozéan az O;BC<, tovabbd az OBA< tiikorképe
az AB egyenesre vonatkozdan az O;BA<, ezért:
O3B0 ¥ = O;BAS + B+ O;BCX miatt O3BO;<=0BA¥+ 8+ OBCX=28=140°

Ugyanigy:
0,CO,¥=2y=90° és O,AO;¥ =20 =130

A kialakul6 hatszog szemkozti szogei megegyeznek, a kiilonboz§ szogek nagysaga 90°, 130°,
illetve 140°.



d) Akialakuld hatszog teriilete kétszerese az ABC haromszog teriiletének. Az ABC haromszdgben
a szinusztétel alapjan: AC = 6,22 cm.

Az ABC hdromszog teriilete:

Type =Mz 13,19 cm?2

A kialakul6 hatszog teriilete koriilbeliil 26,38 cm?.

T a) A megadott pontokat paralelogrammava kell kiegésziteni. Ezt 3 kiilonbdz6 modon tehetjiik meg

attol fiiggben, hogy az ABC haromszog melyik oldala lesz a paralelogramma atléja.

Ha a paralelogrammédnak BC az egyik 4tldja, akkor a BC szakasz H(3,5; 4) felezGpontja
a paralelogramma kozéppontja, ezért negyedik csicsa az A pont H-ra vonatkozd tiikorképe
(1. abra). Ebbdl kovetkezik, hogy a paralelogramma hidnyz6 csicsa A'(4; 10).

A 2.és a3. dbra a mésik két paralelogrammat mutatja. Ezek negyedik csticsa B’(—2; —2), illetve
C’(8;-2).

1. dbra 2. abra 3. abra

b) A megadott pontokat 6sszesen 6 kiilonb6z6 modon egészithetjiik ki tengelyesen szimmetrikus

négyszoggé.

Deltoidot haromféleképpen kaphatunk attdl fiiggden, hogy az ABC hdromszog melyik oldal-
egyenese tartalmazza a deltoid szimmetriaétljat. Ha az AC szakasz a deltoid szimmetriadtldja,
akkor a hidnyz6 cstcs éppen a B pont AC egyenesre vonatkozo tiikorképe (4. dbra). Az AC
egyenes egyenlete 3x + y =7, a B ponton dtmend, AC-re merdleges egyenes egyenlete pedig
x — 3y =-6. Akét egyenes metszéspontja K(1,5;2,5). A deltoid negyedik csticsa a B pont K-ra
vonatkoz0 tiikorképe, azaz B’(-3; 1).

A masik két deltoidot az 5. és a 6. dbrak mutatjak. A hidnyz6 csticsok koordindtdi A’(3; 10)
és C’(9; 0).

-

-5 -5

4. dbra 6. dbra



Hurtrapézokbdl szintén 3 taldlhat6 attdl fiiggden, hogy az ABC hdromszog melyik oldala
az egyik alapja. Ha az AB szakasz, akkor a trapéz szimmetriatengelye az AB szakasz felez6-
merdGlegese: x + 2y = 6,5. A mdsik alapot tartalmazo egyenes dtmegy a C ponton és parhuza-
mos az AB szakasszal, ezért egyenlete y = 2x + 2. A kapott két egyenes metszéspontja, azaz
a H(0,5; 3) pont, a révidebb alap felezGpontja (7. dbra). A hirtrapéz hidnyzo csiicsa C’(0; 2).
A tovabbi hurtrapézokat a 8. és a 9. abrak mutatjak. Ezek hidnyzo csicsa B’(7; 1) és A'(4; -2).

7. abra

8. dbra

() a) Az ABDB’ négyszog tengelyesen szimmetrikus, szimmetria-
tengelye az AD atl6t tartalmazd egyenes.

b) Mivel a szimmetriatengely tartalmazza a négyszog egyik
atlojat, ezért az ABDB’ négyszog deltoid.

c) Az els6 hajtogatds az ABC haromszog AD szogfelezGje mentén

tortént.

d) Afeladathoz tartoz6 1. dbra alapjan:

valamint

AC =182 +82=2-/97 =19,70 cm,

tg ABCS = % =2,25 = ABCY=66,04°

Az ABC hdromszogben a szogfelezStétel alapjan:

BD_ 16
DC 19,70

= BD=8,83cm.

19,70 cm

9. dbra

.\ 1970 em
%D

16 cm

Az ABDB’ deltoid teriilete kétszer akkora, mint az ABD haromszog teriilete, ezért:

Typpp =2+

AB - BD - sin ABD<.

A maddrtorzs teriilete koriilbeliil 129,11 cm?.

a) Az ABO és FGO haromszdgek hasonléak, mert mindkettd

sz

derékszogt, és az O csucsndl 1évs szogeik csicsszogek

b) Mivel az ABCD négyzet teriilete négyszer akkora, mint a BEFG
négyzet teriilete, tovdbba hasonlé sikidomok teriiletének
ardnya a hasonlésdg aranyanak négyzete, ezért az ABCD
négyzet oldala 12 cm. Ekkor az ABO és FGO haromszogek
hasonlésdganak ardnya 2:1, ezért az O pont a BG szakasz
G-hez kozelebbi harmadolépontja. Ebbdl kovetkezik, hogy
OB=4cm, OG=2cm¢és OC =8 cm.

~16-8,83-5in66,04°= 129,11 cm?

D C
G F
) :er\’ -
A 12 B 6 E



Az O pontnak a négyzetek tovabbi csicsaitél mért tdvolsagat Pitagorasz tételével szamolhatjuk:
OA=4J10 =12,65cm, OE =213 =7,21cm,
OF =2J10 =6,32cm, OD=4/13=14,42 cm.

¢) Akis négyzetet az O pontra vonatkozo A =-2 ardnyud kozéppontos hasonldsaggal lehet a nagy
négyzetbe dtvinni.

a) Mivel ismert, hogy
OF_0G _1
OA OB 4
ezért a parhuzamos szeldk tételének meg-
forditdsa alapjdn F GllAB-vel. Hasonl6an:

oC 0D 1

OH oI 2
ebbdl kovetkezik, hogy HIllCD.
Az ABCD trapézban AB||CD, ezért FG és
HI egymassal parhuzamos szakaszokkal par-
huzamos, amibdl persze azonnal kovetkezik,
hogy FGllHI, igy az FGHI négyszog valo-
ban trapéz.

’

Megjegyzés: A parhuzamos szelSk tételének megforditdsa helyett hivatkozhatunk az OFG
és OAB, illetve az OCD és OHI haromszogek hasonldsdgdra is (egy szog kozos, és a szoget
kozrefogo oldalak ardnya egyenld).

b) Az OCD és OAB hiaromszogek hasonldk egymashoz (szogeik paronként egyenldk), tovabba
AB =2-CD, ezért haaz OCD hiaromszog CD oldaldhoz tartoz6 magassadg m, akkor az OAB
haromszog AB oldaldhoz tartoz6 magassag 2m (1d. abra).

Ebbdl adéddéan az ABCD trapéz teriilete:

Tuscp :% (m +2m)=18m.

A parhuzamos szel8szakaszok tételébdl (vagy az OFG és OAB haromszogek hasonlosagabol)
adddik, hogy:

FG:%-AB:Zcm,
ezért az OFG haromszog FG oldaldhoz tartozd magassdg az OAB haromszog megfelel6 magas-
sdgdnak (azaz 2m-nek) a negyede, vagyis %

Hasonl6an igazolhatd, hogy HI =8 cm, és az OHI haromszogben a HI oldalhoz 2m hosszi
magassag tartozik.

Az FGHI trapéz magassaga:

teriilete pedig:



Ha a DP egyenes az AB egyenesta G pontban

Az FGHI és ABCD trapézok teriiletének ardnya:

5,
Teour _ 2 _25
Tascp  18m 36

¢) Haaz ABCD trapéz alapjai AB =a és CD = ¢, akkor FG =— és HI =2c. Haaz OCD héarom-

ISEESES

sz0g CD oldaldhoz tartoz6 magassdga ezdttal is m, akkor az OAB hdromszog AB oldaldhoz

2. m hosszid magassag tartozik, ezért az ABCD trapéz magassaga (1 + 2) -m. Az FGHI trapéz

c
magassaga:

C

1 (a ) 8c+a
2m+—-|—-m|= -m
4 \c 4c

A két trapéz teriiletének egyenlGségébdl:

a
a+c a Z+2c 8c+a
2 4c

C

Az egyszertsitések elvégzése, valamint mindkét oldal 4-gyel val6 szorzdsa utan:
16(a + ¢)? = (a + 8¢)>.
Az alapok pozitivak, mindkét oldalbdl gyokot vonhatunk az abszoltt érték megjelenése nélkiil,

18y 4(a+c)=a+ 8c.

A zarojel felbontdsa utdn végiil pedig 2= % adddik. Ahhoz, hogy a két trapéz teriilete meg-
c

egyezzen, sziikséges, hogy az ABCD trapéz alapjainak ardnya 4 legyen. Belathatjuk, hogy
feltételiink elegendd is egyben. 3

metszi és BE =7y, akkor a parhuzamos szeld-
szakaszok tételét alkalmazva az AGD<-re azt
kapjuk, hogy:

y_4
20 24°
y=%z3,33cm.

Ekkor:

BF:BE+EF=%+5=? (= 8,33 cm),

FC=20—BF=§ (= 11,67 cm).

Az ABF és KCF haromszogek hasonldk egymashoz (szogeik paronként megegyeznek), ezért:

AB _ KC 20 _KC
BF _ cr 25 35”
33

amibsll KC =28 cm.



GEOMETRIA - 6SSZEFOGLALAS

a) Az ADE, CEF és FBG haromszogek mindegyike derékszogi
és rendelkezik 60°-os szoggel csakigy, mint az ACD harom-
sz0g. Ebbdl kovetkezik, hogy a felsorolt hdromszdgek mind-
egyike hasonl6 a tobbihez.

b) Az ADE derékszogli haromszog atfogdja feleakkora, mint
a hozza hasonldé ACD haromszogé, ezért hasonldsdguk

1 .
ardnya 5 amibdl:
1 1
Tinr=—"Tirn=—"Tip-.
ADE = " 1AcD = g lABC

A két haromszog hasonlésdgabol az is kovetkezik, hogy:

AE:l-AD:l-AC,
2 4

tehat:

CE=3.AC.
4

Ez azt is jelenti, hogy a CEF hiromszog atfogdja %—szerese az ACD haromszog atfogdjanak.

Mivel a két haromszog hasonlé egymdshoz, ezért:

9 9
Tegr=— "Tyep==—= "Typc-
CEF = [ ' ACD = 35" fABC

A két hdromszog hasonl6sagébodl tovabba:

CF = -AD=§-CB,

AW

ezért: s s
FB==-CB==-AC.
8 8

Ekkor viszont az ACD és FBG haromszogek hasonlosdganak ardnya %, amibdl kovetkezik,

hogy:
N o= 2 Top= 21

FBG = ¢y " 1ACD = 58 " 1ABC"
Az ABC hdromszog cstcsaindl ,.kimaradd” részek teriiletosszege:

1,9, 25) 77
8 32 128

Type + Tegr + Trpe = (— + Tapc=15g° Typc-

A tervek szerint a tulipannal teletiltetett rész teriilete:

51
Tperc = 8 Typc»

azaz a teljes virdgdgyasnak koriilbeliil 39,84%-a borul tulipanba.




a) Ha az ABC hiaromszdg oldalfelezd pontjait P, Q és R jeldli,
akkor az ABS haromszog E stlypontja 2:1 ardnyban osztja
az SP szakaszt. Ugyanigy 2:1 ardnyban osztja az F' pont
az SQ, illetve a G pont az SR szakaszokat. Mivel ekkor

SE _SF 2

sP SQ 3’
igy a parhuzamos szeldk tételének megforditdsa alapjan EF és
PQ parhuzamos, és ugyanigy GF parhuzamos RQ-val, illetve
GE parhuzamos RP-vel. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy az
EFG haromszog szogei paronként megegyeznek a POR harom- /
szog szogeivel, igy a két hdromszog hasonlé egymdshoz.
Mivel a POR haromszog oldalai a CAB haromszog k6zép-
vonalai, igy e két hdromszog megfelels oldalai paronként parhuzamosak, ezért hasonldk egy-
mashoz. Ebbdl adéddéan az EFG haromszog is hasonlé a CAB haromszoghoz.

b) Az EFG haromszog oldalai: GF =2 cm, GE=3 cm és EF =4 cm.

¢) Az EFG haromszoget az S kozépponti A, =% aranyu kozéppontos hasonldsaggal lehet a POR

haromszogbe atvinni. A POR haromszoget szintén S kozéppontd, A, =—2 ardnyd kozéppontos
hasonldsag viszi 4t a CAB hiromszogbe. Ebbdl adéddan az EFG haromszoget az S kozéppontd,
A =-3 ardnyud kozéppontos hasonldsaggal lehet a CAB haromszogbe vinni.

Y a) Mivel a DABX és a DCM< szérai paronként merGlegesek
egymadsra, ezért merdleges szard szogpart alkotnak, igy egyenld
nagysaguak (az abran o jeloli). Ebbdl kovetkezik, hogy az
ABD és a CMD haromszdgekben két-két sz6g megegyezik,
igy a két haromszog hasonlé. Mivel mindkét haromszog
atfogdja 8 cm, ezért a két haromszog egybevagd egymassal.
kezik, hogy az o szoggel szemkozti befogdik is megegyez-
nek, azaz BD = MDD = x. Ez azt is jelenti, hogy az MBD derék-
sz0gl haromszog egyenl( szard, azaz MBD< = 45°. Vegyiik
még észre, hogy az ABM haromszog AB oldalédhoz tartozé
magassagvonala megfelezi az AB oldalt, ezért az ABM
haromszog is egyenld szard, amibdl adodik, hogy ABM< = o. Az ABD derékszogi haromszog
hegyesszogeinek 0sszegére:

o+ o +45°=90°
ahonnan o =22,5°. Az ABC hiaromszog szogei ezért 67,5° 67,5° és 45°.

a) Az ABCD négyszog trapéz, melynek alapjai

AB és CD. A forgatds miatt ugyanis:
APB< = CPD¥ = 30°.

Thalész tétele alapjan az APB és CPD harom-

szogek derékszoglek, ebbdl kovetkezik, hogy
PAB< = PCDX = 60°,

amit Ggy is értelmezhetiink, hogy AB és CD

60°-0s szoget zdrnak be ugyanazzal az egye-

nessel, ezért parhuzamosak. Az ABCD négy-

sz0g tehat trapéz.




b) Az APB és CPD derékszogii hdromszogek egyik hegyesszoge 30°, ezért ,,félszabdlyos’” hdrom-
szogek. Az ilyen hdaromszogeket a hosszabb befogét tartalmazé egyenesre vonatkozo tiikro-
zéssel szabdlyos haromszoggé egészithetjiik ki. Ennek megfelelGen:

AB=R, DC=r, m=BD=-3-(R+r),

AB+DC V3
TABCD:T""=7'(R+7)2-

a) A kozéppontokat 0sszekotd OQ egyenesen
két olyan pont van, amelyekbdl kdzos érintd
hizhaté a korokhoz. Ha az dbra jeloléseit ko-
vetve a belsd érint6k metszéspontja P, akkor
az OPF hiaromszog hasonlé QPE hirom-
sz0ghoz, hiszen mindkét haromszog derék-
szogl, tovabbd a P csdcsndl cstcsszogek
alakulnak ki. A megfelel§ oldalaik ardnydra:

PO _OF PO 3

= , azaz ————=-—,

PO OQOF 16-PO 5
amibdl PO =6 cm. A belsG hasonlésagi pont a kisebb kor kozéppontjatdl 6 cm tavolsigra
talalhato.

A koz0s kiils6 érintGket az alabbi dbra mu-
tatja. Az ROT és RQU hédromszdgek hasonlo-
séga alapjén:
RO OT RO 3
—=—, azaz ——=—.
RO QU 16+RO 5

Akapott egyenletbSl RO =24 cm. A két kor
kiils6 hasonl6sdgi pontja a kisebb kor kdzép-
pontjatdl 24 cm tdvolsdgra taldlhato.

2 z

b) A koz6s belsd érintSket tartalmazé dbra EF szakaszdnak hosszdt kérdezi a feladat. Pitagorasz
tételét alkalmazva a POF és PQE hiaromszogekben kapjuk, hogy:

PF =27 =33 (= 5,20 cm),
PE =75 =5J3 (= 8,66 cm).
Az EF szakasz hossza 8/3 = 13,86 cm.

a) A derékszogi haromszog atfogéhoz tartozo B
magassaga a haromszoget két hasonl6 harom- .

szogre bontja, amelyek az eredeti harom- }5 _ D 450

sz6ghoz is hasonlok. Ha BC = a és AC = b, SN

tovabbd a BCT haromszogbe irt kor sugara r,  *°L o] ;

az ACT haromszogbe irté pedig R, akkor a| e
a részhdromszogek hasonldsdga alapjan: m ¢
r_a 3 Q.

s €)) .

A Q pont illeszkedik a derékszogli CTAX c b R 4
szogfelezdjére, ezért CTQX = 45°. Ehhez

hasonléan persze CTO< = 45° is teljesiil, ezért QTOX =45° +45°=90° igy a QOT haromszog
derékszogd.




Az OTD és QTE egyenl§ szaru derékszogli haromszogek hasonldk, ezért megfelel oldalaik

aranyadra:
r _OT

—=— (2
R or 2)
Az (1) és (2) egyenlGségek bal oldala megegyezik, ezért jobb oldalaik is egyenldk, igy:
or _a
oT b

Ez azt jelenti, hogy a QOT és ABC hdaromszogekben egy-egy szog, valamint a szoget kdzre-
fogo oldalak ardnya megegyezik, és igy a hdromszogek valéban hasonlok.

b) Forgassuk el a QOT haromszoget a T pont
koriil —45°kal. Ekkor a T pont helyben
marad, OTB< = 45° miatt pedig az O pont
képe illeszkedik a BC szakaszra.

Mivel .

TOQ¥ = ABCX = j, al”
ezért az OQ szakasz elforgatott képe parhuza-
mos a BC szakasszal. Ekkor viszont az OQ
egyenes az OQ szakasz elforgatott képével
és a BC szakasszal ugyanazt a szdget, éppen
a forgatds 45°-o0s szogét zarja be.

C A

Osszefoglalva, ha az OQ egyenes a BC szakaszt P-ben, az AC szakaszt pedig R-ben metszi,
akkor CPR¥ =45° ezért a PRC hdromszog valéban egyenld szard derékszogld haromszog.

Vizsgéljuk meg elGszor az ABEF négyszoget.

Mivel AEBX =AFBX=90° ezért az E és F
pontok illeszkednek az AB atmérGj Thalész-
korre (k;), vagyis az ABEF négyszog hirnégy-
sz0g. Mivel a hirnégyszog bels§ szoge meg-
egyezik a vele szemkozti szog kiils§ szogével,

ezért az dbra jeloléseit kovetve:
BAF<=0OEF<=0a, ABE<=OFEX=}.
Ha most megnézziik az ABO és EFO harom-
szogeket, akkor lathatjuk, hogy benniik a szogek
paronként megegyeznek, ezért a haromszogek
hasonlék egymdashoz. Pontosan ugyanigy igazol-
hat6, hogy a CDGH hurnégyszogben:
CDGX=GHO< =6, DCHX=OGH<=Y,
igy GHO\~ CDO,.
Az édbra tovabbi hirnégyszogeket rejt. Ilyen
példaul az ADHE négyszog. Az ADE és ADH derékszogli haromszogek derékszogil csicsai
illeszkednek az AD szakasz Thalész-korére (k). Ekkor a DAH¥ és a DEH< egyardnt a Thalész-
kor DH korivén nyugszanak, igy a keriileti szogek tétele alapjan DAH< = DEHX = ¢’. Pontosan
ugyanigy igazolhat6, hogy az dbran azonos médon megjelolt tovabbi szogparok is megegyeznek.
Az ABCD és EFGH négyszogeket paronként hasonl6 haromszdgekre bonthatjuk: EFO,~ABO,;
FGOA ~ BCOA, GHOA“‘ CDOA, HEOA ~ DAOA
Ezek alapjan az EFGH és ABCD négyszogek valéban hasonldk egymdshoz.




Vektorok. Szdgfiiggvények — megoldasok

a) HG:1~Z§; b)ﬁ’::i.zﬁ_l-/w;
4 4 3
- 2 . ., 1] —
c)ED=§-AD—AB; d) IF=—AB—§-AD.

a) [AC| = 1042 cm;

b) Az A csiicsbél a CD oldal felezGpontjaba mutaté vektor hossza 55 cm.

Igaz 4llitds: C, D. Hamis allitds: A és B.

Egy szabdlyos tizszog kozEéppontjabdl a csicsokba mutatd vektorok dsszege nullvektor.

— —

Py . "y . . a+c
Az E cstcsbdl a giila magassdganak talppontjdba mutat6 vektor

Az d—b ésaz d+ b vektor derékszoget zar be.

AV= % -AB + AD vektor a végpontja a paralelogramma DC oldaldnak C-hez kozelebbi harma-

doldpontja.

A csonak /241 =15,52 % sebességgel mozog.

Az erék eredGje 4/19 = 17,44 N.

A két egységvektor dltal bezart szog

a) 30°% b) 120°% c) 90°.
A kifejezések pontos értéke:
a) %; b) 0; c) %

Az o konkdv szog tobbi szogfiiggvényének értéke:
a) cosa:i?, tga:i?, ctga:i\/g;
b) sino =-0,8, tga:—%, ctga:—é;
. 5 12 12
c) sina=——, coso =——, ctgo = —;
13 13 5
1 2
d) sihna=-—, cosa=—,
) 5 G

A kifejezések novekvd sorrendje:

x/§003240°=—£<lg(cosSn)=O<tg2010°=£<sin2—”=£< ! =\/§+1.
2 3 3 2 ctg390° -1 2




5512

A kifejezések értelmezési tartomanya:

a)xe]R\{%r},keZ; b) xeR;
c)xeR\{%”},kez; d)x:§+k7r,keZ.
A kifejezések egyszeribb alakja:
a) ,1 ; b) cosx; c) 0; d) 0.
sinx
. V3
sinx=+—.
3
V3
@) Si00 =5 b) S3010=0-

A Nap sugarai a Foldre 55,56° szogben esnek.

A 828 m magas épiiletet 83,11° szogben latjuk.

a) Az emelked§ 4,37%-os. b) Ahegy 349 m magas.

A két épiilet egymdst6l 34,87 m-re van.

A létraval a maximalis szerelési magassag 3,84 m, tehat fel tudja szerelni a mester a csillart.
A hord6 1,75-szor fordul meg a tengelye kortil.

A szogek szdrai a szabalyos hdromszog szemkozti oldalat két 9v3 - tg15° = 4,18 cm, tovabba
két 9 — 9V/3 -tg15° = 4,82 cm hosszi részekre osztjak.

A rombusz

a) tompaszoge 126,87°; b) atléinak hossza 8,95 cm és 17,88 cm.
a) keriilete 79,22 cm; b) teriilete 334,42 cm?;

c¢) beirhat6 korének sugara 8,44 cm.

a) keriilete 122,46 cm:; b) teriilete 1131,38 cm?.

Ha egyenes mentén gyalogolunk, 0,66%-kal rovidebb utat tettiink volna meg.
A hdromszog 10 cm-es oldaldval szemben levd szog 14,48°.
Az asztronautdk a Foldet 2,28°-0s szogben lattak.

A hegy legaldbb 3149 m magas.

A két kor kozos
a) kiilsé érint6i 15,32°; b) belsé érintdi 83,62° szoget zarnak be.

—

: d R S . b -
Mivel az Tl vektor a vektorral megegyezd irdnyu egységvektor, és ﬂ vektor b vektorral
b

d
megegyezd irdnyu egységvektor, a két vektor rombuszt feszit ki. Mivel a rombusz 4tl6ja felezi

—

o a b ; P
a rombusz szogét, az ﬂ + H vektor 15°-0s szoget zar be d vektorral.
al 1b



EFB Az ABC héaromszdg AB oldalanak felezGpontja F, AC oldaldnak

4
C-hez kozelebbi harmadolépontja H.
Fi = A ~ AF =2 4C - 2 4B, H
Az FH vektor hossza koszinusztétellel az AFH haromszogben
szamolhato: 799
FH?=AF?+ AH?>-2-AF - AH -cos72° = FH =17,68. A F B

Az AB oldal felez6pontjdbol az AC oldal C-hez kozelebbi
harmadolépontjdba mutatd vektor hossza 7,68 cm.

@@ a) A b és ¢ vektorok dltal bezart szog 60°. Tehdt b-¢ =1-1-cos60° = %

b) Az d+ b vektor hossza kétszer akkora, mint az egységoldald
szabdlyos hdromszog magassaga,

V3 _
7—«/3.

Az abran lathaté ABCD szabalyos tetraéderben az AB él
felez6pontja F.

|Zi+5|=2-

Az @+ b vektor ¢ vektorral bezart szdge az oo = CDF<.

A CDF héromszog CD oldala egységnyi, a mésik két oldala
az egységnyi oldald szabdlyos hdromszog magassdga:

CF:DF:?.

Ennek az egyenld szard hdromszognek az alaphoz tartozé magassdgat behtizva az o szogre
felirhat6:

Igy a mivelet eredménye:

(Ei+5)-6=|Zi+5|-|€|-cosoc=ﬁ-1-%=l.

¢) Mivel egy szabdlyos tetraéder kitér6 élei merSlegesek egymasra, az d - b vektor merdleges
a ¢ vektorra, tehat (Zi - B) -¢=0.
EFB o) Alogaritmusfiiggvény értelmezési tartomdnya miatt:
sinx>0 = 2kn<x<m+2km, keZ.
A tort nevezdjében nem dllhat 0, ezért:
cosxz0 = xe]R\{§+l7r}, leZ.

A kifejezés értelmezési tartomdnya a két halmaz metszete:
T b1
X G]Zmr;5+2mr[u]z+2mr;ﬂ +2nm [, nez.

g - . 2logsiny g x
A kifejezés egyszer(ibb alakja: = =tgx.
cosx cosx




b) Anégyzetgyokjel alatt 4116 tort mindig pozitiv értéket vesz fel. A tort nevezGjében nem allhat 0,
ezért x #0, és a ctg miatt x # km, k € Z. A kifejezés értelmezési tartomdnya:

xeR\{kn}, ke Z.

A kifejezés egyszertibb alakja:

sinZx

1+

M +ctg?x cos?x _ \/coszx + sinx 1
X2 x>\ cos?x-x2  lcosx|-lxl’
EFD Mivel cosx nem 0, a kifejezés dtirhaté a kovetkezd alakba:
sinx
2sinx +3cosx " cosx _2tgx+3
Scosx—2sinx 5 _,. sinx  5_2tgx’
Cos X
Mivel tgx = b = 3+ 1, a kifejezés tovabb alakithato:
V3-1 2
TR
2tgx+3 2 _V3+4 _19+8J3
5-2tgx o, N3+l 4-43 13
A kifejezés értéke M
13
1 [ . . .
Az — 5 5—=— Osszefiiggés bal oldaldt alakitva:
sin“o +cos“a +tgcor 9
1 1 1 costa coslar
sina +cos?a +tg?o  1+tg’a 1+ sin?a sinZo + cos?a '
cos?a
Ez alapjan cos®a = é amibdl coso = il.
Ha o hegyesszog, akkor cosa = %, ez esetben:
1

a2:102+222—2-10-22-cos0¢:102+222—2-10-22-§ = a=20,91cm.

1
Ha o tompaszog, akkor cosa = Y ez esetben:

a2:102+222—2~10-22-c0s0¢:102+222—2~10~22~(—3 = a=27,03cm.

A haromszog harmadik oldala 20,91 cm vagy 27,03 cm.
EFD Alakitsuk 4t a fliggvény hozzarendelési szabalyat:

f(x) =—cos?x + 2sinx — 1 = —(1 —sin®x) + 2sinx — I =sin%x + 2sinx — 2 =(sinx + 1)? - 3.
Induljunk ki a szinuszfiiggvény értékkészletébsl: —1 <sinx < 1, vagyis 0 <sinx+ 1 <2.

A masodfoku fiiggvény a nemnegativ valds szdmok halmazan szigortian monoton novekvd,
tehat 0 < (sinx + 1)2 <4, amibsl -3 < (sinx + 1)2-3< 1.

Az f(x) = —cos?x + 2sinx — 1 fiiggvény értékkészlete a [-3; 1] intervallum.



EFD Mivel a koszinuszfiiggvény 27 szerint periodikus, igy az a, = cosn - 5 sorozat tagjai is periodiku-

san ismétlédnek:

an:cosn-%:cos(n-%+2k7r):cos(n+12k)~%:an+12k, nkeZ.

A sorozat periddusa 12:

alzcoszzﬁ; a2=0052'£—l; a3=cos3~£:0; a4:cos4~£:—l;
6 2 6 2 6 6 2
a5=0055-£=—£; a6=cos6-£=—1; a7=cos7-£=——3; a8=cos8-£=—l;
6 2 6 6 2 6 2
a9=cos9-£=0; a10=cos10'£=l; a11=cos11-£=£; a12=cos12-£=1.
6 6 2 6

Egy periéduson beliil a 12 tag koziil 4 irraciondlis.

Mivel 200 = 16- 12 + 8, az irraciondlis tagok szdmat megkapjuk ugy, hogy vessziik a 16 periddus
4-16 szamu irraciondlis tagjét, és ehhez még hozzavessziik a soron kdvetkezd a;93 = a;, ajg7 =as
és ay99 = ay irraciondlis tagokat.

A sorozat els§ 200 tagja kozott tehat 4-16 + 3 = 67 irraciondlis szdm van.

A 200 tag kozil kettdt (2(2)0) -féleképpen valaszthatunk ki. Az 6sszes eset szama (23

O). Akedvezd
esetek szama (627).

Annak a valészinlisége, hogy mind a két kivalasztott szdm irraciondlis lesz:

(67) 6766
2 s
2 _ 21 01
200\ 200-199 ~ 19900
2 2

EFD) a) Azinga két sz€IsG helyzete kozti elfordulds szoge egy 20 cm

sugard kor 8 cm hosszu hiirjahoz tartozé ¢ kézépponti szog.

Az ébra jeloléseit haszndlva az ATO derékszogl harom-

szogbdl: AT 4
in? = =

2 40 20
Az inga végpontja egy lengés alatt a kor AB ivhosszdnak
megfelel§ utat tesz meg:

S o =23,07°

20cm

iy=2-20-1-—2=40.7. 220" _g o5cm.
360° 360°
Huszonnégy 6ra alatt az inga végpontja A

§=24-60-50-i,5 =579600 cm,
azaz megkozelitSleg 5,8 km utat tesz meg.

b) Anagymutat6 2 6ra 20 perc alatt kétszer korbefordult, majd a 12 6rds helyzetéhez képest még
360°- % =120°ot fordult el.



A kismutaté 6rdnként 30°-ot fordul el, igy a kismutatd 2 6ra 20 perc alatt 60° + 30° - % =70%o0s

szoggel fordul el a 12 6ras helyzetéhez képest.

A kis- és nagymutaté 2 6ra 20 perckor 120° — 70° = 50° szdget zér be.

A két mutatd végpontjanak d tavolsagat koszinusztétellel hatarozhatjuk meg:
d*>=7*+5%-2-7-5-c0s50° = d=539cm.

A két mutat6 végpontja 2 6ra 20 perckor 5,39 cm tdvolsdgra van egymdstol.

E@FA) Az 4bran lathaté ABCD rombusz oldalainak fe-
lezGpontjai dltal meghatdrozott négyszog EFGH.

Az ABC héaromszogben EF kozépvonal, tehat

EF = A—ZC, és EF[AC. Az ABC hiromszg ha-

hasonlé az EBF hiaromszoghoz, és a hasonlosag

| P g
ardnya 5 Mivel hasonl6 sikidomok teriiletének
aranya a hasonl6sdg aranyanak a négyzete, ezért:

1 . 1
Tepr = 1 T, pc- Ugyanilyen megfontoldssal az ADC haromszogben: Typg = 1 Tipc-

Ezek alapjan: | | | |
Tegr + Thpe :Z “Thpe + 1 Typc = Z'(YZABC + Typc) = 1 Typen-

1
Hasonl6an belathatd, hogy Tpys + Treg = i Tygep -

Ezzel bebizonyitottuk, hogy egy négyszog oldalfelez&pontjai dltal meghatdrozott négyszog teriilete
fele az eredeti négyszog teriiletének.

A rombusz oldaldnak hossza legyen a. Teriilete:
a?-sin140°=2-100 = a~17,64.
A rombusz oldaldnak hossza 17,64 cm.
EFBD Az egyenlS szari haromszog alaphoz tartozé magassdga m,

széra b, az alapja pedig a hosszisdgd. Ha a szdmtani sorozat
differencidja d, akkor m=a—-d és b=a+d.

Az alaphoz tartozé magassag két egybevagd derékszogi harom-
szogre bontja az egyenld szard haromszoget.

Felirva a Pitagorasz-tételt:

2
b2=m2+(g),
2

a

2
(a+d)?=(a-d)>?+ (—j

[STESY
SIS

2

Mivel a nem lehet 0, az egyenletet rendezve az a = 16d 6sszefiiggéshez jutunk.

A hdromszog alapon fekvd o szogére felirhato:
. m a-d 16d-d 15
sing=—=——=—"—=—

b a+d 16d+d 17

A haromszog szogei 61,93°% 61,93° és 56,14°.

o =61,93°



EFB) A szabalyos sokszog beirt kirének sugara legyen r, koré irt korének sugara R.
r2.r=1087 = r=6V3,
R?.m=144r = R=12.

A szabdlyos sokszog két szomszédos A és B csucsdt a sokszog O kozéppontjdval dsszekotve olyan
egyenld szdrd haromszoget kapunk, amelynek szara R, magassdga r. A hdromszdg o szarszogére

felirhato:
o_r_6_¥3

COS—=—= = = o=60°
2 R 12 2

0

O _ 6 oldalua.

0o

a) A szabélyos sokszog

b) A szabdlyos hatszog oldala a koré frhaté korének sugara,
azaz 12 cm.

¢) Az abran lathat6 egyenes gula alaplapjanak az oldallapjdval
bezart o szoge az FOG derékszogli haromszogbdl:

tga = Go = 20 = a=62,54°
FO 63 S
A
A gila alaplapja az oldallapjdval 62,54°-0s szbget zér be. A

EFD A feltétel szerint:

CF=—, CE=
2 3
Mivel CM és CE vektorok egyirdnydak, létezik olyan o valds
szam, hogy:
C_M:a-@:a-%+a, -
3 c b B

ABF=%_ b, és mivel BM és BF vektorok egyirdnyuak, 1étezik olyan f val6s szdm, hogy:
B = BF=p-(2 -5)
Ugyanakkor igaz, hogy BM = CM - CB, tehit:

ﬁ.(ﬁ_@)=a-2b+a—l_§, amibdl dtrendezés utdn (ﬁ—g)-c_i:(ﬂ—l+2—a)~1;.
2 3 2 3 3

Mivel @ és b nem parhuzamos vektorok, ez utobbi egyenldség csak akkor all fenn, ha:

Az egyenletrendszert megoldva 3= % és o= %

Tehata CM vektoraz @ és b vektorok segitségével kifejezve:

m:a'2b+a:2b+a.
3 4




EF3 Az ABC szabdlyos hdromszdg oldaldnak hossza legyen a.

Alakitsuk 4t a kifejezést:

Az A cstcsnak a BC oldal egyenesére vonatkozo tiikorképe A’

Legyen AB=Db és AC =¢, valamint P a sik egy tetszlleges
pontja. Ekkor:

PB=b-AP, PC=¢-AP,
PA=AA-AP=Db+¢ - AP.
Azokat a P pontokat keressiik, amelyekre:
2 2 =2
PA2=PB2+PC? < (PA)=(PB) +(PC) o
- 2 s 2 2
o (b+e¢-AP) =(b-4P) +(¢-AP).
Felhaszndlva a skaldris szorzds disztributiv tulajdonsagat:

(b+c—AP)'=(5-aP) +(c - &P,

AP 22 AP =(

(5)2+ @)+ (ﬁ)2+ 2b¢—2b-AP-2¢-A
2b

B)’ — 2. AP+ (&P) + (¢'—2¢ . AP + (&P,

~
1]

(#P).

ol
1l

A 2b-¢ skaldris szorzat értéke:

1
2.b-2=2-b|-l2l-cos60°=2-a-a- E:az.

Ez utébbi eredménylink azt jelenti, hogy az adott tulajdonsdgd P pontok halmaza az A’ pont koré
irt a sugaru kor.

A BC oldal felez8pontja legyen Z, az AE oldalé
X ésaz AF oldalé Y.

Elég beldtni, hogy a ZX vektor a ZY vektor
+60°-0s forgatottja.
Legyen AB oldal felezdpontja K, AC oldal
felezGpontja L. Ekkor

ﬁ:ﬁ+ﬁ, illetve ZY =ZL + LY.

Mivel a KAX hdromszog szabalyos haromszog,
KX vektor KA vektor +60°-o0s forgatottja.

Az ABC hiromszog kozépvonala ZL, tehat
ZL = KA, amibdl addédik, hogy a KX vektor
a ZL vektor +60°-0s forgatottja

Hasonl6an belathatd, hogy ZK vektor a LY vektor +60°-0s forgatottja

Tehat a ZX vektor ZK és KX sszetevéi a ZY vektor LY és ZL dsszetevSinek +60°-0s forga-
tottjai.

Ez azt jelenti, hogy a ZX vektor a ZY vektor +60°-0s forgatottja.

sinx + 4cosx ++/cos*x + 4sin?x =

= J(1—cos?x)2 + 4costx + /(1 —sinx)2 + 4sin’x =

= J(1 + cos2x)2 + /(1 + sin?x)2 =1 + cos?x + 1 +sin?x = 3.



EH) Alkalmazzuk a megfeleld trigonometrikus dsszefiiggéseket:

SO TP IO e S |

5 =

cosz?” —Ccos2x

=4'—=2'(—l—C0s2x):—1—2-(1—2~sin2x)=4-sin2x_3;
2 2
b) tg2x + 1 _ sin2x +1 _ sinx + cos2x + 2sinx - cos x _ (sinx + cos x)? _
cos2x  cos2x cos?x — sin%x (cosx + sinx) - (cosx — sin x)
_ cosx +sinx
 cosx—sinx’

EF) Hasznéljuk fel a két tag Osszegének négyzetére és kobére vonatkozd nevezetes azonossagot,

valamint a sin®x + cos?x = 1 Osszefiiggést:
sin*x + cos*x = (sin?x + cos?x)? — 2sin%x - cos?x = 1 — 2sin’x - cos?x,
sin®x + cosx = (sin%x + cos?x)3 — 3sin*x - cos?x — 3sin?x - cos*x =
= (sin?x + cos2x)3 — 3sin%x - cos2x - (sinZx + cos?x) = 1 — 3sin?x - cosx.

Ez alapjan a kifejezés dtalakithato:
(sin®x + cos®x) - p2 + (sin*x + cos*x) - p — 4(sin*x + cos*x) =
=(1-3sin%x - cos2x) - p2 + (1 — 2sin%x - cos?x) - p — 4(1 — 2sin’x - cos?x) =
=p?+p—4—-(3p?+2p—8)-(sin®x - cos?x).
Ez a kifejezés akkor lesz x-t6l fiiggetlen, ha 3p® +2p — 8 = 0.
Az egyenlet gyokei: p, =—2 és p, = %

4 o
Ha a p paraméter értéke —2 vagy 3 akkor a kifejezés értéke x-tdl fiiggetlen dllando.

EED) Az egyenlSség igazoldsahoz elég belatni, hogy:
4-t-ctga+4-t-ctgB+4-t-ctgy=a®+b*+ 2
A kotangens szogfiiggvény definicidjat és a hdromszog teriiletére vonatkozé trigonometrikus
Osszefiiggéseket haszndlva a bal oldal tovabb alakithato:
4t -ctgor + 4t -ctg B+ 4t -ctgy =
.bc-sma.Cf)sa+4'ac-smﬂ.0f)s[3+4 :
2 sino 2 sin B 2 siny

-4 .ab-siny'cosyz

=2bc - coso + 2ac - cos B + 2ab - cosy.

A koszinusztétel alapjan:
2bc - cosor + 2ac - cos B+ 2ab - cosy =

=(b2+02—a2)+(a2+c2—b2)+(a2+b2—c2)=a2+b2+02.

Ezzel a bizonyitand6 egyenl§séget belattuk.



EF Tekintsiik a mellékelt 4bra jeloléseit. A torony te-

EFB Tekintsiik a mellékelt sematikus dbrét. A Fold kozéppontja legyen

teje legyen A, talppontja 7, a fels6 % része AB.

Tekintsiink egy a tornyot tartalmazo, a talaj sik-
jéra merdleges sikot.

Vegylik AB szakasz azon lat6szogkorivét, ame-
lyik érinti a talaj egyenesét.

Ha az AB szakasz az E és G érintési pontbol
o szOg alatt latszik, akkor a latszogkoriven

kiviil 1évé minden pontbdl o-ndl kisebb szog
alatt latszik.

Tehat az AB szakasz a talaj egyenesének E €s G érintési pontjabol 14tszik a legnagyobb szog alatt.

Ennek a 14t6szogkorivnek a sugara az AB szakasz F felezGpontjanak T ponttdl vett tdvolsaga:
g-6O+l-§-60=42m.
5 25

Az ET = OF tavolsagot az OAF derékszogli haromszogbdl hatdrozhatjuk meg:
OF = ET =422 - 182 =12J/10.

A torony felsd 3 része a vizszintes sikon egy olyan kor keriiletének pontjaibol latszik a legnagyobb
szogben, amelynek sugara 12410 = 37,95 m, és kozéppontja a torony talppontja.

Az « sz0g a keriileti és kdzépponti szogek tétele alapjan egyenlS az AOF<-gel, amely az AOF
hiromszogbdl szdmithatd:

= o =25,38"

A torony felsg % része a vizszintes sikon legfeljebb 25,38° szog alatt latszik.

az O pont, a Fogadalmi templom tornydnak a teteje az F, a ki-
14t6 a K pont.

A két varos megkozelitSleg azonos szélességi fokon van, az
FOKX nagysdga: 20°09” — 18°42° = 1°27".

A kilaté €s a templom tengerszint feletti magassdgat is figye-
lembe véve OK = 6367,136 km és OF = 6367,165 km.

Azt kell megvizsgdlni, hogy a Fogadalmi templom tornydnak
a teteje a kilatohelyrdl nézve a latohatér felett van-e.

Ehhez arra a kérdésre kell vdlaszolnunk, hogy a Fold kozéppontjdnak a KF egyenestSl mért
m tavolsaga a Fold sugaranél kisebb vagy nagyobb.

Szamitsuk ki a KOF haromszog KF oldaldnak hosszat koszinusztétellel: KF = 161,13 km.

A haromszog KF = 161,13 km hosszd oldaldhoz tartozé m magassdganak meghatarozdsahoz
a hdromszog teriiletét {rjuk fel kétféleképpen:

6367,136 - 6367,165-5in1°27" 161,13 m
2 T2

Mivel m < 6367 km, a KF egyenesnek a Fold O kdzéppontjatdl valé tdvolsdga kisebb, mint a Fold
sugara, tehat biztosan nem lehet 14tni a templom tornyat a kilatéhelyr6l.

m = 6366,68 km.




Nevezetes sikidomok tulajdonsagai — megoldasok

A haromszog-egyenl6tlenségbdl: 4 < ¢ < 18. Lehetséges értékek c-re: 5, 7, 11, 13, 17 (cm).
90°, 45° és 45°

A két szogfelezd 62,5°-o0s szoget zar be egymassal.

A két magassagvonal 55°-0s szdget zar be egymadssal.

70°.

Nem lehetnek. A kozépvonalak hossza nem elégiti ki a haromszog-egyenlGtlenséget.

Az AB tavolsag lehetséges értékei: 9 km, 10 km, 11 km, 12km és 13 km.

a) Hamis. b) Igaz. c) lgaz. d) Hamis. e) Hamis. f) Igaz.
g) Hamis. h) Hamis. i) Igaz.
Ha a kertileti szoget «, akkor a hozza tartoz6 kdzépponti szdget 2« jeloli, tehat 3o = 22,5° A ke-

resett szogek: 7 -
o=75=—(rad), 20=15°=—/(rad).
24 12

A hdromszog belsd szogei: 70°% 65° 45°

a) R=8cm; b) R=6,5cm; c) R=4,58 cm.

a) derékszogd; b) tompaszogi; c) hegyesszogt; d) derékszogd.
a) A masik befogé hossza koriilbeliil 71,69 cm, az atfogd 96,77 cm.

b) A koriilirt kor sugara kb. 48,39 cm.

¢) A beirt kor sugara kb. 19,96 cm.

d) Az AB oldalhoz tartozé silyvonal 48,39 cm, a BC oldalhoz tartozé 78,71 cm, az AC oldalhoz
tartoz6 74,23 cm.

a b c m p q
28 45 53 % ~23,77 %4 ~14,79 % ~ 38,21
24+/5 ~ 53,67 125 ~ 26,83 60 24 48 12
25 % ~7,29 % ~ 26,04 7 24 g ~2,04
48 (vagy 55) 55 (vagy 48) 73 % % (%) % (%)

ElGszor alkalmazva a magassagtételt, ered, hogy az atfogd: ¢ =10 cm. Majd példaul befogo-
tételekkel szamolva: a = 23/5 cm, b=4J/5 cm.

a) A szinusztétel alapjan sino = 0,7329. Két ilyen hdromszég van. Az egyikben o = 47,13°,
Yy = 112,87° és AB = 18,86 cm. A mdsik haromszogben o = 132,87° y =27,13° és AB = 9,33 cm.

b) Aszinusztétel alapjan sin o = 1,0004. Mivel sino < 1 mindig teljesiil, ezért nincsen ilyen harom-
sz0g. Ha valaki két tizedesjegyre kerekit, akkor sin o = 1,00, ezdltal o-ra 90° adédna. A hiba az,

hogy a sino maximumat a kozelits érték lefelé kerekitése utdn kaptuk, igy természetesen
nem létezik ilyen hdromszog.



a) Az Andrisfalva és Csabahdza kozti tit hossza pontosan /3-szorosa a Barnabasfalva és Csabahaza
kozti dt hosszanak.

b) A kétt 30°-os szoget zar be egymadssal.

a) lIgaz. b) Hamis. ¢) Hamis. d) Hamis. ¢) Hamis. f) Hamis.
g) lgaz. h) lgaz. i) Hamis.

a)

75° 40°

A deltoid két oldaldnak hossza 61 cm, madsik két oldala +521 =22,83 cm. A deltoid szogei
140,80°, 140,80°, 57,62° 20,78° A deltoid teriilete 880 cm?.

A rombusz 4tléinak hossza 8 cm és 12 cm, teriilete 48 cm?, kiilonb6z4 szogei 112,62° és 67,38°

A paralelogramma teriilete 75 cm?. A kozépvonalak hossza 5,13 cm és 16,92 cm. A paralelog-
ramma kiilonb6z6 szogei 59,78° és 120,22°.

a) Igen, a 27 oldali sokszogek. b) Nincs ilyen sokszog.

A sokszognek 12 oldala van. A bels6 szogek osszege 1800°, a kiils6 szogek dsszege 360°.

A szabdlyos sokszognek 8 oldala, és igy 8 szimmetriatengelye van. A sokszog belsd szoge 135°.
A sokszognek 6 oldala van.

A hirnégyszog szemkozti szogeinek 6sszege 180°. Mivel a deltoidnak biztosan van két egyenld
nagysagui szemkozti szoge, ezért ezek csak 90°-osak lehetnek. Ha egy deltoid hirnégyszog, akkor
a szimmetriadtljaval szemkozti szogek 90°-osak. Ebbdl az is kovetkezik, hogy a négyszog koré
irt kor kozéppontja a szimmetriaétld felezGpontja.

a) A téglalapok; b) arombuszok.
Harom ilyen deltoid van. Ezekben a masik két szog: 25° és 200° 110° és 115° illetve 112,5°
és 112,5°

A tovabbi belsd szogek: 105° 125° és 55°
Az érint6szakaszok hossza 16 cm. A két érint6 hajlasszoge 73,74°.

a) A hur a kor kozéppontjabol 38,94°-0s szogben latszik. A szog mértéke radidnban 0,68.

b) Ahir a hosszabb koriv pontjaibdl 19,47° (0,34 radidn), a révidebb koriv pontjaibdl pedig 160,53°
(2,80 radidn) szog alatt l14tszik.

¢) A kisebb korcikk teriilete 12,23 cm?, a nagyobbé 100,86 cm?.
d) Akisebb koriv hossza 4,08 cm, a nagyobbé 33,62 cm.
e) Akisebb korszelet teriilete 0,92 cm?, a nagyobbé 112,18 cm?.



ETH A hdromszog S stlypontja 2 : 1 ardnyban osztja fel a silyvonala- c
kat, amit az dbrén is bejeldltiink. A pirossal megjelolt harom-
szogekben a haromszog-egyenlGtlenség alapjan:

az ADS hiromszdgben gsa + lsc > E,
3 3 2

a BES hdromszogben %sb + lsa > ﬂ,
3 3 2

a CFS hdromszogben %se + %sb > g

A harom egyenlétlenség megfelelS oldalainak osszege

sa+sb+sc>%-(a+b+c),

ez éppen a bizonyitandé egyenlétlenség elsé fele.
Alkalmazzuk ismét a haromszog-egyenl6tlenséget, ezittal:

az ADC héaromszogben b + s Se
2

az ABE héromszbdgben c+g>sa, = %-(a+b+c)>sa+sb+sc,

a BCF hdromszogben a+ g > Sp.

ami éppen a mdsodik bizonyitand6 egyenlStlenség.

B A hiromszog két kiilsS szogét 3x, illetve 4x alakban kereshetjiik. Hirom eset lehetséges.

I. Ha a hdromszdg 65°-0s szoge a 3x nagysdgui szog mellékszdge, akkor 3x = 180° — 65° = 115°,
ebbdl x = 38,33° A haromszog egy tovabbi kiilsd szoge 4x = 153,33° a mellette fekvd belsd
sz0g pedig 26,67°. A hdromszog belsd szogei 65° 26,67° és 88,33°.

II. Ha a hdromszog 65°-0s szoge a 4x nagysagu kiilsé szog mellékszoge, akkor 4x = 115°% x = 28,75°.

z

A hdromszog egy tovabbi kiils6 szoge 86,25° A hdromszog belsd szogei 65°, 93,75° és 21,25°

III. Ha az adott aranyu kiilsé szogek egyike sem mellékszoge a 65°-0s szognek, akkor a masik két
belsd szog 180° —3x és 180° —4x, igy a belsd szogekre: 180° —3x + 180° —4x + 65° = 180°.
Az egyenlet megolddsa x = 35° a hdromszog belsd szdgei pedig 65° 75° és 40°.

a) Az dbra jeloléseit kovetve AT =5 cm, BT =8 cm, BQ =5 cm.
Az ABQ derékszogl haromszdgben Pitagorasz tétele alapjan:

C

m2=13%-52 = m,=12cm.
Ha CQ = x, akkor a haromszog teriiletét kétféleképpen felirva:
13-m. (x+5)-12
2 2
Pitagorasz tételét alkalmazva, ezittal a BCT haromszogben:
mc2 +82=(x+5)?

12
mC:B-(x+5).

%~(x+5)2+82=(x+5)2,
(s 109764
25



BT a) Az ABC haromszog S stlypontja a stlyvonalakat a csticstol

Felhaszndlva, hogy a bal oldalon 4ll6 hatvany alapja pozitiv:
x+5=$:20,80m.

A haromszog BC oldala 20,8 cm.

A haromszog AB oldaldhoz tartoz6 magassiga:

mcz%-(x+5):19,2cm.

Az AC oldalt az ACT hiromszogre felirt Pitagorasz-tétellel szimolhatjuk: b% = 5% + 19,22,
A hiromszog AC oldala 19,84 cm hosszusagu.

b) A haromszog szogeit szogfiiggvények segitségével célszerd kiszamolni. Az ACT haromszdgben

tgo = %, amibdl o = 75,40°. A BCT haromszogben tg 3 = %, tehat B = 67,38°

A hiromszog szogei 75,40° 67,38° és 37,22°.

szamitva 2:1 ardnyban osztja. Mivel a CT stlyvonal hossza

CT =55 = 7,42 cm, ezért:

2

3
Asulypont a C cstcstdl 4,94 cm tdvolsdgra taldlhato.

b) Az MATS és az MCEY szogek szdrai paronként merdlegesek
egymadsra, ezért a két szog ugyanakkora, az dbra jelolé-
seivel: MAT< = MCEX = a. Ekkor viszont az MAT és BCT

haromszogek szogei paronként megegyeznek, ezért a hdrom-
szogek hasonlok. A megfelel6 oldalaik ardnyara:

MT _ BT MT 3

AT CT 3 V55
Az MT tavolsdgra MT = 1,21 cm adddik, ezért az ABC haromszog magassdgpontja a C csicstol
7,42 - 1,21 =6,21 cm tavolsagra van.

CS=§-CT= V535 =~ 4,94 cm.

¢) Az ABC hiaromszogbe irt kor Q kozéppontja illeszkedik a bels§ szogfelezbkre. Az ABC harom-
sz0g B csucsanal 1év6 B szogre:

B
cosff=—==- = =~ 67,98°.
B=po=y = B

Ha a haromszogbe irt kor sugara QT = r, akkor a QBT derékszogi haromszogben:
B_r
tg—=—, 1 r=2,02 cm.
g 273 gy
A Q ponta C csucstdl 7,42 — 2,02 = 5,40 cm tavolsagra van.

d) A hdromszog koré irt kor O kozéppontja illeszkedik az oldalfelezd merdlegesekre. Ha az AC
oldal felez6pontja F, akkor a COF hdromszog derékszogi, és o hegyesszoge megegyezik

a CAT haromszog megfelel$ hegyesszogével. A két hdromszog igy hasonld, amibdl:
Q:@ = Q:—g = CO=431cm.
CF CT 4 55

A koriilirt kor kozéppontja 4,31 cm tdvolsdgra taldlhaté a C cstcstol.



BT Az épiilet tetejét B, talppontjat A, az elsé megfigyelési pontot
D jeloli az dbran. Ha a D ponttdl szdmitva még 30 métert tavo-
lodunk az épiilettdl, akkor olyan C pontba jutunk, ahonnan
a B ponthoz tartozé emelkedési szog (amely valtdszoge a hozza P X
tartozé depresszids szognek) 26° Ha az épiilet magassdga x,
akkor az ADB és ACB derékszogid haromszogekbdl: -T2 '42\

ted2°= 1 & tg26°=—> .
AD AD +30

Mindkét egyenletbdl kifejezve AD-t, azt kapjuk, hogy:

X X

tg42°  tg26°

A kapott egyenlet megoldédsa:
xo 20 1826°1842° 4y on
tg42° — tg26°

Az épiilet magassdga 31,93 méter.

i) Az dbrdn a hegy csucsat C, a felhd helyét F, a felhd tiikorképét F
a téban F’ jeloli. A t6 tiikrének szintje legyen az e egyenes, i
amely az FF’ szakasz felezGmerdlegese. B;_\__[ z_éc?_~:: c
Az FBC haromszogben: Py %

X i
tg28°=~. ' | 800
y 8

Az F’BC haromszogben: \ g
o X+1600 s :

tg72° = —. i
Az egyenletrendszert megoldva: ;
= 10001828 5545
tg72° — tg28° P

A felhd a hegycstcs felett 334 méterre van. P

qiyal Tekintsiik az dbra jeloléseit. A lejtds ut elejét
jelolje A, a végét B, az emlékoszlop tetejét
az M pont.
Az ABM héaromszogben ismert az AB oldal:
AB =100 m, és arajta levd két szog:
BAMX =4,2°
ABM<¥=90°-18,3°=71,7°

A hdromszog harmadik szoge:

180°—4,2°-71,7°=104,1°
Az ABM hiromszogben felirva a szinusztételt, az emlékoszlop MB magassdga meghatdrozhato:
MB _ sin4,2°
100 sinl04,1°

Az emlékoszlop 7,55 m magas.

= MB=7,55m.



Az ABC hdromszogben a koszinusztétel alapjan:
352 =252 +30%-2-25-30-cosa,
coso =0,2,
o =78,46°
Az élményfiird6 az AB oldal F felez6pontjdba keriil, ezért

a feladat az ABC haromszog CF silyvonaldnak hosszat kérdezi.
Az ACF haromszogben ismét a koszinusztétel alapjan:

CF? =252 +152-2-25-15-c0s78,46°5,
CF =26,5km.
A tervezett utszakasz hossza 26,5 km.
a) Atéarsasdg atjat az dbra mutatja. A B pontban a fordulds szoge

az ABC hédromszog kiilsé szoge. Az ABC haromszogben
a koszinusztétel alapjan:

AC? =702+ 40%-2-70-40 - cos 150°.
A miveletek elvégzése utan AC = 106,5, azaz a tarsasag a ki-
indul6 helyétSl Iégvonalban 106,5 km tdvolsagra keriilt.
b) Az ABC héiromszdgben ezittal a szinusztétel alapjan:
sinBACX 40
sin150°  106,5
Mivel a BACX egészen biztosan hegyesszog, ezért:
BACX = 10,82°.
A pihendhelyet a kiinduldsi hellyel 6sszek6t6 egyenes ut
o =45°-10,82° = 34,18°-0s
szoget zdrna be az északi irdnnyal.

= sinBAC¥=0,1878.

a) A 14 cm oldald négyzetbdl kivaghat6 legnagyobb kor sugara
gy g gnagy g

7 cm. A szabdlyos tizenkétszog egy oldaldhoz tartoz6 kozép-

ponti szog 30° Ebbdl kovetkezik, hogy az dbra jelolései

alapjan:
4B
sinl15° = 2 - A—B, ahonnan AB=3,62 cm.
7 14

A legnagyobb kivaghato szabalyos tizenkétszog oldala 3,62 cm.

b) A kor alaku kartonlap tertilete:
Tisr = 497 = 153,94 cm?.
A tizenkétszog teriilete az ABO hdromszog teriiletének 12-szerese, azaz:

Ty, = 12-% =147 cm?
Mivel h =0,9549, ezért a kor alakd kartonnak 100 — 95,49 =4,51%-a vész karba.
kor
c) A négyzet teriilete 196 cm?, ezért 191% = %—ed része, azaz 25%-a vész karba.



iyt Jelolje a hegy csucsat A, az A pontnak az autdut sikjara esd
vetiiletét D, a telepiiléseket B és C. Ha a hegy magassdga x,

akkor az ABD derékszogli haromszégben sin45° = i, ebbdl

AB=x2. Az ACD derékszogii haromszogben sin40° = /:C_C

amibdl pedig AC =

sin40°”
Végiil az ABC haromszogben a koszinusztétel alapjan:

2
BC? = (X\/E)Z * (sin)le") - (X\/z) . si )210"

- cos60°.

Felhaszndlva, hogy BC = 3500 m, a miveletek elvégzése utdn x = 2349 m adddik.
A hegy cstcsa az tt sikja felett 2349 m magassdgban van.

((d a) Ahosszabb alap 10 cm, a szdrakat 6sszekot6
kozépvonal (az dbrdn EG) hossza 6 cm.

b) Thalész tételének megforditdsa alapjan az O
pont illeszkedik az AB szakasz folé emelt
Thalész-korre, ezért ha F az AB szakasz
felez&pontja, akkor FO a kor sugara, azaz
FO =5 cm. Ugyanigy lathatd, hogy HO a CD
alap felével egyenl6: HO =1 cm. Az ABO
és CDO derékszogli haromszogek hasonlok,
az O pontra vonatkozé kdzéppontos hasonlé-
sdggal egymadsba vihet6k, amibdl kovet-
kezik, hogy az F, O és H pontok egy egyenesre illeszkednek. Ebbdl adédban az FH kozép-
vonal hossza: FH = FO + HO =6 cm.

c¢) A kozépvonalak végpontjai az EFGH paralelogrammat fogjdk kozre. Mivel EF a BDA,,
GH pedig a BDC, kozépvonala, ezért mindkét szakasz pdrhuzamos a BD atléval. Hasonl6an
igazolhatd, hogy az EH és FG szakaszok parhuzamosak az AC étloval. A feltételek alapjin
a trapéz atléi merSlegesek egymadsra, ezért az EFGH négyszog oldalai is, azaz EFGH téglalap.

a) A szogfelez6k kozos pontja a négyszog mind
anégy oldalatél ugyanakkora tdvolsagra van,
ezért a négyszognek van beirt kore, vagyis
érinténégyszogrdl van szo.

b) Az ABCD négyszog szbgeit a szokdsos mo-
don jeloljiik. Az ABO haromszogben:

AOB< = 180°—(ﬁ+ﬁj,
272

valamint a CDO haromszogben:

COD% =180° — (1 +§j.
272

A két szoget 0sszeadva, €s felhaszndlva, hogy a négyszog belsd szogeinek 6sszege 360°:

2 2
Megjegyzés: Az érinténégyszdgben természetesen BOCY + DOA< = 180° is teljesiil.

AOB%E+C0D%E:36O"—(%+§+Z+§)=360"— 3620 = 180°.



a) Az OAQB négyszdg minden oldala 3 cm,
ezért a négyszog rombusz. Az dbra jeloléseit

kovetve az OTB derékszogl haromszogben: d
BT?=0B?>-0T?=3* - @2: E,
2) 4
ebbdl BT = g =~1,66 cm.
Az OAQB rombusz teriilete: A
5:3:32 _ g 29cm?

b) Az OTB,-ben cosa = ?, amibdl o =33,56°. A korok kozos része két olyan 3 cm sugart kor-
szelet egyesitésébol dll, amelyekhez 2o = 67,12° kozépponti szog tartozik. Az OA és OB suga-
rak altal hatarolt korcikk teriilete:

3.
t_

"~ 360°

20 =5,27 cm2
A megfeleld korszelet teriilete:
8,29 2

A két kor kozos részének teriilete 2,25 cm?., 5.3
: 0'0” -67,12°~7,03 cm.

A ko6z0s rész keriilete két egybevago koriv hosszabol all: K =2 -
¢) A megfelel§ latészog 180° — o = 146,44°.

a) A feltételek szerint az dbran azonos médon megjelolt szogek
megegyeznek. Az ABC,, belsG szogeinek dsszegére felirhato:
200+ 2+ 2y = 180°% amibdl o+ B+ y =90° Haa P ponton
és a hdromszog egy-egy csticsan dtmend egyenesek a harom-
sz0g oldalait az E, F és G pontokban metszik (ld. dbra),
akkor példdul az ACG,-ben az A és C csucsokndl 1évo
szogek Osszege ¥+ o+ f=90° ezért a haromszog derék-
szogl, és a CP egyenes merdleges AB-re. Ugyanigy lathatd,
hogy AP mer6leges BC-re, és BP merdleges AC-re. A P pont
tehdt az ABC, magassagpontja. Forditva: az ABC, magassag-
pontja nyilvan mindhdrom feltételt kielégiti.

b) Haa P pont az ABC, koré irt kor kozéppontja, akkor a ke-
riileti és kozépponti szogek tétele értelmében a szogekre
vonatkoz6 dsszes feltétel teljesiil. Megmutatjuk, hogy a koriil-
irt kor kozéppontjan kiviil mas pont nem tehet eleget egyide-
jlleg mindharom feltételnek.

Az elsé feltétel alapjan ugyanis a P pont illeszkedik az AB
szakasz 2y sz0gl 14t6szogkorivére (pontosabban a hdromszog
belsejébe esd korivre). A masodik feltétel szerint a P pont
rajta van a BC szakasz 2o szogl 14tészogkorivén is. A két
korivnek a B pont kozos pontja, igy ezen kiviil mér csak egy
kozos pontjuk lehet, ez pedig éppen a P pont. Ugyanakkor
korabbi megjegyzésiink alapjan a koriilirt kor kdozéppontja
szintén rajta van mindkét koron, ezért P és a kozéppont sziik-
ségképpen megegyezik. Nyilvanvald, hogy ekkor P a har-
madik oldal megfelels 14t0szogkorivén is rajta van.




Mivel cos (180° — x) = —cosx, ezért:

c¢) A P pont egybeesik az ABC,, beirt korének kozéppontjdval.
El6bb megmutatjuk, hogy a beirt kor kozéppontja eleget tesz
a feltételeknek. Valéban, ha P a beirt kor kozéppontja, akkor
az ABP, szbgeinek dsszege

& P L APBS=180° = APBx=90°+".
272 2

A misik két feltétel teljesiilése hasonlé médszerrel igazolhatd.

A b) feladatban ismertetett moédszer értelemszerd modosita-
saval igazolhatd, hogy a beirt kor kozéppontjan kiviil mds
pont nem tehet egyidejtileg eleget mindharom feltételnek.

ETI a) A hatszog minden szoge 120° kiilsS szogei 60°-osak, ezért az

dbra jelolései alapjan az ED és AB oldalegyenesek egy-
méssal 60° + 60° + 60° = 180°-0s szoget zdrnak be, ezért
ED| AB. Ugyanigy bizonyithaté, hogy EF| BC, és FAllCD.

b) Hizzunk parhuzamost az F ponton keresztiil AB-vel (és igy
persze ED-vel is),a B ponton at FA-val (és CD-vel), végiil
a D ponton it EF-fel (és BC-vel). A keletkez$ egyenesek
a HlJ,-et fogjak kozre (Id. dbra). Ebben a hdromszogben
a H csucsndl 1évS belsd szog szarai paronként ellentétes
irdnydak az ABCDEF hatszog E csticsdndl 1évd, az dbran
megjelolt kiilsé szog szaraival, igy a két szog valtdészog.

Ebbdl kovetkezik, hogy a HIJ, H csticsandl 60°-os szog taldl-

haté. A haromszog J csucsdndl taldlhaté bels6 szog, valamint a hatszog F csucsdndl 1évo
kiils6 szog egyallasu, ezért a H1J, J csicsandl is 60°-0s szog van. EbbSl mar kovetkezik, hogy
a HIJ, szabalyos. Léathatd, hogy az ABCDEF hatszog az ABIF, BCDJ, DEFH paralelogram-

makra, valamint a HIJ szabalyos haromszogre bonthato.

c) A paralelogramma szemkozti oldalai egyenlSk, ezért FI = AB és FH = ED, amibdl kovetkezik,
hogy HI = FI- FH = AB — ED. Hasonléan: JI=BJ—Bl=CD—AF é JH=HD -JD =FE - BC.
Mivel a HIJ, oldalai egyenlSk, ezért AB— ED = CD — AF = FE - BC, igy az ABCDEF hatszog

szemkozti oldalai hosszdnak kiilonbsége megegyezik.

E$3 Az E'F’C’, F'DA és DE’B,-ekben a koszinusz-

tétel alapjan:
20y L0 3, 1, cos(180° — ),
4 4 2 2

2 =2c2 +lb2 - 2-§c-lb-cos(180"— Q),
4 4 2 2

2 :2az+lc2 —2-§a-lc-cos(180"—ﬁ).
4 4 2 2

9, 1,

x2=2b2+~q +§ba-cosy,
4 4 2

yi= 2c2+ lb2+ Ecb -cosa,
4 4 2

9
2=242

+ lc2+ gac-cosﬂ.
4 4 2




Ha az ABC, a megfelel§ oldalra felirt koszinusztételbdl kifejezziik az utolsé tagokban szerepld
szorzatokat, akkor kapjuk, hogy:

a’?+b? - c? c2 +b? - a? a® +c? - b?
ba-cosy=#, cb-cosa=T, ac-cosﬁ=T

A kapott 0sszefliggéseket visszahelyettesitve az x, y, z oldalak négyzetét tartalmazé sorokba:

x2=3b%2+da? - 202, y2 =3c2+p2 - %az, 72=3a%+¢2- %bz.

A megfelel§ oldalak 6sszege:

BB a) Az A csiicsbdl induld szogfelezd a BC oldalt az F pontban

13 x2+y2+72 13
2 2 2 _ 2 2 2 —
Y 4 ( ) a’?+b*+c* 4

metszi (1d. dbra). Az ABC, teriiletére:
Tapc = Tapr + Tcar
. .
c-fa-sma b-fa-smz

b-c-sino
= +
2 2 2

sz

. . .o o L, . a ..
Mivel sinoe=2- smE . COSE’ ezért s1n5—vel torténd egy-

szerusités utan:
o
2bc - cos—

2

o
bc-2-cos—=c-f, +b-f , ebbll =
¢ 2 ¢ Ja Ja Ja b+c

tehat éppen a bizonyitand6 6sszefiiggést kapjuk.

b) Az a) feladat dbrdjanak jeloléseit kovetve a szogfelezGtétel alapjan:

BF ¢ BF c ac
= = = — = BF = .
FC b a-BF b b+c
Az ABF,-ben a koszinusztétel alapjan:
2
fr=c?+ € 1 _2.¢ % cosABF4.
b+c b+c

A fenti 0sszefiiggésben szerepld ABF< koszinuszt kifejezhetjiik az ABC,, oldalai segitségével.
Ennek érdekében a koszinusztételt eziittal az ABC,-ben is felirjuk:

a?+c2-p?

2ac

b2=da?2+c?2-2ac-cosABF¥ = CcosABF<=

Ha a kapott 0sszefliggést a szogfelezd négyzetét tartalmazo egyenlGségbe visszahelyettesitjiik,
akkor:

2
2 » ac ac  a*+c?-b?
fi=c+ -2c- . .
b+c b+c 2ac
Az egyszertsitések elvégzése €s kozos nevezdére hozés utdn:
c2-b+c)+a’?-c-(b+o)- (a2+ c2- b2)
(b +c)? '

fa2



A szamlaléban végezziik el a kijelolt mdveleteket:
F2= b%c? +2bc3 + c* + a%c? — a’be — a’c® — b — ¢t + b + b%c?
“ (b +c)?
2b%c? + b3 — a*be + bc
(b +c)?

Vegyiik észre, hogy a szdmldloban bc kiemelhetd, igy kapjuk, hogy:
, _be-(2be+ 2~ a?+b2) b ((b+0)?-d?)
¢ (b+c)? b+c?
Eppen ezt kellett igazolnunk.

ETB Az EGCF négyszdg hiirnégyszog. Mivel az F pont az ADE .
haromszog koré irt kor egy pontja, ezért az ADEF négyszog
hirnégyszog, igy kovetve az dbra jeloléseit:

DEF<=180°- o
Ugyanigy hirnégyszog a BDEG négyszog is, igy:
DEG<% =180°- .
Ekkor az EGCF négyszogben az E csdcsndl 1évE szog:
FEG¥ =360°-(180°—- o) — (180°- B) = a + .
Az EGCF négyszog E és C csucsaindl 1évl szogek Osszege:
FEGX + FCG% = o+ f+ y=180°
hiszen éppen az ABC haromszog szogeinek 6sszegét kapjuk.

A hirnégyszogek tételének megforditdsa alapjdn az EGCF négyszog valdban hurnégyszog.

EID a) Ahédromszogbe irt kor O kdzéppontja illesz-
kedik az A és B cstcsokbdl indul6 szogfele-
z6re, ezért példaul:

oaBs=2.
2

Az AC oldalhoz irhaté kor Q kdzéppontja
illeszkedik a B cstcsnal taldlhat6 belsd szog
szogfelezGjére, valamint az A és C csticsok-

ndl taldlhaté kiils6 szogek szogfelezdjére.
Ezérta QA egyenes az AB oldalegyenessel

90° — % szoget zar be. Ekkor viszont QAO = 90°.

Ugyanigy lathat6 be, hogy az AOCQ négyszog C csticsdndl is 90°-os szdg van.
A hurnégyszogek tételének megforditisa alapjan az AOCQ négyszog hirnégyszog.

Megjegyzés: Ahdromszog egy belsS szogének felezGje mindig merdleges a szomszédos kiilsé
sz0g felezdjére.

b) Az AOCQ négyszog koré irt kor egybeesik az OQ szakasz Thalész-korével, ezért G kozép-
pontja az OQ szakasz felezGpontja.



Koordinata-geometria — megoldasok

a) (27;-14); b)d-b=-29; ¢) lal=s, |bl=33.
d) A két vektor hajlasszoge 142,82°.

i _ 3, 4 b 7 2

—=—=—i+—j, és —=——1—-——j. Mindkét vektor hossza 1.

R R = BN N

A V vektorral parhuzamos vektorok: d, ¢. A vV vektorra meréleges vektorok: I; d.

e)

) b =0, a két vektor merGleges egymadsra.
b) a- b =13, a két vektor hegyesszoget zar be egymadssal.
)a-b

= -2, a két vektor tompaszoget zar be egymassal.

a) AB = 410 = 12,65. A felez6pont F(—1; 1), a harmadolépontok pedig (—3; %) és (1; %j

b) AB=2/13=7,21. A felezGpont F(6; 2), a harmadolépontok pedig (%, 1) és (?, 3).
a) Mivel AB =52, AC = BC =5, ezért a hdromszog egyenl$ szdrd. Pitagorasz tételének meg-
forditdsa alapjan a hiromszog derékszogti, mivel AC? + BC? = AB>.

1
b) A haromszog sulypontja S G —g)

SV, (325
¢) Az ABC haromszog koré irt kor egyenlete (x - 5) + (y + 5] =7

A keresett pont a haromszog silypontja, melynek koordinatai S(3; 2).
a) Akét falu tdvolsaga 7,62 km.
b) A buszmegill6 a (—g; —1) koordinatéju pontban taldlhato.
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c) Az 6sszekotd Ut egyenlete —3x + 7Ty = —2.
d) Azt csak a C pontban taldlhato telepiilésen halad keresztiil.

e) 23,20%ot.

a) x+7y=11; b) y+2=-Bx-7); «¢)3x+4y=-17; d) 2x+5y=11;
e)y=%x; f) x=-6; g) 3x—-2y=3; h) x+4y=18.
a) x+y=1; b) y=3x-1; c)y=1; d) x-5y=13.

Két ilyen egyenes van. Ezek egyenlete y =x — 3, illetve y=—x—1.

a) x+ 5y =22, illetve y = 5x + 20; b) y=35, illetve x = -3;
c) x=-3, illetve y=5; d) y=4x+ 17, illetve x + 4y = 17.

Az adott egyenletd egyenesre merdleges egyenesek: a és b. Az egyenessel csak a d egyenes par-
huzamos.



a) (=2;0) és (5;0); b) (0;-10) és (0; 1); c) (-4;-3) és (7;-6).

(l) y b) y C) Y
5 6, 1
/ 1 X
] 1
-3 1 X -1 1 X
—it -1
P2 1), i(1;-2), 7(0; 1), 7i(1;0), 0(-1;-3), r=+5
m= %, o =26,57°% nincs meredekség, o =90°
d) y 6) y f) y
5 1
\ /\ : !
1 X
1 0.
—1_1 1 ) X
2
V(i -3). (3 S), of2:-3). r= 2 00:-2), r=>;
3 2 2 2 2
m=—-=, =-30,96°
5
g) y

V(1;-2), 7i(2; 1),
m=-2, o=-6343°
41

a) (x+572+(y-2?%=9; b) (x=3)*+(y+7)*=82; c)(x—2)2+(y+2)2=Z;

d) (x-3)%+(y+2)>=52; e) x>+ (y+2)2=10.

a) Az AC és BD atlok felez&pontja egybeesik az origdval, ezért az ABCD négyszog paralelog-
ramma. Az AB(5; 1) és az AD(—1; 5) vektorok skalaris szorzata AB- AD=5-(-1)+1-5=0,
ezért a négyszog AB és AD oldalai merdlegesek egymadsra, igy az ABCD négyszog téglalap.
Végiil AB = AD =+/26, igy a négyszog valéban négyzet.

b) (2;3).

¢) S5x+y=0; x-5y=0; 2x+3y=0; -3x+2y=0.



d) Abeirt kor egyenlete x2 + y? = %, a négyzet koré frhaté kor egyenlete x2 + y? = 13.

e) Az adott egyenes athalad a négyzet kozéppontjan, igy annak teriiletét megfelezi. Ebbdl

kovetkez&en mindkét keletkezd trapéz teriilete 13 egység.

a) Atest egy korbefordulds alkalmdval 10z = 31,42 egység utat tesz meg.
b) Atest C pont kivételével az dsszes tobbi ponton dthalad.

c) Atest akort az E pontban érint§ egyenesen haladna tovdbb. Ennek egyenlete 4x — 3y = —16.

BB Meghatdrozzuk mindkét egyenes irdnytangensét:

dx +ky=30 esetén (4 k) = Vk-4) = m=—%,
kx +16y =28 esetén ii(k;16) = W(16;-k) = m=—%.
Két parhuzamos egyenes irdnytangense megegyezik:
4 = _k = k=18
k 16
ETE Meghatdrozzuk mindkét egyenes irdnytangensét:

mx—y=2 esetén i(m;-1) = V¥(l;m) = mz%,
P - 5

S5x —=Ty=12 esetén n(5;-7) = W7;5) = m=;.

Két merdleges egyenes irdnytangensének szorzata —1:

=_1 =3 m:—z.
5

m -

Sl

@) Az ébra jeloléseit haszndlva P pontbol merdlegest allitunk az adott
e: 2x—y =6 egyenesre. Ennek az egyenesnek az egyenlete:

g: x+2y=38.

- N oW <

A két egyenes metszéspontja M(4; 2) pont. M és az adott P(2; 3)
pont tavolsdga a kérdés:

[PM|=J@-22+2-372 =5

-1

A pont és az adott egyenes tavolsiga /5 egység.

EIBD a) Azegyenesek egyenletébdl 416 egyenletrendszer megolddsa utdn kapjuk,

az A(4; —2) pontban metszi egymast.

b) Az a egyenes egy normdlvektora 7 (-2;3), a b egyenesé 7iy(4;5).
A két vektor hossza |ii| =13 és |ii,| = V41, skaldris szorzatuk 7, - 7i), =
altal bezart szog «, akkor:

coso = amib6l o =72,3°

7
V1341

A két egyenes 72,3°-0s szoget zar be egymadssal.

i

7. Ha a két egyenes

hogy a két egyenes
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c) Az a egyenes az y tengelytaz F (0; —?) pontban, a b egyenes

az x tengelyt az E (5, O) pontban metszi. Ha az origét O jeloli,

akkor a feladat az OEAF négyszog teriiletét kérdezi. Az OEA

haromszog OE oldala % az ehhez tartoz6 magassag 2, ezért:

3.9

2 3
fom=55"7%

14 2
Az OFA haromszogben OF = 3 az ehhez tartozé magassag 4, ezért Typ, = ?8

Az OFAF négyszog teriilete:
7, =3,.28_65
OEAF =5 T 37 ="

1
@I Az ABC, silypontja S @, —Ej Az M magassagpont koordindtait y

két magassagvonal metszéspontjaként kereshetjiik. Mivel az AB oldal c
parhuzamos az x tengellyel, ezért a hozza tartoz6 magassagvonal :
egyenlete x=4. A BC oldalhoz tartoz6 magassagvonal egy normal- 1
vektora CB(1;—5), egy pontja pedig A, ezért egyenlete x — S5y =9. S0 s A5
A két magassdgvonal metszéspontja M(4; —1).

A silypont és a magassagpont tavolsaga:

2 2
SM:\/(4_§)+(_1+1)=\/@=£ (z1,49)
3 3 9 3

a) Vegyiik észre, hogy a megadott cstcs koordinatai kielégitik az s, y
egyenes egyenletét, ezért az csak a hdromszog A csicsa lehet, i
igy A(2;4). Ahdromszog S sulypontjdnak koordinatdit a suly-
vonalak egyenletébdl 4llo

S0 —5x+3y=2
sy 1lx+6y=4

So

egyenletrendszer megolddsa adja. Az egyenletrendszer megoldasa

x=0,y= %, ezért a haromszog S sulypontja S O;% .

Mivel az F felez6pont nem illeszkedik az s, stlyvonalra, ezért biztosan valamelyik A cstcsot is
tartalmazo oldal felez&pontja. Az A pont F' pontra vonatkoz6 tiikorképének koordindtai (2; —3),
errdl 14thatd, hogy illeszkedik az s;, stlyvonalra, ezért csak a B pont lehet, tehat B(2; —3).

Ha a C csucs koordinétai C(cy; ¢,), akkor a stlypont koordinatdira:
2+2+¢ —0  és 4+(=3)+c, :g’
3 3 3
amibdl C(—4; 1).
A haromszog csucsai tehat A(2; 4), B(2; -3), C(-4; 1).

b) A harmadik silyvonal egyenlete s.: x + 12y = 8.



Qi) a) Az AC egyenes egyenlete y =2x — 5. 7
b) A deltoid tulajdonsdgai alapjan a hidnyz6 B csucs illeszkedik p 5
a D ponton dtmend, AC egyenesre merdleges egyenesre, tovab-

ba az atlok O metszéspontja éppen a BD atl6 felezGpontja.

A D pontbdl az AC egyenesre 4llitott merdleges egyenes egyen-
lete x + 2y =5. Az O pont koordinitdit az

2x-5=y
x+2y=5

egyenletrendszer megolddsa adja. Az egyenletrendszer megolddsa utdn O(3; 1) addédik. Kordbbi
megjegyzésiink alapjdn az O pont a BD szakasz felezGpontja, ezért ha B(x; y), akkor:

x+(—3):3 és yv+4

=1,
2 2

ahonnan B(9; -2).

c) A deltoid teriilete az atlok szorzatanak fele, azaz:

AC - BD
Typep = T

Mivel
AC =/45=3J5 és BD=+/180 =65,

ezért:

Tipcp = =45 teriiletegység.

35675
2

EIT) A helyesen kitoltott tabldzat:
Allitas lgaz Hamis
Az ABCD négyszog trapéz. X
Az ABCD négysz6g hirnégyszag. X
Az ABCD négyszbg érinténégyszog. X
Az ABCD négyszdognek minden szoge kisebb, mint 120°. X

A négyszdg atldi a (—3; g) pontban metszik egymast. X
Az 4tlok metszéspontja az AC atlo C-hez kozelebbi negyedel6pontja. X

* Az ABCD négyszog trapéz, mert E(S; 0) és R’O; 0), vagyis AB =4-DC. Mivel ez azt is
jelenti, hogy a két vektor parhuzamos egymadssal, ezért a négyszog valoban trapéz, amely-
ben AB és CD az alapok.

* Az ABCD négyszog hiirnégyszog, hiszen AD = BC =5, ezért a trapéz szdrai egyenld hossziak
(és nem paralelogramma), igy hurtrapézrdl van szé.

* Az ABCD négyszog érinténégyszog.
Mivel
AD+BC=5+5=10, valamint AB+ CD=8+2 =10,
ezért a négyszog szemkozti oldalainak Osszege megegyezik. Az érinténégyszogek tételének
megforditdsa alapjan ABCD valéban érint6négyszog.



* Az ABCD négyszognek van 120°-ndl nagyobb szoge. Ha a trapéz
D csticsabdl indulé magassdganak talppontja 7, akkor az ATD
derékszogi haromszogben:

AT 3
tgf=—-=- = = 36,87°
P=p =5 p

Az ABCD trapéz D csticsandl 1évs szog:
ADC<% = 3+ 90°236,87° + 90° = 126,87°,

valéban 120°-ndl nagyobb. Megjegyezziik, hogy a kerekités miatt
haszndltunk egyenlGtlenséget.

A

f

* Anégyszog atléi nem a (— 3; %) pontban metszik egymést. Az ABO, és a COD, hasonlo, hasonlé-

sdguk ardnya a trapéz alapjainak ardnya, azaz A = rS

Ebbdl kovetkezik, hogy a trapéz atl6i 1:4 ardnyban osztjdk egymadst, azaz az atlok metszés-

pontja éppen a CA szakasz C-hez kozelebbi 6t6dolSpontja.
Az osztépont koordindtdira vonatkozé dsszefiiggés alapjan:

0(1.(_7)+4~(—2); 1~(—2)+4~2j’ aza 0(_3;9].

5 5

A kapott pont nem egyezik meg a (—3; %) ponttal.

5

* Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy az O pont nem negyedelGpontja az AC atlénak.

@3 a) Az AC és BC egyenesek egyenletébdl dll6 egyenletrendszer megolddsa utdn kapjuk, hogy
C(1; 3). Az AC és AB egyenesek metszéspontja A(1;—3). Végiil a BC és AB egyenesek kozos

pontja B(6; —1).

Az ABC, csucsainak ismeretében a tdvolsdgok mar konnyen kiszdmolhatok:
AC=6km, AB=+29=54km, BC=+41=6,4km.

b) A feladat az ABC, A csticsdndl taldlhatd o szoget kérdezi.
Az AB egyenes egyenletébdl leolvashat6 az egyenes meredek-

sége: myp = % azaz az abra jelolései alapjan tg 3 = %

Az AB egyenes iranyszdge ebbdl kovetkezGen = 21,8°.
Mivel a haromszog AC oldalegyenese az x tengellyel 90°-os
szoget zar be, ezért o =90° - 8 = 68,2°.

Az A telepiilésen taldlkoz6 utak 68,2°-0s szogben metszik
egymast.

Y\

_,»/A‘

¢) Az ABC, teriiletét legkdnnyebb a b oldal, valamint a hozza tartoz6 magassig segitségével
kiszdmolni. Mivel b =6 km és m;, =5 km, ezért a hdrom dtszakasz 4ltal kozrefogott teriilet

15 km?.

d) Akeresett pont az ABC, koré irhat6 kor O kozéppontja. Az O pont koordindtdit az oldalfelezd

merdlegesek metszéspontjaként szamolhatjuk ki.

Az AC oldalfelezd mer6legese egybeesik az x tengellyel, ezért egyenlete y = 0.



A BC oldal felez6pontja F (Z, 1). Az oldalfelez6 merdleges egy normélvektora BC(-5;4),
igy egyenlete: 2

27
“Sx+4y=——.
YT
< . . 27
A megfelel$ egyenletrendszer megolddsa utdn O B; 0l

A szeméttelep helyét az O(B; Oj pont jeldli ki a koordindta-rendszerben.

(il Az elsSként adott kor egyenlete:
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Ak a) A kor egyenletét 4talakitva:

(x+272+(y+3)?=32,
ezért kozéppontja az O;(-2; —3) pont, sugara 1, = V32 =4/2.
A masodikként adott kor egyenlete:
(-4 +(y-37=8,
ezért kozéppontja az 0,(4; 3) pont, sugara 7, = /8 = 24/2.
Mivel a két kor kézéppontjdnak tavolsigira 0,0, = V72 = 6J/2 teljesiil, ezért 0,0, = r| + r,, ami-
bdl kovetkezik, hogy a két kor érinti egymast.
A két kor E érintési pontja az 00, szakaszt a sugarak ardnydban osztja, azaz:
OE 1 42
—_—— == 2
EO, 1 22
Ez azt jelenti, hogy az E pont az 0,0, szakasz O,-hoz kozelebbi harmadolépontja, ezért:
E[l-(—2)+2-4‘ 1~(—3)+2-3)
3 ’ 3 '

A két kor kozos pontja az E(2; 1) pont.

a) Az egyenes egyenletébdl y = x + 1, amit a kor egyenletébe visszahelyettesitve:
+x+1D2-2x-2(x+1)=11.
A miiveletek elvégzése utdn: 2x* — 2x — 12 = 0. Az egyenlet megolddsai: x; =3 és x, = —2.
A metszéspontok A(3;4) és B(-2;-1).
b) A k kor egyenlete (x + 1)> + (y + 4)> =25, az e egyenesé x + 7y = —4.
Az egyenes egyenletébdl x + 1 =—3 — 7y, amit a kor egyenletébe helyettesitve:
(=3 -7y + (y +4)? =25.

A miiveletek elvégzése utdn: 50y% + 50y = 0. Az egyenlet megolddsa utdn kapjuk a metszés-
pontok koordinatdit: A(—4; 0) és B(3;-1).

(x+5)2+(y+1)?=25,
ezért kozéppontja az O(-5; —1) pont, sugara r = 5. B

b) A metszéspontok koordinatdit az

(x+5)2+@y+1)2=25
Tx+9=y

egyenletrendszer megoldasai adjak.



Az y értékét az els6 egyenletbe visszahelyettesitve, majd a mtiveleteket elvégezve a kovetkezs
egyenlethez jutunk:

(x +5)2 + (7x +10)? =25,
x2+3x+2=0.
Az egyenlet megolddsai: x; =—1 és x, =-2. Az egyenes a kort az A(-2; -5) és a B(-1;2)
pontokban metszi.

c) Akor sugara merdleges az érintési ponthoz tartoz6 sugdrra. Ebbdl kovetkezik, hogy az A pont-
beli érintének az OA(3; —4) vektor egy normdlvektora, igy az érint§ egyenes egyenlete:

3x -4y =14.
A B pontbeli érint§ egy normélvektora az @(4; 3) vektor, egyenlete pedig 4x —3y = 2.
d) Az AB hir hosszaAB =+/50 = 5J2. Az OAB,-ben: ,
OA2+ OB =52+ 52 =50, ezért OA%+ OB?=AB. :
Pitagorasz tételének megforditdsa alapjdn az OAB, derékszogd. 3B

Megjegyezziik, hogy ezt onnan is lathatjuk, hogy OA-OB =0,
ezért a két vektor merdleges egymdsra.

Ennek megfelelGen a kérdéses korszelet teriilete egy negyedkor
és egy derékszogl haromszog teriiletének kiilonbsége, azaz:

52.m 5.5 25
derszelet:T_T:?'(F—Z)z%l&

@30 a) A c kor egyenletét dtalakitva (x— 1) + (y + 3)2 = 10, amibdl a kor
kozéppontja O(1; —3), sugara r =~/10. Ha az O pontot a meg- k
adott vektorral eltoljuk, akkor a Q(5; 1) pontot kapjuk, és mivel
az eltolds a kor sugardt nem valtoztatja meg, ezért a k kor egyenlete
(x—5)% + (y— 1)> = 10. Akétkor metszéspontjait a korok egyenle-
t€bdl all6

10X

(x-1)2+(@y+3)2=10
x=52+@r-1)2=10
egyenletrendszer megoldasai adjak. A megfeleld oldalak kiilonbsége 8x + 8y — 16 =0, amibdl
y=2—x. Az egyenletrendszer megolddsai: x; =2, y; =0¢s x, =4, y, =-2.
A két kor kozos pontjai A(2; 0) és B(4; -2).
b) Az AOBQ négyszog minden oldala r =+/10, ezért a négyszog rombusz. Az 4tlék hossza
00 =4J2 és AB=2J2. Az AOBQ rombusz teriilete az 4tl6k szorzatdnak a fele, azaz:
N2-202
— =

T= 8.

E3IB A latészogkorivekre vonatkozé tétel alapjén az ilyen tulajdonsdgu
pontok halmaza két, az AB szakaszra nézve szimmetrikusan elhe-
lyezkedd koriv (melyeket az dbran pirossal jeloltiink). Ha a 1at6-
korivek pontjaibdl az AB szakasz 45°-0s szog alatt latszik, akkor
a kozépponti €s keriileti szogek tétele alapjan a latokorivek kozép-
pontjabol az AB szakasz 90°-os sz0g alatt latszik. Ezért a keresett
korivek kozéppontja illeszkedik az AB szakasz Thalész-korére,
valamint természetesen a szakaszfelezd merGlegesére is.




5616

A korivek kozéppontjdnak koordindtdit (az dbrdn Q; és O,) a két emlitett alakzat metszés-
pontjaként szamolhatjuk ki.

Az AB szakasz felez6pontja (egyben Thalész-korének kozéppontja) O(2; 1). A szakaszfelezd
merdleges egyenlete x + 2y = 4.

A megfelel Thalész-kor egyenlete OA =+/5 miatt (x —2)? + (y — 1)2 = 5. A szakaszfelez8 merd-
leges egyenletébdl x =4 — 2y, amit a Thalész-kor egyenletébe helyettesitve, majd az elsS tagbdl
4-et kiemelve adddik, hogy:
Q-2 +(y-1)7*=5,
4-(1-yP+(@y-1)7*=5,
5-(y—1)>=5.

A kapott egyenlGség csak tigy teljesiilhet, ha y =2 vagy y =0. A két latészogkoriv kozéppontja
tehat 01(0; 2) és 0,(4; 0).
A l4tészogkorivek sugara ugyanakkora: r = Q|4 = Q,A = /10, egyenletiik:

ki: x>+ (y—-2)2=10, ky: (x—4)?+y*=10.

A feladat feltételeinek a k; korvonalnak azok a pontjai felelnek meg, amelyek az AB egyenes
»felett” vannak. Mivel az AB egyenes egyenlete y = 2x — 3, ezért a k; kornek azok a pontjai tar-
toznak a latészogkorivhez, amelyek koordindtdira y > 2x — 3 teljesiil.

A k, kornek azok a pontjai felelnek meg, amelyek az AB egyenes ,,alatt” vannak, azaz amelyek
koordindtaira y < 2x — 3 teljesiil.

Megjegyzés: A piros latokorivek kiegészits koriveibdl az AB szakasz 135°-0s szog alatt latszik.

Haegy P pontbdl az AB szakasz 60°-0s szog alatt latszik, akkor P
illeszkedik az AB szakaszhoz tartoz6 60°-os latészogkorivek vala-
melyikére.

Haa C pontaz AB szakasz végpontjaival szabalyos haromszoget alkot,
akkor a C pontbdl az AB szakasz biztosan 60°-os szog alatt 14tszik.

E két megallapitasbol kovetkezik, hogy az AB szakasz 60°-0s laté-
szogkorivei megegyeznek a szabdlyos ABC, koré irhaté korok
megfeleld koriveivel. Két olyan pont van, amelyek az A és B pon-
tokkal szabélyos haromszoget fognak kozre. Mindkett6 illeszkedik
az y tengelyre, tovabba a két pont egymas tiikorképe az x tengelyre
vonatkozdan. Az y tengely pozitiv felére illeszked6 megfelel§ pont masodik koordindtdja éppen
a szabdlyos haromszdg magassdgaval egyenld.
AB-\3

Mivel AB =2./3, amibél a haromszog magassiga m =

=3, ezért a megfelel§ szabdlyos

haromszog harmadik csicsa C(0; 3). Az y tengely negativ felére illeszkedd cstics koordindtai
C’(0; -3) (1d. abra).
A szabdlyos hdromszog koré irhaté kor kozéppontja egybeesik stlypontjaval, sugara pedig a ma-
gassag % része, ezért az ABC, koré irhat6 kor kozéppontja O(0; 1), sugara 2, egyenlete:

ki: x2+(@y-1)2=4.
Hasonléan az ABC), koré irt kor egyenlete:

ky: x>+(@y+1)72=4.

Az AB szakasz 60°-os 14tészogkorivei: a k| kor x tengely ,.feletti” ive, illetve a k, kor x tengely
.alatti” ive.



Vildgos, hogy ez utébbi nem metszi az adott —2x + 3y =9 egyenletd egyenest, ezért az egyenes
azon pontjai, amelyekbdl az AB szakasz 60°-os szog alatt ldtszik, csakis a k; koron lehetnek.
Az ilyen tulajdonsdgu pontok koordindtdit ennek megfelelGen az

X2 +(y-172=4
-2x+3y=9
L [ 24 23
egyenletrendszer megolddsai adjak: x; =0, y; =3 és x,= ETE Yy = IES
Két olyan pont van az adott egyenletd egyenesen, amelyekbdl az AB szakasz 60°-os szog alatt
latszik, ezek koordinatai: C(0; 3) és P(—%; %)

a) A k kor egyenlete (x —2)% + (v +2)% = 1, tehdt a kor kozéppontja O(2; —2), sugara pedig 1.

Az érintGk egyenletét y = mx — 4, illetve a kényelmesebb mx —y — 4 = 0 alakban kereshetjiik.
Mindkét érinté r =1 egység tavolsagra halad a kor O koézéppontjatdl, ezért a pont és egyenes
tdvolsdgdra vonatkoz6 formula alapjan:

2m+2 -4
m2+1

=1, azaz ‘

Ha mindkét oldalt négyzetre emeljiik, akkor:

_2)2
(2’"2—2)=1, ebbSl  3m2—8m+3=0.
m* +1
Az egyenlet megolddsai: m; = 4+7 és my = 4 —3ﬁ '
A P pontbdl a k korhoz hizhaté érintdk egyenlete:
447 ) 4_ 7
! x-4 & y= 3 x4

b) A feltételek alapjan a ¢ kor sugara 3. A két
kort és kozos érintdiket az dbra mutatja.
Ha az egyik érint§ érintési pontjait E és F,
a ¢ kor kozéppontjat pedig Q jeloli, akkor
a POE, és PQF, hasonld, megfelelS olda-
laik ardnyéra pedig:

PO _1
PO 3
A kapott egyenldségbdl leolvashatd, hogy
az O pont éppen a PQ szakasz P-hez ko-
zelebbi harmadoldpontja, ezért ha Q(x; y),
akkor az osztépont koordinatdira vonatkozo
Osszefiiggés alapjan:
2-O+1-x=2 és 2-(—4)+1-y=
3 3
Az egyenletek megolddsa utdn a Q pontra
Q(6; 2) adddik. A ¢ kor egyenlete:

(x=6)2+(y-2)>=09.

=2.




c) A két kort és a kozos belsd érintdket az abra
mutatja. Ha az 4bra jel6léseit kovetve a ki-
alakul6 érintési pontokat ezittal is E és F
jeloli, akkor a POE, és PQF ismét hasonlo,
a megfeleld oldalaik ardnyara ezittal is:

PO _1
PO 3
Ezittal azonban a P pont elvélasztja az O €s
Q pontokat, ezért P az OQ szakasz O-hoz
kozelebbi negyedel6pontja. Ha a Q pont
koordinatai ismét Q(x; y), akkor:
1- . . (=
x+3 2=0 és 1-y+3-( 2):
4 4
Az egyenletek megolddsa utdn a Q pontra
0(-6; -10) addédik. A ¢ kor egyenlete:

(x+6)2+(y+10)2=09.

-4,

a) A parabola egyenletét dtalakitva y = (x — 3)2 — 2. Az egyenletbdl leolvashaté, hogy a parabola
. 1 . . . 7
tengelypontja a C(3; —2) pont, paramétere p = > fokuszpontjanak koordinitdi F (3; —Zj

b) A parabola vezéregyenesének egyenlete v: y = —3.

c) Az A pont illeszkedik a paraboldra, ezért az érinté meredeksége az f: x+> x% — 6x + 7 fiigg-
vény derivaltjanak x, =1 helyen vett helyettesitési értéke. Mivel f’(x) = 2x — 6, ezért az érint§
meredeksége —4, egyenlete: y —2 =—4(x — 1), vagy atrendezve: y = —4x + 6.

d) Az origé koriil +90°-kal elforgatott parabola tengelypontjat tgy kapjuk, hogy a C pontot
+90°-kal elforgatjuk az origd koriil. A elforgatott parabola tengelypontja C’(2; 3). A kapott
parabola paramétere nem vdltozik, tengelye viszont az x tengellyel parhuzamos (,,balra nyilik™),
ezért egyenlete: x — 2 = —(y — 3)?, vagy étrendezve: x = —y> + 6y — 7.

Az origd6 koriil —90°-kal elforgatott parabola tengelypontja C”(2; 3). A kapott parabola (mely
,jobbra nyilik”) egyenlete: x + 2 = (y + 3)2, vagy atrendezve: x = y? + 6y + 7.

a) A mozg6 test palyajanak egyenletét y=m(x—1)—6 alakban ,
kereshetjiik. A feltételek szerint az egyenes a parabola egyik AN
érintGje, ezért az 5 )
y=—-x“—4x-5
y:m-(x—l)—6} -10 2 10 X
P

egyenletrendszer diszkrimindnsa 0. Az y valtozdt kikiiszobolve
m(x — 1) — 6 = —x? — 4x — 5, majd rendezve kapjuk, hogy: ta
2+@+mx—(1+m)=0.
A kapott egyenlet diszkrimindnsa (4 + m)? + 4(1 + m) = 0. A m(i-
veletek elvégzése utdn az m* + 12m + 20 = 0 egyenlethez jutunk,
amelynek megolddsai: m; =—-2 és m, =—-10. Eredményeink alapjdn két olyan egyenes van,
amelyeken a test mozoghat. Ezeket az dbran pirossal, illetve kékkel jeloltiik, egyenletiik pedig:
e: y=-2x-4, illetve f: y=-10x+4.




EH) Ha az dbrdnak megfelelGen az e egyenes meredekségét m jeldli,

b) A parabola egyenletét atalakitva y = —(x + 2)> — 1, amibdl l4thato,

hogy a fékuszpont F' (—2; —%)

Amikor a P pont a legkozelebb volt az F fékuszponthoz, akkor
rajta volt az F-bdl a megfeleld érintére emelt merdlegesen.

Az F pontbdl az e érintére emelt merdleges egyenes egyenlete

y :%x - i A merGleges az érint6bdl az A(—%; —1) pontot

metszi ki, ezért ha a test az e érintén mozog, akkor az A pontban
volt a fékuszponthoz a legkozelebb.

. 1 21
Az F pontbdl az f érintGre emelt merSleges egyenes egyenlete y = Ex ~ 20 A merdleges az
f érintGbdl a B(E; —1) pontot metszi ki, ezért amennyiben a test az f érintén mozog, akkor

a B pontban volt a fékuszponthoz a legkozelebb.

akkor egyenlete: y— 1 =m(x —1). Mivel az f egyenes meredek-
sége m — 3, ezért egyenlete: y— 1 =(m—3)(x + 1). Akét egyenes
metszéspontjanak koordinatdit az p
y—l=m-(x-1)
y=1=m-3)-(x+1)

egyenletrendszer megoldasa adja. Mivel a két egyenlet bal oldalan

ugyanaz a kifejezés éll, ezért a jobb oldalak is megegyeznek, BR1T 74

igy m(x—1)=(m-3)(x+ 1). 5 Y 5 X
. o : I 2m -3 i 4

A miveletek elvégzése, valamint rendezés utdn: x = 3

A kapott értéket az elsG egyenletbe visszairva, majd y értékét kifejezve kapjuk, hogy
_ 2m? — 6m+3
=T
ezért az e és f egyenesek P metszéspontjanak koordinatdi:
P(Zm ~3 2m? - 6m+3).

bl

3 3
A P pont elsd koordindtdjabol a meredekséget kifejezve m = 3%+

koordinétéja: 2
2.(3x+3) 6. 3X*3 4
2 2

3, tehat a P pont masodik

y= 3

1 .
A miiveletek elvégzése utan y = %xz -5 adédik.

2

. . . 1
Eredményiink alapjdn az e és f egyenesek P metszéspontja illeszkedik az y = %x -3 egyenletd

paraboldra.

Szamitasaink ,,megfordithatok”, ezért a parabola minden pontja egy-egy e, illetve f egyenes met-
széspontja.
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