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11.1. KOMBINATORIKA, GRAFOK

Fibonacci-szamok — megoldasok

f15 = 610, f20 = 6765

a)-1,1,0,1,1,2,3,5,8, 13;
b) 1,-1,0,-1,-1,-2,-3,-5,-8, -13.

a) 1,1,2,4,7,13,24, 44, 81, 149, 274, 504, 927, 1705, 3136.
b) Igen, a 13.

7 z

A masodik tagot az elsé és az elsd el6tt 4116 dsszegeként kapjuk: x + 1 =1; innen x = 0. Az eldtte
levé tag: y+0=1; innen y=1. Majd z+1=0; z=-1. Aztdn u + (-1) = 1; u = 2. Hasonl6an
kapjuk a tobbi szdmot:

34, -21, 13, -8, 5, -3, 2, -1, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 5,

Erdekes médon a Fibonacci-szamokat l4tjuk, csak véltakozé elGjellel.

Erdemes elGszor kisérletezni néhany értékkel. Hamar megtaldljuk a csupa O sorozatot, ami
ismétlédést mutat. Azonban més sorozat nem, igy megfogalmazhatjuk a sejtésiinket: dltaldban nem
lehet a szamok kozott ismétlddés. S6t, egy 1dS utdn vagy szigordan novekednek, vagy szigorian
csokkennek a szdmok — a mar emlitett csupa 0 kivételével. Hogyan bizonyitsuk be?

Gyfjtsiink 6ssze egyszerd megfigyeléseket.

A) Hakét pozitiv szdm van egymads utdn valahol a sorozatban, akkor az utdnuk levdk is pozitivak,
sGt a szamok szigordan novekednek az 0sszeadds miatt.

B) Ha van két szomszédos negativ szdm a sorozatban, akkor az utdnuk levSk is negativak, sét
a szamok szigordan csokkennek.

C) Ha taldlunk nullat, és el6tte pozitiv vagy negativ értéket, akkor az A) vagy B) esethez jutunk:
a nulla megdupldzza az el6tte all6 szamot.

Jonak ttinik a gondolatmenet, folytassuk. Mi a helyzet, ha egy pozitiv és egy negativ érték all egy-

mds mellett?

D) Ha a két szam abszolit értéke egyenld, akkor megjelenik a nulla, C) esethez jutunk.

E) Ha a pozitiv szdm abszolut értéke nagyobb, akkor pozitiv értéket kapunk. Ezen beliil E;),
ha a pozitiv érték volt késGbb, az A) esethez jutottunk.

F) Ha a negativ érték abszoliit értéke nagyobb, akkor negativ szdmot kapunk. Ezen beliil F)),

ha a negativ érték volt késébb, a B) esethez jutottunk.
Az E) és F) esetben van egy-egy tovabbi eset is: E,), ha a negativ érték van késébb; illetve F,),

z 2

ha a pozitiv érték szerepel késébb. Mindkét helyzetben visszajutunk D), E) vagy F) esethez.
Rdadésul a Iétrejovd szam abszolit értéke megegyezik az 0sszeg abszolt értékével, ami szigordan

7z

kisebb lesz, mint az el6z8 kettd koziil a nagyobb abszolit értékd. Ennek a csokkenésnek pedig
el6bb-utébb vége szakad: A), B) vagy C) esetekhez kanyarodunk vissza.

Néhany példa az E,) és F,) esetekre:
a) -10,4,-6,-2, ... b) -10,8,-2,6,4, ... c) 10,-5,5,0, ...
Mivel minden esetet attekintettiink, ezzel a bizonyitdst befejeztiik: a 0, 0, 0, ... szdmok kivételével

nincs mds olyan Fibonacci-szerd sorozat, amiben lenne ismétl6dés (s6t, elébb-utébb mindig szigo-
rdan nové vagy szigordan csokkend szamokat kapunk).



Permutaciok, variaciok — megoldasok

36!
271
|
2 60954792,
61-51-10!
| |
MRCARILNT p) BH2+O1_ 4, )0l =1.
31.921 31.21.0!
181
1% _18.17-16-15-14-13=13366080.
(18-6)!
10!
a) —2=10.9.8-7-6-5=151200;
(10— 6)!
|
b) —% _10.9.8.7=5040.
(10— 4)!
107.
28 = 256,

il Ebben a feladatban és a tovabbiakban is nemnegativ (sét elsGsorban pozitiv) egész megoldasokat
keresiink. A legegyszertibb, ha prébdlkozunk.
A masik lehetSség, hogy kicsit gondolkodunk a prébélkozas el6tt: n! = 39916 800. A szdm végén
allo két O arra utal, hogy két 6t6s primtényezSnek lennie kell a szorzatban. Az egyik maga az 5.
A maésikat a 10-ben taldljuk, tehat legaldbb 10!-ig el kell menni. Ez még kevés, a megoldds n = 11.

. . 1 .
EIIE Az els hdrom szamjegyet 63, a masodik harmat L' -féleképpen kaphatjuk meg. Az ered-
mény a kett§ szorzata: 216720 = 155 520. (10-3)!

a) Egyszer( permutacidja 8 kiilonb6zd elemnek: 8! = 40 320.

b) Vilasszunk ki egy f6t, tekintsiik 6t kiindulépontnak. A megadott koriiljards szerint iiltessiik
sorba a maradék hét f6t. Ez ugy torténik, mintha egyszerden permutdlndnk Sket: 7! =5 040.

¢) Most nem érdekes a koriiljarasi irdny, ezért ugyanazt kapjuk, ha az asztal egy atmérgjére tiik-

rozziik a résztvevéket. Igy az el6z6 pontban mdsik iiltetést kaptunk volna, most azonban

!
ez a kett§ ugyanaz. A megoldas: 73 =2520.

Szdmoljuk meg a ndvényeket, dsszesen 6-félét taldlunk a pulton. Mindegyikbdl minden helyen
tehet egyet a kosardba, azaz a 6" = 1679 616 egyenletet kell megoldanunk. A megoldast meg-
kaphatjuk prébélkozassal vagy az 1679 616 primtényezGs felbontdsaval. A megoldds: n = 8.

Megjegyzés: Pér lecke milva mindkét oldal 6-os alapu logaritmusét véve is meg tudjuk oldani
az egyenletet.

!
A mésodik dobozbdl az ismétl6dés miatt a céduldkat 9—‘ -féleképp hiizhatjuk ki (permutacio,

21-31-4
hiszen mindet kivessziik). Az elsé dobozbdl ugyancsak az ismétlédés miatt 10* lehetdségiink van
kivenni a céduldkat (varidcid, a kivalasztds miatt). Eredményiink a kett§ szorzata: 12 600 000.



Egy n alapu szdmrendszerben 0-tdl (n — 1)-ig n kiilonb6z8 szdmjegy van, ezekbdl kell 7 helyre
irni egyet-egyet. (A kevesebb jegybdl 4ll6 szdmokat gy kapjuk, hogy a szam elejére megfelel§
szdmu 0-t frunk.) Vagyis az n’ =2097 152 egyenletet kell megoldanunk, amit prébalkozassal
vagy hetedik gyokvondssal tesziink meg. Az eredmény n = 8, a szdmrendszer tehat a nyolcas.

a) Béarmikor barmelyik cstcsra ugorhat, minden esetben négy lehetdsége van: 410,

b) Elsének barhova, utdna viszont mar csak 3-3 helyre ugorhat: 4-3°.

c) Elsének barhova ugorhat. A kovetkezd ugrdsa a mostani helyérdl elviszi, az utdna levékben

pedig mindig kizdrunk kett§ csdcsot: 4-3-28,

Legyen a miisor nézGszdma n. Ekkor az elsé jatékost n, a masodikat (n — 1)-féleképpen vialaszt-
hatjak ki a néz8k koziil, vagyis nl
(n-2)!
Ezt az egyenletet négyféleképp: probdlkozassal; a zardjelet felbontva méasodfokd egyenletként;
az 1980-at primtényezdkre bontva vagy gyokvondsbdl kerekitve is megoldhatjuk. Az eredmény n = 45.

=n-(n—-1)=1980.

a) A harom emlitett miniszterelnokot vegylik egy ,,csomagnak”. Ekkor 8 {6t kell leiiltetniink, ezt
81-féleképp tehetjiik meg. Az angolnak és a francidnak kozre kell fognia a németet, Gket ezért
még kétfeléképpen iiltethetjiik minden sorrenden beliil. Az eredmény: 2 - 8!

b) Ismét csomagoljuk Ossze a harmast. 8 f6t kor alaku asztal mellé 7!-féleképp iiltethetiink le,

ha figyelembe vessziik a koriiljardsi irdnyt is. Vegyiik figyelembe a harmasban a szélsdk sor-
L7
rendjét is: 2-7! Végiil tekintsiink el a koriiljarasi irdnytol: % =7!

Egyik lehetdségiink a probalkozas. Mésrészt viszont ha szamolunk, ismétléses permutéciot kell
szamolnunk. Jeloljiik c-vel (2 < ¢ < 12) a keresett szinpadi mtivek szdmat:

4+5+0)!
41.5!.¢!
Tiintessiik el a tortet, a kovetkezd egyenletet kapjuk:
9+¢)!'=79833600-c!
Leosztva 11!-sal (figyelembe véve ¢ lehetséges értékeit):
12-13-...-(9+¢) =2c!
6-13-...-(9+c¢c)=c!
A ¢ értékétdl fiiggben tobb esetiink van. Ha 9 + ¢ =12, akkor ¢ =3 és igy 12=2-3! Ez j6
megoldas.

Ha 3 < ¢ < 12, akkor a bal oldalon szerepel 13, ezért a jobb oldalon is el kell menni legalabb
13!-ig. Azonban ebben (jobb oldalon) szerepel 11 is, ami viszont a masik (bal) oldalon nem fog
el6fordulni, ellentmonddsra jutottunk. Ezen esetekben nincs megoldds, Lacinak 3 szinhdzi el6adast
tartalmazé lemeze van.

=27720.

Az 6t gyermek megsziilethet 5 1any; 4 lany €s 1 fid; 3 lany és 2 fig; 2 lany és 3 fiu; 1 lany és 4 fiu;
5 fid variaciéban.

Az els6 és az utolso esetben egyszerd dolgunk van, mindkétszer 5! sorrendben adhattak nevet
a megsziiletett gyerekeknek.

Vegyiik bonyolultabb példanak a harmadik esetet. Ekkor a gyerekek kozott a lanyok-fitk sorrendje

! !
ismétléses permutdcio: %, azon beliil a ldnyoknak >t a fidknak -féleképpen

(5-3) 5-2)!
adhatnak nevet (ismétlés nélkiili variacio).



Ez alapjan minden esetet szimba tudunk venni (a szimmetria miatt elég az egyes eseteket kettGvel
szorozni), a végeredmény:

| | | | | |
LT SR LE: LIRS LI SR L LI LI\ UV}

4110 5-H! 5-D! 3121 (5-=-3)! (5-2)!

El6szor is gondoljuk 4t a feltételeket. Az ismétléses esetben k-ra és n-re semmiféle megszoritds
nincs azon kiviil, hogy nemnegativ egészek. Az ismétlés nélkiili esetben azonban 0 < k <n. Ez szi-
gortbb feltétel az el6z6nél, igy tartsuk magunkat az utébbihoz. A kérdés: mely, a fenti feltételeknek

megfelel§ n, k-ra igaz: nl
i !

T -k

Feltételezhetjiik, hogy n # 0, igy nem kell a 0° hatvannyal foglalkoznunk. Vizsgiljuk meg k néhany
értékét! Ha k =0, akkor

vagyis ekkor barmely n-re teljesiil az egyenléség. Ha k = 1, akkor ugyanez a helyzet:
o

(-1
Ha k=2, akkor n? =n-(n— 1) egyenlethez jutunk. Ennek egyetlen megolddsa n = 0, ami nem

felel meg a k <n feltételnek. Ha k értékét tovabb noveljiik, akkor egyre magasabb fokud egyen-
letekhez jutunk, melyeket nem tudunk megvizsgédlni. A megoldds azonban sokkal egyszertbb.

Azt kell észrevenniink, hogy a kiindulé egyenl&ség jobb és bal oldaldn is k tényezibdl all6 szor-
zatokat taldlunk, azonban a bal oldalon csupa n tényezdvel, a jobbon viszont n-t6l csokkend
tényezSkkel. Vagyis ha a szorzatoknak tobb tényezdje is van, akkor nem lehetnek egyenlSk.
Amegoldds: k=0 és k=1 értékre barmely n-re megegyezik n elem k-tagd ismétléses és ismét-
1és nélkiili variacidinak szama, mas értékekre viszont soha.

Ismétlés nélkiili kombinaciok, Pascal-haromszog — megoldasok

a) 6; b) 105; c) 462; d) 165; e) 55; f) 7381;
g) 145; h) 1578; i) 1.
) n*—n
a) 1, b) n; c) n“—n; d) 5 ; e) n; f) L
135, 212) 112
‘”(44) b)GoJ’ ‘”(55)

a) Nincs.

b) Egy helyen: 2; kett§ helyen: 3 és 4; harom helyen: 6; négy helyen: 10. (T6bb helyen nem
lehetnek, mert utoljara a szélsd egyes mellett fordulhatnak eld.)

1

@
1 ofto 1
@. .@

[ 2 B
e

1 7 21 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 36 84 126 126 84 36 9

1 45 120 210 252 210 120 45 1



a) @:15; b) @:20; c) @:15; d) @:6;

e) 6 elembdl nem lehet 7-et kivalasztani.

a) 6; b) 5.

%)
5) 18-89-11-29-86 3-89-29

= = ~5,4.
(45) 15-44-43.7-41  5-7-41

a) (465] =8145060;  b)

o
(s

60) _
(4)_487635.

6

A Pascal-hdromszog elGillitasab6l adéddan szimmetrikus, és az értékek a sorok elején novekednek
a szimmetriatengelyig. Igy ha paros szdmrdl van szd, a felét kell aldirnunk. Paratlanokra két megoldast
is kapunk: egyik a szdm felének egészrésze, masik az ennél eggyel nagyobb egész. A konkrét példaban:

a) k=12, @ = 2704156; b) k=6 vagy k=7, (16) - (173j ~1716.

€D o) A torpok koziil (ljj — 495-féleképp vélogathat ebédre négyet Hokuszpok.

b) A maradék nyolc f6bdl vilasztanak elGszor kett6t, majd a maradék hatbdl ismét kettSt. Mivel

ezeket egymadstol fiiggetleniil meg tudjak tenni, 6ssze kell Sket szoroznunk: @) . (g) =420.
EIED A lehetSségek szdma: @) : @) =504.

B a) A négykereki auté mind a négy kerekére négy csavar kell, igy a valasz: (?Oj

b) Ha kiilon-kiilon vesz ki csavarokat a dobozbdl Sanyi, akkor a kdvetkezd adagot mindig néggyel
kevesebb koziil vélaszthatja, (6 ) (5 ) (52) . (48) -féleképp.

4)a)a) 4
) Az a) eset kifejt 6 (00)2 8% Most b) esetet is feitsiik ki:
C Z d) ese 1 e] Ve egySZeru. 16 = 16'44! oS esetet 18 e] Ssu 1.

(6)(5 )(5)_(4)_ 60! 56! 521 48! 60!
4)\4)(4)\4) 41.56] 41-521 41.48! 41.441 (41)*. 441
Az egyszer(sitések utdn maradt alakokb6l — mivel 16! > (41)* — mar ldthat6, hogy a b) esetben

tobb lehetdségiink van a csavarok kivalasztdséra. 16!

41-41-41-4!
ami megfelel 16 elem 4, 4, 4, 4-tagi ismétléses permutacidinak. Azaz ha az a) esetben figye-
lembe vessziik ezt a sorrendet is (vagy a b) esetben eltekintiink téle), akkor a két eset egyenld lesz.

Végiil osszuk el a b)-ben kapott eredményt az a)-ban kapottal. Igy -hoz jutunk,



EIXE) a) Ha a piros kiraly a leosztott lapok kozott van, akkor a maradék 31-bSl kell még mellé tenni

hdrmat: (331) = 4495,

b) Ez az eset hdrom egymast kizdrd alesetbdl 4ll dssze: piros, de nem kirdly; piros kirdly; nem
piros, de kirdly. A hdrom esetben dsszesen 11 lap van (7 + 1 + 3), melyekbdl bele kell keriilnie
egynek a leosztott négy lap kozé. A tobbi harom leosztott lap a maradék 21 lapbdl keriilhet ki.
A megoldds: (11 ) . (231) — 14630.

c) A ,legalabb” sz6 gyants lehet, inkdbb szamoljuk ki a kérdezett eset ellentétét (komplementerét).
Ekkor arra kell védlaszolnunk: hanyféleképp fordulhat el6, hogy a leosztott négy lap kdzott nincs
sem piros, sem kirdly lap? Azokbdl a lapokbol, melyek nem pirosak és kirdly sincs rajtuk, 21 van.

A megoldast gy kapjuk, ha kivonjuk az 6sszes esetbdl az ellentettet: (34) - (241) =29975.

EIIF Az autdszerelSs feladathoz hasonlé szorzatot kell felirnunk: (5 ) . (49) . (46) . (43). Az ottanihoz

3

hasonléan elvégezve az egyszerisitéseket: ————— = 7,6 - 1016,
(3H*- 40!

3 3 3

EIZB) 1. megoldas. A ,legaldbb egy 4sz” ellentéte, ha nincs 4sz a leosztdsban. Mivel dsszesen négy 4sz van

a pakliban, igy az ellentétes eseteket az dsszes esetbdl kivonva a megoldds: (34) - (248) =15485.

I1. megoldas. A ,legalabb egy” jelent egy, kettd, harom vagy négy aszt. Ez négy eset, lassuk rész-
letesebben az egyiket, mondjuk a hdrom 4szt. Ekkor a csomagban levé négybdl harom bekertil

a leosztdsba, a maradék egyet pedig a nem dszok koziil toltjiik fel, 4).(28 -féleképpen. A tobbi
R S ) 3) {1
esetet is kiszamithatjuk, 6sszegiik adja a megoldast:

() - s

E A ,legfeljebb egy” tok lehet egy vagy nulla darab. Ez csak két eset, nincs értelme 4ttérni az ellen-

tett eseményre, hiszen ott hét alesetet kellene 0sszeirni. Lassuk hat.
Ha nincs tok a leosztasban, akkor a pakliban levs nyolc lapbdl nulla darab kertiil a négy lap kozé,

az Osszes tobbi piros, zold vagy makk: (g) - (2;1) =10626. Ha egy tok van, akkor piros, zold, makk

lehet hdrom: @ : (234) —16192. A megoldds a kettd dsszege: ((8)) : (2;‘) ; @ - (234) = 26818.

EfD Gondoljunk at részletesen egy esetet, példdul a hdrom taldlatot. Hirmasunk gy lehet, ha az 6t

nyerdszambdl megjeldltiink (kivalasztottunk) hdrmat, a maradék két tippiinknek viszont a nem
nyerd 85 szdmbdl kell kikeriilnie. Ez alapjdn minden esetet szdmba vehetiink. Ha nincs taldlatunk,
akkor minden megjelolt szdmunk a ,,nem nyert”’-ek koziil keriil ki. Ha pedig telitaldlatunk van,
akkor ott minden megjelolt tipp a nyerdszdmok koziil keriil ki.

(85] = 987700;

a) ((5)).(855]=32801517; b) G).(gf)=10123925; c) @ ;

o (e B

Figyeljiik meg, hogy az 6sszes lehetséges szamotdsok darabszama (950 ) =43949268, ami a fentiek

osszege. Ez azért lehet, mert az Osszes esetet egymadst kizard alesetekre bontottuk.



I Egy kézfogds Iétrejottéhez két ember kell. A kérdést médosithatjuk igy is: hany f6bdl valaszthatunk ki

Osszesen 45-féleképp kett6t? Vagy: hatdrozzuk meg n természetes szdmot, amire (g) =45. Ez nem

s

bonyolult, csak irjuk fel ,,n alatt k” definicidjat, és egyszerdsitsiink le (n — 2)!-sal:
n! _n-(n-1)

20-n-2)! 2
Utébbi egyenldséget tekintsiik 6ndllé egyenletnek és tiintessiik el a torteket, bontsuk fel a zérdjelet,
majd rendezziik egy oldalra. gy az n? — n — 90 = 0 masodfokii egyenletet kapjuk, aminek meg-

oldédsai: n; =10 és n, =-9. Nekiink a feladat szovege szerint csak a természetes szamok johetnek
szoba, igy a targyaldson 10 f6 volt jelen.

=45.

Csak ki kell fejteniink a bal oldalon 4ll6 kifejezéseket, majd kozos nevezére hozzuk Gket:
(n—) (n_lj_ (n-1! N (n-1)! _(n—l)!-k+(n—1)!-(n—k)_(n)
k- k') k-D!-n-k! kI-(n-1-k) k- (n—k)! k)

A végén kiemeltiink (n — 1)!-t, és 0sszevontunk a zdr6jelben. fgy éppen (n— 1)!-n=n! format
kapjuk, és készen is vagyunk.

a) Az dsszefiiggéshez egy soron beliil kell hdrom

egymadst kovets szdmot taldlni (vagyis leg- 1 1

alabb a masodik sorbdl — lasd az dbran),

példaul: 1 3 1
1+2-2+1=6, 1 4 6 1

10+2-10 +5 = 35. s
A kapott értékek két sorral lejjebb taldlhatok e n

1
3
4
(0 _~10  5) 71
20 J 15 6 1
k S . 7 21 35 21 7 1
(innen az n + 2), és mivel a soron beliil az

azonos sorszamu tagok ferdén balra délve kovetik egymadst (piros vonal), igy az 6sszeadandok
koziil az utolsé sorszamaval egyezik meg az eredmény (innen a k + 1).

b) A bizonyitdst elvégezhetnénk a definici6 alapjan is, azonban 1
hosszadalmas és nem jelent Gjat az el6z6 feladathoz képest. ’ y
Ezért prébalkozzunk magaval az ott targyalt Osszefiiggéssel: 12!

n n n n n+1 n+1 n+2 1 3 3 1
= = N/
Erdemes az dbrdn is kovetni a levezetést.

oz

EXD a) A feladat az el6z6 példdhoz nagyon hasonlit, csak itt négy darab egy sorban, egymds utdn 4116
szadmot kell 6sszeadnunk (ezért aztdn leghamarabb a harmadik sorban tekinthetjiik). Ott pedig

1+3-3+3-3+1=20 vagykésébb 7+3-21+3-35+35=210.




b) A 20 és 210 értékeket hdrom sorral lejjebb, az utolsé értékkel azonos sorszamu helyen taldljuk.

Azaz a sejtésiink:
n n n n\_(n+3
e R ey

¢) Az igazolashoz hasznaljuk fel hétszer az (Z : 1) + (n/; 1) = (Z) Osszefiiggést. A 3-as szorzo

sziikséges, ugyanis ha csak kétszer vennénk a kozépss elemeket, akkor példdul: 7 + 21 = 28;
21 + 35 =56; 35 + 35 =70. Ezen hiarom szdmbdl csak az egyik oldalon folytathatnank, hiszen
56 egyszer szerepel. A kozéps6 elemet ezért meg kell dupldznunk, amihez hdrom darab 21
és hdrom darab 35 kell.

7 7z

Megjegyzés: Az el6z6 két feladatot természetesen lehet dltaldnositani, bévitve a szamok sorat.
Erdemes észrevenniink, hogy az egyiitthatdk is a Pascal-hdromszogbdl valék. Azonban most
részletesebben egy tovabbi dltaldnositasra hivjuk fel a figyelmet. Irjuk le az els6 sorokat, ahol
az osszefiiggések elGfordulhatnak igy:

oG o v (0

Altalanositva megfigyelésiinket, tij sejtéshez juthatunk. Prébaljuk meg bebizonyitani, hogy

0+ G-

EEH) a) Az bsszefiiggés az egymds uténi sorokban ugyanazon sorszamu helyeken 4116 szémok 6sszege,

mindig a sorvégi szélso értéktdl kezdve. Példaul:
1+3+6+10=20 vagy 1+5+15+35+70=126.

1 2 1
1 3 3 1
1 4
1 5 10
1 6 15 1
1 7 21 35 1
1 8 28 56 8 1
1 9 36 84 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

b) Ugy tiinik, az 6sszeg mindig az eggyel lejjebb levs sor eggyel hétrébb levé eleme. Sejtésiink:
k+k+1+k+2+ (- +n_n+1
k k k k k)" \k+1)
c) Abizonyitast elvégezhetjiik rogzitett k-ra n szerinti teljes indukcidval, de bevethetiink egy aprd
triikkot is. Igaz ugyanis, hogy

kY (k+1 ahonnan k+1+k+1_k+2
k)" \k+1) k+1 k) \k+1)

Igy az els6 kéttagi 6sszeg egybeolvad, majd a kovetkezd kettd djra és igy tovabb. Nem tesziink

mast, mint Gjra és Ujra felhasznéljuk az (Z B J + (nl; 1) = (Zj Osszefiiggést. Tulajdonképpen

egy ,teleszkopikus” Osszeghez jutunk.



d) Az 6sszeg k = 1-re a kovetkez§ alakot olti:

[RGROARGRE)

vagy ugyanez masképp irva:

1+2+3+...+n:w.

Ez pedig nem mds, mint az elsé n természetes szam Osszegére vonatkozd Osszefliggés.
Megjegyzés: Jatsszunk még az Osszefiiggéssel. Haszndljuk ki a Pascal-hdromszog szimmetridjat,

és tiikkrozziik a szimmetriatengelyre a szerepl tagokat. Felhaszndlva az (Z) = (n f k) 0ssze-
fiiggést, a kdvetkezd alakhoz jutunk:

o (o3 b 2=

A c) részben leirt triikkel ezt is igazolhatjuk, ha felhasznaljuk, hogy (l(;) = (k(—)l— 1)-

A kérdés kicsit masként fogalmazva: oldjuk meg a (1]3) =715 egyenletet. Ezt probaval vagy

a definici6 alapjan tudjuk megtenni. Lassuk a ,,tudomédnyosabb” médszert. Eltiintetve a tortet:
13!
Bt =71
k!-(13-k)!
8709120 =k!- (13 - k)!
A jobb oldalon egy egész szamokbdl 4ll6 szorzat — sét két szorzat szerepel. Rdadasul mindkettd
1-t61 kezdve halad az egymads utdni egészeken, igy tartalmaz sorozatban egyforma tényezdsket is.

Tehat varhatéan bizonyos értékek duplan szerepelnek a 8 709 120 szorzattd bontdsdban. Lassuk
a primtényezds felbontdst:

2

8709120=210.33.5.7.

A 7 és 5 primtényezd biztosan egyszer szerepel, igy azok csak a hosszabb szorzat elGéllitdsaban
vehetnek részt. A koztiik levd 6 is egyszer szerepel, eldallitdsdhoz egy 2 és egy 3 primtényezd
sziikséges. Az 5 el6tt kell lennie az 1-2-3-4 szorzatnak, ami elvisz hdrom 2 és egy 3 primtényezdt.
Eddig elfogyasztottunk négy darab 2, kettS darab 3, egy 5 ésegy 7 primet. Maradt 2°-33. A hdrom
3 primbdl nem tehetiink kettGt a rovidebb szorzatba, mert akkor el kellene jutnunk 6-ig. igy kettd
marad a hosszabban, azaz ott lesz 9 is és igy 8 is. Ezzel djabb primeket haszndlunk el, marad 23- 3.
Ez pedig pontelég az 1-2-3-4 szorzathoz. Vagyis 8 709120 =4!-9! ésigy k=4 vagy k=09.

Tehat 13 f6bdl 4 vagy 9 {6t tudunk 715-féleképpen kivalasztani.

Akérdés atfogalmazva: oldjuk meg a természetes szdmokon az (;l) =77520 egyenletet! Ennek is

nekildthatunk probalgatdssal, &m abbdl nem sokat tanulunk. Az el6z6 példdhoz hasonldéan kezeljiik

a kérdést:
n!

———=77520,
7 (n-=T)!
n!
(n-"7)
Rutinosan primtényezdkre bonthatjuk a jobb oldalt (rogton vélasszuk le a végérél a 100 = 22 - 52-t):
390700800 = 28-33-52-7-17-19.

=390700800.



Figyeljiik meg a mésik oldalt is, itt n-tSl lefelé hét darab egymads utdn kovetkezs egyre kisebb szam
szorzata szerepel. Mivel a 17 és 19 primek, igy valdszintleg szerepelnek a szorzatban. Koztiik
taldljuk a 18 = 2-32-t is. Varhatéan 7-ig nem jut el 19-tSl a szorzat, ezért 14 =2-7-et kell
keresniink vagy 21 = 3-7-et. Barmelyik is szerepel, a szorzat szélén kell dllnia. Ugyanis van két
5-6s primtényezd is, egyik lehet a 15 = 3 -5 épitdkove, masik pedig a 20 = 2%-5-&.

Gydjtsiik 0ssze a felbontasbdl eddig elhasznélt primeket:
20-19-18-17-16-15=27-33.52.17-19.
Maradt még egy darab 2 és egy darab 7, tehat a megoldas:
390700800 =20-19-18-17-16-15-14.
Vagyis 20 f6bdl valaszthatunk 77 520-féleképp 7-et. Mésik megoldds nincs.

A feladatra azonnal adhatunk két magétol értet6d6 megoldést: a 8568. sor 1. eleme és a 8568. sor
8567. eleme is 8568. Igen dm, de taldlhat6-e mds lelGhelye a Pascal-hdromszogben a jelzett
szamnak?

Most is fogalmazzuk meg mdsként a kérdést: mely n és k (n = k = 0) természetes szdmra teljesiil,
hogy @ =8568?

Az el6z6 pontban az (8516 8) = @ggg} = 8568 megoldast adtuk meg.

Probalgatdssal most nem sokra megyiink, mert sok az ismeretlen. Vegyiik hét a definiciét, bontsuk
fel a 8568-at primekre, és gondolkodjunk:
!
M o337,
k!-(n—k)!
A bal oldalt tekintsiik dgy, hogy a tobb tényez&bdl all6 szorzattal leegyszertsitettiink, legyen ez
most az (n — k)! (A szimmetria miatt nem fontos, melyiket tekintjiik.)

A tiloldalon van egy 17-es primtényezd, ami elég nagy ahhoz, hogy ne egyszerdsitett alakbdl
kapjuk. Feltehetjiik, hogy a 17 szerepel a bal oldal szdmlaldjaban. Nézziik a 17 koriili szdmokat,
példaul az el5z6 feladathoz hasonléan 18 = 2-3%-t is ki tudjuk rakni a primekbél és 14 =2 - 7-et is.
19 nem szerepel, igy biztosan tudjuk, hogy legfeljebb n = 18. 13 sem szerepel, tehdt vele mar
egyszer(sitettiink. A 18 és 14 kozott lennie kellett 15=3-5 és 16 = 2*-nek. Hat darab 2-es

2 2

primiink azonban nincs a felbontdsban — ez azért lehet, mert a szorzatot egyszer(sitettiik k!-sal.
Most nézziik meg azt, mi hidnyzik a teljes 14-15-16-17- 18 szorzatbdl, ennek drulkodnia kell
az osztd k!-rol:
14-15-16-17-18=20.33.5.7.17=(23-32.7-17)-(23-3-5) =
=(23.32.7-17)-(2-3-22-5) = (23-32.7-17) - (5").
Elkésziiltiink hat: k=35 és n =18 megoldast ad. Ugyanigy a szimmetria miatt megoldds k=13 is.

Binomialis egyiitthatok, ismétléses komhinacio — megoldasok

a) 9—6b + b%;

b) €3+ 6e3f + 12¢f 2 + 8f3;

c) x* = 8x3 +24x% - 32x + 16;

d) 32x3 + 80x* + 80x3 + 40x2 + 10x + 1;

e) 1-3,5a+ 5254 - 4,3754% + 2,1875a* — 0,65625a° + 0,109375a° — 0,00781254".



a) x'2 + 12x" + 60x10 + 160x” + 24048 + 192x7 + 64x5;

b) 256a8 — 512a’b + 448a°b? — 224a°b> + 70a*b* — 14a’b> + %azb6 - iab7 + ﬁbs;

2 2
¢) xX3+9x3 - (x) +36x% Y +84x5 +126x5 - (3/x) +126x6 - 3x +84x7 +
2
+36x7-(§/;) +9x8 -3k + x%

1 1

d) x7+21x% - x +189x0 +945x5 - /x +2835x5 +5103x% - Vx +5103x% +2187x3 - /x;
e) 64x° —576x8 + 2160x'0 — 4320x!2 + 4860x'4 — 2916x16 + 729x!8.

a) 1 —2-sinx-cosx; b) 4-sin®x-cos?x + 4-sinx-cosx + 1.
a) Qa+ by b) (0,5x2 - 2y)%; ¢) (2= )% d) (x+x)"
a) 2; b) 4 c) 32; d) 1.

a) Ures halmaz. b) 1. c) Nincs ilyen halmaz. d) 4.

e) 8. f) Nincs ilyen halmaz.

Minden bit értéke 0 vagy 1 lehet. Mivel a shortint és az integer egész szdmok, ezért lehetnek
negativok is: kell hagynunk az el§jelnek egy bitet (az els6t). A szam értékének rogzitéséhez igy 7,
illetve 15 bit marad. A legnagyobb érték ezért

a) shortint esetén: 27 = 128; b) integer esetén: 215 =32768.

A részhalmazok szdmat csak a halmazban levé elemek szdma hatdrozza meg, marpedig shortint
tipusu szdmbol 2 - 128 + 1 =257 darab lehet, integerbdl pedig 2-32768 + 1 =65537. A vélasz:

C) 2257; d) 265537.

Akét megadott szdm a lanyok és a fidk részhalmazainak szdma. Vagyis kérdés, hogy 2-nek melyik
hatvdnya az, aminek értéke 1024. Hamar kitaldljuk, 2'0 = 1024. A fidkn4l ugyanez 2'3 = 8192.
Ebbdl adddik, hogy a lanyok tizen, a fidk tizenhdrman vannak az osztélyban, tehét az osztalylétszam
osszesen huszonhdrom. Tehdt 223-féleképpen vilaszthat6 ki egy csoport az egész osztalybdl.

Megjegyzés: Hamarosan megtanuljuk éltaldnosan is megoldani a 2* = 1024, Un. exponencidlis
egyenleteket.

Képzeljiik el a csapat Osszes tagjat egymads mellett dllva a bemutatdskor. A bel6liik képezhetd részhal-
mazokat jelolhetjiik ugy is, hogy egy minuszjelet képzeliink afolé, aki nem tagja; és egy plusz jelet
afolé, aki tagja a részhalmaznak. Mind a tizenegy jatékos felett vagy plusz, vagy minusz jel dllhat,
igy 2!! lehet6ség van kiilonbozd részhalmazok képzésére.

a) Most ha az Eniké feletti jelet minusznak rogzitjiik, akkor csak a tobbiek jele valtozhat, tehat
a megoldds 210.

b) Az el6z6 részhalmazokat tgy kaptuk, hogy Enikd jelét minusznak vettiik. Hagyjuk hat ezt igy,
és most legyen Evike jele plusz. Ezt is rogzitettiik, szabadon valaszthaté marad kilenc f6, a meg-
oldds 2°.

c) Ebben a kérdésben 6t {6t kell rogziteniink (az mindegy, hogy plusz- vagy minuszjelet régzitiink
a jatékos felett képzeletben). Szabadon hat f6t valaszthatunk, a képezhetd részhalmazok szdma
26 ami éppen 25 = 32-ed része az Osszes lehetdségnek.

EfE) a) A fociban semmi sem tiltja, hogy két vagy tobb szabadrigést ne végezhessen el ugyanaz

a jatékos. Mivel ebben az esetben az idGbeli sorrendet is figyelembe vessziik, igy 8 {6 koziil
kell kivélasztani az els6, a masodik stb. szabadot rigé jatékost (ismétléses variicid):

81628104



b) A sorrend most nem szamit, ezért ismétléses kombindcidt kell szdmolnunk. A tizenegy
jatékosbdl elhagyva a harom csatart, 8 elem 16 tagi ismétléses kombindcidinak szdma:

8+16—
16

1) =245157.

c) Ebben a részfeladatban a csatdrokat engedjiik szabadrigést 16ni, de a kapust nem. Megint ismét-
1éses varidciot szamolunk, az eredmény:
1013,
d) A sorrendre val¢ tekintet nélkiil ismétléses kombindciéhoz jutunk:

(10+13-

1
13 ) =497420.

Vegyes dsszeszamlalasi feladatok (kiegészité anyag) — megoldasok
(3064 IO (100) 3921225: b) 41 =

c) (Zj -k!= m n elem k tagu ismétlés nélkiili varidcidéinak szama.
n—k)!

————— =863040;
ey (32 o
32! 32 R .
b) m.4!= 4 =35960, 32 elem 4 tagd ismétlés nélkiili kombindcidinak szama.
3066 (380).7,
a) 3!; b) 12!;
!
)#2‘5' 31=166320; d)3!-(6-5+4-10-3+10-3) =1080.
9! 8! _ _ . 9 B 8)_(8)_
a) 93, (8—5)!_5 8-7-6-5=8400; b) (5) (5)—(4)—70.

BT a) Kétféle megoldas is esziinkbe juthat. A ,,szdmolds” megoldashoz fejtsiik ki a két oldalt, majd

amivel csak lehet, egyszer(sitsiink, és tiintessiik el a torteket:

n! n!
K-(n—k)! (k=1)!-(n—k+1!
n—k+1=k,
n=2k-1.
Megoldédsparokat kapunk, ezeket egy tbla- P 1 9 3 4 5
zatba is foglalhatjuk:
n 1 3 D 7 9

Vagyis példaul hét elembdl annyiféleképpen tudunk kivalasztani a sorrendre valé tekintet
nélkiil négyet, mint hdrmat. Ot elembdl pedig annyiféleképp tudunk kivalasztani a sorrendre
vald tekintet nélkiil harmat, mint kettst.
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b) Az el6z6 esethez hasonld atalakitdsokkal ebben az esetben
nm—k+1)-(n—k+2)=(k-1)-k
alakhoz jutunk. A zdrdjeleket kifejtve, és rendezve az egyenletet:
n*+ (3 -2k n+2-2k=0.
Tehét n ismeretlenben masodfoku egyenletet kaptunk k paraméterrel. Felirva és egyszersitve
a megolddképletben szerepl$ kifejezéseket:

2k -3+(2k-1)
nl’z -
2
Az Osszeaddssal n) =2k —2. A kivondssal T, 3 4 5 6
kapott, k-tdl fiiggetlen n, = -1 eredményt
nem tudjuk értelmezni. A tébldzat a meg- | M 2 4 6 8 10

old4sparokkal mar ismerds lehet.

A kombinatorika nyelvére forditva ez azt jelenti, hogy pl. hat elembdl annyiféleképpen lehet

négyet kivalasztani a sorrendre valé tekintet nélkiil, mint kett6t.
Megjegyzés: A feladat adja az altaldnositds lehet&ségét: mely n, k, r megfeleld pozitiv egész
értékekre igaz, hogy (Z) = (k f r) ? Azonban az eddig alkalmazott mddszerrel varhatéan

n-ben r-edfoku egyenletet kapunk.

A fenti eljaras helyett sokkal egyszert(ibb, ha felhaszndljuk, hogy a binomidlis egyiitthatok épitik
fel a Pascal-haromszoget. A kékkel jelolt értékek adjak az a) részben feltett kérdésre a valaszt,
a zoldek pedig a b) részfeladatra. Indoklasképpen elegendd a Pascal-haromszog szimmetridjara
hivatkoznunk. Igy az altalanositott kérdést is meg tudjuk valaszolni minden lehetséges n, k és r
értékre.
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a) Sorban haladva az elsd csapat 11 mérkézést jatszik (piros). A masodik mdr jatszott az elsGvel,
igy 10 4j mérkdzést jatszik (zold). A harmadik maér jatszott az elsd kettdvel (kék) stb.:

11+10+9+ ... +1=66.

Py

b) A masik abrat tekintve minden csapat 11 mérk&zést jatszik. Azonban figyelembe kell venniink,
hogy két csapat csupdn egyetlen egyszer taldlkozik, mi viszont minden meccset kétszer sza-
moltunk (egyszer az egyik, egyszer a masik csapatnal). A helyes eredmény:

11.12:66.
2

c) Barmely mérkdzés 1étrejottéhez két csapat sziikséges. A feladat atfogalmazhaté igy: hany-
féleképp lehet kivalasztani 12 elembdl kettSt ismétlés nélkiil? A védlasz pedig:

12
2)-6s.
Megjegyzés: Ha a feladatot dltaldnositjuk, az a) és b) részbdl adddik az elsé n természetes szam
Osszegére kordbban mar megismert képlet is:

_n-(n+1)
==

142+...+n

SAd a) Alegaldbb kettS 8-as jelenthet kettSt, harmat, négyet vagy 6tot. Inkdbb szdmoljuk a komplementer
eseményt, ha nincs vagy egy 8-as van. Az dsszes esetek szdma (ismétléses varidcié) 9°. Nincs
8-as a szdmok kozott 8 esetben. Az egyetlen 8-as allhat 6t helyen, a tobbi helyre a maradék
nyolc érték valamelyikét frhatjuk: 5- 8% Az eredmény a fenti értékek kiilonbsége:

95 —85-5-84=5801.
b) Most is érdemes attérni az ellentett esetek 0sszeszamlalasara, azonban itt ismétléses kombi-
nacidkat kell felirnunk (tankonyvben apré betds rész). Az Osszes esetekben kilenc szambdl

vélasztunk ki ismétléssel 6tot: (9 +§ -

vélasztunk 6tot ismétléssel: (8 + g B

a maradék nyolc értékbdl vélaszthatjuk, szintén ismétléssel:

OG-

1). Ha nincs kozottiik 8-as, akkor mar csak nyolc szdmbol

1). Ha egy 8-as van a szdmok kozott, akkor a tobbi négyet

8+4-1

4 . A végeredmény:

!
sliprd a) A fagylalt atvétele 20 elem 4 tagd ismétlés nélkiili varidcidja, ezek szama ﬁ
!
A pénz dtaddsa 11 elem valamely 5, 3, 3 tagd ismétléses permuticidja, szamuk %

Az eredmény a kett$ szorzata:
z y zorz 20111

(20 — 4)!-31-31.5!

b) A fagylaltot 20 elem 3 tagdl ismétlés nélkiili kombindcijaként kapjuk, szdmuk (20).

3
A 2, 2, 1 darab érmét ki kell valasztanunk az 5, 3, 3 darab azonos koziil, ezt @) @) G]—féleképp

tehetjiik meg. Az eredmény: 5 S (3 (3
EIOGH



c) A fagylaltot 20 elem 5 tagti ismétléses varidcidjaként kapjuk, osszesen 207-féleképpen.

7z

A fizetés az el6z6 részkérdéshez hasonldan zajlik. Az eredmény ekkor:
5) (3) (3
5. . .
()60
d) Utoljara 20 elem egy 7 tagi ismétléses kombinécidjat kell tekinteniink, erre
bo6z6 lehetdségiink van.

20+ 7 -

1), .0
7 ) kiilon-

Az érmék kivalasztdsa most is (5), @), G’) -féleképp torténik, azonban mivel egyesével sza-

2
moljuk le Sket, sorrendjiik is szdmit (6 elem 2, 3, 1 tagd ismétléses permutécidja). Az eredmény:

(7RO s

a) Az elsé jatékos az eredeti 52 lapbdl kap 5-6t, ezt [552) -féleképp adhatja neki az 0sztd. A masodik

jatékosnak mdr csak a maradék 47 lapbdl jut 7 darab, (477j -féleképp. Ezt kdvetden az elsd
jatékos G)-féleképp dobhat 2 lapot a kezében levd 5-bdl. A masodik jatékosnak a dobésra (ZJ

lehetdsége van. A ledobott hat lapot ezutdn 6!-féleképp tehetik egyenes sorba. Az eredmény
a fentiek szorzata, hiszen egymastdl nem fiiggé eseményekrdl van sz6:

521 (47) (5).(7). 6
5 7)2)\4)
b) Akor alaku elrendezés esetén csak a feladat vége véltozik:
52\ (47} (3).(7). 51
5 7)2) \4
Hatszor tobb lehetGségiink van a jatékban egyenes sorban elhelyezni a lapokat, mint kor alakban.

lIfy a) A lapok leosztasakor most sem vehetjiik figyelembe a sorrendet, igy a lehetséges leosztasok

szama:
52) (48) (42
4 6 8 )
b) Az elébbihez hasonldan:

n n—kln—kl—k2 n—kl—kZ——kr_l
kl k2 k3 kr .

2 2

c) Fejtsiik ki elsének az a) részt. Két helyen is egyszerdsithetiink:

(52)(48)(4)_ 520 481 42! 52!
4)(6) \8) 41.48! 6!-42! 8!-34! 41.6!-8!-34!

A b) esetben is hasonldan végezhetiink egyszerdsitéseket:

nl =k (n—k—ky—.—k_ !
kl-(n—k)! kyl-(n—k—k)! kL (n—k —ky—...— k)
n!
kY kol ok (n =k —ky — ... — k)

Mindkét esetben megfigyelhetjiik, hogy a nevezdben levd faktoridlist kijelold szdmok dsszege
(pl. 4 + 6 + 8 + 34 = 52) kiadja a szdmldléban szerepld szdmot. Ilyet kordbban az ismétléses
permutéciondl lattunk (52 elem 4, 6, 8 és 34 tagt permutdcidinak szdma ennyi).

........................ . 18



KOMBINATORIKA, GRAFOK

GRAFOK - pontok, élek, fokszam — megoldasok

i Akeresett graf az dbrén lathato.

K G
A keresett graf az dbran lathato. . os
ol
.
A
U
M-J, M-G, J-H, J-G, N-G.
A keresett graf az dbran lathato. 007 008
OOS%D c
T
a) 2—-6-3; b) 5-3-6-4.
<UL a) Akeresett graf az dbran lathato. P y
b) Gabor és Zoli.
G E
z cs

EITT) A keresett graf az abran ldthato.

EITA a) Péld4ul: buszforduld, zsdkutca.
b) Egy utcardl lakételepre vezetd ut két bejarattal.

ETE) Nem.
a) AXkeresett négy graf az abran lathatd.

./ /\



EIA A:5, H:4, G:2, N:4, J:2, M:3.

<l A keresett grafok az dbrdn lathatok.

a) 4; /\
b) 3;
C) 3. ° e —

L7 Hérom lehetSség van:

1,1,2,2; 1,1,1,3; 0,2,2,2.
A keresett grafok az dbran lathatok.

Al Az a) és b) részfeladat megolddsa az dbran l4thato.

a) b)
c) Ilyen graf nem létezik. @ m

<l b) Varhatéan a négyfokdakbol.
EIET) A keresett grafok az dbran lathatéak.
a) b)

1 ¢)
@ D) . )
5
6

EIEID A keresett betiik sorban:




(3092)

(3093)

A huszar 1€pési szabalya alapjan az dbran lathato helyekre juthat el A B CDTETFG H
a megjelolt pontokbdl. Igy @
a) G8 pont fokszdma 3; b) D4 pont fokszdma 8. (=) [ |
Tekintsiik végig a figurdkat. A kirdly nem ilyen, hiszen a sarok-

ban (3) kevesebb lehetdsége van Iépésre, mint a tdbla kbzepén (9).
A vezérnek hasonldan a kirdlyhoz, a sarokban éllva (21) kevesebb
a lehetGsége, mint a kozépsé négy mezSben (27). A futénak a
sarokbdl indulva 7, mig a kozépsS négy mezd valamelyikébdl
13 1épési lehetGsége van. A bastya azonban a sarokbol (14)
ugyanannyi 1épést tehet, mint kozépen allva (14). Ugy tiinik, A B CDTEFGH
hasonl6 a helyzet a gyaloggal: az iires tdblan mindig egyet 1éphet

eldre, igy a koztes mezdket jelold grafpontok fokszdma 2 — azonban a tabla kiinduldpontjardl csak
eldre Iéphet egyet, igy ezen pontok fokszdma 1. Tehét az egyetlen megoldds a béstya.

—_ N W s~ OO N
—_ NN W B OO N o

Tudjuk, hogy egy n csucsu teljes grafnak (g) = nn-l) éle van. Ha egy egyszerd grafba mar
berajzoltunk n darabot, akkor még 2
n-(n-1) _nzn-(n—3)
2 2
élt kell megrajzolni, hogy teljessé véljon.

Ha a berajzolhat6 élek maximadlis szamat keressiik, akkor tekintsiink csak egyetlen izolélt pontot
a grafban — ugyanis minél tobb izolalt pontot képzeliink el, annal kevesebb élt rajzolhatunk meg.
A maradék 6t pont kozott akkor rajzoljuk a legtobb élt, ha teljes grafot készitiink. Ennek éleinek

szdma pedig S\ 5-(5-1)
=—7>==10.
2 2
Akik 6-ot mondtak, azok 6sszesen 7-en vannak egy nemzetbdl. Akik 4-et mondtak, azok 5-en.

Azonban mivel 12 f§ mondta a 4-et, legaldbb hdarom 6tf8s kiilonbozd nemzet tagjai. Aki 2-t
vélaszolt, azok hdrman vannak. Igy mindkét kérdést megvalaszolhatjuk:

a) Ot kiilonbozS nemzet tagjai dolgoznak a cégnél.
b) Osszesen 18 6t kérdezett meg a fonok, maradt még 7 6. 2 fének kell még 6-ot, 3 fének 5-6t,
2 fének 2-t vdlaszolni a cégvezetS kérdésére.

a) Vigyiink rendszert az esetek 6sszeszdmlalasba. Vizsgaljuk meg, ha 0, aztdn 1, majd 2, 3, 4, 5, 6
éle van az egyszer( grafnak. A 11 megoldas az dbrdkon l4thato.

06l o . 16 o o 26k o [ — o 36 : :
L] L] L] L] L] > > A N
44 : , 56l 6 6l Aq oB

] .-

Erdemes megfigyelni, hogy az egyes esetek szimmetrikusak: 0 éld eset annyi van, mint 6;
1 éld, mint 5; 2 €14 eset pedig, mint 4. Ez abbdl adddik, hogy n €It berajzolni pontosan annyi-
féleképpen tudunk, mint n élt a teljes grafbdl letordlni.
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b) Az édbran az iires ABCD gréfot tekintve hat kiilonboz8 hely van. Ezek mindegyikére vagy
rajzolunk élt, vagy nem. Ez élenként két lehetSség. Tehét az egyszerti grafok szdma 2° = 64.
(Ezzel biztositottuk azt is, hogy a keletkezd graf valéban egyszer( lesz.)

A3097. feladat b) részét kell tovdbbgondolnunk. Tekintve az n ponti teljes graf minden egyes élét,
azt vagy hozzavessziik a kialakitandé egyszerd grafunkhoz, vagy nem. Ez minden €l esetében két

n
lehet8ség, az n pontu teljes graf éleinek szdma pedig (gj A megoldds tehat 2(2].

Mivel a feladat egyszert n pontu grafokrol szol, ezért a legnagyobb fokszamu pont fokszdma leg-
feljebb n — 1. Tehdt a feladatban kérdezett fokszamok csak n—1,n—-2,n-3, ..., 2, 1, O lehetnek.

Ez n darab kiilonbozd érték. Lehetséges-e ilyen graf? Nem, mert az n—1 és a 0 fokszamok
kizarjdk egymadst: ha van n — 1 fokd pont, akkor nincs O foku és forditva.

Megjegyzés: Ugyanezen gondolatmenettel igazolhatjuk, hogy minden egyszerd grafban van leg-
alabb két azonos fokszdmu pont. Ha ezt megtettiik, a feladat megvalaszoldsdhoz elegendé erre
hivatkoznunk.

Abrizoljuk a keresett grafot, majd az dbrarél leolvashatjuk,
hogy az elsé szinten 2 €l van, majd minden szinten 2-vel tobb.
Ha n pont szerepel az utolsé sorban, akkor felette 2 - (n— 1) élt
taldlunk. Azaz 4

2+4446+...+2-n-1)=2-(14+2+3+...4+n-1)=
=n-(n—-1)
darab élt taldlunk a grafban, ha az utolsé sorban n tégla van.

a) Haladjunk sorban a graf pontjainak szdma szerint. Mivel a graf egyszerd €s van hdarom éle,
legaldbb harom pontjanak is lennie kell. Hirompontu, haroméld graf egy van. A négypontd
és haroméld grafokat a 3087. feladatban gy(ijtottiik dssze, harom darabot taldltunk. Otponti és
haroméld grafokat gyarthatunk a négypontiiakbdl, csak vegyiink hozzdjuk még egy izolalt
pontot. Ezeken kiviil még egy lehetGségiink van: ha egy pontpart elkiilonitiink a tobbi haromtdl.
Hatpontu grafokat hasonléan tudunk gydrtani az otponti grafokbdl. Itt is csak egy tovdbbi

lehetGség van: ha elkiilonitiink harom, éllel 6sszekotott pontpart (utolsé dbra).

AP A N

Igy hat pont esetében Gsszesen 6t kiilonbozd haroméld egyszerd grafot készithetiink el. Ha most
tovéabb szeretnénk novelni a pontok szdmat, hidba: nem lesz tobb lehetdségiink haroméld egy-

7z

szerd grafot eldallitani.

b) Az el6z6 rész alapjan elmondhatjuk, hogy akkor érjiik el a legnagyobb ,,szabadsigi fokot”
az élek elhelyezkedésében, ha minden egyes €t kiilonall6 grafnak is tekinthetiink. Nem nehéz
végiggondolni, hogy ehhez legaldbb 2n pontra van sziikség.

A feladat szerint nincs kikotve, hogy csak egyszerd grafokkal dolgozhatunk, tehét a grafban hasz-
nalhatunk tobbszoros és hurokéleket is. Tudjuk, hogy a fokszdmok 6sszege minden grafban két-
szerese az éleknek, ezért a fokszamok Osszegének paros szamnak kell lennie. Paratlan sok pératlan
fokd pontot tartalmazé graf nem rajzolhaté. Pl. 2, 3, 4 fokszdmu pontokbdl 4ll6 graf nem
készithetd. S6t, a feltételeknek megfeleld hatpontd graf sem: akdr péros, akdr paratlan szammal
kezdjiik a fokszdmok felsoroldsdt, mindig harom darab pdratlan szimnak kellene lennie.

................... . 22
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Az 1, 2, 3 foku pontokbdl all6 grafot meg tudjuk rajzolni egy
vagy két hurokél segitségével. SGt, ha barmelyik graf minden 1 @
egyes pontjdra rajzolunk még k darab hurokélt, akkor a pontok

fokszdmai:
1+2k, 2+2k 3+2k 9 Q)
Ilyen grafok tehét biztosan készithetSk.

Gondolkodjunk tovdbb a mésodik dbra alapjan. Egyrészt paros (2n) fokd pontot mindig készit-
hetiink elegend6 (n) hurokél segitségével. Masrészt paratlan (2n + 1) fokd pontbdl mindig paros
soknak kell lennie. Allitsunk parba két ilyen pontot, és kossiik ossze Sket egy éllel, majd illessziink
megfeleld szdamu hurokélt a pontokra. Igy éppen a megfeleld grafot készithetjiik el.

Osszefoglalva: igen, lehetséges, egész pontosan mindig rajzolhaté olyan grdf, melyben a pontok
fokszdmai egymdst kovetd pozitiv egész szdmok, ha a szamok kozott pdros sok pdratlan van.

A feladatot leforditva a grafok nyelvére: Az A, B, C, g, v, d A g 4
pontokat akarjuk gy élekkel 6sszekdtni, hogy minden nagybetis
pont dssze legyen kotve minden kisbet(s ponttal, de ne legyenek ¢
metszd élek. Bizonyos szamu probalkozas utan megsejtjiik, hogy
ez nem lehetséges. 4

A bizonyitdshoz elszor azt kell észrevenniink, hogy a bekotések sordn mindig ki kell alakulnia
egy zart négyszognek. (Négy darab 2 fokd pontnak, melyek egyszeri grafot alkotnak — a rajzon
AvBg.) A harmadik hdz vagy a négyszog belsejébe, vagy kiviilre esik. Ebbe is bekotve a két
kozmidvet, mar hdrom zart négyszogiink lesz

(arajzon BvCg, AvCg). Mivel a két lehetGség At g A g A g
bt sl 2 : 4 i s O M C

a grafok szempontjabdl megegyezik, elég az 7 a 5%

egyiket tekinteniink. Barhogy is tettiink eddig, ' . ' == o ' d .

a harmadik kozmd a nagy négyszogon kiviilre,

vagy az egyik belsejébe, vagy a masik belsejébe esik. Mindhdrom esetben lesz egy olyan négyszog,
amit tekintve a harmadik kézm( azon kiviil/beliil van, azonban valamelyik hdz meg beliil/kiviil.
Ezt a kett6t igy nem kothetjiik 6ssze kordbbi él metszése nélkiil (szaggatott élek).

Megjegyzés: Bér a feladatot grafokkal abrazoljuk, igazdbdl a topoldgia témakorébe tartozik.

GRAFOK - t, vonal, séta, kor, Euler-vonal (kiegészité anyag)
— megoldasok

Példaul: ABE, ABCBDBE.

Példaul: ABFECD, ABFEDC, AFEDCB, ABCDEF, ADCBFE.

DACBA, DABCA, ABCAD, ACBAD.

a) Példaul: ABABDF. b) Példaul: ABCEBDF. c) Példaul: ABDF.
Igen, maga a graf egy kor: ABDFGHECA.

Nincs, a zart és nyitott Euler-vonal kizdrja egymadst: a nyitott vonalhoz két paratlan foku pont sziik-
séges, zart vonalhoz viszont minden pont fokszdmanak parosnak kell lennie.

Nincs. Ha egy séta nem vonal, akkor legalabb kétszer athalad egy €len, igy annak végpontjain is.

a) Van zért Euler-vonal, példaul: ABCD. b) Van nyitott Euler-vonal, példdul: BACDBC.
¢) Nincs.
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Ahhoz, hogy a ceruza felemelése nélkiil lerajzoljuk, az alakzatban nyitott vagy zéart Euler-vonalnak
kell lennie. Igy

a) lerajzolhat6 (nyitott); b) lerajzolhat6 (nyitott);

¢) nem rajzolhaté le; d) lerajzolhato (nyitott).

A keresett grafok az dbrdkon lathatok. a) b) ¢)

Az dbrakon mdr az irdnyitds nélkiili grafok lat- a) b) ¢)

haték. A grafok nem Osszefiiggéek, mindegyik © 5 o

két komponensre esik szét. G (o) ‘ 0,

Q
@—03 a b

A megolddsban két-két egyszer feltételt adunk a fokszamok segitségével arra, hogy egy graf nem
Osszefliggd, illetve arra, hogy Osszefiiggd.

a) Természetesen a graf nem lehet Osszefiiggd, ha van izoldlt pontja.
Ha egy grdfnak van 0 fokii pontja, akkor nem osszefiiggo.

Ha a gréf élei elég ritkdk, akkor sem lesz Osszefiiggd. Példdul ha 3 vagy tobb pontbdl 4ll6 grafban
minden pont foka maximum 1, akkor nem alakulhatnak ki ,Jancok”, amik 0sszefiznék a pon-
tokat. (Ha megengedjiik 2 fokd pontok létezését is, akkor mdr létrejohet egy olyan ldnc, amely
a graf Osszes pontjat tartalmazza.)

Ha egy n > 2 csiicsii grdfban nincs 1-nél nagyobb fokszdamii pont, akkor nem dsszefiiggd.

b) Ha taldlunk a grafban egy olyan pontot, amelyhez az 6sszes tobbi pont kapcsolddik, akkor ezen
a ponton keresztiil birmelyik pontbdl barmelyik pontba eljuthatunk.

Ha egy n pontii grdfnak van n—1 foku pontja, akkor dsszefiiggd.

Ha van olyan pont, amelyhez majdnem minden pont kapcsolddik, akkor a graf dsszefiiggs-
ségéhez elegendd, hogy a lemaradd pont is kapcsolédjon a tobbihez.

Ha egy grdfnak van n—2 fokii pontja, de nincs 0 fokii pontja, akkor osszefiiggo.

Ha az dbra gréfjanak két pontja 6sszekottetésben van egymdssal, az azt jelenti, hogy a négyzetracs
megfeleld sordnak és oszlopdnak metszetében levd pixel ki van szinezve. Amennyiben a grdfban
egy ponthoz tobb mdsik kapcsolddik, gy az adott sorban vagy oszlopban tobb pixel taldlhaté (hogy
oszloprdl vagy sorrdl van sz, az él irdnyitdsa adja meg). Az Osszefiiggé komponensek pontjai soro-
kat és oszlopokat jelolnek ki.

A graf kiilonbozd komponensei tehét olyan részabrikat jelolnek, melyek kiilonboz8 sorokban
és oszlopokban helyezkednek el, vagyis az egyes részeknek nincs kozos négyzetracs-oldaluk.

2 oz

(Ilyen kétkomponensi dbrdkat lattunk a 3114. feladatban.)

ElGszor is irjuk fel a szovegben szerepld Osszefiiggést jelekkel. Legyen a graf n pontd, rendel-
kezzen e darab éllel, és a minimadlis fokd pont fokszdma legyen f, a maximdlis fokd pont foka F.
Ekkor a feladat allitdsa:

L

2

<L
2

S |
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Tiintessiik el a torteket a kifejezésbdl, szorozzuk végig az egyenlétlenséget 2-vel és n-nel. Igy az
n-f<2-e<n-F

Osszefiiggést kapjuk. Ez természetesen teljesiil, hiszen 2-e a graf fokszdmainak 6sszege. A bal

oldalon all6 n - f akkor lenne a fokszamok Osszege, ha minden pont foka megegyezne a minimalis

fokd pont fokszdmadval (aminél természetesen lehetnek nagyobb fokud pontok is a grafban).
Hasonl6t mondhatunk a mdsik egyenl&tlenségre is, s6t az egyenlGségek csak egyszerre teljesiilhetnek.

Tételezziik fel az 4llitas ellentétét. Tegyiik fel, hogy van olyan graf, amelynek 2n pontja van,
és minden pont fokszdma legaldabb n, de legalabb két komponensre esik szét. Mivel a grafnak 2n
csucsa van, az egyik komponensbe biztosan n vagy anndl kevesebb cstcs keriil. Mivel a graf egy-
szerl, igy komponensei is egyszertiek. Ellentmondashoz jutunk, ugyanis egy legfeljebb n ponti
egyszerd grafban a legmagasabb foku pont fokszdma legfeljebb n—1 lehet, ellentétben a feladat
altal emlitett n-nel. Vagyis a feltett dllitds hamis, amibdl adddik, hogy ellentéte igaz.
Megjegyzés: A feladat allitasat indirekt dton igazoltuk.

Tekintsiink elGszor kevesebb pontu grafokat. A legkisebb egyszer( grafnak, mely tartalmazhat kort,
harom pontja van. A négy- és otpontd egyszer graf pontjai is csak egy kort alkothatnak.
A hatpontu egyszerd graf pontjai alkothatnak egy kort vagy két haromponti komponenst. Hétpontd
graf megint vagy egyetlen kor, vagy egy harom- és egy négyponti komponens. Nyolcponti graf
allhat egyetlen korbdl, vagy egy harom- és egy 6tpontd komponensbdl, vagy két négyponti kompo-
nensbdl. Kilencpontu graf dllhat harom haromponti komponensbdl, vagy egy négy- és egy dtpontd
komponensbdl vagy egyetlen korbdl. Megfigyeléseinkbdl kitdinik, hogy csak a 3, 4 vagy 5 pontu grafok
alkothatnak egyetlen médon kort. A tobb pontbdl dll6 grafokat mar felbonthatjuk ilyen dsszetevikre.

< O D 4D

Az dltaldanos megoldashoz fogalmazzuk 4t a kérdést: hanyféleképpen bonthatjuk n-t 3,4 vagy 5
tobbszoroseinek osszegére? Mivel minket csak a lehetséges valaszok maximuma érdekel, elegendd
a legrovidebb (hdromponti) korok szamat megéllapitani. Azt kell kiszdmolnunk, hogy n-ben hdny
egész szamszor van meg a 3.

Péld4ul az n = 15 pontu grafban lehet 6t darab hdrom hosszi kor; n = 16 pontu grafban lehet négy
harom- €s egy négypontu kor; n =17 ponti grafban lehet négy harom- és egy otpontu kor.
Igy mindegyikiik legfeljebb &t kort tartalmazhat.

Fagrafok (kiegészité anyag) — megoldasok

Mindkett6bdl egy.
Mivel két pont kézott pontosan egy it vezet, a grf 13 éld fa. Igy 14 pontja van.

a) Fa. Van 8 pontja, 7 éle, 4 levele, 2 harom- és 2 kétfoku pontja.
b) Nem fa, mert kort tartalmaz.

c¢) Fa. Van 9 pontja, 8 éle, 5 levele, 3 harom- és 1 kétfokd pontja.
d) Nem fa, mert nem Osszefiiggd.

a) Példaul ldncnak vagy fonalnak. b) Kett6.



Két kiilonboz6 fagraf 1étezik.

Y CIY Y X<

kétféleképpen haromféleképpen Gtféleképpen

A fékat mas modon is felirhatjuk: 3)
a) 2-3%2.7-13; b) 24.52.11-13. (w»)

Az €lek szdma a fokszdmok Osszegének fele, @ @ @ (@)
tehat 8. Mivel fa, igy eggyel tobb pontja van, ®
mint éle: 9. A levelek szdma:

2; 3; ..., 8.
a) (8—-2):2=3;

c) d) e)
b) (1+2)-(12:3) = 12. o @) 0
A ¢),d) és e) alpontok megolddsa az dbrdn VO® O © (+) (+)
lathato. & vd vdE B W

A mtveletek fagrafok segitségével:

()
@ ®
()
0, @
a-b=b-a a+(b+c) = (a+b)+c a-(b+c)=(@-b)+(@-c)

Megjegyzés: A miveleti tulajdonsagokat is lefordithatjuk a grafok nyelvére. Példaul a kommuta-
tivitas jelentése, hogy a mivelet alatti két dgat felcseréljiik.

Igen, van. Egyrészt minden faban van legaldbb kettd elséfoku pont, masrészt nyitott Euler-vonal
1étezésének sziikséges feltétele pontosan kett$ paratlan fokd pont 1étezése. E16bbi megjegyzésbil
adddoan a kettd paratlan fokud pont csak elséfoki lehet. Olyan fa, amelyben pontosan ketté elsé-
foku pont van, nem tartalmazhat eldgazast, tehdt csak egyetlen lanc lehet.

Megjegyzés: Pontosan ilyen grafokrdl volt sz6 a 3123. feladatban.



EXED) a) Furcsa, hogy a grafban nem ismerjiik pontosan a miveletek szdmat. Trjuk 4t a graf alakot hagyo-

manyos formaba:
2-Q2+...2-2+2-D)))...).
Fejtsiik ki beliilr6l, és probaljunk meg valamiféle szabalyszertséget taldlni.
2-1=1; 2+1=3; 2-3=-1; 2+(-1)=1; 2-1=1; stb.

Azt latjuk, hogy négy 1€pés utdn visszajutunk  “iigvelet szama | 4k+1  4k+2  4k+3 4-(k+1)
az elsé allapothoz. Az 0sszeg a miveletek sza-
matol (egész pontosan a miiveletek szama-
nak néggyel vald osztasi maradékatol) fliggden valtozik (k= 0). Az 1 és 3 maradék jeloli a ki-
vonds, a 2 és 0 maradék pedig az dsszeadds miveletet. Mivel a paratlan maradékok egyszer pozi-
tiv, egyszer negativ eredményt adnak, az dsszeg eldjele a kivondsok szamanak paritdsatdl fiigg.

Eredmény 1 3 -1 1

b) Tegyiik ugyanazt, mint az elGbb:
2:2-2:2...2-2:2-2:2))..9)).
Beliilrél kifejtve a zardjeleket:
2:2=1; 2-1=2; 2:2=1; 2-1=2; stb.
Ebben az esetben az osztds miveletek mindig 1-et adnak eredményiil, fliggetleniil azok szamatol.

Ha egy fagrafnak 15 pontja van és 12 levele, akkor még van 3 pontja, ami nem levél. Ezen pontok
fokszama nagyobb, mint 1, és egymashoz kapcsolddnak. Harom pont csak ugy alkothat fat, ha kor-
mentesen egymdashoz kapcsolédnak, fokszamaik a leveleket nem tekintve 1, 2, 1. A levelek hozzi-
juk kapcsolddnak valamilyen médon, de a két sz€1s6 ponthoz legaldbb egy-egy (a kozépsd ponthoz
nem feltétleniil kell, hogy levél kapcsolédjon). Ezek utdn megvalaszolhatjuk a kérdést.

a) Alegkisebb foki pont fokszdma 2, a legnagyobb 12.

b) A gréf leghosszabb utja egy levéltdl indul, dthalad a hdrom kozbiilsé ponton, majd egy mésik
levélen végzddik. Ez barmely, a feltételeknek megfeleld fa esetében igy van. Az it hossza négy él.

Keressiink szélsGséges eseteket! Ilyen eset példdul, ha az 6t komponensbdl egy tartalmazza
az Osszes élt (16 él, 17 pont), a mésik négy komponens pedig egy-egy izolalt pontbdl all. Ekkor
a graf 6sszesen 17 +4 =21 pontot tartalmaz.

Ha kicsit valtoztatunk az erddn, és eggyel noveljiik az egyik komponens éleinek szamat, akkor
ez a komponens méar eggyel tobb pontot tartalmaz, a legnagyobb komponens ezzel szemben
eggyel kevesebbet. Tehdt az 6sszpontszdm nem véltozik. A fenti gondolatot dltaldnosithatjuk.

Jeloljék a, b, c, d, e egész szamok az egyes komponensek éleinek szamat (0 < a; b, ¢, d, e < 16).
Ekkor:
a+b+c+d+e=16,

az egyes komponensek pontjainak szdma pedig rendre:
a+1, b+1, c+1, d+1, e+1,
hiszen minden komponens fagraf.
Az 0sszes pontok szdma pedig valdban fiiggetlen a, b, c, d, e-t6l:
(a+1)+Bb+D+(c+D)+d+1D)+(e+1)=
=a+b+c+d+e+5=16+5=21.

A grafban a pontok fokszdmainak 6sszege 2n. Ebbdl adddik, hogy éleinek szdma n.

a) El6szor tételezziik fel, hogy a feladatban emlitett graf 6sszefiiggd. Mivel grafunknak n pontja
és n éle van, igy nem lehet kormentes: az n pontd fanak, ami maximalis kormentes graf, csak
n—1 éle van. Mivel itt az élek szdma eggyel tobb, mar nem lehet krmentes, kovetkezésképpen
a grafban van kor.



Amennyiben a graf nem Osszefiiggd, azaz tobb komponensbdl all, akkor valamelyik 0sszefiiggd
komponensben legaldbb annyi pontnak kell lenni, mint amennyi éle van. (Ugyanis ha minden
komponensben kevesebb él lenne, mint amennyi pont, akkor az élek és pontok 0sszege nem
lenne egyenld.) Erre a komponensre pedig alkalmazhatjuk az el6z8 bekezdés gondolatmenetét.

Ezzel bizonyitottuk, hogy az n pontd, n éld grafban van kor.

b) Tételezziik most fel, hogy az n pontd, n éld graf egyszer(, 0sszefiiggd és legalabb kettd kort
tartalmaz. Ekkor két eset lehetséges: vagy van két kiilonallé kor a korok kozott, melyeknek
minden éle kiilonb6z6; vagy van két kor, melyeknek van legaldbb egy kozos éle.

Ha az elsé lehetdség all fenn, akkor valamelyik korbdl egy élt torolve a kapott graf még mindig
Osszefiiggd, n pontd, viszont n—1 éle van. Mivel tobb kiilondlld kort tartalmazott, és csak
az egyik kor egyik élét toroltiik, igy még mindig tartalmaz kort. Ez azonban nem lehetséges,
mert az n pontd, n—1 éld egyszerd, osszefiiggd graf fa, vagyis kormentes. Ebben az esetben
ellentmonddsra jutottunk.

Ha van két kor, melyeknek van kozos €le, akkor ezt az élt
torolve, ismét n pontd, n—1 éld, egyszerd, Osszefiiggd graf-
hoz jutunk. Azonban a feltevés alapjan ez a graf is tartalmaz
kort, ugyanis a torolt él két végpontja kozott két kiilonbozs
ut vezet: egyik Ut az egyik kor visszamaradt élein 4t, mdsik ut
a masik kor visszamaradt élein at. (Amennyiben nem a kdzos
élek koziil torliink egyet, akkor az egyik kor megmarad
eredeti dllapotdban, vagyis visszakapjuk az elsd lehet&séget.)
Tehat ebben az esetben is ellentmonddsra vezetett a gon-
dolatmenet.

Barhogyan is okoskodtunk, feltevésiink mindig ellentmondésra vezetett. Tehét az ellentéte kell
hogy igaz legyen: az n pontd, n éld, egyszerd és Osszefiiggs graf pontosan egy kort tartalmaz.
(Emlékeztetdiil: az a) pontban bizonyitottuk, hogy az n pontd, n éld graf mindig tartalmaz kort.)

Megjegyzés: A feladat b) részében indirekt bizonyitast alkalmaztunk.

BED o) Tételezziik fel, hogy p darab (p nemnegativ egész) legaldbb haromfokud pontja van a fanak.
Ezen pontok fokszamainak 6sszege ekkor legaldbb 3n.

Elsének toroljiik a grafbdl a kétfokd pontokat tigy, hogy a pontot elhagyva szomszédait egyet-
len éllel kotjiik 0ssze. Ezekrdl egyrészt amigy sem szdl a feladat, masrészt csupdn annyi
szerepiik van, hogy ,.nyujtjak” a gréafot, az eldgazdsokat és a leveleket kotik Ossze. A graf a torlés
utdn is fa, hiszen egyszerd maradt, Osszefiiggd és kormentes. Fontos megjegyezniink, hogy
a megmarad6 pontok fokszdmat nem véltoztatja meg a kétfoku pontok torlése.

Ezutéan toroljiik a grafbdl a leveleket is, a hozzdjuk kapcsolodo élekkel egyiitt. A graf a levelek
torlése utan is fa marad. A megmaradé pontok pontosan a p darab, eredetileg legaldbb harmad-

2 7

foku pontok lesznek. Mivel fat alkotnak, 6sszekoto éleik szdma p — 1. Fokszdmaik Osszege ezért
2-(p—-1)=2p-2.

Mivel eredetileg a fokszamdosszeg legaldbb 3p volt, igy legaldbb p + 2 darab él hidnyzik. Mivel

a kétfoku pontok nem valtoztattak a tobbi pont fokszdman, igy a hidnyzé fokszdmot csak

az els6foku pontok pétolhatjak, mégpedig egy fokszamot egy pont. Legalabb haromfoku pont

pontosan p darab volt, elsGfokd pont pedig legalabb p + 2, igy az elsGfokd pontok szdma

legaldbb kettSvel tobb a legalabb hdromfoku pontok szdméndl.

b) Az a) rész gondolatmenetébdl vildgos, hogy akkor van pontosan 2 elsGfoku ponttal tobb a graf-
ban, mint legaldbb haromfoku pont, ha utébbiak fokszdmdosszege pontosan 3p. Ez pedig csak
akkor lehetséges, ha minden legaldabb haromfoku pont foka pontosan hdrom, nincs negyed vagy
magasabb fokud pont a fagrafban.

........................ . 28



A kombinatorika gyakorlati alkalmazasai — megoldasok

a) Afeltételek szerint az elsd szoba egyik gépe 6ssze van kotve
a masik két szoba egy-egy gépével. Mivel a masik kett§
szobdban is pontosan egy gép van Osszekottetésben a tobbi
szobdval, igy ezek a gépek mar meghatdrozottak. A gépeket
nem kiilonboztetjiik meg. A hdlézat az dbran lathato.

b) Ebben a hdl6zatban van harom darab 6tpontu teljes graf (6ssze-
sen tizenot pont), illetve az ezeket 6sszekotd harom él. Tehat
a 15 ponthoz kapcsolédik dsszesen 3-10 + 3 =33 él. Vildgos,
hogy a graf 0sszefiiggd, igy éleinek elhagydsdval készithetd
belble fa. Azonban egy 15 pontd faban maximum 14 €l lehet,
igy grafunkbdl el kell hagyni pontosan 33 — 14 = 19 élt.

c) Az eredeti feldllashoz képest annyi véltozott, hogy most nem feltétleniil ugyanaz a gép tartja
a kapcsolatot a masik két szobaval. Azaz az elsd szoba 6t gépe koziil valamelyik kapcsolatban
all a mésodik szoba 6t gépének valamelyikével. Ez 5-5 =25 lehetdség. Ettdl fiiggetleniil ugyanez
a helyzet a masodik és harmadik, illetve a harmadik és elsd szoba kozott is. A lehetGségek szdma
a helyiségek kozotti kapcsolatok kiépitésére Osszesen:

(59’= 56 = 15625,

d) Mivel minden helyiségbdl kett$ gépet vélasztanak ki, az 0sszes lehetdségek szama a harom fiig-
getlen ismétlés nélkiili kombindacid szorzata:

00 gm0

e) Természetesen harom kabellel nem lehet minden gépet hdl6zatba kotni. Legfeljebb négyet lehet
sorba vagy csillag alakzatba kotni, illetve a masik véglet, hogy kett-kettG-kettd darabot harom
csoportba (a szoveg szerint felhasznéljuk mind a harom kébelt).

Tételezziik fel, hogy a hat gép 1-t8l 6-ig van sorszdmozva.
Ekkor kozottiik (g) =15 lehet8ség van kébel elhelyezésére.

Ebbdl a 15 helybdl vilaszthatunk ki harmat, ahova tényle-
gesen kabelt helyeziink. Igy a harom kébellel 6sszesen

@ (5] Y

lehetdség van a hat szdmitogép Osszekapcsoldsdra, ha azokat megkiilonboztetjiik. Az 4brdn
sziirkével a lehetGségek, pirossal egy konkrét megvaldsitds lathato.

/) Hanem kiilonboztetjiik meg a gépeket, akkor a hdrom kébel elhelyezésére dsszesen 6t lehets-
ségiink adédik. Az dbrdkon lathatd, hogy az izolalt pontok szama 0 és 3 kozott valtozik.



MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

a) Nincs.

b) Unokatdl dédsziilGig hat generacié (unoka—gyerek —sajat maga—sziil6—nagysziil6—dédsziils).
c) Lassuk generdcié szerint: unokdk 2; gyerekek és hdzastdrsaik 4; a tizok, hizastdrsa és

az ¢ testvére 3; sziileik és a tuzok sziileinek testvérei 6; a tizok nagysziilei 4; az § sziileik 8.
Osszesen 27.

d) Az unokdk miatt haromféle graf lehetséges: vagy mindkét unoka a tizok fidnak gyereke, vagy
mindkettd a tizok lanyanak gyereke, vagy egyik unoka a fiié, egyik pedig a lanyé. Az az dbra
hidnyzik, amikor mindkét unoka a lanygyereké.

dédsziilok dédsziilék
nagyszilék nagyszilék
ap6s anyds ap6s anyds

nagybéacsi  apja anyja  nagynéni nagybacsi  apja anyja  nagynéni

tlizok feleség feleség

sogor sogor

menye lanya * eje menye veje

unokak

unoka unoka

e) Az abran jol lathato, nem fagrafot kaptunk. Amennyiben az unokdk testvérek, 6t kort és egy

izoldlt pontot tartalmaz a graf; ha pedig unokatestvérek, akkor négy kort és nulla izolalt pontot
tartalmaz a csalddfa grafja.

f) Atizokok nem hdzasodnak csaldadon beliil, ezért minden madarnak két tjabb sziilGje van. Mivel
az iiksziilokig négy generacid van, 6sszesen 24 = 16 iiksziilGje van a tdzoknak.

g) Az 6sszes rokon ismétlés nélkiili permuticidinak szama: 27!

h) Az egyes sorokban ismétlés nélkiili permuticiokat kell szdmitanunk. Az egyes sorok nem fiiggnek
a tobbitdl, igy szorzatukat kell tekinteniink: 2!-4!-3!-6!-4!.8!

i) A 27 tizokot kell hdrom csapdédban elhelyezniink, maximum tizesével. igy a lehetséges esetek:
10+10+7@), 10+9+8(6), 9+9+9().

Zarojelben a darabszdmok lehetséges permutdcidinak szdmdat adtuk meg. Mivel az egyes
varidciok minden esetben megegyeznek, igy az Osszes esetek szama egy elég nagy érték:

(o) G )0 () (5) )+ (5 (5 6)

1, 1,0, 1, -1, 2, -3, 5, =8, 13, ...

7! =5040.

!
L:a).
11-21.31

12!

(12—'3)’=12-11-10:132O.



KOMBINATORIKA, GRAFOK

IR 710 = 282475249,
25! 25.24.23

(3143 - =25.4.23=2300;
YT 321
| 7. | .

y B 8T6 o N 10
3.5 3.2-1 2101 2.1
0y 10Y_ (10 _

S R T

18) _ . 4) (14) _ . 4) (14) _o;. 4) (14) _
&b o (6)—18564, b) (O) (6)—3003, c) (4) (2)—91, d) (2) [4)—6006.
EI13 A megadott konvex sokszog 4tléinak szamara felirhato:

(gj—n=@—n=l70.

Az egyenlet rendezése utdn kapjuk:
n?2-3n-340=0,

amibdl n; =20 és n, =—17. A sokszognek tehét 20 csicsa van.

) +6) 5] s

D) a) 16x* — 32x3y + 24x2y2 — 8xy3 + y*;
b) @ + 18a8b + 144a’b* + 67240 + 2016a°b* + 4032a*b> + 5376430 + 4608a%b7 +
+2304ab® + 51207,

¢) 3363+2378-/2;

d) %xs + %)ﬂy + %)ﬁy2 +14x5y3 + 70x4y* + 224x3y5 + 448x2y5 + 512xy7 + 256)8
0 a) 28 =256; b) 216 = 65536; c) egyenldk; d) egyenldk.
EIE) Elszor A felhivja B-t, aki megadja D telefonszdmat.

A
Maisodszor A felhivja D-t, aki megadja C szamat. B
Harmadszor A felhivja C-t, aki megadja E szadmat. c b
Negyedik 1épésben A felhivhatja E-t: négy hivas sziikséges. E
) a) Igen, a teljes graf.

b) Nem.

c) Képzeljiink el egy szabalyos hatszoget, kossiik 0ssze éllel a szomszédos és a szemkozti pon-
tokat.

d) Nem.
e) Tegyiik ugyanazt, mint c)-ben.

[ Osszesen 5-5-2 =50 meghajldst fog ldtni a titkdrns. Az eddig l4tott meghajldsok szama:

24+3+1+4+5+3=18,
azaz 50 — 18 = 32 még hdtra van.



EIEE) a) A gréf szétesik két kiilondllo részre: a paros @ 1
és a pdratlan sorszdmu pontokra. Q

b) Jelest.

] :

EIFT) Nem, a gréf szétesik egy BGDE és egy AHCF kiilondll részre.

H

G

A
X
e

EIFE) a) Séta: AFAFG. b) Vonal: ACDAEG. ¢) Ut: ABG.

EIE3 a) A nyitott Euler-vonalhoz egy élt, a zért Euler-vonalhoz kettd kozos végpont nélkiili élt kell
berajzolni az A, B, D, F' pontok kozott.

b) Az AB élt kell torolni.
Az dbra szimmetrikus a bal fels6 sarokbdl a jobb alsé sarokba huzott atlora.

() a) Altaldban fagrafot kapunk.

b) Csak akkor nem fa a kapott graf, ha tartalmaz kort. Ez pedig akkor van, ha vagy a sziil6k, vagy
valamelyik nagysziil6k testvérek vagy féltestvérek.

EIFE) Mivel hat helység van, a feltételnek megfelelSen fagrafot kell létrehoznunk: pontosan 6t dtnak
(élnek) kell lenni. Most harom van, kett6t sziikséges épiteni. Példaul lehet Andalégidbdl Félndtaba
és onnan Butulba, vagy Celebbdl Félnétaba és onnan Egyiigybe.

EIIT) Két mérés elegendd: elGszor vegyiink el egyet, €s szedjiik szét
harom-hdrom érmére a maradékot. Ezeket mérjiik meg, ha a két OO0Q0OOO0 +
rész egyenld tomegd, kész vagyunk, az elvett érme a hamis.

Ha az egyik rész nehezebb, ismételjiik meg azon harom érmére
o e 000 <QQ

a fentieket. Mindez fagraffal dbrdzolva a rajzon lathato. "

O O



11.2. HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

Hatvanyozas és gyokvonas (emlékezteté) — megoldasok

(l) all; b) b_4; C) x23; d) y24; e) xlS,y—2; f) a24~b‘4;
g) a23-b12; h) a‘3-b‘7; i) a‘24~b14; J) aSS'bZS.
a)x>0,,/i3=x/x‘3; b) yeR, y;ﬁO —= -1,
X

c)a>0, a; d) a,beR, a,b+#0, 3,}

29 2 5
e) a>0, ¥Ya® =a? o’ f) a,b>0, l\2/b_27=b_2'12b—;

a a a

g) a,b>0, Jal7-p3 =p.%al7.p12;

159 52 39 ;2 3
h) a,b>0, 602 _ D7 /07 =b_.20b_,
\/ A7 2 \/ 72 \abd

BE o) 6°-93=29.315 > 8.187=210.314, b) 1B =717.Y29 < 78=717.373;
2
c) §/602010 — §/24020 . 32010 . 52010  _ ?/[(210)201_31005_51005] = §/p4020 .32010 . 52010,

d) J100-* =103 =K10-% < 109 =X10-7;

€) 2073-1678=2"42.55 < 2-1.5-14. 2 s,
59 '

f) J45-7.75-21 = \[5-7.3-14 . 3-21 . 5-42 _ [3-35.5-49 _

=3—17,5—24,\/I > 3—17,5—25=3—17_5—24,1.
15 5

3-5.1076.21-5.25-2 352656357554
(3164 ) 7 12-5.22-5 7.2-7.2-5.2-5.2-5.7-5
6-/-15->-35 T 2-7.37.35.5-5.5-5.7-

66.1002 % (2-6.3-6.9-2.5-2)"
b))\ w7 = —| =5

=18;

9-3.200"-32 376.2-3.5-2.2

)\/ 24-4.3673 _\/ 2712.34.2°6.36
18-4.25671.72-2 \2-4.3-8.2-8.2-6.3-4 7’

-20 . 9411 -80,5-60 . 522
d) 1s 2000 25 =152 5 5 — 2.
(_800)—19 _2—95 . 5—38



324512 1
Ja5-12 . (157 - 2774) =5 ———= = —;
¢ g )\/3757312 15

J100-5 - 32073

81000-5 - 327

1f 100-20.209.57 [0 .5-40 >-18.5-9.57 |
f) \/ = 1%/

1000-10. 228 7-30.5-30 28 S

BB @ 745 474 =23 -5 -

b) %/28+16-J§—<‘/28-16-J§:(‘/(4+2-J§)2_‘\*/(4_2.@)2:
=\/4+2'\/§—\/4—2-\/§=\/(\/§+1)2—\/<\/§—1)2=2;

c) %/8+3-%+3-%/7-%/15+6-%/@+12-%/7:%/(%/7+1)3—%/(%/7+2)3=—1;

d)Y6-B+10-3Y6-3-10=33-B3+9+3-B3+1-33-3-9+3.-3-1=
VI (VI s

Hatvanyfiiggvények és gyokfiiggvények — megoldasok

a) y b)

y c) y
10
5y
1

5 -5 1 1 5 X
f(x)=(x=1)3+1 f(x) = (x+4)3-3 \ f(x)=—(x+3)3+4
xeR; xeR; xeR;
d) y e) y f) y
1 / ’
-5 1 1 5 X 1
il ; Ef -5 Lt
1 1 5 X
“5
-5
f0) = Y295 N
I AL f(x) = Ya=T+1 f(x)=3x+4-3
xeR; xeR; xeR;



5
T -5 L, 1 5 X
P— 1

)= NxT3+4 1) =5 Y25 ()= (x-2)*-3
xeR; xeR; x€eR;
J) y k) Y l) Y
10 () = -3(x+1)+4
5 5

-5 1 5 X

-1 -5 -5
£(X) = (x+4)4+1 f(x) = ~(x-3)*+6
xeR; xeR; xeR;
m) y n) y 0) y p) y
f(x)=-Yx+1+4
T AN
! 5 5 BIRE T =L ;
— 5
_q k—x K 1 _.: ; >
LA 5 X
f(x) = Yx=1-2 fx)=4x+3 -3 f(x) =—2- x—2+2
x21, xeR; x>2-3, xeR; x2-1, xeR; x>22, xeR.
a) Ertékkészlete: [-6; 10]. ,
Menete: a fiiggvény novekszik. N
SzElsGértékei: minimumanak helye: x = -2, értéke: y =—0; )

maximumadnak helye: x =2, értéke: y = 10.
Zérushelye: x =3/-2.
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b) Ertékkészlete: [—6; 10].
Menete: [-2; 0]-ban csokken, 1 i [
[0; 2]-ban novekszik. gt)

SzélsGértékei: minimumanak helye: x =0, értéke: y =—6; 5
maximumdnak helye: x =-2 és x =2, értéke: y = 10.

Zérushelyek: x =6 és x =—-46.

c) Ertékkészlete: [-2;2]. "
Menete: a fiiggvény novekszik. 2'
SzélsGértékei: minimumanak helye: x =-6,

értéke: y =-2; -6 5 5 0 X
maximumanak helye: x = 10,
értéke: y =2.

Zg€rushelye: x =2.

d) Ertékkészlete: [0; 2]. "
Menete: a fiiggvény novekszik. 5 i)

AR
I
o= O
N
b
S
L Ll
o
3
=
>

Szélséértékei: minimumdnak helye: -2,
értéke:

maximumdanak helye:
értéke:

Zgrushelye: x =-2.

e) Ertékkészlete: [1;4].
Menete: a fliggvény novekszik.

1l
I
9,

Szélséértékei: minimumdanak helye:
értéke:

maximumanak helye:

értéke:

R xR

Zg&rushelye: nincs.

f) Ertékkészlete: [1;3]. y
Menete: a fiiggvény csokken. °

Sz€lséértékei: minimumadanak helye:
értéke:

maximumanak helye:

értéke:

R
(I
wAR
N
1=
S~
>

Zérushelye: nincs.



g) Ertékkészlete: [-1; 2].
Menete: a fiiggvény csokken.

Szélséértékei: minimumdnak helye:

értéke:

maximumdnak helye:

értéke:

Zg&rushelye: x = 1.

h) Ertékkészlete: [-2; 0].
Menete: a fiiggvény csokken.

7 2

SzE€Iséértékei: minimumadanak helye:

értéke:

maximuménak helye:

értéke:

Zg&rushelye: x =—13.

a) A fiiggvény atalakitva:
Jx) = {

Ertékkészlete: [-1;7].
Menete: [0; 2]—ban csokken,

[2; 4]-ban novekszik.
SzE€Iséértékei: minimumadnak helye:

értéke: y =-1; -1

maximuménak helye:

értéke: y=17.

Z&rushelyei: x =1 és x=3.

b) A fiiggvény étalakitva:

—2-3Yx -2, ha x<-1,
glx) = 0, ha -1<x<I1,
2-3x -2, ha l<ux

Ertékkészlete: [0;2].

Menete: [-8; —1]-ban csokken,
[-1; 1]-ban konstans,
[1; 8]-ban novekszik.

Py

SzE€Iséértékei: minimumadnak helye:

(x=2Y3-1, ha x>2,
—(x=2)-1, ha x<2.

x=2, 1)

y= —1; 1

x=-7, 7 5 _Wl 2 5 X
y=2.

I
|
\®]
L
@
L
=)
I
1
w
3
>

AR T

x=2,

x=08&s x=4,

-1<x<1,

értéke: y =0;

maximuménak helye:

x=—-8 és x =8,

értéke: y =2.

Zérushelye: -1 <x < 1.



c) A fliggvény dtalakitva:

-1*-1, h 22
h(x)=|(x_1)3_1|= (-x ) [l a X )
—(x-1®+1, ha x<2.
Ertékkészlete: [0; 9].
Menete: [—1; 2]-ban csokken,
[2; 3]-ban novekszik.
Szélséértékei: minimumanak helye: x =2,
értéke: y=0;
maximumdnak helye: x=-1,
értéke: y=9.
Zgérushelye: x =2.
Tortkitevoji hatvany — megoldasok
€0 a) 8; b) 9; c) 4 d) 3;
) L h) L. i) 25; /) 1000
#1000’ 100’ ’ 7
a) ¥5; b) 132 c) N10%; a) 17,
g) 7/7—20; ]’l) 21/41—2; l) 10[9—7; _]) 100[10—23;
1 4 1
a) 510; b) 57, c) 5%;
_1 _3 u
o) Y571=55, N5 =5%, g) Is!=53;

9 1
) 12\} 545 52~ 53 =5%

N =310 I
k) 20—(5) (59 =513 = 520,

L2
2 3 12 D D
a“c-a a
= :12:4
3172 )] 3 s T a as;
ad.qa 6 412
L1 1
)012c6_012_
T 5T s T
c6.012 (12

7 5

h(x)
1
IEERE X
1 1
e) —; -
) 5 f) >
8 2
k) —; 1) —.

) 27 ) 3
o152 )23
1 2

k) —; ) —.
' Ta '
6
d) 511;

5
h) 135352 = 512,

17
%57 571=5 2

p 595 WS _ays s

)65-‘\‘/5

6457
33 o
pS5.p 10 p 10
_ — K10
b) 7 Q‘bl’
b2.p10 p 10
1
(_1 2)5 7 14 7
d 2.d3 dio.qg 15 430
9) I S R TR
2 33 g15.42 430
dS-d



48 5 _6 9 3
a) 4 3=23<3321=23<382=25<883=28<25;

9 12 6 5 2
b) N27-3=3 2<38173=3 5 <{36=37<37<3o1=33

7 14

€)255=5 5 < 12571=5 2<\/ S=5 4<\/ 25-1=5 3<5 5

1 1 1
2= 4/7 _12/73 _3/10 —12[78 _ 3 _12A12
d) 7 5= e <7 = g7 < 7 =173 <349 = 1Y78 <3343 =372
42 : 2 (f
{0 o) 25 =(22)5 = a; b) 165 = (4?5 =\45) = a2;
5 3
L 216 5 r 3 12 3 (2 15
o) 43:(45) = 46 d) 82=22= ( ) 44 = ( 5) a8:
| 5
Ne 11 [2)16 5 2 2 U5 2}
e)(zj =2 4=4 8=\45 =q 16; f) 32 3_25 3=4 3=\45 =
Irracionalis kitevdjii hatvany, exponencialis fiiggvény
— megoldasok
a) Ertékkészlete: a(x) > -8. N
Menete: a fiiggvény szigordan monoton novekszik. at)
Z&rushelye: x = 3. 5
1
=3 -1 ] 1 3 5 X
-5
T ST
b) Ertékkészlete: b(x) > 3. Ny
Menete: a fiiggvény szigordan monoton ndvekszik. i
Zg&rushelye: nincs.
10
5
== O O
1
= -1 11 5 X
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¢) Ertékkészlete: c¢(x) > —1.

y
Menete: a fliggvény szigortian monoton novekszik. 10 il
Zg€rushelye: x = 0.
5
-5 -111/1 5
Sl | ) O S X
-5
d) Ertékkészlete: d(x) > 2. }
Menete: a fliggvény szigortian monoton novekszik. 9
Zg€rushelye: nincs.
10
19
ST A L P LT
1
-5 -1 (1 5 X
e) Ertékkészlete: e(x) > —1. v
Menete: a fliggvény szigortian monoton csokken. i 10
Zg€rushelye: x =0.
5
-5 AT 1 5
____________________ X
=
f) Ertékkészlete: f(x)>-3.
L Lo .. ftx)
Menete: a fiiggvény szigordan monoton csokken. 10
Zgérushelye: x =—1.
5
1
5 -\ 1 5 X
_______________ S LTETTT
-5




HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

g) Ertékkészlete: g(x) > 0. »
Menete: a fiiggvény szigorian monoton ndvekszik. Ly
Zg€rushelye: nincs.
10
(9
1
-5 11 45 X
h) Ertékkészlete: h(x) > 0. »
c - .. . h
Menete: a fiiggvény szigorian monoton ndvekszik. ¥
Zg€rushelye: nincs.
10
5
1
-5 1] 12 5 X
i) Ertékkészlete: i(x) >—2. "
L Lo .. . i)
Menete: a fliggvény szigordan monoton névekszik. 10

Zgérushelye: x = 4.

5 1 'y/ 5 X

-5

j) Ertékkészlete: j(x) > 1. o
Menete: a fliggvény szigordan monoton novekszik. {if
Zg€rushelye: nincs.

10

5
B
—5 -1 ] 1 5 X




k) Ertékkészlete: k(x)>—1.
Menete: a fliggvény szigortian monoton novekszik.

Zgérushelye: x = 1.

1) Ertékkészlete: I(x) > —1.
Menete: a fliggvény szigortian monoton csokken.
Zg€rushelye: x =2.

m) Ertékkészlete: m(x) > —5.
Menete: a fliggvény szigordan monoton csokken.
Zgérushelye: x =—4.

n) Ertékkészlete: n(x) > —3.

Menete: a fliggvény szigordan monoton novekszik.

Zgérushelye: x = 1.

k(x)
10
5
-5 171 5
R = =mmw N X
=5
y
1(x)
10
5
=5 =TIINC 5
_____________________________ X
-
y
mix)
5
1
_5 E | | X
____________ —
y
nK)
5
1
-5 -1 A 5 X




0) Az o(x) fiiggvény atalakithaté a kovetkezSképpen:

1 1 i
o(x)=—-3-3%"141==.3"+1.
2 2
Ertékkészlete: o(x) > 1. 5
Menete: a fiiggvény szigorian monoton ndvekszik.
Zérushelye: nincs. Pl
-5 -1 11 5 X
-5
p) A p(x) fliggvény atalakithaté a kovetkez6képpen: 7
9x-1 3 k)
— —_)X—
px)= > —-3=2%>-3. ]
Ertékkészlete: p(x) > -3. 1
Menete: a fiiggvény szigorian monoton ndvekszik. = 0 ys ¥
Zérushelye: x=46. L=
(Késobb, ha a logaritmust tanuljuk, ezt az értéket mar ki tudjuk -5
szamitani.)

a) a(x)=2"-12;
c) c(x) =21
e) e(x)=2"*14+1;

g) gx)=2""-2, g(x) = G) -2
1 x-3
i) i(x)= 23-x_4, i(x) = (5) -4

a) 1(0)=22°C, t(6)=33°C.
b) t(15) = 60,76 °C, tehat tdllépte a 60 °C-ot.

b) b(x)=2%—-4,
d) d(x) =2%+3;
) f@=22-8;

x+2
h) h(x) =22+ 1, h(x) = @ +1;

1 x+3
J)j@)=273-8, j(x) = (5) - 8.

c) 1(8)=37,82°C. 1(12) =49,59 °C, ami 31,1%-o0s novekedés.

a) A fiiggvény étalakitva:
1, ha x>1,
=1 0, ha x=1,
-1, ha x<1.

)




b) A fiiggvény 4dtalakitva:
1, ha
gx)=4 0, ha
-1, ha -1<x<2.

x<-1vagy x>2,
x=-1vagy x=2,

c) Afiiggvény atalakitva:
x—-1_
h(x):{ 2 4, ha x=3,

-2*-144 ha x<3.

d) A fiiggvény étalakitva:

2-(3**1-9), ha x2>1,

; =2_3x+1_9=
i0=2"] | {—2-(3“1—9), ha x<lI.

FIED) a) Abrizolas elStt rendezve az egyenletet:

2x=§'x+ﬁ.
16 16
Legyen
o fx)=2% é&s (x)—E-x+ﬁ
89516 16

Az abrardl leolvasott megoldasok, ellendrzés utan:
x1=2 és xp,=-2.

b) Abrazolas elétt 4talakitva:

2
2eox243 x4 aa 2x=—( —§)+§.
4 4 8 64
L
s flx)=2* és (x) ——(x—§)2+§
g 8) " 64

Az abrardl leolvasott megolddsok, ellenérzés utdn:
.xl = —1 éS x2 = 1

g0)
O 1 O
A1 X
T hw

1 1 1 1 1

[V X
=i
Mieo
i ettt
e
5
5 | 5 X
y
1x) g()
5
/ 4|1 5 X
5
y
)
5
5 T 5 X
5
g(x)




Exponencialis egyenletek, egyenletrendszerek,

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

egyenldtienségek — megoldasok

60 @ x=3 =0
g) x=09; h) x=2;
m) x=3; n) x=-5;
6
== 1) x=6;
s) x 5 ) x
1
3181 a) x=21

g) Nincs megoldas.

B o) x=—1i b=
B a) x=0; b) x=-2;
g) x=3; h) x=4.
B a) x; =1, x,=0;
d) x1=3, X2=—1;
g) x=35;
J)x=-1
B a) x=2,y=1;
d) x=2,y=1;
g)x=5y=-7;
j)x=3,y=1
EID a) x<5; b)xZ%;
25
x>—; h) x<-2;
8) 7 )
6B o) x=3; b) x=4;
g) x=2; h) x=-3;
2
k) x=-1; ) x=—=;
) ) 3

1 1
c) x=——; d) x=—;
) 1 ) >
i) x=-4, Jj) x=-1;
13 1
0) x= 5 p)X—S,
u) x=0.

b) x; =6 vagy x, =0;

1
e) x——g,

h) x=-4;

c) x=2; d)x:—%;

c) x=1; d) x=4,

b) x;=2,x,=1;
e) x;=1, x,=-2;
h) x=-1;

k) x=0;

b) x=0,y=3;
e) x=2,y=0;

1
h)x=1,y=—;
) y=5

3
c) x=—;
) 5
i) x<2;

d) x=—l;

c) x=1;
) 11

i) x;=1, x,=-2;

1
m) x=-1; n)x=-—;
) ) 3

7
e) x=—; x=1;
) 5 f)
k) x=0; ) x=5;
7
9 x=73; r)x=-=;

f)x==3;
i) x=-2
) x=2; flx=1
e) x=3; f)x=2;

c) x;=2,x=1;
f) X1 = 1, X2=—2;
i) x;=1,305, x,=1;

) x=-1.

1
c)x=—,y=2;
) >
f)-x:l’y_l’
i)x=4,y=5;

8 5
e) x>——; x<—;
) 3 f) 9
o) x=—4  flx=3
J) x1=4, x, =-2;
0) x=2; p) x=4.



EBED a) x;, =7, x,=2; b) x; =5, x,=-3; c) x; =3, x,==3;

d) x;=4, x,=1; e) x; =5, x,=-5; f) x=064;

g) x=2; h) x=1; i) x=n+2kn, keZ,
j)x1=%+2kn,x2=11?ﬂ+2hr,k,leZ; k) x=5.

) x=-17, m) x=3; n) x1’2=i\/§;

o) xi=1, x,=-4; p) x;=1,x,=-3.

B a) A hatvanyokat atirva:

(D 45-3x—z-2y=17
2 , ahonnan 3*=1 és 2¥ =8, amegoldds: x=0, y=3.

) 12-3x+%~2y=17

b) Az exponencidlis fiiggvény szigord novekedése miatt a két egyenletbdl:

(D) 2)c—2+y=—g |
, amegoldés: x = ,yzg.

N | =

1
2 +3y—1=—
(2) x+3y 5

c) Az exponencidlis fiiggvény szigort novekedése miatt a két egyenletbdl:

(1) 2xy=3 3
2) 2xy+x=1+% s amegoldas:x:2,y:z.

d) Az exponenciilis fliggvény szigori ndovekedése miatt a két egyenletbdl:
1 4

2
1) x-y==
3 . 2 .
, amegolddsok: x;=—, yy=1ésxy=——, y,=——.
1 3 2 3
2) 2x-y=—
3
e) Jelolje 6¥=a, és 5V =b. Igy:
(1) 5a+8b=13
5.8 .
2) —+-—-=13
@  —+y

A (2)-es egyenletet beszorozva a - b-vel, valamint az (1) egyenletbdl kifejezett a = 13-8b

helyettesitve (2)-be kapjuk:

-t

shas. 13;8b 13-8b

=13b- ,
5

amibdl ered: b2 —2b + 1 = 0. Megolddsai: x=0, y=0.

f) A (2) egyenletben atrendezés utdn: y*'~7V~1=1. Felhasznalva, hogy 1=y° (y > 0), valamint,
hogy az exponenciilis fiiggvény szigorid monoton, kapjuk: x> — 7y — 1 = 0. Ebbe helyettesitve
(1)-bdl kifejezett y = 1 — x-et nyerjiik az x> + 7x — 8 = 0 egyenletet, melynek gyokei: x; = 1,
és x? = —8, melyhez tartoz6 y értékek: y, =0, és y, = 9.

Az egyenletrendszer megoldésa: (—8 ; 9) szdmpar.

........................ . 46



sk a) Az exponencidlis fliggvény szigori novekedése miatt:

X+3 o amibsl !
x+2 x+2

>0,

megolddsa: -2 < x <-1.

b) Az exponencidlis fliggvény szigori novekedése miatt:

W25 3 amibsl X450
3x+2 3x+2
2 4
megoldasa: x < —— vagy —— < x.
g 3 gy 3
c) Az exponencidlis fliggvény szigorti novekedése miatt:
243 1 mibsl <0,
dx-1 2 8x -2

1
megolddsa: x < rS

d) Az exponencidlis fliggvény szigord novekedése miatt:
x2-2x>8,
megolddsa: x < -2 vagy 4 <ux.
e) Az exponencidlis fliggvény szigord ndvekedése miatt:
x2-15<-2x,
megolddsa: -5 <x < 3.
f) Az exponencidlis fliggvény szigord novekedése miatt:
x2+3>-6x-6,
megolddsa: x € R.
g) Az exponencialis fliggvény szigori novekedése miatt:
) 2 0xI<x+2,
megoldésa: -3 <x<2.

h) Az exponencidlis fliggvény szigord novekedése miatt:
1
Ix=3|>=-x,
2
megolddsa: x <2 vagy x> 6.

i) A 2*-re vonatkozéan masodfoku egyenl6tlenség, megolddsa 2* < 1 vagy 2* > 2, amibdl a meg-
oldds: x<0 vagy x> 1.

J) Az 5*-re méasodfoku egyenl6tlenség megoldasa: % <5Y<25, amibdl: -1 <x<2.

k) Az E-GS alapu exponencidlis fliggvény szigort csokkenése miatt:

4> %
1 X
megolddsa: x > 5

l) Az %—os alapu exponencidlis fliggvény szigord csokkenése miatt:
2-lx[-1<2,

megolddsa: 3 <x<-—.
2 2



SIEI) a) Az egyenletnek akkor van értelme, ha x >0, x # 1.

A zéréjelek felbontdsa utan:

(1+\/}+3). 2
sV Veelo 52

Az exponencidlis fliggvény szigord monotonitdsa miatt:

Jx +3 2
l+ —— |- ——=2,
2:-4x) Jx -1
ha tij véltozot vezetiink be: </x =1, beszorzés utdn:
2t -5t-3=0,

melynek gyokei: t; =3, = > csak az elsd felel meg, ebbdl x =9.

b) A jobb oldali kifejezés a szamtani és mértani kozEép kozotti osszefiiggés alapjan:
57+ 5%+2>2.57%.5%+2 =10,

A bal oldal:
1-6y—y2=10-(y+3)2<10.
Akkor van megoldds, ha mindkét oldal 10-zel egyenld, ekkor: x =—1, y =-3.

¢) Az egyenletnek akkor van értelme, ha x # % +kn, keZ.

Alakitsuk az egyik kitevét:

1 sinx + cos’x
2 2

= =tg?x +1,
x cos?x

cos
igy az egyenletiink:
412x 2.2 _80=0.
Az egyenlet 2'€*-re vonatkozéan masodfok.
Megoldasai:
2t&* = _10, aminek nincs megolddsa, és
21€x =8 amib6l tglx =3, azaz tgx=-+/3 vagy tgx=—/3.

Ezek megolddsai: x = % + km vagy x, = —% +im, k[ eZ.

BB Az egyenlet 3* = t-re nézve masodfokd. Mivel 3% > 0, akkor lesz két kiilonbozS valds gyok,
ha az egyenlet diszkrimindnsa D >0 (1) és a #-re masodfoku egyenlet mindkét megolddsa pozitiv (2).

Az (1) teljesiil, ha:
4-(p=37-4-(p*-4>0,
ennek megolddsa: p < ra

A (2) teljesiil, ha -1, >0 (3) és t; + £, >0 (4).

A (3) alapjan: p? —4 >0, megolddsa: p <—2 vagy 2 <p.
A (4) alapjan: 2-(p —3) <0, megoldédsa: p < 3.

Az (1), (3) és (4) feltételek mindegyike teljesiil, ha:

p<-2 vagy 2<p<%.
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Az elsé egyenlet:
20x 4 26y = 12,
A masodik egyenletbdl:

x+y:§, vagyis 6x + 6y =>5.
Az elsé egyenletbe helyettesitve:
26v 4 25-6x= 12,
A 2%%re nézve masodfokii egyenlet megoldésai:

26v=8 ¢s 20=4.
Az egyenletrendszer megolddsai:

X = 1 -1 és x,= 1 -1
1 ) 5 yl 3 2 3 ) y2 9 .
a) Vilasszuk szét a kiilonbozé alapokhoz tartozé hatvanyokat:
—x 4-*
47 >33,
V3 2
4—x‘(l+l)>3—x~(\/§+ij
2 V3)
3 4
2 o4xs 23
2 V3

43
B

L . 4 .
Az exponencidlis fliggvény szigord ndvekedése (g > 1) miatt:

—x> E, amibll x< —2.
2 2

b) Irjuk fel mindegyik alapot 2 hatvanyaként:
3 -1
(2-2)" - (273" —128<0,
2-6x _2-3x+3 _128<0.

Az egyenlétlenség masodfokd a 273% = y-ra vonatkozdan:
y2 -8y —128<0.
A mdsodfoku kifejezés zérushelyei: y; = 16, y, =-8.

Az egyenl6tlenség megoldésa:
-8<y<1e.
Visszahelyettesitve:
-8<27%<16.

A bal oldali egyenl6tlenség minden valés szam esetén igaz, a jobb oldali pedig teljestil, ha x > — 3



A logaritmus fogalma — megoldasok
€8 a) 2;

e) —2;
i) 3;
m) —2;

EEA a) 10;
e) 49;
i) 3;

m) 0,1;

a) x =64,

e) x=1,

i)x=l

bl

e

B a) x=2;
e) x=100;

. 1
1) x=—;
) 6
8
mx= o

B a) x>-1;

1
e) x>—;
) 4

i)x>§; x#1;
4

D a) 4;

2
g) g,

b) 3;

7.
f) 3

J) =4
n) —4;

b) 57,
f) 27,
J) 8

1
n) 5

b) x =625;
f) x=5;

, 1
J) x=—;

b) x=4,
f) x=1000;

. 1
J)x=—;
n)xeR, x>0, x#1;
b) x>—;
) 5
2 1
X< ——vagy x>—;
/) 5 vagy x>

J) nincs megoldas.

c) 7,

2
g) g,

1

0) —:

25°

1
c) x=—;
) 3

g) x=4
1
100000
c) x=2;
g) x=4/6;

k) x=

’

k) x=32;
0) nincs megoldds;
3
c) x>=—;
) 2
g) x> §;

3

d) -10; e)

NN

a) log, [logz (log216)} =log, (log,4) =log,2 =1;

b) logs [10g3 (logy;1 13)] =logs(log;3) = logs1=0;

.........................

p) x=28.

d) —§<x<ﬂ;
7 5

h) —§<x<i;
7 5

f)—=;



¢) 1g[1g(121019)] = 1g(1g1010) - 1g10 = 1;

d) logs [logz (10g6 3\2/6)] =logs (logz 3%) =logs(—5), ami nem értelmezhetd.

32 3
. 1g5 = D)= N —_ =
B a) 10-10'5=10-5 = 50; D) s = =5
5 5 2
) T3 =3 d) 4-4l08:5 =4.(21°8:5) = 4.52=100;
23 8 8 ; 1
¢ Son T =3 f) 3-3024'=3.(9'08.64)2 =3./64 = 3-8 = 24;
(410g425)2
‘ s _(39):
1 5log9  (2510e:9)2  (36)2 27
71085 . (49108,16)2 = 5. 4 = 20); h = = ==
8) ( ) ) S 42 16 16
. 161085 (4loe52 52 25 .92 81 8l

—_ .]) 91_0g32 = —(310g32)2 4 s

16023 ~ (2log.3y4 - 3_4 81’

6 6
k) 5T 50 = 52 = 50; Dy légﬂ -yl _ 100,

27 3

1 1

-2.42.42
m) loga%zlogaa
-6

; n) logx(x‘1~x4~x_8)=logxx_

\SIEN]

N

a®.a2
EZB a) Az x*>-2x -8 >0 egyenlStlenség megoldésa: x < —2 vagy 4 < x.
b) Az x* -9 >0 egyenlStlenség megolddsa: x < -3 vagy x > 3.
Az 1-3x>0 egyenl6tlenség megolddsa: x < %
Az egyenl6tlenségek k6zos megolddsa: x < —3.
c) A 3x2—16x+ 5 >0 egyenlStlenség megolddsa: x < % vagy x> 5.

A 7x + 5> 0 egyenl6tlenség megolddsa: x> ——.

Az egyenl6tlenségek kozos megoldasa: —% <x< % vagy x> 5.

d) A 12x% + 5x — 3 > 0 egyenlStlenség megoldasa: x < —% vagy % <X.
A x% + 2x > 0 egyenlétlenség megolddsa: x < -3 vagy 0 < x.

Az egyenlétlenségek k6zos megolddsa: x < -2 vagy % <X.



e) A 3—|x| >0 egyenl6tlenség megolddsa: —3 < x < 3.

A 2x + 3 >0 egyenl6tlenség megolddsa: x > —E .

Az egyenlétlenségek kozos megoldasa: -3 <x<3.

f) Az |x| -2 >0 egyenl6tlenség megoldésa: x < -2 vagy 2 < x.
Az x +5 >0 egyenlbtlenség megoldadsa: x > —5.

Az egyenlétlenségek k6zos megolddsa: —5 < x < -2 vagy 2 < x.

g) A 2]x|-1>0 egyenlStlenség megoldasa: x < —% vagy % <X
Az x* — x>0 egyenl6tlenség megolddsa: x <0 vagy 1 <x.

Az egyenlGtlenségek k6zos megolddsa: x < —% vagy 1 <x.

h) A 3*-9>0 egyenlStlenség megolddsa: x > 2.
A 3x +2 >0 egyenl6tlenség megolddsa: x > —%.

Az egyenlétlenségek kozos megolddsa: x > 2.

i) A 4x + 5> 0 egyenl6tlenség megoldésa: x > —% vagy x>0, x# 1.
Az 1-3x>0 egyenl6tlenség megolddsa: x < % vagy x>-3, x #-2.
Az egyenlGtlenségek kozos megolddsa: 0 <x < %

Jj) A 17x -2 > 0 egyenl6tlenség megoldésa: x > % vagy x> 1, x#2.
Az 6 —2x >0 egyenl6tlenség megolddsa: x <3 vagy x>0, x# 1.

Az egyenl6tlenségek kozos megolddsa: 1 <x <3, x #2.

D a) A —4*+! +33.2Y_8 >0 egyenl6tlenség 2*-re masodfoki, megolddsa: i < 2% < 8, amibdl:
-2<x<3.

b) A sinx >0, cosx >0 és tgx >0 egyenlbtlenségek egyiitt teljesiilnek, ha:

k-2n<x<g+k-2n, keZ.

c) A sinx >0 egyenl6tlenség megoldasa: [-2r<x<m+1[-2n, [ e Z.
Az x? - 3x +2 >0 egyenlStlenség megolddsa: x < 1 vagy 2 < x.
A két egyenlétlenség kozos megoldasa:
O<x<l1 vagy 2<x<m vagy k- 2r<x<m+k-2m keZ, |kl >1.
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A logaritmusfiiggvény — megoldasok

(70 a) Ertelmezési tartomdny: x € R, x > 0.

Menete: a fiiggvény szigorian monoton névekszik.

Zg€rushelye: x = %

b) Ertelmezési tartomény: x € R, x> 0.

Menete: a fiiggvény szigorian monoton novekszik.

Zg€rushelye: x = 2.

c) Ertelmezési tartomany: x € R, x> 0.
Menete: a fliggvény szigorian monoton csokken.
Zg€rushelye: x = 4.

d) Ertelmezési tartomény: x € R, x > 0.
Menete: a fliggvény szigordan monoton csokken.

Zg€rushelye: x = i
27

y
5t aw
3
1
-1 2 ] X
y
1 b(x)
-1 2 5} X
-1
-5
AL
5]
2 o)
1
5
] 2 X
y
1
-1 5} X
-1
3 dix)
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e) Ertelmezési tartomany: x € R, x >—3.
Menete: a fliggvény szigortian monoton novekszik.
Zgérushelye: x =-2.

f) Ertelmezési tartomdny: x € R, x > 1.
Menete: a fiiggvény szigordan monoton novekszik.
Zg€rushelye: x =2.

g) Ertelmezési tartomdny: x € R, x> 2.
Menete: a fliggvény szigorian monoton csokken.

Zérushelye: x =—1.

h) Ertelmezési tartomény: x € R, x> 3.
Menete: a fiiggvény szigortian monoton csokken.
Zérushelye: x =4.

B 1 3 4 X
—- 3




HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

i) Ertelmezési tartomédny: x € R, x > 2.

-
Menete: a fiiggvény szigorian monoton ndvekszik.
( 5 .
Zgrushelye: x = —. (%)
2 2 :
i
i 1 2 3 5 X
j) Ertelmezési tartomany: x € R, x> —1. Ly
Menete: a fliggvény szigordan monoton novekszik.
Zérushelye: x = 8. 1
—13 1 2 X
‘_1 /
: i)
s
k) Ertelmezési tartomany: x € R, x> —3. y
Menete: a fliggvény szigorian monoton csokken. ‘ 1
, 23 ‘
Zgérushelye: x = e 1 X
K(x)
l) Ertelmezési tartomdny: x € R, x> 1. v
Menete: a fliggvény szigorian monoton csokken.
Zérushelye: x = 4.
TN
: 5
- 12 4 X




m) Ertelmezési tartomédny: x € R, x > 0.

Menete: a fliggvény szigortian monoton csokken.
Zérushelye: x = 3.

1 m(x)
)
i 1 X
n) Ertelmezési tartomany: x € R, x >—4. p
Menete: a fliggvény szigordan monoton csokken. 5
Zg€rushelye: x =0.
n(x)
.
-5 ‘ -1 X
o) Ertelmezési tartomdny: x € R, x > 3. p 3
Menete: a fliggvény szigorian monoton csokken. 5
Zgrushelye: x = 30. :
3 o(x)
-1 1 3? 4 5 X
€D a) a(x) =log,x - 2; b) b(x) =log,x - 4;
c) c(x) =logy(x—1); d) d(x) =log,(x - 3);
e) e(x)=log,(x+ 1)+ 1; f) flx)=log,(x—2)-3;
g) g(x)=-log,x vagy g(x)=log, x; h) h(x)=1-log,x vagy h(x)=1+log, x;
2 2
i) i(x)=-log,(x +2) -3 vagy i(x)= logl(x +2)-3.
2

a) A fiiggvénybe behelyettesitve:
s(0)=100, s(1)=100+30-1g8=127,1,
tehat a megjelenéskor 100000 db-ot, egy év milva 127000 darabot fognak eladni.
b) A 200 =100 + 30-1g(7t + 1) egyenletbdl:
10

7t+1=103, amibsl =308 év.



2B a) Ertelmezési tartomdny: x € R, x > 0.

b) Ertelmezési tartomény: x € R, x> 0.

¢) Ertelmezési tartomany: x € R, x #0.

d) Ertelmezési tartomany: x € R, x> 0.

BN 5 0 x
y
b(x)
1
R 5 0 X
y
ci)

T

e) Ertelmezési tartomany: x € R, x> —4.

B 1
E

! 1 e(x)
-4 -3 -1 1 X
o—o 4
EZD a) Az dbréardl leolvasott megolddsokat ellendrizni kell. )
Megoldasok: 900 =Ix1-1
x1=—2, x2=—1, .X3:1, x4=2_ 5
;
= = 1 5 X
_5 f(X)=|002|X|




b) Az abrardl leolvasott megolddsokat ellendrizni kell.
Megoldasok:

x1=1, x2=3.

A logaritmus azonossagai — megoldasok

0 a) a==%; b) b=x>-y;

=

y
2

d)d:y—3; e) e=
Z

Tk

0
=

100-Vx  4-Jx Ay
8 &= = ; h)h=5—y;
125 5 10

z-10%
109

=

j) =107 2=

) a) a=38;
e) e=12;

b) b=5;

13
D=3

c)c=11;
g) =27,

33‘24

9-48
3212 )] logﬁ?:logﬁmzlogﬁZ:Z;

1 5 210,35
0748~ 108 5y qr = 1080 =1:

184.256-722 212.38
20 AR joga i =logy9=2;
363.244 .36 3

= 0g3212
60102 _  28.3.5
3293200 858.36.52

671535 27.312.510.75
=log, =——— =~ ' -]
L1108.215.252..35 g%26.310.510.75 0

b) loge

c) log;

d) logs =logs1=0;

e) log

J2200 - 40 102 -J11-2-42 -5
f) 10g8—= 0gg =10g84=
J55-10 J5-J11-10 3
31
tg60° - cos30° - sin30° V3 P 1
g) log, 3 =logy———==log, =2

g(x)=x2-2x +1

1
5 =

bt X
f(x)=4-logz x
-5

c) c=81-23

10
f) f=—;
X

1

T10000-(x+ 1) 3

i) i

d) d=10;

1
h) h=—.
) 45



3213

3214

3215

3216

h) lo M =log,2 = l
B4 Gn60° 1300 0% 3 Ba2=3
2 f

D log 157256328 325072
) logs 126 ST g T

a) Mivel az adott szorzatban a 1gtg45° értéke 0, ezért a szorzat is 0.

ﬁ 4.1

c0s30°-4-sin%30° Ty
b) 1 = 4= 1=0;
T e s £ £

2
2

c) lg{(ﬁ—l) +£i|:lg|:§ l——\/_+£i|:lg1:0;

2 2 2 4 4 4 2
d) 10g69a 6—log6122—10g66=1;

2x +5)

e) log, 1(10 logg[2 - (2x + 9] =log 10 =-1.

a) 1g(6-10%3) =1g6 + 23 < log,16° = log,2%* = 24, mert 1g6 < 1;

10
b) 1g(9,1-10-31)=1g9,1 - 31 < logS(é) =logs530 =30, mert 19,1 < 1;

16 20
c) log, [5(%) }: log,(5-2780) =1og,5-80 > log, [5%) }: log;(5-3739%) =1og,5 - 80,

mert log,5 >log; 5.

2
d) Bal oldal: Ig |:10g2 (10g7 \3/49}} =lg llog2 [log7 73] =lg (log2 %] =1gl=0.
3 3 3
5

Jobb oldal: log, |log . (logg~/32)| = log, |log . =|=log,1 = log,2° = 0.
2[ %Q 8 i| 2 %6 2 2

A két kifejezés egyenld.

a) 12250 =1g(15%-10) =2b + 1.

750 50-15

b)1g75=1g—=1 =a+b-1.
) g10 g

c) Aza=1+1g5é b=1g3 +1g5 alapjan 1g3=b-1g5=b-(a-1)=b—-a+ 1.

A bal oldali tagokat atirva b alapu logaritmusra:
logya + 6-logya + 12 -log,a — 20 -log,a = —log,a.
A jobb oldal: log,a™! = -log,a.



Logaritmikus egyenletek, egyenletrendszerek, egyenlétlenségek
— megoldasok

3217

b) Ertelmezés:
¢) Ertelmezés:
d) Ertelmezés:
e) Ertelmezés:

f) Ertelmezés:
g) Ertelmezés:
h) Ertelmezés:
i) Ertelmezés:

J) Ertelmezés:
k) Ertelmezés:

) Ertelmezés:
m) Ertelmezés:

n) Ertelmezés:

0) Ertelmezés:

b) Ertelmezés:
¢) Ertelmezés:
d) Ertelmezés:

e) Ertelmezés:

a) Ertelmezés:

a) Ertelmezés:

x> %, megoldéds: x = 3.

x> —%, megoldds: x = 5.

x>—l, megoldas: x=l.

8 2
x>£, megoldas: x=2.
11 100

3 , 7
x>—, megoldés: x =—.
10 10

10 , 2
x>—, megoldas: x =—.
13 26

x <—8 vagy x> 8, megoldadsok: x; =18, x, =-18.

7-J71 7+77 )
x< 5 vagy x> S, megoldésok: x; =8, x, =-1.
x € R, megolddsok: x; =2, x, = 1.
x< 0 —;/ﬂ vagy x> 2 +£/ﬁ, megoldasok: x; =10, x, =-1.

x> %, megoldds: x =5.

x> %, megoldéds: x = 8.

x>0, x# 1, megoldasok: x; =3, x, =—1. Csak az els6 megoldas.
x> % x# 1, adédik: x; =5, x, = 1. Csak az els6 megoldas.

x> g adédik: x; =2, x, =5, x3=0. A harmadik nem megoldds.
x>-1, megoldés: x="7.

x> % adddik: x = -7, de nem megoldas.

x> % addédik: x = —%, de nem megoldas.

x> % megoldds: x =3.

x> g, adodik: x = —g, de nem megoldas.



f) Ertelmezés: —7 < x < 1, megoldds: x = —2.
g) Ertelmezés: x > —%, megoldas: x =4.

h) Ertelmezés: x > —g, megolddsok: x; =-1, x, = —%.

i) Ertelmezés: x > %, megolddsok: x; =6, x, = g

j) Ertelmezés: x > %, adodik: x; = -3, x, = 27. Csak a masodik megold4s.
k) Az értelmezési tartomany iires halmaz, nincs megoldas.

1) Ertelmezés: x > 8, adédik: X = %, X, =2. Egyik sem megoldas.
m) Ertelmezés: x > 6, adédik: x, = 1, x, = 8. Csak a méasodik megoldas.

n) Ertelmezés: x > %, adodik: x; =1, x, = —%. Csak az elsé megoldés.

(720 Ertelmezés: x>0, y> 0.

a) x=1024, y = 16; b) x=81, y=9; c)x=25,y=%; d) x=11, y=49;
e) x=1,y=4; f) x=4, y=064; g)x:i,y:S; h)x:%,y=10.

E771) a) Ertelmezés: x > % A logaritmusfiiggvény szigorian monoton novekvd, ebbsl x < %

4
Az egyenl6tlenség megolddsa: % <x< 3

, 1 . .
b) Ertelmezés: x > 3 A logaritmusfiiggvény szigordan monoton csokkend, ebbdl x > —3.

1
Az egyenl6tlenség megolddsa: x > 3

¢) Ertelmezés: x > % A logaritmusfiiggvény szigordan monoton novekvd, ebbdl x > 7.
Az egyenl6tlenség megolddsa: x > 7.
d) Ertelmezés: x > g A logaritmusfiiggvény szigordan monoton novekvd, ebbdl x < 3.

Az egyenl6tlenség megolddsa: g <x<3.

e) Ertelmezés: x > 3 A logaritmusfiiggvény szigorian monoton csokkend, ebbdl x > 6.

Az egyenl6tlenség megoldésa: x > 6.

f) Ertelmezés: x > —%. A logaritmusfiiggvény szigordan monoton csokkend, ebbdl x < —ﬂ,
Az egyenl6tlenség megolddsa: _E <x< _%.



67 a) Ertelmezés: x >%, megoldas: x :%.

b) Ertelmezés: x > % adddik: x = -4, de ez nem megoldas.

¢) Ertelmezés: x >—1. Erdemes beszorozni 2-vel, a 3x + 7 = (x + 1) egyenlethez jutunk, melynek
gyokei: x; =-2, x, = 3. Csak a masodik megoldas.

d) Ertelmezés: x > % Atszorzas utan a 8x + 9 = (3x — 1) egyenletet kapjuk, melynek gyokei:
=2, %= —g. Csak az elsé megoldés.

e) Ertelmezés: x > 1000. Atalakitva az egyenletet:
lg(x — 1000) =1g 10000 —1g25 = 1g400.
A logaritmusfiiggvény szigord monotonitdsa miatt x — 1000 = 400, tehat: x = 1400.

f) Ertelmezés: x > —1, x # 0. Atszorzés utdn, felhasznalva a logaritmusfiiggvény szigord mono-
tonitdsat, az x> + 2x — 3 = 0 egyenletet kapjuk, melynek gyokei: x; = 1, x, = 3. Csak az x; = |
a megoldas.

g) Ertelmezés: (x—5)-(x—1) >0, 2x—10 > 0 és lg(2x — 10) #0 kozds megolddsa: x > 5,
x#5,5.

Az egyenletet dtszorozva lg(2x — 10)-zel, kapjuk: Ig(x —5) - (x— 1) =1g(2x — 10). A logaritmus-
fliggvény szigord monotonitdsa miatt x> — 8x + 15 = 0, amely akkor teljesiil, ha: x;=5, x,=3.
Az értelmezési tartomdny miatt az egyenletnek nincs megolddsa.

h) Ertelmezés: x > 2. Felhasznélva a logaritmus azonosséagait, kapjuk: 1g[(x — 2)- 8] =1g(x? — 1),
melybél a logaritmusfiiggvény szigord monotonitdsa miatt adédik: 8x — 16 = x> — 1, vagyis
x2—8x + 15 =0. Az egyenlet gyokei: x; = 3, x, = 5. Mindkét gydk megfelel az adott értelme-
z¢€si tartomanynak.

i) Alogaritmus definicidja alapjan, sorban felbontva a zardjeleket:

logs[log,(logsx)] = 1,
amibdl log, (logsx) = 3, ebbdl pedig logsx = 64, amibdl x = 5%4. Ellendrzéssel meggyzadiink
a megoldds helyességérdl.

j) Alogaritmus definiciéja alapjan felbontva a zardjeleket: x = 25. Ellen6rzéssel meggy§zddiink
a megoldés helyességérdl.

k) Az el6z6 modszerrel: x = 128. EllenGrzéssel meggy8zddiink a megoldas helyességérdl.

7z .z

) Az el6z6 médszerrel: x = 16. Ellendrzéssel meggy6zddiink a megoldds helyességérdl.

2R a) Ertelmezés: 0<x<3, x#1 vagy x> % A logaritmus definici6ja alapjan: (3x% —20x +33) =1,

amibdl: x; =4, x, = % Mindkett§ megoldas.

b) Ertelmezés: 0 < x < % =3,5, x#1 vagy x> 6. Alogaritmus definicidjanak segitségével kapjuk:

2x% — 19x + 42 = x, amibdl: x; =7, x, = 3. Mindkett6 megold4s.



¢) Ertelmezés: x > 6. A logaritmus definici6ja alapjan: 2x2 — 7x — 30 = x2, amibdl: x; =10, x, =-3.
Csak az elsé megoldés.

d) Ertelmezés: x > %, x# 1. Alogaritmus definiciéja alapjan 4x? —3x = x3, amib6l: x, =0, x, =3,
x3=1. Csak az x =3 megoldas.
e) Ertelmezés: x> 0. A Igx-re nézve masodfokii egyenlet megolddsaibol: x; = 103, x5 =+/10.
f) Ertelmezés: x> 0. A log; x-re nézve masodfokd log{x — 8-logzx + 15 =0 egyenlet megold4-
saibol adédik: x; =33 =243, x, =33=27.
g) Erteln;ezés: x>0. A 4-logZx +9-logsx — 9 = 0 mdsodfokd egyenlet megolddsaibol adédik:
1

zsz, :5_3:—_
e 125

h) Ertelmezés: x>~/2. A Ig (xz - iz) =1g3 egyenletet megolddsai: x> = —1 és x> = 4. Csak
x

a masodikbol adédik megoldas, és abbdl is csak az x =2 felel meg.

i) Ertelmezés: logyx # —1 (x # %) és logyx #5 (x#32).

Beszorozva az egyenletet a kdzos nevezdvel, és log,x = a-val jelolve, kapjuk:
2-(a-5—-(a+1)=(a+1)-(a-9),
melyb6l a®>—S5a+6 =0, amibdl a, =3 és a, = 2, amelynek megfelel§ x értékek: log,x =3
(x; =8) és logrx =2 (x, =4).
j) Ertelmezés: x>0, x # 1. Alkalmazva a logaritmus definici6jat: x> = 16x. Rendezés és kiemelés
utdn: x- (x* - 16) = 0. Mivel x %0, ezért x*— 16 = 0. Az egyenlet gyokei: x; =2 és x, =—2.
Az értelmezési tartomanynak csak az elsd gyok felel meg.

€28 a) Ertelmezés: x> 1, y>4. Megoldds: x =101, y=35.
b) Ertelmezés: x>0, y>0, y# 1. Megoldds: x=9, y=2.
c) Ertelmezés: x > —1, y<5. Megoldéas: x=7, y=-4.
d) Ertelmezés: x>0, x# 1, y>0, y# 1. Megoldés: x=8, y=27.
e) Ertelmezés: x > 0, y>0. Megoldas: x=100, y=1.
f) Ertelmezés: x—y>0, x+y>0. Megoldés: x =13, y=11.
1 1 1

, 1
Ertelmezés: x, y>0 vagy x, y<0. Megoldas: x;= —, y,= —; X, = ——, = ——.
8) y gy X,y g 1T 3 NT RT3 nT o

E#D a) Ertelmezés: x > 5 A logaritmusfiiggvény szigordan monoton névekvd, ebbdl x < 0 vagy 1 < x.

Megoldas: 1 < x.

b) Ertelmezés: x > 2. A logaritmusfiiggvény szigortian monoton csokkend, ebbsl —2 < x < 4.
Megoldés: 2 < x < 4.

c) Ertelmezés: x > 5 Rendezés utédn, a logaritmusfiiggvény szigordan monoton novekvd, ebbdl

x <-3. Nincs megoldais.



d) Ertelmezés: x > i Az > _24 >3 egyenl6tlenségbdl: x < -2 vagy 5 <x. Megoldds: x > 5.
X+

e) Ertelmezés: x > z A dx=7 <25 egyenlGtlenségbdl: x < 18 vagy x> l Megoldas: x > z
4 3x -1 71 3 4

f) Ertelmezés: x > é A Tx=3 < 1 egyenlGtlenségbdl: 1 <x< l Megoldas: 3 <x< l
7 2x+1 4 2 7 2

‘ . (x-2) PR .

g) Ertelmezés: x> 6. Az 6 >16 egyenl6tlenségbdl: x > 6. Megoldas: x > 6.

h) Ertelmezés: x > l A x+17 > 8 egyenl6tlenségbdl: L < x <1. Megoldas: 1 <x<1.
3 (Bx—1)2 8 3

i) Ertelmezés: x> 3. A (4x—3)-(x—3)>100 egyenl6tlenségbdl adodik: x < B vagy 7 < x.
Megoldés: x=7. 4

j) Ertelmezés: x> 12. A 2x+ 1)-(x—12) <27 egyenlGtlenségbdl adodik: —é <x<13.
Megoldds: 12 <x < 13. 2

k) Ertelmezés: x < —% vagy x> % A 32x 4

<2 egyenlGtlenségbdl adddik: x <% vagy x 2 6.

Megoldés: x < —% vagy x 2 6.

4-(x2 — 4x)

X —

I) Ertelmezés: 0 <x < 1 vagy x >4. A <5 egyenl6tlenségbdl adodik: x S%

vagy 1 <x<5. Megoldas: 0<x£% vagy 4 <x<35.

m) Ertelmezés: x > 4 vagy x < 2. Az (x—2)-(x—4) <3 egyenlStlenségbdl adodik: 1 <x< 5.
Megoldés: 1 <x<2vagy 4 <x<5.

n) Ertelmezés: x > 4. A (3 +x)-(x—4) > 2x + 6 egyenlGtlenségbdl adédik: x< —3 vagy x > 6.
Megoldas: x > 6.
1
0) Ertelmezés: —4 <x<4. A 4—|x| >83 egyenlGtlenségbdl adédik: —2 < x < 2.

Megoldds: -2 <x<2.

p) Ertelmezés: x <0. Az x? — 2x — 3 > 0 egyenlGtlenségbdl adddik: x < —1 vagy x > 3.
Megoldas: x < —1.

2
(;C * 1)5 =4 egyenlethez jutunk.

28 «) Ertelmezés: x>§. Attérve 2-es alapi logaritmusra az
Megoldas: x; =3, x, =7.

=6 masodfoku

b) Ertelmezés: x>0, x # 1. Attérve 3-as alapt logaritmusra, a logzx +
egyenletbdl: x; =9, x, = 81. logz x



a) Ertelmezés: x, y >0, x# 1, y # 1. Legyen a= |

¢) Mivel 5% >0, az egyenletnek minden valés szam esetén van értelme. Irjunk fel minden tagot
logaritmussal, és alkalmazzuk a logaritmus azonossagait:

1g[10*- (5% + 1)] = 1g(2*- 30).
A logaritmusfiiggvény szigord monotonitdsa miatt, és 2*-nel osztva, a masodfokd egyenlet
megolddsai: 5* =—6, aminek nincs megolddsa és 5* =5, ahonnan x = 1.

d) Ertelmezés: x > 0. Vegyiik mindkét oldal 10-es alapi logaritmusét:
B+1gx)-(gx—1g3)=1g3 +4.
A lgx-re masodfoku egyenlet:
(gx)?+(3-1g3)-lgx—4-(Ig3+1)=0.
Az egyenlet diszkriminénsa:
D=3-1g3)?+16-(I1g3+1)=25+10-1g3 + (1g3)> = (5 + 1g3)%
A megoldasok: Igx =1g30, amibdl x = 30 és Igx =—4, amibél x = 104,

Az értelmez€sbdl (x >0, x# 1, px > 0) kovetkezik, hogy csak pozitiv p-k esetén van megoldas.
A logaritmus definiciéja szerint: x? = px.

Ha p =1, akkor a megoldés: x>0, x # 1.

Ha p#1 (de p>0), vegyiik mindkét oldal p alapu logaritmusat: p-log,x =1 + log,x.
1

Ebbdl log , x = Ll’ a logaritmus definicidja alapjan: x = p? -1
p f—

Py

Ellen6rzéssel meggy6zddhetiink a megoldas helyességérdl.
lgx

, ezzel a mésodik egyenlet: a + l = %
a

aminek megolddsai: a; = % a,= 2

3

lgx = 3 az els6 egyenletbe beirva: x; = 1000, y; = 100.
lgy 2
Igx 2 . .
oo = 3 az els6 egyenletbe helyettesitve: x, = 100, y, = 1000.
gy
b) Ertelmezés: x > 4, y>1, x—y+5>0. Az els6 egyenletbdl:
y -1
(x—42=2—-. (1)
6
A mésodik egyenletbdl:
x+2y+2 3
X—y+5 ’
ahonnan
_2x+13
5 2

ezt (1)-be helyettesitve a kdvetkezd egyenletet kapjuk:
73x% - 626x +1128 = 0.

A megoldésai: x; =6, x, = %, a masodik nem megoldés, mert x > 4, az els6bdl y = 5.



Vegyes feladatok — megoldasok

EFFI) Az egyes kifejezések értékei:

ol gy 05l gl 6 11
8 32 16 6 25 2 2
A novekvé sorrend: D<B<A<C<G=H<E<F.
&) o) Igaz. b) Hamis. ¢) Hamis. d) 1gaz. e) Igaz. f) lgaz.
EE) a) x; =3, x, =4. b) x=2. c) x=3.

d) Ertelmezés: x > —i, megoldés: x; =0, x, =5.

e) Ertelmezés: —% <x< %, megoldés: x; =4, x, = é Csak a masodik megoldés.

f) Ertelmezés: x > 0. Atalakitva az egyenletet (log,x)-re masodfokii egyenletet kapunk:
2- (logzx)2 —(log,x)—-1=0. 1
Legyen: log,x =a. A 2a*> —a—1=0 egyenlet gyokei: a; = 1 és a, = —5 ennek megfelelGen
1 2

X1=268s x,=—== - Mindkét gyok megfelel az egyenlet értelmezési tartomdnyanak.

V2

g) Ertelmezés: x > 0. Jeldlje 3Vx = a-nak, s dtrendezve az a® — 3a + 2 = 0 egyenletet kapjuk,
melynek gyokei: a; =2 ésa, =1. Ebbdl a 3Vx = 2, ahol mindkét oldal 3-as alapud logaritmusat
véve kapjuk:

JVx -logz3=log;2 = x=log;?2, valamint 3=l = 3 =30 = x=0.
Mindkét gyok megfelel az értelmezési tartomédnynak.

Megjegyzés: Az elGbbi gyok szdmolhat6 dgy is, hogy mindkét oldal 10-es alapu logaritmusat
véve kapjuk: 1g2

g3
h) Osszevonva a 11 és 13* egyiitthatdit, dtrendezve az egyenletet kapjuk:
49-13*=49-11%,
melybdl x = 0. Az egyenletnek egy gyoke van, az x = 0.

Jx-1g3=1g2 = Jx=22=0,63 = x=0,4

i) Ertelmezés: x < 11g£ = x<3,58. Atrendezve az egyenletet:

& log,(12 - 2%) =5 —x, -
majd alkalmazva a logaritmus definiciéjat, kapjuk: 2° ~* = 12 — 2%, amibél Py =12 -2*%
Jelolje: 2° = a. Igy a? — 12a + 32 = 0, melynek gyokei a; =8 és a, = 4. Ennek megfelelGen
x; =3 és x, = 2. Mindkét gyok megfelel az értelmezési tartomanynak.

j) Ertelmezés: x>0, x # 1. Jelolje a = 21°¢¥16, gy a kovetkez egyenletet kapjuk:
a*-17a+16=0,
melynek gyokei: a; = 16 és a, = 1. Behelyettesitve a 2216 = 4 alakba:
2logx16 — 16,
melynek gyokei: x; =2 és x, =-2, de csak az els§ gyok felel meg az értelmezési tartomdnynak.

........................ . 66



EED a) x=2,y=0.

b) Ertelmezés: x > 5 y>4. Alogaritmus azonossdgait és monotonitasat felhasznalva a kovetkezd

egyenletrendszerhez jutunk:
(2x-3)-5=4y+15
Bx-1)-(y—4)=512 '
A feltételeknek megfeleld megoldasok: x = 11, y = 20.
c) Ertelmezés: y > x. Az elsS egyenletbd] a logaritmus definiciéja miatt:
\/§2=y—x & 3+x=y.
Ezt a kifejezést helyettesitve a masodik egyenletbe:
2x-33* =972, vagyis 2%-33.3*=972.
Osztva 33-nal, valamint felhaszndlva, hogy 2*-3* = 6%, kapjuk: 6* = 36, melynek gydke x =2,
amibdl y = 5.
Az egyenletrendszer megolddsa a (2; 5) szdmpar.

d) Ertelmezés: x +y >0, x—y >0, x #y. Az els6 egyenletbdl ered: x% —y? = 1000, a masodik
egyenletbdl pedig: Xry . 2, amelybdl x = 3y. Ezt visszahelyettesitve az elsd egyenletbe, kapjuk,
hogy 8y* = 1000, V);gy)i)s: y=%5-/5, melybdl x =+15-/5.

Az egyenletrendszer megoldasa: (15 5545 )

e) Ertelmezés: x +y>0, x—y>0, x#y. Az els6 egyenletet dtrendezve, azt kapjuk, hogy x = 3y.
Ezt helyettesitve a masodik egyenletbe, melybdl a logaritmus azonossdgok felhaszndldsa utdn:

2

x* —y* =2 egyenletet kaptuk, ered: 8y =2, melynek gyoke: y ==+ % amibdl x = + %

1
Az egyenletrendszer megoldédsa: @5)

f) Ertelmezés: x, y>0, vagy x, y <0. Az elsé egyenletet dtrendezve, azt kapjuk, hogy x =6 + 3y.
A masodik egyenletben a logaritmus definici6ja miatt az xy =9, melybe helyettesitve az els6
egyenletbdl kifejezett x = 6 + 3y-t ered: y*> + 2y — 3 =0. Ebbsl y, =1, y,=-3. Igy x;, =9
és Xy = -3.

Az egyenletrendszer megolddsai a (9; 1) és a (—3; —3) szdmparok.

g) Ertelmezés: x, y>0. Az elsG egyenletbdl a logaritmus azonossagainak felhasznaldsa utin, kapjuk,
hogy 3x2 = 8y. A masodik egyenletbdl, felhaszndlva, hogy 1 =0,5°, valamint, hogy az exponen-
cidlis fiiggvény szigorian monoton, ered: y = x + 2. Ezt visszahelyettesitve az els6 egyenletbe

kapjuk a 3x> — 8x — 16 = 0 egyenletet, melynek gyokei: x; =4, x, = % amibdl y; =6, y, = 2
42
Az egyenletrendszer megolddsai a (4; 6) és a (5’5) szamparok.
EZERD a) Az y = 2* helyettesités utdn az 1024y2 — 80y + 1 <0 egyenldtlenséget kapjuk, melynek
megolddsa: L <y< i Ebbdl: —6 <x <—4.
64 16

b) Ertelmezés: x >—1. A logaritmus azonossdgait felhasznalva, a logaritmusfiiggvény szigordan
monoton novekvd, ebbdl —6 <x < 1. Megoldds: -1 <x < 1.



c) Ertelmezés: x <—4. A 10-es alapu logaritmus szigord monoton novekedése miatt:
—3x—1<x?-5x-36, vagyis 0<x?—2x-35,
amelynek gyokei: x < -5 vagy x> 7.

Az egyenl6tlenség megoldésa az értelmezési tartomanyon: x < —35.

d) Ertelmezés: x> 1. Felhasznélva, hogy 1 = log,2, valamint, hogy a 2-es alapu logaritmusfiigg-
vény szigori monoton nd, kapjuk, hogy log5(x — 1) <2, majd 2 =logs25, és az 5-6s alapu
logaritmusfiiggvény szintén szigorian monoton ng, ezért x — 1 < 25, amibdl x < 26.

Az egyenl6tlenség megolddsa: 1 <x < 26.
e) Felhaszndlva, hogy 1 =3° a megoldandé egyenl6tlenség: (x +2)-(x — 1) < 0. Ez akkor teljesiil,
ha a szorzat egyik tényezdje negativ, masik pozitiv, tehat itt akkor és csak akkor, ha -2 <x < 1.
3
. 1 . .
f) Felhaszndlva, hogy 3 = (5) , valamint, hogy az ) alapu logaritmus szigordan monoton csok-

ken, ezért: x, — 8x + 18 = 3 a megoldand6 egyenlStlenség. Ebbdl: x, — 8x + 15 = 0, amibdl
3<x<5.

Ma)s_%ﬂo (l)+710g3—l+(_§)+3_1.
=43 T (2)T Ty

b) IOIOgm6_lgl2 + glog,3-log 9 _ ﬁ + 2 =

12 9

6.

€D a) Ertelmezés: x > 0. Vegyiik mindkét oldal 2-es alapi logaritmusat, és alkalmazzuk a logaritmus

azonossagait:
(logyx +4) -log,x = log,32.

log,x = a-t helyettesitve kapjuk: (a +4)-a -5 =0, melybdl a, + 4a — 5 =0, melynek gyokei
ay =1 és a, =-5. Visszahelyettesitve log,x = a kifejezésbe el6szor a; = 1-et ered: x; =2, majd

a, = —5-bdl kapjuk: x,=2"3= 3% Mindkét gyok megfelel az értelmezési tartomanynak.

b) Ertelmezés: x > 0. Vegyiik mindkét oldal 10-es alapi logaritmusdt, ekkor:

8-lgx-lgx=1gl00 = 8-lg2x=2 = lgzx:% & lgx:i%,

1 1
5 -5 1
melynek gyokei: x;,=102=10 & x,=10 2=——.
ynek gy 1 2 Ji0
Mindkét gyok megfelel az értelmezési tartomanynak.
EFFE A feltételek szerint:
—2=1gl5-a)+b
-1=1g(95-a)+b|
A masodik egyenletbdl kivonva az els6t:
1=1g(95-a)-1g(5-a),
aminek megolddsa: a = -5, visszahelyettesitve: b =—3.

A fiiggvény hozzdrendelési szabdlya:
f)=Igx+5)-3.



EED a) 100028 =256 000.

X
b) A 10°=1000-26 egyenletbdl, mindkét oldal logaritmusat véve:
6
x=6-w=£=119,66ra.
g2 1g2
A kisérlet 5 napig tart.
a) -1g(107) =7.
b) Az 5,5 =-Ig K egyenlGségbdl:
K=10-55=3,16-10-6 2
dm?
c) Ha p; =-IgK, akkor p, =-1g(100-K) =-1g100 —-1g K =-1g K — 2. A pH érték 2-vel csokken.

EZER) @) h(1) =500-log;5 = 732.
b) Mivel h(2) =500-log;7 = 886 és h(4) =500-logy11 = 1091, ezért a novekedés 23,1%-os.
¢) Az 1500 =500-log;z(2¢ + 3) egyenletbdl ¢ = 12, tehat varhatéan 2017 marciusaban éri el a halak
szdma az 1500-at.
EED a) Ertelmezés: x,y>0; y# 1.
Az els6 egyenlet mindkét oldaldnak vegyiik a 10-es alapu logaritmusat, majd rendezziik 4t, igy

kapjuk: ig_x = % Ezt a masodik egyenlet bal oldala helyett beirva ered: % = lgf.
gy

y
Tehat: % =lgx —-lgy. Az els6 egyenletbdl kapott 1gx = glg y-t helyettesitve ebbe az egyen-
. 2 2 o . > o _4
letbe kapjuk, hogy 3 = glgy —lgy, amib8l -2 =1gy, tehit y =102, amibsl x =10 3.

_4
Az egyenletrendszer megolddsa: (10 3; 10‘2) szdmpar.

b) Ertelmezés: x, y # 1. Térjiink 4t 4-es alapu logaritmusra mindkét egyenlet esetén. Igy:

logyy 3
logyx+—"~==- = 2-logyx+log,y=3,
g4 log, 16 2 84 g4
log44+log416=3 N 1 N 2 -3
logyx log,y logsx log,y
Jelolje: a =log,x és b =log,y-t. Ekkor:
2a+b=3
l + g =13
a
Az els§ egyenletbdl kapott b = 3 — 2a-t helyettesitve a mdsodik egyenletbe: 1 + 3 22 =3,
a 3-2a

amibdl: 24> —3a + 1 =0, vagyis a; =1 és a, = 5 valamit: by =1 és b, =2.
Az a és b értékeket visszahelyettesitve kapjuk x és y értékeit, mely szerint: logyx =1,

amibdl x = 4, és logyy = 1, amib6l y = 4, valamint: log, x = l, amibdl x =2, és log,y =2,
amibdl y = 16. 2

Az egyenletrendszer megolddsai: (4; 4), és (2; 16) szdmpérok.



c) Ertelmezés: y >0 és x > 0. Mindkét egyenlet 10-es alapi logaritmusat véve:

() lgy-lgx=1g9, (=2-1g3)
(2) lgx+1gy=1g300. (=1g3+2)

Az els6 egyenletbdl kifejezett 1gx = %—t (Igy # 0, egyébként (1)-es nem teljesiilhetne)
gy

helyettesitjiik a (2) egyenletbe, igy kapjuk, hogy:
2-1g3
lgy

+1gy=2+1g3,

melybdl a 1g2y — (2 +1g3) - Igy + 2 - 1g3 = 0 mésodfoki egyenlet gyokei: gy = 2, valamint
lgy=1g3. Az lgy =2 megoldés esetén y =100 és x =3, az Igy =13 esetén y =3 és x = 100.

Az egyenletrendszer megolddsai a (3; 100) és a (100; 3) szdmpérok.

Megjegyzés: Egyszerd helyettesitéssel beldthatd, hogy mindkét szdmpar igazz4 teszi az egyenlet-

rendszert.

a) Az egyenlet jobb oldala:
&M q) gyenlet j lgd 2-1g2 2

g8 3-1g2 3
Az egyenlet bal oldaldnak 4talakitdsdval:

22x 2—3x+3 2
6 =
27 2
[ -3

Az exponencidlis fiiggvény szigori monotonitdsa miatt: x = 2.
b) Ertelmezés: x > 3. A logaritmus azonossagait alkalmazva, az
1g[10-(3*-3 +15)] =1g[3-(9* 3 - 1)]

egyenletet kapjuk, amibdl a
3.-93_10-3*3-153=0 17
masodfoki egyenlet adédik, ennek megolddsai: 3¥~3 =9 és 3% 3=_—",

Csak az els6bdl kapunk megoldést: x = 5. 3

c) Ertelmezés: x > 0. Vegyiik mindkét oldal 10-es alapi logaritmusat:

35 1
[(lgx/?) -3 lgx} lgx= —

3
1 5 1
2 lex| =2 lex|-lex=——.
{(2 gx) 8 gx} 8X=73

Beszorzas utan a kovetkezd negyedfoku egyenlet adddik:
(gx)*—=5-(gx)> +4=0.

Ennek a megolddsai: (Igx)? =4 és (Igx)? = 1. Mindkett&bsl kapunk megolddst:

1 1
=——01), x:=10, x;,=—.
100 3 710

Mind a négy eredmény megolddsa az eredeti egyenletnek.

xl = 100, X2



d) Vizsgaljuk az értelmezési tartomanyt, melyre: 3* > 2 és 3* > 5, vagyis az els§ esetben:
x> E =~0,63,
g3

a masodik esetben: 165
x>-E2 <146,
Ig3
. c ‘o p g5
Tehat az egyenlet értelmezési tartomdnya: x > o3’
g
Felhaszndlva a logaritmus azonossagait:
log,(3*-2)-(3*-5)=2,
majd alkalmazva a logaritmus definicidjat, és elvégezve a beszorzast, kapjuk:
(3’ -7-(3) + 10~ 4 = 0,

a?-Ta+6=0,
melynek gyokei: a; = 6 és a, = 1. Helyettesitve a 3* = a kifejezésbe, 3* =6 esetén x, = 0.
A masodik gyok nem felel meg az értelmezési tartomanynak, az elsd kifejezhet6 10-es alapi

logaritmussal is, ahol x; = % =1,63. Ez megfelel gyoknek bizonyul.

g

vagyis 3* = a esetén:

€283 Ertelmezés: x > 5% #1. A szdmtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenség alapjén:

log2(2x— 1)+ ——° >3 flog?(2x—1)- — 0 =3,
log+(2x —1) log+(2x —1)

Az egyenl&ség akkor 4ll fenn, ha

16

log?(2x —1) = —————.
g7 -1 log?(2x — 1)

Megoldésai: log;(2x — 1) =2, amib6l x = 25, és log;(2x — 1) = -2, amibdl x = %

Tehat a kifejezés az x =25 és x = i—g esetén lesz a legkisebb, amelynek értéke 8.



11.3. A TRIGONOMETRIA ALKALMAZASAI

Vektormiiveletek rendszerezése, alkalmazasok (emlékeztet6) —
megoldasok

a) Egyenl6 vektorok: d €s ¢. b) Ellentett vektorok: b és d.
c)d+f+3=5,5+5+2=6

a) OB=ad +¢ b) AF =-d -, ¢) FD=¢-3; d) BD=-2-d-¢
¢) EA=2-3+7¢, f) EC=2-¢+a; g) FC=2-¢.

A vektorok altal bezdrt szog:

a) 0% b) 180°.

a) @+3-b; b) 4-d—b.

A vektor hossza:

a) 242 + 122 =12 -4/5 =~ 26,83 cm; b) 6% + 162 =273 = 17,09 cm.
ld +b|=2-10 - cos20° ~ 18,79:

G—bl=2-10-5in20° = 6,84 egység.
a)a+b; b)_l—?»+%'a+b:a—2~b; o) 2~a—b‘
2 32 3 3

a) Olyan vektorok felelnek meg a feltételnek, amelyek hegyesszoget zarnak be.

b) Olyan vektorok felelnek meg a feltételnek, amelyek hossza egyenld.

a) (12,5;-13,5); b) (0; -8); ¢) (2,05;-1,11).
a) AB(2;8). b) A felezSpont helyvektora f(4; 3).

EFFA A haromszog belsd szogfelezGje a szemben levé oldalt a szomszédos oldalak ardnydban osztja:

% = % igy a D pont az AB oldal A-hoz kozelebbi harmadolépontja. A szakasz harmadol6-
i+2-b

pontjadba mutaté helyvektorra vonatkozé dsszefiiggés ismeretében: CD= .

€78 a) Az G+ b és ¢ vektor bezart szoge 90°,
- 2
b)b+b+ﬂ: u2+02w5):24

—_

Em]a)ﬁ:miﬂ%-a b) AJ = 2 .15

; c)ﬁ:——-a+ c.
3 2

ol

-d+b+

Q| =

B A v vektor eléllithaté az @ és a b vektorok linedris kombindciGjaként ¥ = - a + 8 - b alakban.
A feladatunk az, hogy o és 3 értékét meghatdrozzuk. Ehhez meg kell oldanunk a kovetkezd egyenlet-

rendszert:
6=40 -2
5=a+38 |

Az egyenletrendszer megolddsai: o=2, f= 1. Tehata v vektor elGallitdsa: V=2-4d + b.

........................ . 72



El§szor megmutatjuk, hogy az OA + OB +0C vektort az O
kezd6pontba eltolva a vektor végpontja rajta lesz a harom-
sz0g C csticsdbdl indulé magassdganak egyenesén.

Az O pont az ABC haromszog koré irt kor kozéppontja, tehét az
OA és OB vektorok egyenl6 hosszisaguak. A paralelogram-
maszabdly alapjan a két vektort 0sszeadva egy rombuszt kapunk.
Mivel a rombusz 4tl6i merSlegesek egymadsra, ezért az dsszeg-
vektor merdleges lesz AB egyenesére.

Ismét haszndlva a paralelogrammaszabdlyt, az O kezdSpontbdl
kiindulva adjuk hozzd az OA + OB vektorhoz az OC vektort.

Mivel a haromszog C csucsabol indul6 magassaganak egyenese €s az OA + OB egyardnt merd-
leges AB egyenesére, az OA + OB + OC végpontja rajta lesz az ABC haromszog C-bdl kiinduld
magassagvonaldn.

Hasonl6an belithato, hogy ha az O kezdSpontbdl kiindulva az OB +OC vektorhoz hozzdadjuk
az OA vektort, az OA + OB + OC végpontja rajta lesz az ABC haromszog A-bdl kiindulé magassag-
vonaldn is.

Azt kaptuk, hogy ha OA + OB + OC kezdSpontja az O pont, akkor végpontja rajta van a hdrom-
sz0g két magassagvonaldnak egyenesén, tehat a vektor végpontja a haromszog M magassagpontja.

Ezzel beléttuk, hogy OA + OB +0C = OM.

i) Legyen az ABC hiaromszog magassagpontja M, a koriilithaté kor kozeppont]a 0, az AB oldal
felez6pontja F. Mivel OF merdleges AB-re, elég belatnunk, hogy CM =2 -OF.

Ismert, hogy egy tetszGleges vonatkoztatdsi pontbdl egy szakasz felezGpontjdba mutatd helyvektor
a végpontokba mutaté két helyvektor szdmtani kozepe. Ha a vonatkoztatdsi pont O, akkor

ﬁ _ OA + OB '
2
A 3256. feladat alapjéan:
OA + OB + OC = OM,
amibdl kovetkezik, hogy:
CM =0M - 0C =(0A + OB + OC) - OC = OA + OB.
Tehdt CM =2 - OF, vagyis a feladat dllitdsat bebizonyitottuk.

Az ABC hdromszdg koriilirhaté korének O kozéppontjabol a csicsokba mutatd vektorok legyenek
d,b és ¢

Egy tetszbleges vonatkoztatdsi pontb6l az ABC haromszog stlypontjdba mutat6 helyvektor a csi-
csokba mutat6 helyvektorok szamtani kozepe. Ha a vonatkoztatasi pont a haromszog koriilirhatd
korének O kozéppontja és az S pont a hdromszog sulypontja, akkor:

m_w,

A 3256. feladat alapjan:
OM=d+b+¢.

Ez utdbbi két egyenldségbdl kovetkezik, hogy OM =3-0S, ami azt jelenti, hogy O, M és S pontok
egy egyenesen vannak, és S pont az OM szakasz O-hoz kozelebbi harmadolépontja.



EE) a) Az ABC haromszog koriilirhaté korének O kdzéppontjdbdl a csicsokba mutaté vektorok
legyenek d, b és ¢, magassagpontja M.
A 3256. feladat alapjan OM =d +b +¢, tehat:

. d+b+¢
oF=4+b+c

A hdromszog AB oldaldnak C, felezGpontjdba mutatd vektor:

N ﬁ,:ﬁ_m:a'i'g'i'c_a;b:%

Hasonl6 szdmoldssal adédik, hogy a BC oldal Ay, illetve az AC oldal B, felez6pontjdba

0—C1>=a+b

—

mutato vektorok %, illetve %

Mivel az @, b és & vektorok hossza a hdromszog koré irhat6 kor sugara, az F pont a hdromszog
minden oldaldnak felezGpontjatdl egyenld tavolsdagra van.

b) Az A csucs és az M magassagpont altal meghatarozott sza-

. OM+a
kasz felez6pontja legyen A,, ekkor OA, = 0M2 a .

A 3256. feladat alapjan:

@+E

ol

— +)+a

2

Mivel FA, =0A, - OF,

(a+5+ﬂ+§ a+5+6_§
2 2 2

Hasonl6an addédik, hogy az F pontbdl a B csics és az M magassdgpont dltal meghatdrozott

szakasz B, felezGpontjaba, illetve a C cstics és az M magassdgpont dltal meghatdrozott szakasz

FA, =

—
-

C, felez6pontjaba mutatd vektorok g illetve %

Mivel az @, b és & vektorok hossza a haromszog koré irhat6 kor sugara, az F pont a hdromszog
minden cstcsat a magassagponttal 6sszekotd szakasz felez&pontjatdl egyenld tavol van.

A meggondoldsainkbdl kovetkezik, hogy ha az ABC hdromszog koriilirthaté korének sugara R,
R . .
akkor az F kozéppontd By sugarud koron rajta van a haromszog harom oldaldnak felez&pontja,

és a hdromszog minden cstcsat a haromszog magassagpontjaval 6sszekots szakasz felezGpontja.

Ezt a kort hivjak a haromszog Feuerbach korének. Szokds még kilenc pont korének is nevezni,
mivel az emlitett hat ponton kiviil még rajta van a hdromszdg harom magassdganak talppontja is.

A skalaris szorzat — megoldasok

a) 16; b) 0; c) —-16-2; d) -32.
a) 60° b) 135° ¢) 90°; d) = 67,98°
a) 9; b) 4; ¢) 12 '7\/5; d) 0.



A skaldris szorzat legkisebb értéke —84, a legnagyobb értéke 84.

(3264) a)E’-A_c'=1-1-cos60°=%; b) AB-BC=1-1-cos120° = %
c)ﬁ-ﬁ:l-l-coso":l; d) BC-TC = 1£ c0s30° = >,
2 2 2 4

B3 A négyzet atlojanak a hossza 2 egység
a) (AB+AD)- AC=AC - AC=AC =4;

b) (AB-AD)-AB=DB-AB=2-/2 - cos45° =
(Z§+A_13)( ) AB_AD =0, vagy
(AB+AD)-(AB-AD)=AC-DB=2-2-cos90° =0;

d)(ﬁ+ﬁ)-ﬁ:ﬁ~AD+A_D'-E:0+2:2 vagy
(AB+AD)-AD=AC - AD =22 - cos45° =

B a) a-b=1-1-cos60° = —;

b) (@+b)-(a—b)=0,mivel a két vektor merSleges egymdsra

¢) (5.5)5%.5;

d) (5-5)-(5_5):%(5_5),

e) (2a+5)-(5—35):2(3)2—52-25—3(5)2:2—3—3:—%.

BC.CA+CA-AB+AB-BC=3-1-1-cos120°=—>.

€D a) Mivel @-b =lal- |b| cosa és @-b =ldl, ezért |b|

COS O(

Minden olyan b vektor megfelel, amelynek hossza az d és b vektorok 4ltal bezdrt sz0g koszi-
nuszdnak a reciproka.

b) Nincsenek ilyen vektorok, mert a skaldris szorzat értéke mindig egy valés szdm.
¢) Minden olyan d és b vektor megfelel, amelyek nem egyirdnyuak.

d) Az egyenlGség igaz, ha a két vektor merdleges egymadsra.

e) Az egyenlGséget olyan d és b vektorok teljesitik, amelyek skaldris szorzata 2.

€T a) Mivel az a — b vektor merdleges a ¢ vektorra, a skaldris szorzatuk O.
b) Mivel az @+ b és @+ ¢ hossza egyarant /2, valamint a kozbezért szogiik 60°:
(@+5)-(@a+¢)=1.
¢) Az @+ b + T testatl6 vektora /3, az @+ ¢ lapatl6 vektora ~/2 hossziisdgd, és a bezért szogiik

. 2 p
koszinusza —, ezért:
V3 (

d+b+¢)-(a+c)=2.
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Legyen @ és b vektorok dltal bezart szog o.. Mivel a 3-@+2-b vektor merSleges az @ —2-b
vektorra, a skalaris szorzatuk O:

(3-a+2-b)-(@-2-b)=3-a%-4-d-b-4-b =0.
Ebbdl kovetkezik, hogy:

4-@-b=-1 = 4-1-1-cosa=-1.
Igy kapjuk, hogy cos o = —0,25, amibdl o =~ 104,48°.
A két vektor merGleges egymadsra, mert:
- ~ - -2
(@-2-5)-(5-a+4-b)=5-a*-6-d-b-8-b =
S2 S0 | -2
=5-lal* - 6-lal-15]- cos120° - 8[| =

=5-lal-6-lal*- (—%)—8-|Zi|2:|a|2~(5+3—8):0.

Tekintsiik a két vektor skaldris szorzatét, és alkalmazzuk a skaldris szorzds ismert miveleti tulaj-
donségait:

((@-b)-c—(a-c)b|-a=(a-b)(¢-a)-(a-c)-(b-a)=
Mivel a szorzat 0, a két vektor merSleges egymasra.
Az éltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetS, hogy az ABCD tetraéder ABC lapjanak oldalai

kozott az AB = BC > CA egyenlotlenseg all fenn. Elég bizonyitanunk, hogy a BCA< hegyesszog.
Ehhez elég belatni, hogy CA - CB skaldris szorzat értéke pozitiv valés szam:

CA-CB=(DA-DC)-(DB-DC)=
=DA-DB-DA-DC - DC - DB + DC - DC.
Mivel DA, DB és DC vektorok paronként merdlegesek egymadsra, ezért:
DA-DB=DA-DC=DC-DB=0.
fgy:
CA-CB=DC - ¢ =|pel’> o,

ezzel az allitasunkat bebizonyitottuk.

Az dbrdn lathaté6 ABCD négyszdg oldalainak vektorai d, b, ¢
és d + b+ ¢ Elég belatni, hogy a szemkozti oldalvektorok négyzet-
osszegének kiilonbsége akkor és csak akkor nulla, ha az atlé-

vektorok merdlegesek egymdsra. Vegyiik a szemben 1évé oldal-
vektorok négyzetdsszegének a kiilonbségét:

(a’+5+6)2+752—a’2—c =
—2.5°42-G-b+2-b-¢+2-d-¢=
c2(a+5)-(5+2).

Ez utébbi szorzat akkor és csak akkor 0, ha d + b atlévektor merdleges b + ¢ 4tlévektorra. Ezzel
a feladat allitasat bebizonyitottuk.



gr4t) Iranyitsuk az oldalakat az dbran lathaté médon vektorokként.
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F
Egy szakasz felezGpontjdba mutaté vektor a végpontokba mutatd c
vektorok szdmtani kozepe: 1
L7 G
CH=9*0 b A
2 /1N
A H B

Az 4brérdl leolvashaté, hogy EF = f — .
Tekintsiik ez utobbi két vektor skalaris szorzatat:

CH -EF =

(_l'+b‘(—'_é,)

Az @ és ¢, valaminta b és f vektorok merdlegesek egymadsra, tehat skaldris szorzatuk 0, tehat:
@’-ﬁ:%-(a-f—z-a).

- —

Legyen ¥ a haromszog C cstcsanal 1év6 szoge. Tekintsiik az d@ - f és b - € skaldris szorzatokat:
a-f=lal-|f|- cos(y +90°),
b-é= |5| el - cos(y +90°).
Figyelembe véve, hogy ld|=[2| és |I; | = |]7| a két skaldris szorzat egyenld, tehat
fﬁ-ﬁ‘:%-(a-f—z-a):o.

Ha két vektor skaldris szorzata 0, akkor merdSlegesek egymdsra, tehit CH egyenese merdleges
EF egyenesére.
Az EF =2 - CH 6sszefiiggés bizonyitdsdhoz tekintsiik a (2 - CH)? — EF? kiilonbséget:

— -2

(2-CH)2—EF2:(Zi+5)2—(f—E)2=52+2-a-5+52—22+2-a-f_f.

- 2 )
Azlal=lel és |6l=|F| = @+ B -2~ F =0, valamint az ACB% =y, illetve az ECF& = 180°—7,
tehat:
(2-CHP? - EF?=2-d-b+2-2- f=2-ldl-|b|-cosy +2-[el-| | cos(180° - ).
Ismert, hogy cosy=—cos(180° — y), teht:
@2-CHY - EF? =21l |b|- cosy - 2-1e|-| f| - cosy =0.
Azt kaptuk, hogy (2- CH)? — EF? =0, vagyis EF =2-CH.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: AB = c, AC = l_;, AM = 7.
Legyen a BC-vel parhuzamos egységvektor é.

Ha MC = q és BM = p, akkor m:q-é', illetve B_M:p-é'.
A kovetkez6 egyenldségeket emeljiik négyzetre:

—

C=m-p-é é b=ni+q-é B pe M q-€ 4
A skaldris szorzds tulajdonsdgai miatt ezeket négyzetre emelve kapjuk a kovetkezd egyenleteket:
AB?=AM?+p?-2p-(m-€) és AC?’=AM?*+q>+2q-(ii-¢).
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Az els6 egyenletet g-val, a masodikat p-vel szorozva, majd 0sszeadva, megkapjuk a kovetkezd
Osszefliggést:

AB?-q+ AC?-p=AM?-(p + q) + pq* + qp°,
AB?-q+ AC?-p=AM?-(p+q)+ pq-(p+q),
AB?.-MC + AC?-BM = AM? - BC + BM - MC - BC.

Ez utébbi osszefiiggés éppen a bizonyitandé allités.

Az ABC hdromszog § stlypontjat tekintsiik vonatkoztatdsi pontnak. Ekkor a stilypontba mutat6
képlet alapjan az A, B és C csticsok d, b és ¢ helyvektoraira fennall:
di+b+7¢
3
Ha a P pont helyvektora p, akkor |1’7’| =r, tovabba:

=0 = d+b+e=0.
PA?+ PB4+ PC? = (d - p)+ (b= p) + (¢ = )=
_laP+|5f +lef - 2. (@+b+¢)-p+3-p*=a2+b +c2+3r2
Tehét az adott ABC hiromszogben a PA% + PB? + PC? 6sszeg az r sugart kor keriiletének barmely
P pontjara nézve ugyanakkora.
A 3277. feladat alapjdn adott ABC haromszog esetén a
PA2+ PR+ PC2 =G+ b + 22+ 312

0sszeg akkor minimélis, ha r = 0, vagyis P pont éppen a hdromszog silypontja.

Skalaris szorzat a koordinata-rendszerben — megoldasok

a) 34, b) g; c) g; d) J20 =2 -/5;
e)N12 =2 -/3; f) 1.
a) ~290; b) V145,
Az a vektorral egyirdnyu egységvektor: dy = ﬁ, tehat koordinatai:
d

-1 1
a) y(0.8; ~0,6); b) a‘o(ﬁ A ];

4 4
¢) @ (mz—nz_ 2mn )

Om?+n2 m2+n2)

1

R e . . - a , o
Az a vektorral megegyezd irdnyu 5 egység hosszu vektor: b =5- H, tehat koordinétai:
d

. 5(_%?_2); b 5(45\/130_35.\/130);

b}

130 130
¢) b(-52-5).



Az d vektorral ellentétes iranyu 3 egység hosszu vektor: b=- | i’ tehat koordindtai:
d

2 E(E; 36) b b( 274130 . 21-\/130);

13" 13 130 130
c) b( 5= x/_j
a)9; b) 25.4; c) -3.8; d) -108.,4; e) 254.
a) 14,25° b) 92,81°% c) 18,60 d) 90°.
Két vektor merdlegességének sziikséges feltétele, hogy a két vektor skaldris szorzata O legyen.
a)y:%; b)y:?; c) y=5 vagy y=1L1,5.

FFTN) Az AB vektor: b %
AB|-——:
( at-bta bz)

A vektor hossza a koordinatdinak négyzetdsszegébdl vont négyzetgyok:

2 2
— b 2b b
|AB|=\/(_a2—b2) +(a2—b2) =V3:

a?-b*|
srditd) Az AOB haromszog OA oldaldnak hossza az A pont helyvektordnak az abszolut értéke:

ldl = J(—12)2 + 72 = J193.

A OB oldal hossza a B pont helyvektordnak az abszoltit értéke:

bl = 8% + 22 = J/68.

Az AB oldal hossza az E(ZO; —5) vektor abszolut értéke:

|ABl= 202 + (-5)2 =5-J17.
V193 +/68 + 517 = 42,75 egység.
Ja-2 B =(3-1) =[V3-1]=+3-1,

a két vektor skalaris szorzata:

5-5:—(\/3—1)-\/%5_1+\/§:0.

A haromszog keriilete:

EZI Mivel:

Tehét a két vektor 90°-0s szoget zdr be.
BT o) b@3;5); b) b( i ‘3‘) ¢) b(1 - 2k; k).

EEZE) A ¢ vektor koordindtai legyenek ¢(x; y). A skéldris szorzatokat a koordindtdk segitségével kisza-
molva a kovetkez$ egyenletrendszert kell megoldani:
E=7 = 3x-2y=7
c=1 = 4dx-y=1]

Az egyenletrendszer megolddsa: x =—1 és y =—5. Tehat a ¢ vektor: ¢(—1; -5).
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BB Legyen b(x; 7). Akét vektor skaldris szorzatét szdmolhatjuk kétféleképpen, igy felithatjuk a kévet-

kez§ egyenletet: 7
4x+21=5-Vx?+49 72

Négyzetre emelés utdn az
x2+48x-49=0

mdsodfoku egyenlethez jutunk, amelynek gyokei 1 és —49.
Ha x =-49, akkor a két vektor skaldris szorzata negativ, tehat nem zarhatnak be hegyesszoget.
A b vektor els6 koordindtdja 1, és ekkor a két vektor valéban 45°-o0s szdget zar be.

BB Az adott vektorokkal egyirdnyu egységnyi hosszi vektorok rombuszt feszitenek ki, igy dsszegiik
a két vektor szogfelezGjének irdnydba mutat. A keresett vektor tehat igy dllithaté el6:

—

. d b
V=—+=.
lal |l
a 12 b 4
Mivel % koordinatai (—; i) és @ koordinatai (—; —é) ezért a két vektor szogfelez§jének
lal 13713/ |p] 575

irdnydba mutatd vektor:
2
65" 65
€D Mivel az OA, illetve OB vektorok skaldris szorzata:
OA-OB=-12-14+7-24=0,

a két vektor merdleges egymadsra, tehit az OAB haromszog derékszogu.

Egy derékszogl haromszog beirt korének sugarat kiszamithatjuk az r = atb-c Osszefiiggés
alapjén, ahol a, b a befogok, és ¢ az atfogd hosszat jeloli. 2
A befogék hossza:
04l =193 ¢ [0Bl=v772=2-193.
Az 4tfogd hossza:
[AB|= J5-193 = /965.
A beirt kor sugara tehat:
r:—<3_\/§2)'m ~531.
A haromszog koré irt kor sugara Thalész tételének értelmében az atfogé fele, vagyis:
@ =15,53.

BB Két vektor akkor és csak akkor zar be tompaszdget, ha a két vektor skaldris szorzata negativ:
(2-2p)-(x+1)+x2-(5-p)<0.
Keressiik p valos paraméter értékét ugy, hogy a
G-p)x2+2-2p)-x+2-2p)<0
egyenl6tlenség minden valés x-re fenndlljon.



Ha az egyenlGtlenség els6fokd, akkor p =5, és vizsgdlnunk kell a —8x — 8 < 0 egyenlGtlenséget.
Ez csak x > -1 esetén teljesiil, tehdt p =5 nem felel meg a feladat feltételeinek.

Ha az egyenlGtlenség masodfokd, akkor az
f)=(G=p)-x?+(2-2p)-x+(2-2p)
masodfoku fliggvény csak negativ értékéket vehet fel. Ez akkor teljesiil, ha a fiiggvény fGegyiitt-

hatdja negativ, és a fiiggvénynek nincs zérushelye. Mivel a fiiggvényhez tartozé mdsodfoku
egyenlet diszkrimindnsa:

D=(Q2-2p)-4-(5-p)-(2-2p),
a kovetkezd egyenlGtlenségrendszert kell megoldani:

2-2p)*-4-(5-p)-(2-2p)<0

5—p<0}
Az elsé egyenlbtlenség a kovetkezd alakra hozhaté:
-p%2+10p-9<0,

amelynek megolddsa: p <1 vagy p>9.
A maésodik egyenl6tlenség p > 5 esetén teljesiil.
A két megolddshalmaz metszete: p > 9.
Tehat p > 9 esetén minden valds x értékére az d és b vektor tompaszoget zar be.

Legyen d(ay; a,) és E(bl; b,). Szamitsuk ki a skaldris szorzatukat kétféleképpen:

— 2 2 2 2
al'bl+a2'b2—\/a1 +a2 \/bl +b2 'COS(Z,

ahol o a két vektor dltal bezart szog. Ismert, hogy cos o < 1, igy ebbdl kozvetleniil adédik a bizo-
nyitand6 egyenl6tlenség.

EgyenlGség akkor dll fenn, ha cos o = 1, vagyis a két vektor egyiranyu. Tehat 1étezik olyan 1> 0
valés szam, hogy a; =A-by, és a, = 4-b,.

a) Alkalmazzuk az d(12;5) és E(a; b) vektorokra a Cauchy-Schwarz egyenl6tlenséget. Egyen-
16ség akkor 4ll fenn, ha 12b = 5a > 0.

b) Alkalmazzuk az a(\/7a + 1;V7b + ) 1 1) vektorokra Cauchy-Schwarz egyenlGtlen-
séget, és hasznaljuk ki, hogy a + b =1:

JTa+ 11+ T+ 1-1<(VTa+ 1) + (Vb +1) N2+ 2 =3 42.

Egyenl6ség akkor all fenn, ha a=b = %

Alkalmazzuk az 5@/2@} és b (\/E; Jb ) vektorokra a Cauchy-Schwarz egyenlétlenséget,
a

és végezziink ekvivalens atalakitdsokat:

\/Z\/E+\/§\/BS 2+§.4/a+b,
a b a b

felhaszndlva, hogy a + b="T:
VI3 22
a



Mivel az egyenl6tlenség mindkét oldala pozitiv:

(VZ+3) _2 3

~ < 4=

7 a

S

2
Tehat 2 +% minimalis értéke @
a

A kifejezés a minimadlis értéket olyan a és b értékekre veszi fel, amelyre teljesiil, hogy:

F«/Z:\/g\/a és a+b=17.
a

Az egyenletrendszert megoldva:

7-2 . 713
a:m:7-(£—2) és b_—2_7-(3—J€).

A szinusztétel — megoldasok

A helyesen kitoltott tablazat: o b c o B 7

5¢cm  3,70cm 4,62 cm 73° 45° 62°
1,88m 8,67m Im 12° 74° 94°

3,75dm 4dm 461dm  51° 56° 73°

A helyesen kitoltott tablazat: . b ¢ o B »

9cm 5cm  939cm  70° 31,47°  78,53°
743m 12m 8m 37,30°  102°  40,70°

18dm 19,42dm 120 cm 65° 77,83 37,17°

a) A haromszogben két oldal €s a kisebbikkel szemben levd szog adott, tehdt a hdromszog nem
egyértelmiien meghatdrozott. Legyen a szokdsos jeloléseket haszndlva a =6, b =10 és a =30°
Felirva a szinusztételt:

sinf 10 Gnp=0.8333.
sin30° 6

Innen f értéke hegyes- és tompaszog is lehet:
By =56,44° illetve f,=123,56°.

A szinusztételt ismételten hasznalva a harom-
sz0g szogei és oldalai lehetnek: 6cm  10cm 534cm  30°  123,56° 26,44°

6ecm  10cm 11,98cm  30° 56,44°  93,56°

b) Hasonldan az el6z6 részhez a hdromszog sz6-

b
gei és oldalai lehetnek: g c o B ¥

6 cm 10cm 14,33cm  20° 34,75° 125,25°

6 cm 10cm 4,47 cm 20° 145,25°  14,75°



a) Az a+ b =12 cm Osszefliggésbll a = 12 — b. A szinusztételt haszndlva:
sin42,8° 12-b

sin72,5° b
A b oldalra igy adodik:
_12-sin72,5°
" sin42,8° + sin72,5°

= 7,00.
A szinusztételt ismételten haszndlva a haromszog oldalai:

5,00cm, 7,00cm és 6,65 cm.

b) A hdromszog oldalai:
17,28 cm, 30,72 cm és 24,89 cm.

A szinusztételt haszndlva a haromszog oldalai:
a) 146,86 cm, 92,86 cm és 160,57 cm;
b) 43,18 cm, 13,18 cm és 50,16 cm.

A szinusztétel segitségével a hairomszog oldalaira kapjuk:
38,5cm, 32,0cm és 29,5 cm.

A haromszog oldalai:
12,89 cm, 17,36 cm és 19,75 cm.

A 2a+ b = c egyenlGség mindkét oldalét osztva c-vel, majd haszndlva a szinusztételt adddik, hogy
igaz az allités.

A paralelogramma oldalai: 10,59 cm és 8,23 cm.

a) 11663 N és 8431 N;
b) 8595N és 26,47 N.

a) 25,55 cm?;
b) 4153,51 cm?.

Egy hdromszog teriiletét a szokdsos jeloléssel szamithatjuk a kovetkezd képlettel:

2.5inB -si . si
79 sm{S siny = ?T SlI'lOC‘
2-sinx sinf3 - siny

a) A hdaromszog szogei 50° 82° és 48° igy az egyes oldalak::

g ] .2T-sm50 ~ 14,64, b= / .2T'sm82 ~ 18,93,
sin82° - sin48° sin50° - sin48°
o ] 2T -sin48 ~14.21.
sin 50° - sin82°

14,64 cm, 18,93 cm és 14,21 cm.

A hiromszog oldalai tehat:

b) Hasonl6an a hdromszog oldalaira kapjuk:
12,31 cm, 18,20cm és 17,51 cm.
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Az ABC hédromszog harmadik szoge 66°54°. A hdromszog AB
és AC oldaldra felirva a szinusztételt:

AB _sin47°24’
172 sin66°54°
Az AB tavolsag 137,64 m.

AB =137,64.

A 172 m C

A paralelogramma 22,4 cm-es atldja a paralelogramma oldalaival
olyan hdromszoget hatdroz meg, amelynek szdgei 37° 79° és 64°.
Ebben a hidromszogben felirva a szinusztételt adddik, hogy
a=24,46 és b=15,00.

A paralelogramma oldalai:

2446 cm és 15,00 cm.

Vegyiik fel az ABCD trapéz hosszabbik AB alapjdn az E pontot
ugy, hogy az AECD négyszog paralelogramma legyen. Ekkor:
EB=44-23=21cm,

CEB< =57° EBCX=41° és BCE<=82°

B
Az EBC hiromszdgnek ismerjiik egy oldaldt és a szogeit, igy 44 cm
a szinusztétellel a b és d oldalak hosszat kiszdmithatjuk:
b _SinST 0y ST g 70,
21 sin82° sin 82°
4 _sindl® o A s
21 sin82° sin82°

a) A trapéz szdrainak hossza:
17,79 cm és 13,91 cm.

b) A teriilet meghatdrozdsdhoz szamoljuk a trapéz magassagat:

m=b-sin41°= 11,67.
A trapéz teriilete:

_11,67-(44 +23)

T =390,95 cm2

A széban forgd ABCD trapéz hosszabbik AB alapjan vegyiik fel
az E pontot tgy, hogy az AECD négyszog paralelogramma legyen.

Az EBC hiaromszogben igy ismert két oldal, €s a hosszabbikkal
szemben lev§ szog. Szinusztétellel B és EB oldal szamithato:

sinfp _16 B=4376° = y=64,24°%
sin72° 22

EB _ M EB ~20.83.

22 sin72°

a) A trapéz rovidebb alapja:
AB - EB=30-20,83=9,17 cm.

b) Mivel a trapéz egy szdron nyugvo szdgeinek dsszege 180° a trapéz szogei rendre:
72° 43,76° 136,24° és 108"
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EEIB Ahhoz, hogy a csénak a kikotSbe érjen, a csonak és a foly6 sebes-

3317

3318

ségvektoranak 0sszege a folyo partjdval 50°-os szoget kell hogy
bezarjon. A két vektort a haromszogszabdly szerint dsszeadva,
a vektorok egy olyan haromszoget alkotnak, amelynek két oldala
4, illetve 0,8 egység, és a 4 egységnyi oldallal szemben levd
sz0g 50° Feladatunk az, hogy szinusztétellel meghatarozzuk
a 0,8 egységnyi oldallal szemben levd o szoget:

sinoe 0,8

sin50° 4
Tehat a cél irdnyatdl 8,81°-kal kell eltérniink a folyési irdnnyal
ellentétesen.

= «a=3838I°

Az ABCDE szabdlyos 6tszog minden szoge 108°. A beirt IFGH D
négyzet oldala 25 cm. &,
A GFC hiromszbgben: H 6 36~ G
GFC¥ =108°-90°= 18" 25 ¢m d
. . . E 1089 C

Felirva a szinusztételt:

X _ s.in18" —  x=8.12. 25cm 25cm

25 sinl08° -
A HGD egyenl§ szari haromszogbdl: / 108 -

y=123 545 g s
c0s36°

Az 6tszog oldala: x +y =23,57 cm.

Alakitsuk 4t a sin®a + sin? B = sin?y egyenlGséget:

) 2
Sin-o Sin
+ ﬂ:l.

sin?y  sin?y
(Haromszogrdl 1évén szd, siny nem lehet 0.)
A szinusztétel értelmében ez utobbi egyenl§ség igy is irhato:
2 32
a= b
4+ =1 = a?+b?r=c2

2 c?

Ha egy haromszdgben két oldal hosszdnak négyzetdsszege egyenl a harmadik oldal négyzetével,
akkor a Pitagorasz-tétel megforditdsa alapjan a haromszog derékszogd.

Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, a Pitagorasz-tétel értelmében az allitds megforditasa is
igaz.

Tudjuk, hogy egy hdromszogben tompaszog vagy derékszog csak a legnagyobb oldallal szemben
lehet, ezért ha van a feltételeknek megfelel6 haromszog, akkor a 10 cm-es oldallal szemben levg

o szOg csak hegyesszog lehet.

Legyen a 23 cm-es oldallal szemben levs szog . Felirva a haromszogben a szinusztételt:
_s?nﬁ = 23 = sinfi= 23, sina.
sinag 10 10

Mivel sinf értéke legfeljebb 1 lehet, ahhoz, hogy létezzen ilyen hdromszog sziikséges, hogy

% -sina <1 teljesiiljon.
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a) Ha

3 . . 10
—-sina<l = sina<—,
10 23

amibdl o <25,77°.

Ekkor a hdromszogben két oldal és a kisebbikkel szemben
levd szog adott, tehat két ilyen haromszog 1étezik.

b) Ha

. . 10
—-sina=1 = sino=—,
10 23

amibdl o = 25,77°.
Ekkor egy, a feltételeknek megfelel§ hdromszog van.

¢) Nincs a feltételeknek megfelel6 haromszog, ha sin 8 értéke
1-nél nagyobb vagy o tompaszog, vagyis ha o > 25,77°.

a) Az orszagiton az A pont feldl haladjunk a D pont felé.

A gyalogit mentén 1évé épiiletek helyét jelolje B és C.
Az ABD hiromszogben:
ADBX =180°-110° = 70°,
ABD¥ =180° - 70° - 30° = 80°.
A haromszogben felirva a szinusztételt:
£2s1n70° N AB:SOO-S%H7OO.
300 sin80° sin80°
Az ACD haromszogben:
ADC< = 180° - 80° = 100°,
ACD< = 180° - 100° — 30° = 50°.

A hdromszogben felirva a szinusztételt:

£:sm100 N AC=3OO-Sm100 .

300  sin50° sin50°
A két épiilet

BC =300 31 _ 30 SINT0" _g9 45 1y

sin 50° sin80°
tdvolsdgra van egymastol.
b) A gazda a megadott sebességgel
r=2242 _ 66,28
1,5

mdsodperc alatt teszi meg az utat.
Ez id§ alatt a kutyédja altal megtett ut:
§=60,28-6=397,68 m.



A koszinusztétel — megoldasok
A helyesen kitoltott tdblazat: 7 b c o B v
a) A hdromszog legnagyobb szoge: 102,64°. gem  8cm  979cm 5984° 5016°  70°

b) A hdromszog legkisebb szdge: 26,05° 712m 124m  83m 110" 428 2741°

A két mutaté végpontja 12,49 cm tdvolsagra
van egymastol.

18dm 17,7dm 120cm 71,70° 69° 39,30°
A paralelogramma atléi 66,80 cm és 90,98 cm hosszudak.

A két er$ ereddje 46,30 N.

A paralelogramma oldalai 10,92 cm és 21,42 cm.

a) A paralelogramma madsik oldala 20 cm.
b) A paralelogramma 4tléi 14,32 cm és 26,89 cm hosszuiak.

3 6ra 40 perc mulva a két hajo 208,03 km-re lesz egymadstol.

Koszinusztétellel szamithaté a PQ tdvolsdg: 2,33 km. A vitorlds dtlagsebessége:

p= 2o KM g ggkm
0.6 h h

EEFE) Az AC oldal hossza legyen x. Felirva a koszinusztételt:
100 = x? + (3x)2 =2 -x-(3x)-cos 54° = x=393.
A hdromszog hidnyz6 oldalainak hossza:
393cm és 11,79 cm.

EEED) Szamitsuk ki a hirok mésik végpontjait 6sszekots hir i hosz-
szat koszinusztétellel:
h?=4524+122-2-45-12-cos42° = h=36,9.
Egy kor sugara, hirjanak hossza és a hurhoz tartozé keriileti
sz0g kozotti osszefliggés alapjan a kor R sugara: 0
h 3696
2-sine 2-sin42°

A kor sugara tehat 27,62 cm.

R=

= 27,62.

EEER) A biliardgoly6 iikozésig megtett ttja:
10

- =~ 18,36 cm.
sin33°
Utkozés utdn a megdlldsig
- 15 =~ 27,54 cm
sin33°

utat tesz még meg, mivel a beesés szoge egyenld a visszaverddés szogével.
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A két it egymadssal bezart szoge:
180°-2-33°=114°
A bilidrdgoly6 két helyzete kozti d tdvolsdgot koszinusztétellel szdmolhatjuk:
d?>=18,36>+27,54>-2-18,36-27,54-cos 114° = d=38,82.
A goly6 két helyzete kozti tdvolsdg 38,82 cm.

EEEB A kismutaté hosszat jelolje k, a nagymutatéét n. Szdmoljunk deciméterekben.
9 d6rakor a mutatdk derékszoget zarnak be, igy hosszukra felirhat6 a Pitagorasz-tétel:
102 = k% + n?.
8 orakor a mutatok 120°-os szoget zarnak be, igy hosszukra felirhaté a koszinusztétel:
122=k%2+n2-2-k-n-cos120°
A masodik egyenletbe k2 + n? értéket beirva:
44
122=102-2-k-n-cos120° = k-n=44 = k=—.
n
Ez utébbi eredményiinket az elsé egyenletbe irjuk be, majd rendezziik az egyenletet:

2
102 = (ﬁj +n?
n

0=n*-100n2 + 1936,

, 1002256
”1,2 = f
A megoldésok: n; = 8,59 és n, = 5,12, amibdl k; = 5,12 és k, = 8,59.
(A megoldésndl figyelembe vettiik, hogy a mutatdk hossza csak pozitiv szdm lehet.)

A kismutat6 hossza 51,2 cm, a nagymutat6é 85,9 cm.

sz

EEEE) Ismeretes, hogy egy haromszdg belss szogfelezbje a szemben 1év6 oldalt a szomszédos oldalak
ardnydban osztja. Ha AB:AC = 3:4, akkor a haromszdg AB oldaldnak hossza legyen 3x, az AC
oldaldnak hossza 4x.

A hdromszog teriiletét felirhatjuk:
24=M = x=2,06.
A haromszogben AB = 6,18 és AC = 8,24.
A hdromszog BC oldalat koszinusztétellel szimolhatjuk: BC = 8,44.
A hiromszog oldalai:
6,18 cm, 8,24cm és 8,44 cm.

EEED) A sasfészek sikra vonatkoz6 merdleges vetiilete 7. Jeldljiik

az ST tavolsagot m-mel. S g
Az ATS derékszogl haromszogbdl: b
_m
~ sinl8°’ (A k
a BTS derékszogli hdromszogbdl: B
BS=—"_ !
sin16°
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Az ABS hiromszogben felirva a koszinusztételt:

2 2
4002=(.’" )+(’" )—2- 08820,
sin18° sin16° sin18° sinl6°

400 - sin18°-sin16°
\/sin216" +sin218° — 2 -sin18°-sin16°-cos82°

Kifejezve m-et:

= 88,65.

A sasfészek megkozelitSleg 89 m magasan van.

A haromszog oldalai legyenek n—1, n és n+ 1 (n>4).

A koszinusztétel segitségével szamoljuk ki a haromszog legnagyobb oldaldval szemben levs o szog
koszinuszat:
n+1)2=n2+mn-12-2-n-(n-1)-cosa,

n—4
coso = ———.
2-(n-1)
Az #41) mindig pozitiv n >4 miatt, tehdt a hdromszog legnagyobb o szogének koszinusza
. n —

pozitiv szam. Ez pedig azt jelenti, hogy az o szdg hegyesszog, vagyis a haromszdg biztosan
hegyesszogd.

Az dbran lathat6 ABCD paralelogramma étléinak metszéspontja O,

az 4tlok 4ltal bezart szog @. Az oldalak hossza a, b, az 4tl6ké 0 = ¢
pedig e, f. \ -7
Mivel a paralelogramma atl6i felezik egymast, az AOD és a DOC
haromszogekben az aldbbi médon felirhatjuk a koszinusztételt:

bzz(f) +(i) —2‘£'i‘COS(p,

2 2 2 2
2 2
212 +(i) —2~£~i~c0s 180° —
¢ (2) 2) 2y g eSS

Mivel cos ¢ =—cos(180° — ¢), a két egyenletet Osszeadva adddik:
2 2
a2+b2:2~(§)+2~(§) =  2a*+2b%=e>+ f2
Tehét egy paralelogramma atldinak négyzetosszege egyenld az oldalaik négyzetdsszegével.

Ismeretes, hogy egy haromszog teriiletét a T = MTSIM képlet alapjan is szamolhatjuk.

A teriiletbdl a két adott oldal dltal kbzbezart y szog szinuszdra kapunk értéket:
2-18000
ny=————=
250-180
amibdl y; = 53,13° és y, = 126,87°.
Tehét a telek y szoge lehet hegyesszog vagy tompaszog.

EAag]

Ha y hegyesszog, a telek harmadik oldala a koszinusztételbdl: 202,24 m.
Ha y tompaszog, a telek harmadik oldala a koszinusztételbSl: 385,88 m.



MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

e

a) Gy6z6nek nincs igaza.

b) A hdaromszog teriiletét szamithatjuk a beirt korének r sugaraval:

a+b+c 2T
e = r=

T=r =,
a+b+c

A beirt kor sugara y hegyesszog esetén: r = 56,94 m, y tompaszdg esetén: r = 44,12 m.
Nem biztos, hogy elfér a telken egy 50 m sugard kor alakd delfindrium.

EEED) A hdromszog oldalainak hossza a szokdsos jeloléssel legyen a, b
és c. A szogfelezGtétel alapjan a C csicsndl 1év6 szog szog-
felezGje a szemkozti ¢ oldalt egy olyan D pontban metszi,
amelyre igaz, hogy:
ap_b
DB a

Legyen CB=a és CA =b.

Egy szakasz osztépontjdba mutat6 vektor képlete alapjan:

—— b-d+a-b

CD=""",
a+b
N2
|@|2— b-d+a-b| 2a%h*+2a?h>-cosy
a+b (a+b)?
Mivel a koszinusztétel alapjan:
. a?+b? - c?
cosy =———,
2ab
ezért:
2 2 2
22 422, G-t b7 =
|@|2=2ab +2ab 2ab =ab-(2ab+a2+b2_cz)=
(a + b)? (a+b)?
_ab-((a+b)?-c?)

(a+ b)?

Szorzatta alakitva és haszndlva az s = %IH‘C jelolést adodik, hogy:

a+b+c a+b-c

|@|2—”b‘((a+b)2—02)_4ab' 2 2
B (a+ b)> B (a+ b)>
4ab
=(a+b)2-s-(s—c).

Tehdt a C csticsbdl induld belss szogfelezd hossza:
CD=L-«/ab-s-(s—c).
a+b

Hasonldan az A, illetve a B csticsbol induld szogfelezGk hossza:

L- bc-s-(s—a) illetve L-,/ac-s-(s—b).
a+c

b+c



A helyesen kitoltott tablazat:

Trigonometrikus dsszefiiggések alkalmazasai — megoldasok

a b c o B 4

A masik oldal 12 cm, a masik atlé 25,25 cm 6 cm 9cm  12cm  28.96° 4657° 10447°
hosszu.

a) Az a+ b vektor hossza: 9,06 cm.
b) Az d— b vektor hossza: 8,23 cm.

125dm 63dm 98dm 99,57° 29,80° 50,63°
51dm 420cm 2m 105,08 52,67° 22,25°

¢) Az ered§ vektor az d vektorral 52,2°-ot, a b vektorral 31,8°-ot zar be.

A sulyvonalak hossza: 9,18 cm, 13,89 cm és 13,20 cm.

A hdromszog hidnyz6 oldalainak hossza 9 cm és 12 cm, a veliik szemben 1évS szogek pedig
48°33” és 88°46’.

EEID) A hdromszog két hidnyzo oldala legyen x és x + 6. Felirva a koszinusztételt:

122 = x2 + (x + 6)2 = 2x - (x + 6) - cos 60°,
0=x2+6x-108.

Az egyenlet pozitiv megoldasa: x = 7,82.

A haromszog hidnyz6 oldalai: 7,82 cm és 13,82 cm.

z

A hdromszog tobbi szogeit szinusztétellel szdmolva: 34,36° és 85,64

EEfH A paralelogramma oldalainak hossza legyen a és b, az éltaluk bezart szog 60°. A szdggel szemben

1év{ atlé hossza e =23 cm, a mésik atl6 hossza f.

a) Az a, b és e oldali haromszogben felirva a koszinusztételt:

232=a?+b*>-2-a-b-cos60°
A feladat szerint a + b =30, amib6l a =30 — b. Ezek alapjan b-re a kdvetkezd egyenletet kapjuk:
232 =30 - b)> +b*>—2-(30 —b)- b - cos60°,
0=3b>-90b +371.

A masodfoku egyenlet megolddsai: b = 25,07 cm és b, = 4,93 cm. A hozza tartozd a értékek:
a; =493 cm és a, = 25,07 cm.

A paralelogramma oldalainak hossza 25,07 cm és 4,93 cm.

b) A paralelogramma madsik f atl6janak hossza a koszinusztétel alapjan:

B Az ABC hiromszoégben AB =12, BACX = 30°.

f= \/25,072 +4,932 -2.25,07 4,93 - cos120° = 27,86 cm.

. @
a) Ismeretes, hogy egy hdromszog teriiletét a T = b-c sina
2 &
képlet alapjan is szdmolhatjuk. Ez alapjan a haromszogben 32
az AC oldal hossza: 22,43
__ 29 . _ )
T 12-sin30° A 12 B

A BC oldal hossza a koszinusztétellel hatdrozhat6é meg:
BC =122 +322-2-12-32c0s30° = 22,43.

A hdromszog hidnyz6 két oldaldnak hossza 32 cm és 22,43 cm.




b) Ahdromszog C csucsndl levs szogét a szinusztétellel szdmolhatjuk:

siny _ 12 Gnyssinde 2 o y=1552°
§in30° 22,43 22,43

(A hdromszbgben a legkisebb oldallal szemben levé szoget szamoltuk, vy csak hegyesszog lehet.)
A haromszog hidnyzo két szoge 15,52° és 134,48°.

skLyl Ismeretes, hogy egy haromszog teriiletet a 4oy eplet alapjan szamolhatjuk. A tertiletbo
3347 1 h h4 0 iletéta T ab; J/k’l lapja imolhatjuk. A teriiletbdl

a két adott oldal 4ltal kdzbezdrt y szog szinuszdra kapunk értéket:

. 2-30,64 o 4 1200

siny 210 0,766 =y =50° és y, = 130"

Tehdt két haromszog is megfelel a feladat feltéte-

leinek. Két oldal és a kozbezart szog segitségé-

vel a koszinusztétellel szamithatjuk a hgromszog ~~ 8¢m  10em  7,82cm  5160° 7840°  50°

harmadik oldalét, majd a szinusztételt haszndlva 8cm  10cm 1634cm 22040 27.96°  130°
egy masik szogét.

a b c a B Y

A megoldasokat a tdblazat tartalmazza.

2z 2

A haromszog oldalainak hossza a szokdsos jelolésekkel: a =43 cm, b =52 cm és a kett§ altal
bezart szog: v = 38°.
A hdromszog harmadik oldaldnak hosszat a koszinusztétellel szimolhatjuk:
c=+/432 +522 - 2.43-52 - c0s38° ~ 32,08 cm.
A haromszog ¢ oldaldhoz tartozé sulyvonal hossza:
5= V242 +22b2 —c? _ J2-432 42 -2522 - 32,082

=~ 44,94 cm.

A hdromszog oldalainak hossza a szokdsos jelolésekkel: a = 16 cm, b = 8 cm, valamint s, =9 cm.
a) A sulyvonal kiszamitisara vonatkozo osszefiiggés alapjan:
e
C 2 ’
amibdl:

c=\2a%+202 —(2-5,)* = 2162 +2-82 —(2-9)? = 17,78 cm.
A harmadik oldal hossza 17,78 cm.
b) Az s., b és % oldali haromszdgben a b oldallal szemben levd szoget kell kiszamitani. Felirva
a koszinusztételt: 2
b*=s2+ (E) ~ 25, < cosd,
2 2

amibdl:

2
2.(C] _p2
% +(2) b ~92+(8,89)? - 82

=0,6001 = §=53,12°
5, € 2:9-8,89

coso =



EEED A mellékelt dbra szerint a kert az ABC hdromszdg, amelyben
BC=12, AC=20 és ACBX=118"

20 @ 12
Az AB oldalt a koszinusztétellel szdmolhatjuk: A
AB>=20%+122-2-20-12-cos 118", =

amib6l AB = 27,74.
a) Akertet 27,74 + 20 + 12 = 59,74 m keritéssel lehet korbekeriteni.
b) Akert teriiletét a C csticsbdl kiindulé sulyvonal felezi. Ennek hosszat az
_ \2a% +2b% - ¢
¢ 2
Osszefiiggés alapjan szdmolhatjuk: s, = 8,92.

P

A Kert teriiletét felezs ut hossza 8,92 m.

EEE) A haromszog oldalainak hossza legyen 6x, 7x és 10x.
a) Irjuk fel a koszinusztételt:
(6x)2 = (7Tx)2 + (10x)2—=2-7x-10x-cose = cosax=0,8071 = «a=36,18°
A szinusztétellel szamolhat6 a 7x hosszusagu oldallal szemko6zti B hegyesszog: 8= 43,53°
A haromszog szogei:
36,18°% 43,53° és 100,29°
b) Egy kor sugara, hirjanak hossza és a hurhoz tartozo keriileti szog kozotti Osszefiiggés alapjan
szdmithatok a haromszog oldalai:
a=2R-sinoc=41,32, b=2R-sinfB=48,21 és c¢=2R-siny=68,87.
A hiromszog oldalai:
41,32 cm, 48,21 cm és 68,87 cm.
c) Legyen a haromszog beirt korének sugara r. A haromszog teriiletét irjuk fel kétféleképpen:
a-b-siny a+b+c a-b-siny
=r- = r=—"
2 2 a+b+c

=12,37.

A beirt kor sugara 12,37 cm.

EEF Az ABCD trapéz AC 4tléja 40 cm.
a) A megadott szogértékek alapjan meghatdrozhaték az ABC

2

haromszog szogei: 50° 100° és 30°

[rjuk fel az ABC hiromszogben a szinusztételt az AB alap
hosszdnak meghatarozasdhoz:

AB _sin100°
40 sin30°
Hasonléan BC oldal hossza is kiszamithat6: BC = 61,28.
Az ACD hiromszogben ugyanigy eljarva: DC = 20,31 és AD = 31,11.
A trapéz oldalai rendre:
78,78 cm, 61,28 cm, 20,31 cm és 31,11 cm.

= AB=T78]78.

b) A BD atlé meghatarozdsdhoz haszndljuk az ABD hiaromszogben a koszinusztételt:
BD?=178,78>+31,112-2-78,78-31,11-cos 80° = BD=79,52.
A trapéz masik atlgja 79,52 cm.
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EEEF) Az dbra szerinti ABC hdromszdgben a szokdsos jelolés mellett
0=34°%c=30és s, = 18.
Az ADC haromszogben a szinusztétellel meghatarozhatjuk az
ACD szoget:
sinACD¥ _ 15
sin 34° 18

2

amib6l ACDX = 27,77°.

(A haromszogben nem a legnagyobb oldallal szemben levé szoget szdmoltuk, igy ACD szog csak
hegyesszog lehet.)

Ujabb szinusztétel segitségével a haromszog b oldaldnak hossza 28,36.
Ezutdn az ABC haromszogben az oldal hosszat a koszinusztétellel szimolhatjuk:
a*=28,362+302-2-28,36-30-cos34° = a=17,13.
A hdromszog B szogét az ABC haromszogben felirt szinusztétellel kaphatjuk meg: = 67,79°.
A hdromszog oldalai teh4t:
30cm, 17,13 cm és 28,36 cm,
a veliik szemben 1év§ szogek pedig:
78,21° 34° és 67,79°

EEE A feltételek szerint a hdromszdgben

a? +b% =296, valamint M =135.
Az a és b oldalak meghatdrozdsdhoz az
a® + b* =296
ab =35
4

egyenletrendszert kell megoldanunk.

A mdsodikbdl kifejezve b-t, majd beirva az elsbe, a kovetkezd mdsodfokira visszavezethetd
negyedfoku egyenletet kapjuk:

a* —296a* + 19600 = 0.
Ennek pozitiv megolddsai: 10 és 14.
Az egyenletrendszert a; = 10, b, = 14, illetve a, = 14, b, = 10 értékek elégitik ki.
A hdromszog harmadik oldaldnak hossza a koszinusztétellel szdmitva 7,32.
A 10 cm-es oldallal szemben levd szogre a szinusztétel alapjan 43,08° adddik.
A hdromszog oldalainak hossza tehat:
10cm, 14cm és 7,32 cm,
a veliik szemben levd szogek pedig rendre:
43,08% 106,92° és 30°

EEF A hiromszogben a szokasos jelolések szerint legyen: a® + b2 = 244 dm?, ¢ =2 - /31 dm és a hirom-
sz0g teriilete: T =30 -+/3 dm?.
A hdromszog teriiletébdl kiindulva:

a-b-siny 2-T
=1 =

a-b=

T —.
2 siny
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A haromszog ¢ oldaléra felirjuk a koszinusztételt:

c2=a?+b*-2-a-b-cosy,

c2=az+b2—2-2 T

A feladat feltételeit figyelembe véve:
(2-\/3_1)2:244_M = =60
gy
Innen a 3354. feladat gondolatmenetét kovetve a hdromszog hidnyz6 oldalainak hossza és a veliik

sz

szemben 1év§ szogek nagysaga:
a=10dm, b=12dm és o =51,05% f=68,95°
A PBQ haromszog kiils6 szoge 130° ami egyenlS a nem mellette B

levd két belsd szog Osszegével, ezért PBQ< = 30°. Ebben a harom-
szdgben a szinusztétel:

BQ _sin50°
400 sin30°
Az AQB hiaromszogben a koszinusztétel:
AB? =600 +612,84> —2-600-612,84 -cos 100° = AB=929,13.
Az A és B pontok tavolsdga 929,13 m.

= BQ=~612,84.

Jelolje az épiilet tetejét C, a labat D pont, AD =24, AB = 28.
a) Az ABC haromszog ACB szbge 16° A szinusztétel alapjan:
AC _sinl9°
28 sinl6°
Az ADC haromszogben a koszinusztétel alapjan:
CD? =242 + 33,072 - 2-24-33,07 - cos 35°,
amibdl CD = 19,22.
Az épiilet magassdga tehat 19,22 m.

AC =33,07.

b) Az ADC hiaromszogben ADC tompaszog a szinusztétellel megadhaté: ADC< = 99,29°,
Mivel ADC szbg a DEB haromszog kiilsé szoge, a lejtd o hajlasszogére igaz, hogy:
90°+ a=99,29° = o =9,29°
A lejt6 hajlasszoge 9,29°
A vaddszlesen V pontban tartézkodunk, ennek a sikra vonatkozé mer6leges vetiilete 7. A réka
helyét jelolje R, a nyul helyét N pont. VT =12.
A VTR derékszogli haromszogbdl:

VR=_12 X

" sin28°°
a VIN derékszogl haromszogbdl: 'i Q
12 A
= . N
sin42° A



Az RVN héaromszogben felirva a koszinusztételt:

2 2
RN2=( 7 )+( v o]—Z 2 12 35 = RN=1497.

sin 28° sin42 . sin28° sin42°
A roka és a nyul tdvolsdga tehat 14,97 méter.
A nyul a rekettyésig az 50 m tdvolsdgot
t= S @ = 6,25 masodperc,
v
mig a roka a rekettyésig az 50 + 14,96 = 64,96 m tdvolsagot
=3 64,9 = 6,5 masodperc
v 10
alatt teszi meg.

A rékdnak hosszabb id§ kell a tdvolsdg megtételéig, tehdt a réka a rekettyésig nem éri utol a nyulat.

EEE) Az ABC héromszoég AB oldaldhoz és a BCD haromszog DC
oldaldhoz tartoz6 magassagok egyenld hosszaak, tehat a harom-

szogek teriiletének aranyabol kovetkezik, hogy é—g = %

Legyen a trapéz AB alapja 5x, DC alapja 3x hosszisagi. Mivel
az ABD hédromszog szabdlyos, a BDC haromszdgben BD = 5x
és BDC¥ = 60°. Ez utébbi hdromszogben két oldal és a kozbe-
zart szog segitségével felirhatjuk a koszinusztételt:
BC?=(5x)> + (3x)> = 2-5x -3x - cos60° = BC=+19-x.
A szinusztétel segitségével szdmithaté DBC:
sinDBCL _ 3x
sin 60° V19 - x

A trapéz szogei rendre: 60°, 96,59° 83,41° és 120°

A trapéz oldalait a teriilete segitségével hatdrozhatjuk meg. A trapéz magassiga a szabdlyos harom-

5x-/3

19 - x

= DBC<=36,59°

sz0g magassaga:

(5x +3x)- RA 2\5 100
1000 = = =, [— =17,60.
2 N

A trapéz alapjai 22,80 cm és 38,00 cm, a szdrai 33,13 cm €s 38,00 cm hosszuak.

EEf) a) Az ABC és ADC szdgek ugyanazon ivhez tartozé keriileti
szogek, tehat ADC = 60°.

Mivel BCD< =90° —40°=50° és a BCD és BAD szdgek
ugyanazon ivhez tartoz6 keriileti szogek, BAD< = 50°.

Az ADC haromszog szogei: 40° 80° és 60°.

b) Az ABC hidromszog egy fél szabdlyos haromszog, amelynek
atfogdja 20 cm, tehdt hosszabb AC befogéja:

20-/3
2

=10-/3=17,32.



Az ADC hdromszdgben a szinusztétel:
DA sin40°
10-v/3  sin60°
Hasonléan adédik, hogy DC = 19,70.
Az ADC haromszog oldalai: 17,32 cm, 12,86 cm és 19,70 cm.

= DA =12,86.

B3 A virdgdgyasok koreinek A, B és C kozéppontjait 6sszekotd

szakaszok hosszai a megfeleld korok sugarainak osszege:
AB=8+9=17, BC=9+10=19 é AC=10+8=18.
Ennek a haromszognek az o sz6gét meghatarozhatjuk a koszinusz-
tétellel:
192=17>+182-2-17-18-cosax = o = 65,68°.

A szinusztétellel meghatdrozhaté a 3 szog:

_sinf 18 g 50690 = y~s463°

sin65,68° 19
(B tompaszog nem lehet, mert nem a legnagyobb oldallal szemben van.)

A z061d szind teriiletet kell kiszdmitanunk. Ehhez hatdrozzuk meg a hdromszog és a harom korcikk
tertiletét:

17-18-5in65,68°

Ty BC haromszog = > =139,42,
Ty xoreikk = % = 36,60,
Tﬁ kércikk = % =42.17,
Tykércikk = 102;[6—0504630 = 47,65.

Vonjuk ki a hdromszog teriiletébdl a harom korcikk teriiletét:

T'= Ty haromszog — Torkoreikk = 1 prorcikk — Ty korcikk = 12,94
12,94 m? teriiletet bevetéséhez 12,94 -8 = 103,52 dkg flimag kell.
Tehat a tertilet fiivesitéséhez megkozelitleg 1035 g flimag sziikséges.

Az ABCD hirnégyzet oldalainak hossza AB =40, BC =52,
CD =68 és AD = 60.

A hurnégyszogek tétele alapjan:
ha ABCX= = CDA<=180°-p.
Irjuk fel a koszinusztételt az ABC, illetve ACD haromszdgekben:
AC? =402 +52%-2-40-52-cos 3,
AC? = 68% + 60> —2-68-60 - cos(180° — f).
A miveleteket elvégezve:
AC? = 4304 — 4160 - cos f3,
AC? =8224 — 8160 - cos(180° — ).
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A két egyenlet bal oldaldnak egyenl&ségébdl:

4304 — 4160 - cos B = 8224 — 8160 - cos (180° — B).
Mivel cos 3 =—cos(180° - f):
0sf = 4304 — 8224

_ R osst B =~ 108,55
4160 + 8160

Hasonloan felirva az ABD, illetve BCD haromszogekben a koszinusztételt, azt kapjuk, hogy a négy-
szdg C csticsdndl levs szoge 79,67°.

Mivel egy hirnégyszog szemben levd szogeinek 0sszege 180° az ABCD négyszog szdgei rendre:
100,33 108,55° 79,67° 7T1,45°

BB A koszinusztétel alapjan:

a’l+c?2-p? a’+ b2 -2
cosf=——— és cosy=——.
2ac 2ab
Ezt beirva a

b+c
cosf +cosy =

Osszefiiggésbe, majd ekvivalens atalakitdsokat végezve:
a® +c? - b? +a2+b2—c2_b+c
2ac 2ab a

b-(a2+c2—bz)+c-(a2+b2—c2)=2bc~(b+c),

’

ba? + bc? — b3 + ca® + cb? — 3 =2bc - (b + ¢),
a?-(b+c)+be-(b+c)— (b3 +c3) =2bc- (b +o0),
a®-(b+c)—(b+c)- (b2 =bc+c2)=be-(b+o).

Ez utébbi egyenletet b + ¢ # 0-val osztva, majd rendezve, a® = b? + ¢? alakhoz jutunk.

Mivel ekvivalens 4dtalakitdsokat végeztiink, a Pitagorasz-tétel megforditdsa alapjan a hdromszog
derékszogd, és az ,,a” oldal a haromszog atfogoja.

Osszegzési képletek — megoldasok

B Alkalmazzuk az addici6s tételeket:
a) —sino, —cos;

b) cosa, —sinc;

V2 V2

) 2
¢) —-cosot —— -sin@, — -cosa + — - sinq;
2 2 2 2

3 1 . 1 3 .
d) ———-cosa ——-sina, ——-cosa +— -sina;
2 2 2 2

1 N 3 1.
e) —+COSO{+—-SIno, ———-COSO + —-SInc.
2 2 2 2



B Alkalmazzuk az addiciés tételeket:

a) sin36° - c0s24° + cos36° - sin 24° = sin(36° + 24°) = sin 60° =

b) sin96° - cos36° — cos96° - sin36° = sin(96° — 36°) =sin60° = —;

¢) cos125°-co0s25° —sin125° - sin25° = cos(125° + 25°) = cos150° = —?;

d) cos104° - cos44° + sin104° - sin44° = cos(104° — 44°) = cos 60° = %

Alkalmazzuk az addiciés tételeket:

a) cos(150° + o) + cos(60° — ¢) — sin (30° + o) — sin(120° — o) = —sinot — +/3 - cos;

b) sin(45° + o) — cos(30° — &) — cos(45° — o) + sin(60° + ) = 0;

c) sin?(B + a) — sin?(B — a) =4 -sinfB-sina-cosB-cosa=2-sina-coser-2-sinfB-cosf =
sin2¢ - sin2f3;
cos?(B + a) — cos?(B — a) =—4-sinB-sino-cos B-cosa =—2-sino-coser-2-sinfB-cos f=
—sin2q - sin23;

d) 1.

Az 0sszegzési képleteket haszndljuk o és o+ B szogekre:

a) sino-sin(a+ ) + cosa-cos(o+ ) =cos(o+ B)-coso+ sin(o + B)-sino =
=cos((a+ B) — a) = cos B.

A b), c) és d) részeknél hasonldan jarhatunk el.

a) sin15° =sin(45° — 30°) = sin45° - cos 30° — cos45° - sin30° = Jo ; \/E', cos15° = P2 Z \/6‘;
b) Sin75°=@, cos75°=@;

c) sin105°:@, coleS"z@;

d) sinl65°:@, cosl65°:—@;

e) sin345° = @, c0s345° = @

Alkalmazzuk a sin o % sin f3, illetve cos o % cos 3 szorzatta alakitasara vonatkozé azonossagokat:
105°+15° . 105°—15° 1 V2 2
S -sin =2.—- = ;

a) sin105° —sin15°=2-co L Ye N2
2 2 2 2

B

b) sin105° +sin15° = %;

¢) cos105° —cos15° = _g;
2
d) cos105° + cos15° = -
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sin40° - cos10° + cos40° - sin10° _ sin(40° +10°) _ sin 50° —1

tg40°- cos10° +sin10° = =
cos40° cos40° cos40°

Mivel a hdromszog két szogének a szamtani kozepe a harmadik szogével egyenld, a szogeit jelol-
hetjikk igy: o — ¢, a, a + ¢.
A feladat feltétele szerint:

. . . V3 +6
sin(a — @) + sino + sin(a + @) = T
A haromszog belsd szogeinek 0sszege 180° tehat a = 60°:
sin60°-cos @ — cos60° - sin @ + sin 60° + sin 60° - cos @ + cos60° - sin @ = @,
V3 V3 _3+46
2-—-cosSQp+—=—"-—,
2 2 2
cosQ = V2
9 5

A @ sz0g hegyesszog, tehat ¢ = 45°

z

A hdromszog szogei: 15° 60° és 105°.

A merGleges vetiiletek hossza nem valtozik, ha az egyenest
onmagdval parhuzamosan eltoljuk. A mellékelt dbrat tekintve
az egyenes haladjon at az ABC haromszdg A cstcsén, és az AB
oldallal zarjon be o szoget.

A vetiiletek nagysaga:
AB’ =10 - cosc,
C’B’=10-cos(60° — ),
AC’ =10 - cos(60° + ).
Ezek négyzetosszege:
AB?2 + B'C’? + C'A? = 10% - (cos? o + cos?(60° — o) + cos>(60° + a)).
Haszndlva az addicids tételt:

>~
) i
W |---

2
cos2(60° — o) = l-cosoc+£-sinoc =l-cosza +—3-cosa-sin(x+§-sin2a,
2 2 4 2 4
2
cos2(60° + o) = l-cosoc—ﬁ-sinoc :l-cosza —ﬁ-cosa-sina+§-sin2a.
2 2 4 2 4

Tehat:

1
AB2+ B C2+CA2=10%- (cos%c + zcosza +%-sin2aj = % -(cos?a + sin? ) =%.

A vetiiletek négyzetosszege o szogtdl fliggetleniil % =150 cm?

Alakitsuk 4t az addicios tétel segitségével a sinx + cosx kifejezést:

. 1 . 1 . T
f(x)_s1nx+cosx—ﬁ'(ﬁ~smx+ﬁ-cosx)—\/§~sm (x+zj.
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Mivel a sin (x + E) minimalis értéke —1, maximalis értéke 1:
—x/ESf(x):ﬁ~sin(x+§)S\/§.

Az f(x) fiiggvény minimuma —+/2, maximuma /2.
Minimalis értékét azokon a helyeken veszi fel, ahol

sin (x + %) =_1, vagyis x= %” + 2k, ahol k € Z.
Maximalis értékét azokon a helyeken veszi fel, ahol

sin(x+%]:l, vagyis x:%+2k7t, ahol k e Z.

Ha egy derékszogli haromszog atfogdja 20 cm €s egyik hegyesszoge o, akkor a befogdi 20 - sino
és 20-cosa. A hdaromszog keriilete:

k=20+20-sino+ 20-coso =20- (1 + sin o + cos ).
A 3373. feladat alapjan a keriilet maximalis értéke: 20 - (1++/2).

Ezt a maximdlis értéket akkor veszi fel, ha o =45° vagyis ha a haromszog egyenld szaru derék-
sz0gl haromszog.

Alakitsuk 4t a fliggvény hozzdrendelési szabalyat:

f(x)=a-sinx +b-cosx =a? + b> -(ﬁ-smx+ﬁ-cosx).

Mivel négyzetosszege 1, 1étezik olyan ¢ szog, hogy:

és
\/a2+b2 \/112+b2

a
Na? + b?

Az addicids tétel alapjan:

. b .
=cosQp € ————=singQ.

Na? + b?

fx) =a?+ b? -sin(x + ).
Mivel a szinuszfiiggvény minimadlis értéke —1, maximalis értéke 1, az f(x) fliggvény minimuma
—va? + b%, maximuma a2 + b2.
Minimalis értékét ott veszi fel, ahol sin(x + ¢) =—1, maximadlis értékét pedig ott, ahol sin(x + ¢) = 1.

Mivel a? + b? = 1, létezik olyan x szog, hogy a =sinx és b = cos x. Elég tehdt a sin’x + sinx-cos x
kifejezés széls6értékeit keresni.

A 3373. feladat alapjan:

sin? x + sin x - cosx = sinx - (sin x + cos x) = sinx - /2 - sin (x +Z)=\/§~smx'sm (x +Zj

Két sz0g szinuszanak szorzatdt 6sszeggé alakitva:

\/§~sinx-sin(x+§)=x/§-%-[cos(x+%—x)—cos(x+%+x)}=

1[1 .1 V2 n
=J2 - —|—=—=cos|2x+ —||=— = —-cos |2x + —|.
2 V2 4 2 2 4
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Mivel a cos (Zx + E) minimalis értéke —1, maximalis értéke pedig 1:
ﬂ <sinx +sinx - cosx < ! +2\/§.

1-2 1++2

, maximuma 5

Az a? + ab kifejezés minimuma
A kifejezés a maximalis értékét ott veszi fel, ahol
. 3
cos (Zx + %) =-1, vagyis x= ?ﬂ + km, ahol k e Z.

Ekkor
a=sin (%r + kn), b =cos (3?% + kn).

2 1+ cos2a

Az a és b pontos értékének megadasahoz haszndljuk fel a cos“o = ———— 0Osszefiiggést:

1+cos3—ﬂ I—Q
cos23—ﬂ= 4 _ 2 =2_\/§.

8 2 2 4

Ha k péros, akkor 3 + kr els6 negyedbeli szog:

b=cos(3—ﬂ+k7t)=2;ﬁ,
8 2

. (37: ) \/ 2-2 _2+\2
a=sin|—+kr|=,/1- = .
8 4 2

valamint:

Ha k pératlan, akkor 3 + km harmadik negyedbeli szog:

b = cos (3—n + kﬂ)= —2;\/5,
8 2
valamint:
. (3% ) V2+42
a=sin|—+kr|=-——7T-—7—.
8 2
Az a? + ab kifejezés maximumit a kovetkezd értékek esetén veszi fel:

goN24N2 o 22 _ N2+V2
2 2 2

b b

V22
vagy a ==
2
A kifejezés minimadlis értékét ott veszi fel, ahol
cos (Zx + %j =1, vagyis x= —% + km, ahol k € Z.
Ekkor:
a=sin (—E + kﬂ?), b =cos (—E + kﬂ).
8 8

Az el6z8h6z hasonldé mdédon:

1+cos£ 1+£
cosz(_ﬁ) 27 4 2 _2+\2

=COS“— = = =
8 2 2 4



Ha k péros, akkor —% + krn negyedik negyedbeli szog:
b =cos (—% + kn) = M,

2

a=sin(—%+kﬂ)=—\/l—2+4\/§ =—\/2;\/§.

valamint:

Ha k pératlan, akkor ~Z 4 kn masodik negyedbeli szog:

b:cos(—%+kn’)=—2;\/z

2

a=sin (—£+kn)=2;\/§.
8 2

Az a® + ab kifejezés minimumat a kovetkezd értékek esetén veszi fel:

a:_—\‘z_\/z és b=—\42+\/§ a=—~/2—\/§ és
2 2 2

s

valamint:

__N2+V2
.

vagy b

Mivel hdromszgrdl van szo:
sino = sin((180° = (B + 7)) = sin(B + 7).

smo egyenl@séget ennek figyelembevételével a kovetkezSképpen alakithatjuk 4t:

A 2-cosy= 1
s 2-sinfB-cosy=sin(B+ y).
Alkalmazva az addicios tételeket:
2-sinf3-cosy =sinf-cosy +cosf -siny,
sinf3-cosy —cosf-siny =0,
sin(f-y)=0.

Ez utébbi egyenlGség csak akkor teljesiil, ha f— y = kx, ahol k € Z. Mivel B és y haromszog
szogei, ezért k =0, ami azt jelenti, hogy y = . Tehat a haromszog egyenl§ szaru.

BRI Két szog szinuszdnak és koszinuszanak 6sszegét alakitsuk szorzatta:

sina+sinﬁ:2-sina+ﬁ -cosa;ﬂ és cosa+cosﬁ:2-cosa;ﬂ -cosa;ﬁ.
Ez alapjan a feladatban szerepl§ egyenl@ség a kovetkezSképpen alakithaté at:
2-sina+ﬁ'cosa_ﬂ :2~cosa+ﬂ -cosa_ﬁ,
2 2 2 2
cosa_ﬁ ~(sina+ﬁ —cosa+ﬂ)=0.
2 2 2

Ez utébbi szorzat kétféleképpen lehet 0.
I. Ha cosa_ﬁ =0 a_ﬁ=£+kn, ahol ke Z.

2 2 2

Héromszogrdl 1évén sz0, ez egyetlen k értékre sem teljesiilhet.

II. Ha sina+ﬁ —cosa+ﬁ =0 sina+ﬁ :cosa+B = a+p :£+k7r, ahol ke Z.

2 2 2 2 2 4

Mivel 0°< o+ B < 180°% k=0, vagyis o+ B =90° Tehat a haromszog harmadik szoge 90°,
vagyis derékszogl a haromszog.



Az dsszegzeési képletek alkalmazasai — megoldasok

EEIE) A kétszeres szogekre vonatkozé Osszefiiggések alapjan:

. . cosx . .
a) 2-sin?x - ctgx =2 -sin?x - —— =2 -sinx - cos x = sin 2x;
sin x
sinx .
b) 2-cos’x-tgx=2-cos’x - = sin 2x;
CcoSXx
sin2x 2-sinx-cosx
= > =2-ctgx;
sin“ x sin“ x
cos2x  cos2x sin2x  cos2x sin2x _ cos2x 2-sinx-cosx _

1+cos2x sin2x 1+4cos2x sin2x 2-cos’x sin2x 2.cos2x

1 sinx _ tgx

- tg2x cosx - tg2x’

2 2

COS“ X sin- x
2 .5 cos’x—sin®x cosx-sinx cosx-sinx _ Ctgx —tgx
€) cos2x =cos”x —sin“x =— —— = 5 — = .
COS“ X + SIn“x COS“ X Sin“ x ctgx +tgx
+
CoSXx-sinx cosx-sinx
. Cosx . cosx-(1—2-sinx .
f) ctgx —sin2x = —— —2-sinx-cosx = ( , )=ctgx-(coszx—sm2x):
sin x sin x
=ctgx - cos2x;
sinx cosx sin’x +costx 2 -(sinx + cos?x) 2
g) tgx +ctgx = + = = , =—;
cosx sinx sin x - cOS X 2-sinx-cosx sin2x

h) 4-sinx-cosx-cos2x=2-2-sinx-cosx-cos2x=2-sin2x-cos2x = sin4x;

. [1=cos2x cos?x + sin?x — cos?x + sin?x 2-sin®x | .
i) = = =|sinx|;
2 2 2
. [1+cos2x cos?x + sinx + cos?x — sin?x 2. cos?x
j) = = =|cosxl;
2 2 2

sinx 2-sinx-cosx sin2x sin2x
k) tgx = = 2. o2 2. (a2 2 2 a2y
cosx 2-cosx Ccos“x +cos“x  (sin“x + cos“x) + (COs“x — sin“x)
_sin2x
1+cos2x’
. (m T V2 V2 V2 V2
[) 2-sin|—+x|-cos|——x|=2-|—-cosx+—-sinx|-|—-cosx +—-sinx|=
4 4 2 2 2 2
| . .
=2-5-(sm2x+2-smx-cosx+cos2x):1+sm2x;



A TRIGONOMETRIA ALKALMAZASAI

(ﬂ' ) ) (ﬂ' ) (\/5 1 . ) (\/5 1 . ) 3. cos?x — sin’x
m) cos| =+ x|-sin|=+ x|=|— cosx — —-sinx|-|—-cosx + —-sinx|=——— " =
6 3 2 2 2 2 4

_3.cos?x -sinx —sin’x _ 2-cos’x - sinx + cos’x - sinx — sin’x _

4-sinx 4-sinx

_cosx-(2-sinx-cosx)+sinx - (cos?x — sinx) _ cosx-sin2x +sinx-cos2x _ sin3x

4-.sinx 4-sinx 4-.sinx

EEII) A kétszeres szogekre vonatkozo dsszefiiggések alapjén:
sin2x _ 2-sinx-cosx

= =sinx;
2-Ccosx 2-cosx

b) 2-sinx + cos2x = 2 - sinx + cosZx — sinx = sin?x + cos?x = 1;

2

cos2x _ cos“x — sin?

x _ (cosx +sinx)-(cosx —sinx)

— = - - =COSsX + sinx;
cosx —sinx  cosx —sinx cosx —sinx

1+sin2x _ sin?x + cos®x +2-sinx -cosx _ (sinx + cos x)?

d) — = - - =sinx + CosXx;
sin x + cosx sinx + cosx sinx + cosx
) cos*x —sin*x  (cos?x — sinZx) - (cos2x + sin%x) |
e = - =1;
cos2x cosZx — sin%x

f) Mivel cos (% + x) =sin G - x), a kifejezés egyszertibb alakja:

cos? (% + x) — sin? G — x) —sin2x = —sin2x;

sin?x —sin*x _ sin?x-(1-sin?x) 1
. - N -
sin? 2x 4 .sin’x -cos’x 4
3x+x 3x—x
. . 2-s - COS .
h) sin3x +sinx 2 2 _2-sm2x-cosx_1.
2-cosx -sin2x 2-cosx -sin2x 2-cosx -sin2x
. 3x+x . 3x—x
—2-sin - sin . .
cos3x —cosx _ 2 2 _ —2-sin2x-sinx _ |
2-sinx -sin2x 2 -sinx -sin2x 2-sinx -sin2x ’

EEEE) Az addici6s tételeket haszndlva:
3
tg45° — tg30 3 _3—\/3_2_\/5’

a) tg15° = tg(45° — 30°) = = = =
)te & ) 1+ tg45° - tg30° 1+1_§ 3+3
3

=2+/3;

1

1
ctgls®=——=——
g tgl5° 2-3

b) tg75° =ctg15° =2 +/3,
ctg75°=tg15°=2 /3.



EEEB Az addicids tételeket hasznalva:
2

43 sinx
tgx +tg— 2 +1 . 2
a) tg? (x +£j: 4 :(tngfl] _|cosx _ (smx +cosx) _
Yol tgxotg™| \U-tgx) | SIMXT Rcosx —sinx
4 cos x
_sin2x +cos?x +2-sinx-cosx _ 1+sin2x

2

- . . - . B
sinx + cos?x — 2 -sinx - cosx 1—sin2x

T cosx sinx
P ctgx-ctgr -1 ctex—1 qinx si CoSx — sinx
b) Ctg(x+—J= 4 _clg _Sinx sinx _ _

ctgx+ctg£ _ctgx+1 COSX+Sinx cosx +sinx
4 sinx sinx
_(cosx —sinx)-(cosx —sinx) _ sin’x +cos’x —2-sinx-cosx _1—sin2x
(sin x + cos x) - (cos x — sin x) cosZx — sin®x cos2x
o) 1 B P11  tgx  tgx _ -2-tgx _
l+ctgx 1-ctgx 1+L l—i tgx+1 tgx—1 (tgx+1)-(tgx—1)
tgx tgx
2-t
= gzx = tg2x;
1-tgex
. . cost  sint  cos?t —sin2? cos2 > —sin2*
0 otgd tgfo 2 2_ "2 2_,. 2 2 _
2 T . x X X . X X . X
sin= cos—  cos—-sin— 2-cos= -sin=
2 2 2 2
=2'C?Sx=2-ctgx;
sinx

o loteY (z_xj-t (ﬁ_ ).ct (z_xj-l
1+tgx &4 &4 W '

EEEE) Az addici6s tételeket haszndlva:

th—tgx ’
-4 2
T T 1-tgx
l—tgz[—x) 1+tgx-tg— 1—(]
a) 4 ) 4)  \+tgx)  (1+tgx)?—(1-tgx)?
- 2 2 (I+tgn)?+(1-tgx)?
1+tg2(ﬂ—x) @ x|, [lotex) (revtei-tn
4 1.,_47 1+tgx
1+'[gx-tgE
4
_sinx
4-tgx cosx _ 2-sinx-cosx

5= - =— —— =sin2x;

2+2-tg2x | sinfx  cos’x +sin’x
+

COS2X




T

T
tg—-+1gx tg——tgx
2 2
b) tg&+x)+tg(§—x)— -4 +—4 - =

cos2x 4l 4l
I-tgx-tg— l+tgx-tg—

g g4 g g4

_1+tgx+l—tgx_ 2 _(1+tgx)2+(1—tgx)2_ 2
1-tgx 1+tgx cos2x 1-tg2x cos2x

_2-(1+1tg%x) 2 2-(cos’x +sin’x) 2
- - - 2 )

=0;

1-tg?x  cos2x cos’x —sin>x  cosx — sin’x

+tgi 1-2-sin>-cos>
2 2 2

. 1
1—
c) tg (45" * f). —r. 2 —2
2/ cosx q_ tg~ cos?> —sin2>
2 2 2

X . X 2 X X LX X
cos§+sm— COS*— +sin“— — 2 -sin— - cOS—

X .X 2 X X
COS— —sin— COs“— —8in“—
2 2 2 2

2
X X X X
cos— +sin— €Os— —sin —
2 2 2 2

- x . x
COS— —SIn— (cosx + sinx) . (cosx - sinx)
2 2 2 2 2 2

=1.

B A kétszeres szdgekre vonatkozo Osszefiiggések alapjan:

4,137 4 237 ( . ﬂ)4 ( n)4
a) sin® — — cos* —— =|—sin—| — |cos— | =
12 12 12 12

= (sin2 T cos? lj . (s.in2 T 4 cos? 1) =
12 12 12 12

RNE]
=—-C082- —=——;
12 2
b) c0s20° - cos40° - cos80° = ; (2 -sin20° - c0s20°) - cos40° - cos80° =
2 -sin20°
=————-5in40°-cos40° - cos80° = ; - (2 -sin40° - cos40°) - cos80° =
2 -sin20° 4 -sin20°

=——-5in80°- cos80° = ; -sin160° = l
4 -sin20° 8 -sin20° 8

BB A két adott kifejezést dtirhatjuk:
A=log,0,5 sinx — log, 2-sinx = _gin x,
B=+/1-sin%?x =|cosx|.
a) —1 < —sinx < 1, tehat A minimalis értéke —1, maximalis értéke 1.

b) 0<|cosx| <1, tehat B minimalis értéke 0, maximalis értéke 1.



¢) A+ B =—sinx +|cosx| lehet:

A+ B=—sinx+cosx=—+2- L-sinx—i-cosx =—+/2 -sin x—z, ha cosx =0,
V2 V2 4
. 1 . 1 . T

A+ B=—sinx —cosx=-+2:|—-sinx+—-cosx|=-+2 -sin|x+=|, ha cosx<O.
(ﬁ V2 ) ( 4)

Mivel a szinuszfiiggvény minimalis értéke —1, maximadlis értéke 1, mindkét esetben A + B
minimalis értéke —+/2, maximalis értéke /2.

d) A-B=—sinx-|cosx| lehet:
A-B= —% -2-8inx-cosx = —% -sin2x, ha cosx =0,
A-B:%Q-sinx-cosx:%-sian, ha cosx<0.
Mivel a szinuszfiiggvény minimalis értéke —1, maximadlis értéke 1, mindkét esetben A - B
minimalis értéke —%, maximalis értéke %

EE A kétszeres szogek szinuszéra vonatkozo dsszefiiggés alapjén tekintsiik a kovetkezs egyenlGségeket:

sin12°-cos12° = % - sin 24°, sin24° - cos24° = % -sin48°
. 1 . . 1 .
sin36° - c0s36° = —-sin72°, sin48° - c0s48° = — - sin 96°,
2 2
sin 60° - cos60° = % -sin120°  sin72°-cos72° = % -8in144°,

sin84° - cos84° = % -sin168°.

Szorozzuk 0ssze az egyenlGségek bal oldalait, illetve jobb oldalait, majd hasznéljuk ki, hogy
sin 96° = sin 84°, sin120° = sin 60°, sin 144° = sin 36° és sin 168° = sin 12°. Ezek utdn éppen a bizo-
nyitandé egyenldséghez jutunk.

BeiY) a) Az addicios tételeket hasznalva:

2-tgo
tg2a +tga —ia % 3.ga-tga
@la=tgRa+ay= 8L =8 S L. 2.3
1-tg2o-tgar | 2-tg0 tea 1-3-tg%a

1-tga
b) Az addicios tételeket hasznalva:
tg20° - tg40° - tg60° - tg80° = tg20° - tg (60° — 20°) - tg 60° - tg(60° + 20°)

— t20°- tg60° — tg20° e 60° - tg60° +tg20°
1+tg60° - tg20° 1-tg60° - tg20°
_ o o . o _ 3 o
o, 1820 g Bl | g 3920°- 020"
1+/3 - tg20° 1-/3-tg20° 1-3-tg220°

Ez utébbi kifejezés az a) rész alapjan:

V3 -1g(3-20°) =+/3 -3 =3.



Legyen a haromszog 6,4 cm-es oldaldval szemben levs szog a. A feladat feltétele szerinta 9,3 cm-es
oldallal szemben levd szog 2a. Irjuk fel a hdromszogben a szinusztételt:

sin2e. _ 9,3 . 2-sinor-cosor _ 9.3 o coso = 9,3 S o= 4340° = 20 =86.80°
sinae 6,4 sin o 6,4 12,8

A harmadik, ismeretlen x hossziisdgu oldallal szemben lev§ szog:
180° —43,40° — 86,80° = 49,80°.
Felirva a szinusztételelt:
x _ sin49,.8°
6,4 sind34°
A haromszog oldalainak hossza 6,4 cm, 9,3 cm €s 7,11 cm, a veliik szemben levé szogek rendre
43,40°, 86,80° és 49,80°.

= x=7,11.

EED Az dbrdn o-val jelolt szogek merSleges szart hegyesszogek.

Az ABC derékszogli hdaromszog BC befogéja > , az AC
cosa

befogéja _10 .
sina

A haromszog tertilete:
5 10
7= osa_sina _ 50 50

2 2-coso-sino sin2o

Ez a pozitiv elGjeld kifejezés akkor minimdlis, ha sin 2o maximalis, vagyis 1. Mivel o csak hegyes-
sz0g lehet, ez csak 2o = 90° esetén teljesiil, azaz ha o = 45°.

A haromszog teriilete akkor minimadlis, ha befogéinak hossza:

> _s. J2cm, lletve AC= 10
cos45° cos45

=10-+/2 cm.

o

BC =

Az dtfogéja Pitagorasz tétele alapjan 5-+/10 cm.

Py

EEEID A bizonyitandé egyenlGség bal oldalan 4116 tortet bdvitsiik sin (o + f)-val:
sin(oe —B) _ sin(a — ) - sin(a + B)
sin(a + ) sin(a + B) '
A két sz0g szinuszdnak szorzatdt 0sszeggé alakitva:
sin(a—psinarp) 3 (0D -(@-P]-cosliapr+(a-p))
sin(a + B) - sin2(at + f8)

% -(cos2f — cos2a)

sin?(ar + B)
Akétszeres sz0g koszinuszéra vonatkozé osszefiiggés (cos2ac= 1 —2-sin’a és cos2 =1 —2-sin’f)
alapjan:
1
2’ (cos 25 = cos20) _sinfo —sin?f  sin’a sin’f3
sin(a + fB) sin(a+B) sin?(o+p) sin2(a+p)



MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

Mivel haromszogrdl van szo:
siny = sin((180° - (o + B)) = sin(a + B),

igy:
sin?or sin? _sina sin?f

sin2(o+B) sin’(a+B) sin’y sinly

A szinusztétel alapjan:
sinffa sin?f_ a? - b?
2 2 y C2

sin“y  sin

A bal oldalbdl kiindulva ekvivalens atalakitdsok sordn a bizonyitandé egyenlGség jobb oldaldhoz
jutottunk, tehat barmely haromszogben igaz, hogy

sin(a — ) _ a® - b?

sin(a + f3) c?

a) Alakitsuk 4t az %: ti—z kifejezést a szinusztétel segitségével, majd hasznéljuk ki, hogy

mindkét oldal pozitiv, a négyzetreemelés ekvivalens dtalakitds:

a_ |gx
b tgﬁ’

sinoe _ |tgo
sin tgf’
sina - tg B =sin?p - tgo,
sin . sino
20 - b_ sin?f - —— =
cos 3 cosa

sin

07

sing -sin 3 - (sin¢x - cosor — sin § - cos 3) = 0.

Ez utébbi egyenlGség mivel sin ¢, illetve sin 8 nem lehet nulla, csak akkor teljesiilhet, ha
sino - cosa =sin - cos B,
sin2¢ =sin2f.
Mivel hdromszogrSl van sz6, a 2¢, illetve 28 szog szinusza csak abban a két esetben lehet
egyenld, ha
200=2 = a=fp vagy 2a=180°-2 = a+p=90° = y=90°
A haromszog tehdt vagy egyenl§ szdrd, vagy derékszogt.

b) A hiaromszogben:
siny =sin((180° — (o + B)) =sin(c + B) =sin2 - % -
+p a+pf

.o
=2-sin - Cos .
2

2
Az ismert Osszefiiggés alapjan:
. . .o+ o —
sina +sin 3 =2-sin cos 2[3,
o+ o -
coso+cosfB=2-cos B cos 2ﬁ



sino + sin . .. « P
sina +sinp egyenlGséget a kovetkezd alakba irhatjuk:
cosa + cosf3

Tehét a siny =

2 -sin
2~sina;ﬁ~cosa+ﬁ=

2 2
sin %P (2 o2 %P _ 1) =0.

2 2

Ez utébbi egyenldség akkor teljesiilhet, ha:

. o+
sin

ﬁ:O vagy 2-cos2 &

=1.

Az els§ esetben azt kapjuk, hogy o + B = 2knm, ahol k € Z. Ez egyetlen haromszog esetén
sem teljesiilhet.

A masodik esetben:
oo+ 1
cos =—,
2 2
+p 1 2
cos =—=—
2 ‘ 22
amibdl:
a+f 2 a+f_ 2
coOs——=— vagy CcoS——=——.
2 2 2 2
Innen:
a+ﬁ=i%+2kﬂ,kez vagy a;ﬁzi%+2kmkez.

Mivel hdromsz6grdl van sz6, csak az elsé eset johet széba, ekkor o + = 90°.
Tehat a kérdéses haromszog derékszogd.

c) Alakitsuk szorzattd a cos2¢ + cos 23 Osszeget:

cos20 +cos2f =2-cos(a + fB)-cos(o — ).

Mivel a, B és y haromszog szogei, az ismert trigonometrikus 0sszefiiggések alapjan frjuk at
cos 2y-t:

cos2y=cos2-(180° - (& + B)) = cos 2 (& + B) = cos?(ax + JB) — sin”(cx + fB).
Az eredeti egyenlet jobb oldaldn szereplS —1 = —cos?(a + ) — sin®(a + fB).
Ezek alapjan az eredeti cos2a + cos2f3 + cos 2y =—1 egyenlet a kovetkez&képpen alakul:
2 -cos(a + ) - cos(o — B) + cos?(a + B) — sin? (& + B) = —cos?(a + B) — sin? (& + ),
2-cos(a +B)-cos(or —B) +2-cos?(a + B) =0,
2-cos(a + B) - (cos(a — B) + cos(a + B)) = 0.
A cos(a — B) + cos(o + ) Osszeget szorzatta alakitva:
2-cos(ax+fP)-2-cosa-cosf=0,
2-cosy-2-cosa-cosfB=0.
Ez utébbi egyenldség akkor teljesiil, ha vagy cosy, vagy cosa, vagy cos 3 nulla értéket vesz fel.

Mivel o és 3 haromszog szogei, ez csak akkor teljestilhet, ha a haromszog valamelyik szoge 90°,
tehat a haromszog derékszogd.



Trigonometrikus egyenletek, egyenletrendszerek — megoldasok

Az egyenletek megolddsai:

a) xl:%+2k7t,x2=5?”+217r(k,leZ);

b) xl=%r+2kn',x2=%+21n(k,leZ);

c) x; = 1,18 + 2km, x, = n— 1,18 + 2Ir (k, [ € Z);

d)x:i%ﬁzkn(kezx ¢) x=+7 + 2kr (ke 2
f) x==x1,00 + 2kr (k € Z); g) x==x2,50 + 2kn (k€ Z);
h)x=%”+kn<ke2); ) x=% +kn (ke

Jj) x=1,50 + kr (k € Z); k)x=2?n+k7t(k€Z);

[) x=0,75 + kr (ke Z).

Az egyenletek megolddsai:

a) x, = kr, x2=%+l7r (k,l e Z); b) x1=%+2kn, x2=117—2n+217t (k,1eZ);

b3 T
=—+2km, xo =— +2In (k, | € Z); d) x=—+—-kn (ke ?Z),
c) x T T, Xy B n(k,l€?Z) ) x TRE r(ke?Z)
e)x=%+3k7r(keZ); f)x=%-kﬂ(kez);
T 1 T 1
=—— += kn (ke Z); h) x=—+—=-kn (ke Z).
g) x YR ( ) ) x w03 ( )

Az egyenletek megolddsai:

a) x1=%+%~kﬂ, x2=§+%-lﬂ(k,leZ);

b)x=il+l.kn (ke Z);
12 2

c) x| = 3—” + 3km, x, =3Ir (k, | € Z), ami felirhaté x = é kr (k, € Z)) alakban.
) : 2

S T
d) x,=—+kr, x,=— +In (k, | € Z);
) x; T 277, ( )
2r
e) x1=2k7t,x2=?+2l7r(k,leZ);

1 T 1
xy=—-km, xo,=——+—-In (k,l € Z).
f) x 5 2773, ( )
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Az egyenletek megolddsai:

a)x1=2k7t,x2=§+§-l7t(k,leZ);

r 11z 2
b) x,=— =2k, x,=—+—"-In (k,l € Z2);
) x; T 2536 73 ( )
c)xlz—gkn,xz:g'ln(k,lel);

b4 T 2
d =——+2knm, xo=—+—-In (k,l € Z);
) N=0 ERETIE )

e) x=—-kn (ke Z),

f)x=

-k (ke Z).

N I
N | —

a) Hasznéljuk ki, hogy a szinuszfiiggvény pératlan:

x1=_£+z.kﬂ', x2=4—ﬂ+2'lﬂ,’ (k,lEZ)
21 7 9 3

b) Haszndljuk ki, hogy sin2x = cos (% - 2x):

v =Z42 kn v =F _2in (kieZ). amifelithaté x = = + 2 - kr (k € Z) alakban,
7473 27y 43

c) Hasznéljuk ki, hogy cos (x + %) =sin(-x), és hogy a szinuszfiiggvény paratlan:

v=-T il ="l wiew)
272 9" 3

d) Haszndljuk ki, hogy cos(x + ) = —cos x. A megoldadsok:
T r 1
== +kn, =——+—-ln (k,1eZ).
M7y RETyntylr Wied
e) A megoldésok:

=X lin wew.
24" 6

f) Hasznédljuk ki, hogy ctgx =tg (% - x). A megoldésok:
x=?—72t+%-k7r (ke?Z).
Hozzuk tgx = ¢ alakra az egyenleteket.
a)x=%+k7r(keZ); b) x=-0,32 + krt (k € Z);
c)sz,30+%+%-k7t(keZ); d)x=i%+k7t(keZ).
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EELF) Hasznaljuk ki, hogy cosx = sin (g - x), valamint azt, hogy a szinuszfiiggvény pératlan.

T 1 197 1 137
a)x=—g—§-k7r (kEZ), b) x1=7—§‘kﬂ, X2=E+lﬂ' (k,lEZ),

EEIE) Masodfoki egyenletre visszavezethetSk a trigonometrikus egyenletek.
a) A megoldéképlet alapjan:

sinx:% = x1:%+2k7r, x2:%+21n (k,leZ), vagy
sinx = —6, ami nem lehet.
A megoldasok koziil a [0; 27] intervallumba az x 1= %, Xy = 5?” gyokok esnek.
b) A megoldoképlet alapjan:
cosx = —% & x= iz?” +2kn (ke Z), vagy
cosx =3, ami nem lehet.
A megoldésok koziil a [0; 27] intervallumba az x| = 2?”, Xy = 4?” gyokok esnek.
c) A megoldoképlet alapjan:
sinx:; & x1:§+2k7r, x2=2?”+2m (k,1€Z), vagy

sinx = —~/3, ami nem lehet.

A megoldésok koziil a [0; 27] intervallumba az x| = %, Xy = 2?” gyokok esnek.

d) Az egyenlet az x € R\ {72[ + kn} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.

A megoldoképlet alapjan:
tgx=3 & x=125+kn (keZ), vagy

gx=1 o x2:§+m (e2).

A megoldasok koziil a [O; 27r] intervallumba az x; = 1,25, x, = 1,25 + 7, x3 = % Xy = 5—”

gyokok esnek. 4

EII) A feladatokban hasznaljuk a trigonometrikus sszefiiggéseket.

2

a) Mivel cos’x = 1 —sin’x, az egyenlet ilyen alakba is frhat6: sin?x +2-sinx —3 = 0.

A megoldéképlet alapjén:
sinx=1 & x=24+2%kn (keZ), vagy

sinx = —3, ami nem lehet.

2

b) Mivel sin®x = 1 — cos2x, az egyenlet ilyen alakba is frhaté: 2 - cos?x + cosx — 1 = 0.

A megoldoképlet alapjan:
COsSX = % & X = i% +2km (ke Z), vagy

cosx=-1 & xy,=rn+2r (l€Z).



c) Atangensfiiggvény értelmezési tartomanyabol x # % + krt (k€ Z). Mivel tgx = S

, valamint

Cos X
cosZx = 1 — sin?

x, az egyenlet ilyen alakra is hozhaté: sin?x +2-sinx—1=0.
A megoldoképlet alapjan:

sinx=-1+/2 < x,=0,43+2km, x, =7 - 0,43+ 2In (k,l €Z), vagy
sinx =—1-+/2 <1, ami nem lehet.

A megoldds beletartozik a tangensfiiggvény értelmezési tartomdnyaba.

d) Az egyenlet alaphalmaza: x € ]R\{g + kn} (k € Z). Ekvivalens atalakitdsok utdn az egyenlet

a kovetkezd alakra hozhat6: 2-cos?x = 1.
Innen a megoldis:
|COSX|=£ = x:£+k-£ ke?).
2 2
A megoldds az értelmezési tartomdnynak megfelel.

e) Atangensfiiggvény értelmezési tartomanyabol x # % + kn (k € Z). Ekvivalens atalakitdsok utdn

az egyenlet 6 - cos2x +/3 - cosx — 6 =0 alakra hozhaté.
Innen a megoldas:

COSXx =—

2 3\/5 < -1, ami nem lehet, vagy
3 T
cosx=7 = x:ig+2k7r (ke?).

Ezek a megolddsok a az értelmezési tartomanynak nem mondanak ellent.

f) Az egyenlet alaphalmaza: x € R\ {k . %} (k € Z) Ekvivalens atalakitdsok utdn az egyenlet
a kovetkezd alakra hozhat6: tg?x —2-tgx—1=0.
Innen a masodfoku egyenlet megoldoképlete alapjan:
tgx=1+/2 < x=1,18+krn (ke Z), vagy
tgx=1-2 & x,=-0,39+in (l€Z).

A kapott megoldasok beletartoznak az egyenlet alaphalmazaba.

g) Osszuk le az egyenlet mindkét oldaldt cosx-szel (a cosx = 0 nem megolddsa az egyenletnek,
mert sinx €s cosx egyszerre nem lehet 0):

. 2 .

,. Sin"x 4 sinx
cos?x cosXx
2-tg?x - 3-tgx+1=0.

A masodfoku egyenlet megolddsai:

+1=0,

tex=1 o x1=§+kﬂ(keZ), vagy

1
tgx =

5 & x,=046+In (I€2).
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h) A g) rész gondolatmenete alapjn:
2-tg?x—tgx—1=0.
Az egyenlet megolddsai:

tgx =1 & xI:%+k7r(keZ), vagy

tgx:—% & x,=-0,46+In (l€Z).

BT a) Azegyenletaz x e R \{% + kn} (k € Z)) alaphalmazon van értelmezve. Ekvivalens 4talakitdsok

utdn a sinx - (2 -cosx —/3 ) =0 egyenletet kapjuk. Innen:
sinx=0 & x =krm (keZ), vagy

cosx=73 o x2=i%+21ﬂ ().
A kapott megoldasok beletartoznak az egyenlet alaphalmazaba.
b) Az egyenletet az x € R\{kx} (k € Z) alaphalmazon oldjuk meg. Atalakitdsok utdn a kovetkezd
alakhoz jutunk: ‘tgg‘ = ?, ahonnan az x = i% + 2kn (k € Z) megoldasokhoz jutunk.

A kapott megolddsok beletartoznak az egyenlet alaphalmazdba.

c) Egy tort akkor nulla, ha:
aszamldléja0 & tgx=-2 & x=-1,11+kn (keZ).

d) Bontsuk fel az abszolut értéket, és osszuk el cos x-szel (cosx = 0 nem megolddsa az egyenlet-
nek, mert sinx és cosx egyszerre nem vehet fel 0 értéket).

Ha cosx > 0, akkor az egyenlet tgx = ? alakba frhaté. Ennek megoldasa x = % + kr (ke Z),
de cosx >0 miatt csak az els6 negyedbeli sz6g megoldds: x| = % + 2kn (ke Z).

Ha cosx <0, akkor az egyenlet tg x = —? alakba irhat6. Ennek megoldésa x = o +Ir (leZ),
de cosx < 0 miatt csak a masodik negyedbeli szog megoldés: x, = 5?” +2Ir (e Z).

BB a) Azegyenlet az x € R\{kx}, (k € Z) alaphalmazon van értelmezve. Atszorzis utn:
sinZx +2 -sinx -cosx =1,
sinZx + 2 - sin x - cos x = sin%x + cos2x,
2-sinx - cosx —cos?x =0,
cosx-(2-sinx —cosx)=0.
Ez utébbi egyenlGség akkor teljesiilhet, ha

cosx=0 < x1:§+k7r (keZ), vagy
tgx:% & x,=0,46+Ix (leZ).

A kapott megoldasok beletartoznak az egyenlet alaphalmazaba.

Az egyenlet pozitiv megoldésai: x; = % +km (keZ* U {0}) és x, = 0,46 + In (I € Z* U {0}).



b) Az egyenlet az x € ]R\{g + kn’} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve. Redukdljuk nulldra

az egyenletet, majd alakitsuk szorzatta: .
sinx

sinx —cosx+2- -2=0,
Ccosx
. sinx — cosx
(sinx —cosx)+2- — =0,
CcoSXx

(sinx — cosx) - (1 + 2 ):O.
CoSX

Ez utébbi egyenldség csak akkor teljesiil, ha a szorzétényezdk valamelyike O.
Ha az elsé tényezd O:
sinx—cosx=0 = tgx=1 < x:% +kr (ke Z).

A masodik tényez§ akkor 0, ha cosx értéke —2, ez nem lehet.
A kapott megolddsok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

Az egyenlet pozitiv megolddsai: x = % +kr (ke Z*u {0}).

EME) Vizsgaljuk az adott egyenletek jobb és bal oldalanak értékkészletét.
a) Az egyenletnek nincs megolddsa, mivel a bal oldal csak 8-ndl kisebb értéket vehet fel.
b) A bal oldal értéke legalabb 1, mivel:
—1<sinx<1 & 0<sin?x<1 & 1<250% <),
A jobb oldal a koszinuszfiiggvény értékkészlete miatt legfeljebb 1.
fgy az egyenlség csak akkor teljesiilhet, ha mindkét oldal 1 értéket vesz fel, azaz ha:
cosx=1 és 25" =] & sin’x=0.

Az egyenlet megoldésa: x = 2kn (k € 7).

EID o) Az addicids tétel alapjdn az egyenlet a kdvetkezd alakba frhato:
2- e -COSX + ? . sinxj = (1 + \/§) -sinx, amib8l cosx =sinx.

Az utébbi egyenlet megolddsa: -
x=Z+k7r (keZ).

b) Haszndljuk az addicids tételeket:

sin(3x—E):sin3x-cos£—cos3x-sin1:1~sin3x—£-cos3x,
3 3 3 2 2
n T .o 1 3 .
cos|3x + —|=cos3x-cos— —sin3x - sin— = —- cos3x — — - sin3x.
3 3 3 2 2

Ezek alapjan a megoldandé egyenlet:
L sin3x — £ -cos3x + 1 cos3x — ﬁ -sin3x =0.
2 2 2 2
Mivel cos 3x = 0 nem megoldésa az egyenletnek, az egyenletet tg 3x-re rendezve kapjuk, hogy:

te3x=-1 & x=%+%-kﬂ (k € Z).



MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

c) Az egyenletaz x ]R\{% + kﬂ'} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.

A bal oldalon all6 kifejezéseket frjuk at az addicios tételek segitségével, majd végezziik el az dssze-
vondsokat: sinx

\/E'COS)C:

cosx’
V2 - cos?x =sinx,
V2 -sin?x + sinx — /2 =0.

Innen a masodfoku egyenlet megolddképlete alapjan:
sinx=72 & x =§+2/m, x2=37ﬂ+2177: (k,1€Z), vagy

sin x = —+/2, ami nem lehet.

A megoldasok elemei az egyenlet alaphalmazanak.

d) Az egyenlet az x € R\{kn}, (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.

A bal oldalon all6 kifejezéseket rjuk at az addicios tételek segitségével, majd végezziik el

az 0sszevonasokat:
1 cosx

J3-sinx=—
2

sinx’
23 -sinx = cosx,
2.3 cos?x +cosx —2-/3=0.

Innen a masodfoku egyenlet megoldoképlete alapjan:

cosx:73 = x:i%+2kn (keZ), vagy

. 2 .
sinx = ——— < —1, ami nem lehet.

V3

A megoldédsok elemei az egyenlet alaphalmazanak.

EIB Alkalmazzuk az a-sinx + b-cos x = ¢ tipust egyenletek megoldasi modszerét: osszuk le az egyenlet
mindkét oldalat v/a? + b2-tel, majd hasznaljunk addiciés tételt.

2
a) Osszuk le az egyenlet mindkét oldalat (V3) +1 =2-vel:

. 3 1 3 . T .7 3
sinx-————cosx=—— = sinx-cos— —sin—-cosx=—.
2 2 2 6 6 2

. ) 3
sinx | x—=|=—,
5

Az addicids tételt hasznalva:

amelynek megolddsai:

xlzg+2kﬂ,x2=5?ﬂ+2lﬂ(k,l€Z);

b) A megoldésok:
x1==0,44 + 2kr, x,=230+2Irn (k,l€Z).



B Az egyenlet megoldasi 1épései:

sin (7 - cos x) = cos (7 - sin x),

. . (= .
sin (7 - cosx) = sin E—n-smx .

I. eset:
7r~cosx:£—7t'sinx+2krc (keZ),
cosx+sinx:l+2k, /~£
2 2
m) V2
cos|x—=|=~=+2 -k,
(x 4) 4
—1Scos(x—£)z£+\/§kgl.
4 4
U
Az egyenlétlenségek csak k =0 esetén teljesiilnek:
(-3
cos|x——|=—,
4 4
T
xlzi1,21+z+2nﬂ: (ne?).
IL. eset:

7r~cosx:7r—§+7t~sinx+2l7r (leZ),

Q

1
cosx —sinx=—+2I, /-
2 2

) 2
+ =242
cos(x 4) 4
—1$cos(x+£)=£+\/§-lsl.
4 4
]

Az egyenlétlenségek csak [ =0 esetén teljesiilnek:

( ﬂj V2
cos|x+—|=—,
4 4

Xy =+1,21 -§+ dmr (m e Z).

Az egyenlet megolddsai:

x=t1 21+ 4o és xy=+1.21-Z42mr (n,meZ).
4 4
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M) a) Haszndljuk a kétszeres szogekre vonatkozo dsszefiiggéseket, illetve a szogfliggvényekre érvé-
nyes pitagoraszi 0sszefliggést:

2x — cos2x =2 —sin2x,

sin
2 -sin%x — cos?x =2 - sinx + 2 - cos?x — 2 - sin x - COS X,
0=3-cos?x —2-sinx-cosx,
0O=cosx-(3-cosx—2-sinx).

Az egyenlet megolddsai:

cosx=0 o x1:§+k7r(keZ), vagy
tgxz% < x,=098+Ir (le2).

b) Osszuk le az egyenlet mindkét oldaldt cos?x-szel (megtehetjiik, mert cosx = 0 nem megolddsa
az egyenletnek).

A tg?x + (\/§ + 1) -tgx + /3 =0 egyenletet megoldva:
tgx=-V3 & x= —% +kr (keZ), vagy

gx=-1 x2=—%+ln (e2).

¢) Az egyenlet jobb oldaldn all6 2-t irjuk fel 2- sin?x + 2 - cos?x alakban, majd redukdljuk O-ra
az egyenletet. Igy a b) részben alkalmazott médszert alkalmazva tg?x +tgx—2 =0 egyen-
lethez jutunk.

Az egyenlet megolddsai:
tgx=-2 & x;=-1L11+kn (keZ), vagy

gr=1 o x2=§+l7r (e2).

d) A kétszeres szogekre vonatkozé Osszefiiggés alapjan az egyenlet:

2x = cos*x.

12-sin*x + 4 - sinx - cos
A b) részben alkalmazott médszert alkalmazva: 12 -tg*x + 4-tg2x — 1=0.

A masodfokuira visszavezethet§ negyedfoku egyenletet megoldva adédik, hogy:

tg?x = —%, ami nem lehet, vagy
tg?x :é & x=1+039+1In (leZ).

Az egyenlet megolddsa: x = 0,39 + In (Il € Z).

e) Mivel

2 . sin?2x
4 4 2x + cost) —2-sin?x-cos?x=1- S

sin“x + cos™x = (sin

a sin?2x = 1 egyenletet kell megoldanunk.
A megoldas:
r 1
xX=—+—-kn (ke Z).
4 2
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f) Az egyenletaz x € ]R\{k . %} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.

Ekvivalens atalakitdsokat végezve:
sinx +cosx=2-+2-sinx-cosx, /:\/2

. T .
sin (x + —) =sin2x.
4

Az egyenlet megoldésa:

=F 12 bk ke,
43

A megolddsok elemei az egyenlet alaphalmazanak.

g) Az egyenlet mindkét oldalat 2-vel osztva, majd alkalmazva a sin (o + f§)-ra vonatkoz6 addicids
tételt:

1
5 -sindx + ?~cos4x =sin3x,

sin (4)( + %) =sin3x.
Ez utébbi egyenl&ség akkor teljesiil, ha:
T 2r 2
X =——+2kn, xo=—"7+—="In (k,l€Z).
3 21 7

h) Az egyenletaz x € ]R\{k . %} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.
A bal oldalt alakitva:

_ cos*x —sin

2x - cos2x sin

4 2 2

X — sin
2

x _ (cos?x + sin?x) - (cos’x — sin®x) _ cos X

2x - cos?x sin

2

ctg?x — tg2x

sin 2x - cos?x

A jobb oldalt 16-(cos?x — sin®x) alakba frva a megoldandé egyenlet:

2 ;2
cos’x — sin’x .
——5————=16-(cos’x —sin’x),
sin’x - cos’x
2 2 1
(cos“x — sin“x) - ﬁ—m =0.
sin’ x - cos? x

Ez utébbi egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha:

tg?x=1 x1:§+%-kn(kel), vagy

sin22x=l o x2=i£+l-l7t (le?).
4 12 2
A megolddsok elemei az egyenlet alaphalmazanak.

i) Az egyenletet 2-vel osztva, majd hasznalva a sin (o — f§)-ra vonatkozo addicios tételt, a kovet-
kez6 egyenlethez jutunk:

sin( —£)~sin3x=1.
3

Mivel a szinuszfiiggvény 1-nél nagyobb értéket, illetve —1-nél kisebb értéket nem vehet fel,

ez utébbi egyenldség két esetben teljesiil.
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L. eset: sin (x - %) =1 és sin3x=1.
Az els6 Osszefiiggésbdl:
=TTk o x=F 4ok ke),
3 2 6
a masodikbol:
=42 o x="+21n(e2).
2 6 3
Ezek alapjan k és [ egész szdmokra teljesiilnie kell az aldbbi egyenlGségnek:
Sz

ST ok ="42 1
6 6 3

Az egyenletet rendezve kapjuk, hogy [ =1 + 3k, tehdt az eredeti egyenletiink megoldésa:

x1:%+§.(1+3k)-7r:5?”+2k7t (keZ).

IL. eset: sin (x - %) =-1 és sin3x=-1.
Az els6 Osszefiiggésbdl:

=T T o x=-Zionr (new),
32 6

a masodikbdl:
3z T 2
3x=—+2mr & x=5+§-m7r (meZ).
Ezek alapjan n és m egész szamokra teljesiilnie kell az aldbbi egyenl&ségnek:
T T 2
——+2nr=—+—-mnm.
6 2 3
Az egyenletet rendezve kapjuk, hogy m = 3n — 1, tehat az eredeti egyenletiink megoldésa:
T 2 T
Xpo=—+—=—-CBn-1)-r=——+2nr (ne?).
2=57%3 ( ) 5 ( )
Az egyenlet megoldésai:

X =5—”+2kn' és x :—£+2nﬂ k,ne?), amixzs—ﬂ+k7r (k € Z) alakban is irhato.
"6 S 6

J) Az egyenletaz x e ]R\{k g} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.

A nulldtol kiilonbozs valds szam és reciproka 0sszegére ismert egyenlGtlenség miatt:

tgx+L >2,

ltgx +ctgx| =
tgx

tehdt az egyenlet jobb oldaldnak értékészlete ]—o0; —10] U [10; oo].
A szinuszfiiggvény alapjdn az egyenlet bal oldalanak értékkészlete a [-2; 2] intervallum.

Mivel a jobb és bal oldal értékkészlet halmazdnak a metszete lires halmaz, az egyenletnek nincs
megoldasa.



a) Alakitsuk szorzattd az egyenlet mindkét oldaldt:

2x+x . 2x—x 3x . x
-sin =2-cos—-sin—,
2 2 2
2x+x . 2x—x . 3x . ox
- sin =—2-sin—-sin—.
2 2 2 2

Az egyenletet nulldra redukdlva, majd szorzatta alakitva kapjuk, hogy:

sin2x —sinx =2 -cos

COS2x —cosx =—2-sin

2 sinﬁ . (sin?’—x + cos3—x)=0.
2 2 2

Innen vagy sing =0, vagy tg%x =—1. Az egyenlet megolddsai a [0; 27] intervallumon:

x; =0 )c—E x—7—ﬂ: )c—11—7r és xs=2r1
=% =5 =R M=o 5 .
b) Alakitsunk alkalmasan szorzatta:
cosx+cos3x:2-c0sx+3x-cosx_23x:2-cost-cos(—x)=2-cost-cosx,

2x +4x 2x —4x
- COS
2
Ezeket felhaszndlva, az egyenletet nulldra redukdlva, majd szorzattd alakitva kapjuk, hogy:

=2-cos3x-cos(—x)=2-cos3x - cosx.

cos2x + cosdx =2 - cos

) 2-cosx-(cos2x + cos3x) =0.
Ujabb szorzatta alakitds utan:
2x + 3x _COSZx—3x _

0,
2 2

2-cosx-2-cos

4-cosx- coss—x -cos= =0.
2 2
Az egyenlet megolddsai a valds szdmok halmazén:

w=Fakn, v=C420n xy=n+2mn (lmeZ)
2 55

Az egyenlet megoldésai a [0; 27| intervallumon:
T T 3r 3 T, _ 9_77:

X1=—, Xo=—7", Xy=—", Xyu=T, Xsg=—, Xg=— €S X
15’ 2 2’ 3 5’ 4 > 5 2’ 6 5 7 5

EME) a) Az egyenlet bal oldaldn 4116 kifejezést dtalakitva az |sinx|=1—sin|x| egyenletet kell meg-
oldanunk.

Mivel mind a bal, mind a jobb oldalon all6 fiiggvény paros, ha egy valds szam megolddsa az egyen-
letnek, akkor az ellentettje is megoldas lesz.

Elég a megolddsokat x > 0 esetén keresniink. Ekkor |sinx|=1—sinx.
Ha sinx > 0, akkor az egyenlet:

2-sinx=1 & x1=%+2k7r, x2:%+2ln’ (k, 1 € Z+ U{0)).

Ha sinx < 0, akkor ellentmondésra jutunk.
Tehat az egyenlet megolddsai:

x1=%+2k7r, xzz%”wln, x3=—%—2k7r, x4:—‘%”—21n (k.1e Z+ L {0)).
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b) Az egyenlet az x € R\{kxz} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.
Bontsuk fel a jobb oldalon 4116 abszolitértéket tartalmazé kifejezést:

b4
7, ha xX<——,
2

x+£{= —2x, ha —ESx<£,
2 2

—m, ha <x.

[SER IS

Ez alapjan:
Ha x<—§, akkor
ctgx:? = x1:§+k7c (keZ).
Ha _z <x< E, akkor
2 2
2
NERY

amelynek az adott intervallumon nem lehet megolddsa, mert a jobb és bal oldal elGjele kiilonbozd.

Ctgx=— * X,

Ha % < x, akkor

ctgx = —?3 & Xy = —% +in (leZ).
Az egyenlet megolddsai:

x1=§+kﬂ: (keZ) és x2=—§+lﬂ (leZY).

Ezek a megolddsok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

a) Az egyenletaz x e R \{E + kn} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve. Ekvivalens atalakitdsok
utdn: 2 16tg2x _ 4tg2x +1 192’
(4te)’ _ 4. 4t _192 = 0,
A kapott masodfokura visszavezethet§ egyenletet megoldva:
4'°% = _12, ami nem lehet, vagy
487 =16 & tg?x=2 & tgx= +4/2, amibdl x =+0,96 + k. (k € Z).
Az x==£0,96 + krr (k € Z) megolddsok elemei az egyenlet alaphalmazénak.

b) Abal oldalon 4116 logaritmikus kifejezések akkor vannak értelmezve, ha sinx és cosx pozitiv
értéket vesz fel, €s egyik sem 1. Az egyenlet megoldésait tehét az ]Zkﬂ;g + 2k7t[ (keZ)
intervallumokon kell keresniink.

A logaritmusra vonatkoz6 azonossagok alapjéan:
log s Sinx +logg, ,cosx =2,

——  + log, ,cosx =2.
log;, . cOsx



Ismert, hogy nullatdl kiilonboz§ valds szadm és reciproka dsszegének abszolut értéke nagyobb
egyenl6 mint 2, valamint az 6sszeg csak abban az esetben lehet 2, ha a valds szdm éppen 1.

Az egyenlet megolddsat tehét a log;, .cosx =1 egyenlet szolgéltatja.

Innen sinx = cosx adddik, amelyet az alaphalmaz elemei koziil csak az x = T 4 okn (keZ)
valdés szamok elégitenek ki. 4

Az egyenlet megoldédsa:
x=% + 2kx (k € Z).

El&szor adjuk meg azt az alaphalmazt, amelyen a megadott egyenl§ség értelmezve van:
x+£¢z+kn = x¢£+k7r, illetve E—x;at£+l7r = x#-In (k,1€2).
4 2 4 2 2

Az addici6s tétel alapjdn az egyenlet bal oldala tg (x + %) = ;g xt+ ! , de ezt csak akkor frhatjuk fel,

ha x¢§+nﬂ(neZ).

T

Ismert, hogy tg (2 x) =ctgx = %, tehat az adott egyenlet a kovetkezd alakba is frhat6:
gx

tgx+1:L_1 = tgx:l = x=0,32+mn (neZ).
I-tgx tgx 3

Ha x = % +nn (n € Z), akkor ez megoldésa az egyenletnek, mivel a bal oldal:

t (x+£)—t (£+n7r+£)——l

T T T
tg|=—x|-1=tg|=Z -2 —nx|-1=-1.
o5 reel5 -5

Az egyenlet megoldasai az alaphalmazon:

és a jobb oldal:

x1=§+nﬂ (neZ) é x,~0,32+mx (meZ).

¢I4k) A masodfokira visszavezethetd egyenlet diszkriminénsa:
D=4-(p+1)2—-16p=4-p>-8p+4=4-(p-1)>2
A megoldoéképletet haszndlva:
2-(p+)£2-Ip-1l _2-(p+DE2-(p-1)
2 2 ’

Sinxl 2=

ahonnan
sinx =2, ami egyetlen x-re sem teljesiilhet, vagy
sinx = 2p.
Figyelembe véve, hogy
-1 <sinx=2p<1,
az egyenletnek akkor lesz megoldésa, ha:

IN
<
IN

N | =
N | =



{I3E) Az adott intervallumon az x = 0 helyen az egyenlet nincs értelmezve.
Mivel

tg2x + 2-sin?x + 2 - cos?x + ctg?x = tg2x + 2 + ctg?x =
=tg?x + 2-tgx-ctgx + ctg?x = (tgx + ctgx)?,

1 : ) . 1
az egyenlet tg x + ctg x = tgx + —-re nézve masodfoki. Legyen tgx + — =a.
tgx tgx

Az egyenlet a kovetkezd alakba irhaté:
a* —4ma + 3m?* = 0.
Az egyenlet diszkrimindnsa:

+ +
D=16m2—12m2=4m? & a,=" —22|m| = 4’”;2’"

Ez alapjan tgx + tL =m és tgx + ti =3m egyenletek megolddsainak szamat kell vizsgdlnunk
gx gx

a;=3m, a; =m.

m fliggvényében a ]—%; %[ intervallumon.

A tgx fliggvény kolcsonosen egyértelmd a ]—E; E[ intervallumon, és értékkészlete a valds szamok
halmaza. 22

Ezeket figyelembe véve az f: R\{0} > R, f(x)=x+ 1 fligg- .
X

vény grafikonja alapjan a kovetkezd megallapitasokat tehetjiik.

Az adott intervallumon a tgx + ctgx = m egyenletnek f)=x +%
két megoldésa van, ha |m|>2, 1

= 1 X
egy megoldésa van, ha |ml=2, 5

nincs megoldasa, ha [ml<2. /\

Az adott intervallumon a tgx + ctgx = 3m egyenletnek

két megoldésa van, ha 3ml>2 < |ml> z,
3

egy megoldésa van, ha [Bml=2 < |ml= %

nincs megoldésa, ha [3ml<2 & |ml< %

Tehat az egyenletnek

nincs megoldasa, ha |ml< %’
, 2
egy megolddsa van, ha [ml==,
3
két megoldésa van, ha % <|ml<2,

hdrom megolddsa van, ha [|m|=2,

négy megolddsa van, ha [ml>2.



A TRIGONOMETRIA ALKALMAZASAI

a) Az els6 egyenletbdl y-t kifejezve, majd befrva a masodikba:

sinx =+/3 - sin E—x,
2

sinx =+/3 - cosx.
Mivel a cosx # 0, ezért tgx = /3.
Ez alapjdn az egyenletrendszer megolddsai:
(5 +km - kn) (k € Z).
3 6

b) Az elsé egyenletbdl sinx = —cosy, ezt beirva a masodik egyenletbe kapjuk, hogy:
cosy-siny:% & sin2y=1 & y:§+k7r (keZ).
Ezt visszairva az elsd Osszefiiggésbe, ha
N :%+ 2lr, akkor sinx = 5 & = % +2nm vagy x, :% +2mm,

y2=%+21n', akkor sinx:T2 = x3:§+2n7r vagy x4:%+2m7t.

Az egyenletrendszer megoldésai a valds szdmok halmazan a kovetkez6 szamparok (I, m, n € Z.):

S onm Evoinl (TE v omm E 42,
4 4 4 4

£+2n7r;5—”+2l7r, 3—”+2m7r;5—n-+2l7r.
4 4 4 4

¢) Kihaszndlva, hogy az exponencidlis fliggvény kolcsonosen egyértelm:
cos2x +cos2y=0
2-cosx-cosy=1 }
Az els6 egyenlet bal oldaldt alakitsunk szorzatt:
cos(x+y)-cos(x—y)=0.
A masodik egyenlet bal oldalat alakitsuk 6sszeggé:
cos(x+y)+cos(x—y)=1.
Az elsé egyenlet bal oldaldn 1évé szorzat két esetben lehet 0.
I. eset:

cos(x+y)=0 < x+y:§+kﬂ: (k € Z).

Ezt a méasodik egyenletbe helyettesitve:
O+cos(x—y)=1 = x—-y=2nn (ne?).
Igy az egyenletrendszer:
xX+y= g +km

xX—-y=2nx
Innen:
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II. eset:

cos(x—y)=0 < x—y=§+lﬂ (eZ).
Ezt a mdsodik egyenletbe helyettesitve:
cos(x+y)+0=1 = x+y=2mn (me?Z).

Igy az egyenletrendszer:
xX—y= T i
2

x+y=2mn

Innen:

A feladat megoldasai (k, [, m, n € Z):

_(ﬁj y_(ﬁ )
4 \2 4 \2
T
4

ALim|x T (L ).
2 I b '

a) Az x-re masodfokiinak tekinthetd egyenletnek csak akkor van valés megolddsa, ha diszkrimi-
nansa nem negativ:
D =4-sin’xy —4 =4 (sin®xy — 1) > 0.
Mivel sin®xy legfeljebb 1 értéket vehet fel, a diszkrimindns pozitiv nem lehet.
Tehat, hogy legyen megoldas, a diszkrimindnsnak 0-nak kell lennie. Ebben az esetben sinxy = 1
vagy sinxy =—1.
Ha sinxy = 1, akkor az egyenlet megolddsa:

2+2x+1=0 & x=-1 = sinxy=sin(-y)=1 < y:%+2kn' (k € Z).
Ha sinxy = -1, akkor az egyenlet megoldasa:

x2-2x+1=0 & x=1 = sinxy=siny=-1 & y:%t+217t(lel).
.. 3r . 3r L
Az egyenlet megolddsai az |1; 7 +2km| és |-1; ? + 2l | szamparok, ahol k, [ € Z.

b) Ismert, hogy egy 0-tdl kiilonbdzd valds szam és reciproka 0sszegének abszolut értéke legaldbb
2. Az 6sszeg 2 értéket csak akkor vesz fel, ha a valds szdm 1, illetve —2 értéket akkor, ha a valds
szam —1.

Figyelembe véve a koszinuszfiiggvény értékkészletét, cosy értéke 1 vagy —1 lehet.
Ha cosy =1, akkor
y=2kn (keZ) és x=1.
Ha cosy = -1, akkor
v=n+2n (le?Z) é x=-1.

Az egyenlet megolddsai az (1; 2km) vagy (—1; m+ 2[m) szampéarok, ahol k, [ € Z.



A korcikkhez tartozé kor kozéppontja legyen O, az AB hirt
a C pont ossza két részre ugy, hogy AC:CB =1:2.

Mivel az AOB haromszog olyan egyenld szdrd hdromszog,
amelynek szdrszoge 120°, OAB<¥ = OBA< = 30°.

Legyen AOCH = a, ekkor BOC¥ = 120° - a.
[rjuk fel az AOC, illetve BOC hiromszogekben a szinusztételt:

AC  sina . CB sin(120° - o)
—=— , dlletve —=———7—.
CO sin30° co sin 30°
A két egyenletet egymadssal elosztva kapjuk, hogy
AC _ sino 1 sina

= &8 —=——— & 2sina=sin(120°-o).
CB sin(120°- ) 2 sin(120° - )

Az addicios tételt hasznalva:
2sino =sin120° - cosor — cos120° - sin ¢,

. J3 1.
2sino = Tcosa + Esma,

3. 3
—sino = ——cosa.
2 2

Mivel cos o =0 nem megolddsa az egyenletnek:

tga =

w|G

Az egyenldség megolddsa a 120°-ndl kisebb pozitiv szogeket tekintve: a = 30°
A két részsz0g nagysdga 30° és 90°.

I3N) A focista tartézkodjon a P pontban, és a palya
AB oldala legyen 105 m, az AD oldala 68 m D ¢
hosszi.

: A 1404 30°-
Jelolje az ABP szoget o. Ekkor a P-nél 1évé “

szogek nagysagat figyelembe véve:

PADL = és PDA¥=30°-q. 68| Ap
Az ABP derékszdgl haromszogben: .
PA . o
— =sing,
105
amibGl ) 5 =
PA =105-sina.

Az APD hiromszogben felirva a szinusztételt:
PA  sin(30° — o)
68 sinl50°
Behelyettesitve az ismert értékeket:
1 3 .
PA E-cosa—7-31noc
o

1 = PA=68-cosa —68-+/3-sina.
2



A két 0sszefiiggésbdl a kovetkezd trigonometrikus egyenlethez jutunk:
105 - sinor = 68 - cosor — 68 - /3 - sina.

Ezt megoldva: 63

105+ 683
Az APD hiromszog A cstcsdndl 1évS szog 16,97° a D csucsndl 1€v6 szog 30°—16,97°=13,03°
ezért PA < PD, tehat a PA tdvolsigot kell meghatdroznunk.

A focistdnak a P ponttdl az A cstcsig 105 -sin16,97° = 30,6 m tavolsagot kell megtennie.

tgo = «a=1697°

Trigonometrikus egyenlétlenségek — megoldasok

a) 2kr<x<n+2kn (ke?Z), b) —%+kn<x<§+kn (ke )
¢) —§+2kn5xs§+2kn (k € Z): d) %+2kn£x£%r+2kn (k e Z):;

T 11z T r
e)?+2k7t<x<T+2k7t(keZ); f)z+2k7thST+2k7r(keZ);
g) —2?”+2kns)cs2?”+2kn(ke2); h)%+k7r$x<g+k7t(keZ);

i) %+kn£x<n+kn (ke?).

a)—%+kn£x£%+k7r(kel); b)%+4kn£x£5n+4kn(kel);
e 1 T 1 4
) —+--kn<x<Z +=-kn (keZ); d) knsx<— +kr (keZ);
36 3 43 3
e)Z—;+kﬂSxS4?”+k7r(keZ); f)xelR\{%”k”}(kEZ)?

g) x=kn (keZ).

h) Az egyenlGtlenség sinx = ? alakba frhat6. Megolddésa: % +2kn<x< 2?7[ +2kr (k€ Z).

a) Az egyenl6tlenséget azok a valds x szamok elégitik ki, amelyekre tgx > 1 vagy tgx < —1.
Az egyenlbtlenség megoldésa:

E+k7r<x<£+k7r(keZ) vagy £+l7r<x<3—n-+l7t(leZ).
4 2 2 4
b) Az egyenlGtlenség minden valds szdmra igaz, mert % > 1.

c) Az egyenletaz x ]R\{% + kﬂ'} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.

Legyen tgx = a, és ekkor az a® + a —2 > 0 egyenlétlenséget kell megoldani. Ennek megoldésai:
a<-2 vagy a>1.



Az eredeti egyenlGtlenséget azok az x valds szdmok elégitik ki, amelyekre tgx < -2 vagy
tgx> 1.

Az egyenl6tlenség megolddsa:

—§+k7r<x<—l,11+k7t (keZ) vagy %+lﬂ<x<%+ln (eZ).

d) A c) részhez hasonlé gondolatmenet alapjan az egyenlGtlenséget azok a valds x szdmok

elégitik ki, amelyre —2 < cosx < %

A bal oldali egyenlGtlenséget minden valds szdm kielégiti, a jobb oldali és egyben a teljes
egyenlGtlenség megolddsa:

§+2k7t<x<5?ﬂ+2k7r (k € Z).

e) Felhaszndlva, hogy sin?x = 1 — cos?x, a kovetkezd egyenldtlenséget kell megoldanunk:

2

2-cos“x—cosx—1<0.

Ebbdl a —% <cosx <1 feltételt kapjuk cosx-re.

Az egyenl6tlenség megolddsa:

—2?”+2k7r<x<2?7r+2k7r (keZ) & x=2n(eZ)

E¥ a) A logaritmus utdn 4ll6 kifejezés csak pozitiv értéket vehet fel, tehat a cos x > ﬁ egyenldt-
lenséget kell megoldani. 2

Megoldas:
T T
—g+2kﬂ:<x<g+2kﬂ' (keZ)

b) A négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartomanya miatt a ctgx >+/3 egyenlStlenséget kell
megoldani.

Megoldis:

k7r<x£%+k7r (keZ).

c) Alogaritmusfiiggvény értelmezési tartomanyabol adéddan sinx > 0.

A négyzetgyokfiiggvény értelmezéEsi tartomanya miatt 1g(sinx) > 0, amibdl a tizes alapu loga-
ritmusfiiggvény szigord monoton névekedése miatt sinx > 1.

Elég tehdt a sinx > 1 egyenlStlenséget megoldanunk.
Az egyenl6tlenség megoldésa:

x=g+2k7r (k e Z).

d) A tgx

kifejezés értelmezési tartomanya x € R\ {k . E} (keZ)
sin x 2

A négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartomdnya miatt:
tgx

=21 120 o >1.
Sin x COSx
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Ez utébbi egyenlStlenség pontosan akkor teljesiil, ha:

O<cosx<l —%+2lﬂ<x<%+21n (leZ).

A kifejezés értelmezési tartomdnya:

—£+2m7r<x<%+2m7r, x 2 2kn (k,meZ).

EIFA a) Alakitsuk szorzatta a bal oldalt:
cos*x — sin*x = (cos2x — sin?x) - (cos2x + sinZx) = cos 2x,

cos2u>t = _Tikr<x<Fikn (keZ).
2 6 6

b) Haszndljuk a sin2x-re vonatkozé azonossagot, majd nulldra redukdlds utdn alakitsuk szorzattd
az egyenl&tlenség bal oldaléat:

sinx-(2-cosx—1)<0.
A szorzat negativ értéket vesz fel, ha a tényezdk kiilonbozd eldjeldek.

L. eset:
sinx>0 & 2kn<x<rm+2krn (keZ) és

2-cosx—-1<0 < cosx<% = §+2lﬂ'<x<5?n-+2l7t (le?).

A két intervallum metszete:

§+2n7r<x<7r+2n7r (ne?).

IL. eset:
sinx<0 & —-m+2kn<x<2kn (keZ) és

2-cosx—-1>0 & cosx>% = —%+2lﬂ<x<§+21ﬂ' (le?).

A Kkét intervallum metszete:

—%+2m7r<x<2m7t (meZ).

Osszefoglalva az egyenlStlenség megolddsa:

§+2n7r<x<7r+2n7r (neZ) vagy —§+2mn<x<2m7c (meZ).

c) Az egyenlétlenség mindkét oldaldt osszuk el +/2-vel, redukéljuk O-ra, és alkalmazzuk a két szog
kiilonbségének szinuszara vonatkozo addicids képletet.

sin (x —£)<O.
3

—2?”+2k71:<x<%+2kﬂ (keZ).

fgy a megoldandé egyenlet:

A megoldas:



d) A bal oldalon levé tort akkor van értelmezve, ha x € IR\{% + kn} (k € Z).

Az egyenl6tlenség bal oldala dtalakithat6 az addicids tételek segitségével:

. T
Sin (x + )
4
. ( 7[)
Sin - —
4

A tort pozitiv értéket vesz fel, ha a szdmlalo és a nevezd azonos elGjeld.

> 0.

I. eset:
sin(x+£)>0 = —z+2kn<x<3—ﬂ+2kn (keZ) és
4 4 4
sin(x—%)>0 PN §+2m<x<5—”+2m (le).

A két intervallum metszete:

T onm<x< T tong (ne).
4 4
II. eset:
sin(x+5)<o o Fiokn<x<Tiokn kez) és
4 4 4
. n b4 o
sin x—Z <0 & T+21n<x<7+2l7r (leZ).

A két intervallum metszete:

%+2mn’<x<%+2mﬂ (meZ).

Osszefoglalva az egyenlStlenség megolddsa:

%+p7r<x<%r+p7r (pe ).

EFE) o) Kétszeres szogekre vonatkozo Osszefiiggés alapjén:

4-sinx-cosx =2-sin2x.
A logaritmusfiiggvény értelmezési tartomanyabdl adéddan:

2-sin2x+1>0 = sin2x>—%.

A négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartomdnya miatt log,(2-sin2x + 1) = 0, amibdl a kettes
alapu logaritmusfiiggvény szigori monoton novekedése miatt:

2-sin2x+121 & sin2x20.
Elég tehat az értelmezési tartomany meghatarozdsdhoz a sin2x = 0 egyenlStlenséget megoldani.
A kifejezés értelmezési tartomdnya:

l7r<x<§+lir (le2).



b) Alogaritmus utdn 4116 kifejezés csak pozitiv értéket vehet fel:
sinx +cosx +1>0,
sinx +cosx >—1.

Osszuk le az egyenl6tlenség mindkét oldalat /2-vel, majd hasznéljuk a sin(a + B)-ra vonat-
kozé addicids Osszefiiggést:

. 2
sm(x+£)>—£ = —E+2k7t<x<n'+2kﬂ' (ke ).
4 2 2
B Az egyenlet masodfokd, ha sin2p # 0, vagyis p #k - % (k€ Z).
Egy mésodfoku egyenletnek akkor van két kiilonboz§ valés gyoke, ha a diszkrimindnsa pozitiv:
D=(4-cosp)2—8~\/§-sin2p:16-(cos2p—\/§-sinp~cosp)=

:32-cosp-e-cosp—g'sinp):32~cosp~cos(p+%):

=16~[cos (2p+£)+cos£}: 16~[cos (2p+zj+l}.
3 3 3) 2

Ez alapjan a cos (Zp + %) > —% egyenlGtlenséget kell megoldanunk, amely pontosan akkor teljesiil, ha:
—2—”+2k7r<2p+£<2—”+2k7r,
3 3
T
—7r+2k7r<2p<§+2k7r,
—§+kn<p<%+kﬂ (k e 7).

Az egyenletnek két kiilonboz6 valés megoldasa van, ha:

—§+kn<p<%+kn é pzin (kleZ).

&8 o) irjuk fel coso-t 1-2- sinzg alakban.

A cosf3+ cosy Osszeget alakitsuk szorzatta, és vegyiik figyelembe, hogy S+ y=180°— o

cosf+cosy=2- COS% : cos% =

=2~cos(90°—g)~cosﬂ_y=2-sing-cosﬂ_y.
2 2 2 2

Ezek alapjén:
cosa+c0sﬂ+cosy:1—2-sin2g+2-sing-cosﬁ_y
2 2 2
Mivel cosl3 ; Y maximalis értéke 1:
a a B - o 1YV
1-2-sin?2= +2-sin— - cos yS1—2-sin2—+2 sin—=—-—2-{sin— — —
2 2 2 2



Egy valds szdm négyzete nem lehet negativ, vagyis:

3
cosa +cosf +cosy SE.

Az egyenl§ség csak akkor teljesiil, ha:

cosﬁ_}/:l és sing=l.

Mivel o, B és y haromszdg szogei, ez csak akkor lehet, ha o = B = y = 60°, vagyis ha a harom-
sz0g szabalyos.

b) Mivel «, B és y haromszog szogei, cosa, cos B és cosy pozitiv valds szamok.

Irjuk fel a szamtani és mértani kozép kozti osszefiiggést erre a harom szamra, és hasznaljuk fel
az a) részben bizonyitott egyenldtlenséget:

osa + cos 3 +cosy)3<(l'§)3_l
3 32§

c
cosa - cosfB-cosy < (
Az egyenlGség csak akkor teljesiil, ha:
< 3
cosa=cosff=cosy és coso+cosf+cosy = 5

Ezen feltételek csak szabalyos hdaromszog esetén teljesiilnek.

Vegyes feladatok — megoldasok

1 3 1
- b) =; - d) —1.
a) > ) 5 c) 5 )

a) A két vektor merSleges egymasra.
b) A két vektor 30°-0s szoget zar be.
c) A két vektor 120°-o0s szoget zar be.

A paralelogramma oldalainak hossza 9,54 cm és 13,45 cm.

a) A haromszog tompaszogd.
b) A hdaromszog tompaszogd.

A haromszog masik két oldala 10,78 cm és 12,26 cm.

A kert harmadik oldala a koszinusztétellel szamithato:
¢2=152+202-2-15-20-c0876,41° = ¢=22.

A kert keriilete: 15 +20 + 22 =57 m.

A bekeritéshez 571,85 = 105,45 m? dréthdléra van sziikség.

A haromszog szogei: 149,15° 11,19° és 19,66°

A hdromszog hidnyz6 oldalainak hossza 4 - V21 = 1833 cm, 5-+/21 =22,91 cm, a veliik szemben
levd szogek rendre 49,11° és 70,89°.

a) Az egyenletet redukdljuk nulldra, majd alakitsunk szorzattd. A megolddsok:
x, =k, @:i§+2m (k1€ Z).



MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

b) Az egyenlet alaphalmaza minden olyan valds szdm, amelyre x # g +kn (keZ)

Szorzattd alakitds utdn a megolddsok:
X =km, x,= J_r% +2r (k1eZ).

A megoldésok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

c) Haszndljuk fel, hogy sin3x = cos g - 3xj. A megoldasok:

x1=£+%.kn’ xzz%—ZIﬂ (k,lEZ)

20 5

a) x1:3—n+2k7r,x2:%+217r(k,leZ); b)x=%+k7r(keZ).

a) Ty 2kr<x< % +2km (ke Z). b) Az értelmezési tartomdny az lires halmaz.

¢) §+kn3x<§+kn (k € Z).

a) Az ABCD négyzet koriilirhaté korének r sugara az 4tlé
hosszénak fele, 5-/2 egység. A kor kozéppontja a négyzet . e

atléinak O metszéspontja.

Ismert, hogy egy szakasz felezGpontjdba mutaté vektor a vég- ,

pontokba mutaté vektorok szamtani kdzepe, tehat: /
10

(PA +PC)-(PB+PD)= |
PA+PC PB+PD _, —5 5_ L
2 2
—4r2=4-(5-42)" = 200. e e

b) Mivel a négyzet atl6i merSlegesek egymadsra, vektoraik skaldris szorzata O:
(PA - PC)-(PB - PD)=Ci - DB =0.

=4

EED a) Ha egy 7 egység hosszi vektor merdleges az d(—3; 4) vektorra, akkor x, y koordindtaira

fenndll a kovetkezs két osszefiiggés:
x2+y2=49
“3x+4y=0 |

Az egyenletrendszer megolddsai, és igy az d(—3; 4) vektorra merGleges 7 egység hosszi

(@.ﬂj va (_ﬁ._ﬂ)
55 &y 57 5)

b) Az el6z6 részben leirt gondolatmenet alapjan az d(—5; 12) vektorra meréleges 7 egység

vektor koordinatai:

2z

( ' ) ( ‘ )



EFD) Ha tgx:%, akkor ctgx:%, |sinx|=§ és |c0sx|:%.

a) Mivel tgx értéke pozitiv, az x sz0g az els6 vagy a harmadik negyedben lehet. Ezekben
a negyedekben sinx és cosx elGjele azonos, tehat:

. 12
sinx -cosx =—.
25
b) A kifejezés értéke:
S S
sin?x +ctgx (3 4 127
5) 3

EN) A paralelogramma mésik két szoge 112° és ezeket a szogeket
az 4tl6 egy 28°-0s és egy 84°-0s szogre osztja. Igy ez az 4tlo
a paralelogrammat két olyan haromszogre bontja, amelynek
szogei 68° 28° és 84° A hdromszog 68°-0s szoggel szemben
levé oldala 20 cm hosszi, a hdromszog masik két oldala pedig
a paralelogramma két oldala.

A szinusztétellel kiszdmithat6 a haromszog hidnyzé két oldaldnak hossza:

i=s%n28 - a=20-s%n28 = a=10,13,
20 sin68° sin 68°
b _sin8F g S8 14
20 sin68° sin 68°

A paralelogramma oldalainak hossza 10,13 cm és 21,45 cm.

€5 A feladatban szerepld teritS legyen az ABC haromszog. Egy hdromszog teriiletét egy cstcsabol
kiindulva pontosan a sulyvonal felezi. Az ABC haromszogben a szokésos jelolésekkel ¢ = 18 cm,
a masik két oldalhoz tartozé silyvonal hossza s, = 15 cm és 5, =21 cm.
. I ) ) V2c2+20% - a? V2a? + 2¢? - b?
Ismert a hdromszdg sdlyvonaldra vonatkozd s, =——————— és 5 =————
Osszefliggés. 2 2

Az ismert adatokat beirva, és az egyenletrendszert megoldva: a = 28,77 és b = 23,24,
A teritd masik két oldalanak hossza 28,77 cm és 23,24 cm hosszd.

E¥H) Vegyiik fel az ABCD trapéz hosszabbik AB alapjn az E pontot
ugy, hogy az AECD négyszog paralelogramma legyen. Ekkor
EB=15-8=7dm, BC=8dm és EC =6 dm.

Az EBC hiromszogben ismerjiik hirom oldal hosszat, igy

a koszinusztétellel kiszamithatjuk [ szogét:
6>=82+7>-2-8-7-cosp = B=46,57"

Az EBC hiromszdg E csicsdndl levs o szogét a szinusztétellel

hatdrozhatjuk meg:

_sine 8 7553

sin46,57° 6
(180° —75,53° = 104,47° nem lehet, mert ekkor a hdromszog harmadik szoge 28,96° lenne, ami
nem tesz annak eleget, hogy egy haromszogben nagyobb oldallal szemben nagyobb szog van.)
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a) Atrapéz szogei: 46,57°, 75,53° 104,47° és 133,43°.
b) A trapéz magassdga az EBC hiromszdg EB oldaldhoz tartozé magassaga:
m=8-sin46,57° = 5,81 dm.

_(15+8)-5,81

apéz —

A trapéz teriilete:

T, = 66,82 dm?

E¥E) Az ABC héromszog AB =24 + 36 = 60 cm hosszi oldalat a belsé
szogfelezd a D pontban metszi. Ismeretes, hogy egy haromszog
belsd szogfelezGje a szemben 1év oldalt a szomszédos oldalak
ardnydban osztja. A haromszog AC oldaldnak hossza legyen 3x,
a BC oldaldnak hossza 2x.

Az ABC hiaromszogben felirva a koszinusztételt:

60% = (3x)% + (2x)2 —2-3x-2x-cos 78° = x=18,51. A~ % D 24cm B

a) A haromszog oldalainak hossza: AC = 55,53 cm és BC = 37,02 cm.

b) A hdromszog o szogét a szinusztétellel szamolhatjuk ki:
sina 37,02
sin78° 60
(Az « biztosan hegyesszog, mert nem a leghosszabb oldallal szemben 1év6 szog.)
A hdromszog szogei: 37,12° 64,88° és 78°

o =37,12°

c) Legyen a hdromszog beirt korének sugara r. A hdromszog teriiletét irjuk fel kétféleképpen:
a-b-siny a+b+c a-b-siny
=r- = r=——"->"
2 2 a+b+c
A haromszog beirt korének sugara 13,18 cm.

=13,18.

d) Legyen a haromszog koré irhat6 korének sugara R. Egy kor sugara, htirjanak hossza és a hirhoz
tartozo keriileti szog kozotti ¢ = 2R - siny Osszefliggés alapjan:

R=—S <3067

2-siny
A hdromszog koré frhat6 korének sugara 30,67 cm.

ED) A hegycsics helyét az M, annak merGleges vetiiletét a T pont Y
jeloli. A kikotSk az A és a B pontban vannak.

80°12°
Az ATM derékszogli haromszogbdl:
400 go1a 10042
sin8°14>
a BTM derékszogl haromszogbdl:
M = ﬂ
sin10°42°
Az ABM haromszogre felirva a koszinusztételt:

2 2
AB? = '400 +[— 400 5. .400 . 400 - c0s80°12”
sin&°14’° sin10°42’ sin8°14’ sin10°42’

Innen AB = 3224.
A két kikots tavolsdga 3224 m.



BT o) Mivel cos’x = 1 —sin?x, az egyenlet 2-sin®x + 5-sinx — 3 = 0 alakba frhaté. .
A masodfoku egyenlet megolddképlete alapjan vagy sinx =-3, ami nem lehet, vagy sinx = 5
A megoldasok:

x1=£+2k77;’ x2=%+2ln’ (k,lEZ)

b) Az egyenlet alaphalmaza x € R\ {k . g} (ke 2).

Legyen tg2x =y, ekkor az egyenlet:

y—l=§ & 3y?-8y-3=0.
y 3

A megoldasok:

y=3 = tgx=3 o tgx=+3 o x=i§+kn k € Z),
Vo= —%, nem lehet.
A megolddsok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

c) Az egyenlet a kdvetkezd alakba irhat6:

». . 3.3 3

COS“X +—=—+COSX -
4 4 2
Szorzatta alakitas utan:
NE)
COSX |CcOoSx —7 =0.

A megoldasok:

T

x =2 vk, x2=i%+217t (k.1 € Z).

d) Az egyenlet alaphalmaza x € R\ {% + kﬂ'} (keZ).

Ekvivalens atalakitasok utdn a kovetkez6 masodfoku egyenlethez jutunk:
2-cos?x +5-cosx+2=0.

Ennek megoldésai:

cosxz—% = x:iz?”+2k7t (keZ),

cosx =—2 < -1, ami nem lehet.

A megolddsok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

e) Az egyenlet alaphalmaza x € R\{kn} (k € Z).
Az egyenlet mindkét oldalat sinx-szel szorozva, majd felhaszndlva, hogy cos?x + sin%x = 1:
sin?x + cosx -sinx =1,
sin?x + cos x - sin x = sinx + cos2x,

cosx - (sinx —cosx) =0.



Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezgje 0, tehat:

cosx=0 & x1:§+kn' (ke?Z), vagy
sinx =cosx (cosx =0 esetet mdr vizsgiltuk) = tgx=1 & x,= % +ir (le?Z).

A megolddsok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

f) Hasznaljuk a cos®x = 1 — sinx Osszefiiggést, és nulldra redukdlds utdn alakitsuk szorzatta:
sin3x — sin?x = sin?x - (1 — sin?x),
sin3x — sinx = sin®x — sin*x,

sintx + sin3x — 2 - sin?x = 0,
sin?x - (sin?x + sinx —2) =0,
sin?x - (sinx +2) - (sinx — 1) =0.
Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezdje 0, tehat
sinx=0 & x =krm (keZ), vagy

sinx =—-2 < -1, ami nem lehet, vagy
sinx=1 x2:§+217r (eZ).
Az egyenlet megolddsai:

X =kn és x2=%+2m (k1€ Z).

B8 a) A szamldléban tex miatt x # % +kn (ke Z).
A nevezdben négyzetgyokos kifejezés all, tehat:

1-2-cos?2x>0 & L>|cosx| o %+lﬂ<x<%+ln (leZ).

N2
A kifejezés értelmezési tartomdnya:
T T V4 R¥4
—+nm, —+nr| U | -+mn, —+nr| (n,meZ).
4 2 2 4

b) A logaritmus alapja pozitiv és nem lehet egyenld 1-gyel:
sinx>0 & 2kn<x<n+2kn (kelZ),

sinx#1 & x¢§+2m (e?).

A logaritmus utdn 4ll6 kifejezés csak pozitiv értéket vehet fel:

2-cosx—1>0 & cosx>% = —§+2nn<x<§+2nn (ne?).

A harom halmaz metszete adja az értelmezési tartomanyt:

X € ]2m7r; % + 2m7r[ (me?Z).



3448

A két egyenletbdl fejezziik ki az a - b szorzatot:
)
7-lal* +8-||

15-161° —7-1aP .
- —  —  valamint d-b=—FF——,
16 30

i-b=

amibdl adddik, hogy: 5 5
15-16] = 7-1a _7-lal* +8-1p|

16 30 |

-2
jat* = [5["

Ezen eredményiinket felhaszndlva:

-2 )
q.po1selBl-7-1af 1,

16 2

egyenlGségek akkor teljesiilnek egyszerre, ha a két vektor null-

2
al”.
N e LU RN )
Az ldl" = |b| és a-b:§-|a|
vektor, vagy ha a két vektor egyenl§ hosszu és egymdssal 60°-os szoget zarnak be.

Alkalmazzuk az @(2; 3) és b(a; b) vektorokra a Cauchy-Schwarz egyenl6tlenséget:
2a+3b <22+ 32 a2+ b2
Ekvivalens 4talakitdsokat végezve és kihaszndlva, hogy 2a + 3b =9:
9< V13 -va? + b,

9
2 <J2 R
N

Az egyenl6tlenség mindkét oldala pozitiv, tehat:

§3a2+b2.
13

Az d? + b* minimuma %
A kifejezés a minimdlis értékét akkor veszi fel, ha 3a =2b =0 és 2a + 3b =9. Az egyenletrendszert

megoldvaez a = % és b= T—Z esetén teljesiil.

Jelolje az érint§ kor keresett sugardnak hosszét r. A kisebb
félkorok kozéppontjai legyenek A és B, a nagy félkor kozép-
pontja O, az érint6kor kozéppontja K.

Hasznéljuk ki, hogy ha két kor érinti egymadst, akkor a korok
kozéppontjait Osszekotl egyenesen rajta van az érintési pont.

Az ABK hiromszogben BK =r + 80, AK =r+40, AB=120
és OK =120 - r, valamint AO = 80 és BO = 40.

[rjuk fel az AOK és BOK haromszogekre a koszinusztételt:

(40 +7r)> =802+ (120 —r)*> —2-80- (120 — r) - cos AOK<,

(80 +7)? =402 + (120 — r)> = 2-40 - (120 — r) - cos BOK<.
Vegyiik figyelembe, hogy AOK< = 180° — BOKX, tehdt cos AOK< = —cos BOKS.




A masodik egyenlet kétszereséhez hozzdadva az els6t:
(40 +7)2+2-(80+7)? =802 +2-40% +3- (120 — )%,
1120r = 38400,
r =34,29.

a) A harom félkort érint6 kor sugara 34,29 cm.

b) A besatirozott teriilet kiszdmitasdhoz az ABK hiromszog teriiletébdl vonjuk ki a megfeleld

EH) Vegyiink fel a négy tereppont altal meghatdrozott négyszoghdz
hasonlé négyszoget, amelyben az AB’ oldal a hossziisagu.
Az AB’C’ haromszognek ismert egy oldala és harom szoge, igy
a szinusztétel segitségével megadhat6 az A'C” oldal:

Az AB’D’ haromszognek is ismert egy oldala és harom szoge,
igy hasonldan a szinusztétel segitségével megadhat6 az AD’ oldal:

korcikkek teriiletét.
Az ABK hédromszog oldalai:
AB =120, AK=40+34,29=74,29 é BK=280+ 34,29 =114,29.
A koszinusztétellel szamitsuk ki az AKB szoget:
120% = 74,297 + 114,29 - 2-74,29- 114,29 - cosAKB¥ = AKB% =75,75°.

A szinusztétellel hatdrozzuk meg az ABK szoget, ami nem lehet tompaszog:
sin ABK< 74,29
sin75,75° 120

A haromszog harmadik szoge: 67,38°.

ABK< =36,87°.

A korcikkek sugarai és kdzépponti szogei rendre:

r1=34,29, o =75,75% 1y =40, 0p =67,38% 13 =280, 03 =36,87°.
A besatirozott teriilet:
74,29 -114,29 - sin75,75°

T =
2
~34,292. 1. M —402.1- ﬂ —802.-1- 36,87 ~ 337,43 cm2
60° 360° 360°

A :sm128 - A,C,:a‘sleS .
a sin22° sin22°

A _ sin 68 4D =g sin 68 .
a sin40° sin40°

Az AD’C’ haromszogben irjuk fel a koszinusztételt:

A szamitasok elvégzése utdn kapjuk: C’D’ = 1,41a, amibdl a =

CD?2=AC?2+AD2-2.-AC - AD’-cos42°,

. ) . oon2 . o oo
C'D’ = \/(a- 81.11128 ) +(a- s?n68 ) 9.4 s1.11128 a s%n68 - cosd2°.
sin22° sin 40° sin22° sin40°

1,41°
Mivel feladatunkban CD = 2 km, a keresett AB tdvolsag: % = 1,42 km.

B




B A hdaromszog oldalainak hossza legyen x — 2, x és x + 2, valamint az x + 2 hossziisdgi oldallal

szemben 1év§ szoget jeldlje o.
A hdromszog teriiletét felirva:
x-(x—2)-s1noc=24 —  sing= 48 .
2 x-(x=2)
A haromszogben felirva a koszinusztételt:
(x+2)2=x2+(x—-2)2-2x-(x-2)-cos e,
amibdl
X+ -2 —(x+2)? _ x2 —8x
2% (x—2) S 2x-(x—2)

coso =

Hasznaljuk ki, hogy sin®a + cos?or = 1:
2 2
48 x2 —8x
+ =1.
x-(x-2) 2x-(x —2)

x*—16x2-3072=0
masodfokura visszavezethet$ negyedfoku egyenletet kell megoldanunk.

Az egyenletet rendezve az

A megoldoképlet alapjan adodik:
x2=-48 vagy x?=64.
Megoldést csak ez utdbbibdl kapunk.
Mivel x egy haromszog oldalat jeloli: x = 8.
A haromszog oldalainak hossza tehdt 6, 8 és 10 hosszegység.

Pitagorasz tételének megforditdsa alapjdn ez a hdromszog derékszogt, szogeit szogfliggvénnyel
szamolhatjuk ki.

A haromszog szogei: 90° 36,87° és 53,13°

B Hasznaljuk a kovetkezd Osszefiiggéseket:

2 2 2

o és 1=sin?o + cos

COS 20 = COS“ ¢ — sin o.
Innen:
2 1+ cos2a , . 5 1-cos2a
cosc¢=—— és sincfg=———.
2 2
Ez alapjan a szogfiiggvények lehetséges értékei:
10 . 6 V15 V15
coso =——, sino = —, tga =——, ctgor =——;
4 4 5 3
J10 . J6 V15 J15
coso =——, sinot = ——, tgo=———, ctgoo=———;
4 4 5 3
J10 . J6 J15 J15
cosot = ———, sinot = —, tgog=———, ctgoo=———;
4 4 5 3
J10 . J6 J15 J15
C05a=—T, Sll’l(x=—T, tga=T, Ctg(x=T.



EE Trigonometrikus dsszefiiggések felhaszndldsa utédn:

l+sin2x _ sin?x+cos?x +2-sinx-cosx _ (sin x + cos x)2 B
sin?x — cos2x sin%x — cos2x (sin x + cos x) - (sin x — cos x)
sin x
_sinx+cosx _ cosx _tgx+1 241
sinx —cosx sinx | tgx—-1 2-1
cosx
4 4 2\ 4 2 4 4
b) 1—sin“x — cos x_l—(l—cos x) —cos®x 1-1+2-cos“x —cos*x —cos™x _
cos*x cos*x costx
2-cos?x - (1 —cos?x) 2 -sin’x 2
= 2 = > =2-tg°x=8.
cos*x COs*x

@ o) Alakitsuk ata 2% = 09sa egyenl@séget az addicids tétel alapjan:
cosfi sinf
sino - sin B =cosa - cos B,
0=cosa-cosf —sina - sin f,
0=cos(x + B3).

Ez utébbi egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha:
a+/3=§+k7r (k € Z).
Mivel o és B haromszog szogei, k =0, tehat o + B = 90° vagyis a hdromszog derékszogt,
és y=90°
b) Az egyenlet rendezése utdn alkalmazzuk a cos2x-re vonatkozé addicids tételt:
cos?2a —sin?20 = cos? 23 — sin% 2,
cosdo = cos4p.
Ez utébbi egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha 4o = 4 + 2km, vagy ha 4o = -4+ 2Ir,
ahol k, [ € Z.

Leset: da=4p+2knr < a:ﬁ+%-kn (k€ Z).

Mivel o és B haromszog szogei, k értéke 0 vagy 1 lehet.
Ha k=0, akkor o = 3.
Ha k=1, akkor o = B+ 90°.

II. eset: 4o =-4B+2Iin < a+[3:%-ln' (le?).
Mivel o és B haromszog szogei, [ értéke csak 1 lehet, és ekkor o + 8 =90°.

A feladat feltételének megfelel haromszog o és B szogére a kovetkezs Osszefliggések koziil
teljesiil valamelyik:

(1) o =p, vagyis a haromszog egyenl§ szaru;
(2) a=pB+90° vagyis a hdromszog o szoge tompaszog, €s 90°-kal nagyobb B-nil;
(3) o+ B =90° vagyis a haromszog derékszog, és y = 90°.



EED A szinusztétel értelmében a:b:c=sino: sinf: siny. Elég tehdt a szogek szinuszainak ardnyat
megadnunk. (Ezek biztosan pozitiv értékek, hiszen tangenseik is pozitivak.)

Ismert, hogy

2 2 2
sino = g7 , sinfi= tgﬁ’ siny = g7y

1 +tg2a 1+tg2B 1+tg2y

A feladatunk az, hogy megadjuk tg?a, tg?B és tg>y pontos értékét.
Mivel a haromszog szogeinek dsszege 180°, igy

tg)/=tg(180°—oc—ﬁ):_tg(a_,_ﬁ):M

l-tga-tgf
Atga:tgf:tgy=2:3:4 aranybol:

tgff = %tga és tgy=2-tgo.
Az eléz6 egyenletben ezeket felhaszndlva tg o-ra a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

ga+§ga
2-tga=- 23 .
l—tga-Etga

Rendezziik az egyenletet:
Stga

2-tgo=——"7"——,
£ 2-3tg?a

4-tga —6tg3 00 =-5tg0,
9-tgor — 6tg3a =0,
tga - (3-2tg2a) =0.

A szorzat els6 tényezdije nyilvanvaléan nem lehet 0, tehdt tg? o = >

Ez alapjan B és y tangenseinek négyzetét is kiszamolhatjuk:
2
9 27
t tga | =—tg?o="-,¢s
g’p= ( g ] 78 R

tg2y =2 -tga)?=4-tg2o = 6.

A haromszog szdgeinek szinuszai:

3
sino = tg’a 2 e*p / 5
1+tg? o 1+ 1+tg%pB 27

37
2

siny = ey = 6 =\/§.

1+tg?y \1+6 \7

3 /27 6

cb:c=sino:sinfB:siny = |=:,[—:|=
a:b:c=sino:sinf:siny \/; T \/;

Az ardnyt 13—35 -dal bévitve kapjuk, hogy a hdromszog oldalai hosszdnak aranya: ~/7 : 3:/10.

Ez alapjén:



2 . sin?2x
2x + coszx) —2-sin?x-cos?x=1- 5

4 4

sin“x + cosx = (sin

valamint

cosdx = cos22x —sin22x =1 —2-sin?2x,
az egyenlet a kovetkez§ alakba irhaté:
sinx + cos*x = cos4x,

1 sin22x

=1-2-sin%2x,

2 —sin22x =2 — 4 -sin?2x,
sin?2x = 0.

Az egyenlet megolddsa: -
x=k- 5 (ke2).

a) Az egyenlet jobb oldalat alakitsuk 4t a cos 2x = cos?x — sin?x Osszefiiggés segitségével, majd
alakitsunk szorzattd, és redukaljuk nulldra az egyenletet:

sinx — cosx = sin x - cos 2x,

sinx — cosx = sin x - (cos2x — sinZx),

sinx — cosx =sinx - (cosx — sinx) - (CoSx + sin x),
(sinx — cosx) - [l +sinx - (sin x + cos x)| = 0,

2

(sinx —cosx) - (1+sin“x + sinx - cos x) = 0.

A szorzat pontosan akkor nulla, ha
I. eset: -
sinx—cosx=0 & tgx=1 & x=—+krn (keZ).

II. eset: . .

1+ sin?x +sinx - cosx =0,

cos?x + 2 -sinx +sinx-cosx =0, /:cos2x #0
2-tg?x +tgx +1=0.

Ennek a mésodfoki egyenletnek a diszkrimindnsa negativ, tehit nincs olyan valds x, amely
kielégitené ezt az egyenletet.

Az egyenlet megolddsa: 7
x:Z +kr (ke Z).

b) A szinusz- és koszinuszfiiggvény periddusa 2, tehat elegendd a kovetkezd egyenletet meg-

oldanunk:
sin(2x+£)—3-cos(—£— ):1+2-Sinx.
2 2

Az addicios tételek alapjén:
sin 2x+£ —3.cos I =1+2-sinx,
2 2

cos2x +3-sinx=1+2-sinx,
1-2-sin?x +sinx =1,
sinx-(1—-2-sinx)=0.



A szorzat akkor nulla, ha

L : .
eset sinx=0 & x,=kn (keZ).

II. eset:

sinx=l = x2=£+217r, x3=5—ﬂ+2n7r (I,ne?Z).
2 6 6

Az egyenlet megolddsai:

X, =k, x2=%+2m, x3=5?”+2n7r (k,1,neZ).

EE) Alakitsuk 4t a kifejezést:

4 2

cos*x - sin?x + cos 4

. 1 . . 1 .
x-sinty = 4 - cos?x - sinZx - (cos?x + sin%x) = — - sin? 2x.

Mivel —1 <sin2x < 1, a kifejezés minimaélis értéke 0, maximalis értéke i
A kifejezés a minimumat ott veszi fel, ahol sin2x =0, vagyis x =k - % (keZ).

A kifejezés a maximumdt ott veszi fel, ahol sin2x = =1, vagyis x = % + % An (leZ).

&) Ha cosa = —%, vagyis o = 120° akkor az egyenlet elséfoku:
—4x+4-(—%)—2=0 = x=-1

Ekkor az egyenletnek egy valds gyoke van.
Ha az egyenlet mdsodfoki (o # 120°), akkor van két valés megolddsa, ha az egyenlet diszkrimi-
nansa pozitiv:
D=16-4-(2-cosa+1)-(4-cosa—2)=16—8-(4-cos>a — 1) =24 - 32 cos? .
A kovetkezd egyenl6tlenség megoldésait keressiik, ha o konvex szog:
24 —32-cos?a >0,

NG
> > lcosarl.
Ez ut6bbi egyenlGtlenség megolddsa:
30°+ k-180°< ¢ £ 150° + k- 180° (k € Z).
Osszefoglalva: az egyenletnek két valés megolddsa van azokra a konvex o szogekre, amelyre
30°<a < 150° és o #120°



11.4. FUGGVENYEK

Az exponencialis és logaritmusfiiggvény — megoldasok

EIT) a) Egy kozos pontjuk van az x = 2 helyen.

Mindkét fiiggvény az y = 0 értéket veszi fel. 5
a(x); x >1

1 b(x); x>0

b) Egy kozos pontjuk van az x =1 helyen.

o
I
<
=

Mindkét fiiggvény az y = 0 értéket veszi fel.

-1 1 5 X
_

f(x);x >0
EII3) a) Ertelmezési tartomany: x > —2. )
Ertékkészlet: y € R. . ‘
Az x tengelyt az x = —1 helyen, az y tengelyt az y = — helyen : .
metszi. 2 uy /—,__(XL
—2‘(—1 12 o} X

b) Ertelmezési tartomany: x € R.
Ertékkészlet: y > —3.

Az x tengelyt az x =1 helyen, az y tengelyt az y = -2 helyen
metszi.

q(x)

c) Ertelmezési tartomany: x € R. "
Ertékkészlet: y > —2.

Az x tengelyt az x = -2 helyen, az y tengelyt az y = 6 helyen
metszi. h(x)




FUGGVENYEK

A f(11) =1logz9+3=5, f(3)=logz1+3=3, f(11)+f(3)=8.

a
3463 f(a+1)—f(a—1):2”+1—2“‘1:2-2“—%:2“-(2—1):%-2“:3-2“‘1.

2
EI a) fH() =logy(x +3) =23 )
b) Ertelmezési tartomdny: x > —3. :
Ertékkészlet: viltozatlan. )
Zérushely: x = 1-ben, ami nem véltozott. | L
1
1 5 X
/
m Ll) y b ) y C) -
y= 3x—1 3 y= 9%
1 4/
=2 4 1 X =l 1 X =l 1 X
d) y e) y f) y
4 y =log, 2x
y= 2-X+2
;
:
-1 /1 1 X
2
=l 1 2 X =1 1 X
g ) y h) y
¥ =logy (x-4) y=logy4lx 1|
1 \
2
= 1 4 /5 X

A



ol ) 5 X
— -

d)

k)

=l 1 5 X

X
a) x> 330-0 =3l-x = 3@) :

b)x|—>2-(l);
2

g()

B

DR




d) x>~[220G-D _p =px-1_

2;

1

X
e) x> 4l-x+l = 42-x :16-(1) ;

1
32—x -
f) x> 3= ? (3

X
. —), ha x<2,

372+¥=3*2 ha x>2.

X—>-3.2%

<

X 2x1-2

8 X 32

123 45 X



h) xF>272.2%+6 L 3=-px+4 4 3.

1 1
1 1 4
i) x>16% 162 =416% - V16 =4-§(2) =4 -|27| = 27+2;

2 \3

.........................

3 (1" 3
) x> == ==.3%
o3 =

__3x+1

X2 +4 +3

X > 2X+2

X -3+

B




B o) fx)=1 5-5, ha 0<x<l, b) f(x) € [-4:2];
logzx, ha 1<x<9;

c) xe |-4;1[; d) xe[-5;3]; e) x;=—4és x,=1.
b) o c) y
VS
SR
Il 5 1
_—’/
1 X -1 1 X -1 1 f
x4 " 1 x 1\*
2%-2 =2%+2 yx 22 1—3”‘:1—(—); x:42:42 =2
3 42
d) y e) y /) y
y=2+2-log, | x|
A k 1 1
2 i
il -1 1 2 X
1 - — / : \
y=2-logylx -2 :
N P
log,4x? =2 +2-log, | xl; log 2x =—1+log, x; log (x—2)* =2-log [x-2l.
2 2 2 2
a) Azismert azonossdgokkal a fiiggvényt definidlé ,
kifejezést igy irhatjuk:
logy (x>~ 2x+1) =logy (x—1)? =2-log, [x 1. BN e
A fiiggvény ]—oo; 1[-ban csokken, ]1; +oo[-ban
pedig nd, grafikonja szimmetrikus az x =1 egyen- = : >
letd egyenesre. -1\
b) Afiiggvény |—eo; 1[-ban n6, ]1; +oo[ -ban pedig y

csokken, grafikonja az x = 1 egyenletid egye-

nesre szimmetrikus. || y=log; 11-x]

2

-5 = 3 b X
i '




c) A fliggvényt definidl6 kifejezést igy irhatjuk:

1,
x+xl = {22}: 4

A fiiggvény |—oo; 0]-ban konstans, [0; +co[-ban

ha x<0,
ha x=>0.

pedig nd.

y= ox+x|

=5

d) A fiiggvény grafikonjat az x+> 2* és x+—> 27
fiiggvények grafikonjanak ismeretében rajzolhat-
juk meg vézlatosan.

A fliggvény pdros, grafikonja az y tengelyre szim-
metrikus, |—oo; 0]-ban csokken, [0; +oo[-ban né.

=5

1

240X
y=

-5

a) Haszndljuk fel az ismert azonossagokat:
Igtgx +lgctgx =1Ig(tgx-ctgx)=1gl =0,

ha O<x< %, hiszen itt tgx, ctgx > 0. A fiiggvény tehat konstans,

értéke 0.

b) Az esetszétvalasztdssal megadott fiiggvényt igy dbrdzolhatjuk:

A fliggvény pdros, grafikonja szimmetrikus az y tengelyre,
]—e0; —1]-ban né, |-1; 0]-ban csdkken, [0; 1]-ban ng, [1; +oo| -
ban csokken.

c) Alogaritmus azonossdga alapjan a fiiggvényt definidlo kifejezést
igy frhatjuk:

1
log x| —
Z 4

log [xl+1
7

A fiiggvény péaros, grafikonja szimmetrikus az y tengelyre,
]—oco; —4]-ban csokken, [-4; 0[-ban nd, ]0; 4]-ban csokken,
[4; +oo[ -ban né.

.........................

B

gK) L




FUGGVENYEK

d) Afiliggvény ]—o0; 0]-ban csokken, [0; +oo[ -ban n, minimuma 0. m
h(x)
1
= = 12 X
e) Afiiggvény |—oo; 0]-ban csokken, [0; +oo[-ban né, minimuma 1. m
Jx+1, ha x>0,
k(x) = 1V k(x)
— 1|, ha x<O.
16 1
=l 1 X
f) A fiiggvény |-2; +oo[-ban szigortian ng, zérushelye —1. P

log,(x+2), ha -2<x<2, //J/m
2
I(x)= 1 P

—-2* ha x>2.
2

g) Afiiggvény csokken, zérushelye x = 2. o

1 X
= < 3
) = 3 [3), ha x<1, \\
1 m(x)

—(x=1)2+1, ha x>1.

Mindhdrom fiiggvény grafikonjdt oly médon érdemes vazolni, hogy a kozvetett fiiggvénybdl
el6szor a ,,belsd” fliggvényt abrazoljuk, majd a logaritmusfiiggvény tulajdonségait felhasznélva
tudjuk vézolni a megadott fliggvényt.

a) Afiiggvény grafikonja az x = % egyenletl egyenesre szimmet-

y |

. T L |7 " y =sinx

rikus, |0; — |-ban ng, | —; 7| -ban csokken. ] :
2 2 &
n T X

i :

-1
y =log, sinx




b) A fiiggvény |1; +oo[-ban nd, értéke negativ.

X

x—l_)c+1—2=1

2

x+1

x+1

x+1=

c) A fiiggvény pdros, grafikonja szimmetrikus az y tengelyre,
—oo; —2]-ban csokken, |2; +oo[-ban ng.

Egyenletek és fiiggvények — megoldasok

Az egyenletek bal és jobb oldalat kiilon fliggvényként dbrdzolva kapjuk:

a)

.........................

y
X 9x+1
xX—3
-1 1 ) X
1
x=—5;
L xslogs(x-2)
o (=0
-1 123 0l X
-5

x=3 (ET: x>2);

b)

iz x—16
15
10
5
L1 X4
5 21 5 10 X
x=-2;
Y x5 ox+3
8
1 Xx+—05
—
5 4 BN X
x=-4;

c)

f)

X = 10gy (X +1)

x=1

i
1

(ET: x> -1);

1\/)“_)'0&:1‘

-1

=5

x=1

5 X

Xx>1-x2hax>0

(ET: x> 0);



X—>-2x+3

5 ] 1 \ X

x1=0 éSX2:1.

a) Ha x>0, akkor 3*> 2%, ha x <0, akkor 3* < 2%, gy az egyetlen
gyok: x=0.

b) 61 =251 4 2x+2 = 6.2 az egyetlen gyok x = 0.

¢) Abrazoljuk egy koordindta-rendszerben a bal oldalon és a jobb
oldalon 4ll6 kifejezésekkel értelmezhetd fliggvényeket x > -3
esetén.
Mivel a log,(x +3), x>-3 n6,a 3 —x, x>-3 csokken, és x = 1-re

7 z

mindkett§ értéke 2, az egyenlet egyetlen gyoke: x = 1.

e

d) Az el6z6hoz hasonldéan oldhaté meg, itt is egyetlen gyokot
kapunk az értelmezési tartomanyon (x > 1): x = 10.

X6+ x > 2x+1 L ox+2

y
\ y =10gy(x +3)
: 3

2>
A




MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

&I5H a) Ertelmezési tartomany: x > 0.

y
Atalakitds utén: 5
logyx = —x? +5. f(x)=log, x
Az egyenletnek egy gyoke van, az x = 2.
1
= /1 2 5 X
gx)=-x2+5
-5
b) Atrendezés utdn: .
2% 2=—x2+2x-1=-(x-1)>= s
Az egyenletnek 2 gyoke van, az x; =0 és az x, = 1.
1 flx)=2x -2
4 A 5 X
7 gl ==(x =17
a) Abrézoljuk egy koordinita-rendszerben a bal és jobb oldalon y
allo fliggvényeket, és olvassuk le az eredményt a grafikonrol.
Ellendrizziik algebrai tton. 4 B
flx) = 2x+27 g(x) = 2—x+4 —o-1(x—4) (l) : 8
2
J(x) > g(x). 5
2. 4
Megoldas: x> 1. ) e
Ellen6rzés: ;
2x+2 5 pd=x 4-2x>;—§, 2254, x>1. 3 ER 5 X
b) Abrazoljuk: ,
f) =51 g(x)=5"+4;
f00> g(). “1l o
Megoldés: x > 0.
Ellen6rzés:
5-5>5+4, 5°>1, x>0. IHANRREED
f(x)
;




2 - . 1
c) Ertelmezési tartomdny: x > 3

A
Abrizoljuk: Al 1
fx)=logs(Bx—-1), gx)=1; rx=z
) J(x0) < g(). | fx)
Megoldas: 3 <x<2. 700
Ellendrzés: i F
logs(3x-1)<1, 0<3x-1<5, 1<3x<6, %<x<2.
d) Abrézoljuk: ,
J) =372 gx)=9;
£ 2 g(). . Rl
Megoldas: x = 4.
Ellen6rzés:
332232, x-222, x24. T
;
= 2 4 5 X
e) Ertelmezési tartomany: 1 > x. P
Abrazoljuk: . :
Jo) =logz(1-x), gx)=2; |
J(x) 2 g(). 90) o |
Megoldés: x <-8. i
Ellendrzés: = = ST
log;(1 —x) =22, 1-x>3%2=9, -8>ux.
ST b
f) Abrazoljuk: ,
1 x+1
f) = (—) , g=1 i
2 f(x)
J(x) < g().
Megoldés: x = —1. 5
Ellendrzés:
x+1
(1] <1, x+120, x>-1 e
2 -5 ST 5 X




MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

g) Abrazoljuk: y
f) =logylxl, g =2, i
Jx) > g(x). )
Megoldés: x < —4 vagy x > 4; Osszefoglalva: 2
IxI> 4. ~] - ™

Ellendrzés: -8 5 4 AN/ 45 8 X
log,lx|>2, |x|>22=4.
-5

h) Abrézoljuk:

y
fy =2 ey =2,
f(x) 10
S < g(x).
Mivel
x| = x, ha x>0,
—-x, ha x<0, °
ezért: 2
%
2% ha x>0, l_c
f(x)=2|x|: | ¥ =5 =1 1 5 X
(—) , ha x<O.
2
Megoldés: —1< x< 1, vagyis |x| < 1.
Ellenérzés:
2ll<2, Ixl<1.
Megoldas: (1) , ) ,
A: x € [0; o[, vagyis x>0; i il
X8
B: x € |-o0; 3[, vagyis x < 3. : i
2 X4
X 2X+3 XHIm
1 1
-5 -1 1 X -5 -1 12 3 X
a) xe|0;3[; b) xeR; c) xe[3;0].
A A A
B B B
0 3 0 3 0 3
0 [ —




FUGGVENYEK

a) Az % alapu logaritmus csokkend, igy:

log14x+620 o 0<4x+6
50X x

<I.

Az utébbi egyenlGtlenség dtalakitva:
0<4+§S1, —4<§S—3, -1,5>x2>-2.
X X
b) A szorzat logaritmusara vonatkoz6 azonossag felhaszndldsaval:
logz(x+ 1)+ logz(x+3)=1 (x>-1) = 10g3(x2 +4x+3)=1.
A logaritmusfiiggvény szigortian monoton, ezért:
x2+4x+3=3, amibsl x-(x+4)=0.

A megoldasok: x =0 jé, x =—4 nem j6 gyok.

¢) Atalakitdssal:
x2-55-5%+2<0 = x?.5%<25-5%
Az exponencidlis fiiggvény miatt 5* # 0, ezért:
x2<25, amibdl |x|<5.

a) Az x+—>2% és x> %x +1 fiiggvény grafikonjat egy koordindta-

rendszerben dbrazolva létszik, hogy x; =0, x, =4 gyoke az egyen-
letnek. Mds gyok nincs, hiszen a 2* fiiggvény konvex, tehat
az egyenesnek és a gorbének tobb kdzos pontja nincs.

b) Abrizoljuk egy koordindta-rendszerben az x 2% és x > x2
fliggvényeket.

Ha x>0, akkor x; =2 és x, =4 j6 gyok, mert a két fiiggvény
képének (2; 4) és (4; 16) kozos pontja. Mas kozos pont itt nincs.
Ha x <0, akkor az x > x? fiiggvény csokken, az x > 2* fiigg-
vény nd, igy legfeljebb egy kozos pont van. Ez —1 és 0 kozott
lesz, xo=-0,7.




¢) Az x> log,x és x> x + %, x>0 fiiggvények grafikonjit egy
2
koordindta-rendszerben dbrazolva vildgos, hogy x = % az egyet-

len gyoke az egyenletnek, hiszen itt a két fliggvény értéke egyenld,
és x> log, x csokken, x—x + % nd, tehat legfeljebb egy kdzos

2
pontja van a két grafikonnak.

d)

x=2 (ET: x> 0);

=l

8) y
5 ! 5
| '
¥y =10gy(2 - x) ! y =(§)
-1 1 2 X -1 1 3 X = 1 3 il
- : -1 =
] 1%
y=x/ (:Iogsx W
x=1(ET: x<2); x=3 (ET: x> 0); x=1
a) Atrendezve az egyenlGtlenséget: , e
y=6-3x y=3
3*>6-3x.
Abrizolva kiilon a bal és jobb oldalt fiiggvényként, leolvashaté 6
a megoldés: x > 1. 5
3
[

-5

B
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b) Az a)-hoz hasonl6 eljarassal: y

y =2log, x| (x #0)

%log2x4<4—x, (x*>0, vagyis x #0)

/o

2log,lxl<4 - x.
Megoldés: x <2, x #0. 1
-5 R 12 N5 X
y=4-x
&I ) Abrizoljuk egy koordindta-rendszerben az x> x és x> 3%~2 ,
fliggvényeket.
Mivel az x+>3*~2 fiiggvény konvex, ezért az y = x egyenlet( =
egyenesnek és az exponencidlis fliggvény grafikonjanak legfel-
jebb két kozos pontja van. Az dbrardl leolvashatd, hogy az egyik
kozos pont (3; 3), tehdt az egyenlet egyik gyoke: x; =3, a mé- T !
siknak az x koordindtdja O és 1 kozott van, pontosabb szamo- 1
lassal ez adédik: x, = 0,3. 7 I T
y=x

b) Az x+—>2* és x+—>3 —x fiiggvények koziil az elsd nd, a masodik
csokken, igy a grafikonjaiknak legfeljebb egy metszéspontja lehet.

Az egyenlet egyetlen gyoke: x = 1.

¢) Abrazoljuk itt is az x> 3**! és x+—>3 — 2x2 fiiggvény grafikon- y
jat egy koordindta-rendszerben. .
A fiiggvények tulajdonsagai alapjan lathatd, hogy két gyok van: y=3+

x1=—1 és x2=0.




d) Az y=2x+ 1 egyenlet egyenes két helyen metszi az exponen-
cidlis fliggvény grafikonjit: az x; =0 és az x, = 1 helyen. Mivel
az y = 3x egyenletd fliggvénygorbe konvex, csak ez a két met-
széspont van.

e) Ertelmezési tartomany: x # 0. Két metszéspontja van a két fiigg-
vény grafikonjdnak, az x; = -2 helyen és az x, = -1 helyen.

f) Atalakitva az egyenletet kapjuk, hogy 2**% = 2. Egy metszés-
pontja van a két fiiggvény grafikonjanak, az x = —3. Ellendrizve
algebrai tton kapjuk, hogy 4-2*+% =38, amibgl 2% +*+4 =23,
x+6=3, x=-3.

BB o) Az x—>lgx (x>0) és x> 1 —x fiiggvények grafikonja alapjén
vildgos, hogy az egyenlet egyetlen gyoke: x = 1, hiszen az elsé
fliggvény nd, a masodik csokken, igy legfeljebb egy k6zos pont
van.

b) Ertelmezési tartomény: x # 0. Ha az x — log,|x| (x # 0) és
x+—>—|x| fiiggvények grafikonjét egy koordindta-rendszerben
abrazoljuk, lathatjuk, hogy az egyenletnek két gyoke van: x; =—-0,6
és Xy = 0,6

.........................

y= 2X+2

y=1-x

y=logy | x|

y=-|x|
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c) Az x—2logyx (x> 0) és x+>sinx fliggvény grafikonja alapjan 7
az egyenletnek egy gyoke van: x = 1,4. y =2log,x

=1 =
y=sinx

&8 o) Mivel cost = l, az adott egyenl6tlenség ekvivalens a kovetkezs egyenlGtlenséggel:
2 (2_1)x2—x—6 > QX' -x=6
vagys X2+ x+6>x2—x-6,
azaz, akkor és csak akkor igaz, ha
xX2-x-6<0,
ennek megolddsa: -2 < x < 3.

b) Az adott egyenlet igy irhato:
B*+2)-(2*-9)=0.
Mivel 3* >0, ez csak akkor teljesiil, ha 2*=9, azaz x =1o0g,9.

c) Hasznéljuk fel, hogy
log (x +1)=-logz(x + 1),

3
igy a megadott egyenlStlenség:
0>logz(x+ 1) +log3(2 —x) =logz(x + 1)- (2 —x),
ahol x+1>06és2—-x>0, azaz -1 <x<2.

A 0>logz(x + 1)-(2 —x) egyenlGtlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha
O<(x+1)-2-x)<1, azaz 0<2+x-x%<1.

A bal oldali egyenltlenség akkor igaz, ha
-1<x<2.
A jobb oldali egyenl6tlenség:
1+x-x2<0,
x2—x—-1>0.
Ez akkor és csak akkor igaz, ha
1-5 1++5

va x>
2 & 2

Tehat az eredeti egyenlGtlenség akkor teljesiil, ha

x <

—l<x< 5<x<2.

vagy



d) Két esetet érdemes kiilon vizsgdlni: ha az alap 0 és 1 kozé esik (I. eset), illetve, ha az alap
nagyobb 1-nél (II. eset).

I. eset:
0<2x<l1,

0< x <0,5.

Ekkor a logaritmusfiiggvény csokken, tehat az adott egyenlStlenség ekvivalens a kovetkezSkkel:

X2 —5x+6>2x,
azaz
x-6)-(x-1)>0,
amibdl:
x <1 vagy x> 6.

II. eset: Mivel 0,5 < x, ekkor a logaritmusfiiggvény nd, tehat az eredeti egyenl6tlenség a kovet-

kez6vel ekvivalens:
0<x2-5x+6<2x.

A bal oldali egyenlétlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha

x<?2 vagy x>3,
a jobb oldali pedig akkor, ha
1 <x<6.
Tehat mindkettd teljesiil, ha

l<x<2 vagy 3<x<6

a) Az % alapu logaritmusfiiggvény csokken, ezért

az egyenlGtlenség akkor és csak akkor igaz, ha:

0<log; X <1,
x—1

A 3-as alapu logaritmusfiiggvény nd, igy a kapott
egyenldtlenség akkor €s csak akkor igaz, ha:

x+1£3 s 0<

x—-1 X —

1< <I.

Az dbra alapjdn a megoldds: 2 < x.

P

b) Az elGz6 feladat megolddsahoz hasonldan az adott egyenlStlenség a kdvetkezd alakra hozhat6:

O<logs(x>-4) <1 & l<x?>-4<5.
A megoldas: /5 < |x| < 3.

e

c¢) Ittis az el6z6hoz hasonlé gondolatmenet szerint:

0<log2ﬁ<1.

A kapott egyenlétlenség akkor és csak akkor 2 it x+
igaz, ha: Tl X
1< <2 & 0> >-1.
1+x x+1

Az dbra alapjan a megoldas: x < -2.




Trigonometrikus fiiggvények — megoldasok

b) yl/\ 5 (
2 y =2c0s
\

IR a) Igaz. b) Hamis.

3486 2, ,

1’ y=sinx +x)-1

>

&
2

SLil a) x> 2cosx.

b) x> —sinx + sinx = 0.

c) x> cosx + cosx = 2cosx. (lasd a) 4bra)

d) x+> sinx —sinx = 0. (lasd b) abra)

e) x> 2sinx.

Megoldés: f g) +f g

A keresett fiiggvény: f(x) = ctgx.

a) V3 +3; b) é;

NI}

e) Hamis.

c) y 1
y =§sin2x +1

-t

f) Pl
\' y%thg(x—%]
2? |

I
SIE]
L
ral—
SIE]
Bl
>

}2, X 2008 X
-n /T T T 3w 2mX
2 2 2
=
y
2
1
X0
-t T L3 .4 3 2mx
2 -1 2 2
-2

3w /X
2

}2/ X > 2sinx
\7 27r/
T
2



a asznaljuxk 1el, no COS|— — x|=s1nx, ezert:
€I «) Haszndljuk fel, hogy (’2’ ] inx, ez

COSXx _Cosx

b) Mivel tg g -

b4 sin x
cos|——x
2

1
x) =ctgx = —, ezért:
tgx

tgx-tgg-x):l.

. . (& .
c¢) Mivel sin (E - )= cos x, ezért:

) (7 .
sin?x + sin? (5 - x) =sin?x + cos?x =1.

=ctgx.

NI

d) A fiiggvény grafikonja az abran l4thato.

e) Afiiggvény grafikonja az dbran lathato.

& ) y(2)=2-sin(4-2)=2-sin8 = 1,98.

b) 2 =2-sin(4t), amibdl:

1 =sin(41),
=T

4t—2+2k7t, kelN

_ T km

t=—+—, kelN
8 2
=039 +%7
2

T n X
2 ‘1‘ 2
y
2
=1
O 1 y O
- _E E X
2 4 2
y
3 /o
2
y=2c0S(x+m)+1
1
- T M/ L3 ToX
2 N 2

o N WS

y= %sin(n—x) +2

NI}

c) t = 2-sin(41) fiiggvény periodikus, periddusa %, ez egyben egy teljes rezgés periddusa.
d) Atest pdlydja az dbran lathato.

.........................
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(3492 ) f(0)=2~cos%—1=2-§—1=\/§—1; b) ,

T T
—|=2- ——1=0;
f@ %3

fg):Z-cos(%+§)—l=—2;

fm)y=2- cos(6j 1=—J3-1.

Lo, B T T 3r
c) Ertékkészlet: y € [-3; 1]; zérushely: X =—5, X, =g, X3 =7.
St &m . |5z 3m . T Sm
Menete: {——; ——}-on és {—; —}-on ng, [—— —} -on csokken.
6 6 6 2 6 6

ETB o) A tanult azonosséag szerint: ,
f(x)=cosx, xeR. " o y=cosx .
2 2,
-T /4 n n X

I
b) Alkalmazzuk a megismert azonossdgokat: p
2(x) = 1 — cos?x — cos2x = sin®x — cos?x = —cos 2x, x € R. i

ANYAN VAN
3; 3mx
ARV EAVE:

c) Itt is az azonossagok segl’tenek' y
y =14c0s2x

h(x)=2-cos?x =1 —sin?x + cos?x = 1 + cos2x, x€R.

1
3t -m V4 n 3wx
2 At 2 2

-2

XD o) Mivel 0<x<z-ben sinx>0, és n <x<2z-ben sinx <0, igy: ,

|
—-sin2x, ha O0<x<m,
|sinx|-cosx = T

N\,
P P
—E-Sian, ha 7<x<2xm

A fiiggvény grafikonja az x = & egyenletd egyenesre szimmetrikus.
Maximuma 1 algs i helyeken, minimuma L a 3 és Bl helyeken.
2 4 4 2 4 4
Erdekes, hogy a fiiggvénynek az x = 7 helyen helyi maximuma van, itt a fiiggvény értéke 0,

. T 3n [ L .
mig 5 <x< > x # 1 esetén a fliggvény értéke negativ.



b) Alakitsuk at a fiiggvényt definidl6 kifejezést:

. T . y=
cosx—smx:\/i-(cosx'cosz—smx's1nz)= 2

- _E E T n X
=\/§-cos(x+§j. /2-ﬁ|4\5\/

A fiiggvény [— T, —%]—ban és [%, n]-ban ng, [—%; %]-ban csokken.

A maximuma /2, az x = —% helyen, minimuma -2, az x= 3—” helyen.

c¢) Eljarhatunk dgy, hogy a tg és ctg fliggvények ]0; z [—hoz tartozé
4gait grafikusan osszeadjuk. 2

T T |
A fiiggvény ]O; —]—ban csokken, | —; —| -ban nd. =g G
4 42 NRVE
. . 2z 2z 2z 7[
Minimumadnak értéke 2, az x = — helyen. !
4 -t _E E E n X
2 4 2
d) Alkalmazzunk azonossdgokat (0 < x < 27): P
sin*x — cos*x = (sin?x + cosZx) - (sin?x — cos2x) = —cos 2.x. ’ ¥ =—c0s2x
1
ANNVAN

a megeeoazonossago alkalmazasaval (x € N
T8 ) A megfelels igok alkalmazdsdval (x € R) ,
a4 X g X ’ e
X)=SIn"—-—Simn"—=
Sfx) 5 5

(sm2 + cos? ) (sinzf — cos? f) =—cosx.
2 2 2 2

b) Itt is azonossagokat hasznalunk:

y y= 1——sm2 2x
g(x) = cos®x + sinx = 1
:
= (cos?x + sin?x) - (cos*x — cos?x - sin?x + sin*x) = }
. 2 . 3 .
= (cos®x +sin’x)” —3-cos?x - sinx =1— . sin? 2x. }
¢) Alakitsuk it a tortet: = tox
1—cos2x 2 -sinx T
h(x)=— = - =tgx, O<x<=—. Jd/
sin2x 2-sinx-cosx 2 1



d) Az addicios tételek alkalmazdsdval kapjuk, hogy:
k(x) =4-sinx-cosx - (cos? — sin?x) =
=2-sin2x-cos2x = sin4x.

EEN o) Alakitsuk 4t a fliggvényt definidlé kifejezést:

4 -sin*x + 4 - sinx - cos?x )
fx)= - =2-sinx, O<x<m.
2-sinx

A fiiggvény ]0 ;t] -ban nd, [g [ ban csokken.

Maximuma x = E helyen, értéke 2, minimuma nincs.

b) Alakitsuk 4t a fiiggvényt megado kifejezést:
g(x) =2-sin®x-cos?x + 2-cos*x =2 - cos?x =
=cos?x + 1 —sin?x =1 +cos2x, |x|<m
A fiiggvény péros.

T T ? "Jf 2
Afiiggvény | -; ) -ban és 2 -ban csokken, —5 0 |-ban
és [%, ﬂ:l-ban pedig nd.
Minimuma 0, az x = —% és x= g helyeken, maximuma 2, az x = -, x =0 és x = & helyeken.

c) Akifejezést atalakitva:

. ’ y=ﬁsin[2x—%]
h(x)=+/2 - (sm 2x - cosz — c0s2x - sin ) V2 -sin (2x - Z) Sf
- 3 3 TX
A fiiggvény [—n;—s—”]-ban [-5 3—”] ban és [7—”; n]—ban ng, 7\ Js E\.f
8 8 8 8 -2
[_S_n; _E]_ [ ] ban pedig csokken.
&8 8
Minimuma —+/2, az x = —% és x = % helyeken, maximuma /2, az x = —5?” és x = %t

helyeken.

Trigonometrikus egyenletek, egyenlétlenségek (kiegészitd anyag)
— megoldasok

LR a) sinx=-1 = x:%r+2kn, keZ.
b) cos’x =1, amib6l cosx =1 vagy cosx=-1 = x=kn, ke Z.

¢) tg2x = 1, amibsl Zx:%+kn':>x:%+k~ g keZ.



d) Mivel sinx <1 és sin(mr—x) <1, ezért 2-sinx + 3-sin(wr—x) <5 és itt az egyenldség csak
akkor igaz, ha sinx=1 és sin(r—x) =1 teljesiil, azaz x = % +2km, ke Z.
e) Két szam négyzetének dsszege csak akkor lehet 0, ha mindkét szam 0, azaz sinx = tgx =0, tehat

x=kr, keZ.

a) A sin3x < 1 egyenl6tlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha:

3x¢£+2k7r, azaz x¢£+k-2—n, keZ.
2 6 3

b) A szinusz- és koszinuszfliggvény grafikonjardl leolvashatd, hogy y
az egyenl6tlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha: ; y =sinx

£+2k7t<x<%[+2krc, keZ.

c) A fiiggvények tulajdonsdgai alapjan az egyenlGtlenség akkor
és csak akkor teljesiil, ha:

Tik-Zex<Zik E keum
4 2 2

d) Atangens- és szinuszfiiggvényeket kozos koordindta-rendszerben
felrajzolva lathatd, hogy az egyenlétlenség akkor és csak akkor
igaz, ha: y =sinx

kn<x<§+kn, keZ.

ET1 a) Mivel a bal oldalon mindhdrom tényezd értéke abszolit értékben 1, a szorzat értéke csak akkor
lehet 1, ha vagy mindharom tényezd 1 (1. eset), vagy két tényezd —1, egy tényezd 1 (IL. eset).

I.eset: cosx=1, cos2x=1, cosdx=1 esetén sinx=0. A cosx=1, sinx=0 esetén x =2k,
k € Z. Ez kielégiti a masik két egyenletet.

2 2 2

II. eset: Ha cosx =1, cos2x =-1, cos4x =—1, akkor cos“x —sin“x=-1; 1 —sin“x=-1, azaz
2 =sin?x. Ez nem lehet, tehdt ekkor nincs gyok. Hasonl6an adédik, hogy a masik két esetben
sincs gyok.

Tehat az eredeti egyenletet csak az x = 2kr, k € Z szdmok elégitik ki.

b) Mivel a bal oldalon 4ll6 két tag egymds reciproka, és az 1 + z=-2 egyenlet ekvivalens a
Z

2+2z+1=0 = (z+1)?=0 = z=-1

egyenletekkel, igy a te2x =—1 egyenletet kell megoldanunk, ahol x #k z, keZ:
tgx tg2x =—tgx, 2
tg 2‘x = tg (_ -x)s

2x=—x+km, tgx+#0.

Ebbdl 3x = km, igy a megoldds: x =k - %, keZ.
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2 2

c) A kovetkezd atalakitast célszerd elvégezni:
cos*x +1—-cos?x =1,
costx = cos?x,
cos?x - (cos’x — 1) =0.
Amibél kapjuk, hogy cos?x =0 vagy cos®x = 1. Tehét cosx =0, cosx=-1, cosx=1 alehet-
séges gyokokre, azaz:

T
xy=—=+km, xy=nm, knelZ.

d) Ha 3-sinx —cos2x =4, abal oldal értéke csak akkor lehet 4, ha sinx=1 és cos2x=-1, azaz:

x=§+2kn, keZ.

BT a) Abrizoljuk egy koordinita-rendszerben az x> x és x> sinx, P
x € R fiiggvényeket.
Tudjuk, hogy ha 0 < x < E, akkor sinx < x, ez nyilvan T <xre
is igaz. 2 2
Mivel mindkét fliggvény pératlan, x < 0 esetén sinx > x igaz. - g G

y=sinx7” 1

|

x =0-ra sinx =0, tehdt az egyenletnek egy gyoke van: x = 0.

b) Abrizoljuk az x+>cos2x és x+—>x, x € R fiiggvényeket egy y
koordinéta-rendszerben.

Az abrardl az olvashat6 le, hogy az egyenletnek egy gyoke van,  y=cos2x

T T
méghozza 0 és — kozott. Valoban cosO=1 és cos2-— =0, 4
: 4 4 TN NS

és [O; %]-ban cos 2x csokken, x ng, mert az x a 0-ban 0, mig
%—ben % értéket vesz fel. Itt tehat a két grafikonnak egy metszéspontja van.

Ha x> % akkor nyilvan nincs mar metszéspont. Hasonl6an lathatd, hogy x < 0-ra nincs
a grafikonoknak k6zos pontja. Tehat az egyenletnek egy gyoke van.

x+1

¢) Abrézoljuk az x +>sinx és x> , x € R fiiggvényeket.

Az ébra alapjan itt is egy gyoke van az egyenletnek, méghozza

al}m_g}mevm&mmhmmn]QlkmmSmx<x<x;1 >

x+1 o =L
> 1, itt sincs

!
_

NI}
4

teljesiil, itt tehdt nincs gyok, és ha x > 1, akkor

gyok. Hasonldan lathatd, hogy [—g; O:I—ban sincs gyok, ha x < —m, akkor sincs. [—n; —%]—ban

sinx csokken, x+l nd, itt legfeljebb egy gyok van.

€ o) Mivel a szinuszfiiggvény abszolit értéke legfeljebb 1, |sinx| <1 és |sin2x| < 1. Az egyen-
16ség tehat csak akkor teljesiilhet, ha vagy sinx =sin2x =1, vagy sinx = sin2x =—1. Ezek nem
teljesiilnek egyszerre egyetlen valés x-re sem, tehdt az egyenletnek nincs megoldasa.
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b) A szorzat értéke akkor O, ha valamelyik tényezs értéke O, tehdt vagy sinx =0, vagy sin2x =0,
vagy sin3x = 0.

Igy a megoldasok:
x=krm, keZ,
vagy
2x =nm, amibdl x,=n- % neZz,
vagy

3x=Im, amib6l x3=1- % leZ.
c) sinx + L =2 (sinx #0, x # k), akkor és csak akkor, ha sinx=1, azaz x = % +2kr, ke Z.
sinx
d) Mivel |sinx| <1 és |cos2x| <1, az egyenl6tlenség csak akkor lehet igaz, ha sinx =1 és

cos2x =1 egyszerre teljesiil, azaz x = r + 2km, de ekkor 2x = mw+ 4km és cos2x = —1, tehat
nincs megoldds. 2

sin x

e) Mivel tgx = (ahol cosx #0, x # % + k), tgx-cosx =sinx = 1, ami csak x = g + 2k,

CoS X
k € Z. esetén teljesiilhet. Vagyis az értelmezési tartomdny miatt nincs megoldas.

BB a) A tangens- és szinuszfiiggvények grafikonjai csak az x = kzt, k € Z helyeken metszik egymast

(x ¢E + kn).
2

b) Abrazoljuk az x> |cosx| és x+>sinx, x € R fiiggvényeket egy
koordinata-rendszerben.

- y=lcosxl,,
Az 4brardl leolvashatd, hogy a megoldds: ) 2§1 A’A"\
37 97 e
T+2k7t£x£7+2kn', keZ. y=sinx

¢) Mivel sin(2z — x) = sin(—x) = —sinx, az egyenlGtlenség ekviva-

y

lens a kovetkezGvel: J=x
. L x o
—sinx >—x, tehdt sinx<x. 2 ! 2

Igy az 4brardl leolvashat6, hogy x> 0 esetén teljesiil az egyen- % 3 N_A
I6tlenség.

d) A két oldal kozos értelmezési tartomdnya x # L km, keZ.

Mivel ctg (x - %) =ctg(—x) = —ctgx, az egyenlStlenség ezzel

ekvivalens: —ctgx > tgx.
Leolvashatd, hogy a megoldas:

§+k7t<x<7r+k7t, keZ.

e) A két fliggvény grafikonja a cosx =0, azaz x = % + kn, k € Z helyen metszi egymast.



BB a) Abrizoljuk az egyenlség két oldalan 4ll6 kifejezéssel megad-
hat6 filiggvényeket.

Errél leolvashato, hogy 0 és T kozott van egy gyoke az egyen-
letnek. 2

2
y=cosx

b) Az abrardl leolvashatd, hogy egy gyoke van az egyenletnek,

T
ezaz x=—.
2

c) Lathat6, hogy az egyetlen gyok x =0.

d) Az abra alapjan az egyenletnek két gyoke van.

e) Az egyenletnek két gyoke van.

EHD a) Ha [sinx| <1 és [cosx| < 1, akkor sin®x < sin?x és cos®x < cos2x, tehat
sin®x + cos®x < sinx + cos?x = 1.

fgy az egyenlet csak akkor teljesiilhet, ha vagy |sinx|= 1 és akkor cosx =0, vagy |cosx|=1
és akkor sinx = 0. Az egyenlet gyokei tehat:

x=k- L, kez.
2

b) Az a) feladat megolddsdhoz hasonldan itt is azt kapjuk, hogy az egyetlen gyoksorozat:
x=k-Z, kez.
2

c) Az egyenlet ekvivalens a kdvetkezdvel:

sin(x+£)=_l (ahol x #km, ke Z), azaz sin(x+£)~sin2x=1.
4) sin2x 4



Mivel mindkét tényezs abszolut értéke legfeljebb 1, tehat az egyenl8ség csak akkor teljesiil, ha

vagy (1) sin (x+§) =1éssin2x=1, vagy (2)sin (x+§) =-1és sin2x=-1.

(1) Mindkét feltételt az x = % +2km, k,eZ szogek elégitik ki.
(2) Nincs olyan szog, amely egyszerre mindkét feltételt kielégiti.

.

d) Az el6z6hoz hasonlé egyenlethez jutunk, ha mindkét oldalt 2-vel osztjuk, és alkalmazzuk
az Osszegzési tételt:

sin (x +§j-sin4x =1.

Itt vagy sin (x + %j =1 és sindx=1 (L. eset), vagy sin (x + %) =-1 és sindx =-1 (IL. eset).

I. eset: - -
x+§=5+2k71', tehat x:g+2kﬂ', kEZ,

4x:g+2n7r, tehat x:%+2n7r, neZ.

Ezek egyszerre nem teljesiilhetnek.
II. eset: Hasonléan adddik, hogy ez sem lehet egyetlen valés x-re sem.
BB a) A nevezdt vizsgaljuk:
sinx +cosx =+/2 - (sinx . cos% +cosx - sin%} =+/2 -sin (x + %) <2
EgyenlGség csak akkor all fenn, ha:

x+%=£+2kﬂ, azaz x=%+2k7t, keZ.

Mivel a nevezd nem lehet 0, ezért:
T
x¢z+2k7t, keZ.

sz

Minden, az értelmezési tartomdnyban 1év$ x-re a nevez$ pozitiv, tehdt a tort értéke akkor
pozitiv, ha a szamlalé is pozitiv:

. 1
sin?x > —,
4

[sinx|>0,5.
Innen kapjuk a megoldast:

T okm<lxl< T v 2km, x# T 42km keZ.
6 6 4
b) A tangensfiiggvény értelmezése alapjan:
X # % +nm, nel”Z,
2x¢£+k7r, azaz x¢£+k-£, keZ,
2 4 2
T

3x¢£+l7t, azaz x¢%+l-§, le?.

Az utobbi két kikotést elég feltenni, az els§ benne van az utolsoban.



Alkalmazzuk a tangensfiiggvényre megismert azonossagot:
. . _to3
(g 2x = 2 tgx’ =3 tgx tgx.
1-tg2x 1-3-tgx

Ezeket behelyettesitve, majd rendezve az egyenletet, azt kapjuk, hogy kapjuk:
tgtx +2-tg?x + 1 = (tg?x + 1)2> 0.
Ez minden olyan x € R-re érvényes, amire az eredeti kifejezésnek értelme van.

c) Haszndljuk fel a kovetkezd azonossdgokat:
sinet -sin B = % - (cos(or — B) — cos(ax + B))

ugy, hogy a sinx-sin3x szorzatot alakitjuk at:

B

wn | A~

sin2x - 1 -(cos2x — cos4x) =

b

2-sin2x - cos2x — 2 -cosdx =

> vl

sindx — 2 -cos4x = ?

A jobb oldal nagyobb mint 3, a bal oldal viszont 3-ndl nagyobb nem lehet, mert sin4x <1
és —2-cos4x < 2. Igy nincs olyan x € R, amire az egyenl§ség teljesiilne.

EHD a) Alkalmazzuk a megfelel§ azonossagokat:
f(x) =sin®x + cosOx = (sin?x + cos?x) - (sin*x — sin®x - cos?x + cos*x) =

. 2 . .
= (sin’x + cos’x) = 3-sin?x - cos’x =1— . sin? 2x.

Mivel 0 < sin?2x < 1, nyilvan teljesiil, hogy
1
—< f(x)<1.
2 J)

b) Hasznéljuk fel a 2-sin?x = 1 —cos 2x és 2-cos2x = 1 + cos 2x, valamint a sin2x =2-sinx-cosx

ismert azonossagot. Ezek alapjan:

3 1
=3+3-sin2x +cos2x =3+ /10 - | — - sin2x + — - cos2x |.
g(x) X X (m X 70 x)

Mivel (ij2+ (sz—l van olyan o valds szadm, hogy cosa = 3 és sino = L

Jio) ") T e R J10 JI0
Ezek alapjan g(x) igy irhaté:

g(x)=3+/10 -sin(2x + 0).
Innen kovetkezik, hogy:
3410 < g(x) <3 +/10.
c) A megfelel§ azonossagok alapjan:
h(x)= % -+/3 + sin2x,
tehat .
> V2 <h(x) <.



Tegyiik fel, hogy n >0 egész és az f fliggvény 3r szerint periodikus. Ekkor minden x € R-re:

3510

.....

f&x+3m)=cosn-(x+3m)- siné -(x +3m) =cosnx - siné -x = f(x).
n n

Legyen x =0, ekkor:

cosn-37t-sin15—”=0.
n

. .. 157 . . . 15 .
Mivel |cosn-3r|=1, igy sin—— =0, ami akkor és csak akkor igaz, ha — egész szdm, azaz
n

n osztéja 15-nek, tehat n =+1, £3,+5, £15.
Konnyen ellendrizhetd, hogy a kapott n értékek mindegyike megfelels.

Az addicids tétel szerint az egyenlet igy irhato:
sin (3x + E) =0,5,
4

amibdl:

(1) 3x+%:%+2k7r,kez, illetve  (2) 3x+§:5-%+2n7t,nez.

Az (1)-bdl:

x=—"42%. % ez,
36 3

a (2)-bdl pedig:
x=7—n+2n-£, nez.
36 3

Az elsd sorozat legkisebb pozitiv eleme k = 1-hez tartozik, ekkor x = 23—”
A masodik sorozat legkisebb pozitiv eleme pedig n = 0-hoz tartozik, ekkor x = ;—Z

Tehat egy egyenlet legkisebb pozitiv gyoke Z’—Z

2 2

Hasznaljuk fel, hogy 1 — cos“x = sin“x, az egyenlet igy irhato:
cos x (1 + cos?x) = (2 + sin? 3x) - V1 + sin? 3x.

A bal oldal értéke legfeljebb 2, ez akkor teljesiil, ha cosx = 1. A jobb oldal értéke legalabb 2,
ez akkor teljesiil, ha sin3x =0. Az egyenlség tehat csak akkor lehet igaz, ha cosx =1 és sin3x = 0,
azaz x =2kn, ke Z.

Az adott egyenlet gyokei azok az x € R szdmok, amelyekre teljesiil, p

hogy: a
4

7 Jx @ =" 42k, azaz T (@=D =2+, keZ
2 2 y=x(@-x)
Ebbdl:
x-(a-x)=(2k+05)*>>0,

aminek akkor van két gyoke, ha (2k + 0,5)> < a-0,5, és egy gyoke

van, ha (2k + 0,5)? = a-0,5. Ahhoz tehit, hogy 6sszesen 2001 gyoke

legyen az egyenletnek, az kell, hogy teljesiiljon a-ra: + 2 =

2

a=2-(2000 + 0,5)>=0,5-(4001)>.



FUGGVENYEK

FFE) A négyzetgyok értelmezése miatt teljesiilnie kell, hogy 0 < 72 — x2, azaz |x| < &, tehit:

—-T<x<T.
Ennek megfelelSen:
—ES Jr2 - x2 _Egz_ﬂ,
3 3 3
és a szinuszfiiggvény értékkészlete alapjan:
—? < fo) <.

kEIF) Alakitsuk at a sinx-et tartalmazo tortet:
S-sinx -3 _ 5 8

sinx +1 sinx+1°

- 8 >4, ésigy 5-

Mivel 0 <sinx+ 1 <2 ezért y -
sinx +1 sinx +1

<1, tehat:

g(x)=0,1- M <0,1.
sinx +1

A fiiggvény értékkészlete tehdt a |—oo; 0,1] intervallum.

Vegyes feladatok — megoldasok

EEFE a) A megadott fiiggvényérték alapjan:
2=1log,9, a>0,a=#l
a’=9,
a=3. 21 /
A fiiggvény hozzdrendelési szabdlya: ERVZE 5 9 x
f(x) =logzx (x> 0). (

b) y=% esetén: %:logg,x o YPB=x,

1
y=-1esetén: —1=logzx < §:x'

/ ) an X 0 i3 - _%
2

a T T 4 2w X
2 4 3 \o f(x) % 0 _g ?
E8) a) Abrizoljuk az x> +/x, x € R§ és az x+>cosx, x € R fiiggvé- y
nyeket egy koordinata-rendszerben. y=x
Az egyenletnek egy gyoke van, 0 és % kozott. L
e s



b) Abrézoljuk kozos koordindta-rendszerben az x > logyx, x > 0
ésaz x+—>x2—2x, x € R fiiggvényeket.

Az egyenletnek két gyoke van, az egyik 0 és 1 kozott, a masik
2 €s 3 kozott.

¢) Abrazoljuk az x —»x2, xe R ésaz x— |x— 1|, xe R fiiggvé-
nyeket egy koordindta-rendszerben.

Az egyenletnek egy gyoke van, az x = 0.

d) Abrézoljuk kozos koordindta-rendszerben az x 2 -log,x, x>0
és az x> sinx, x € R fiiggvényeket.

Az egyenletnek egy gyoke van, 1 és 2 kozott.

e) Abrizoljuk az x—2%, x € R és az x+—>3*, x € R fiiggvényeket
egy koordinata-rendszerben.

Az egyenletnek egy gyoke van, az x = 0.

ED o ) b,

y =6% y =2 y=|093X
! =
° 3

T
1 33 2 3 X
7 P
-5 - 1 X
x<0; 0<x<33;

.........................

-1

=

y =2log, X

-
y=sinx

y=2
5
y=3 P 1 5 X
y=|logy x|
y=1
4 5 8 X
vagy x=2;




4
y=2-log, x
y=2lgx
1 rs
-1 1 {0 5 X
Ei
i 8 X
x>+/10;
f) y
y=lsinx| y=£
2
7z x| %z o o X
2 4 4 2 2

_£+k7erS%+k7r,keZ.

a) fx)=logy3% +1=2x+1, (x€R);

b) gx)=2-308&-D =2 _2x —1)=-2x+3,

2_ 4o
¢) h(x) = 1og2% =log,(x—3), (x>3);

=0

=

-1

f(x)

1 5 X

1\2 5 X
g(x)
h(x)

4 5 X



MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

d) i(x):l—%-log3x:—%-log3x +1, (x>0);

y
1¥i(x)
-1 1 3 5 X
e) j(x)=10g5[%-(3x—3)}+1:10g5(x—1)+1, (x>1); .
j(x)
-1 12 5 X
f) k(@) =log J(x+3)? =log lx +3l, (x#-3); ——
2 2 ‘
g) l(x)=10g2%-(2x—2)—2=10g2(x—1)—2, (x>1). e
I(x)
i
-1 17 2 @ X

EI0) a) Abréazoljuk kozos koordindta-rendszerben az x s cosx, x € R

=[x|-E
y=Ixl 5

ésaz x> |x| - % x € R fiiggvényeket.

Az abra alapjan vildgos, hogy az egyenlGtlenség —
esetén teljesiil.

SxSE
2

(SR




b) Abrézoljuk egy koordindta-rendszerben az x+— 2l xeR

y
és az x+—>cosx, x € R fiiggvényeket. y =2kl
Az dbra alapjan lathatd, hogy minden x € R esetén igaz az egyen-
16tlenség. :
A NS x
y=cosx2 T 2 2

¢) Mivel sin (g— ):cosx, az egyenlGtlenség

ekvivalens a kovetkezdvel: y =Isinx|
[sinx| < cosx.

Ha ko6z6s koordindta-rendszerben dbrazoljuk
az x—>|sinx|, xe R ésaz x>cosx, xR
fliggvényeket, akkor lathatd, hogy az egyenl6t-
lenség az alabbi esetekben igaz:

2 X

FNEY
INIE)
<
~|g

T okn<x<T v oun kez.
4 4

d) Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben az x | log, x|, x>0
ésaz x—1, x e R fiiggvényeket.

Leolvashat6, hogy az egyenl6tlenség 0,5 < x <2 esetén teljesiil. y =llogx|

—
<
Il

a) A megadott adatokbdl felirhaté a kovetkezd egyenletrendszer:
(1) -l1=log,1+b
0, a#l1. f(x)
@ O=log,2+b] 47> ¢ e
(1)-bél kivonva a (2)-t: - 2 4 8 X
—1=log,1-log,2,

—1=logal,
2
)
al=2"1
a=2.

(1)-be visszairva a kapott a értéket:
-l=log,1+b = b=-1
A kapott fliggvény:
g(x) =logyx—1 (x € J0; 8]).
b) A fiiggvény gorbéje az abran lathato.

c) Ertékkészlet: g(x) <2, vagy méasként: y € |—oo; 2].



d) A(5; 1) pontesetén: y=1 és x =5, tehat:
I=log,5-1 = 2=log,5 = 4#5.
Az A pont nem illeszkedik g(x)-re.
B(2;0) esetén: y=0 és x =2, tehat:
0=log,2-1 = 1=log,2 = 1=1.
A B pont illeszkedik g(x)-re.
C(16; 3) esetén: y =3 és x = 16, tehat:
3=log,16-1 = 4-1=3.
De a fiiggvény értelmezési tartoménya ]0; 8], ezért nem illeszkedik C az adott fiiggvényre.

EH) a) f(x) esetén:
1

f-1)=2, ekkor 2=a"! & —=2 & a=

1 f(x) y g(x)
a 2

A hozzarendelési szabaly:

_(1Y hix)
(2] e

g(x) esetén:
g2)=16 & 16=da?> < a=4, mivel a>0.

A hozzarendelési szabaly:
gx) =4~

h2)=25 & 25=d®> & a=5, mivel a>0.
A hozzarendelési szabaly:

h(x) esetén:

h(x)=5"
c) Az értékkészletek:
1 1 1
el—; 4|, el—; 4|, h(x)e|—:;5|.
el el el
d) Igen, a fiiggvények mindkét esetében az y =2 értéket veszik fel:

@—ﬁ—ﬁ—z és f(—1)—(1j1—21—2
)7 YT IV

EFD a) Az A pont akkor és csak akkor illeszkedik az adott fiiggvény grafikonjdra, ha p>=9, p >0,
azaz p = 3.

b) Alogaritmus alapja csak 1-t6l kiilonboz6 pozitiv szam lehet, tehdt p >0, p # 1, és log,0,5 =1,
azaz p =0,5.

c) Afiiggvény értelmezési tartomdnya miatt —x <x+p <7, tehit x=0-ra —r<p <, és sinp = 1.

Ebbd kovetkezik, hogy p = g

d) Az értelmezési tartomdny miatt p >0 és log,p =0, tehdt p = 1.

EFBD a) Anégyzetgyok miatt 4 — x>0 < 4 >x.
A tort nevezdje nem lehet 0, ezért 1g(x—3)#0 & x-3 =1, x#4.
A logaritmus miatt x—3 >0 < x>3. Tehdt: xe R | 3 <x <4, vagyis: x € |3; 4[.



b) Alogaritmus miatt:
) ¥ +4x-5>0 © x<-5vagy x> 1.
A négyzetgyok miatt:

lg?+4x-5)20 © ¥*+4x-521 © P*+4x-620 o

; & x<—/10-2 vagy x>+/10-2.
Ertelmezési tartomény:

x € |-o0; =10 =2[ vagy xe |10 —2;00].

EFB Az 4brardl leolvashatd, hogy az egyenlStlenség

y
akkor teljesiil, ha: y =|sinx —1]
Qk+1) w<x<(2k+2)-7, keZ. =i :
‘ N\
T T & s 2n X
R 2 2
EF Az 4brardl leolvashatd, hogy az egyenlStlenség ,
akkor teljesil, ha: )
%+kn£x£%t+kn, keZ. Y] ! ‘ o]
] P
2 PR R R 2

EFH a) Mivel sinx <1, és a 2-es alapu exponencidlis fiiggvény szigortdan nd:
zsinx <2,
és a 2 értéket ott veszi fel, ahol sinx =1, azaz az x = % + 2kr, k € Z helyeken.
b) A |cosx| <1, és az egyenldség csak az x = kr, k € Z helyeken teljesiil. Ezért a 3-as alaptd
exponencidlis fiiggvény szigori novekedése miatt:
3. 3|cosx| < 32 =9.
A 9 értéket csak az x = km, k € Z helyeken veszi fel a fliggvény.
c) A szinuszfiiggvény tulajdonsdga miatt 1 —sinx <2, és itt az egyenl&ség csak akkor teljesiil,
ha sinx=-1, azaz x = 3 +2kr, ke Z. Az 5 alapu exponencidlis fiiggvény szigordan nd, ezért:
51—sinx < 52 =25.
Az egyenldség csak az x = 3?” + 2kn, k € Z helyeken teljesiil.

EFD a) A logaritmus miatt az értelmezési tartomany x > 0.
A két fliggvény grafikonjat a kozos értelmezési tartomanyon
_ . 1 . .
dbréazolva latjuk, hogy az x = > helyen metszi egymadst.

Mivel a bal oldali x> log, x, x>0 fliggvény szigoruan csokken,
2
a jobb oldali x—x + % x € R* fiiggvény pedig szigorian nd,

igy tobb metszéspontjuk nincs.



b) Az x+— L 1, x € R* fiiggvény szigordan csokken, a 2-es alapui
X

logaritmusfiiggvény szigorian nd, a grafikonok metszéspontja
x = 1-nél van.

¢) Ertelmezési tartomany: x> 0.
Itt is a grafikonrdl 14thatd, hogy x =1 az egyetlen megoldas.

d) A grafikonrdl l4that6, hogy az egyetlen megoldés: x = 0.

fi7I) a) Abrazoljuk az x— logrx, x>0 ésaz x+——x, fiiggvényeket
a kozos értelmezési tartomanyon. Zsebszamoldgéppel vagy
tabldzat haszndlataval x = 0,64 adédik egyetlen gyokként.

b) Abrizoljuk az x — log,x, x>0 és az x+—(0,5)%, x > 0 fliggvé-
nyeket.
Mivel az x —log,x fiiggvény nd, az x +— (0,5)* fliggvény csok-
ken, legfeljebb egy gyok lehet. Az dbrardl leolvashatd, hogy
az |1; 2[ intervallumban van gyok. A pontosabb szamolds azt
mutatja, hogy a gyok 1,3.

-

o
B




¢) Abrazoljuk itt is az x —>log,x, x>0 és az x>sinx, x > 0 fligg-
vényeket.

Az dbra és a fliggvények tulajdonsdgai alapjan vilagos, hogy
% és 2 kozott van egy gyok, tobb gyok nem lehet. A pontosabb

szamolds azt mutatja, hogy a gyok 1,9.

d) Abrizoljuk az x — logyx, x>0 és az x ——x2, x > 0 fiiggvé-
nyeket.

Vildgos, hogy az x> log,x, x >0 fiiggvény nd, az x— —x2,

x>0 fiiggvény csokken, és ]0,5; 1[—ban van gyoke, pontosabban
a gyok 0,7.

e) Abrézoljuk az x—log,x, x>0 és az x> cosx, x>0 figgve-
nyeket. 2
Az dbra és a fliggvények tulajdonsdgai alapjan vildgos, hogy
a ]0,5; 1[-ban van egy gyoke az egyenletnek, ez a gyok 0,6.

f) Itt is dbrdzoljuk az x —log,x, x>0 ésaz x—>-x+1,5, x>0
fliggvényeket.
Az x+—=>logyx, x>0 fliggvény nd, az x+—=>—x + 1,5, x > 0 fiigg-
vény csokken, igy legfeljebb egy gyok van. Az dbrardl leolvas-
hat6, hogy ez a gyok az |1; 1,5[-ban van, a gysk 1,2.

EFD Itt is abrdzoljuk az x—>ctgx, O0<x<mésaz x>x, 0<x<7m
fliggvényeket.

Itt is csak egy metszéspont van, ezt példaul iterdcidval kaphat-
juk meg: 0,86.

4

y=log, x

1,9

y =sinx

y=log, x

y=-x2

y=logy x




EF) a) Abrizoljuk az x 2% ésaz x+—>x + 2, x € R fiiggvényeket.
Az x> 27 fiiggvény grafikonja konvex |—eo; +oo-ban, ezért
legfeljebb két gyok lesz, hiszen az x — x + 2 képe egyenes.
Az egyik gyok x =2, a mdsik ldthatéan -2 és —1 kozé esik.
Pontosabb értéke: —1,7.

b) Ittis az a) megolddsdban latottakat alkalmazzuk.

Az x+—2* fliggvény grafikonja konvex, ezért legfeljebb két
gyok van. Az egyik 3, amdsik —5 és —4 kozé esik, ez —4,6 lesz.

¢) Abrazoljuk az x 2% és az x+—>x + | fiiggvényeket.

Az x— 27" fiiggvény csokken, a masik ng, igy legfeljebb egy
gyoke van. Az egyetlen gyok: x=0.

d) Abrézoljuk itt is az x 2 és az x+>x — 1 fiiggvényeket.

Ebben az esetben is az egyik fiiggvény csokken, a masik nd,
igy legfeljebb egy gyok van, amely az 1 és 2 kozé esik: 1,4.

5 y=x+2
=z A
-5 1112 5 X
-
R

/3

5
yZ
B

-5

y=2°

-
y=2*
5
21

=)

Y
X
5
=l

Z
1 3 5 X

EED a) Alogaritmusfiiggvény tulajdonségai alapjan az adott egyenlStlenségbdl a kovetkezd ekvivalens

egyenlGtlenségeket kapjuk:
& & b log, logs (x% — 11) >0,

2
0<10g5(x2—11)<1,
l<(x2-11)<5,
12<x2<16,

2-J3<lxl<4.



b) A hatvdnyazonossdgok alkalmazdsdval ekvivalens dtalakitdsokat végezhetiink:

1 1

X X+

4% -3 2=3 2%
1 3*

4% 4 — 47 =[3.3% 4 |
2 V3
34v= 3 mivel 3% 20, ezért:
2 V3

oW

N
[SSEIEN
=
I
N
SSEIEN

j , az exp. fv. szig. monotonitdsa miatt:

=
Il
N | W

¢) Atalakitdsokkal:
(0,4)lg2x+1 — (6,25)2—1gx3’ x>0

) lg2x+l_ 25 2-3-lgx
5) 4 ’

) Ig2x+1 ) 6-lgx—4
(g) = (gj , alogaritmus fv. szig. monotonitdsa miatt:
lg2x+1=6-1gx —4,
Ig?x —6-lgx+5=0.
A kapott masodfoku egyenlet gyokei:
lgx;=1 és lIgx, =35,
amibdl:
X1 = 10 és Xy = 105
A kapott gyokok jok, mert ekvivalens dtalakitdsokat végeztiink.

EEED Ekvivalens étalakitdssal 2-es alapt logaritmusra dttérve igy frhatjuk az egyenlGtlenséget:

log, x + <-2-coso.
log, x
Nyilvdn 0 <x, x# 1 johet sz6ba csak.
Ha 0 <x <1, akkor log,x <0 és igy:
log, x + <-2.
log, x

A -2 <-2-cosa egyenlStlenség minden o€ R esetén igaz, tehdt az egyenlStlenség teljesiil, ha:

aeR é O<x<l.
Ha x > 1, akkor log,x > 0, igy:

log, x + 22,

log, x

és itt egyenlOség csak log,x =1, azaz x =2 esetén teljestil. Mdsrészt —2-cosa =2 csak cos o =—1
esetén teljesiil, ekkor az egyenlGség igaz, tehat:

a=02k+1)-n, keZ.



EEB A logaritmus azonosségait felhasznalva ekvivalens dtalakitdssal f(x) értékét a kovetkezs alakra
hozhatjuk:
fx)=log2 x - (log# x +12- (3 - log, x)) = log2 x - (log# x — 12 - log, x + 36) =

=(log, x - (6 - log, x))z.
Mivel 1 <x <64, ezért 0 <log,x <6, tehitha a log,x = z jelolést haszndljuk, a (z -(6- z))2 leg-
nagyobb értékét keressiik, ha 0 <z <6.

A szamtani és mértani koz€p kozti egyenlGtlenség alapjan:
2
+6-—
z-(6—z)£(%j =9,

és egyenlGség csak akkor teljesiil, ha z =6 -z, azaz z=3.
Ezek szerint f(x) <92 = 81, és az egyenlGség log,x = 3, azaz x = 8 esetén teljesiil.
Nyilvdn x > 0 johet sz6ba megoldasként. A 2-es alapu logaritmusfiiggvény az értelmezési tartoma-

nyéban szigordan ng, igy mindkét oldal 2-es alapu logaritmusat véve, és felhasznélva a logaritmus
azonossagait, a kovetkezg, az adott egyenlGtlenséggel ekvivalens egyenlGtlenséget kapjuk:

(3 —logsx —2-log,x) - logyx > 0.
Az elsé tényez6t tovabbi szorzattd alakitva, és —1-gyel szorozva ezt kapjuk:

(logrx —1)-(logyx + 3) - logyx < 0.
A hiarom tényez§ szorzata akkor lehet negativ, ha mindhdrom tényezd negativ, azaz a legnagyobb
tényezd negativ:

log,x+3<0 = log,x<-3, amibdl O<x<%,

vagy ha egy tényezé negativ, kettd pozitiv, azaz a legkisebb tényezs negativ, a koz€psd pozitiv:
logox—1<0<logobx = 0<log,x<1, amib6l 1<x<?2.

A kovetkezdket kell tudni x-r6l: [x]#0, |x|#1, x+2>0, azaz x > -2.

Ha 0 <|x| < 1, akkor a logaritmusfiiggvény csokken, igy az adott egyenl6tlenség a kovetkezdvé
alakul:
x+2>x% azaz 0>x2—x-2=(x-2)-(x+1), amibdl -1 <x<?2.
Ekkor tehat a megoldas:
-1<x<0 é O<x<l.

Ha | x| > 1, akkor a logaritmusfiiggvény nd, tehat az adott egyenlStlenség a kovetkezSvel ekvi-
valens:

x+2<x? azaz O<x?-x—-2=(x-2)-(x+1), amibsl x<-1 vagy x> 2.
Az értelmezési tartomanyt is figyelembe véve ekkor a kovetkezd szdmok elégitik ki az egyenldt-

lenséget: ,
x>2 és -2<x<-L

Fejezziik ki tg x-et sinx és cosx segitségével, majd ezeket % szogfiiggvényeivel:

. X X
2-sin—-Ccos— N

X
2.cos2 >

2 _ 2-sinx
1 " COSX ]+ cosx
sinx sinx

Igazoltuk 10. osztdlyban, hogy 0 < x < % esetén x < tgx, tehdt az allitast igazoltuk.



EED a) Azexponencidlis fiiggvény tulajdonsagai alapjan a hatvény értéke akkor és csak akkor nagyobb

b) Az exponencidlis fiiggvény tulajdonsdgai alapjan az eredeti

mint 1, ha vagy az alap 1-nél nagyobb €s a kitevd pozitiv (I. eset), vagy az alap 0 és 1 kozott
van és a kitevd negativ (I1. eset).

I. eset:
42 +2x+1>1 = 2x-2x+1)>0,
amibdl
x>0 vagy x<-0,5,
valamint:
2-x>0 = x-(x-1)>0,
amibdl

x>1 vagy x<O0.
Tehat ebben az esetben az x > 1, illetve x < —0,5 valds szdmokra igaz az egyenlGtlenség.

II. eset:
0<4x?+2x+1<1 = 2x-2x+1)<0,
amibdl
-0,5<x<0,
illetve
xX2-x<0 = x-(x-1)<0,
amibdl

O<x<l1.
Mindkét kikotést egyetlen valds szam sem elégiti ki, tehdt itt nincs megoldas.

egyenlGtlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha:
O<lx-(x-Dl<2. 5

Abrizolva az x—|x- (x— 1)| fiiggvényt, az dbrarél leolvashato,
de szdmoldssal is konnyen ellendrizhetd, hogy a megoldésok:

“1<x<0, 0<x<1 és l<x<?2. y=Ix(x=1

)

- 1 i

¢) Alogaritmusfiiggvény tulajdonsdgai alapjan 2 eset lehetséges.

Leset: 0<x?<1és 0<3—2x<x? teljesiil.

Az els6 egyenlbtlenségbdl —1 < x <0 vagy 0 <x < 1, amésodikbdl 1 <x < 1,5 vagy x <-3,
tehat ezeket kielégit§ valds szdm nincs.

IL eset: 1 <x? és 3 —2x > x? teljesiil.

Ebbdl x < -1 vagy x> 1, illetve 0> x% +2x -3 = (x—1)-(x + 3), azaz -3 <x < 1. Mindkét
feltételt a —3 < x < —1 szdmok elégitik ki, ezek az egyenlStlenség megoldésai.

Indirekt bizonyitdst célszerd vélasztani. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvénynek van egy p >0 perio-
dusa, azaz minden x € R-re f(x + p) = f(x). Haszndljuk a szorzattd alakit6 azonossdgokat:

és sin

f(x+P)—f(x)=2-sin§~cos(x+§)+2-sinp'2\/§.cos(ﬁ.x+—p'2\/§j

minden x € R-re. Ez csak akkor teljesiilhet, ha sing =0, azaz p = 2kr, valamely k € Z esetén

P2 =0, azaz p=+/2 -2nm, valamely n € Z esetén. Ebbdl az kovetkezik, hogy van olyan

k, n € Z, hogy V2 -n=k, n#0 miatt V2 = E, ami ellentmondés, mert /2 irracionalis.
n



2r X
EED A sin+/3 - x értéke == szerint periodikus, cos——
NE] P NE]

Akkor lesz f(x) periodikus, ha van olyan k és n egész, hogy:
k-2Z =120\, 120,

értéke 27 -~/3 szerint periodikus.

V3
Ebbdl % =3 adédik, k=3, [ =1 esetén ez teljesiil. Tehat az f fiiggvény 27 - /3 szerint periodikus.
Val6ban:
f(x + 27r-\/§) = sin(\/g X+ 671') —Cos (% + 2n)= f).
1
EFED Abrizoljuk az x—3" -7, xe R és x> 4%, xR, x#0 fiiggvé-
nyeket. |

Az x+—=>3*-7, x e R fiiggvény végig nb, az x+—> 4~ fiiggvény
]—o0; O[-ban csokken és ]0; +oo[-ban is csokken, de mindeniitt
pozitiv. Igy legfeljebb egy gydk lehet. Az x =2 j6 gyoknek, itt
mindkét fiiggvény értéke 2.

y=3-7
___/7, ,,,,,,,,,,,,,,,,,
-10
EZN «) Ha O<x<§, akkor 0 <sinx <x, és
2 2
cosx=cos?t —sin2r =1-2.sin2>>1-2. 2 =12
2 2 4 2
%2
Ha 0 < x <2, akkor x2 < 2x, azaz =— < x, tehat:
2 2
cosx>1——>1-nx.
2
b) Mivel 0 <x < %, akkor 0 < sinx < tgx, ebbdl kovetkezik, hogy:
sin x
I>——>cosx>1-ux.
X
Tehat az a)-ban igazolt azonossag felhasznéldsaval:
x>1-% 5,
X
L) Ismert azonossdgok alapjan:
(1) cosa =cos?Z —sin2 &, () 1=sin2% + cos2 &,
2 2 2 2

(1) és (2) Osszegébdl: ,o _1+cosa
cos* —=—""—,
2 2

. . o .
és mivel COSE >0, ezért:



(1) és (2) kiilonbségébdl:

sin2= ,
2
L. . .
és mivel sin— =0, ezért:
2 . a 1-cosa
sin— =
2 2
EZB A pontos értékek:
1+ cosﬁ 1+ Q
T 4 2 2+2 . T 2-2
CcosS— = = = ; sin—=———;
8 2 2 2 8 2

b T N2 242 T _N2-N2+42

= sin— =

16 2 16 2
EFB) Szorozzuk meg a bizonyitandé egyenldség mindkét oldaldt 16 - sin% -tal:

X X X X X .
16 - SlI‘l—6 +COS— - COS— - COS—+ COSE =S x.

16 8

A sin2a =2 - sina - cos @ azonossdgot négyszer alkalmazva a bal oldalon, éppen a jobb oldalt
kapjuk.
E@D Azonossidgok alkalmazasdval f(x) igy irhato:
f(x) =sin5x-sin2x.

Mivel 0 < x <§ esetén sin2x > 0, igy f(x) >0 akkor és csak akkor, ha sin5x > 0. Ez pedig

akkor teljesil, ha:
i1 . 2r i1
O<x< 5 és —<x< 5"

Inverz fiiggvények — megoldasok

BB Abrizoljuk az x — arcsinx és x —>arccosx, |x| <1 fiiggvényeket
ko6z6s koordinata-rendszerben.

T
Ha 0 <x <1, akkor: y=arccosx\

n

sin(arcsin 1 — x2) =1 - x2, 3Ny =arcsinx

Y

. i 1 X
sin(arccos x) = /1 — cos? (arccos x) = v/1 - x2,

NI}

tehdt az azonossag elsé része igaz.

Ha -1 <x <0, akkor:

sin(n — arcsin\/l — xz): \/1 - x2,

és —<arccosx <, ezért:

SRR

sin (arccos x) = sin (7 — arccos x) = v/1 — x2,

tehdt az azonossag masodik része is igaz.



B Alkalmazzuk t6bbszor a tangensfiiggvény addicids tételét:

1 1 1 1
tg [arctg— + arctg— [+ ¢ tg— + arctg—
g( cg3 arcgsj g(arcg7 arcggj

| | |
tg |arctg~ + arctg— + arctg — + arctg— | = =
g(arcg?, arctes Faries arcgs) 1 ] 1 I
1-tg arctgg + arctgg tg arctg; + arctgg

1 11

35 .7 8

11, 11 4.3
_ 35 78 _ 7 11 _ 44+21_

L,y 43 77-12
-3 5 .7 8 7 11

1 1

35 7 8

Mivel tg% =1, és mindkét oldal pozitiv, valamint %—nél kisebb, az azonossag igaz.

Elg) A 3545. feladat megolddsakor mar lattuk, hogy:

cos(arcsinx)=+1—x2, ha —1<x<I.
Hasonldan adédik, hogy:

sin(arccosx)=+1-x2, ha —-1<x<1.
Mivel 0 <1 - x2 <1, ezért:

arcsin+/1 — x2 + arccos /1 — x2 = g
és ezt kellett igazolni.
€D a) Mivel: L (7: 71') o
sin—=cos |— — —|=cos—,
7 2 7 14
ezert: ( n) ( 57‘[) S . 5t
arccos |sin—|=arccos [cos— |=—, hiszen O<—<m
7 14) 14 14
b) Mivel: 3n (n 371:) ) ( nj .
cos— =sin|— - —|=sin|——|=—sin—,
5 2 5 10 10
ezért:

arcsin |—Sin—|=-—arcsin |Sin—|=——-.
10 10 10

E@M Abrizoljuk az x4 arctgx, x € R és x—Z x#0,xeR fiiggvé-
nyeket. X

Mivel mindkét fiiggvény pdratlan, a grafikonjaik szimmetrikusak
az origora.

Az x+— — ]O; +oo[—ban csokken, az x4 -arctgx itt nd, tehat

X
legfeljebb egy gyok van, x =1 j6 gyok. A pératlansadg miatt x = —1
is j6 gyok, és mds gyok nincs.




€D Az arccos értelmezési tartomanya [—1; 1], igy a kovetkezSket kell kikotni:

-1<3x<1,
—leSl
3 3

b

valamint:
V6 —15x <1,
0<6-15x<1,
5<15x <6,
1 2

—<x<-—.
3 5

Igy csak x = % jOhet széba megoldasként. Ellendrzés:

arccos3%=arccos1=0 és  arccos /6—15%=arccos1=0,

tehat x = — j6 megoldas.

[SSRI

Ha a £0, akkor x <0 esetén:
. T T
arcsinax < —<3-arccosx + —,
2 6
mig x >0 esetén:
. T
arcsinax <0 <3-arccosx + g,
tehat ekkor nincs megoldas.
Ha a > 0, akkor az

f(x) =arcsinax, lax|<1 és g(x)=3-arccosx + %, -1<x<1

grafikonja akkor és csak akkor metszi egymast, ha a megfeleld inverz fiiggvények grafikonjai
metszik egymadst.

Az inverz fiiggvények:

sinx 1 S
hx) = 0%,
a 1
a
v . . il 7 =h(x)
k(x) = cos 6, —<x<—, z T x
3 6 2 6 2
A h és k fliggvények grafikonja akkor és csak akkor metszi egymadst, ha
. T . T T n
sin— sin— ———
<cosO=1, azaz 0,5<a és —220052 6, azaz a< o
a a 3 COS—
9
tehdt akkor van legaldbb egy valds gyok, ha
0,5<a<
cos—

9



EEB Célszert elGszor dtrendezni az egyenletet:

M = % —arctg(1 — x).

arctg

Elég azt megnézni, hogy a két oldal tangense mely valds x-re egyenld. A bal oldal tangensének
meghatdrozdsakor a tangens addicids tételét hasznéljuk:

x-2-x _ 1-(1-x)

5 1+1-(1-x)’
x-2-x) «x
5 2-x
Széba johet x =0, ez j6 gyok.
Ha x # 0, akkor:
(2-x?=5,
x2—4x-1=0,
x=2+4/5.

A kapott gyokok kielégitik az egyenletet.

EFR) Abrazoljuk az x> arcsinx és x+>2-arccosx fiiggvényeket egy
koordindta-rendszerben. 2m

Mivel [-1; 1]-ban az arcsinx nd, a 2-arccosx csokken, legfeljebb
egy metszéspontja van a két grafikonnak. Hatdrozzuk meg a metszés-
pont x koordinatdjat:
arcsin x = 2 - arccos x,
sin(arcsin x) = sin(2 - arccos x),
x =2 -sin(arccos x) - x.

y =2-arccosx

T

y =arcsinx

NS

Mivel x # 0, eloszthatjuk mindkét oldalt x-szel: -1 1 X
1=2-V1-x2, (x>0) -z ‘
3
=

Az eredeti egyenl6tlenség tehat —1 < x < ? esetén teljesiil.

sino

EED a) Mivel tgo = , ezért:

cosa .
sin(arccos x)

tg(arccos x) = ———.
cos(arccos x)

Haszndljuk fel, hogy
sina =+1-cos?a, ha 0<sina <1 és sino =—-+1-cos?¢, ha -1 <sina <0.

Mivel 0 <arccosx <7 és 0 <sin(arccosx) < 1, ezért:

sin(arccos x) = v/1 — x2.
V1 - x?
x 2

Tehat:

tg(arccos x) = ha [x|<1, x #0.




b) Mivel —% <arctgx < %, ha x e R, ezért:

cos(arctgx) > 0.

Masrészt:
l1+tg2a = ! tchdt  cosor=——
cosZo’ J1+tg2a
Ezért:
1 1
cos(arctg x) =

\/l + tg2 (arctg x) - J1+x2°



MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

11.5. KOORDINATA-GEOMETRIA

Vektorok a koordinata-rendszerben. Miiveletek koordinataikkal
adott vektorokkal (emlékeztetd) — megoldasok

d=1-i+4-j, a(l;4); b=-5-i+2-j, b(-5;2); ¢=-3-i-2-j, ¢(-3;-2);
d=-2-i+5-j, d(-2;5); 2=4-i+0-j, 24;0); f=3-i-2-§, f(3;-2).
a) (-1;2); b) (3;-8); c) (2;-6); d) (6;-15);

¢) (8:-21); f) (—%;9); ¢) (15, ~40); ) @;—31}

a) 6-i+0-j; b)2-i+4-j; c)-4-i+4-j; d) 0-i+0-j.

a) V2 b) J13; ¢) 5; d) @;

e) 1; f) Na?+ b2 g) V5 h) J/6;

i) \2-(a+ D).

a)lal=85;  b)lbl=97; o) lel=89; @) ldl=29; ) lel=34.
Mindegyik vektor koordindtdinak abszoltt értéke egy-egy pitagoraszi szamharmas két tagja, a har-
madik tag éppen a vektor abszolut értéke.

a) (Q Q) b) (2'\/5; —3'5);
22 13 13
e o(8)
5 5 5°V5
A helyvektorok az dbran lathatok. "
A vektorok koordindtai a +90°-os, illetve a —90°-0s forgatdsok utdn: g
a) (-1;-3), (1;3);
b) (-5:2), (5:-2); Tt
¢) (2:-1), (-2:1). ~
-3 ¢/l 1 o2 X
a) =5; b) 5; ¢) =5; &
d) -10; e) —45; f) 85.

a) Mivel @ - b =0, ezért a vektorok derékszoget zarnak be egymaéssal.
b) A két vektor hegyesszoget zar be, mivel d - b=2>0.
c) A vektorok tompaszoget zarnak be egymadssal, mivel skaldris szorzatuk —%.

d) Akét vektor derékszoget zar be, mivel skaldris szorzatuk 0.



3567

a) Mivel AB - AC =0, ezért az AB és az AC szakaszok merdlegesek egymadsra, igy az ABC hirom-
sz0g derékszogl. A derékszog az A csucsndl taldlhato.

b) A derékszog a C csdcsndl van.

c) A derékszdg a C cstcsndl van.

a) A C pont helyvektorira:
¢ =3b — 24 =3(—i + 4j) — 2(i — 2j) = - 5i + 16j.
Ezek alapjan a pontok koordinatai:
A(l;-2), B(-1;4), C(-5;16).

b) Mivel AB =-2i + 6j, valamint AC = —6i + 18j, ezért AC =3AB, ami igazolja, hogy a harom
pont egy egyenesre illeszkedik.

a) Ha a mozgé pont helyvektora a megfigyelés kezdetekor 4,
a kovetkez6 mésodpercben pedig b, akkor a sebességvektor: /-

V=b-a=2i+], 8
igy a sebességvektor koordindtdi V(2; 1). 5

b) A megfigyelés kezdetét kovet§ harmadik mdsodpercben a test +
helyvektora:

QU

¢=d+3V. !

A miveletek elvégzése utdn kapjuk, hogy a testa C(3; 8) pont- S O A
ban tartézkodik.

c¢) A D(11; 12) pontra teljesiil, hogy
AD =14i+7j=17%,
ami azt jelenti, hogy az adott ponton a test a megfigyelés kezdetét kovets 7. masodpercben

halad at.

A két vektor pontosan akkor merdleges egymadsra, ha skaldris szorzatuk 0. A két vektor skaldris szor-
zata a koordinatdik segitségével:

d-b=—(N2+2)+2-a=0,

amibdl o-t kifejezve:

V2 +2
o= =1++/2.
V2
Szamitsuk ki a négyszog atldvektorainak koordinatait: E(9; 3), y 5
illetve BD(4; —12). Mivel a két vektor skalaris szorzata: 8
AC -BD=9-4+3-(-12)=0, 6 §
ezért a két atl6 valéban merdleges egymasra. y %
2
6
-4 -2 2 4 8 X
= \
-4
D




MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

BT Anégyszog AB, illetve DC oldalvektorainak koordinatsit kiszamolva

y
lathatjuk, hogy mindkét vektor koordindtdi (8; 1). Eredményiink azt
jelenti, hogy az ABCD négyszogben két szemkdzti oldal ugyanolyan c
hosszu és parhuzamos, ezért a négyszog valdban paralelogramma. E
B
"4
- 1 A

S0 A megadott pontokat jelolje rendre A, B és C. A feladatnak hdrom

D
megoldasa van. Két olyan megoldast kapunk, amelyekben az AB ’ c 1
szakasz a paralelogrammanak egyik oldala. Ezekben a paralelog-
rammdkban az egyik oldalvektor E(6; 2). 1 8
Az dbra azt az esetet mutatja, amelyben a BC szakasz atl6. Ekkor = AL f 4
CD, = AB, amibél D (8; 6).
A kovetkezd dbra azt a paralelogrammat mutatja, amelyben az AB, y
valamint a BC szakaszok is a paralelogramma egy-egy oldalat alkot- c
jék. Ekkor CD, = BA, és ezért D,(—4; 2). D,
o
4\ X
A

Végiil még egy megoldds adédik, amelyben az AB szakasz a para-
lelogrammdnak 4tl6ja. Ekkor AD;=CB(3;-3), amibdl egyszerd c

szdmoldssal kapjuk, hogy D5(2; —4). /\
1 B

a) A Xkeresett dsszegvektor elsé koordinataja:
I+ (V2 =V1)+ (V3 =+2) + (V4 = /3) +...+ (~/2008 — /2007 ) + (~/2009 /2008 ).

Ha alaposabban szemiigyre vessziik az 0sszeg tagjait, akkor lathatjuk, hogy az elsd helyen
4ll6 /1, valamint az els6 zarGjelben szerepld masodik tag ,kiejti egymast”, csakigy mint
az elsd, illetve a masodik zarGjelekben szerepld /2, illetve —+/2. Ha a tobbi tagot is parba
allitjuk, akkor igazabdl csak a +2009-nek nem taldlunk part, az Osszes tobbi tag ,.kiesik”
az 6sszegbdl. Ebbdl adéddan az 6sszegvektor elsé koordindtdja ~/2009.

A masodik koordin4tat illetGen hasonldan jarhatunk el. A megfelel$ koordinéta ,,hosszi alakja™:
1 1 1 1 1

+ + +...+ + .
V2 +J1T B3+V2 Ja+3 J2009 ++/2008 2010 ++/2009




Ha a fenti 0sszegben minden egyes tag nevezdjét gyoktelenitjiik, akkor azt kapjuk, hogy:

1 1J‘J’ff
NoFa v e sy DR AN
1 1ffffff

\/_+\/_\/_+\/_\/_\/_ 3-2

1 1 '~/2010 —~/2009 _ /2010 — /2009
=~/2010 —~/2000.
J2010 + 2000 /2010 + 2000 <2010 — 2000 2010 — 2009
Eredményeink alapjdn a keresett vektor masodik koordinatdja tehat a kovetkezG alakban irhato fel:

(V2 =V1)+ (3 =2)+ (¥4 =3) +...+(~2009 — /2008 ) + (~2010 — /2009 ).

Az 0sszeg felting hasonldsdgot mutat a vektor elsé koordinatdjandl szerepld 6sszeggel, csak itt
most az els§ zaréjelben szerepld —~/1-nek, valamint az utolsé zaréjelben talalhaté ~/2010-nek
nincs parja, igy az 6sszegvektor masodik koordindtdja /2010 —1.

A keresett 0sszeg koordinétdi tehat:
(~2009; /2010 - 1).
b) Mivel +2009 >~/2010 — 1, ezért a megfelel§ pont az x tengelyhez van kozelebb.

Két pont tavolsaga. Két vektor hajlasszoge.
Teriiletszamitasi alkalmazasok — megoldasok

a) 3; b) 5; c) 5; d) 13; e) @; f) 2.
a) 3; b) 5; c) 13; d) 2-34; e) \J6; f) 23
J— 26
) — h) —.
6

a)AB:Ac:J%; b) AB = AC =/34; ¢) AB = AC = /20.
A c¢) feladatban szerepl§ haromszog derékszogi, mert ﬂf(4; 2) és A_C"(Z; -4).
a) A pont illeszkedik a korre. b) A pont illeszkedik a korre.
c) A pont nem illeszkedik a korre. d) A pont illeszkedik a korre.

a) AB=2, BC=3,6, AC =3, a haromszog keriilete 8,6.

b) AB=237, BC=133, AC=16,1, a hdromszog keriilete 53,1.

a) Az ilyen tulajdonsagu pontok két, az x tengellyel parhuzamos egyenesen helyezkednek el, att6l
3 egység tavolsdgra. A megfelel§ (x; y) pontokra y =3 vagy y =-3 teljesiil.

b) Ezittal az y tengellyel parhuzamos egyeneseken taldlhatok a feltételnek megfelel6 pontok.
A koordinataikra x = 3 vagy x =-3 teljesiil.

A megfelel§ (x; y) pontokra x =y vagy x = —y teljesiil. A pontok a két tengely szogfelezd egye-
neseire illeszkednek.



MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

a) oe=90,0% b) a=90,0% c) oo=180,0%
d) a=126,5°% e) oo=45,0% f) a=93,4°
a) o=5397% B=179,70°% y=46,33°

a hdromszog tertilete 11.
b) oo=32,70°% B=61,70°% y=85,60°%

a hdromszog teriilete 26.
¢) oe=103,32° B=48,18° y=28,50°%

a hdromszog teriilete 38.

EF3) Hasznaljuk az abra jeloléseit: legyen A(-7; 1), B(3;2) a két pont,
melyeken a test a mozgds sordn dthaladt, tovabbd C(3; 0), D(-7; 0),

illetve O(0; 0). A feladat kérdése alapjdn az ABO hdromszog AB 3 B
oldaldhoz tartozé6 m magassagat kell kiszamolnunk. 4 < :
Ehhez kiszamoljuk az AB szakasz hosszat, valamint az ABO héarom- D 0 I I Y

sz0g teriiletét. A két szamolt értékbSl mar konnyen megkaphatjuk
a keresett magassagot.

Az ABO hédromszog teriiletét pl. gy kaphatjuk meg, hogy az ABCD
trapéz teriiletébdl kivonjuk az AOD, valamint a BOC hdromszogek teriiletét. A szdmoldsokat
elvégezve kapjuk, hogy

AD + BC 1+2

AD-OD
Tyop 2723’5;

BC-0C
Tgoc = — - 3;
Tapo = Tapcp = Taop = Tpoc =15-3,5-3=8,5.
Az AB tavolsag:

AB =+10%+ 12 =/101.

Ha most az ABO haromszog teriiletét az AB oldal, valamint a hozza tartozé m magassag segit-
ségével irjuk fel, akkor

V101 -m 17
85=——- = m=—==1,00.
2 V101
A mozg6 test tehat 1,69 egység tavolsagra volt az origétdl, amikor ahhoz legkozelebb tart6z-

kodott.

ETB a) Akapott négyszog trapéz, melynek alapjai pirhuzamosak az x ten-

gellyel. A négyszog teriilete:
2

- 1 X




b) Az dbra jeloléseivel AB = AD =65, illetve CB = CD = /26,
ezért az ABCD négyszogben két-két szomszédos oldal meg-
egyezik, igy a négyszog deltoid. 4P .. .

Az ABCD deltoid teriiletének kiszdmoldsdhoz érdemes a négy-
szbget egy olyan téglalapba foglalni, amelynek oldalai parhuza-
mosak a tengelyekkel. A szoban forgé téglalap csucsait az dbran LJ /
A, E, F, illetve G jeloli. A teriiletszamitast megkonnyiti, ha az A L
AEFG téglalap teriiletébdl kivonjuk a deltoid kortil ,,kimaradé”
AED, DFC, CIB és AHB derékszogli haromszdgek, valamint az /IGHB négyzet teriiletét.
Az egyes sikidomok tertilete:

5-1 5-1
TDFC=7=2’5; TCIB=T=2’5;
8-1
Tanp = 5 4 Tigup=1-

Az elmondottakbdl azonnal kovetkezik, hogy
Tipecp=63-14-25-25-4-1=39.

c) A kapott négyszog paralelogramma, hiszen (az dbra jeloléseit

hasznalva) BC = E(l; 4), ami mutatja, hogy a négyszdg BC F D _y_ _____ G

és AD oldala parhuzamos egymadssal, valamint hosszuk is meg-
egyezik. } c

Az ABCD paralelogramma teriilete a b) feladatban latott méd- A: _1\1 . >
szerrel szdmolhatd. A paralelogrammat ezittal az EFGH tégla- e \/

lapba ,.foglalhatjuk bele”, és a téglalap kimaradé részei harom- .

szogek. A szadmitdsokat elvégezve az ABCD paralelogramma
teriiletére 23 egység adddik.

d) A kapott négyszog ezittal négyzet. Ennek igazoldsahoz vegyiik :
észre, hogy AB = DC(4;—1), amibdl lathatd, hogy a négyszog
paralelogramma (van két parhuzamos és egyenld hosszusagu 74
oldala). Mivel AD(-1;—-4), ezért -1 A g "

AB-AD=4-(-1)+(=1)-(-4)=0,

ezért a négyszog A csucsandl (és ebbdl kifolyodlag a tobbi cstics-
ndl is) derékszog talalhatd, igy az ABCD négyszog valéban négyzet.

Mivel AB =/17, ezért az ABCD négyzet teriilete 17 egység.
EFE) Ha PA = PB, akkor

JB=0+ (1= = 2=+ (5- >
Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd a kijelolt midveleteket, végiil a lehetséges 6sszevondsokat
elvégezve azt kapjuk, hogy
10x -8y +19=0.
Mivel atalakitdsaink ekvivalensek voltak, ezért a fenti 6sszefiiggést csak a feltételeknek megfelel§
P pont elégitheti ki.
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EED Mivel a feltételek alapjan PO =5, ezért
J2 -2+ (-1-y? =5
Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd a kijelolt miiveleteket elvégezve kapjuk, hogy
x2+y2—4x+2y-20=0.

ETB «) Foglaljuk az ABC hiromszdget az dbréan ldthaté modon a tenge-
lyekkel parhuzamos oldalakkal rendelkez6 CDEF téglalapba.
Mivel a téglalap oldalai 10 és 11 cm hosszdak, ezért

TCDEF = 110 sz.

Konnyen kiszdmolhat6 az ACD, ABE, BCF derékszog(i harom-
szogek tertilete is:

YACD = 15 sz, YABE = 16 sz éS TBCF = 33 sz. C

Az ABC hiromszog teriilete:
Tupe = Teper — Tacp = Tape = Tgep = 110 = 15— 16 — 33 = 46 cm?.

b) A hdromszog a legrovidebb oldaldra allitva a legmagasabb. Mivel
AB(8;-4), BC(-11;-6) és CA(3;10),
ezért az AB oldal a legrovidebb és

AB = /8% + (—4)2 =30 ~8,94 cm.

¢) Aleghosszabb magassdgot az ABC hdromszog teriiletébdl szamolhatjuk ki. Mivel

AB-m
Tin-= <.
ABC >
ezért
V80 -m 92
46=—=<, amib6l m.=—=10,29 cm.
2 ¢ 80

d) Tegyiik fel, hogy az AB-vel parhuzamos szakaszok az dbrdnak
megfeleléen az I, H, valamint a J és K pontokat metszik ki
az ABC haromszog oldalaibdl. Ekkor a CIH haromszog hasonld

a CBA haromszoghoz, tovabba a hasonl6sdg aranya A = % Mivel

hasonlé sikidomok teriiletének ardanya a hasonl6sag ardnyanak
négyzetével egyenld, ezért a CIH haromszog, vagyis a piros sav

teriilete A% = §—szerese a CBA hdromszog teriiletének, ezért:

1
T =5 46=5,11 cm?

A fentihez hasonlé gondolatmenettel szamithatjuk ki a zold sav teriiletét: a CJK haromszog
2 . .
hasonlé a CBA haromszoghoz, a hasonldsag ardnya 3 amibdl kovetkezik, hogy

4

Igy a z61d sév teriilete:
46 — 20,44 = 25,56 cm>.



EED a) A térképen kialakul tdvolsdgokat a tdvolsagképlettel szamolhatjuk ki.
Az eredmények:
Veszprém—Gyér: /37, Veszprém—Szeged: 17, Veszprém—Debrecen: /641,
Gy6r-Szeged: 2-/113, Gyér—Debrecen: 2-+/170,  Szeged—Debrecen: 2-+/61.
A varosok kozti, kilométerben megadott tavolsdgokat megkapjuk, ha a térképen mért tavol-
sagokat megszorozzuk 11-gyel.
Ezek alapjan a tdvolsagok egészre kerekitett értékei:
Veszprém—Gydr: 67 km, Veszprém—Szeged: 187 km, Veszprém—Debrecen: 278 km,
Gyér—Szeged: 234 km, Gy6r—Debrecen: 287 km,  Szeged—Debrecen: 172 km.
b) A koordinatdkbdl észrevehetS, hogy a koordindta-rendszer kezdSpontja a Gydr—Szeged szakasz
felez&pontjdban van. Ez azt jelenti, hogy az origd koriilbeliil Dunadjvarosban lehet.
a) Ha a P pont illeszkedik az x tengelyre, akkor koordinétédira P(x; 0) teljesiil. Ekkor
PA2+ PB?=(x+3)>+(0-2)*+ (x - 5)* + (0 - 3)%
A miveletek elvégzése utan kapjuk, hogy
PA? + PB? =2x? —4x + 47,
majd teljes négyzetté alakitds utan
PA% + PB? =2(x - 1)> + 45.
Mivel a négyzetes tag nemnegativ, ezért a kifejezés akkor lesz a lehetd legkisebb, ha x = 1.

b) A PA? + PB? osszeg legkisebb értéke 45.

a) Az asztal kicsinyitett képének csicspontjait az dbranak megfele-
16en A-val, B-vel és C-vel jeloltiik:

A(0;0), B@B;0) é  C(2;2). iy €
Az ABC hiromszog oldalai: j i
AB=3, BC=+5 é AC=2-2. 2 AN e s
Mivel 1 egység a valdsdgban 50 cm, ezért:

AB=150cm, BC=50-/5=111.8cm és AC=100-2=141,4cm.

b) A feladat arra kérdez ra, hogy mekkora az asztallap koré irt kor sugara. Az ABC hidromszog
a-b-c

koré irt kor sugardt konnyen kiszamolhatjuk az R = képlet segitségével, ahol T a harom-

szog teriiletét, a, b és ¢ a haromszog oldalainak hosszét jeloli. A haromszog AB oldalat valasztva
alapnak, a teriiletre adédik:

3.2
2
Az a) feladat eredményeit felhaszndlva az ABC haromszog koré irhaté kor sugara:
_3.J5-2-42 10

12 2

Figyelembe véve a kicsinyités ardnyat, a kerek asztal sugara:

25-J10 = 79,1 cm.

T= =3 egység.

R
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c) Az ABC hiromszog leghosszabb oldala AB, ezért az AB oldal-
hoz illesztett korszelet (az dbrdn g-val jelolt) magassagara kivan-
csi a feladat. A keresett magassagot megkaphatjuk, ha az ABC 21 L-TTORS,
haromszog koré irt kor sugarabol kivonjuk az ABO egyenl§ szari 2
hdromszog AB oldaldhoz tartoz6 m magassdgat, ahol O a hdrom- i \!
szog koré irt kor kozéppontjat jeloli. Ha az ABO hdromszog széban & =1 AL T 5 X
forgd magassagéanak talppontjat 7 jeloli, akkor az ATO derék- af i
sz0gl haromszogben AO = R, tovabba AT = 1,5, igy Pitagorasz

tételének alkalmazasaval:
JioY (372 1
m= — | == ==,
2 2 2

amibdl
VIO 1 J10-1
g=R-m=——-—= .
2 2 2
A megfelel§ toldalék magassaga ezek alapjan:
50 */1_(;_1 =~ 54,1 cm.

d) Az asztallapon elhelyezhetd legnagyobb kor alaku abrosz egybeesik az asztallapba irhat6
korrel, igy a feladat gyakorlatilag a beirt kor sugarat kérdezi. Az ABC hdromszdg beirhatéd

korének sugarit az r = r képlettel szamolhatjuk, ahol s a hdromszog keriiletének a felét jeloli.
s

Az eredményeket behelyettesitve:
e 3.2 _ 6
345422 3+/5+42-42°

Az abrosz sugara igy:
6
50—~
3454242

~37,2 cm.

EED a) Azerdd csicspontjait jeloljiik a megadds sor-
rendjében az A, B, C, D, E, F, G, H betiikkel.
Foglaljuk bele a nyolcszoget abba a mini-
malis teriilet( téglalapba, amelynek oldalai
parhuzamosak a koordinitatengelyekkel:
az dbran ennek a téglalapnak a csicsait /7, J,
K és L jeloli. Lathato, hogy a téglalap terii-
lete 20-10 =200. A nyolcszog teriiletét meg-
kapjuk, ha az IJKL téglalap teriiletébdl
levonjuk azoknak a derékszogd haromszo-
geknek, illetve trapézoknak a teriiletét, amelyek a nyolcszog egy-egy oldala mentén taldlhatok,
és a nyolcszoggel egyiitt kitoltik az IJKL téglalapot. Ezeknek a sikidomoknak a teriiletét
az abran Tj, ..., Ty jeloli. Egy-egy ilyen haromszog, illetve trapéz teriilete konnyedén kisza-
molhato.

il =L -1 |A 5 7'7 10 Jx

Az eredmények:
=4, 1T,=10, Ty=4, T,=15 T1T5=4, T;=10, T,=4, Tz=15.



Végiil a nyolcszog teriilete:
T=200-2-(4+10+4+15) =134

Az erd§ és az dbrazolt nyolcszog hasonld egymdshoz, a hasonldsdg aranya 5000. Mivel a hasonld
sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsag ardnyanak négyzetével egyenld, ezért az erdd teriilete:

134-5000% cm?.
Mivel 1 ha = 10* m?2 = 108 cm?2, ezért az erd§ teriilete:
134 - 50002

108
b) A szamitasok soran felfigyelhettiink arra, hogy a nyolcszog szemkozti oldalaihoz illeszkedd
haromszogek, illetve trapézok egybevagok egymdssal. Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy
a nyolcszog kozéppontosan szimmetrikus. A szimmetria kozéppontja példdul az AE szakasz

felezGpontja, vagyis a (4; 5) pont. Egyszer( szdmoldsok mutatjék, hogy ez a pont valéban meg-
felezi a szemkozti csticsokat 0sszekotd szakaszokat.

EED a) A(R; 0), B(-R; 0), esetleg forditva.
b) CA(R - c|; —¢5), CB(-R = ¢}; —¢»).
c) A CA és CB vektorok skaldris szorzatdra:
CA-CB=(R—-c)-(~R—c)+(=cp)-(=cy.
A kijelolt miveletek elvégzése utan adodik:
a-@=—R2+CE+c§.

27z

Mivel a feltételek szerint a C pont az AB atmérdjd kor egy pontja, tovdbba a kor kozéppontja
az origo, ezért a C pont az orig6tdl éppen R tdvolsdgra van, amita C koordinatdi segitségével
ugy is megfogalmazhatunk, hogy

Jet+c3 =R, azaz cf+c3=R>

Eredményiinket 0sszehasonlitva a skaldris szorzat értékével lathatjuk, hogy
CA-CB=-R?+cf+c3=-R>+R?=0.

=33,5 ha.

d) A c) feladat eredményébdl kovetkezik, hogy a CA és CB vektorok merdlegesek egymadsra, ami
egyben azt is jelenti, hogy az ABC haromszog derékszogd. Ezzel belattuk, hogy ha az AB atmé-

27

r6jd kor egy (A-tdl és B-tdl kiilonbozs) C pontjat dsszekotjiik az atmérd két végpontjaval,
akkor derékszogli haromszog keletkezik, amelyben a derékszog a C cstcsndl taldlhatod.
Megadtuk tehat Thalész tételének egy koordinata-geometriai bizonyitdsét.

Szakasz osztopontjanak koordinatai. A haromsz6g sulypontjanak
koordinatai — megoldasok

.2y, 1. 1) _éi ll 2,12 4 )
a) (1; 3); b) (-1;-1); c) ( 6’15)’ d) (2,2j, e) (a +b i)
a) A4, 8); b) A(—%;%); c) AQe—1;2f-4).

13 13

sonBHED o

a) (4;-7); b) (14;-11).
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a) (2013; 2005); b) (2027; 1997).

a) 6;§ és 9;2; b) §;—7 és l;—6;
3 3 3 3

31 22) | 2 8
c)|—;——| és |—:——|

135 9 135 9
a) B(14;9); b) B(5;-17).
a) (1;2); b) (9;4); c) (13;5); d) (37; 11).
A paralelogramma két hidnyzo6 csicsdnak koordindtdi: (8; 3) és (—1; 2).
A két hidnyz6 cstcs koordindtdi: B(4; 2) és D(-5; 4).

a) A feltételeknek két négyzet tesz eleget. A hidnyzo csicsok koordinatai az egyes esetekben:
(7,9) és (-1; 11), illetve (3;-7) és (=5;-5).
Az els6 négyzet kozéppontja (2; 6), a masodiké pedig (0; —2).
b) A feladatnak egyetlen megolddsa van. A hidnyzé cstcsok (0; —2) és (2; 6). Anégyzet kozép-

pontja (1; 2).
E(O; 1), F(i;l) és G[l;_i),
22 20 2

b) A hiaromszog oldalvektorai:
AB(2;4), BC(1;-5) és CA(-3; 1).

a) Az oldalfelez$ pontok:

A kozépvonalvektorok:
F_E'(—é;lj, GF(1;2) és H;’(l;—é)
2°2 22
c) Lathato, hogy
FE=1CA GF=14F & EG=13C
2 2 2

ami mutatja, hogy a megfelel§ kozépvonal és oldalvektor egymadssal valéban parhuzamos.

19 5
2, . . . . .
a) (2;3); b) (0; 0); c) (45,36J

a) A(0; 2); b) A(0; 6);
a) Az oldalfelezd pontok dltal meghatdrozott haromszog silypontja: (2; 3).

b) Ha az ABC hdromszodg cstcspontjainak koordindtdi A(ay; a,),
B(by; by) és C(cy; cy), valamint oldalfelezs pontjai E(—4; —2), G
F(7; 1) és G(3; 10), akkor az elsé koordinatdkra a kovetkezd B
egyenletek irhatok fel: (

2

a1+b1=3’ b1+c1=_4’ a1+cl=7' — ; Fm .
2 2 2 &
Az egyenletek megfelel oldalait 6sszeadva:
a1+b1+c1=6, amibdl a1+b]=6—C]. _100



Az els6 egyenletbe visszahelyettesitve:

6-c
—1=3, azaz ¢/ =0.

2
Hasonl6 médszerrel kaphatjuk meg, hogy
a =14 é b =-
A mésodik koordinatdkra felirhat6 egyenletek:
a,+b, 10, by +c, Y “to g
2

Az egyenletrendszer megolddsa:
a,=13, by,=7 és cy=-11.

Az Alex altal berajzolt haromszog cstcspontjai tehat:

A(14;13), B(-8;7) és C(0;-11).
Az ABC hiromszog stlypontjanak koordindtdi: S(2; 3).
Megjegyzés: Az ABC haromszog csticspontjait a kovetkezd észrevétel alapjan is meghatdroz-
hatjuk. Az EF szakasz kdzépvonal az ABC haromszdgben, ezert EF parhuzamos AB—Vel tovabba
hossza az AB hosszédnak fele. Ebbdl az is kovetkezik, hogy GA = EF. Mivel az EF koordina-

tdira EF (11; 3), ezértaz A pont helyvektora: d =g + EF, ahol @ g a G pont helyvektordt jeloli.
A szamitdsok elvégzése utdn A(14; 13) adddik. A tobbi cstics koordinatii hasonldan szdmithatok.

c) A két hdromszog stlypontja egybeesik. Indokldsként emlithetjiik, hogy az ABC hiromszog
. 1
S sdlypontjara vonatkozd, A= . aranyu kozéppontos hasonldsdg az ABC haromszoget

az EFG haromszogbe viszi 4t. Mivel az S pont a transzform4cid fixpontja, ezért a két harom-
sz0g stlypontja valoban egybeesik.

EID a) Az ABCD négyszdg BC oldaldnak felezSpontja F(3; 1). A tiik- , _ah
r0zés utdn a B pont képe C ésa C pont képe B. Haaz A pont s ST T
A’ tiikorképének koordindtdi A’(x; y), akkor felhaszndlva, hogy D !
az AA szakasznak F a felezGpontja, azt kapjuk, hogy f " :
1 :

x+(—2)=3’ y+(_5)=1. 1] 5 4 X
2 2 D
L L B
=

Az egyenletrendszer megolddsaként A’(8; 7). Hasonlé szdmo-
lasokkal a D pont tiikkorképeként D’(7; —1) adddik.

b) Az ABD'ACD hatszog szarmaztatasabol adéddan kozéppontosan szimmetrikus, amibdl azonnal
kovetkezik, hogy a szemkozti oldalai padrhuzamosak. Utébbi 4llitds természetesen koordin4ta-
geometriai eszkozokkel is igazolhatd. Példaként: AB(6;2) és CA(6; 2), ami azt jelenti, hogy
a két vektor megegyezik, igy természetesen parhuzamosak is egymdssal.

a) Az A, B és C pontok képe az OA, OB, OC szakaszt 1:1 ardnyban oszt6 pontok lesznek. A kép-

pontok koordinatai: 3 1
A(1;1), B’(——;— ) C’(—3;—).
2 2
Az A’B’C’ hiaromszog O pontra vonatkozé tiikorképe is megolddsa a feladatnak. E pontok
koordinatai: 13 17
A(=9;-9), B’|——;-4]|, -5 -—
2’ 2
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b) Ebben az esetben a képpontok az OA, OB, OC szakaszt 1:2 ardnyban osztjdk. A képpontok

koordinatai:
(3 of2ed ()
373 3 3

Az A’B’C’ haromszog O pontra vonatkozoé tiikorképe is megoldasa a feladatnak. E pontok

koordinatai:
a2 __) B,,( 17, 4), C,,( 14 7)
3 3° 3°
a) Ha az A pont képe A’(x; y), akkor az OA’ szakasznak a felezGpontja A, azaz
R

amibdl A'(16; 16). Hasonlé moédszerrel: B’(6; —4), illetve C’(0; 14).
b) Ebben az esetben az A pont 1:2 ardnyban osztja az OA’ szakaszt, azaz
2-(-4+x —6, 2-(-d+y —6,
3 3
és igy A'(26; 26). A masik két pontra B’(11; —4), illetve C’(2;23) addodik.

EIT a) Az AB oldal felezGpontja: E(%bl; %bz)

A BC oldal felezépontja: F (%, %}

Az AC oldal felezépontja: G( ;Cl ) ;’ Cz)

b) Példaként bemutatjuk, hogy EF parhuzamos az AC oldallal. Ehhez kiszdmoljuk az EF és
az AC vektorok koordinatdit. Lathatd, hogy

EF[ 5 4, %az), mig E(cl—al;cz—az).

A koordindtak 0sszehasonlitdsa utan vegyiik észre, hogy
EF =1AC,
2

ami egyben mutatja, hogy a két vektor, és igy persze a nekik megfelel§ szakaszok is parhuza-
mosak egymadssal.

— ] .
c) Az dllitas az EF = EAC Osszefiiggésbdl azonnal kovetkezik.

sl a) A paralelogramma 4tl6i felezik egymadst, ezért az AC szakasz és a BD szakasz felezGpontja
egybeesik. Az AC szakasz felez6pontjanak koordinatai:

(al +o ay+ 02)
9 9

2 2
mig ha a D pont koordindtéi x, illetve y, akkor a BD szakasz felezGpontja

2 2 )



A két felez6pont megfeleld koordindtdi egyenldk, ezért
a+c b +x ay+cy by+y
2 2 2 2
Az egyenletrendszert megoldva adddik:

D(a; +c;—by;ay +cy—by).

b) Paralelogramma kozépvonala alatt két szemkozti oldal felezGpontjat 6sszekotd szakaszt értjiik.
Példaként megmutatjuk, hogy az AD és BC oldalak felez6pontjat 6sszekotd kozépvonal
parhuzamos az AB oldallal. Az AD oldal felez&pontja:

E(Zal +C1 _bl 2612 +02 - bz)

’

2 2
mig a BC oldalé:

F(bl +c b+ czj'

2 72
Az EF koordinatdira ﬁ(bl —ay; by — a,) teljesiil, amir6l azonnal kideriil, hogy megegyezik
az AB koordinatdival. Eredménylinket ugy is megfogalmazhatjuk, hogy az EF és AB szakaszok
parhuzamosak egymadssal.

c) A b) feladatban bel4ttuk, hogy EF = AB, amibd] a feladat 4llitdsa nyilvanvalé médon kovet-
kezik.

a) Példaként néhdny sziikséges €s elegendd feltétel: egy négyszdg akkor és csak akkor para-
lelogramma, ha

I. szemkozti oldalai egyenld hossziak;
II. van két szemkozti oldala, amelyek parhuzamosak és hosszuk egyenld;
I11. 4t16i felezik egymast;
IV.k6zEéppontosan szimmetrikus;
V. szemkozti szogei megegyeznek.

b) Az 1. feltétel alapjan:
AB =~7%+3% =58, BC =+/22 + 42 =20,

CD=(-7)?+(=3)2 =58, DA=.(-2)? +(-4)? =20.

A szemkozti oldalak valéban egyenldk.

ATL. feltétel alapjan:

EU; 3), tovabba D_C"(7; 3). Mivel a két oldalvektor koordinatdi megegyeznek, ezért AB és CD
parhuzamos és egyenld hosszusdguak.

A TII. feltétel alapjan:

Az AC atlé felezGpontja: (@, %) Lathato, hogy ez egyben a BD 4tl6 felezGpontja is,

ezért az 4tlok valdban felezik egymast.

A TV. feltétel alapjan:

4 1 . . 4009 4021 ,
A négyszog kozéppontosan szimmetrikus a > ;T pontra vonatkozdan.
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Az V. feltétel alapjan:
EU; 3), EQ; 4). A két vektor skalaris szorzatara:
AB-AD=7-2+3-4=26.

A skaldris szorzat definicidja alapjan (o a két vektor hajlasszogét jeloli):

|74§| . |ZB| -cosa =26, amibdl coso = ﬁ

Hasonl6 szdmoldssal ugyanezt az értéket kapjuk a CB és CD vektorok hajlasszogének koszi-
nuszdra is, ami igazolja, hogy a négyszog két szemkozti szoge megegyezik. Ugyanilyen szdmo-
lassal ellendrizhetS, hogy a masik két szemkozti szog is egyenld.

a) Az dbra alapjan valészin(GsithetS, hogy az AB és CD oldalak

il y D
parhuzamosak. A megfelel6 vektorok koordinataira: AB(12; 3) C_—7~
és CD(4; 1), ami mutatja, hogy AB =3-CD. 5 EAEEN
Eredményiinkbd] kovetkezik, hogy AB és CD val6ban parhuza- F .
mos, ezért az ABDC négyszog trapéz, amelyben a hosszabb alap 1.
haromszor akkora, mint a révidebb. Al 5 {UR IR

b) Az atlok hossza a koordinata-rendszerben:
AD =62+ 72 =85, illetve BC=,/(-10)%+32 =/100.
A két dt hossza a valésdgban:
1000 - (v/85 +/109) = 19660 méter, vagyis 19,66 km.

c) Ismert elemi geometriai Osszefiiggés alapjan a trapéz atléi az alapok hosszdnak ardnydban
osztjak egymadst. Az a) feladat eredménye alapjan ez az ardny 1 : 3, ezért az 4tlok M metszés-
pontja egybeesik az AD 4tl6 D-hez legktzelebbi negyedelSpontjaval. Az AD szakasz

felez6pontja:
b3)
2
igy az FD szakasz M felezGpontja:
o (3 +6 3,5+7

; , vagyis M(4,5;5,25).
> > ) gy ( )

k) Alkalmazzuk az adott szakaszt adott aranyban 0szt6 pont koordindtdira vonatkoz6 osszefiiggéseket!
Az eredmények az egyes esetekben:

a) P(l;—zj; b) P(i;l); c) P(&;z}
33 55 9 9

Ha a B pont koordinatdira B(x; y) teljesiil, akkor a feltételek szerint a P pont koordinatéi:
P(3-(—3)+2x' 3-O+2yj

i

5 5
Mivel a P pont adott, igy
3-(—3)+2x:1 és 3-O+2y=
5 5
Az egyenletrendszer megolddsa utan azt kapjuk, hogy a B pont koordinétdi: B(7; —-5).

=2.



a) Az ABC hiromszodg oldalainak hossza:
AC =32, BC=5-12 é AB=+68=2-J17.
Vegyiik észre, hogy AC? + BC? = AB? teljesiil, ezért Pitagorasz tételének megforditdsa alapjan
az ABC héaromszog derékszogl, mégpedig a derékszdg a C csticsndl taldlhato.

b) A Pista bécsi altal tervezett 6svény éppen a C csuicsbdl induld y

szogfelezd mentén huzodik. Eszerint az atfogéhoz tartozé szog- I

felezd és az atfogd D metszéspontjanak koordinatdit kell kisza- 2 5
molnunk. A szogfelez6tétel alapjéan: @
AD_AC 32 _3 QYN

DB_BC_5~\/§_5’ -0 5 B 1| 1x

vagyis a D pont az AB atfogdt 3:5 ardnyban osztja. Az 0szto-
pont koordinatai alapjan a D pont koordinatéi:

o+

¢) A mindhdrom utt6l ugyanolyan tdvolsdgra taldlhaté pont egybeesik az ABC haromszog beirt
korének kozéppontjaval, ezért a feladat gyakorlatilag a beirt kor sugarara kérdez rd. A kor

sugardtaz r = T Osszefliggésbdl szamithatjuk ki, ahol 7 az ABC hdromszog teriilete, s pedig
s

a hdromszog keriiletének fele. Mivel
_AC-BC _3-J2-5-42 _

T 15,
2 2
tovdbba
ezért a beirt kor sugara
15
r=——————=4-J2-J17 = 1,53 egység.
42 +17 gysee

d) A beirt kor O kozéppontjat az ABC haromszog szogfelezGinek metszéspontjaként kapjuk.
Az A csicsbdl induld szogfelez6 az ADC haromszognek is szogfelezdje, ezért az O pont
koordindtdit a b) feladatban mar megismert médszerrel szdmolhatjuk ki. Mivel az a) feladat
alapjan AC =3-+/2, tovabba

AD = 32+(—§)2—§-\/ﬁ
4) 4 ’

ezértaz O pont (3 . \/E) : G . \/ﬁ) ardnyban osztja a CD szakaszt. Az osztdpont koordindtdira
vonatkoz6 osszefiiggések alapjéan:

—8-%\/ﬁ+(—8)-3~x/§ 5-%\/ﬁ+%3-\/§

0] ;
3.ﬁ+%m 3.ﬁ+%m

2

amit kicsit ,,bardtsdgosabb” alakban is felirhatunk:
O(_g. (Jﬁ+ﬁ).(4.ﬁ-ﬁ))
9 3 .
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a) Az ABCD négyszog cstcspontjai legyenek A(ay; a,), B(by; by), C(cy; ¢;) és D(dy; dy). Haaz
AB oldal felezépontja a (-3; 1) pont, akkor
atb_ 3 és
2
amibdl b; =-6—a, és by =2 —aj,, tehat B(-6 —ay; 2 —a,). Mivel a BC oldal felezSpontja is
ismert, ezért

a2+b2=1

—-6—-a;+¢ —2 & 2—a2+02=_2,
2
amibdl a C pont koordinatdi: C(10 + a; —6 + a,). Végiil a CD oldal felez6pontjanak koordi-
natdira
10+a, +4d,; —3 & —6+a2+d2:2,
2
és igy D(—4 —ay; 10 — a,). Eredményeink alapjan az AD oldal H felez6pontjdnak koordi-
natdira:

bl

2 2

Megjegyzés: a szamitdsokbdl az is kidertil, hogy végtelen sok olyan négyszog van, amelynek
oldalfelezd pontjai a megadott pontok; a négyszog csicsait az A pont mar egyértelmiien meg-
hatdrozza.

H(al +(-4-a) a+(10- az))= 2:5).

b) Az EFGH négyszog EG atldja felezGpontjdnak koordinatai:

22

2 72
Egyszeri szamolds mutatja, hogy az FH 4tl6 felezGpontja szintén
ugyanez a pont. Ez azt jelenti, hogy az EFGH négyszog atléi
felezik egymast, igy a négyszog paralelogramma.

a) Az ABCD négyszog cstcspontjai legyenek A(ay; ay), B(by; by),
C(cy; ¢p) és D(dy; d5). Ekkor az oldalfelezd pontok:

E(a1+bl_a2+b2) F(bl+cl.b2+C2)

2 2 2 2
G(c1+d1_ c2+d2) H(a1+dl. a2+d2)‘
2 7 2 ) 2 72

Tobbféleképpen igazolhatd, hogy az EFGH négyszog paralelog-
ramma. Példdul megmutathatjuk, hogy az EF és HG oldalak
parhuzamosak és egyenld hosszuiak.

A megfeleld vektorok koordin4ti:

E—F(MM] é H—G(MM)
2 72 2 7 2

A két vektor koordinatdi megegyeznek, ami igazolja, hogy az EFGH négyszog paralelogramma.



b) Az a) feladat jeloléseit fogjuk hasznalni.
Az oldalfelezé pontok altal kdzrefogott paralelogramma kozép-
pontja egybeesik az EG szakasz O felez6pontjaval.

Ezek alapjan a paralelogramma kozéppontjanak koordinatai
felirhatok:

O(a1+b1+c1+d1'a2+b2+c2+d2)‘

4 4

Alaya,

A BD, illetve az AC 4tl6 felez6pontja:

P(M;M) letve Q(M; az_wj
2 2 2 2

A két atl6 felezGpontjat dsszekoté PQ szakasz felez&pontja pedig:

il

4 4

Mivel a kapott pont koordindtdi szemldtomdst megegyeznek az EFGH paralelogramma
O kozéppontjanak koordinataival, ezért a feladatban szerepld két pont valéban egybeesik.

(al+bl+c1+d1.a2+b2+c2+d2j

¢) Vegyiik fel a koordindta-rendszerben a trapézt tigy, hogy az ABCD
trapéz AB alapja illeszkedjen az x tengelyre, A csucsa pedig
az origéba essen. D(d;m) c(c;m)

<

Ekkor a trapéz csucsainak koordinatdi a kovetkezd alakdak:
A(0;0), B(b;0), C(c;m) és D(d;m),
ahol m a trapéz magassagat jeloli.

E(é,ﬂj és F([H—C;ﬁ).
22 2 2

A koordinéta-rendszerben az adatok (pontok) valasztdsabol adéddan a trapéz alapjai parhuza-
mosak az x tengellyel. Tudjuk tovdbba, hogy E és F masodik koordindtdja megegyezik,
ezért EF is parhuzamos az x tengellyel. Ezzel beldttuk, hogy a trapéz szdrait 6sszektd
kozépvonala parhuzamos az alapokkal.

-1 1 B(b;0) *

A szérak felezGpontja:

Az alapok, valamint az EF kdzépvonal hossza konnyen kiszdmithaté:
AB=|bl, DC=lc-dl,

2
EF - (b+c—d) :‘b+c—d"
\/ 2 2

Vegyiik észre, hogy ha b > 0, akkor ¢ >d, ésha b <0, akkor ¢ < d (mdskiilonben az ABCD
négyszog hurkolt lenne), ezért b és ¢ — d elGjele mindenképpen megegyezik, €s igy valéban
teljesiil, hogy

illetve

_AB+DC
—

EF
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7 z

a) Akétkozos belsd érintd természetesen az OQ szakaszon metszi
egymast. Tegyiik fel, hogy az dbrdnak megfelelen az egyik
koz0s belss érint6 a koroket az E, illetve D pontokban érinti,
mig a belsd érint6k metszéspontja P. Ekkor az OEP hiromszog
hasonlé a QDP hiromszoghoz, hiszen mindkettd derékszogt
(az érintd merdleges az érintési ponthoz tartozo sugdrra), illetve

a P csdcsndl 1év6 szogeik csucsszogek, igy szintén egyenlSk
egymadssal. A hasonlésdg ardnya megegyezik a korok sugarainak

ardnydval, azaz A= 0—112 =3. Természetesen a két hdromszog ,
atfogdinak ardnydra is érvényes, hogy % = A =3. Eredményiinket méasként is megfogalmaz-

hatjuk; a P pontaz OQ szakasz Q-hoz legkizelebbi negyedelGpontja. Igy a P pont koordinatsi:

P(3.0+1~5'3.(-1)+1-4)_(§.1)
47 4 4

b) Az a) feladathoz hasonlé mddszerrel jarhatunk el. Jeloljiik R-rel
a két kozos kiilsd érinté metszéspontjat, az egyik érintd érintési
pontjait pedig G-vel, illetve H-val. Az RHO haromszog hasonld

az RGQ haromszoghoz, a hasonldsdg ardnya 3. Az elmondottak

alapjan % =3, ami azt is jelenti, hogy a Q pont 1:2 ardnyban

osztjaaz RO szakaszt. Ha az ismeretlen R pont koordinitdi x és y,

akkor 2.x+1-5 2.y+1-4

0 és —-1.

Az egyenleteket megoldva kapjuk, hogy R (—%; —%)

Az egyenest meghatarozo adatok a koordinata-rendszerben

— megoldasok

a) Példaul: (1;0), (2;0), (=3;0). b) Példaul: (0; 1), (0;2), (0; 3).

c) Példaul: (4;5); (2; gj (40, 50). d) Példaul: (-5;-7), (5;7), (0,5;0,7).
e) Példaul: (9;-4), (-9;4), (18;-8). f) Példaul: (1;0), (-1;0), (2010; 0).
a) (5;-9); b) (=65 5); c) (5;-3).

a) (15 0); b) (0; 1); c) (8;3); d) (17;50);  e) (153).

a) a=90°% meredekség nem létezik; b) x=0° m=0;

c) o=45° m=1, d) oc:51,34°,m=%;

e) o=-45° m=-1.

a) ¥(5;-3), 7i(3; 5), a=-30,96% m = —%; b) $(2; 1), A(1;-2), a=26,57% m= %;

¢) ¥(1;0), #(0; 1), a=0°% m=0;
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d) v(0; 1), #(1; 0), or=90° meredekség nem létezik;

e) V(3;-1), ii(1; 3), a=-18,43°, m:—%;

f) ¥(1;5), #(5;-1), oe="78,69° m =5.

m a) y b) y C) y
5 5 5
P P
1 ! 1
-5 B 5 X -5 N 1 5 X -5 B 5 X
-5 -5 -5
n(1;0), oc=90° m nincs; n(l; 1), o=-45° m=-1; 7(0; 1), a=0° m=0;
d) y e) y
5 5
1 1
& -1 1 5 X -5 -1 1 5 X
\ /
_5\ —5
ii(1;2), oo=—-26,57°, m=—%; i(V3;-1), a=60°, m=+/3.
(3625 )89 , b) , ¢) ,
5 5 5
P
P
1 1 \
-5 41 5 X -5 -1 | 1 X -5 A NP 5 X
-5 -5 -5
Vv(1;0), x=0°% m=0; v(0; 1), ov=90° m nincs; v(l;-1), a=-45° m=-1;
d) B
5
1 P
-5 -1 1 i) X
-5

(1;2), o= 63,43% m=2.



Q
~
oS
S
~
o<
D
~
o<

7(0; 1), 7i(1; 0), m nincs; ¥(3;3), 7(V3,-3), m=?; (1 =1), 715 1), m=-1;
d) Ny
5
J
_5 -1 1 ) X
P
-5
v(-1;33), i(31), m=—+/3.
a) 0% b) —45° c) 1843°%  d) -30% e) 89,97
o) m=?; F(3:43), A(VE-3); b) m=—1, ¥(1;-1), (1; 1)
¢) m=0, ¥(1;0), @0; 1), d) m=3,73, ¥(1;3,73), 1(3,73;-1);
e) m=-3; ¥(-1;43), @(¥31).
1 1 2 3
@) me=—, mp==2 b)m=z, mp==5 c)m=1, mp=—1; d)m,=Z, m=—7.

A két egyenes meredekségének szorzata minden esetben —1, ami mutatja, hogy az egyenesek merd-
legesek egymadsra.

a+b

a) my=my=3; b) me=mf=—%; c) me=mf=\/§; d) m,=my=

Mivel a két egyenes meredeksége minden esetben megegyezik, ezért az egyenesek valoban par-
huzamosak egymadssal.

a-b

EFE) Az dbra alapjdn az egyenes egy irdnyvektora a v = AB vektor, mely-
nek koordinatai ¥(3; 2). Haa C pont koordinatai C(2007; y), akkor
az AC(2005; y — 2) vektor szintén irdnyvektora az egyenesnek,
ezért valamely o valds szdmra AC =« - V. Ezek alapjan a vektorok

els6 koordinatdira 2005 = - 3, amibdl o = 2003

, €s 1’gy -5 21| 1 5 X

y-22 25, o

A C pont koordinatdi tehat C (2007; g}



a) Mivel AP(33;22), ezért AP =117, ami azt jelenti, hogy az AP szintén iranyvektora az egye-
nesnek, tehdt a P pont illeszkedik az egyenesre.

b) Mivel TQ(—IS; -10), ezért TQ =-5V, ezért a Q pont szintén illeszkedik az egyenesre.

¢) Az AR koordinétdi AR(~18;—11). Mivel az AR nem irhat6 fel a ¥ valahdnyszorosaként, ezért
a két vektor nem parhuzamos, igy az R pont nem illeszkedik az egyenesre.

a) Ha az autépdlya két ismert pontjat A és B jeloli (megadasuk sorrendjében), akkor a palya egy
irdnyvektoranak koordinatai E(S; 3). Az A pontot a koordindta-rendszer O kezdGpontjaval
0sszekotd vektor koordinatdira: E(Z; 1). Mivel a két vektor nem parhuzamos egymadssal, ezért
az autépdlya nem halad keresztiil az origdn.

b) Haakeresett C pont koordinatdit C(1;y) jeloli, akkor AC (3;y+1). A C pont pontosan akkor
illeszkedik az autépélya nyomvonaldra, ha valamely o valds szdmra teljesiil, hogy AC =o - AB.

A vektorok els koordindtdinak 6sszehasonlitasabol o = %, igy a masodik koordinatdkra:
4
y+1—E 3, amibdl y—g
s 4
A C pont koordinatdi: C (1; g)

¢) Elegendé megmutatni, hogy a P pont illeszkedik az autépalya nyomvonalara. Mivel AP(10; 6),
ezért AP =2AB, ami mutatja, hogy a két vektor parhuzamos egymassal. Ebbdl adédik, hogy
a P pont valdban az autépdlyan taldlhato.

d) A két utszakasz dltal bezart szoget az dbranak megfelelGen

y
jeloljiik o~val. Ekkor o megegyezﬂ< a PB és PQ vektorok hajlas- 5 5
szogével. A vektorok koordinati: PB( 5;-3), PQ( 1;-3). Akét
vektor skalaris ﬁorﬁara: 1 /B \0
PB-PQ=(-5)-1+(-3)-(-3)=4, PZIE : 0%
hosszukra pedig 4 \
[PBl=34 ¢s |PQ|=+10 I

teljestil. A skaldris szorzat definicidja alapjan:

V34 - 10 - cosa = 4,

4
cosQ = ——,
V34 -J10
o =7747°.

A két ttszakasz 77,47°-os szogben metszi majd egymast.

Az A csucsbdl indulé m, magassdgvonalnak a CB(5; -2) vektor
egy normalvektora, ezért a magassagvonal egy irdnyvektora: V(2; 5).

A magassdgvonal meredeksége m = %, irdnyszoge pedig 68,20°.

Hasonl6 szamitdsokkal kaphatjuk a B csicsbdl indulé magassdgvonal

.. e 1 .
adatait: irdnyvektoranak koordinatdi (2; —1), meredeksége ——, irdny-
szoge —26,57°. 2
A C csucsbol indulé magassagvonal adatai: irdnyvektoranak koordi-
natdi (1; —2), meredeksége —2, irdnyszoge —63,43°.
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EEFD A hdromszog sulypontja S(§; i) Az AS silyvonal egy irdnyvektora: KS‘(%, ?) egy normal-
vektora pedig a (—; —?) koordinatdju vektor.

A BS sulyvonal egy irdnyvektora FS(—%; - 3) egy normalvektordnak koordinatai @ —%)
- . iy —(2 8 p . o (8.2
Végiil a CS stlyvonal egy irdnyvektora CS 5; —3) egy normalvektoranak koordinatai §§ .

EED a) A3633.feladat eredménye alapjdn az A cstcsbol indulé magassag-

vonal egy irdnyvektora V(2; 5), mig a 3634. feladat alapjan az z /'(;m"
A csticsbdl induld sdlyvonal egy irdnyvektora AS (% %) Akét 3 L B
vektor skaldris szorzata 24, a vektorok hossza: = _11 S
A/ A
|\7|:\/@ és |AS|:—2321. :,
Sa,+” I
Ha a két vektor altal bezart szoget o jeloli, akkor a skaldris szor- AT
zatbol:
24=4/29 -~ 2321 -cose, amibl o =25,92°.
b) Akeresett B szog megegyez1k az A cstcsbol indulé magassdg- . ) -
vonal ¥(2; 5) irdnyvektora, és az s, stlyvonal SB irdnyvektora 5 c -
o
altal bezart szoggel. A 3634. feladat eredménye alapjan SB (?, %j s B._
s, DN/ AR S Z

Az a) feladathoz hasonl6 szamitassal:

12=429 - “17 ~cos, amibSl B~ 5945 A

EED a) Kétegyenes akkor és csak akkor merSleges egymadsra, ha irdnyvektoraik merGlegesek egymasra,
ez pedig pontosan akkor kovetkezik be, ha az irdnyvektorok skaldris szorzata 0. Ezek alapjan

V-V =2-5+1-p=0, amibsl p=-10.
b) p=0.
c)p=2-2 vagy p=-2-2.

Tegyiik fel, hogy a 2 meredekséggel rendelkezd egyenes irdnyszoge «, ’
ekkor o= 63,43° a —3 meredekséggel rendelkezGé pedig B, ekkor
B=-71,57° A két egyenes altal bezart y szog az dbran a C met- C
széspontndl alakul ki. Az egyenesek, valamint az x tengely 4ltal 4
kozrefogott haromszogbdl:

y=180°— o+ B=180°-63,43°—-71,57° = 45,00°. b7

1 1 %sx
{




EED a) Az AB oldalegyenes egy irdnyvektora: AB(8; 1), az AC egyenesé AC(6;-6), vagy V(15 -1),
és a BC oldalegyenesé BC(-2; -7).

b) Az abran V,, illetve v, az AB, illetve AC

oldalegyenesek egy-egy egységnyi hosszi- =06 |-
sdgu irdnyvektorat jeloli. A V, + 1. vektor U
a két vektor 4ltal kifeszitett paralelogramma
megfelel§ 4tlévektora. Mivel a két vektor
rombuszt feszit ki, ezért atlgja illeszkedik
a két oldal 4ltal kozrefogott szogfelezdre,
igy a v}, + V. vektor az A csticsndl 1évé f,
szogfelez6 egy irdnyvektora. Feladatunk
tehdt a v, illetve v, vektorok koordinatdi-
nak meghatdrozasa.

Mivel AB(8 1), ezért |AB|— J65, igy az AB-ral egyallasu egységvektor koordindtai:
(8 1
oy
Hasonléan v;-(1; —1) és |vAC| V2, ezért az AC egyenes egységhosszi irdnyvektora:
(11
(1)
Az f, szogfelez§ egy irdnyvektoranak koordinatai:
el kit L)
NN RN AN

c) Az f, egyenes irdnyvektordbol a meredeksége mar konnyen szdmolhato:

1 1
m=ﬁ_ﬁ
8 1
J65 2
. V2 - 65
T 8-2+65

Az egyenes irdnyszoge = —18,94°.

EER) Ha akétegyenest e és f jeldli, tovabbd m, az e, m, az f egyenes irdnytangense, akkor az egye-
nesek egy-egy irnyvektora V,(1; my), V¢(1; m,). Akétiranyvektor skaldris szorzatdra teljesiil, hogy:

A két vektor altal kozrefogott szog éppen a két egyenes 4ltal bezart ¢ szoggel egyenld, ezért a ska-
laris szorzat més alakban is felirhato:

\7;—\7f=|17’e|-|\7}|-005(p.
7= 1+ m? és |\7f|:1/1+m22,
¥, Vp=yl+mf - \[1+m3-cosg.

Mivel

ezért
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A skaldris szorzatra kapott két eredmény 6sszevetésébdl:

L+my-my=1+mf-\J1+m3cosg,

1+m1‘m2

,/1+m12-1/1+m%'

Jol ismert, de amuigy nem tdlsdgosan bonyolultan igazolhatd, addicids 6sszefiiggés alapjan:

)]

cosp =

1+tg2go= COSZ(p,

ezért ha az (1) egyenl&ség mindkét oldalanak reciprokat vessziik, majd négyzetre emeljiik, akkor
adédik, hogy:
(1+m?)-(1+m3)

1+tg2p=
2. 2
tg2(p=(1+m1) (1+m2)_1,
(1+m, - my)?
tgz(p=(1+m%)-(1+m22)—(1+m1-m2)2.

(1+my - m,)?
A kijelolt miveletek és dsszevondsok elvégzése utdn:

2 m}—2-my-m, +m3
gep= >

(my — my)?
o= ———> .

Mindkét oldalbdl négyzetgyokot vonva kapjuk, hogy:

m —ny

tgp=

2

amit éppen bizonyitani kellett.

Az egyenes egyenletei — megoldasok

a)y=3; b) x=3; c) x+y=5; d) 2x+y=0;
e) x—3y=-14; f) x+2y=-4; g) x—2y=15; h) x+2y=_8.

a) x = 1005; b) y=3; ¢) x+3y=0; d) —6x+20y =37,
8x—-3y=6,5.

a) x=2; b) y=-5; c) x—y=2; d) x+2y=-4;

e) x+2y="7; f) x=3y=0; g) x—y=-6; h) 3x +2y=16.
a) y=0; b) x=-2; c) y=3x; d) 10x+3y=11;
e)x+y=%; f) 2x—y=5-\/§.



a) A pontok mindegyike illeszkedik az y = —2x + 1 egyenletl egyenesre.
b) Mindharom pont illeszkedik a 3x — 2y = 2005 egyenletd egyenesre.

¢) Mindhdrom pont illeszkedik a 3x — 2y = 15 egyenletd egyenesre.

d) A harom pont nem illeszkedik egy egyenesre.

a) y=4x, illetve y=—%x; b) 3x +4y =10, illetve 4x—3y=-20;
c) y=4x+ 10, illetve x+4y=-11; d) 6x—"Ty=41, illetve 7x+ 6y=-23.
a) 3x+2y=25; b) y=2x+3§; c)y=x;
d) 2x+3y=-19.
a) y=-x; b) x+2y=2; c) x+3y=10;
d) y=x+1.
a) y b) y ¢) y
5 5 \
P
1 41 1
-5 Bl 1 5 X =5 1 5 X =5 ER 5N
S -5 -5
y=£x; y=2x; y—4=—£-(x+l);
3 3
d) y e) y f) "
5 P 5 5
1 1
-5 -1 1 5 X =5 -1 1 5 X -5 =l 1 5 X
i P
-5 -5 5
x=7, y—5=-/3-(x+3); y=-2.
a) y b) y C) y
5 5 5
11p 11p 5 1
-5 -1 1 b X =5 -1 1 5] X -1 1 o) X
\ ]
-5 =5 _5\\
y=0; y=2x x+3y=-7;



...........

-5

v(0; 1), 71i(1; 0),
m nem létezik, oo =90°;

e)

b)
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=4 -1 1

-5

v(1;0), 7(0; 1),
m=0, a=0°

f)

-5 \ 1 5
-
5 N= -x-3

v(1;-1), 1i(1; 1),
m=-1, oa=-45°

X



d) y e) y f) y
5 5 5

y=2x-4
1 1 y=\3-x-3 1

¥(1;2), #(2; 1), 7(1;+/3), i(v3-1), ¥(3; 1), ii(-1; 3),
m=2, ox=63,43° m=\/§, o =60 m=%, o= 18,43°

a) x+y=3, A(l; 1), ¥(1;-1), m=-1, a=-45%
b) 2x+y=4, i(-2;1), ¥(1;2), m=2, oa=63,43°

c) x+2y=-2, #(l;2), v(2;-1), m:—%, o=-26,57°

d) x—6y=6, n(l;-6), ¥(6; 1), m=é, o= 9,46°.

a) A P pontilleszkedik az egyenesre, ezért az egyenes €s tiikorképe
egybeesik. Igy a tiikorkép egyenlete: 2x +y = 5. \g

b) 2x+y=-3.
c) 2x+y=-5. |

a) Az egyenes a haromszog BC oldalegyenese.

b) Nem oldalegyenes.
¢) Nem oldalegyenes.
d) Nem oldalegyenes.
e) Az egyenes a haromszog AC oldalegyenese.
f) Az egyenes a haromszog AB oldalegyenese.
g) Az egyenes a hdromszog BC oldalegyenese.

a) A(1; 3), B(4; 3), C(4;-2), D(1;-2).

Yt ix=1 ix=4
b) Az egyenesek téglalapot fognak kozre. 5]
IR ANNE T
-5 -1 5 X
e 5 faae
4
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c) A(=3;1), B(-3;4), C’(2;4), D(2; 1). B}
d) Az oldalegyenesek egyenlete: NEEE .
x=-3, y=4, x=2, y=I. A B
e) Akét négyszog kozos részének keriilete 6, teriilete 2; egyesitésiik P 5
keriilete 26, teriilete pedig 28. 5 B X
D c
-5

slkyd a) Az AB egyenes egy irdnyvektora az A_B(S; —5) vektor, igy egy normdlvektora az 7i,5(1; 1)
vektor. Az egyenes egyenlete: x + y=0. A BC egyenes egy irdnyvektora: BC(2; 6), normal-
vektora rig~(—3; 1), egyenlete: 3x —y = 12. Végiil az AC egyenes egyenlete: x — 7y = —16.

b) Az A cstcsbdl indulé m, magassdgvonal merdleges a BC egyenesre, ezért egy normdlvektora
1— . . . 4
az EBC (1; 3) vektor. Az A pont illeszkedik a magassdgvonalra, ezért m, egyenlete: x + 3y =4.
Hasonl6 gondolatmenettel kaphatjuk a masik két magassdgvonal egyenletét is: ny, egyenlete
Tx+y=18 és m,. egyenlete x —y =2.

c) Mivel 2,5+ 3-0,5=4, ezértaz M pont illeszkedik az m, egyenesre. Hasonldan: 7-2,5 + 0,5 = 18,
illetve 2,5 — 0,5 =2, ezért az M pont a masik két magassdgvonalnak is pontja. Az M pont épp
az ABC hdromszdg magassagpontja.

EF) a) Az AB oldal felez6pontja az G, —3 koordin4t4ji pont. Mivel az AB oldalfelez8 merdlege-

sének az AB(5; —5) vektor normdlvektora, ezért az egyenes egyenlete:

1 1
S5x-5y=5-—-5-|——|, vagyis x—y=1.
Y=o (2) & Y

A BC oldal felez6pontja (4; 0), az oldalfelez6 merdleges normalvektora (1; 3), ezért annak
egyenlete x + 3y = 4. Végiil az AC oldalfelezd merdlegesének egyenlete: 7x +y = 13.

b) Mivel 7 3 . 3 7 3

———=1, —+3.==4, T7.-—+=—

4 4 4 4 4 4

ezért az O pont valéban illeszkedik mindhdrom oldalfelezd merélegesre.

=13,

¢) Az O pont és az ABC haromszdg csdcsainak tdvolsdga:

2 2
e i R
4 4 16 16 4
2 2
o8- 12+ (2= - (BB 30
4 4) N6 16 4
7V (, 3¢ [169 81 5-JI0
oC = (——)+(3——j = /[—+—= .
4 4) N16 16 4

Eredményeink igazoljdk, hogy az O pont a hdromszog csticsaitdl egyenld tdvolsdgra taldlhato.

d) Az O pont az ABC haromszog koré irhaté kor kozéppontja.



E[ff) Az adott pontokat a megadds sorrendjében E, F és G, a hdromszdg
csucspontjait A, B és C jeloli az dbrdn. Az EF szakasz kozépvonal . —
az ABC haromszogben, ezért pdrhuzamos a haromszég BC olda- §<§F
laval. Ezt a tényt a koordindta-geometridban ugy is megfogalmaz- - 1
hatjuk, hogy az EF (4; —1) vektor a BC egyenes egy irdnyvektora. G O O e

A BC egyenes atmegy a G ponton, ezért az egyenes irdnyvektoros
egyenletének alkalmazdsa utdn a BC egyenes egyenlete:

—x—-4y=-1-1-4-0, azaz x+4y=1.

Hasonl6 megfontoldsok utdn az AB egyenes egyenlete:
x—3y=-6,
az AC egyenesé:
2x+y=09.

I a) Jeldljiik C-vel az e egyenes egy olyan pontjét, amellyel az ABC :
haromszog derékszogd, a derékszog pedig a C csicsndl van. /-“\ 1
Mivel C illeszkedik az e egyenesre, ezért koordinétdit C(2; y) EANNI

alakban kereshetjiik. A feltételek szerint ACB< = 90°, ezért 1@
c

a CA és CB vektorok skaldris szorzata 0. Mivel 64(—4; 1-y)
és CB(-1; -4 —y), ezért 3

-4 D+ -y)-(-4-y)=0. :
Az egyenlet megolddsai: y=0 és y=-3. Az e egyenesen tehdt valéban két olyan C pont

taldlhatd, amely az AB atfogdval derékszogl haromszoget alkot, ezek koordindtai C(2; —3)
és C(2;0).

b) Az a) feladat eredményei alapjan C(2; -3). Az AC befogd egy irdnyvektora a CA(-4; 4)
vektor, és egy pontja a C pont. Ezek alapjdn az AC egyenes egyenlete:

x+y=-1.
A BC egyenes egyenlete:
x—y=35.

c¢) Az AC egyenes meredeksége —1, a BC egyenesé 1.

d) Az ABC héaromszog derékszogd, ezért koriilirt korének kozéppontja egybeesik az AB atfogo
felezGpontjdval, a kor sugara pedig az 4tfogé hosszanak fele. Az AB atfogd hossza /34, igy

a koriilirt kor sugara g =2,92.

Efd A hiromszoglap egyensilyban marad, ha a stlyvonalai mentén
tdmasztjuk ald. A haromszog AB oldaldnak felez6pontja E (O; —9 >

Mivel e pont illeszkedik az y tengelyre, csakigy mint a C csucs,
ezért az s, stlyvonal egyenlete: x = 0.

A BC oldal felez6pontja F 8, 1], ezért az AB silyvonal egy irdny-

vektora Xﬁ@, 5), igy egyenlete: 10x — 9y = 6.

Az AC oldal felez6pontja G(—E; %), az s, sdlyvonal egyenlete: 7x + 9y = —6.



MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

BT a) Azegyenes x tengellyel valé metszete: ,
a=25,
y tengellyel valé metszete:
b=-3. 1

A tengelyekbdl kimetszett hdromszog teriilete: al / i
T=175.

b) Az egyenes x tengellyel valé metszete:

a=>5,
y tengellyel valé metszete: \
b=2. 1 \
1 5

A tengelyekbdl kimetszett hdromszog teriilete: H i
T=5.

c) Az egyenes x tengellyel val6 metszete:

5
a=-—,
3 1
y tengellyel valé metszete: : =
b=-5.
A tengelyekbdl kimetszett haromszog teriilete:
)
6

d) Az egyenes x tengellyel val6 metszete:

a=-2,
y tengellyel valé metszete:
b=38. 5
A tengelyekbdl kimetszett haromszog teriilete:
T=28.

- 1 5 X
=

2
EIB a) Az e egyenes meredeksége 3 az f egyenesé —g. A két egyenes merGlegességének sziikséges

és elegendd feltétele, hogy a meredekségek szorzata —1 legyen. Ezek alapjén:

2.(_2)?1, amibsl a=3.
3\ 2



c) Az e egyenes parhuzamos az y tengellyel, ezért az f egyenesnek az x tengellyel kell parhuza-
mosnak lennie. Ekkor az f egyenes egyenletében x-et tartalmazo tag nem szerepelhet, ezért
a feltételeknek megfelel6 a nem létezik.

d) a=5 vagy a=-5.

€D a) b :% és a tetszdleges valds szam. b) b=-8 és a tetszbleges valds szam.
|
c) b=—¢és a=-2.
2
BT A P és Q pontok koordinatdi kielégitik az egyenes egyenletét, ezért:
4a+6b=4
—6a+21b=4|"
., 1, 1
Az egyenletrendszer megolddsa: a = 5 és b= 3

EI a) Az AC vektor koordinatdi: AC(3; 6), ezért az AC egyenes egy
irdnyvektora:
1—
Vv==—AC(;2).
> (1;2)

Mivel az AC egyenes atmegy az A ponton, ezért az irdnyvektoros
egyenlet alkalmazdsdval kapjuk, hogy egyenlete:

2x—y=2-(-1)-1-(-1), azaz 2x-y=-1.
Hasonl6 szamitdsokkal a BD 4tl6 egyenesének egyenlete:
X+2y=6.

b) Az atléegyenesek egyenletébdl az AC egyenes meredeksége 2, a BD egyenesé —%. Mivel a két

egyenes meredekségének szorzata —1, ezért a két egyenes valoban merdleges egymdsra.

. . AC - BD
c) Mivel az ABCD négyszog atl6i merSlegesek egymadsra, ezért teriilete 7' = C— Egyszert

szamoldsokkal: AC = /45, illetve BD =+/80, igy az ABCD négyszog teriilete:

BB (3:45) (4:45)
2 2
Mivel 1 egység 50 méternek felel meg a valdsdgban, ezért a birtok tényleges teriilete:
30-50-50 =75000 m?, ami 7,5 hektdr.

=30.

a) Az AB egyenes egy irdnyvektordnak koordindtdi: BA(1; 5), ezért
meredeksége 5, azaz tgf3= 5.

A B cstcshoz tartozd belsé szogfelezé irdnyszoge E ezért mere-
deksége: 2
B

m=tg—.
g2




3668

......
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Ismert addicids Osszefiiggés alapjan:

B

2-tg—
s=tgh=tg2 B|l-——2 - 2
2 1 zﬁ 1—m2

amibdl kapjuk, hogy
5m?+2m—-5=0.
A fenti egyenlet megoldasai:

-2+2-426 —-1+26 . -1-426
my = = , illetve my=——.
10 5 5
Az ébra alapjan lathat6, hogy a B csticshoz tartozd belsd szogfelez6 meredeksége pozitiv,

igy csak m johet sz6ba. A B csucsndl 1évS szogfelez6 meredekségének pontos értéke:
-1++26
m= T

A kiils6 szogfelezd merGleges a belsG szogfelezdre, ezért ha meredekségét m’ jeloli, akkor
m -m=-1, azaz

, —1++26 o , -5 V26 +1

m-———=-1, amibdl m’'= =- .
5 ~1++/26 5
A kiils6 szogfelezd meredekségének pontos értéke:
, V26 +1
.
b) Az egyenes irdnytényezds egyenlete alapjan a B cstcshoz tartozé belsd szogfelezd egyenlete:
V26 -1

y= 5 “(x+4).

Ha a P ponton dtmend egyenes tengelymetszetei az dbranak meg-
feleléen a és b, akkor egyenlete R % =1 alakban irhat6 (a és b P
a

pozitiv szdmok). Mivel a P pont illeszkedik az egyenesre, ezért b

koordinatai kielégitik az egyenletet, azaz:
2220 A
a b

Az egyenes a koordindta-rendszer tengelyeivel az AOB derékszogili hdromszoget fogja kozre,

amelynek befogéi a és b, ezért teriilete T = az;b‘ Feladatunk a teriilet minimumanak megéllapitdsa

az (1) feltétel teljesiilése mellett. Az (1) 6sszeg tagjai kis tigyeskedéssel megjelenithetSk a teriiletet
leird képletben:

N2-T =+a-b,

majd 10-zel bdvitve az a- b szorzatot, kapjuk hogy:
a b
\/Cl'b =\/E‘ Eg

Mivel a teriilet nyilvan pozitiv értéki, ezért helyette a kapott kifejez€s minimumat is kereshetjiik.



Hasznaljuk fel, hogy két pozitiv szdm — esetiinkben az — és — szdmok — mértani kdzepe nem
kisebb a két szdm harmonikus kézepénél: 2 5

Ja b =10 g.gzm.Lfm.zzS: 10.%=z.m
—+

1
J— i+i
a b a b

2 5
A harmadik egyenl§ségnél felhasznaltuk az (1) osszefiiggést. Eredményeink alapjan:

V2T =Ja-b =210,

amibdl kovetkezik, hogy
T > 20.

Ez azt jelenti, hogy a P ponton dtmend egyenesek a koordindta-rendszer tengelyeivel legalabb
20 egység teriiletd haromszoget fognak kozre. A teriilet a minimumaét akkor éri el, amikor a mértani
és harmonikus kozepek kozott egyenlGség teljesiil, ami pontosan akkor kovetkezik be, amikor a két
tag megegyezik egymadssal, azaz

a_b

2 5
Az (1) és (2) egyenletekbdl all6 egyenletrendszer megolddsa a =4 és b = 10, ezért a keresett egye-
nes egyenlete:

2

Tilon

4 10
Megjegyzés: A P pont éppen felezi a kapott egyenesnek a koordinata-rendszer tengelyei k6zé esd
szakaszat.

A P pont koordinatdit az dbran P(x;y), a befogdkra esé merSleges
vetiileteit pedig Q, illetve R jeloli. Ekkor Béla bacsi az OQPR tégla-
lapba tervez epret {iltetni, melynek oldalai x, illetve y, teriilete ebbél Gl

kifoly6lag pedig T=x-y (x és y pozitiv szdmok). Feladatunk a maxi- e P )
malis teriiletd téglalap megtaldlasa.
X
Mivel a P pont a telek atfogdjdra illeszkedik, ezért koordinatai AEENG o, i

kielégitik az atfogd egyenesének egyenletét, azaz:
Tx+5y=35. (1)

A fenti 0sszeg tagjai kis iigyeskedés utdn megjelenithetSk az OQPR téglalap teriiletét leir6 kép-
letben:

1
T=X'y=§'(7X)-(5y)-

Hasznéljuk fel, hogy két pozitiv szdm mértani kozepe nem lehet nagyobb, mint szdmtani kozepiik,
ezért 2 2
1 2 1 (Tx+ Sy) 1 (35) 35
T=—-J(x)-(5 S—|l—==|=|=—
35 W0 6) 35( 2 )73 \2) 7
A miésodik egyenl&ségnél felhasznaltuk az (1) dsszefiiggést. Azt kaptuk tehdt, hogy az OQPR tégla-
lap teriiletére T < ?;—5 A teriilet a maximumat akkor veszi fel, amikor a mértani és szamtani kozép

kozotti egyenlGtlenségben egyenl@ség teljesiil, azaz amikor a két szim megegyezik egymassal.
Ez akkor kovetkezik be, ha
7x=5y. (2)
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Az (1) és (2) egyenletekbdl 4ll6 egyenletrendszer megolddsa:

A maximalis teriiletd téglalap tehét a PE; 5) ponthoz tartozik.

a) Jeloljiik a P pont koordindtdit P(x; y)-nal. Ekkor
PA2=(x+3)2+(y—5)?2 illetve PBZ=(x—1)2+(y+4)?
igy a kijelolt mdveleteket elvégezve kapjuk, hogy
PA? — PB>=8x— 18y + 17.
Az adott feltételnek pontosan azok a P pontok tesznek eleget, amelyek koordinatdi kielégitik a
8x—18y+17=21 (1)

egyenletet. Mivel a fenti egyenlet a A értékétdl fiiggetleniil egy egyenes egyenlete, ezért a fel-
tételt kielégitd P pontok valéban egy egyenesre illeszkednek.

2~ 2z

b) Az (1) egyenletd egyenes meredeksége A-t6l fiiggetleniil m = i, ezérta A kiilonbozd értékeihez
tartozo egyenesek valoban parhuzamosak egymadssal.

c) Ha az orig6 illeszkedik az egyenesre, akkor koordinatéi kielégitik az (1) egyenletet, azaz
8:0-18-0+17=A, azaz A=17.

a) Az egyenlet bal oldalét szorzattd alakithatjuk: )
(Bx-2y)-3x+2y)=0. ; 5 ;
Mivel egy szorzat akkor €s csak akkor lehet 0, ha valamelyik VS OX VLS

tényezgje 0, ezért:

3 3 -5 -1 1 5 X
y—zx vagy y——Ex.
A feltételt kielégitd pontok tehat két, az origdn athaladé egyenes Iz
valamelyikére illeszkednek.
b) Az egyenlet bal oldalan 4ll6 kifejezést eziittal is szorzattd alakit- y
hatjuk: s
6x2 — 6y% + S5xy = 6x2 — 4xy + 9xy — 6y% = y=g-x
=2x-Bx-2y)+3y-Bx-2y)=Bx-2y)-2x+3y)=0. .
A feltételnek az 5 _1 5 X
y= gx vagy y= —%x
2 3 VEE N

egyenletli, egymdsra merSleges egyenesek pontjai tesznek eleget.

c) Az abszolut érték értelmezése alapjan: e
2x+3y-2=4 vagy 2x+3y-2=-4, \
A feltételnek az f y= _% X+2
)

e: 2x+3y=06, illetve f:2x+3y=-2

= ™
egyenletd, egymassal parhuzamos egyenesek pontjai tesznek [ - \ -
eleget.
T e




3680

Két egyenes metszéspontja, tavolsaga, hajlasszoge — megoldasok

745 35
Cl) (19 1)’ b) (3’_3)’ C) (5’ 2)’ d) (E, ﬂ)'
a) (=2;5), (5;3), (-1, -2); b) (0;0), (3;5), (1;-4);
c) (=4;2), (8;3), (=1;-5); d) (=3;6), (5;0), (=2;-1).

a) Az 4tlék metszéspontjdnak koordinatdi (2; 1).

b) Az atldkat tartalmazé egyenesek egyenlete: y = x — 1, illetve y = —x + 3. A két egyenes mere-
dekségének szorzata —1, ami igazolja, hogy a négyszog atl6i merGlegesek egymasra.

¢) Az ABCD négyszog deltoid.

a) 0(3;-2), r=35; b) 0(0; 0), r=+/20;
¢) O(=5;-3), r=~/20; d) O(-7;0), r=117.
38 20 119
a) (a;a); b) (1; 1); c) (5;?).
(1; 0).
a)N32=4-V2 [MQ2;0)]; b) N5 [M(1;-2)];
c)2:\5 [M(1:3)]; d) 235 [M3; D).
a) (6;-4); b) (2;-4); c) (357 d) (5;9).

a) Ha az x —y =4 egyenletd egyenesen adott a P(4; 0) pont, akkor az x —y = -1 egyenletd

egyenesnek a P ponton dthaladd, rd merdleges egyenessel valé metszéspontja M G %)

Ekkor dPM = ﬂ.

b) Haa —2x + y =5 egyenletd egyenesen adott a P(0; 5) pont, akkor a —2x + y =—5 egyenleti
egyenesnek a P ponton dthaladd, rda merGleges egyenessel vald metszéspontja M(4; 3).

Ekkor dpy; =2 -+/5.
c¢) Ha az x + y =1 egyenleti egyenesen adott a P(0; 1) pont, akkor az y =2 — x egyenletd

. 13
egyenesnek a P ponton dthaladd, rd merdleges egyenessel valé metszéspontja M|—; —).

22
Ekkor dPM: %

A hdromszog teriiletét konnyen kiszamolhatjuk, ha egy, a koordi-
ndata-rendszer tengelyeivel parhuzamos oldald téglalapba foglaljuk.

A téglalap teriilete 7=10-7 =70. A téglalap csicsainal 1év§ el | | 5
P . N |
haromszogek teriilete: A?< !

A hdromszog teriilete ezért Th =70 — (6 + 14 + 25) = 25.




.....
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A magassagok hosszit a T = ¢ M képlettel szdamolhatjuk ki. Mivel ¢ =d,p=+/40 =2-+/10,
és T=25, ezért m, = 5'\2/5.
1065

A hdromszdg masik két magassaga 2 -/5, és TR

Az A-val jelolt templom koordindtdit az adott egyenesek metszés-
pontjaként kaphatjuk. A két egyenes egyenletébdl all6 egyenlet- 5
rendszer megolddsa x =-1 és y =15, azaz az A pont koordinatdi:
A(-1;5).

A tervek szerint a K pont a harom templom 4ltal meghatarozott
ABC hiromszdg magassdgpontja, ezért a b-re merdleges, K-t tar-
talmazo egyenes éppen az ABC hdromszdg m;, magassdgvonala.
A magassdgvonal egy normalvektora megegyezik a b egyenes egy
irdnyvektoraval. A b egyenes egyenletébdl leolvashaté annak egy :
iranyvektora: v, =17, (-1;4), ezért az m;, egyenes egyenlete: —x + 4y =4. A B pont koordindtdit
az my, valaminta c égyenesek egyenletébdl all6 egyenletrendszer megoldésa adja:

—-x+4y=4
2x+9y=43|"

amibdl B(8; 3). Hasonl6 megfontoldssal juthatunk el a C pont koordindtdihoz. Az m, egyenes
egyenlete: 9x — 2y =15, a C pont koordinatdi: C(1; -3).

b\ Y imy

A rajzlapon megmaradt két csicspontot az dbrdn A és B, a magassag-
pontot M, a hidnyzé csucspontot C jeloli. Mivel az m@, —%)

vektor a BC egyenesnek egy normdlvektora, tovdabbd a B(2; —3) pont
illeszkedik az egyenesre, ezért a BC egyenes egyenlete:

3 3 3 3

—x—-—y=—-2-=-(-3), azaz x-y=5.

PR LR Y

Hasonl6 szdmoldssal az AC egyenes egyenlete: x — 9y = -27.

A C cstcs koordinatdit a BC és az AC egyenesek egyenletébdl dll6 egyenletrendszer megolddsa
adja. Az egyenletrendszer megolddsa utdn C(9; 4) adddik.

A két adott egyenest megaddsuk sorrendjében a és d, a paralelog-
ramma kdzéppontjat K, cstcsait A, B, C és D jeldli az dbrdn. Mivel
az a és d egyenesek nem parhuzamosak egymassal, ezért az egyen-
leteikbdl 4ll6 egyenletrendszer megolddsa adja a paralelogramma
A cstcsanak koordindtdit: A(-2; —4). A paralelogramma ko6zéppontja
egybeesik az 4tlok felez6pontjdval, ezért a K pont az AC szakasz
felezGpontja is egyben. Ha a C pont koordinatdit C(x; y) jeloli, akkor

x+(=2) y+(=4)
2 2

2, illetve

=0,

amibdl C(6; 4).
A BC egyenes egyenletét a C pont koordindtdinak ismeretében mar kénnyen felirhatjuk. Mivel
BC pérhuzamos az ismert d egyenessel, ezért a BC egyenes egy normdlvektora 7ig- =17 ,;(—6; 1),

igy egyenlete: 6x4y=-32.



Hasonl6é megfontoldsok utdn a CD egyenes egyenletére adddik:
—-2x+ 7y =16.
A B pont koordinatdit a BC, valamint az a egyenesek egyenleteibdl 4116 egyenletrendszer meg-
oldasaként kapjuk: B(5;-2).
Végiil a CD és a d egyenesek D metszéspontja: D(—1; 2).

EIBD ) A B csics koordinatdit az AB és BC egyenesek egyenletébdl 4ll6
egyenletrendszer megolddsaként kapjuk: B(-1; —3).
A BC és CD egyenesek metszéspontja: C(6;—2).
Ha a D pont koordinatdi D(x;y), és a BD atl6 felezGpontja F,
akkor a felez6pontra vonatkozé Osszefiiggések alapjan: ;
D+x_1 és (—3)+y_1 C

)

2 2 2 B
amibdl x =2 és y =35, igy D(2;5).
Végiil az A pont elsé koordinatdja —4, tovabbd illeszkedik az AB egyenesre, ezért ha masodik
koordinatdjat a, jeloli, akkor
4-(-4)+3a,=-13, amibdl a,=1,

végiil A(—4; 1).

b) Az AD(6; 4) vektor az AD egyenesnek egy irdnyvektora, ezért annak egyenlete:
4x—-6y=4-2-6-5,
aminek egyszertbb alakja:
2x-3y=-11.

c) Az e: x =-1 egyenletd egyenes parhuzamos az y tengellyel,
tovabba tartalmazza az ABCD négysz0g B csucsat. Az AD ! D
egyenessel valé E metszéspontjanak koordinatdit az

x=-1
2x -3y=-11
egyenletrendszer megolddsa adja: E(-1; 3).

Eredményeink alapjan az e egyenes az ABCD négyszogbdl
az ABE hiromszoget vagja le. Az ABE haromszog teriilete:

BE -m 6-3
TABE=—2 BE=T=9-

a) Jeloljiik a két adott oldalegyenest megaddsuk sorrendjében e-vel
és f-fel. Az egyenletekbdl leolvashatd, hogy a két egyenes par- L
huzamos egymadssal, ezért csakis a rombusz két szemkozti oldal- E /
egyenesei lehetnek. Az elmondottak alapjan a rombusz magas- & —=* 1]
sdga az e és az f egyenes tdvolsdgdval egyenld. Ezt a tdvolsdgot RN X
megkaphatjuk példdul dgy, hogy az e egyenes egy tetszéleges
E pontjanak az f egyenestSl valo tavolsagat kiszamitjuk. G T 5
Az e egyenes egy pontja az E(-2; 1) pont. f/'F/
Az f-re merGleges egyenesek egy normalvektora az 7#(5; 1)
vektor, ezért az E-re illeszkedd, f-re merGleges egyenes egyenlete:

Sx+y=5-(-2)+1-1, azaz 5x+y=-9.
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Ennek az egyenesnek az f egyenessel valé F metszéspontjanak koordinatdit az

Sx+y=-9
x—=5y=17

egyenletrendszer megolddsa adja. Az egyenletrendszer megolddsa:

F(—E;—ﬂ).
137 13

Az e és f egyenesek tavolsdgat — igy a rombusz magassagat is — az EF tavolsag adja meg:

2 2
) Y = e )
13 13 169 169 13
A rombusz teriilete ezek utdn mar konnyen kiszdmolhaté:

12-426 _
13

T=a-m=26- 24.

b) Egyszerl szamolds mutatja, hogy az A(2; —3) pont illeszkedik
az f egyenesre. Ismert, hogy a rombusz atl6i felezik egymast,
ezért ha az A-val szemkozti C csucs koordinatai C(x; y), akkor
az AC szakasz felezGpontja az O(5; 0) pont, és igy

2+x:5 és -3+y
2

Az egyenletrendszer megoldédsaként a C pont koordinétai: C(8; 3).

. ” . c l——
A rombusz atléi merGlegesek egymasra, ezért az gAC(l; 1)

vektor normdlvektora a masik atlét tartalmazo egyenesnek. Mivel az O pont ennek az egye-
nesnek is pontja, ezért a BD atlot tartalmazo egyenes egyenlete: x + y =5. Arombusz B csi-

csat az
x+y=5 }

x—-5y=17
egyenletrendszer megolddsa utdn kapjuk: B(7; —2). Hasonld szdmoldsok eredményeként: D(3; 2).

A BC(1; 5) vektor irdnyvektora a BC és az AD egyenesnek is. Ezek alapjdn a BC egyenes
egyenlete:
Sx—-y=5-7T-1-(-2), azaz 5x—-y=37.

Az AD egyenes egyenlete:
Sx-y=5-2-1-(-3), azaz 5x-y=13.

a) Az dbra jeloléseit haszndlva az ED egyenes egyenlete:

y=3.
Az EF egyenesnek a B_C"(—l; 3) vektor irdnyvektora, az A csucs
pedig egy pontja, ezért EF egyenlete:
3x+y=-3.

Az FD egyenesnek az AC(2; 3) vektor irdnyvektora, B pedig
egy pontja, igy FD egyenlete:

3x-2y=6.




&) a) Az A cstcshoz tartozé m, magassdgvonalnak a BC(~4;7) vektor

b) A megfelel$ egyenletrendszerek megolddsa utdn kapjuk a DEF hiromszog csticspontjainak

koordinatdit:
D(4;3), E(-2;3) és F(0;-3).
¢) Az ABC hiaromszog C csticsdn dtmend m,. magassidgvonaldnak
egyenlete: x = 1.

Az A csicshoz tartozé m, magassdgvonalnak a BC(~1; 3) vektor
normdlvektora, ezért m, egyenlete: —x + 3y = 1.

Az M magassdgpont koordindtdit az m, és m, egyenleteibdl

all6 egyenletrendszerbdl szamithatjuk:

e

d) A hdromszog koré frhaté kor kdzéppontja az oldalfelezd merSlegesek metszéspontja. Vegyiik
észre, hogy az m, egyenes egyben a DEF hiromszdg ED oldaldnak, mig az m, egyenes
az EF oldalnak a felez6mer6legese, ezért az M pont egybeesik a DEF hidromszog koré irhato

kor kozéppontjaval. A DEF haromszog koré irhat6 kor kozéppontja igy:

normdlvektora, ezért m, egyenlete: —4x + 7y = —13.

Hasonl6 megfontoldsok utdn a C cstcshoz tartozd m,. magassig-
vonal egyenlete: 5x +y = 26.

A két egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszer megolddsa szolgaltatja

az ABC haromszog M magassagpontjanak koordinatdit: /] 17

M(5; 1).
b) Az ABC haromszog koré irt kor O kozéppontja az oldalfelezd
merdlegesek metszéspontjdval esik egybe. A BC oldal f, oldal-
felez6 merdGlegese egyrészt tartalmazza a BC oldal F (6; %)

felezépontjat, masrészt egy normalvektora a BC(—4; 7) vektor.

Ezek alapjan az f, egyenes egyenlete:

—4x+7y=—§. .

=35,

Hasonlé médszerrel kapjuk, hogy az AB oldal f. oldalfelez6 merdlegesének egyenlete:

Sx+y=13.
Az egyenletrendszer megolddsa utdn adddik:

O(E,l)
2°2

c) Az OM egyenes egy irdnyvektora az 20M(5;1) vektor, egy pontja az M(5; 1) pont. Ezek

alapjan az Euler-egyenes egyenlete:
x—5y=0.
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10 2
d) Az ABC hiromszog sulypontja: S (?0 E) Mivel ? -5 % =0, ezért az S pont koordinitdi

kielégitik az Euler-egyenes egyenletét, amibdl kovetkezik, hogy S illeszkedik az OM Euler-
egyenesre.

e) Mivel ﬁ@,é}, tovabba SWG,%), ezért SM =20S. Ezek

alapjan lathatjuk, hogy az S stlypont 1:2 ardnyban osztja fel 5
az. OM szakaszt.

Az egyenes egyenletébdl konnyen leolvashatd, hogy az e egyenes
egy egységnyi hosszisagu normélvektora:

- A ) B
n[x/Az +B2 JA%+ BZ}
Vegyiink fel egy tetszéleges E pontot az e egyenesen, koordinatdit
jeloljik E(x; y)-nal. Ekkor:
ﬁ(xo - X; Y9 — )

Mivel az E pont koordinatéi biztosan kielégitik az e egyenes egyen-
letét, ezért teljestil:
Ax+By+C=0. (1)

Ezutan inditsuk az 7 normdlvektor kezdSpontjat az E pontbdl, és jeloljiik az EP ésaz it vektorok
altal bezért szoget o-val. Jelolje tovdbba Q a P pontnak az E ponton dtmend, e-re merdleges
egyenesre esé vetiiletét. Ekkor az EQ szakasz hossza éppen megegyezik a P pont és az e egyenes
d tdvolsagaval.

Ha az EP és az i vektorok az e egyenesnek ugyanabba a félsikjdba mutatnak, akkor o < 90°.
Kiszdmoljuk a két vektor skaldris szorzatat:

ﬁ-ﬁ'=|ﬁ;|-|71|-cosa:|ﬁ|-1-cosa:EQ:d. 2)
A fenti eredmények alapjan a két vektor skaldris szorzata éppen az e egyenes és a P pont tdvol-
sagaval egyenld. A skaldris szorzatot a koordinatdk segitségével felirva azt kapjuk, hogy
A B Axg+ By, +C —(Ax+ By +C)

e Y e N |
Az utols6 zardjelben taldlhat6 6sszeg (1) miatt O-val egyenld, azaz:

—— + By, +

EP.ji= %. 3)
A (2) és (3) egyenlGségek Osszevetése utdn azt kapjuk, hogy:
Axg+ By, +C

VA2 + B2

ﬁ-ﬁ:(xo—x)-

d(P,e)=d= 4)



Amennyiben az EP ésaz it vektorok az e egyenesnek kiilonbozd p
félsikjaiba mutatnak (Id. a jobb oldalon 1év§ abrat), akkor o > 90°,
igy a (2) egyenldség a kovetkez6képpen modosul:

EP-ii = |ﬁ| -1-cos¢=—EP -cos(180°-a)=—EQ=-d. (2)

A bizonyitds tovéabbi 1épései nem véltoznak, igy (2°) és (3) Gssze-
vetésébdl azt kapjuk, hogy:

d(P,e)=d = _M. @)
A?+B?
A (4) és (4’) osszefiiggéseket egyetlen egyenldségben is felirhatjuk:
Axy+ By, +C
dP,e)=|—9—"0L—
JA? + B?

ami éppen a bizonyitand¢ allitas.

EEN a) Kétegyenes hajlasszogét tobbféle modszerrel is kiszdmolhatjuk. Egyik lehetGség, hogy irdny-
vektoraik skaldris szorzatabdl szamoljuk ki a keresett szoget. Az egyenesek egyenletébdl
leolvashaté egy-egy irdnyvektoruk:

Vi(0;1) és Vy(1;-2).
A két vektor skaldris szorzata:
A skaldris szorzat definici6ja alapjan:
Vv, = |171| . |\72| -cosa=1-+/5 - cosa,
ahol o a két vektor hajldsszoge. A skaldris szorzatra kapott értékek dsszehasonlitdsabol:

—2=+5-cosa = cosa=-———,
J5
amibdl o = 153,43° A két egyenes hajlasszoge igy 180° — 153,43° =26,57°.
b) Amennyiben a két egyenes nem merdleges egymasra és irdnytangenssel rendelkeznek, akkor
a 3639. feladat eredménye alapjdn a két egyenes o hajldsszogére

m;—m
tgor = |—1—2

1+m1‘m2

Az egyenletekbll m| =2 és m, =3, ezért tgo = % amibdl o= 8,13°.

c) Ebben az esetben m; = -2 és m, =3, ezért tgor= 1, amibdl o =45°,

EXD a) Az ABC haromszog koré irhat6 korének kozéppontja az oldal-
felez6 merdlegesek metszéspontjdval esik egybe. Az AB oldal
f. felez6merdlegesének egyenlete: x = 3. Az AC oldal f;, felezd-

13 .
merGlegese tartalmazza az AC szakasz Q(_E; 5) felezGpontjat,

tovdbbd a normalvektora az AC(1; 7) vektor, ezért [, egyenlete:
x+7y=10.

Akortilirt kor O kozéppontja mindkét egyenletet kielégiti, ezért
az egyenletrendszer megolddsa utdn O(3; 1) adddik.

Az ABC hiromszog koré frhaté kor sugara: r = |E4'| =5. Mivel |ﬁ| =5 szintén teljesiil, ezért
a P pont valdban illeszkedik az ABC hdaromszog koré irhaté korre.
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b) Az E pont koordinatai akéar az abrardl is leolvashatdk: E(8; —2).
Az F pontot a BC egyenes, valamint a P-re illeszkeds, BC-re
merdleges egyenes metszéspontjaként kapjuk. A BC egyenes
két pontja ismert, ezért egyenlete konnyen felirhaté: x +y = 5.
A BC-re merdleges, P-t tartalmaz6 egyenesnek a ¥(1; 1) vektor
irdnyvektora, ezért egyenlete: x —y = 7. A két egyenletbdl all6
egyenletrendszer megoldasaként F(6; —1) adodik.

A G pont koordinatdi hasonlé médszerrel szdmolhatok ki. Az AC 15
egyenes egyenlete: —7x +y =5, ard mer6leges, P-t tartalmazé '
egyenesé: x + 7y = 15. Az egyenletrendszer megolddsa utan:

G(—z;gj.
55

c¢) Megmutatjuk, hogy a G pont illeszkedik az EF egyenesre.
Ehhez felirjuk az EF egyenes egyenletét. Mivel az egyenesnek
az FE(2;-1) vektor irdnyvektora, E pedig egy pontja, ezért
az egyenlet: x + 2y = 4. Az egyenletbe a G pont koordinatdit
behelyettesitve teljesiil, hogy:

_2 +2. E - 4’
5 5
ami igazolja, hogy a G pontilleszkedik az EF egyenesre. Ezzel
belattuk, hogy a P pont oldalegyenesekre vonatkoz6 merSleges
vetiiletei egy egyenesre illeszkednek (Simson-egyenes).

EXB A goly6 kezdeti helyét jeloljiik A-val, az egyenest, amelyrdl vissza-
pattan e-vel. A megoldas soran feltételezziik, hogy a visszapattanas
elStt a goly6 tdtja ugyanakkora szdget zar be az e egyenessel, mint
a visszapattands utdni Gtja, azaz az dbrdn «a-val megjeldlt szogek
egyenl§ nagysaguak. Ezt persze a kovetkezSképp is megfogalmaz-
hatjuk: ha a goly6 visszapattands el6tti utjat meghosszabbitandnk
(az dbran ezt a TQ szakasz szemlélteti), akkor a visszapattanis
utdni dtja (az dbran T7Q’ félegyenes) egybeesne a TQ félegyenes
e egyenesre vonatkozd tiikorképével. Ezek utdn a feladat megolda-
sdhoz a kovetkezd 1épések vezetnek.

1. Kiszamoljuk, hogy a goly6é mely T pontban éri el az e egyenest. A golyd a 3x + 4y = 32 egyen-

letti egyenesen halad. A T pont koordin4tdit a
3x+4y=32
x—2y=4

egyenletrendszer megoldasa adja. Megoldva a felirt egyenletrendszert, azt kapjuk, hogy
a T pont koordinatéi: 7(8; 2).

2. Keresiink egy Q pontot az AT félegyenes T ponton tili meghosszabbitdsan. Konnyen lathatd,
hogy a Q(12; —1) pont kielégiti az AT egyenes egyenletét, és igy a feltételeknek megfelel.

3. A Q pontbdl merSlegest dllitunk az e egyenesre. Az e egyenes #(1; —2) normalvektora a kere-
sett egyenesnek irdnyvektora, ezért az e-re merSleges, Q-t tartalmazd egyenes egyenlete:
2x +y=23.

4. Megkeressiik az iménti merdleges és az e egyenes P metszéspontjat. A megfelel egyenlet-
rendszer megolddsa utan: P(10; 3).



5. A Q pontot tiikrozziik a P pontra, igy kapjuk a O’ pontot. Haa Q’ pont koordindtdi Q’(x; y),
akkor felhaszndlva, hogy a QQ’ szakasznak éppen P a felezGpontja, azt kapjuk, hogy

12+x _
2
Az egyenleteket megoldva: Q’(8; 7).

-1+y

10 és =3.

6. A goly6 a visszapattands utdn a 7Q’ egyenesen halad, ezért felirjuk annak egyenletét. Mivel
a T ésa Q pontnak is 8 az els§ koordinatdja, ezért a bilidrdgolyo a visszapattands utdn az x = 8
egyenletd egyenesen halad tovébb.

A kor egyenlete — megoldasok

a)x2+y2—i:0; b) x2+y2-5-2-J6 =0;
c)x2+y2+2x—4y+%=0; d) x2+y2+2-B3x+2-J6y+5=0;
e) x> +y2+10x + 10y +25=0; f) x2+y2+4x—-10y+4=0.
a) x> +y2—dy+2=0; b) x> +y>+4x+6y+3=0;
c) x2+y2-2x+8y-65=0; d) x> +y%2—4x—-4y=0.
2 2
1 5\ 13
S5 =5 b) (x— 17+ (y+ 1)?=25;
a)( 2) (y 2) > ) x=D*+ @ +1)
2 2_29. 2 2 _
c) x=2)"+(@y-2) =2 d) (x—1)"+y==29.
a) (5;3), illetve (5;-5); b) (=2;2), illetve (6;2).
a) 0(0;0), r=+30; b) 0(0;3), r=2-/3;
35 67
0(2;-4), r=6; d) O\=255 ) r=475
c) O( ), T ) (2 2) r=\3
e) OG;—I} r=—3273; f) 0(\/5;\/5), r=+5;
3 V53
oll;,—=|, r=——.
g) ( 2] >
a) O(3;3), r=5.

-5 ,\UX
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b) Az egyenlet bal oldalat szorzattd alakithatjuk:

(x+y)-(x=y)=0.
Az egyenlet két egyenest hatdroz meg.

c) Az egyenletet csak a P(—2; 1) pont koordinatéi elégitik ki.

d) 0(6;-3), r=10.

e) Az egyenletet csak a P(0; 4) pont koordinatai elégitik ki.

f) Az egyenlet dtalakitdsa utdn az
x+y+2)-(x+y-2)=0
alakhoz juthatunk. Az egyenlet két egyenest hataroz meg.

V:—x+2

-5y=_x_\2\ 1 5 X




g) Az egyenlet dtalakitdsa utdn az

3\ 8
x—=|=@+1)? BT ¢
2
alakhoz juthatunk. Az egyenlet két egyenest hatdroz meg.
=5 -1 5 X

a) (x=22+ @ +2)?%=13; b) (x=3)2+y2=34.

a) Akor egyenlete: (x —3)? + (y + 1)? = 20.
b) Akor egyenlete: (x — 1)2 + (y —2)% = 29.

a) (x=1?+ @ +2)?%=1; b) (x+3)%+ (y—5)% = 49;
c) x—1)*+ (y—4?=125; d) x+ 12+ (y+2)2=5.
a) (x—r)2+(y—r)2=r2; b) (x+r)2+(y—r)2=r2;
¢) x+r)?+y+r?=r% d) x—r2+@y+ri=r

Il Tegyiik fel, hogy az ismeretlen csticsok koordindtdi C(cy; ¢,) és B(0; b,). Mivel ismert a BC szakasz
felez&pontja, ezért
O+c¢
2

2 és M:é‘.

Az els6 egyenletbdl ¢ = 4. 3
A feltételek alapjan a C pont illeszkedik az y = Ex — 4 egyenleti egyenesre, ezért

cy= % 4-4=2,
igy C(4;2). A BC szakasz felezGpontjara felirt masodik egyenletbdl B(0; 6).
Az AB oldal felez6merdlegesének egyenlete: y = 3.
A BC oldal felez6merd&legesének egyenlete: x —y =—2.

A két egyenes metszéspontja az O(1; 3) pont, ami egyben az ABC haromszog koré irhaté korének
kozéppontja is.
A kor sugara: OA = /10, ezért a keresett kor egyenlete:

(x—12+(y-3)2=10.

a) A hdromszog koré irhaté kor kozéppontja az AB dtfogd 0(2; 3 pontja. A kor sugara:

o AB_ 85

2 27

egyenlete: 5
1} 85
—22+( ——):—.

(=2 2" 4
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b) A BC befogé meredeksége ismert, ezért a BC egyenes irdny-

y
tényezds egyenlete felirhato: EEEa
y+3=i(x—5), amibdl x=4y+17. \
! 0 \‘.
Ha ezt a kor egyenletébe helyettesitjiik, akkor: R 1 5 0 x
1" 85 —
<4y+15)2+(y—5)=? it i S Rl
17y? +119y + 204 =0,
y2+7y+12=0.

Az egyenletrendszer megolddsai: y = -3, illetve y = —4.
Ebbdl a kor és a BC egyenes két metszéspontja: B(5; —3), illetve C(1; —4).

A kor egyenlete felirhat6 a kovetkezd alakban is:
(x=7?+(-3)7%=4,

igy a kor kozéppontja O(7; 3), sugara pedig 2. A kor legkisebb ordindtdju pontja ebbdsl adédéan
a Q(7; 1) pont. A Q kozéppontii, origét tartalmazé kor sugara /50, ezért a keresett kir egyenlete:

(x=772+ (y—1)*=50.
A kapott kor y tengellyel valé metszéspontjait megkapjuk, ha x helyére nullét {runk, ekkor
-1*=1,
amibdl y =0, vagy y=2.
Ez azt jelenti, hogy a kor az ordindtatengelyt az origén kiviil még a (0; 2) pontban metszi.

{10 Az adott pontokat jeloljiik A-val és B-vel. Mivel az AB szakasz a keresett kornek egy hiirja, ezért
akor O kozéppontja illeszkedik az AB szakasz felezGmerSlegesére. Az AB szakasz f felezGmerd-
legesének egyenlete: 7x — 3y =9.

a) Mivel az O pontilleszkedik az y tengelyre, ezért koordinatdira
0(0; -3) teljesiil. A kor sugara ebben az esetben:

r=0A=1/29,

egyenlete:
x2+(y+3)?=29.

b) Akor kozéppontja az adott A, és az f egyenesek metszéspontja,
ezért koordindtdit az alabbi egyenletrendszer megoldasa adja:

7x —3y=9
4x +3y=24|"

Az O kozéppont koordinatdi: O(3; 4), a kor sugara:
r=0A=+/29,

végiil egyenlete:

(x=3)2+ (@ -4)2=29.



c) Akor kozéppontja az AB szakasz O@; 3 felezGpontja, sugara:

r=0A= §,

\V 2
(- 2p-3)-2
2) VT T

a) A tervezett kijaratot K-val, az autépalya nyomvonaldt a-val
jeloltiik az dbran. A feltételek szerint AK = BK, ezért a K pont
illeszkedik az AB szakasz f felezOmerGlegesére. Az f egyenes
egyenlete: y=2x+ 11. A tervezett kijarat helyére a megfeleld
egyenletrendszer megoldésa utin K(-3;5) adddik.

egyenlete:

b) A kor sugara:
r=AK =+/40,

egyenlete:
(x+3)% + (y = 5)> = 40.

c) Atervezett ttszakaszok hossza egy tized pontossdggal 6,3 km.

a) Akeresett kor az els6 siknegyedben taldlhato, és ha sugarat r jeloli,
akkor kozéppontjdnak koordinitdi O(r; r), igy egyenlete:

=P+ =rP =12
1
alakud. Mivel a P(4; 5) pont kielégiti a kor egyenletét, ezért:
2
1
4—r2+(—— ) =r?
(4-n >

r2—9r+§:0.
4

-5

o

2\ P

2 10 X

Az egyenlet megoldésai: r = %, illetve r = ? A feltéteknek két kor tesz eleget, egyenletiik:

Y [ 5Y 25 13\
——|+|ly—-=|=—, illetve -——|+|y
2 2 4 2

b) Akor a masodik siknegyedben taldlhatd, igy kozéppontja eziittal

O(-r; 1), egyenlete:

x+r*+@-ri=r
A (-2; 1) pont koordindtdit az egyenletbe helyettesitve:

2+ +(1-r?=r

r2—6r+5=0.

Az egyenlet megolddsai: »=5 és r=1. Afeltételeknek a kovet-
kezd egyenletd korok felelnek meg:

(x+52+(-52%2=25 é (x+1)2+@y-12=1.

2

13}2_ 169

1

5
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c) A kor egyenletét az aldbbi alakban kereshetjiik:
x+r?+ @G +r?=ri
Az adott pont koordin4tdit behelyettesitve:
1+ +(=8+r)?=r2
r2—18r+65=0.
Az egyenlet megoldésai:

r=13 és r=>5.
A kapott két kor egyenlete:

(x+ 132+ (y+13)2=169, illetve (x+5)%+(y+5)*=25.

d) A kor egyenletének alakja ezttal:
x—r)?+@Gy+r?=ri

Az adott pont koordindtdit a kor egyenletébe helyettesitve a kovetkez§ egyenlethez jutunk:
r2—22r+85=0,

amelynek megolddsai:
r=17 és r=>35.

A feltételeket kielégitS korok egyenlete:

(x=17)>+(y+17)2=289, illetve (x—5)>+(y+5)>=25.

a) A fakat megaddsuk sorrendjében A, B, C és D jeldli az dbran.
Célunk annak igazoldsa, hogy az ABCD négyszog csucsai egy
koron taldlhatok, vagyis hogy ABCD hurnégyszog.

A hurnégyszog koriilirt korének kozéppontja az oldalfelezd
merdGlegesek metszéspontja, ezért eljarhatunk dgy is, hogy
kiszamitjuk valamely két oldal felez6merdlegesének O metszés-
pontjat, majd megmutatjuk, hogy az a csicsokt6l ugyanakkora
tavolsagra van.

A CD oldal felez6mer&legesének egyenlete: y = 3.

A BC oldal felez6mer&legesének egyenlete: x +y=7.

A két egyenletbdl dll6 egyenletrendszer megolddsa utdn O(4; 3) adédik. Az O pont szdrmaz-
tatdsa alapjan OB = OC = OD nyilvéanvaldan teljesiil, és ez a kozos tavolsag: ~/20.
Elegendd kimutatni, hogy az OA tévolsag szintén ugyanekkora. Egyszerd szdmolds mutatja,
hogy

[0A] = dyp = (4~ 67 + (3~ (-1))* =20

valéban teljesiil. Eredményeink alapjan az ABCD négyszog hurnégyszog, azaz valéban taldlhatd
olyan pont, amelybe a locsol6 berendezést elhelyezve, az képes meglocsolni mind a négy
diszfat. Ez a pont a koordindta-rendszer O(4; 3) pontja. Lathatd, hogy az O pont egybeesik
az AB szakasz felezGpontjaval.

b) Alocsold berendezést 20 = 4,47 egység tavolsagra kell bedllitani.

c) Atuja(T) az O ponttdl
JA-32+(3-(-2) =26

egység tavolsagra van, ezért a locsold berendezés a tujat nem éri el.



a) Az oldalfelezd pontok: E(2; -2), F(4;2) y

b) Vegyiik észre, hogy az ABC hiromszog

és G(—1;2). Az EFG haromszog koré irt ko-
rének O kozéppontjanak koordinatdi példaul
az FG és a GE oldalak felez6merdlegesének
metszéspontjaként szdmithaték. Az FG
felez6merdlegesének (az dbrdn f; jeloli)
egyenlete:
X=—.
2
A GE szakaszfelezd merdlegesének (f5)
egyenlete:

3x—4y=%.

Az egyenletrendszer megolddsa utdn adddik:

O(é,g)
2 4

Az EFG haromszog koriilirt korének sugara:

r=logl= [125 535
6 4

Az ABC héiromszog Feuerbach-korének egyenlete:
( 3)2 ( 3)2 125
——| + y _— = —.
2 4/ 16

egyenld szard, hiszen AB = BC = 10. Ebbdl ‘g
kovetkezGen az AC alap G felezGpontja egy- 5
beesik az m; magassdgvonal talppontjdval,
ezért az 4llitds az m;, magassdgvonalra tel-
jesiil.

Az ABC hdromsz0g m, magassdgvonala pér-
huzamos az y tengellyel és egyenlete: x =1,
igy m, talppontja a H(1; —2) pont. Mivel
teljesiil, hogy

( 3)2 ( 3)2 125
2|22 2] =222,
2 4) " 16

ezért H koordinatéi kielégitik a Feuerbach-
kor egyenletét, amibdl mar kovetkezik, hogy
illeszkedik a korre.

Az m, magassdgvonal egyenlete:

-3x+4y=1,
a BC egyenesé:

4x + 3y =22.

A két egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszer megoldésa adja az m, magassdgvonal K talppontjdnak

koordinatait: 17 14
K (—; —)
55
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Egyszert szamolds mutatja, hogy

. z)i . 3)2_ 125
5 2)\s 4 16’
igy K isilleszkedik az ABC hiromszog Feuerbach-korére.

¢) Az ABC hdromszdg M magassdgpontja az m, és m,. magassidgvonalak metszéspontja. Ebbdl
kovetkezden koordinatdit a
-3x+4y=1
x=1

egyenletrendszer megoldésa adja. Az egyenletrendszer megolddsaként M(1; 1) adédik. Ezek
utdn konnyen kiszamolhatjuk a magassagpont €s az ABC haromszog cstcsai kozotti szakaszok
felez6pontjainak koordindtdit (1d. dbra):

P(—l;—l), T(4;—l) és R(l;z).
2 2 2

Nem kis faradsdgot igényld, de nem is tidlsdgosan bonyolult szdmitdsokkal meggy&zdhetiink
arrél, hogy mindhdrom kapott pont valéban kielégiti az ABC hdromszog Feuerbach-korének
egyenletét.

d) Az ABC hiromszog koriilirt korének sugardt az R = Z—bTC Osszefiiggés alapjan szdmolhatjuk,

ahol a, b, ¢ a haromszog oldalainak hosszat, T a teriiletét jeloli. Mivel
b=|ACl=V80 =45
és a b) feladatban mér utaltunk rd, hogy a = ¢ = 10, tovabba T =< '2’"6 = 40, ezért a harom-
sz0g koré irt kor sugara: R=4'\/§.10.10=5_\/§.
4-40 2
Eredményiinket az a) feladatban kapottakkal 6sszevetve kapjuk, hogy

b}

5-J5
_4
5-J5

|~
N | —

[\

és igy a feladat allitasat belattuk.

Megjegyzés: A koriilirt kor sugarat dgy is kiszdmithatjuk, hogy meghatdrozzuk annak k6zép-
pontjat két oldalfelezd merdleges metszéspontjaként, majd a két pont tdvolsdgara vonatkozo

1
Osszefiiggéssel megadjuk a sugardt. Ezzel a mddszerrel a koriilirt kor kozéppontjaként a |2; —)
pontot kapjuk. 2

a) Az oldalegyenesek egyenleteibsl a hdromszog

1
csdcspontjai: A(0; 0), B(8; 0) és C(?; _5)

7 f
A haromszogbe irhat6 kor kozéppontja a szog- b :
felez6k metszéspontja. Vegyiik észre, hogy : 8P
az AB oldal illeszkedik az x tengelyre, ezért | _—@& ot Vi
,Célszer” az A, valamint a B csucsokhoz SA g 5

tartozo szogfelezdk egyenletét felirni. Ekkor -1
ugyanis a hdromszog o szoge megegyezik
az AC egyenes irdnyszogével.




Az AC egyenes egyenletébdl lathatd, hogy az egyenes meredeksége % ezért tgo = %

Az f, szbgfelezd irdnyszoge %, igy meredeksége tg %. Ismert addicids Osszefiiggés alapjan:

2tgg
tgax = 20{ S
1-tg?—
. & 2
ezért
o
s My
12 207
1-tge—
£
0=-5t2% —241gZ +5.
£
a < . . P o . a 1
A kapott egyenlet tg E—re nézve masodfokd, megolddsai: tg By =-5, illetve th = 3

Az 4brabdl is lathato, hogy az f, szogfelezd meredeksége pozitiv, ezért tg% = % Végiil az f,

szogfelez$ atmegy az origdn, ezért egyenlete:
1
Dy==ux
Ja y=3
Hasonl6 szdmitdsok vezetnek el az f;, szogfelezd egyenletéhez. Mivel a BC egyenes meredek-

sé e—é azaz t ,B——g i
g rh g i gy

B

3%

4 2B’

1-tg==
)

0=3e22 _gief _3,
g 2 g 2
A kapott masodfoku egyenlet megolddsai: tgg =3, illetve tgg = —%.
B_ 1 «

Mivel az f;, szogfelez6 meredeksége negativ, ezért tg— = ——. A szogfelezl dtmegy a B ponton,
ezért egyenlete: 2 3

1
Dy=——(x-238).
fp y=-3(-8)
Az O pont koordinétdit az f, és f;, egyenesek egyenletébdl allo
1
=——x-8
y 3( )
y=_x
egyenletrendszer megolddsa adja:
1 1
—x=——(x-38).
5 3 (x-8)
Az egyenlet megoldasa: x = 5. Ekkor viszont y = 1, igy a beirt kor kozéppontjanak koordinatai:
0(5; 1).
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A BC oldalhoz irt kor kozéppontja az f,
szogfelez6n, valamint a hdromszdg B csu- ;
csandl 1évé kiilsS szog szogfelezdjén taldl- b C f,
haté. Ez utébbi szogfelezét az dbran f-fel e
jeloltiik. Elemi geometriai megfontoldsok 1 e e
alapjan az f egyenes merdleges az f;, belsd AT
szogfelezdre, ezért e két egyenes meredek- =4 ! & H
ségének szorzata —1. Ha az f egyenes mere- - ]
dekségét m jeloli, akkor:

1

- - 1 -

m= _tg_ﬁ = —_—1 =
2 3

Az f szogfelez$ egyenlete: y =3(x —8). A BC oldalhoz irt kor Q kozéppontjanak koordi-

natait az

3.

y=3(x-298)
1
Y75

egyenletrendszer megoldasa adja. Az egyenletrendszer megolddsaként a Q pont koordinatai:
60 12
Q( 771 )
b) Az a) feladatban szerepl$ korok érintik az x tengelyt, ezért sugaruk hossza megegyezik
kozéppontjuk masodik koordinétdjaval. Ennek megfelelGen a beirt kor egyenlete:
(x=5P+(-17=1,
illetve a BC oldalhoz irt kor egyenlete:

( 60)2 ( 12)2 144
- +|y-——=]=—.
7 7)” 49

a4 Egy-egy ilyen kort taldlhatunk a mdsodik, illetve a negyedik sik-
negyedben. Ezek egyenlete:

ki: (x+5)>+ (y-15)2=25,

ky: (x—=5)%+(y+5)>=25.
A fenti koroket, valamint a feladatban szerepld, c-vel jelolt kort
az dbra mutatja.

A feltételeknek eleget tevd tovabbi koroket az elsS siknegyedben

kereshetiink; ha egy ilyen kor sugarat r jeloli, akkor kozéppontjdnak J; R
koordindtdi Q(r; r) alakdak. Mivel az O(5; 5) kozéppontd, 5 egység o
sugart ¢ kort érinti, ezért az OQ tavolsag éppen a két kor sugardnak 20
Osszege, azaz OQ =r+ 5. Az OQ tavolsdgot a Q pont koordind- 15
tdival felirva kapjuk, hogy 101 8 5
Jor =52+ -52=r+5. N
-5 5 10 15 20 25 30 35 X
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Mindkét oldalt négyzetre emelve €s a lehetséges Osszevondsokat elvégezve:
r2—-30r+25=0.
A fenti egyenlet megolddsai:
n=15+10-2, illetve r,=15-10-2.

A feltételeknek mindkét kor eleget tesz (ezeket az dbran pirossal jeloltiik). A korok egyenletei:
(r—(15+10-v2)) '+ (y - (15+10-2)) = (15 +10-v2 )"
(= (15-10-v2)) '+ (y - (15-10-v2)) = (15— 10-v2 )"

Atalakitva a megadott egyenleteket: o

kip (x+ 1%+ (y—4)2=1,

ky (x+1)2+@y+1)7>=1,

ky: (x =572+ (y+2)2=1.
Az egyenletekbdl lathaté, hogy mindharom kor
sugara 1 egység, tovabba a kdzéppontjaik:

0,(-1;4), O5(-1;-1) és 05(5;-2).

A feladat szerint olyan k kort keresiink, amely
a ky, ky és k3 koroket kiviilrdl érinti. Ha a meg-
felel6 k kor kozéppontjat nem valtoztatjuk, de
a sugardt 1 egységgel megnoveljiik, akkor olyan
k> kort kapunk eredményiil, amely dtmegy az
O/, O,, O5 pontok mindegyikén. A megndvelt
sugart kor éppen az 0,0,05 hdromszog koré irhat6 kor. A tovdbbiakban ennek a kornek a kozép-
pontjat keressiik. Ez a pont az oldalfelez6 merdSlegesek metszéspontja.

Az 0,0, oldal f; felez6merdlegesének egyenlete:

_3
y >
Az 0,05 oldal f, felezGmerdlegesének egyenlete:
27
bx —y=—.
=9

A két egyenletbdl 4116 egyenletrendszer megolddsaként a QO pont koordinétéi:

53
Q(z’a)-

Az 0,0,05 haromszog koré irt korének sugara:

2 2
— 5 3 37
O|=||I-1-=|+|4—=] =.,]—.
20 \/[ 2) ( 2) 2
Kordbbi észrevételeink alapjdn a ki, k, és k3 koroket érintd kor kozéppontja O, sugara:

— 37
=loo;|-1= 2L -1,
r=|00j| >
2 2 2
2 2 2

ezért egyenlete
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a) A Q pont koordinatdit jelolje Q(x; y). Ekkor
QA2+ QOB?=x2+(3-y)2+ (6-x)2+ (1 —y)2
A miveletek elvégzése utdn:
QA2 + OB? = 2x% - 12x + 2y% — 8y + 46.
Az x-et, valamint az y-t tartalmazdé tagokbdl kiilon-kiilon teljes négyzeteket alakithatunk ki:
QA% + OB? =2(x* — 6x + 9) + 2(y*> — 4y + 4) + 20 = 2(x — 3)? + 2(y — 2)* + 20.
Lathaté, hogy az els6 két tag mindig nemnegativ, tovabba a QA2 + QB? dsszeg akkor a leg-
kisebb, ha x =3 ésy =2, ekkor értéke 20. A legkisebb 6sszeg a Q(3; 2) ponthoz tartozik.
b) Ha QA% + OB? = A teljesiil, akkor az a) feladat eredményei alapjan:
2(x =32 +2(y-2)2+20= 41,

-3 +p-22=222
2 A-20
Ha A > 20, akkor a feltételt kielégit§ Q pontok a (3; 2) kdzéppontd, r= — sugari

korvonalon helyezkednek el.

Ha A =20, akkor a fenti egyenlet jobb oldaldn 0 4ll, igy egyediil a Q(3;2) pont tesz eleget
a feltételnek.

Ha A <20, akkor nincs a feltételnek megfelelS pont a sikon.

A kor és az egyenes kolcsonds helyzete; két kor kozos pontjai

— megoldasok
a) y b)
c
0
° X
e 1
-1_1——1/ X
metszéspontok: metszéspontok: érintési pont:
(=2;2) & (2 4); (=1;-2) és (0;4); (-1;-2);
d) \e y
C
0
2 L]
i \\Z/ £
-4

nincs kdzos pont.
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a) A két alakzat metszG helyzetd.

b) Az egyenesnek és a kornek nincs k6zos pontja (D < 0).
c) Az egyenesnek és a kornek nincs kdzos pontja (D < 0).
d) Az egyenes érinti a kort.

Akor kozéppontja O(4; 2), sugara ~/20 =2 - /5. Mivel az O pont illeszkedik az adott egyenesre,
ezért a kimetszett hir a kornek atmérGje, amelynek hossza 4 -+/5 = 8,94.

Két ilyen pont van: (-1; 2), illetve (4; -3).

Két ilyen haromszog van. Az egyenl§ szard haromszog alaphoz tartozé felezGmerGlegesének és
az adott kornek az egyenletrendszerébdl adédnak a megolddsok.

1
Az ismeretlen csucs koordinatai: (7; 4), illetve (—5; — 1).

Aleghosszabb hir egyben 4tmérd is, ezért a leghosszabb hdrt tartalmazd egyenes az OP egyenes,
amelynek egyenlete: y =2x + 1. Alegrovidebb hirt tartalmazé egyenes merdleges az OP egye-
nesre, igy egyenlete: 1 3

=——x-=.
V=TS

A téglalap csticsai: (1;2), (2;-2), (10; 0) és (9; 4).
Az egyenes és kor érintésének feltétele, hogy az egyenleteikbdl all6 egyenletrendszerbdl kapott
masodfoku paraméteres egyenlet diszkrimindnsa O legyen.
a) A kapott egyenlet:
poteey 5x2+(2-4p)-x+p?-2p-3=0,

diszkriminansa:
p?—-6p—-16=0,

igy a megoldasok:
p1=8 és py=-2.
b) A kapott egyenlet:
pot ey (P2+1)-x*+(4—4p)-x=0,

4-4p=0,

diszkriminansa:

igy a megoldas:
p=1

¢) Akapott egyenlet:
pot ey 2x2+(2p-2)-x+p?+4p+9=0,

p2+10p+17=0,
P1==5+2-2 é py=-5-2-2.

diszkriminansa:

igy a megoldasok:

Az érintési pontba hizott sugar merdleges az €rintdre, igy a P ponton dthalado €rint egyenletéhez
minden esetben felhaszndlhatjuk, hogy az OP a keresett érintdnek egy normdlvektora, ahol O az
adott kor kozéppontja.

a) ﬁ(z«s; 3), amibdl 7,(1; 1), igy az egyenlet: x +y = 6.
b) OP(1;-3), igy az egyenlet: x — 3y = —5.

c) W(O; 4), igy az egyenlet: y = 1.

d) ﬁ(—ﬁ; \/g), igy az egyenlet: \/2x + /3y =-5.
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a) Jeloljiik a fa helyét A-val, a szikldét B-vel. Az AB egyenes
egyenlete —3x+y=9. Az origé kozéppontd 5 egység sugari
kor egyenlete: x2 + y? = 25. Akincs helyét a két egyenletbdl 4ll6

-3x+y=9 }

x2+y2=25
egyenletrendszer megolddsa adja. Az els6 egyenletbdl y-t kife-
jezve, majd a masodik egyenletbe beirva kapjuk, hogy:
x2+(B3x+9)2=25,
10x2 + 54x + 56 = 0.

. . 7 .
A fenti egyenlet megolddsai: x| = e valamint x, = —4, ebbdl ad6éddan a kor és az egyenes

metszéspontjai:
7 24
Pl——;—| és —4;-3).
[5%) & ocso
Az abrérdl leolvashatd, hogy a P pont nem illeszkedik az AB szakaszra, ezért a kincset
a Q(—4; —3) pontban rejtették el.
b) Mivel
AQ=+10 és QB=+40=2-4/10,

ezért a kincs az AB szakaszt 1:2 ardnyban osztja.

P A radar az x2 + y2 = 100 egyenletii kort, és annak belsd pontjait fel-
tigyeli. Ha az utasszdllit6 az A, illetve a B pontokban metszi a radar
altal vizsgalt 1égteret, akkor a metszéspontok koordindtdit az

y=Tx-50
x2+y2=100

egyenletrendszer megolddsai adjdk. Az y értékét a masodik egyen- V.
letbe helyettesitve: °

x2 4 (7x - 50)2 =100, S N ST
50x2 — 700x + 2400 =0,
x2 —14x +48=0.

Az egyenlet megolddsai: x; =6 és x, = 8. AKkOr és az egyenes metszéspontjai: A(6; —8), B(8; 6).

Az AB szakasz hossza AB=10-+/2. Az utasszallito koriilbeliil 141,4 km utat tesz meg a radar
altal feliigyelt 1égtérben.

a) Az ABC szabiélyos haromszog C csicsa illeszkedik az AB oldal

y
felez6merGlegesére, és az A kozéppontld, AB=+/18 =32
egység sugard korre. Az AB szakaszfelez§ mer6legesének iR
egyenlete: xty=-1 .

az A kozéppontu, AB sugarud kor egyenlete:
x-12+@y-12=18.
A C pont koordindtdit az aldbbi egyenletrendszer megolddsa adja:

x+y=-1
x-1D2+@y-1)2=18]



Az els6 egyenletbdl x =—1 —y, amit a mdsodik egyenletbe helyettesitve:
2=y +(-1?=18,
4+4y+y2+y2-2y+1=18,

2y2 +2y—13=0.
A fenti egyenlet megolddsai:
-1-327 . ~1+427
y=—7—, Iilletve y,=——.
2 2
Eredményiink (valamint az dbra is) mutatja, hogy a feltételeknek két pont is eleget tesz, ezek

koordinatéi:

(-1+Jﬁ —1—Jﬁ) ) (—1—@ -1+Jﬁ)

(o ; és G, ; .
2 2 2 2

b) Az ABC, és az ABC, szabdlyos haromszogek AB oldala kozos, ezért a két haromszog koré
irhat6 kor sugara is megegyezik. Ismert, hogy a szabélyos hdromszog magassdga az oldaldnak

;—szﬁrése, és mivel mindkét haromszog oldala AB=3-+/2, ezért magassaguk:

*/_(3f)3‘/_

A szabdlyos hdromszdgben a magassagpont, a silypont és a koriilirt kor kozéppontja egybeesnek,
tovabbad a stlypont 2: 1 ardnyban osztja a silyvonalakat, ezért a koriilirt kor sugara a silyvonalnak

(egyben magassagvonalnak) a %-szorosa.

Ebbdl adéddan a haromszogek kortilirt koreinek sugara:

R_%i Je.

3

a) Thalész tételének megforditdsa alapjan, ha a P pontbdl az AB
szakasz derékszog alatt latszik, akkor a P pont az AB szakasz
mint 4&tmérd folé emelt korvonal egy pontja. Ennek megfelelGen
a keresett pontok illeszkednek az AB szakasz Thalész-korére

(az dbran k jeloli). E kor kozéppontja az AB szakasz O(l; _—3)
felez6pontja, sugara pedig: 22
_AB_50 _5-\2
T2 2 2
Az AB szakasz Thalész-korének egyenlete:

- 2+b-3-%
——|+y+=|==.
2 2 2

Az adott egyenletd (e-vel jelolt) egyenes feltételnek megfeleld pontjainak koordinatait a kovet-
kez§ egyenletrendszer megolddsai szolgaltatjak:

x-3y=-5

o333
——|+|y+=|==
2 2 2



Az adott kor egyenlete:
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Az els6 egyenletbdl x = 3y — 5, amit a masodik egyenletbe helyettesitve:

e
YT) T T

121 9 25
9y2 - 33y +—+y2 +3y+—="—,
y y 4 y y D)

10y2 — 30y +20 =0,
y>-3y+2=0.

Az egyenletrendszer megolddsai: y; =2 és y, = 1. Eredményiink mutatja, hogy az AB szakasz
az e egyenes két pontjabdl is 90°-os szog alatt latszik; ezek koordinatai:

0(1;2) és P(-2;1).
b) A C pontilleszkedik AB Thalész-korére, tovdbbd az AB szakasz
felez6merdlegesére. A felezGmerGleges egyenlete: 7x +y = 2.

A C pont koordinatdit az aldbbi egyenletrendszer megolddsaibol AR
kapjuk: 7] : 5
Ix+y=2 i

-3 o35
——|+y+=|=—

2 2 2
A metszéspontok:

C(0:2) és Cy(1;-5).

(x-272+(y-2)=5.
A szintén adott (dbrankon e-vel jelolt) egyenessel parhuzamos érin-
t6k merdGlegesek az érintési ponthoz hizott sugérra, ezért az érintési
pontokat a kor kozéppontjdn dtmend, e-re merdleges (f-fel jelolt)
egyenes metszi ki a korbdl. Az f egyenes egyenlete:

y=-2x+6.

Az f egyenes és a kor metszéspontjainak meghatarozasdhoz a kovet-
kez6 egyenletrendszert kell megoldanunk:

y=-2x+6
(x =2y +(y-2)*=5 '

Az egyenletrendszer megolddsa utdn a metszéspontokra A(3; 0) és B(1;4) adodik. Mivel az érintSk

parhuzamosak az e egyenessel, ezért meredekségiik %, egyenletiik pedig:
1 .

a: ——x—g és b —lx+Z
FYENTS FYETY

a x-2y=3 és b: x-2y=T.

I. megoldas. A kor egyenletét atalakitva:
(x+2)2+ (y+4)? =25,
igy kozéppontja O(-2;—4), sugara 5 egység. Az érintési ponthoz huzott sugdr merdleges az érintdre,

amelynek meredeksége eziittal ~3’ ezért az O pontot, valamint az érintési pontot is tartalmazé



egyenes meredeksége % Ez egyszertien kovetkezik abbdl a ténybdl, hogy ha két egyenes merSleges

egymdsra, akkor meredekségeik szorzata —1. Eszerint az érintSk érintési pontjat az O ponton

atmend, 2 meredekségii egyenes metszi ki az adott korbdl. A széban forgd egyenes egyenlete:

y= Zx — 5
Az érintési pontokat meghatdrozé
=—XxX—-—
YRR
(x+22+(@+4)?=25

egyenletrendszer megolddsa utdn az érintési pontokra A(2; —1), valamint B(-6; —7) adédik. A kere-

sett érint6k egyenlete:
a ——ix+§ és b ——ix—IS
=Y 3 3 2y 3 >

a: 4x+3y=5 é b 4x+3y=-45.

II. megoldas. A feladatra mutatunk egy madsik, inkabb algebrai megfontoldsokat haszndld, els§
nekifutdsra kissé talan rémiszt6 megolddst is. A keresett érint6k meredeksége —%, ezért egyenletiik
y= —%x + ¢ alakban irhatd, ahol a ¢ paraméter értékét ugy kell meghataroznunk, hogy az egyenes
érintse a kort. Ekkor viszont az 4
y:—§x+c
(x+272+@+4)?2=25

egyenletrendszernek csak egyetlen megolddsa van. Az elsé egyenlet felhaszndldsaval a médsodik
a kovetkezd alakban frhato:

4 2
(x+2)2+(—§x+c+4)=25,
éxz— §+§c ‘x+c2+8c-5=0.
9 3 3

Mivel a fenti egyenletnek is csak egy megolddsa lehet, ezért az egyenlet diszkrimindnsa biztosan 0,
azaz

2
&+§c —4'§'(62+8C—5)=0.
3 3 9
A miveletek elvégzése utan:
—4c% - @c +100=0.
3
Az egyenlet megolddsai: c; =15 és ¢, = 3 A keresett érintdk egyenlete ennek megfelelGen:
4 5 4
a y=——x+=- ¢é b y=——x-15.
SRR YTT3

Bizunk benne, hogy nem vettiik el érdekl6d6 Olvaséink kedvét a paraméteres kifejezésekkel valo
szamoldsoktol.
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I. megoldas. A kor egyenlete
x+22%+(-32=10
alakban irhat6, ahonnan leolvashat6, hogy kozéppontja O(-2; 3).

Az adott (az dbran e-vel jelolt) egyenesre merdleges érintSk érintési
pontjait az O ponton dtmend, e-vel parhuzamos egyenes (f) metszi ki

a korbdl.
Az f egyenes egyenlete:

y=-3x-3. {
Az érintési pontok koordinatdit adé egyenletrendszer:

y=-3x-3
(x+2)2+(»-3)>=10

Az egyenletrendszer megolddsaibol az érintési pontok: A(-3; 6) és B(—1; 0). A megfeleld érint6k
egyenlete:

1 1 1
a y=—x+7 és b y=—x+—.
Y73 V=3T3

I1. megoldas. A 3729. feladat masodik megoldasahoz hasonlé mddszerrel is célt érhetiink. Az érint6k
1
egyenletét y = gx + ¢ alakban keressiik, ahol a ¢ paraméter értékét ugy kell meghataroznunk, hogy

az egyenes érintse a kort. Az
y=1x+c
3
(x+2?2%+(y-32=10

egyenletrendszernek ennek megfelelden csak egyetlen megolddsa van. Az x véltozot kikiiszobolve:
2 (1 ’
(x+2)*+ §x+c—3 =10,

&xz— 2+gc -x+c2—-6¢c+3=0.
9 3

A fenti egyenlet diszkrimindnsa 0, azaz

2
2+3c —4-&-(62—6c+3)=0,
3 9

—4c2+§c—§=0.
3 3

A kapott egyenlet megolddsai: ]
1= 7 és CH = 5

Ugyanazokat az egyeneseket kaptuk, mint az els§ megolddsban.

a) Az elsé egyenletbdl a masodik egyenletet kivonva:
10x — 10y + 20 =0,
x-y+2=0,
x=y-2.



A kapott Osszefiiggést a masodik egyenletbe helyettesitve:
(y-2P2+y*-4-(y-2)-6=0,
2y2 -8y +6=0,
y2—4y+3=0.
A fenti egyenlet megolddsai: y; =3 és y, = 1. Akét kornek két metszéspontja van, ezek koor-
dinétéi: (1; 3) és (-1; 1).

b) Akétegyenlet kiilonbsége: 6x — 12y — 30 =0, amibdl x =2y + 5. Az els6 egyenletbe vissza-
helyettesitve: 5y + 10y + 5 = 0. A kapott egyenlet diszkrimindnsa 0, ezért a két kor érinti
egymast. A kozos pont: (3; —1).

¢) Az adott koroknek két metszéspontja van. Ezek koordinatdi: (3; 3) és (1;5).

d) Az adott koroknek nincs k6z6s pontja.

a) Mivel a keresett érintdk az origén dthaladnak, ezért egyenletiiket
Ax + By = 0 alakban kereshetjiik. Az dbra alapjan is meggy6z6d- k
hetiink arrél, hogy egyik érint6 sem parhuzamos az x tengellyel, e I
ezért A # 0, sét feltehetjiik, hogy A = 1, azaz az érintSk egyen- S L%
letének alakja: -

e: x+By=0. ¢

Az adott kor kozéppontjanak koordinatdi O(3; 3), sugara r= /2. -1 1 x
Mivel az érint6 az O ponttdl éppen r tdvolsagra halad, azaz -
d(0, e) =2, igy a 3689. feladat eredményeit felhasznalva:

3+3B

J1 + B?

Az egyenlet mindkét oldaldt négyzetre emelve:
9+18B +9B?
e M

1+ B?

7B%+18B+7=0.

A kapott masodfoku egyenlet gyokei:

_—9+4-\2 -9-4-42

7 7

Konnyen végiggondolhatjuk, hogy mindkét érték kielégiti a felirt egyenletet. A P pontot tar-
talmazé érinték egyenlete:

—9+4-2
+—"y

Bl N illetve 32 =

-9-4.2
—.y

e x =0 é ey x+ =0.

A két érintd ¢ hajlasszogének kiszamitdsa a 3639. alapjén a

-
tgp=
1+my-m,

Osszefiiggés alapjdn torténhet, ahol m; és m, a két érint6 meredekségét jeloli. Az egyenes
egyenletébdl a meredekségek:

T _ 7-(4V2+9) 44249 Tetve  me _9-4-2
7 94+4.02 —49 7 2794442 7
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A két érintd hajlasszogére:

4.J2+9 9-4.-42
tg(p: 7 _ 7 =4\/§
124 V2+9 9-4-42 7
7 7

A Kkét érint6 hajlasszoge: ¢ = 38,94°.

b) Eljarhatunk az a) feladatban ismertetett modszerrel is, de eztittal
ink4bb egy elemi geometriai ismereteket alkalmaz6 megoldédst
mutatunk be.

Az adott k kor kozéppontja O(-3; 4), sugara 4 egység.
Az érintdk érintési pontjat az OP szakasz f61€ emelt Thalész-kor
metszi ki a k korbSl. Az OP szakasz felezGpontja Q(0; 2),
a c-vel jelolt Thalész-kor sugara QP = V13, igy egyenlete:
X2+ (y-2)*=13.
Az érintési pontok koordinétdit a kdvetkez§ egyenletrendszer megoldésai adjék:
x2+y2+6x-8y+9=0
x2+(y—2)2—13=0}
A két egyenlet megfeleld oldalainak kiilonbségébdl:
3x-2y+9=0,
amibdl y-t kifejezve, majd a masodik egyenletbe visszairva kapjuk az aldbbi egyenletet:
13x2 + 30x — 27 = 0.

T
-5 ~L -l

A kapott egyenlet megolddsai: x; =—3 és x, = %

« PP . 9 72
Ennek megfelelGen a keresett érintési pontok: E;(-3; 0), illetve E, E; )
A PE, érint§ egyenlete: y =0 (éppen az x tengely). A PE, érint§ egyenlete:

= 12,,38
YRS
Mivel az egyik érints éppen az x tengely, ezért a két érintd hajldsszoge:

tggo:%, amibdl ¢ =67,38°

c) Egy harmadik megolddsi médszert is bemutatunk az érint§ egyen-

letének felirasara. ’ B

Az adott kor kozéppontja O(—2; —2), sugara r = /8 egység. ﬂ

Tegyiik fel, hogy a P pontbol hizott egyik érint6 az E ! P pontban E1_

érinti a kort, tovabbd az 0E1 vektor koordindtdi OEl(a b). X

Mivel e vektor hossza éppen a kor sugardval egyenld, ezért: B 2E,
2

a’+b%=8. (1)



A tovédbbiakban kiszamitjuk az O—E{ .OP skaldris szorzatot. Mivel W(S; 5), ezért
OE, - OP =3a + 5b.

Maisrészt a skaldris szorzat definicidja, valamint az OF P derékszdgl hdromszog alapjan:

O_E{-ﬁ'=|0_E{|-|ﬁ|-cosa=\/§-|0_P'|-%=\/§-|O_E{|=\/§-\/§=8,

ahol POE ¥ = a.
A skalaris szorzatra kapott két eredmény 6sszevetésébdl:
3a+5b=8. (2)
, amit az (1) egyenletbe visszahelyettesitve:

2
(Hj +b2=8.
3

A kijelolt miveletek elvégzése utdn az aldbbi egyenlethez jutunk:
34b% - 80b -8 =0.

A (2) egyenletbdl a=

A fenti egyenlet megolddsai:

_20+6-413 o _20-6-V13
17 17

Az egyenletrendszer megolddsaiként a kovetkezd két vektort kapjuk:

O—E»(lz—lo-\/ﬁ‘zom-JE) & O—E.(12+10-\/B_20—6-\/ﬁ)
! 17 17 : 7 17 )

Mivel a két kapott vektor egyben a megfelel érint6 egy-egy norméalvektora, ezért az érinték
egyenlete:
& e (12-10-V13)- x+(20+6-13) -y =72 + 8- /13,
ey (12410-13)-x+(20-6-+/13) -y =72 -8-/13.
A két érintd hajlasszoge: ¢ = 58,03°.

by by

a) A c kor egyenlete:
(x— 2)2 +(y+ 2)2 =10,
a k koré:
(x+ 1)2+(y— 1)2=4.

A két egyenlet megfelel§ oldalainak kiilonbségébdl: —x +y =0, azaz y = x. A kapott ssze-
fliggést a ¢ kor egyenletébe visszahelyettesitve:

(x=22+(x+2)2=10,
amib8l x2 =1, igy x; =1 és x, =-1. Akét kor kozos pontjai: A(1; 1), B(-1; -1).
b) Haa P(x;y) pontbdl a ¢ kérhéz huzott érint az E pontban érinti
a kort, akkor az OEP derékszogli haromszogben:
PE? = OP? - OE?.
Mivel a ¢ kor kozéppontja O(2; —2), tovdbba OE = /10, ezért:
PE?=(x-2)*+ (y+2)>-10.

Hasonl6 gondolatmenet mutatja, hogy a k korhoz a P pontbol
hizott érintészakasz négyzete:

+ 12+ (y-1)2-4.
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A feltételek alapjan a két érintGszakasz hossza, igy persze azok
négyzete is megegyezik, azaz
(x=22+G+22-10=(x+ 12+ (y-1)?-4.
A miveletek elvégzése utan:
y=x.
Eredményiink mutatja, hogy ha a P pontbdl a két korhoz ugyan-
akkora érint6szakasz hizhatd, akkor a pont koordindtdi kielégitik

a fenti egyenletet. Mivel a kapott egyenlet egyenes egyenlete,
ezért a feladat 4llitasat igazoltuk.

c¢) Az A és B pontok koordindtai kielégitik a kapott egyenes egyenletét, igy mindkét pont illesz-

kedik az egyenesre.

BRI A ¢ kor kozéppontja O(—1; —3), sugara 2 egység, a k koré Q(2; 0),
sugara 1 egység. Az édbra is mutatja, hogy a kozos belsG érintGk
egyike az x tengellyel, a masik az y tengellyel parhuzamos. A k6zos
belsé érintSk egyenlete:

y=-1, illetve x=1.

A kozos kiils6 érintk egyenletének meghatdrozdsa nehezebb feladat-
nak bizonyul. Ha ezek az érint6k a P pontban metszik egymadst,
akkor P nyilvdn az OQ egyenes egy pontja. Tegyiik fel, hogy az
egyik koz0s érint6 (az dbrdn az e-vel jelolt) a ¢ kortaz E, a k kort
a G pontban érinti. Ekkor az OEP és a QGP derékszogti hdrom-
szogek hasonldsaga alapjan:

@ =% = 2 azaz OP =2QP.
QP 0G 1
Ez egyben azt is jelenti, hogy a Q pont egybeesik az OP szakasz
felez6pontjdval.
Ha a P pont koordinatait P(x; y) jeloli, akkor:
_1+x=2 és %:0,

amibdl x =5 és y =3, végiil P(5; 3).

Ezutédn a feladatot visszavezettiik a kovetkez$ problémara:

Adott a P(5;3) pont, valaminta k: x2+ y% —4x + 3 =0 kor. Irjuk fel a P ponton 4tmend, a k kort

pedig érintS egyenesek egyenletét.

A 3732. feladat a) pontjdnak médszerét kovetve — az egyenes normdalvektoros egyenletét felhasz-
ndlva, ahol 7i,(1; B) és Py: P(5; 3) — az érint§ egyenletét x + By =5 + 3B alakban kereshetjiik.

2z 2

Az érintS és a Q kozéppont tdvolsiga:
‘2 -5-3B

V1 + B2
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Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve, majd rendezve:
9+18B+9B% _ |

— 4

1+ B?
4B2+9B +4=0.

Az egyenlet megolddsai:
B S
! 8 ? 8
A két kor kozos kiils6 érintdinek egyenlete:

L9017 13-3-417

g 8
—9+4/17 13+3-417
frox+ 3 cy= e .

Ha a kor egyenletébe az y = 0 értéket helyettesitjiik, akkor megkap-
hatjuk az x tengelybdl kimetszett szakasz végpontjainak koordina-
tait. Ekkor

x2—1lx+c¢=0,

amibdl:
11-v121-4¢ 11+ 4121 —4c¢
WETT,T % T

és az dbra jeloléseinek megfelelGen:

11-+v121-4c . 11+ V121 -4c
Af;O és Bf;o.

Az AB szakasz hossza:

AB =+/121-4c.
A kor y tengelybdl kimetszett hirjdnak végpontjait az
y2-Ty+c=0

egyenlet megoldésai adjak.
A megfeleld pontok:

’

7-J49—4c ) 7++/49 —4c
Cl———;0 és D|l———;

2 2
A CD szakasz hossza:

CD=+/49 —4c.
A feltételek szerint AB =3CD, azaz:

V121 = 4c¢ =349 — 4c.

Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd a kapott egyenletet megoldva:

121 —4¢c=9-(49 — 4¢),
c=10.

7z

Ellenérzéssel is meggy6zidhetiink arrdl, hogy a kapott érték megfelel a feltételeknek.

—9-J17 —9+17
= c B =
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A parabola — megoldasok

816[J a) A parabola paramétere:

y
p = 4 5
A parabola tengelypontja:
7(0; 0). -
A parabola egyenlete: !
x2 = 8y. -5 -1, [T 5 X
v
b) A parabola paramétere: ,
p= 5 5
A parabola tengelypontja:
L) s )
2 5 ER/A 5 X
A parabola egyenlete: /
1 1
x——=——(y-1)7?
>="10 o-D v
¢) A parabola paramétere: 7
p=3
A parabola tengelypontja: 1
-1 X
5 =
T(—; - )
2
A parabola egyenlete: L
5 1
—Z=—(y+3)2
> O+3)
d) A parabola paramétere: o
p= 2 1
A parabola fékuszpontja: ENE 5 X
F(2;-6).
A parabola egyenlete: L4 ;
-5
y+5=—l(x—2)2. TF
e) A parabola paramétere: "
p= 4. \
A parabola fékuszpontja:
F(-1;-1). ‘ !
A parabola egyenlete: = Fe )T e
x—1:—1(y+1)2.
8 /4
v




f) A parabola paramétere:

p=2.
A parabola vezéregyenesének egyenlete:
vi x=1.
A parabola egyenlete:
1
x=——(y+3)>
4® )

SI61) A paramétert p, a fokuszpontot F, a tengelypontot 7, a vezéregyenest v jeldli.

a) Az egyenlet a kovetkez§ alakra hozhat6:
—%(x ~2)2=y+]1.

A parabola adatai:
p=4, T(2;-1), F(2;-3),

b) Az egyenlet a kovetkez§ alakra hozhat6:

——x’=y-=.
TV,

A parabola adatai:
p=1, T(o; %J F(0; 1),

c) Az egyenlet a kovetkezd alakra hozhat6:

1 3
—(y-12=x-=.
2(y )y =x >

A parabola adatai:

p=1, TG;]), F(2;1),

d) Az egyenlet a kovetkezd alakra hozhat6:
3.1
- ===—(x-3)~
y-5=50=3)

A parabola adatai:

p=1, T(3;%), F(3;2),

viy=1.
viy=2.
vi x=1.
vi y=1.

y
2
- 1 T 5 X
.F
-5
y
3
A
5 1|1 5 X
-5
vk v
5
-
1 or
B 5 X
-5
5
F
°
~
T
1|1 5 X
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e) Az egyenlet a kovetkez§ alakra hozhato:
1

x-1l=—=(@-1)>

g0~ D

A parabola adatai:
p=4, T(l;1), F(-1;1), v: x=3.

f) Az egyenlet a kovetkez§ alakra hozhat6:
1 1
——x-1)2=y-—=.
¥ D7=y-3
A parabola adatai:
p=S5, T(l; 3, F(;-2), vi y=3.

-5 -1 | A 5 X

A parabola tengelypontjat jelolje T(u; v). Mivel a parabola paramétere 0,5, tovabba tengelye

az x tengellyel parhuzamos, ezért egyenletét a kovetkezd alakban kereshetjiik:

x—u=(y-v)? vagy x—-u=—(y-v)%
Az elsé esetben az adott pontok koordindtdit az egyenletbe beirva
az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

1—u=v?
6—u=(5—v)2}
Az elsé egyenletbdl a mésodik egyenletet kivonva:
—5=v2-(5-v)3
—5=-25+10v,
v=2.
Ekkor u = -3, a parabola tengelypontja T(-3; 2), egyenlete pedig:
x+3=(y-2)>~
Amennyiben a parabola egyenlete x — u = —(y — v)? alakd, akkor

az adott pontok koordinatdit az egyenletbe helyettesitve az aldbbi
egyenletrendszerhez jutunk:

l—u=-v?2
6-—u=-(5-v2?|

A megfelel§ oldalak kiilonbsége:

—5==v2+(5-v)}
-5=25-10v,
v=3.

Ekkor u =10, a tengelypont 7(10; 3), a parabola egyenlete:
x—10=—(y-3)~

R




a) Mivel a parabola tengelye az y tengellyel parhuzamos, ezért
egyenletét y = ax? + bx + ¢ alakban kereshetjiik.

Az adott pontok koordindtdit az egyenletbe beirva a kovetkezd
egyenletrendszerhez jutunk:

3=4a+2b+c
0=9a+3b+c
3=36a+6b+c

a1 B\Uh X

Ha a masodik, illetve a harmadik egyenletbdl kivonjuk az els6 egyenlet megfelelS oldalat, akkor
a kovetkezé 0sszefiiggéseket kapjuk:
-3=5a+b
0=32a+4b|

A kapott kétismeretlenes egyenletrendszer megolddsa: a =1 és b =—8. Akapott értékeket az els§
egyenletrendszer els6 egyenletébe visszairva kapjuk, hogy ¢ = 15. A feltételeknek megfeleld
parabola egyenlete:

y=x2-8x+15.
Megjegyzés: Ha az egyenletet atirjuk y = (x —4)2 — 1 alakba, akkor a parabolat konnyen dbra-
zolhatjuk is.

b) Az x tengellyel parhuzamos tengelyd paraboldk egyenletét

felirhatjuk )
xX=ay-+by+c ;
alakban. Az ismert pontok koordinétdit behelyettesitve adddik 3 ST
a kovetkezs egyenletrendszer: c
-8=c B
-2=9a-3b+c .
0=4a-2b+c

Az egyenletrendszer megolddsa: a =-2, b =-8 és ¢ =—8. A kapott parabola egyenlete:
x=-2y2-8y-8.

2(1)
y 4— 5"

1 1
igy a parabola tengelypontja T(_E; %j paramétere p = % fokuszpontja F (—5; 2), vezéregyene-

7L A parabola egyenletét dtalakitva:

sének egyenlete v: y= 5 Az dbrdkon ezt a parabolat zold szaggatott vonallal jeloltiik.

a) A tengelypont origéra vonatkoz? tiikkorképe T (l - 2) a fokusz-

y
1 5
ponté F ’(5; —2), a vezéregyenes v’ tiikorképe: y = -7 " \ /
3,
A parabola tiikorképének egyenlete: ’\ 0} ', /
2 -5 ] —\ ’1‘\ 5 X
9 ( 1) 0
yt—-=\x—--|. T 0
4 2 ! d
L \

A tiikorképet az dbrdn pirossal jeloltiik.
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b) Ha a paraboldt a vezéregyenesére tiikrozziik, akkor a tiikorkép

fokuszpontja F ’(—%; 3), tengelypontja 7’ (—%; %)

A tiikkorkép egyenlete:

A tiikorképet az dbran pirossal jeloltiik.

c) Atiikorkép tengelypontja 7 G, %), fokuszpontja pedig F g, 2),

Jg it
vezéregyenese V. B
A tiikorkép egyenlete: ,/' - A
2 -5 A 5 X
— 2 r— (x —_ é) l’ : ‘\
Ty 2) T
A tiikorképet az dbran pirossal jeloltiik. / P
S . -
d) A V vektorral eltolt parabola tengelypontja T 5; 2 fokusz- y
S o 1 ’
pontja F 5;—1 , V' vezéregyenese y=—§. B

A kapott parabola egyenlete:

+é__(x_1)2
YTy 2)

Az eltolt parabolat az 4brdn pirossal jeloltiik.

a) Az els6 egyenletbdl kifejezett y értékét a masodik egyenletbe 't
helyettesitve: g
Qx+7)2-6Q2x+7)+9=4x,
5

452 +12x +16 =0,

x2+3x+4=0. \
.
;

A kapott egyenlet diszkrimindnsa negativ, ezért a két alakzatnak - .
nincsen kozos pontja. / O

b) Az egyenes érinti a parabolat. A két alakzat k6zos pontja: y
P(2;5). g




c) A metszéspontok:
A(-2;5) és B(4;2).
B
1 5 X
d) Az f kor egyenletét dtalakitva a kovetkez$ egyenletrendszerhez
jutunk: 5 »
x“+(y-3)=13
x2—d4y=4 '
A két egyenlet megfelel§ oldalainak kiilonbsége: -
(v—3)2 +4y=0, i
y2 _ 2y = ()7 —B 5 X
y-(y=2)=0.

A fenti egyenlet megolddsai: y; =0 és y, = 2. Ha y; értékét a g egyenletébe helyettesitjiik,
akkor x2 =4 adédik, amibd] a két alakzat aldbbi metszéspontjait kapjuk:

A(=2;0) és B(2;0).
Ha y, = 2 értékével szdmolunk, akkor x> = 12, amibdl a tovabbi metszéspontok:

C(-2-/32), illetve D(2-/3;2).
Megjegyzés: Ha a parabola egyenletét y = ixZ — 1 alakban irjuk, akkor konnyen abrazolhato.

e) Az f és g egyenletének kiilonbsége:

—4x—12y+24=0, amibl y= _x; 6
A kapott 0sszefiiggést a g egyenletébe visszahelyettesitve:
24820 -0,
3x2-8x=0,
x-(Bx-8)=0.

A fenti egyenlet megolddsai: x; =0 és x, = § A két alakzat metszéspontjai:

A(§E) és  B(0;2).
39

Az adott parabola fékuszpontja F(0; 2). Az F ponton dthaladd,
V(4; 3) irdnyvektord e egyenes egyenlete: 3x — 4y =—8. A parabola
és az egyenes metszéspontjait az alabbi egyenletrendszer megolda-
saibol kapjuk:

y=lx2+1

3x—4y:—8 -1 1 5 X
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Az y értékét a masodik egyenletbe helyettesitve:
3x - 4(1)(2 + 1) =-38,
4
—x2+3x+4=0.
A fenti egyenlet megolddsai: x; =4 és x, =—1.
Az egyenes a parabolat a kovetkezd pontokban metszi:

A(4;5) és B(—l; %)

a) Az érint6 egyenletének irdnytényezds egyenlete: 5
y—5=m(x-3).
Mivel a feltétel szerint az egyenes €rinti a paraboldt, ezért az
y—5=m(x-3)
, 1

Y=Y . 3 / 5
egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van. e
Az y értékét az elsd egyenletbe visszahelyettesitve:

lxz+l—5=m(x—3),
2 2
lxz—mx+3m—%=0.

Mivel a fenti egyenletnek is csak egy megolddsa van, ezért diszkriminédnsa 0, igy:
m2—4-1-(3m—2)=0,
2 2

m?—6m+9=0,
(m—-3)2=0.
A fenti egyenlet megolddsa m = 3, ezért a keresett érint§ egyenlete:
y=5=3(x-3), azaz y=3x-4.

b) Az érint6 egyenletét ezuttal a kovetkezd alakban keressiik: " .
y+1l=mx+1).
Mivel a feltétel szerint az egyenes érinti a parabolat, ezért az ’
y+l=mx+1)
1, 1y
y= Ex + 2 -5 oY 1 5 X
egyenletrendszernek pontosan egy megoldésa van. g

Az y értékét az els6 egyenletbe visszahelyettesitve:

lxz+§=m(x+l),
2 2
2

—X —mx—m+§=0.
2



c) Az adott (az dbrdn e-vel jelolt) egyenessel parhuzamos érint§

Az eldobott kavics parabolapdlydn mozog. A parabola sikjdban =,
helyezziink el egy koordindta-rendszert, amelynek kezdSpontjdban
Barnabds taldlhat6 (A), a vizbe érkezés helye pedig az x tengely

Mivel a feltételek szerint B a parabola tengelypontja, ezért egyen-

A kapott egyenletnek csak egy megolddsa van, igy diszkrimindnsa 0, azaz:

m2—4-l-(—m+§)=0,
2 2

m?+2m—-3=0.
Az egyenlet megolddsai: m; =1 és m, =—3. Az adott ponton at két érint§ is hizhat6 a para-
boldhoz, ezek egyenlete:
e y=ux,
illetve
fiy+1=-3-(x+1), azaz y=-3x-4.

y
egyenletének alakja: P
fiy=2x+c. 5

Mivel az

fiy=2x+c

= l . xz + —

py 5 > -5 ERys 5 X

egyenletrendszernek egy megoldésa van, ezért az y -

1
—x2+l=2x+c
2 2

egyenlet diszkrimindnsa 0. Az egyenlet O-ra redukalt alakja:
l)c2—2)c+l—c=0,
2 2

amelynek diszkrimindnsa:

4—2~(l—c)=0, amibdl c:—é.
2 2

A keresett f érint6 egyenlete:

3
=2x ——.
Y 2

pozitiv felére illeszkedik. p B
Ekkor a kavics mozgdsa sordn dthalad a kévetkezd pontokon: :
A(0;0), B(6;4) és C(12;0). “
A 2 10 (CX

letét a kovetkez§ alakban kereshetjiik:

y=—a(x—6)+4.

Az A pont koordinatdit az egyenletbe helyettesitve:

0=-36a+4, amibdl a=é,

a parabola egyenlete pedig:

1
=——(x-6)>+4.
y 9(x )
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Barnabas a kavicsot a parabola e érint6je mentén inditotta utnak. Az A ponton dtmend érintG
egyenlete y = mx alakd, tovdbbd az

y=mx

1
=——(x-6)>+4
y 9(x )

egyenletrendszernek egyetlen megoldédsa van.
Az y valtozo kikiiszobolése utan:

mx=—$(x—6)2+4,

lx2+ —i-x=0,
9 3
X lx+m—ﬂ =0.
9 3

A kapott egyenletnek csak egy megolddsa lehet, amibdl kovetkezik, hogy m = %, az érintd egyen-
lete pedig y = %x.
Ha Barnabds a kavicsot a vizszinteshez képest o szogben hajitotta el, akkor:

tga = %, amib8l o =53,1°.

A parabola adott (e-vel jelolt) egyeneshez legkdzelebb esd pontja T
éppen az egyenessel parhuzamos érint6 érintési pontjaval esik egybe.
Az érint§ egyenlete a kovetkezd alaku: 51 g
y=3x+c, '
tovdbba az
y=3x+c
- 3

egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van.
Ebbdl kovetkezik, hogy a
—x2+5x=3x+c,
—x24+2x-c=0,
egyenlet diszkrimindnsa 0, azaz
4—-4c=0, igy c=1.
A keresett érint§ (amit az dbran f-fel jeloltiink) egyenlete:
y=3x+1,
az érintési pont, egyben az e-hez legkozelebbi parabolapont koordindtdi: E(1; 4).
A parabola és az e egyenes tdvolsdga megegyezik az E pont e egyenestSl mért tavolsdgdval.
A 3689. feladat eredménye alapjdn a tdvolsdg:
d= 3-1-4+5
Y3 +(1)2

= :2'mz1,26.
10 5




A parabola egyenlete alapjdn a fokuszpontja F (0; %) v-vel jelolt

KOORDINATA-GEOMETRIA

vezéregyenesének egyenlete y = ——. A vezéregyenesen felvett P pont 5
koordin4tdit jelolje P(p; —i), ahol p valds szdm. A tovdbbiakban
felirjuk a PF szakasz felezOmerGlegesének (e) egyenletét. A szakasz . -
felezGpontja Q (B; Oj, a felez&merGleges egy normalvektora pedig e i
ﬁ(p; —5) Az e egyenes egyenlete: ,

px—y= %- ey

Megmutatjuk, hogy az (1) egyenlet egyenes valéban érinti az y = x> egyenlet(i parabolit.
Az y értékét az (1) egyenletbe helyettesitve:

1, P2

X — —x%="—,
Y=o
x2—2px+p2=0,
(x-p)?*=0

A kapott egyenlet megolddsa x = p, amibdl kévetkezik, hogy az (1) egyenletd egyenesnek a para-
boldval egy kozos pontja van, amelynek koordinatdi E(p; p?). Mivel az e egyenes nyilvanval6
moédon nem lehet parhuzamos a parabola tengelyével, ezért csakis a parabola érintdje lehet.

Az y tengely a paraboldnak, és igy a beirt téglalapnak is szimmetria-
tengelye, ezért a téglalap csucsainak koordindtdi A(—b; 0), B(b; 0),
C(b; —b* +6), illetve D(—b; —b? + 6), ahol 0 < b < J6. A
Az ABCD téglalap teriilete:
T=AB-BC=2b-(-b%+6).
Feladatunk a T(b) = 2b- (—b? + 6) fiiggvény maximumanak meg- b / EEET \ N

y

talaldsa a 0 <b < /6 feltétel mellett. Mivel a széban forgé fiigg-
vény pozitiv értéki, ezért pontosan akkor lesz maximalis, amikor
négyzete, vagyis elegends a T2(b) = 4b%- (—b2 + 6)? fiiggvény
maximumhelyét keresniink. A kapott fiiggvényt tovéabb alakitva:
T2(b) =2-(2b%)- (—b?* + 6) - (~=b* + 6).
A zardjelben 4ll6 szdmok szorzatardl esziinkbe juthat azok mértani kdzepe, amely kozismerten nem
lehet nagyobb a szdmtani kozepiiknél, azaz:
Y2b?) - (-b2+6)- (-2 +6) <
majd mindkét oldal harmadik hatvanyat véve:
(2b2)- (b2 + 6) - (—b* + 6) < 64.
A kapott egyenl6tlenségbdl kozvetleniil kovetkezik, hogy

22 +(=b2+6)+(-b2+6) _

4,
3

T2(b) < 128,
amibél a 0 < b < /6 feltétel figyelembevételével kapjuk, hogy
T(h)<8-2.
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Eredményiink mutatja, hogy a beirt ABCD téglalap teriilete nem lehet nagyobb, mint 8-+/2. A terii-
let a maximumaét akkor éri el, amikor a mértani és szdmtani kozép kozotti dsszefiiggésben egyenld-
ség teljesiil, azaz amikor a hdrom szam, amelyre az egyenlGtlenséget alkalmaztuk, egyméssal meg-
egyezik. Ez pontosan akkor fordul el§, amikor:

2b%=—-b> +6,

b=/2.

Osszefoglalva: a maximalis teriilet( beirt téglalap csticsai:

A(-v2;0), B(V2;0), C(N2:4) és D(-v2:4).

A maximalis teriilet:

8-/2.

A keresett pontot jelolje A(a; 0), a szabdlyos haromszog tovabbi, m
az y tengelyre illeszked§ csticsait B, illetve C. 1

Mivel az x tengely a paraboldnak és az ABC haromszognek is szim-
metriatengelye, ezért az AB egyenes irdnyszoge o = 30° irdny-
tangense pedig:

m=tg30°= £
3
Ebbdl addddan az AB egyenes irdnytényezds egyenlete:
V3
y=——>-:(x—a).
3
Mivel az egyenes a parabolat érinti, ezért az
V3
y=—"-x-a)
3
x=y?
egyenletrendszernek egyetlen megolddsa van. Az x valtozoé kikiiszobolése utdn azt kapjuk, hogy
V3
Y= % -a),

J3-y2-3y—a-J/3=0.

Természetesen a fenti egyenletnek is csak egy megolddsa van, tehat az egyenlet diszkriminansa O:
9-4-3-(-a-3)=0, amibsl a= —%, igy A(—%;O}

Ha a B cstics koordinatdi B(0; b), és C(0; —b), akkor az ABC haromszog oldala 2b, és magassiga

az A pont els6 koordinétdjdnak ismeretében % ezért:
TN}
4 2
p=P
4



A parabola fokuszpontja F (0; %) Tegyiik fel, hogy az F pontbdl

kiindulé fénysugar a P(p; p%) pontban éri el a paraboldt. Ekkor
a fénysugar visszaverddés el6tti FP ,,utja” ugyanakkora szoget zar
be a parabola P pontbeli érint§jével, mint a visszaverddés utdni
Hatja”. Ezt a kozos szoget az dbran 3 jeloli.

A f3 sz6g azonban még egy helyen megjelenik az dbraban; ha a fény-
sugdr nem verddne vissza a tiikkorrdl, hanem ttja egyenesen folyta-
todna tovabb, akkor a kapott (dbrdn PF’-vel jelolt) szakasz szintén
ezt a szoget zdrja be a P pontbeli érintdvel. Ezt konnyen beldthatjuk, ha arra gondolunk, hogy igy
a P pontndl csicsszogek alakulnak ki.

P

Megallapitasaink lehet6vé teszik, hogy felirjuk annak az egyenesnek az egyenletét, amelyen
a fénysugdr a visszaverddés utan halad. Ehhez példaul a kovetkezd 1épések vezethetnek el:

1. Az F pont P-re vonatkozé F~ tiikorképének meghatdrozdsa. A fénysugar az FF~’ egyenesen
haladna, ha nem verddne vissza a parabolatiikérrél. Az F’° pont koordinétéi:

F’(Zp; 2p? - i)

2. A P pontbeli érinté egyenletének felirdsa. Az érint§ egyenletét y — p2 = m(x — p) alakban
kereshetjiik. Az

y=p*=m(x - p)
y=ux?
egyenletrendszernek egy megoldésa van csakiigy, mint a belSle kapott

x2

—mx+mp—-p?=0
egyenletnek. Ebbdl ad6ddan az egyenlet diszkrimindnsa 0, azaz

m? —4(mp - p?) = 0,
amibdl
(m—-2p)*=0, végil m=2p.
A P ponton dtmend e érintd egyenlete:
e y—p?=2p-(x—p).
3. Az F’-ben az érintSre emelt merGleges egyenes egyenletének meghatdrozasa. A kapott érintd

egyenletébdl leolvashaté annak egy normdlvektora: 7#(2p; —1). Mivel ez a vektor a Keresett
merdlegesnek egyben irdnyvektora, ezért az egyenes egyenlete:

x+2py=2p+2p.(2p2_ij’ azaz X+2py=4p3+%p.

4. A 3. pontban felirt egyenes, valamint a P pontbeli érintd 7" metszéspontjanak meghatarozasa.
A T metszéspont koordindtdit az

x+2py:4p3+%p

y=p*=2p-(x-p)
egyenletrendszer megolddsa utdn kapjuk. A mdsodik egyenlet 2p-szeresét kivonva az elsé
egyenletbdl:

x+2p3:4p3+%p—4p2x+4p3.
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Az egyenlet megolddsa: 3 3
6P3+5P EP'(4P2+1) 3
X = = = —p.
1+ 4p2 1+4p2 27
A kapott értéket a masodik egyenletbe visszahelyettesitve, majd a miiveleteket elvégezve

kapjuk: y = 2p?, igy 3
T(E P; 2p2).

5. Az F’ pont tiikrozése a T pontra vonatkozdéan. Ha az eredményt Q jeldli, akkor a parabola-
tiikorrdl visszaverddott fénysugér dthalad a Q ponton. Mivel T a QF” szakasz felezGpontja,
ezért ha Q(qy; q,), akkor:

1
Gy +2p* -
q+2p _3 [ 4
a4 ——=== g ——=2p~
2 27 2 P
Az egyenletrendszer megolddsa utdn:

a2, b
Q(p,Zp + 4}

6. Afénysugér utjat a PQ egyenes mentén folytatja. A P és Q pontok elsd koordinétdja egyarant p,
ezérta PQ egyenes parhuzamos az y tengellyel, ami a parabola tengelye. Ezzel a feladat allitasat
bel4ttuk.

Vegyes feladatok — megoldasok

a) (9;5); b) (=9;-5);  ¢) (0;0); d) (45;25).
B(10; 3).
a) —11; b) —44; c) —1122.

A skaldris szorzat az eredeti vektorok skaldris szorzatdnak A2-szeresére valtozik.

Megmutathatjuk példdul, hogy AP =7 - AB, ahol 0< A< 1.

— — — 1 — AP 1
a) AP(4;-3), AB(16;-12), igy AP=—-AB és ~— =~
) AP( ) ( ), igy 2 B3

— — — 2 — AP 2
b) AP(2;—4), AB(5;—10), fey AP=2-AB é 2 ==~
) AP( ), AB( ), igy 5 78-3
¢) AP(-8:2), AB(-12:3), fgy AP=2. 4B ¢s 20 =

3 PB

— — — 1 — AP

d) AP(5;-6), AB(10;-12), igy AP:E.AB és E:1

y=4x+5 [M(-1;1)].



p =4, g=2, akor sugara 5.

a) (x+ 1>+ (y+2y=5; b) (x— 12+ (y—2)%=5;
¢) k=12 +(y+2)y*=5; d) (x—9)%+(y+8)2=5;
e) (x+4)7?+y*=5; f) (422 +(y+1)2=5;

g) (x+2)2+(y—4)2=20, illetve (x—2)%+(y+4)?=20;

2 2 2 2
h) x—l + y—z :é, illetve 7 + y—E :é.
2 2) 4 2 2) 4

{8 Az ACD haromszog teriiletére:
CD-m >
Tyep=—,
ACD >
ahol m a haromszog CD oldaldhoz tartoz6 magassagat jeloli.
Mivel CD = 3, tovabba m =5, ezért
Tyep=T7.5.

Az ABC héaromszog teriilete az dbra alapjdn konnyen kiszdmolhat6:
Tapc = Tapc = Targ = Tgrec-
Az AEC, illetve AFB haromszogek teriiletére:
Tyec =25, Typp=2.5.

A BFEC trapéz alapjai 1, illetve 5, magassdga szintén 5, ezért teriilete:

1+5

Végiil az ABC haromszog teriiletére:
Typc=25-25-15=175

adddik, ami mutatja, hogy az AC atl6 valéban megfelezi az ABCD négyszog teriiletét.
C(=5;-1).
a) Két vektor pontosan akkor merdleges egymadsra, ha skaldris szorzatuk 0. A két vektor skaldris

szorzata a koordinatdik segitségével:
G-b=x-(x-1)+(x+2)-(x+3)=0,
2x% +4x +6=0.

Mivel a fenti egyenletnek nincsen valés megoldédsa, ezért a két vektor nem lehet merGleges
egymasra.

b) A két vektor skalaris szorzata:
d-b=x-(x+3)+(x+2)-(x+3)=(x+3)-2x +2)=0.
Mivel egy szorzat csak akkor lehet 0, ha valamelyik tényezgje 0, ezért

x=-3 vagy x=-1.

Megjegyzés: Az el6bbi esetben b=0, amely minden vektorra mer6leges. Ha x = —1, akkor
a-1; 1), b(2;2).
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a) Mivel AB(6;2) és DC(3; 1), ezért lathat, hogy AB =2DC,
amibdl mar azonnal kovetkezik, hogy az AB oldal parhuzamos
a DC oldallal, igy az ABCD négyszog valéban trapéz. Noéminek
igaza volt.

b) Az AB és DC alapok hosszdnak ardnya az a) feladat eredményei

.. AB .
alapjan el =2. Ha az atlék metszéspontja O, akkor az ABO

és COD hiromszogek hasonlék egymdshoz, és a hasonldsdg
ardnya 2. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy az atlok 2: 1 ardnyban osztjak egymast, a hosszabb
részek a hosszabb (AB) alaphoz vannak kozelebb.

¢) Az O pont koordinétai:
0(1~(—2)+2-4;1~(—3)+2~5)’ . 0(2;1)

3 3 3)
a) Mivel AC(3;2) és AB(6; —4), ezért: ,
[AC|=VI3 ¢ |ABl=2-VI3. c
A két vektor skaldris szorzatara: ! “
AB-AC=3-6+2-(-4)=10, 4 -
masrészt
AB-AC =13 -2-/13 - coso =26 - cos . B

A két eredmény Osszevetésébdl:

26 -coso =10,

cosa = i,
13
o =67,38"

b) Az o szogfelezdje illeszkedik az x tengelyre. Az a) feladatban meghatarozott két vektor
az AC, illetve az AB egyenesnek egy-egy irdnyvektora, ezért AC egyenes irdnytangense %,
AB irdnytangense —%.

A tangensfiiggvény tulajdonsdgai alapjdn ezért AC és AB ugyanakkora nagysagu szoget zdr be
az x tengely pozitiv felével, amit masként ugy is megfogalmazhatunk, hogy az x tengely
szogfelezGje a két egyenes dltal bezart o szognek.

. 1 4
a) Az E ponta DA szakaszt 1:2 ardnyban osztja, ezért E (_3; gj y -
4 F
Hasonl6 médon az F pont 1:2 ardnyban osztja a CB szakaszt, D
111 — = =
igy F (?, ?0) Ennek megfelel6en az EF koordinatdi: EF(4; 2). E/
-1 1 5 X
L
b) Mivel 56(2; 1), ezért EF = 2D—C“, amibdl kovetkezik, hogy az A
EF szakasz parhuzamos az ABCD trapéz DC, és igy termé-

szetesen az AB alapjaval is.
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Ahdromszodg Euler-egyenese tartalmazza a harom- i :
sz0g M magassagpontjat, valamint S sdlypont- mb m,
jat. Az S pont koordinatéi: i :

S(Hi)
3°3

Az M pont meghatdrozdsdhoz felirjuk az m,,
valamint az m; magassidgvonalak egyenletét.
Mivel m, parhuzamos az y tengellyel, tovabba
atmegy a C ponton, igy m, egyenlete: x = 5.

Az m, egyenesnek az %X@(l;l) normdl-

vektora, B pedig egy pontja, ezért m,, egyenlete:
x+y="7. Akét egyenes metszéspontja:

M(5; 2).

Az Euler-egyenesnek a %m&; 1) vektor irdnyvektora, ezért az SM Euler-egyenes egyenlete:
x—-2y=1.

Megjegyzés: Az Euler-egyenes dtmegy az ABC hdromszog koré irt kor O kozéppontjén is.

Az O pont koordindtdi: O(3; 1).

A rombusz adott csticsat A-val, atldinak metszéspontjit O-val,
az adott oldalegyenest e-vel jeloltiik. Az ABCD rombusz az O pontra

vonatkozéan kozéppontosan szimmetrikus, igy az A pont O-ra -}, B
vonatkozd tiikorképe egybeesik a C ponttal. A megfelel§ tiikkorkép
koordindtdi: C(4; 0). ‘ i

A rombusz atl6i merdGlegesek egymadsra, igy a BD egyenesnek - 2
a CA(1; 3) normélvektora, O pedig egy pontja, ezért egyenlete: e
x+3y=09.

A B csucsota BD egyenes metszi ki az e egyenesbdl. A megfelel§ egyenletrendszer megoldasa
utan B|—;—|.
22

A BD szakasznak O a felezGpontja, amibdl D(%; 3

B(é;éj, C4;0), D(E;l).
2 2 22

a) Az adott egyenesek egy-egy irdnyvektora:
V,(2; 1), V(1;-2), ¥.(2;1) és ¥y (1;-2).

Mivel ¥V, =V. és Vi, =1}, ezért az egyenesek dltal kdzrefogott
négyszog szemkozti oldalai pirhuzamosak, igy a négyszog para- 7
lelogramma. Vegyiik észre tovabb4, hogy példaul:

v, v, =2-1+1-(-2)=0,
ezért az a és b egyenesek merGlegesek egymasra. Hasonl6 igaz

a négyszog tovabbi szomszédos oldalegyeneseire, ezért a meg-
adott egyenesek téglalapot fognak kozre.

A rombusz hidnyz6 cstcsai:

(=)
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A megfelel§ egyenletrendszerek megolddsa utdn kiszdmithatjuk a széban forgd négyszog
csucsainak koordinatdit is. Az a és b egyenesek metszéspontja: A(—4; 2), a b és ¢ egyeneseké
B(-1;-4), a ¢ és d egyeneseké C(5; 1), végiil a d és az a egyeneseké D(2;5).

Mivel AB = BC = /45, ezért az ABCD téglalap szomszédos oldalai megegyeznek, ami iga-
zolja, hogy ABCD négyzet.

b) A négyzet koré irt kor kozéppontja az AC szakasz O felezGpontja. Az O pont koordindtdi:

OG; %) A kor sugara: r =0A = ’% Az ABCD négyzet koré irt kor egyenlete:

)"V 72T
c) A négyzet koré irt kor teriilete: T = ?n, a négyzet teriilete pedig t =45. Mivel

T2 57,
t 2

ezért a kor teriilete a négyzet teriiletének koriilbeliil 157%-a.

e

d) Egyszert behelyettesitéssel meggydzddhetiink arrdl, hogy a négyzet koré irt kor O kozéppontja
illeszkedik az e egyenesre. EbbGl adéddan az e egyenes a négyzetet két egybevago trapézra
bontja, igy teriiletiik ardnya 1:1.

Behelyettesités mutatja, hogy az A pont nem illeszkedik az e egye- ]
nesre, ezért az A pontot is tartalmazd atlé egyenese (melyet az dbran P
f jelol) mer6leges e-re. Ebbdl ad6ddan az e egyenes irdnyvektora 1 +
az f egyenesnek normdlvektora. Az e egyenletébdl leolvashat6 egy '
irdnyvektora: V(2; 1). Az f egyenes egyenlete ennek megfelelGen :
2x +y=2. A rombusz atldinak metszéspontjat a két atléegyenes
egyenletébdl allo

1
=—x+2
Y 2
y=-2x+2

egyenletrendszer megolddsa adja. Az O metszéspont: O(0; 2). Az ABCD rombusz 4tl6i felezik
egymast, igy O az AC szakasz felez6pontja, amibdl C(1; 0). A feltételek alapjdn a rombusz
oldala /10, ezért a hidnyzé B és D csicsokat az A kozéppontd, /10 sugard kor metszi ki
az e egyenesbdl. A széban forgd kor egyenlete:
(x+ 1>+ (y-4)>=10.

A kor és az e egyenes egyenletébdl allo

x+1)2+@y-42%=10

1
=—x+2
p)

egyenletrendszerbdl y értékét kikiiszobolve:

2
(x+1)? +Gx - 2) =10,



A kapott egyenlet megolddsai: x; = -2, illetve x, = 2. Ennek megfeleléen B(-2; 1) és D(2; 3).
A rombusz hidnyz6 cstcsai:
C(1;0), B(=2;1) és D(2;3).

a) A két templom tévolsdga: y
AB=+/6% +82 =10 km. ;

b) Azok a pontok, amelyekbdl az AB szakasz 90°-0s szog alatt 14t- Al
szik, illeszkednek a szakasz folé emelt Thalész-korre, amit az abran !
c jelol. A kor kozéppontja O(4; 0), sugara 5, ezért egyenlete: \
(x—4)2 +y2=25.
Mivel az utszakasz egyenlete x = 0, ezért a metszéspontok ma-
sodik koordinatdjéra:

(0—4)2+y%2=25, amibdl yi=38&s y,=-3.
Két olyan pont is van, amelybdl a templomok 90°-o0s szog alatt latszanak, ezek koordinatdi:
D(0;3) és E(0;-3).

¢) Akét templom a ¢ kor belsd pontjaibdl latszik tompaszog alatt. Ez az utszakasznak dsszesen
6 km hosszu része (D és E pont kozott).

{0 Bodria c: (x+ })2 +(y-3)2%=9 egyenletti kirvonalat, illetve annak ,
belsd pontjait éri el. A kor, valamint az a-val jelolt sétait metszés-
pontjait az alabbi egyenletrendszer megolddsai adjak:

(x+1)2+(y-32=9
y=x-1 '

Az y értékét az els6 egyenletbe visszahelyettesitve:
(x+1)?+(x-4)%=9,
x2-3x+4=0.

A fenti egyenlet diszkrimindnsa negativ, igy a sétatit nem metszi a Bodri altal elérhetd korvonalat.
Ezzel a feladat 4llitasat igazoltuk.

a) A hozzdrendelési utasitdst dtalakitva:
) =x2+(x = 3)2 +J(x — 6)2 + x2.

Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon éppen a P(x; x) pontnak
az A(0; 3) és B(6; 0) pontoktdl mért tdvolsagosszege 4ll.

A feladatot igy az aldbbiak szerint fogalmazhatjuk at: keressiik
az y =x egyenlet egyenesnek azt a P pontjit, amelyre a PA + PB
Osszeg a lehetd legkisebb.

Konnyen végiggondolhatd, hogy a P pontnak illeszkednie kell az AB szakaszra. Ha ugyanis
P’ az y = x egyenleti egyenes egy P-t6l kiilonboz$ pontja, akkor az ABP’ haromszogben
a hdromszog-egyenlStlenség mutatja, hogy:

AP+ PB=AB<AP’+PB.

Az AB szakasz az adott egyenest a P(2; 2) pontban metszi, ezért az f fliggvény a minimumat
az x =2 helyen veszi fel. A minimum értéke:

f(2)=AB=+/45=3-/5.
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b) Az a) feladathoz hasonléan jarhatunk el. A hozzarendelési
szabalyt dtalakitva:
g0 = Jx2 +(dx = 3)2 +J(x — 6)2 + (4x)2.

A jobb oldalon a P(x; 4x) pontnak az A(0; 3) és B(6; 0) pontoktol
mért tdvolsagosszege 4ll. Feladatunk tehdt ezittal az y = 4x egyen-
letd egyenes, valamint az AB szakasz metszéspontjanak meghata- -

rozésa. Az AB egyenes tengelymetszeti egyenlete 2i2= 1, ezért a megfelel6 P pont koordi-
natdira: 6 3
' 4x 2
2+ o1, amibsl  x=Z.
6 3 3

. e (2 . 2
A minimumot szolgdltaté6 P pont koordinatai P(—; §) A g fiiggvény a minimumét az x = —
helyen veszi fel. A minimum értéke: 33 3

g@:/wzng.ﬁ

a) Az a-val jelolt autépalyan olyan P pontot keresiink, amelyre )
az AP + PB 0sszeg a lehet§ legkisebb. Tiikrozziik ennek érde- 57p
kében a B pontot az a egyenesre, a tiikorképet jelolje B’. Mivel -
a tiikrozés tavolsagtartd transzformécio, ezért:

PB=PB’, igy AP+ PB=AP+PB’,
amibdl kovetkezik, hogy a keresett 9sszeg pontosan akkor mini- / P
malis, amikor az AP + PB’ 0sszeg is minimdlis. A fenti 0sszeg g
akkor lesz a lehetd legkisebb, amikor a P pontilleszkedik az AB’ B
szakaszra.

Els6 1épésben a B’ pont koordinétdit szamoljuk ki. A tiikrozés miatt B’ illeszkedik a B pontban
az a egyenesre emelt merGlegesre. Ebbdl kifolydlag a BB’ egyenes egy irdnyvektora meg-
egyezik az a egyenes egy normalvektordval. Az adott egyenletbdl a BB’ egyenes egy irdny-
vektora: V(1; —2), igy egyenlete: 2x + y =4. A BB’ egyenes €s az a egyenes T metszéspontjat
a két egyenes egyenletébdl 4ll6 egyenletrendszer megoldésa adja. A 7 pont koordinétéi: 7(2; 0).
Mivel a T pont egyben a BB’ szakasz felezGpontja is, ezért B’(4; —4).

A kovetkezd 1épésben felirjuk az AB’ egyenes egyenletét. Az egyenesnek az ﬁ(@ —6) egy
irAnyvektora, ezért az 7i(1; 1) egy normalvektora. Az egyenes normalvektoros egyenlete: x +y =0.

Végiil a lehajtd helyét (amit az dbran P jelol) az AB’ egyenes metszi ki az a egyenesbdl. A meg-

felel6 egyenletrendszer megoldédsa utdn P(%; —2) adddik. A lehajtét a P(g; —2) pontban kell
kialakitani. 373 373

b) Kordbbi megjegyzésiink alapjan a megépitends utszakasz hossza megegyezik az AB’ szakasz
hosszaval. Mivel AB’ = 6-/2 = 8,49, ezért koriilbeliil 8,49 km hosszi utat kell épiteni. Ez hozzé-
vetSlegesen 1273 500 000 Ft-ba keriil.

Bird a) Ha a kor kozéppontja O(u; v), sugara r, tovdbba u, v, r € Z, akkor a kdvetkez6 pontok koor-
dinitdi egészek, és illeszkednek a korre:

Alu-ryv), Blu+r;v), Clu;v—r) é D(u;v+r).
Az O(0; 0) kozéppontd, r=1 sugart kor pontosan négy racspontot tartalmaz, ezek:
A(-1;0), B(1;0), C(0;-1) és D(0;1).



b) Az 0(— NES %) kozépponti r sugard kor egyenlete:
2
2
(x+3) +(y—%) =r2

Indirekt médon bizonyitunk, ezért tegyiik fel, hogy az allitdssal ellentétben két olyan rics-
pont is létezik, amelyek illeszkednek a korvonalra. Legyenek ezek A(ay; a,), illetve B(by; b,),
tovdbba ay, a,, by, by € Z, valamint az a, = b; és a, = b, egyenlGségek egyidejlileg nem
teljesiilnek. Mivel mindkét pont koordinétéi kielégitik a kor egyenletét, ezért:

(@ + \/3)2 + (az - 32: r2,

2
A két egyenlet jobb oldala megegyezik, ezért a bal oldalak is egyenldk, igy:
2 2
A miveletek elvégzése utan azt kapjuk, hogy
(112+2'\/§'a1+a22—%azzb12+2'\/§'bl+b22—%b2,
majd rendezés utan:
a12—b12+a22—b22+%b2—%a2=2w/§'(b1 —ay).

A fenti egyenl@ség bal oldaldn raciondlis szam all, ezért értelemszertien a jobb oldalén is racio-
nalis szam szerepel. Mivel 2-+/3 irraciondlis szam, ezért a jobb oldal egyetlen esetben lehet
raciondlis, mégpedig ha értéke 0, azaz ha a; = b|. Ekkor persze a bal oldal is 0, ezért:

alz—b12+a22—b22+%b2—%a2=0,
majd szem eldtt tartva, hogy a; = by:
1
a22 — b22 = 5(02 — bz),

1

Kordbbi megjegyzésiink alapjan az a; = b; és a, = b, egyenlGségek egyidejlileg nem teljesiil-
hetnek, ezért a, # b,, igy mindkét oldal oszthaté (a, — b,)-vel, amibdl kovetkezik, hogy:

1
ay+by=—.
27?2 =5
Mivel a bal oldal két egész szdm Osszege, ezért nem lehet egyenld a jobb oldallal, azaz ellent-

mondadsra jutottunk. Ebbdl adédik, hogy az 0(— NER l) kozépponti, r sugard kor valéban
legfeljebb egy racsponton mehet at. 4
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............................................................................................................... .

a) A hatérol6 vonalak pontjai hozzétartoznak az A halmazhoz.

b) Az egyenlGtlenséget O-ra redukdlva, majd kozos nevezét kiala-
kitva kapjuk, hogy:
X3
2x+y-—1
Ez csak ugy teljesiilhet, ha
—x—=2y+3<0 é 2x+y-1>0,
vagy ha

—x—-2y+320 é 2x+y-1<0.
A Kkét feltételbdl y értékét kifejezve
1 3
——x+—Z5 és >1-2x,
> > y y
vagy

1 3
——x+=-2 és <1-2x.
> > y y

A folytonos vonallal rajzolt egyenes pontjai hozzatartoznak, mig a szaggatott egyenes pontjai
nem tartoznak hozzd a B halmazhoz.

c) Az x =0 feltételt kielégits pontok, vagyis az y tengely pontjai,
nem tesznek eleget a feltételnek.

Ha x > 0, vagyis az elsd és a negyedik siknegyed pontjait

tekintjiik, akkor:
x3—2x - xy >0,

x(x2-2-y)>0.
Mivel az els6 tényezd pozitiv, ezért
x2-2>y.

Ha pedig x <0, akkor:
x3=2x + xy>0,
x(x2=2+y)>0.
Mivel az els6 tényezd negativ, ezért
y<2-x2

Az abran szaggatottan jelolt paraboldk, valamint az y tengely pontjai nem tartoznak a C hal-
mazhoz.



d) Az egyenlGség bal oldaldn a lehetséges kiemeléseket elvégezve:

xy- (x% +y?) = 16xy,

majd O-ra redukdlva, és ismét elvégezve a kiemeléseket:

xy-(x2+y2-16)=0.
A bal oldalon all6 szorzat csak tgy lehet O, ha:

x=0, vagy y=0, vagy x%+y%=16.

Az els6 egyenléségnek az y tengely, a mdsodiknak az x tengely,
mig a harmadiknak az origd kozéppontu, 4 egység sugard kor
pontjai tesznek eleget.

e) Az egyenlGtlenség mindkét oldaldn nemnegativ kifejezés dll,
ezért mindkét oldalt négyzetre emelhetjiik, igy:
(x2+y2—4x—4)2 < 4y2,
majd O-ra redukdlva és szorzattd alakitva:
(Z+y2—dx—4)2 —4y2 <0,
(2 +y2—4x —4-2y)-(x% + y> —4x — 4 +2y) <0.
A zardjeleken beliil teljes négyzetek kialakitdsa utdn azt kapjuk,
hogy:

(x=22+@-12=9)-(x-=2*+(y+1)>-9)<0.

Ha a P pontilleszkedik az O(2; 1) vagy a Q(2; —1) kozéppontu, 3 egység sugaru korre, akkor
P az E halmazhoz is hozzatartozik. Ezenkiviil a fenti egyenl6tlenség bal oldaldan pontosan
akkor 4ll negativ szam, ha a tényezdk koziil az egyik pozitiv, a masik negativ. A feltételnek ezért
azok a pontok felelnek meg, amelyek az emlitett korok koziil egyiknek belsd, mig a masiknak

kiilsé pontjai.

f) A feltételnek megfelel6 P pontok koordinatdira:
(x2=y)- (x2+y) <0.
Ez csak tgy teljesiilhet, ha
x2<y és —x2<y,

vagy ha

x2>2y és y<—x2

Az elsé feltétel szerint x <y, a masodik alapjan y < —x2.

a) A feltételnek eleget tevd pontok halmaza az AB szakasz felez6-
merdlegese. Ennek egyenlete:

2x—y=%.

y=-x2
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b) Ha a P(x;y) pont eleget tesz a feltételnek, akkor:

y
Jar 2P 0-37 1 jEmmEEES
\/(x —4)2 42 7 B a"'{»_ . P
Mindkét oldalt négyzetre emelve: Ae” .20
x+272+(@-37°_1 o
(x—4)2+y2 4° i s A O B x

Szorozzuk meg mindkét oldalt a tortek nevezdjével:
4(x +2)% +4(y - 3)? = (x —4)2 +y2,

végiil végezziik el a kijelolt miveleteket, és igy adédik, hogy

3x2 +3y2 +24x — 24y +36 =0,

x2+y2+8x -8y +12=0.
A kapott egyenletben teljes négyzeteket kialakitva:
(x +4)2 + (y —4)* = 20.

A fenti egyenlet az O(—4; 4) kozépponti, r=2-+/5 sugart kor egyenlete.
Atalakitdsaink végig ekvivalensek voltak, ami mutatja, hogy a P(x; y) pont akkor és csak akkor

tesz eleget az % = % feltételnek, ha illeszkedik a fent meghatdrozott korre.

a) A parabola egyenlete a kovetkezd alakban is felirhatd:

al o a® ay
y=lx—=|-—+a-1, amibdl y—-|-—+a-1|={x—=].
2 4 4 2

A fenti egyenlet mutatja, hogy a parabola tengelypontjdnak koordinatdi:

2
(% o]
2 4

b) Vegyiik észre, hogy az a) feladatban meghatarozott 7 pontok koordinatéi kielégitik az
y=—x2+2x-1, azaz y=—(x—1)2
egyenletet. A felirt egyenlet parabola egyenlete, igy a T tengelypontok paraboldra illeszkednek.

Konnyen beldthat6 az is, hogy a most kapott parabola minden pontja az a) feladatban felirt
paraboldk valamelyikének tengelypontja. Eredményiink alapjan a 7' pontok halmaza parabola.

c) Ismét atalakitva a felirt parabola egyenletét:
2

2
a a
=lx——|+a-1, amibdl —(a-D=|x——].
y (x 2) a y—(a-1) (x 2)

A parabola tengelypontjanak koordinétdi ezuttal:

T(ﬂ;a—l)
2

A T pont koordindtdi ezittal az y = 2x — 1 egyenletnek tesznek eleget. Mivel egyenes egyen-
letét kaptuk, ezért ebben az esetben a tengelypontok halmaza az y = 2x — 1 egyenlet( egyenes.
Ezattal is sziikséges megjegyezniink, hogy az egyenes barmely pontja egy alkalmasan vélasztott
parabola tengelypontjdval esik egybe.



a) Jelolje x az A siitemények, y pedig a B sii-
temények szamat.

Ekkor a feltételek szerint a kovetkezs egyen-
16tlenségek teljesiilnek:

x>0, y>0, tovabbd x,yeZ;
X + 2y <45 (a liszt mennyiségére);
2x + y < 35 (a cukor mennyiségére);
X +y <25 (a margarin mennyiségére).

A nyereséget az aldbbi kétvaltozos fliggvény
irja le:

J(x, y) =70x + 50y.
Feladatunk tehat a fenti 0t egyenlGtlenség
teljesiilése mellett az f fliggvény maximu-
manak meghatdrozasa.

Az els6 két egyenl6tlenség egyiitt a koordinata-rendszer elsd siknegyedét irja le. Ha a tobbi egyen-
I16tlenségben a reldcidjelet egyenldségre cseréljiik, akkor mindegyik feltétel egy-egy egyenes
egyenletét adja. Ha kozos koordindta-rendszerben dbrdzoljuk a megfelel6 egyeneseket, akkor
lathatjuk, hogy az 6t egyenlétlenséget egyidejtileg egy konvex 6tszog belsd, illetve hatarpont-
jainak koordinatéi elégitik ki (Id. dbra). Ebben a tartomédnyban keressiik azt a P(x; y) pontot,
amelynek koordindtdira az f(x, y) érték a lehetd legnagyobb.

Vegyiik észre, hogy barmely rogzitett ¢ valds szdmra az f(x, y) = ¢, vagyis a 70x + 50y = ¢
egyenlet egy #(7; 5) normalvektord egyenes egyenlete. Ha egy-egy ilyen egyenes belemetsz
az 6tszogbe, akkor a kapott pontokra az f fiiggvény értéke allando.

Eszrevételiink alapjan az 7(7; 5) normalvektord parhuzamos egyenes-sereg tagjai koziil
keressiik azt, amely belemetsz az 6tszogbe, tovabba (példaul) x tengellyel valé metszete a lehetd
legnagyobb. Az dbra alapjan is meggy6zGdhetiink arrdl, hogy a keresett egyenes dthalad az 6tszog
P(10; 15) koordinatdju csticséan. Ekkor:

70x + 50y = 1450.
A maximadlis nyereség elérése érdekében az A siiteménybdl 10, a B siiteménybdl 15 darabot
kell késziteni.

b) A maximadlis nyereség 1450 Ft.
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11.6. VALOSZINUSEG-SZAMITAS, STATISZTIKA

Klasszikus valdsziniisegi modell — megoldasok

a) Igen.
b) Nem, a valészintiség: 5 1

P(A+B)=1-PA+B)=1->=—.

6 6
c) Nem, a val6szindség:
11 _21
1-P(A+B)=1-
32 32
)
4
P(legaldbb egy piros) = 1 — P(nincs piros) =1-— 3—2 =
%)
20 <0,2, innen 80<t.
20+1¢
1-122
6 6
2.3
108 54
PA) = % =(0,000000022 < P(B)= %5 =0,000000122 < P(C)= 31? = 0,000000209.
g (©)

o), 03) B0

1 —[P(0 taldlat) + P(1 tallat) + P(2 taldlat)] =1 — =(0,0238.
45 45 45
6 6 6
13) 3 13) 52 13) 51
(10) 23 (11) 23 (12) 23 2 1
P(10)+ ...+ P(13+1)= + + +—+—=0,0016.

314 314 314 314 314

P(fémtetS) = 1 — [P(fekete alj) — P(fekete alj és fémtets)] = 0,48.
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P(PF)=PP)+ P(F)-1=0,6+0,75-1=0,35. Innen: 35 db.
P(Peti nyer) = p. Ekkor 3p =1 - p, amibdl p = 0,25 és igy P(Gabi nyer) =1-p =0,75.

P(Hapci nyer) — 0,3 = 1 — P(Hapci nyer), ebbdl P(Hapci nyer) = 0,35. Tehat Hapci 13-szor, Vidor
pedig 7-szer nyer.

P(Peti nyer) = p. Ekkor p+2p +3p =1, amibdl p = 3 Tomi 0,5 valészintséggel nyer.
Csaba 0 valdszintiséggel nyer.

T+8+5
25

1-(0,25+0,16 +0,28) =0,31.

0,2.

a) Akozos nevezd 420. Ennyi darab (vagy ennek tobbszorose) gylimolcsnek kell a 1dddban lennie.

b)l—(l+l+l+l)=£<l.

3 4 5 7 420 3

a) P(lapos):1—[P(1yu1<as)+P(1<erek)+P(tbmor)]:l—(1+l+i):£.
3 5 15 15

b) Tizenot darab.

4
(zj ~(,5862.
8

pt= é, amibdl p = % Pontosan kétszer.

4
1- (é) =0,5177.
6

a) 1-0,8% = 0,8322. b) (1 -0,8)% = 0,00000256.
1 —p>=0,99999, amibsl p =0,1.

Q= l;z;...;g , A= l;%;...;é s P(A):i.
3'°3 3 3'°3 3 29

(3802] Elm:p:i— I

54 18

EIB) a) Egy csomag 32 lapos kartyapakliban négy dsz, négy tizes és négy hetes lap taldlhaté. Ha egyet-

len értékes lap sincs a keziinkben, akkor az emlitett 12 lapon kiviili 20 darab lapbdl kell
a leosztaskor kapnunk négyet. Ez a feladat 4dltal kérdezett kedvezd esemény, az dsszes esetek

5]

P(nincs értékes lap) = —= = 0,1347.

(¥

szdma pedig (342 ) Igy a keresett valészintiség:
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b) Ha legalabb egy értékes lap kertil a keziinkbe, akkor az lehet egy, kett§, hdrom vagy akdr négy
darab &sz, tizes, hetes is. Ez tobb eset, sokkal egyszeriibb, ha kiszdmoljuk az ellentett esemény
valdszintiségét (egy eset), majd kivonjuk 1-bdl. Az ellentett esemény pedig éppen az a) pontban

targyalt eset:
20
4

32
4
c) A ,legfeljebb harom” értékes lap ismét tobb esetbdl tevddik 6ssze: harom, ketts, egy vagy nulla

értékes lap van a leosztott négy lap kozott. Ismét egyszer(ibb, ha attériink a komplementer

P(van értékes lap) =1— =(,8653.

esemény valdszindségének kiszamitdsara. Az, hogy mind a négy lap értékes (142)—féleképp lehet.

Azaz:
(%)
. 4
P(legfeljebb harom értékes lap) =1— a0 = (0,9862.
%)

a) Jelolje V a voros haju, S a szemiiveges klubtagok koziil egy f6 kivélasztdsdnak eseményét.
Ekkor P(V)=0,82 és P(S) =0,76. Ismert, hogy a klubban minden tag birja valamelyik tulaj-
donsagot. Ezért

1=P(V+S)=P(V)+P(S)-P(VS),
ahonnan egyszer(d behelyettesités utan P(VS) = 0,58.
b) Mar tudjuk:
) Mar tudju 58 29
P(VS)=0,58=—=—.
100 50

A szoveg szerint a klubnak 50 tagja van — ha ez az dsszes esetek szdma, akkor 29 a kedvezd
esetek szdma, azaz 29 mindkét tulajdonsdgot biré egyén jar ebbe a klubba.

EIB Jelolje K azt az eseményt, hogy Teréz az ismerdsei koziil éppen kigy6biivolére, H pedig azt, hogy
hastancosokra kattint. Tudjuk, hogy P(H) = 0,6 ésa K + H esemény komplementerének 0,1 a val6-

P

szintisége. Azaz H, K és K + H lefedi Teréz osszes ismerdsét a weblapon.
Formuldba ontve:
1 =P(csak K) + P(H) + 0,1.
3 30
10 100°
Ha tudjuk még azt is, hogy a szdmldléban levd 30 a kedvezd esetek szdma, akkor a nevezében csak

az Osszes esetek szdma lehet. Tehat a megoldds: ezen a napon iinnepelte Teréz, hogy immaron
100 ismerdssel biiszkélkedhet.

Innen adddik:
P(csak K)=0,3=

i) Készitsiink halmazdbrat. A megoldds innen leolvashatd:

gy
40 % )
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«iyd Fontos az elején rogziteniink, hogy Edének egy telefonszdma van, ez adja meg a kedvezd esetek
szamat. Ferenc nem tudja, hogy mi a hivoszam elsé két jegye (20, 30 vagy 70), ez 3 lehetGség.
Két dologra emlékszik:

!
1. Akovetkezd 5 helyen van két 1-es, két 2-es és egy 4-es, ami ﬁ:30 lehetSség.

2. Az utolsé hét szamjegybdl 4ll6 szam harommal oszthat6. Mivel ebbdl az elsé 6t jegy Osszege

10, ezt az utolsé két szamjeggyel ugy kell kiegésziteni, hogy 3-mal oszthatd legyen. J6 példaul
a 02,05, 08, 11, 14, 17, ... végz6dés €s igy tovédbb, az utolsé szoba keriil§ érték a 98.
Ez 6sszesen 32 darab szdm.

Az Osszes feltételnek megfelel hivoszamok szama igy 3 -30-32 =2880. A megoldas:

EI ) Jeldlje a lovasok darabszdmit n. Igy az elsG lovas kivételének a valészintisége:

P=1- L = 0,999652.
2880

n_1 20+n

A masodiké mar , hiszen eggyel kevesebb lovas katona van, és eggyel kevesebb az dsszes
n

6lomkatona szdma is. Felirhat6 a kovetkez§ egyenlet:
1 n n—1
30 20+n 19+n

Atalakitva méasodfoki egyenletté:
69 +221
58
Csak az 5-0t fogadhatjuk el a részfeladat megolddsanak, a negativ tortet nem.

0=29n2-69n—-380 = n,=

e

b) Az elGz6 részfeladat alapjan eredetileg 20 gyalogos és 5 lovas katona volt a dobozban. Ha Jani

minden 1épésben kivesz a dobozbdl egy gyalogos katonit és beletesz egy lovast, akkor a doboz-
ban levd katondk szdma nem valtozik, mindig 25 marad. Viszont a lovasok szdma 1épésrdl
1épésre novekszik, m 1épés esetén 5 + m lesz. Ezért az els6 lovas kivételének a valdszind-

sége S+m , amasodiké mar 4+—m Azt keressiik, hogy a szorzatuk mikor novekedik 0,5 folé:

5+m.4+m
25 24

>0,5.

Kifejtve és rendezve:
m? +9m —280 > 0.

Megoldva az egyenlGtlenséget, m < —21,8 vagy m > 12,8 egy tizedesre kerekitve. Vagyis Janinak
legalabb 13 cserét végre kellett hajtania. (m = 13 esetén a keresett valdszintiség éppen 0,51.)

stt) a) Afeladat szovegében szerepel a ,.legaldbb egyet” kifejezés, ezért térjiink 4t a komplementer ese-

s 2

ményre: ,.egyet sem”. Annak a valdszintisége, hogy a villamos vezetdje egy ajtét sem nyit ki
anyolcbdl: (1 —p)3. Igy a kérdezett valészintiség:

1-(1-p)s.

b) Meg kell oldanunk a kovetkezs egyenlStlenséget:

1-(1-p¥>05.
Rendezve és nyolcadik gyokot vonva:
0917>1-p = p>0,083.

Ha ezen kis valészintiségnél nagyobb valdszintiséggel nyit ki egy ajtét, akkor mér 0,5-nél
nagyobb valészinliséggel nyit ki legaldbb egyet egy dllomdson.
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Jeloljiik a szoba keriil6 eseményeket a kovetkezdképpen. Szerénke Kéroly bacsi 6lében iil: SK.

3811

Lukrécia Kdroly bdcsi 0lében iil: LK. Szerénke Irma néni 6lében iil: SI. Lukrécia Irma néni

Olében iil: L1. A feltételek szerint ez a négy esemény kizdrja egymast.

a) A szoveg szerint P(SK)=0,2 és P(LK) =0,15, valamint P(SI + LI)=0,55. A kérdés azt fir-
tatja, hogy mekkora valdszintiséggel nem iil macska az oregek 6lében, azaz a megadottak
0sszegének komplementerét. Szamitsuk ki hat:

P(senki 6lében nem iil macska) =1 P(SK+ LK + SI+ LI) =

=1-(0,2+0,15+0,55)=0,1.

b) Tekintsiik a tabldzatot, amiben P(SI) = x, Karoly bacsi Irma néni
P(LT) =y. Ekkor a feltételek szerint dlében dlében
x+y=0,55, Szerénke 0,20 X x+ 0,20
tovibbd Lukrécia 0,15 y y +0,15

y+0,15>x+0,2,

mégpedig 0,1-del. 0,35 0,55

Meg kell oldanunk a kdvetkezd egyenletrendszert:
x+y=0,55
y+0,15=x+0,2+0,1|

Ennek megolddsa: x =0,2 (és y =0,35). Azaz Szerénke ugyanakkora valdszintiséggel il
mindkét dreg 6lében.

Rajzoljunk halmazabrat, és toltsiik ki beliilr6l kifelé haladva.
Voros torott kabriobol a megadott valdszintiség alapjan 7-et
taldlunk, voros kabriébol pedig 10-et (igy nem torott voros
kabri6 3 van). Hasonl6an 2 darab jé dllapotd nem vords szind
kabriét taldlunk és ugyanennyi jé allapotd, voros szind, de nem
kabri6 sportkocsit.

Azt is tudjuk, hogy van 5 darab torott, voros nem kabrié autd
a versenyen. A maradék két helyre ugyanazt a szamot kell frnunk,
és Osszesen 25 auté indult. Ebbdl adddik, hogy x 0, 1,2 vagy 3 X 0 1 2 3
lehet. Ekkor pedig y lehet rendre 6, 4, 2 vagy 0. A lehetséges
valészintségeket a tdbldzatban talaljuk.

P 024 016 0,08 0

Eial) a) Annak a valészintisége, hogy egy szoba takarithatd, illetve annak is, ha nem, egyarant 0,5.

A ,legaldbb egy szoba takarithat6” kitétel miatt érdemes attérniink a komplementer esemény vald-
szintiségére: ,,egy szoba sem takarithat6”. Ez utébbinak a valészintisége n szoba esetén 0,5
Mivel ez a komplementer esemény, igy a kovetkezd egyenlGtlenséget kell megoldanunk:

; 1-0,5">0,999.
Atrendezve:
0,001 > 0,5™

Mindkét oldalnak véve a 0,5 alapu logaritmusit, a relacidjel megfordul (az f(x) = log s x filigg-
vény szigorian monoton csokkend):

logo’s 0,001 <n.

EI6bbi értéke:
1g0,001

=9,966.
1g0,5

Igy legalabb 10 szoba van a hotelben.
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b) Jeldlje p annak a valdszintségét, hogy egy szoba a személyzet szimdra megkozelithetd, és legyen
a hotelben n szoba. Két ismeretlen van, igy sziikségiink lesz két egyenletre is. Az elsé felté-
telnek (,,legaldbb egy szoba”) vegyiik a komplementer eseményét, ekkor

1-p"=0,79.

A mésodik feltétel egyszertibb:

(0,75-p)**2=0,01.
Meg kell tehdt oldanunk a kovetkez$ egyenletrendszert:

p"=0,21

0,75 p)"*2=0,01]"
Vegyiik mindkét egyenlet mindkét oldaldnak 10-es alapu logaritmusat (ezt megtehetjiik, hiszen
a logaritmusfiiggvény kolcsonosen egyértelmid hozzarendelés). Hasznaljuk ki a logaritmus

azonossagait is:
n-lgp=1g0,21
(n+2)-(gp+1g0,75)=-2 '
Eletiink egyszeriibbé tételéhez vezessiik be a Ig p = x jelolést (a feladat amigy sem kérdezi
a valdszintiség értékét):
n-x=1g0,21
(n+2)-(x+1g0,75)=-2 '

Megjegyzés: Alkalmazhatjuk azt a triikkét is, hogy 120,21 €s 120,75 helyére is betiket irunk
és paraméterként szamolunk veliik. Igy elegend§ csak a végeredmény kozvetlen kiszamitasakor
behelyettesiteni Sket.

Az egyenletrendszer megolddsakor érdemes az els6 egyenletbdl kifejezni az x ismeretlent,

és behelyettesiteni azt a masodik egyenletbe. Igy az aldbbi méasodfoku egyenlethez jutunk:
10,75 -n% + (120,21 +2-1g0,75 +2)-n +2-1g 0,21 = 0.

Ennek megoldésai: n; = 1,5 és n, =7,0. Az 1,5 értéket nem fogadjuk el, a hotelben tehét jelen-

leg hét szoba van.

Vegyiik észre, hogy a fiiggvény dtalakithatd f(x) = (x — A) - (x — B) alakiva. Ilyen formaban mar

tudjuk a zérushelyeket is: x; = A és x, = B. Mit tudunk A és B szdmokrdl? A < B egészek,
tovdbbd 1 <A, B<O.

Az Osszes esetek szdma: 8 + 7+ 6 + ... + 1 = 36. A tabldzatban latjuk a magyarazatot is:

A értéke 8 7 6 9 4 3 2 1
B lehet 9 8,9 7,89 6,7,8,9 & @ 4.9 3,....9 2,...,9
Szamuk 1 2 3 4 5 6 1 8

A kedvezs esetek szdmahoz is irjunk fel egy hasonlé tablat:

A értéke 1 2 3 4 5
B lehet 56,7,89 6,7,8,9 7,89 8,9 9
Szamuk 5 4 3 2 1

A kedvezs esetek szama: 5+4+3+2+1=15.

e .15
A keresett valdszintiség tehat 36
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‘ MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

614l a) El6szor is probaljuk meg rendszerezni az adatokat. Taldn a legjobb, ha készitiink egy tédblazatot,
hiszen mindharom ldddban ugyanolyan méretd csavarokat taldlunk. Fontos megjegyezniink, hogy
a tablazatban taldlhat6 események egymast kizdrd események, igy valdszintségeik osszeadhatok.

1. ladaban 2. ladaban 3. ladaban Osszesen

10-es csavar 50 10 20 80

12-es csavar 70 X 40 110 + x

14-es csavar 30 80 y 110 + y

Osszesen 150 90 + x 60 +y 300 +x+y

. . . . X Lot 2z R
Ha minden lada tartalma kiborul a foldre, akkor 30050y val6szinidséggel fogunk koziiliik
+x+y
felvenni a masodik 14d4bdl valo tizenkettes csavart és i valészintiséggel a harmadik
300+ x+y

1adabdl vald tizennégyes csavart. Ez a kettd is 0sszeadhatd, igy a kovetkez$ egyenletet kapjuk:

X N y _1
300+x+y 300+x+y 3

Furcsanak tlinhet, hogy nincs két egyenletiink, de ha jobban belegondolunk, nincs is rd sziikség.
Az a) kérdés ugyanis azt firtatja, hogy mennyi csavarunk van dsszesen, aminek megvélaszo-
lasahoz elegend$ az x + y = z Osszeg kiszdmitdsa:

Z 1

300+z 3
Ennek megoldédsa: z = 150, vagyis 0sszesen 450 csavar van a hdrom ladaban.

b) A méasodik kérdésben mddosul a tablazatunk. Immar csak egy ismeretlennel kell szamolni, hiszen
Sanyi a harmadik ldddban taldlhat6 0sszes tizennégyes csavart felhasznélta.

1. ladaban 2. ladaban 3. ladaban Osszesen
10-es csavar 50 10 20 80
12-es csavar 70 X 40 110 + x
14-es csavar 30 80 0 110
Osszesen 150 90 + x 60 300 + x
Mivel a 3. laddban nincs 14-es, A hiizott csavar
egy-egy kiilonbozd méret csa-
vart négyféleképpen lehet ki- 1. ladabal 14 12 14 10
venni a hdrom 14dabol. A tdbld- "5 1a4anel 19 14 10 14

zat a négy esetet tartalmazza.

e . 3. ladabol 10 10 12 12
Ezen esetek valdszintiségeire:

30 x 20 30 40 10 80 70 20 80 40 50 40
_.—._+_.—._+ .—._+ [ — _

110 110+x 80 110 110+x 80 110 110+x 80 110 110+x 80 187

2 2

A lehetséges egyszertsitések és 0sszevondsok utdn:
6x +2840 _ 40
88-(110+x) 187

A masodik laddban igy eredetileg 60 tizenkettes, a harmadik laddban 90 tizennégyes csavar volt.

, amib6l x=60.
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c) Akérdés megvdlaszoldsdhoz vizsgdljuk meg az el6bb kapott % kifejezést (fliggvényt).
. +x
Alakitsuk 4t, hogy jobban lassuk a reciprokfiiggvényt:
4110+ 1090 1090 1090
Fo = 6x+2840 3 3 :i.“_ 3 3 L 44

T88-(110+x) 44  x+110 44 Xx+110) 44 x+110°

A fenti fiiggvény frja le a kérdezett valdszintiség valtozdsit a masodik ldddban levd tizenkettes
csavarok x szdmdnak fiiggvényében. Amennyiben x = 0, ugy f(0) = 0,2934, majd a fiiggvény

szigorian monoton csokken, de nem éri el a — = 0,0682 értéket — hiszen mindig adunk hozza
egy pozitiv, de egyre kisebb szdmot.

Megjegyzés: Ha abrazoljuk, a fiiggvény hozzavetSleges dbrdja is szemlélteti az eredményeket.

Visszatevéses mintavétel — megoldasok

a) 0,875 = 0,4982; b) 0,135 = 0,000037.
a) 0,3°=0,000729; b) 0,70 =0,117649.
a) 4-0,353-0,65=0,111475; b) 7-0,35-0,65° = 0,1848.
2 8
a) 3-(£j -i=o,135375; b) 9-2-(i)=3,34-1010.
20) 20 20 \20

1) (&) ()02
7)\30) \30) 7
5 3 2 2 3
a) (1) ~0,0041; b) (1) (3) + (1) (3) ~0,0494;
3 3) 373 3

1) 2

4
c) 5(—) -—=0,0412.
3/ 3

_(20) (1Y (2) _(2 )(L) (z)
P(A)—(S) (10) o) =01901 > PB)= (5] |g) = 01384

3, \4 4,3
P(A) = G) . G) G) = PB)= (ZJ : G) . G) = 0,2734.

10) 7 - pps(10) 8. = &

(7) p'-(1=-p) >(8) p -(I=py = 7>

A ,,tizbdl legfeljebb nyolcat” kitétel miatt (ez kilenc elemi esemény) érdemes attérniink a komple-
menter eseményre, ami ,,tizbdl legalabb kilencet”. Ez kilenc vagy tiz 4szt jelent tiz szervabol.
Tudjuk, hogy az sz valészintisége 0,2; igy a megoldas:

P(legfeljebb nyolc dsz szerva) =1 — Klgo j .0,29-0,8! + Gg) -0,210. 0,80} ~0,999996.
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(3826)

e

;' ﬂ MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

FouT)

Az Osszetett szamok koziil csak a 4-et €s a 6-ot dobhatjuk, igy az ,,0sszetett dobds” valdszinlsége 3
Mivel legaldbb kétszer szeretnénk ezt dobni, igy az eseményt hét elemi esemény alkotja: 2, 3, 4,
5, 6,7 vagy 8 alkalommal dobunk Osszetett szamot. Ez elég sok esemény. Térjiink at a komple-

menterre, ahol csak két esetet kell kiszdmolnunk: amikor nincs dsszetett szam és amikor csak egy
darab van. A keresett valoszindség: {

Do

Ne ugorjunk be a feladatnak! Bar a szovegben szerepel a ,,legalabb” kifejezés, ez pont igy jelent
kevesebb esetet. A ,,hétbdl legaldbb 6t” taldlat az ot, hat vagy hét taldlatot (3 elemi esemény)
foglalja magaban, ellentétben a komplementerével, ami a 0, 1, 2, 3, 4 (5 elemi esemény) eseteket
foglalja magéban. A megoldas igy:

P(legalabb kétszer dobunk Osszetett szdmot) =1 —

P(legaldbb ot taldlat) = @ 10,35-0,72 + @ 10,35-0,7 + @ 10,37-0,79 = 0,0288.
Ha négyszer dobunk a kockdval, akkor dobhatunk O, 1, 2, 3
vagy 4 hatost. Fel kell irnunk minden eset valdszintiségét, majd
dbrazolnunk &ket oszlopdiagramon. Az egyszertiség kedvéért
jelolje k, hogy hany hatost dobtunk a négy dobasbol.

05
04

03
0,2
' i i i n
Megjegyzés: Az itt megadott eseményeket egyiitt teljes esemény- op B i ME _EE e
rendszernek nevezziik. kerteke

2 (1P (5) ‘ 2 (1) (57 ‘
P(k:O):(O)(g)(g) ~(0,482253; P(k:I):(l)-(gj(g)z0,385802,
2 2 3 1
4\ (1Y (5 _ (A (1Y (5) _
Plk=2)= (2)(EJ (g) =0,115741;, Pk _3)_(3)'(8) (EJ ~0,015432;
_ _4.1“.@1
P(k_4)_(4) (6) 5 ~0,000772.

A dolgozatnak nyolc feladata van, ezek koziil 0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8 darabot tudhat Jani. Ezt a kilenc
esetet kell attekinteniink, €s kivdlasztani koziiliik a legnagyobb valészintséggel bekovetkezdt.
Most k azt jeloli, hogy Jani hany feladatot tud megoldani a dolgozat nyolc péld4jabol.

A valoszintiség értéke

Pk=0)= (g) -0,69-0,48 = 0,000655; P(k=1)= @ -0,6'-0,47 = 0,007864;

Pk=2)= @j -0,6%-0,49=0,041288; P(k=3)= @) -0,6%-0,4° = 0,123863;
Plk=4)= (i) -0,6%-0,44 = 0,232243; P(k=5)= @) -0,67- 0,4 = 0,278692;
P(k=6)= @) -0,60-0,42=0,209019; P(k=7)= @] -0,67-0,4! = 0,089579;

P(k=8)= @ £0,68-0,40 = 0,016796.

Jani a legnagyobb valészintséggel ot feladatot fog j61 megoldani a dolgozat sordn. Am akkor sem
lep&diink meg, ha négy vagy hat feladattal birk6zik meg.

Megjegyzés: Figyeljiik meg, mennyire kevés a sz€ls6 esetek valdszintisége! A 0, 1, 8 esetek valo-
szindségei egyiitt nem érik el a 0,02-ot.
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ELED Jelolje példdul egy dobas esetén a fej valdszintiségét p. Mivel annak az esélye, hogy két dobdsbol
egy fej és egy irds lesz, 0,18, a kovetkezs egyenletet kell megoldanunk:

Pk :1):@-,)1.(1— »=0,18.

Nem muszdj felirni a fenti formuldt, elegend6 két dolgot meggondolnunk. Ha p valdszintisége van
a fejnek, akkor (1 —p) van az irdsnak. Masrészt vagy elsdre, vagy masodikra dobunk fejet, ami
két eset. Igy ugyanazt az egyenletet kapjuk kicsit egyszertibben:

2-p-(1-p)=0,18.
Barmelyik egyenletet 4talakitva:
0=p%—p+0,09.
Megoldésai: p; =0,9 és p, =0,1. Mindkét megoldas jo.
Megjegyzés: Azért kaptunk olyan szamokat, melyek 0sszege 1, mert a feladat szimmetrikus fejre
és frasra.

ELED Jelolje p annak a valGszintiségét, hogy egy sorsjeggyel nyeriink, k pedig a nyertes szelvények
szamat. Ekkor a ,,hatbdl kétszer nyeriink” esélye:

6
P(k:2)=(2)~p2-(1 -t
A ,,hatbdl kétszer veszitiink” esélye megegyezik a ,,hatb6l négyszer nyeriink” esélyével:
6
Pe=)=(3)- pt-1- 2

A szoveg szerint a formuldk értékei egyenlGek:
6 2.1 a_[0) 4. 1_ 2
@ p=-(1=-p) —(4) pr(1=p).

Egyszertsitsiink p>-tel és (1 — p)-tel, majd a @) = (?J binomidlis egyiitthatékkal:

(1-p?=p~
Mivel 0 <p <1, igy gyokvonds utdn elhagyhat6 az abszolut érték:
l-p=p = p=0,5.
Ez egy nagyon j6 sorsjegy, nagy valdszintiséggel minden mésodik nyer! Kér, hogy ilyen sorsjegyet
a valésagban nem lehet kapni.

EED Jelolje p az ,.egy dobasbdl 6tost dobunk™ valészintiségét, k pedig, hogy hdnyszor kovetkezett be
az ,,0tos dobds”. A ,,hét dobdsbol négy 6tos” valdszindsége ekkor:

Ple=4=(]):pt-(-
A ,,hét dobdsbdl hat 6tos” valdszintisége:

Pe=6)=(J) p-(1- .
Azt szeretnénk, hogy a masodik nagyobb legyen, mint az elsd:

@-p“'(l—p)3<@-p6-(1—p)1-
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2 2

Szamitsuk ki a binomidlis egyiitthatdkat, majd egyszer(sitsiink, amivel csak lehet. Rendezziik egy
oldalra az egyenlGtlenséget:
4p2-10p +5<0.

A megoldasok: p; = 1,81 és p, = 0,69. A misodfoku egyenl6t- /i
lenség megoldasdhoz dbrazoljuk a kifejezéssel leirhat6 parabolat.
Azt keressiik, ahol a kifejezés 0-nél kisebb (azaz, ahol az x ten- 2]
gely ,,alatt” taldlhato):

0,69 < p < 1,381. "

Am mivel p valésziniiség, értéke legfeljebb 1 lehet, amit el is 5 o v'z S

4p2 —10p+5

érhet. Tehat a végs6 megoldais:
0,69<p<1.

14

Jelolje az irds val6szintségét egy feldobds esetén x. Ezt az x értéket ugy szeretnénk megadni, hogy
az {rds maximalis valészintiséggel kdvetkezzen be hat dobasbol 6tszor.

Meg kell hat adnunk egy fiiggvényt, amely x valtozé fiiggvényében leirja a keresett valdszintiséget.
A binomidélis eloszlast hivjuk segitségiil:

f(x)=@-x5-(1—x)=6x5-(1-x):6.(x5_x6).

Ez egy hatodfoki fiiggvény. Természetesen adédik f(x) értelmezési tartoméanyéra a [0; 1] zért
intervallum, hiszen x az irds valdszintisége. A fiiggvény mindenditt pozitiv, kivéve a két zérus-
helyet: x; =0 és x, = 1. Ezen fiiggvénynek keressiik a maximumat.

Ilyen magas foku gorbéket (még) nem 4ll médunkban elemezni, ezért hagyatkozzunk a szamit6gép
vizsgélatara.

Eszerint a fliggvény maximumhelye:

041
X = > =~0,8333,

max — .

a maximum értéke pedig

5\ (5Y
Ymax = J (g):(g):0’4019‘ 07 02 08 04 05 06 07 08 09 1 X

Amennyiben ezt allitjuk be az érmén az irds valdszinlségének, akkor nagy val6szintiséggel hat
dobdsbdl 6tszor fogunk frast kapni.

Megjegyzés: Ha majd tanulunk derivalni, akkor derivdldssal egyetlen sorban megoldhatjuk
a feladatot:

F0)=6-(x5—x6)'=6-(5x* - 6x5) = 6- x*- (5 - 6x).

27z

Az eredeti fliggvénynek ott van szélsGértéke, ahol az elsd derivalt nulla, és elGjelet valt. Jelen
esetben ez a mar felirt értékre kovetkezik be.

Ha a hatbodl két faluban nincs sem fel-, sem leszall6 utas, akkor négy helyen van. A keresett egyenlet:

@ 2 (1= p)* =0,01536- 24 = 0,24576.

A binomidlis egyiitthatot szamoljuk ki, fejtsiik ki a zar6jelet a binomidlis tétel alapjan. Végezziik el
a beszorzdsokat, és rendezziik egy oldalra az egyenletet:

15p° — 60p° + 90p* — 60p3 + 15p2 — 0,24576 = 0.
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Altaldban hatodfoki egyenletet nem tanultunk
megoldani, és késébb sem fogunk. Lehetséges
azonban kozelitd megolddsokat keresni, a sza-
mitogép erre kivald. A négy megoldasbol minket
csak az a kettG érdekel, amelyek a [0; 1] inter-
vallumba esnek. Az egyik megoldéds rdadasul
véges:

P1= 0,2 és Pr= 0,48769.

Megjegyzés: Ha behelyettesitjiik az értékeket, akkor p = 0,2-re pontosan 0,24576-t kapunk,
azonban p = 0,48769-re ,,csak’” 0,245759487-t. Nem a szamitogép tévedett, egyszertien a kerekités
pontatlansdgdbodl adédik a megoldas hib4ja.

Mivel a hét egybevagd korcikk barmelyikének kiforgatdsa % valdszintséggel kovetkezik be, ennyi

a fényeremény val6szintisége is. Tételezziik fel, hogy a kilenc forgatdsbdl k esetben kovetkezett be

a fényeremény:
9 1 k 6 9-k
‘1=|1=| =0.25.
k) \1) \1

Alakitsuk 4t a bal oldali kifejezést a hatvdnyozds azonossédgai szerint:
&) for
(zj . 7_k . (g) =0,25.
o
7
k 7 N\9
() G 5) -0
k) \6) \7

Osszunk le a kilencedik hatvannyal (kerekitsiink), és szorozzunk 4t 6%-nal:

e

I. megoldas. A 6 exponencidlis fiiggvényrdl
tudjuk, hogy szigordan monoton novd. Szin-
tén ismert, hogy a binomidlis egyiitthaté értékei
véges sokan vannak, és szimmetrikusak:

(-2}

Tehat k =4 utan nem novekedik tovabb, hanem
csokken. Két megoldast talalunk: rogton a k=0
értékre teljesiil az egyenlGség, majd k = 2-re is.
A kifejezések tulajdonsdgai miatt tobb megoldas
nincs.

Folytatva ezt kapjuk:

I1. megoldas. Fejtsiik ki a binomidlis egyiitthatét. Szamlalgjaban 9! szerepel, amiben Gsszesen
négy darab 3-as primtényez6t taldlunk. Ez azért érdekes, mert 6% = 2% 3% Tehdt k maximum 4 lehet.
Am ha hozzédvessziik, hogy k! vagy (n—k)! egyike legaldbb 4!, akkor igy az egyik 3-as primmel
le is egyszertsitiink, azaz csak a k =0, 1, 2, 3 eseteket sziikséges megvizsgalni. Ezek koziil k=0
és k=2 megoldas.
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EED o) A lehetséges esetek dsszegyjtésekor az el-

e

;' ﬂ MEGOLDASOK - 11. EVFOLYAM

; . 100 eurés 4 3 2 1 0
vesztett 400 eurdt kell 10 darab 50 eurds

és/vagy 100 eurds, valamint O eurds részekre 50 eurds 0 2 4 6 8
(particidkra) bontanunk. 50 eurdsbol csak
paros sok keriilhet a particidkba, 100 eurds
pedig legfeljebb négy.

0 euros 6 5 4 5 2

b) A fenti tablazat oszlopainak valdszintségeit kell meghatarozni €s 0sszegezni. Ez nem is olyan

egyszeri! Gondoljuk meg: az eddigi feladatokban csak és kizardlag olyan kérdésekkel
foglalkoztunk, amelyekben egy p valdsziniségi esemény és annak (1 — p) valdszintségl
komplementere szerepelt. Most viszont hdrom eseményiink van. Nézziink kicsit mds szemmel
a kordbbi két esetre! Tekinthetjiik dgy is, mint két eseményt, amelyek egymast kizarjak,
de egyben kiegészitik egymadst a teljes eseménytérre — azaz teljes eseményrendszert alkotnak.
Ezt mér éltaldnosithatjuk harom (de akdar tobb) eseményre is:

P = P(100 euro kifizetése) = i = i =0,3;
20 10

= P(50 euro kifizetése) = i = l =0,2;

P2 20 5
10 1

= P(nincs kifizetés) = —=—=0,5.

p3=P( ) 50°2
!
Az eddigi formuldk elején szerepld (Z) binomidlis egyiitthatd kifejtve ﬁ Ez azt
l-(n—-k)!

jelenti, hogy a k darab eseményt és az (n — k) darab komplementer eseményt pontosan
ennyiféleképpen tudjuk sorba rakni (ismétléses permutécid). Természetesen olvashatjuk kiva-
lasztasnak is: n helyre vdlasztunk ki k darab egyfajta elemet. (A két formula megegyezik.)
Hérom elemre nem alkalmazhatjuk a kombindciés meggondoldst, azonban alkalmazhatjuk
az ismétléses permutdciot! Példaul a fenti tablazat masodik oszlopat tekintve, az 0sszes
lehetséges sorba kell raknunk 3 darab 100 eurds, kett§ darab 50 eurds és 5 darab O eurds

!
kifizetést. Ezt pedig % -féleképpen tehetjiik meg. Ezzel az eset felirdsdval készen vagyunk:
1.21.51 0

!
P(2. oszlop) = —— -0,3%.0,22.0,5% =0,08505.
31.21.5!

Ugyanigy fel kell irnunk a tdbldzat tobbi oszlopara is a valdszintségeket, majd ezeket dsszeadni.
Az eredmények: 10

|
P(1. oszlop) = ———-0,3%-0,2°-0,56 = 0,026578;
4!.0!-6!
10! 2 4 4
P(3. oszlop) = ———-0,32.0,24-0,5% = 0,02835;
214141
10! 1 6 3
P(4. oszlop) = ————-0,3!-0,20.0,5% = 0,002016;
11-6!-3!
P(5. oszlop) = ————-0,3%. 0,28 - 0,52 = 0,0000288.
0!-8!-2!

Osszegiik négy tizedesre kerekitve: p = 0,1420.

Megjegyzés: A két komplementer eseménybdl felirt Osszes eset valdszintiségeit binomidlis
eloszldsnak, a tobb, teljes eseményrendszert alkoté eseménybdl felirt Osszes eset valdszintiségeit
egylitt polinomidlis eloszldsnak nevezziik.
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Mintavétel visszatevés nélkiil (kiegészit6 anyag) — megoldasok

2

R —=<=0,869.

2)

(i) (1)

TED) a) —2 = 0,000000021; b) ~—2 =~0,09832.
135 135
10 10
7
(3839] %) _ 0.004
13y
6
%)
4
T ~2 < 0,0778.
27
%)
7
arm > ~0,0034
17y
5
4)
4
) £ ~0,017

&) —
>3 o=
N— N——
Ta o
Nl

(3843] ~0,2881
58
8
(42 .(21)
7)\3
3844 ~0,2807
63
10
50
2)°\3
(3845 ~0,2381




A legaldbb 3” feltétel miatt 6ssze kellene szdamolnunk a 3, 4,5, 6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15

3847

3848

bogér esetek valdsziniségeit, ez hosszadalmas. Jobban jarunk, ha attériink a komplementer
eseményre. Ebben csak a 0, 1, 2 esetek vannak. Igy a keresett valoszintiség:

135) (92 135) (92 135) (92
15)\0 14 1 13 2
1- + + =(,9788.
227 227 227
15 15 15
Mivel mindkét csapatb6l kell ott lennie jatékosnak, igy az 6t f6 a kdvetkezd parositasokbol allhat

Ossze: 1-4, 2-3, 3-2, 4-1. Igazabdl csak a 0-5, 5-0 esetekben nem teljesiil Klari megallapi-
tdsa. Bar nem sok a direkt esetek szdma sem, itt mi a komplementert irjuk fel:

510), (6)(5)
5 )

A 17 fid és a 23 lany egyiitt 40 {6s csapatot képez.

1-—

=0,9649.

a) A ,csak azonos nemiiek” lehetnek csak fidk vagy csak lanyok. Mivel két egymadst kizard
esetrdl van sz06, valdszintiségeiket egyszertien dsszeadhatjuk:

BE, 06
GG

b) A lanyok ugy keriilnek tulstlyba, ha 4, 5, 6 vagy 7 lany jut a dontGbe. Most nem érdemes
attérni a komplementer eseményre, hiszen ott is (0, 1, 2, 3) négy eset van. A megoldas:

513,61, 06, 65
I ) B B b

=0,0142.

=0,6736.

28 A dobozban dsszesen 15 goly6 van.

a) ,,Legalabb egy szinbdl legaldbb kettd” golyohoz legalabb négyet kell kivenniink. Ugyanis
harom goly6 esetén még elképzelhetd olyan eset, hogy mind a hdrom kiilonb6z6 szind. A zold

goly6k szdma dsszesen 6, igy: (6 9
)3

15

4
b) Ha azt szeretnénk, hogy ,,mindhdrom szinbdl legyen legalabb egy”, akkor legalabb 12 golydt
ki kell venniink a 15-b&l. Ugyanis ki lehet tigy venni 11-et, hogy koziiliik 5 piros és 6 zold

—ez igy viszont csak két kiilonbdz6 szin. Mivel piros golyd Osszesen Ot darab van, ezért
a keresett ,,pontosan harom piros” golyo van a keziinkben val6szintsége:

g

=0,3956.

=0,2198.
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EIED Az ot zsebkendd kiemelése a tasakbodl hat elemi eseményt eredményez, példdul a kamillds
zsebkenddk oldalardl: 0, 1, 2, 3,4 vagy 5 kamillas elvételét. (Ennek megfelelGen vesziink ki 5,
4,3, 2, 1, 0 mentolost is, természetesen az egyes esetekben.)

Feladatunk elGszor az 0sszes eset felirdsa és kiszdmitdsa. Jelolje k a kamillds zsebkendSk szdmat:

I i1

P(k=0)= 0 =0,0807; P(k= 0,2884;
) )

5 5) 5)6)
P(k=2)= i =0,3670; P(k=3)= =0,2074;
40 40

5 K
[ 7) (5 )
Pk=4)= u =0,0519; P(k=5)= = 0,0046.

o

Megjegyzés: A fenti események valdszintségeinek dsszege 1, mivel ezek az esetek teljes esemény-
rendszert alkotnak.

Abrizoljuk az eredményeket oszlopdiagramon. i

0,35
0,30

025

020

0415

010

005 | I

S0y 1 2 3

A kamillds zsebkend6k szama

A feladat megoldasat akar az oszlopdiagramrol,
akdr a szamitott értékekrdl leolvashatjuk: leg-
nagyobb valészintiséggel két darab kamillds
zsebkendd lesz a kivett 6t darab kozott.

A valosziniiség értéke

EED @) A megoldas sejthetd: mivel szimmetrikusan szeretnénk tudni a kétféle kekszet, igy varhatéan
50-50 darabnak kell lenni a dobozban mindkét fajtabol. Sejtésiinket tobbféleképpen is igazol-
hatjuk! Irjuk fel 4ltalanosan a valészintiséget kiszamit6 format. Jelolje m a mogyords csokik
szdmdat a 100 darabos mintdban. Azt vizsgaljuk, milyen m-re lesz a legnagyobb az aldbbi
valészinidség (1 <m < 99):

m) (100 -m) m-(m-1) (100-m)-(99 —m)
2 2 2 2
100 100
4 4
:m-(m—l)-(IOO—m)-(99—m)
100 '
(&)

A formula egy negyedfoku fliggvény maximumanak vizsgélatdra vezet — ilyet nem tanultunk
jellemezni.

Megjegyzés: Emelt szinten derivaltak segitségével megtehetjiik, bar ott sem lesz konnyd.

Természetesen a kifejezés értéke csak a szamlalotol fiigg, a nevezs konstans. Elegendd a szam-
1416t tovabb vizsgdlnunk:
m-(m—1)-(100 —m)- (99 — m).
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I. megoldas. Vegyiik észre, hogy két tényezében az m elGjele (+), kettében pedig (—). Ez adhat
egy oOtletet: ha nem szorzds, hanem 6sszeadés lenne a zardjelek kozott, akkor m éppen kiesne!
Milyen Osszefiiggés ,.képes” szorzasbol osszeadast csindlni? Példdul a szdmtani-mértani kozép
kozotti egyenlStlenség. Az Osszefliggést négy elemre irjuk fel (minden tényezs pozitiv):

m+m—1+10£(3—m+99-m=%=49,5=A-

EgyenlGség pontosan akkor 4ll fenn, ha a tényezk megegyeznek (jelen esetben ez nem lehet-
séges). Mivel a szamtani koz€p konstans, a mértani akkor kozeliti meg a legjobban, ha az elemek
a legkozelebb keriilnek egyméshoz. Ez pedig akkor kovetkezik be, amennyiben m = 50.

M =4m-(m—1)-(100 — m)-(99 — m) <

I1I. megoldas. Ha elemezni ,,papiron” nem is 7

tudjuk, szamitogép segitségével azért abra-

zolhatjuk és elemezhetjiik is a valés szdmo- 0

kon értelmezett negyedfoku kifejezésiinket:
f)=x-(x—-1)-(100 — x)- (99 — x).

A fliggvénynek négy zérushelye van: 20 0 | 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 X
x1=0, x,=1, x3=99, x,=100.

Az els6 két és utolsé két zé€rushely kozott negativ az értéke, a tobbi nyitott intervallumban pozitiv.

©
©

Az 4bran is szépen ldtszik, de a szamitégép is megerdsiti a sejtésiinket: x = 50-nél van a fliggvény

lokalis szEélsGértéke.

b) Ebben a részben kissé modosul a formula:

m) (100 -m) m-(m-1)-(m-2)
(3)( 1 ) 6 '(100_’")_m-(m—1)~(m—2)~(1oo_m)

100 100 - 6. (100
4 4 4
Az el6z6 részben alkalmazott els6 megoldds P
most nem mikodik, azonban a szamitégép

/////

minden valds szdmon értelmezett fiiggvény:
f)=x-(x-1)-(x=2)-(100 — x).
A fiiggvénynek most is négy zérushelye van: =0

x1=0, X2=1, X3=2, .X4=100.

2z 2z

Az els6 és a masodik, valamint a harmadik és negyedik zérushely kozott pozitiv, a tobbi nyitott
intervallumban negativ az értéke.

7z

Az elemzést bizzuk a szamitogépre. A keresett szEélsdértékre x = 75,25 addédik. Ezt mér le tudjuk
ellendrizni szdmoldgéppel is, a megoldds: 75 mogyords csoki van a dobozban.

EFD ElSszor is adjuk meg az dsszes esetek szamdt, ami 1880-bol 20 szem barack kivélasztdsa esetén:

1880
20 )
Misodszor hatdrozzuk meg, melyik kategdridju barackbdl hany szemet szedtiink:
I. kategoridjubol: 1880 - 0,50 = 940 darabot;

II. kategoridjibol: 1880-0,35 = 658 darabot;
III. kategdridjibol: 1880-0,15 = 282 darabot.
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VALOSZINUSEG-SZAMITAS, STATISZTIKA /

A feladat kérdése az, hogy mekkora valdszintiséggel lesz a kapott 20 szem barackbdl 1. katego-
ridju 10, II. kategéridja 8 és I11. kategdridju 2.

Vagyis a ,.kedvez8” esetekben 940 darabbdl védlasztunk 10-et, 658-bdl vélasztunk 8-at és ugyan-
akkor 282-bdl viélasztunk 2-t. Mdr fel tudjuk irni a kedvez§ esetek szdmat is, tehat a kérdezett

val6szindség:
940) (658) (282
() () (%)

1880
20

Megjegyzés: Ha egy Osszességben kétfajta elembdl vesziink visszatevés nélkiil mintét, az 6sszes
lehetséges eredményhez tartozé valdszintiségeket hipergeometriai, ha tobbfajta elembdl vessziik
a mintat, polihipergeometriai eloszldsnak nevezzik.

=0,0414.

Valdsziniiségi jatekok grafokon (kiegészité anyag) — megoldasok

1 21 1 2
PA)=-, PB)==-—=—, P(C)=-:(0,5-0,3+0,4-0,7)=0,2867.
(4) 3 (B) 310" 15 (©) 3 ( )

0,3x<0,27 = x<0,9.
0,6x+04-2x=042 = x=0,3.
0,5-0,8 +0,5-0,05 =0,425.

2-O,9=O,6.
3

a) A lehet6ségek az dbran lathatok.
b) P(Deseda t6) =0,6-0,7 =0,42;
P(Balaton) = 0,6-0,3 =0,18;
P(kavéhaz) =0,4-0,75=0,3;
P(konyvtar) = 0,4-0,25 =0,1.

V,zs

A,
b & =

P(mozi):l-0,5+l-0,5:l. ;
3 3 3 Juli

Jozsi Jend Jeromos
mozi pizza siti séta mozi kosarmeccs
P(bal)=0,2-0,75+ 0,8-0,75 =0,75.
0,2 0,8
labda egér
0,75 0,25
bal jobb
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P(22:22)=6-0,5*=0,375. 20:20 05 21:20  22:20

0,5
20:21

22:22

a) A gréf az dbran lathato.

Kiinduldsul a 3855. feladat vdlaszdban egyetlen jelet kell atirnunk:
0,6x +0,4-2x > 0,42.

Innen x >0,3. Am még nem végeztiink a feladattal. Az x valészintiséget jeldl, igy természe-
tesen adodik: 1 = x.

M¢ég mindig nem végeztiink! A 0,6x + 0,4 - 2x is valészintséget jelol, ezért 1> 0,6x + 0,4 - 2x,

5
azaz — 2 Xx.
7

Most mar végeztiink? Nem! Ugyanis még 2x is valészintiséget jelol: 0,5 = x.
No, most mdr tényleg végeztiink: 0,5 = x> 0,3.

a) Tekintsiik az dbrat. A pontok kozott csak jobbra vagy lefelé
1éphetiink. A felsd sorban azt 14tjuk, amikor harcosunk nyer, , 08 06 ~ 04 ~ 02
a figgGlegesen 16g6 gombdcok a vesztett mérkdzések ered- oo g4 06| 08
ményei. Az élekre most is felirtuk a feladatban meghatdrozott
valészindségeket.

Az a) részkérdésben igy 6ssze kell szoroznunk a felsd sor értékeit:
P(mindent megnyer) = 0,8-0,6-0,4-0,2 =0,0384.

P

b) Az el6z6hoz hasonldan az abrardl leolvashatjuk:
P(3. meccsen veszit) = 0,8-0,6-0,6 = 0,288.

¢) Mivel négy meccset megnyert, igy csak 1 vagy 0 meccset bukhat el 6tb6l, azaz harcosunk erds-
sége 4 vagy 5.

Miel6tt a kérdésekre vélaszolnank, rajzoljuk fel a jaték grafjat.

Egy vizszintes jobb 1épés Batka mano pontszerzését, egy fiiggd- 4:3 44 &S 4:6
leges lefelé 1épés Biga csiga pontszerzését hivatott jelezni. Mds ) = = | e

1épés az éleken nem megengedett.

. . f e 2 ; . . 5:3 5:6
Biga csiga p val6észintséggel ér el pontot, Batka mandra pedig
1 — p valésziniség marad. P
Az utolsé sorban olvashato feltétel szerint: 6:3 6:4 6:5

P(4:6)=(1-p)3=0,04 = p=04.
Ezek utan valaszolhatunk a kérdésekre.
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3866

3867

a) P(6:3)=p2=0,16.

b) Ebben az esetben elGszor el kell jutnunk az 5:4 pontba, majd ebben az dllasban Biga csigdnak
kell még egy pontot szereznie. Az 5:4 allast kétféleképpen kaphatjuk meg. Egyszer kell
Batka manoénak és egyszer Biga csigdnak pontot elérnie, sorrendjiik azonban kétféle is lehet.
Ezért:

P(6:4)=2p2%-(1-p)=0,192.

c) Kétféle dontetlen 4llas is kialakulhat: 4:4 és 5:5 (kiilon jelolt allasok a grafban). A 4:4 allashoz
Batka mandnak egy jatékot kell megnyernie, ennek valdszintsége:

P(4:4)=0,6.
Az 5:5-hoz azonban Batka mandnak mar kétszer kell jatszmat nyerni, mig Biga csiganak egyet.
Ezen gy6zelmeket haromféle sorrendben érhetik el:

P(5:5)=3-0,62-0,4 =0,432.

Elsének most is irjuk fel a jaték grafjat. Az also 03 02

sorban azt latjuk, hogy ki taldlta el a tabla koze- : 4 02
l 0 8[ 08
A B

0,1 0,1

pét. Vizszintesen akkor 1épiink, ha az illetd jaté-
kos nem talalta el a kozépkort. A valdszindsége-
ket a szovegbdl olvashattuk ki. Lassuk a feladat
kérdéseit!

07 09

e—— o>
o ¢——9 0
=}

[{=)
>e——e>
-

o
0 e U0

e s

a) Végig akkor jatsszdk, ha eljutunk a graf utolsé B betjéig:
P(végigjatsszdk) =0,3-0,2-0,2-0,1-0,1- 1,0 =0,00012.

b) Andor harom kiilonb6z6 esetben nyerhet.
Ha r6gton nyer:
P(A)=0,7.
Ha Boldizsar ront, majd Andor nyer:
P>(A)=0,3-0,2-0,8 =0,048.

Mindketten kétszer rontanak, de Andor harmadszorra talal:
P3(A)=0,3- 0,22-0,1-0,9 = 0,00108.

A fenti esetek kizarjak egymast, ezért eredményeiket 6sszeadhatjuk:
P(Andor nyer) = P{(A) + P,(A) + P3(A) = 0,74908.

Tételezziik fel, hogy az erGsebb csapat p, a gyengébb 1 —p i 0-1
valdszinilséggel nyer meg egy mérk6zést, p > 1 — p. Tekintsiik ' T-p —p
a jaték grafjat. Hogy a bal fels§ pontbdl eljussunk a jobb alsé i

pontba, kettSt kell jobbra és kettdt lefelé 1épni. Ilyen lépéseket L
P

Osszesen Y -féleképpen tehetiink (ismétléses permuticio). »
A kérdéses égyénlet:
A (1-p)?<0,24
o) PR TSR
Egyszer(sitsiink 6-tal, és vonjunk négyzetgyokot mindkét oldalbdl (p és 1 — p is nemnegativ):
p-(1-p)<0,2,

0<p?—p+0,2.
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3868

A parabola zérushelyei:

p1=0,7236  és p,=0,2764,
tehét az egyenlGtlenség megoldédsa:
p<0,2764 vagy p>0,7236. ’ 02057 08 1 b

Mivel p>1—-p, ezért csak a p >0,7236 megoldast fogadjuk el.

Most mér valaszolhatunk a kérdésre is: a két csapat dltal megszerzett gy&zelem valdszintségeinek
ardnya egy-egy mérk6zésen legalabb
p _ 0,7236

LS ~2,618.
1-p  0,2764

Jane és Tarzan egymadstdl teljesen fliggetleniil
lassz6zzak meg Bagirat, ezért jelolje Jane tala-

I J I J 1
lati valdszintiségét p, Tarzanét pedig g. A szoveg pl ql P40, 1[ ql P40, 2{ ql
T J T J T

szerint Jane még javul is a jaték sordn, koron-
ként 0,1-et. A kapott graf az dbrén l4thato.

[rjuk fel egyenlettel az ismert gy6zelmi esélyeket.

Tarzan gy8z az els6 korben: 12

(1-p)-q=0,48. (=2—5)
Jane gy6z a harmadik korben:
1-p)-1-¢g)-(09-p)-(1-9)-(p+0,2)=0,03584.
Tarzan gy6z a harmadik korben:
(I1-p)-(1-q)-(09-p)-(1-9)-(0.8-p)-q=0,032256.

Ez harom egyenlet két ismeretlenre, ami akar sok is lehetne. Azonban mivel elég magas foku
egyenleteink vannak, valészintleg jol jon. Nézziik meg kozelebbrdl az utolsé két egyenletet! Eszre-
vehetjiik, hogy az elsd négy tényezdjiik megegyezik. Erdemes Oket elosztanunk egymadssal,

mondjuk az els6t a masodikkal:
p+02 10

08-p)g 9
9-(p+0,2)=10-(0,8-p)-q.
Kissé alakitsuk at az elsd egyenletet, és vegyiik hozza az elébbihez:
9-(»p+0,2)=10-(0,8-p)-¢q
12=25-(1-p)-q }
Mair nem is annyira csuinya az egyenletrendszer! Osszuk el a fels§ egyenletet az alséval:
3-(p+0,2) 2-(0,8-p)
4 5:(-p)

Tiintessiik el a torteket is:

Szorozzunk a k6zos nevezdvel:
15-(p+0,2)-(1-p)=8-(0,8 —p).
Fejtsiik ki a zar6jeleket, majd rendezziink egy oldalra:
0=15p%-20p + 3,4.

20+/202-4-15-3,4 {p1=1,13;

P1p2= 30 = p2:0,2.

A megoldéképletbdl:
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Az els6 megoldést nem fogadhatjuk el, hiszen p (£ 1) valdszintiséget jelol, azonban a masodik jo.
Innen ¢ =0,6.

Tehét Jane 0,2; Tarzan 0,6 valdszintiséggel lassz6zza meg a parducot.
Most pihenjiink egyet, és probaljunk meg valaszolni a feladat kérdésére.

A harmadik kor utdn akkor nincs Bagira beflizve, ha a fels§ sor utolsé pontjdban Tarzan sem
taldlja el. Azaz:

P(Bagira még mindig szabad) =0,8-0,4-0,7-0,4-0,6-0,4 = 0,021504.

Ez azt mutatja, Bagirdt nagyon nagy valdszintséggel befogja valaki a harom korben.

Valdsag és statisztika — megoldasok

11 6ra 12 perckor.
4,65%-a.
Nem. Ha a még 0ssze nem szdmolt 20% voks a mdsiké, akkor 52 : 48%-ra a mésik gydz.

Az eddig megszdmolt szavazatok 62,5%-4t + 1 szavazatot.
N 1, .
Az Osszes szavazat 833%—at + 1 szavazatot.

260%-ot.
200 g termékhez 220 g marhahds sziikséges, és 11 g ,hdzi fliszert” tartalmaz. Azaz 5%-ot.
Mivel x-0,35 =28, igy az iizlethdz x = 80 boltot foglal magaban, amib&l 800,65 — 2 = 50 4rul

ruhat.
' 0,7-0,5
0,6-0,4

18

=26,25.

Vegyes feladatok — megoldasok

a) % =0,24. b) Legaldbb negyvenet.
0,3.

4!
1— 2-4 - 3 =0.6.

515
1-0,76=0,88.
0,125.
0,998 = 0,9227.

14 14 14 14
a) (l) - (9) ~9,048-10-10; b) (28) - (l) - (E) ~0,04.
20/ \20 14) 20/ \20
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e {1 6 66 6T 6+ 6 6]

()60 BN B 6] o
a) @z0,00N; b) =0,0374; c) 1—@::0,9981.
(342) (342)
B0
(2

P(s=0)=

3888 =0,2924.

b6, 010, s

0y 3 FesbETag s Pe=2s
2 2

P(meggyes rétes vagy dobostorta) = P(meggyes) + P(dobos) = i + % =—.

EIED 1 - P(nem kell varni Esztire) = 1 — 0,6-0,9 = 0,46.

EIA Nem lehet:
PB+C)=(1-p)?+p2=2p2-2p+1<04.

De minden p € R esetben:
2p2-2p +0,6>0.
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