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12.1. LOGIKA, BIZONYITASI MODSZEREK

Logikai feladatok, kijelentések — megoldasok

a) Nem. b) Igen. c) Nem. d) Igen. e) Nem. f) Igen.
a) Nem. b) Igen, igaz. c) Igen, hamis.

d) Nem. e) Igen, értéke fiigg a helyzettdl. f) Igen, hamis.

a) lIgaz. b) Hamis. c) Igaz. d) lIgaz. e) Hamis.

A helyes tippek: 1, 1, 2, X, 1, X.
a) Hamis. b) Igaz. c) lgaz.

Nem, ugyanis
a) nem kijelentés (paradoxon);
b) kijelentés, amelynek logikai értéke a kovetkezd mondattdl fiigg.

a) Hétfén, kedden, szerddn, pénteken, szombaton.
b) Csiitortokon, vasarnap.

a) Minden nap. b) Soha.

Beteg nem lehet, mert akkor nem mondhatna igazat. Egészséges orvos sem lehet, hiszen 6k igazat
mondanak. A megoldds b), vagyis egészséges dpolt.

Nandi és Oszi kijelentései ellentmondanak egymdsnak. Ha mindkettSt igaznak fogadnank el,
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akkor paradoxonhoz jutndnk, tehat valamelyiknek hamisnak kell lennie. Viszont igy Laci és Marci
igazat sz6lnak, azaz Nandi volt a tettes (€s kdzben kidertilt az is, hogy Nandi az, aki hazudik).

Tudjuk, hogy kettejiik koziil az egyik igazat mond, a mésik hazudik. Mivel a jelenlegi dllapotukrdl
egyeldre nincs informdcionk, ezért olyan kérdést kell egyikiiknek szegezni, amellyel a jol ismert
multbeli helyzet utdn érdeklddiink. Példaul:

» Te vagy a kirdlylany?”  vagy , Régen a hdzastdrsad mindig igazat mondott?”

Ha a kiralylany valasza ,,igen”, akkor igazat mond (tehat a juhdsz éppen hazudik). Ha a vélasza
,nem”, akkor hazudds napja van (tehdt a juhdsz igazat mond).

Ha a juhész vélasza ,,nem”, akkor igazat mond (tehat a kirdlylany éppen hazudik). Ha a vélasza
,igen”, akkor hazudds napja van (tehdt a kirdlylany igazat mond).

Az elsé megjegyzés miatt Tivadar csak Kis, Fekete vagy Fehér lehet. Mivel Feketével és Fehérrel
mas iskolaba jart, Tivadar vezetékneve Kis. Az els6 megjegyzés miatt Kisnek hivhattak volna még
Konradot (k&its, Nagy, Fehér) vagy Csillat (kis, Nagy, Fekete). Konrdd és Emma vezetéknevei
ellentétek, igy csak szinek lehetnek: Fehér Konrdd, Fekete Emma és Nagy Csilla.

A legkisebb 0sszeget akkor kapjuk, ha a lehetd legalacsonyabb helyezésekkel rendelkez8k mon-
danak igazat (azaz az elsG 10), mindenki mas pedig azt mondja, hogy elsé lett. Ekkor az 6sszeg
55 +40=95.

A legnagyobb 0sszeget gy halljuk, ha az utols6 10 mond igazat, és minden el6ttiik érkezé utolsé-
nak vallja magat. Ekkor az 0sszeg 2455.
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Tekintsiik végig a lehetségeket J6zsi szemszogébdl.

ElGszor tegyiik fel, hogy J6zsi beteg (azaz pont forditva latja a valdsagot, mint kellene). Ekkor Jani
nem beteg, tehat egészséges (amit hisz, az ugy is van). Ekkor viszont J6zsi orvos. Ajjaj, J6zsi beteg
orvos! (Janirél azonkiviil, hogy egészséges, nem tudunk semmit.)

Masodszor tegyiik fel, hogy Jozsi egészséges. Ezek szerint Jani beteg, tehat J6zsi nem orvos, hanem
apolt. Ajjaj, ekkor Jozsi egészséges dpolt! (Janirdl azonkiviil, hogy beteg, nem tudunk tobbet.)

Barhogy is nézziik, J6zsi vagy beteg orvos, vagy egészséges dpolt. Barmelyik is, nem kellene
az intézetben tartézkodnia. Janirdl a feltételek alapjan nem tudunk nyilatkozni.

a) Ha az elsé mondat igaz, akkor sajét igazsagat llitja. Igy a masodik mondatnak hamisnak kell
lennie. Ha az elsé mondat hamis, akkor a masodik igaz.

Tehat a két mondat koziil pontosan az egyik igaz.

b) Ha az els6 mondat igaz, akkor a masodik mondat hamis. Ha az els6 mondat hamis, akkor
a masodik mondat igaz.

A két mondat koziil pontosan az egyik igaz.

¢) Ha az els6 mondat igaz, akkor a masodik mondat is igaz. Azonban akkor az els6 mondat hamis.
Igy ellentmondésra jutunk. Ha az els6 mondat hamis, akkor a mdsodik mondat is hamis. Ami
azt jelenti, hogy az elsé mondat igaz. Igy is ellentmonddsra jutunk.

Ez a mondatpér paradoxon. A két mondatnak nem tudunk ugy logikai értéket tulajdonitani, hogy
teljestiljon. A mondatpar tagjait nem tekinthetjiik kijelentéseknek.

d) Ha az els6 mondat igaz, akkor a masodik mondat hamis. Ha az els6 mondat hamis, akkor
a misodik mondat igaz.

Ismét arra jutunk, hogy a két mondat koziil pontosan egy igaz, és egy hamis.

Induljunk ki valamelyik 4llitasbodl, és prébaljunk meg kovetkeztetéseket levonni. Kezdjiik a leg-
egyértelmtbbel. (Zardjelben az allitdsok sorszama, melyekbdl adédik.)

Aki ropit eszik, kdzépen {il. (2)
Mivel sem Kdroly, sem Zsolt nem iszik kdlat, azt csak Pista ihat. (1, 3)

Mivel Zsolt jobbjén iszik Pista kolat és a sor szélén iil, igy csak a jobb szélen iilhet. Ugyanebbdl
adddik, hogy kozépen iil Zsolt és a bal oldalon Kéroly. (3, 5)

A pattogatott kukoricat balra kellett adni, tehat Pista pattogatott kukoricat és Karoly sés mogyorét
eszik. (4)

Kéroly szomszédja Zsolt, igy 6 iszik gyombért, Karoly pedig jeges tedt. (6)

A fidk igy tilnek a moziban:

Mozivaszon
jeges tea gyombér kola
$0S mogyoro ropi pattogatott kukorica
Karoly Zsolt Pista

Ismét kezdjiik egy teljesen egyértelm kijelentéssel. (Zardjelben az dllitdsok sorszama, melyekbdl
adodik.)
A fidk nem egymads mellett iilnek. (1)

Mivel Feri nem szereti a gylimolcsleveket és az egyik fit gyiimolcslevet iszik, igy Lori narancslevet
iszik. (2, 8)
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Mivel Angi kakaot, Kati teat iszik, Feri nem szereti a gytimolcslevet és Lori narancslevet iszik, igy
Hugi baracklevet és Feri vizet iszik. (2, 3, 9)

Aki szendvicset eszik, vizet iszik hozza, ezért Feri szendvicset eszik. (5)

Mivel rantottét és f6tt tojast Lori mellett esznek, piritdst ehet Lori vagy a Feri mellett (de nem
a fidk kozott egyediil) iil6 lany. Lérirdl azonban tudjuk, hogy narancslevet iszik: ekkor nem
Iényeges az az informdcid, hogy a piritdst evs nem tedt kér. Tehat piritdst a Feri mellett il§ lany

s

eszik. (7, el6z6)

Hugirél mér tudjuk, hogy baracklevet iszik és L6ri mellett iil. Szabad még a tea és a kakao helye:
mivel a piritést evé nem kér tedt, igy 6 csak kakadt ihat, tehat & Angéla. (6, 10, 3)

Mivel ételnek mar csak egy szabad hely maradt, igy Léri halat

. . Hugi
eszik. (el6zbek) e

fitt ojds Ferenc
haracklé szendvics
viz

Lorant
Angi egyik szomszédja siiti magdnak a reggelit — Feri nem,
mert hideg szendvicset eszik. Ebbdl kovetkezik, hogy a Lori
és Angi kozott iil6 rantottdt eszik, a fidk kozott iil6 pedig fott
tojast. (3)

Mivel a rantottat reggeliz6 nem gylimolcslevet kért, igy csak teat
ihat: 6 Kati. (4)

Kovetkezésképpen Hugi a két fid kozott f6tt tojast reggelizik
baracklével. (el6z6)

Angéla
piritos
kakat

ranfotta
lea

A reggelizGkre és az altaluk fogyasztott ételekre, italokra egy
példa az dbrén lathato.

Logikai miiveletek — negacio, konjunkcid, diszjunkcio
— megoldasok

a) —A; b) AAB; ¢) AVB;
d) (AAB)VC; ¢) —(AAB); f) (AAB)A(=C)A(=D);
g) (AAB)V(CAD).

a) Félek a dolgozattol.
b) Van olyan film, amit még nem lattam.
¢) Van olyan szarka, amelyiknek a farka egyszinfi.
d) Minden rovid nyakd zsiraf rosszul fésiilt.
e) Barmely geometriai rendszerben a hdromszog belsG szogeinek dsszege 180°.
f) Létezik olyan érettségi feladatsor, amelyben nincs ilyen feladat.
g) Minden holl6 fekete.
h) Létezik olyan héttel oszthaté szam, amely 5-tel is oszthato.
i) Van két egyenes, melyek nem metszik egymast.

a) Hideg van és fazom.

b) Jdl feloltozom vagy mozogni kell.

¢) Mozogni kell és nem fazom.

d) Nem igaz, hogy fazom és mozogni kell, vagy jdl feloltézom.
e) Hideg van és fazom, vagy jol fel6ltozom €s nem kell mozogni.
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a) lgaz. b) Igaz. ¢) Hamis. d) Hamis. e) lgaz. f) Igaz.

A és D, illetve B és C egymas tagaddsai.

a) Nem bilidrdozok j6l vagy nem golfozok jol.

b) Nem vagy Kata és nem is vagy Klara.

¢) Nem igaz, hogy James vagy Bond vagyok.

d) Nem igaz, hogy a boltba megyek és felporszivézok.

(7 a) —A = Van olyan trapéz, melynek nincsenek parhuzamos oldalai vagy vannak egyenld szogei.
— B = Barmely deltoidnak vannak egyenld szogei.
—C = Minden négyzetnek van olyan oldala, mely nem egységnyi és teriilete sem az.
b) AKitoltott tablazat:

Allitas ~ Tagadas

A = Minden trapéznak van két parhuzamos oldala és minden szoge kilonbozo. hamis igaz
B = Van olyan deltoid, melynek minden szdge kiilonboz6. hamis igaz
C = Létezik olyan négyzet, melynek minden oldala vagy teriilete egységnyi. igaz hamis

@E) a) Ot lehetSség van.
1. Az illet§ mindent megtanul.
2. Csak a verset tanulja meg.
3. A verset megtanulja, azonkiviil csak matek hazit ir.
4. A verset megtanulja, azonkiviil csak fizika hazit ir.
5. Csak a redl targyak hazijat késziti el.
b) Hérom lehet&ség van, de minden esetben meg kell nézni a filmet.
1. Elkésziti mindkét ételt.
2. Csak rantottat siit.
3. Csak bundés kenyeret siit.

a) Minden nap minden 6rdjanak minden percében csak rad gondolok.
b) Barmely egyiittesnek van olyan szdma, amelyben minden versszakot megértek.
¢) Van olyan étel, amit akdrhogyan is készitenek el, barmikor hajlandé vagyok megenni.

a) Négy lehetdség van: Karcsi kordn kelt vagy nem, illetve sokat dolgozott vagy nem. Ha tényleg
koran kelt és sokat dolgozott (azaz mindkettd igaz), akkor annak a tagaddsa hamis. Minden mas
esetben valamelyik (vagy mindkettd) kijelentés hamis, igy tényleg nem igaz, hogy egyszerre
teljestilnek. Ekkor az allitas igaz.

b) Ha szinvak vagyok, akkor az 4llitds igaz, barmilyen is a labda. Ha nem vagyok szinvak és a labda
valéban gombolyt és piros, akkor is igaz. Ha viszont nem vagyok szinvak és a labda valamelyik
jellemzgje (esetleg mind a kett§) hamis, akkor az dsszetett llitds hamis.

c) Ha elalszom, akkor az 4llitds hamis, fiiggetleniil az el6ad4stdl. Ha nem alszom el és az el6adds
nem volt sem rovid, sem izgalmas, akkor is hamis. Ha viszont nem aludtam el és az el6adas két
jellemzgje koziil legalabb az egyik teljesiil, akkor igaz a kijelentés.



() a) Volt nehéz feladat, vagy olyan, amit nem oldottam meg.
b) Ebben a pizzéridban van rossz izd pizza, és minden pizzat megkdstoltunk.

c) Béarmely haromszdgnek van olyan szdge, ami nem derékszog.
d) Van olyan Rubik-kocka, amelynek barmely oldaldn van olyan szin, ami nem kék.

a) Elegendd, ha D hamis.

b) Sziikséges, hogy mind a négy kijelentés hamis legyen.

c) Az elsé kettd vagy a masodik kettd kijelentésnek egyszerre kell hamisnak lennie.

d) Az elsé kett§ kijelentésnek kell egyszerre igaznak lennie, vagy a masodik kettének egyszerre
hamisnak.

Mivel a formuldk mindegyikében két kijelentés (véltozd) szerepel, igy értékeik (igaz vagy hamis)
Osszesen négy esetet adnak:
i—i, i—h, h—i, h—h.
A legegyszertiibb, ha készitiink mindharom formuldhoz egy-egy igazsdgtdbldzatot.
A piros oszlop mindegyik esetre érvényes, a végeredményt a zold oszlop mutatja.

4B a) g N (=B) b) "4 A B) vi-a) O N B v A
s i h h R ii i i h
i h | i ot i h h h h i h h h h
hoi h h h N R T R
h  h hohoi h h h i i h h h i i

A feladatban az els6 két formula hdrom kijelentést tartalmaz, melyek mindegyike lehet igaz vagy
hamis, ezért a lehet8ségek szdma:

23 =38,
azaz ennyi sora van az igazsagtablazatnak.
A c¢) kérdésben négy formula szerepel, ott 16 soros a tabldzat. A végeredményt most is a zold
oszlop jeloli.

4B ¢ D4 A B v e D"aa @ v o
(A B A (A N/ I/ B/ /A B h h i i i
i i h h i i i h h h h i i h
i h i 0 h h i h h h @ i
i h h i i h h i h h h h h h
h 0 i h h i i i P00 0
h i h i h h i i h [ A B R
h h i i h h h i i i 0 h i
h h h i h h h i h i h h h h
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i i i h h i i i h i [ h
i 0 hoi h @ i i h h i i
i i h h h i i i h h h h
i h 0 i i h h i i 0 i
i h i h i i h h i i i h
i h h i i i h h i h i i
i h h h i i h h h h h h
3 A A B U T I A BT B A R
h i i h i h h i i i i h
h i h i i h h 0 i h i i
h i h h i h h i h h h h
h h i i N T R/ 1 R B A R
h h i h i h h h i [ i h
h h h i i h h h i h i i
h h h h i h h h h h h h

Logikai miiveletek — implikacio, ekvivalencia — megoldasok

(1)) a) A—>B; b) (AVvB)—C; ¢) (ANB)=C; d) A—>(BA=C);
¢) Ac>(BVO); f) (BVC)—A)A(A—>(BVC)); g) ASB.

(IE} a) Ha egy négyszdg négyzet, akkor paralelogramma. Igaz.
b) Ha egy négyszog paralelogramma, akkor rombusz. Hamis.
¢) Egy négyszog pontosan akkor paralelogramma, ha két-két szemkozti oldala egyenld. Igaz.
d) Ha a négyszog két-két szemkozti és két-két szomszédos oldala egyenld, akkor rombusz. Igaz.

e) Haegy négyszog két-két szemkozti és két-két szomszédos oldala egyenld, tovabba szogei egyen-
16k, akkor négyzet. Igaz.

f) Haegy négyszog két-két szemkozti és két-két szomszédos oldala egyenld, vagy szogei egyenldk,
akkor rombusz. Hamis.

g) Egy négyszog pontosan akkor négyzet, ha rombusz és szogei egyenldk. Igaz.

(IFA a) Thalész tétele.
b) B.



4038

4040

a) A megforditdsa: Ha egy négyszog paralelogramma, akkor 4tléi felezik egymast.

B megforditisa: Ha egy haromszog belsd szogeinek felezGi egy pontban metszik egymadst,
akkor suilypontja a haromszogon kiviilre esik.

C megforditdsa: Ha egy fiiggvény feliilr6l korlatos, akkor van minimuma.
D megforditdsa: Ha egy egész szam oszthat6 21-gyel, akkor oszthaté 7-tel.
b) AKkitoltott tablazat:

Allitas Megforditas

A = Ha egy négyszog atloi felezik egymast, akkor az paralelogramma. igaz igaz

B = Ha egy héromszﬁg.smypon}ja a haromszogon kiviilre esik, akkor belsé szogeinek felez6i igaz TS
egy pontban metszik egymast.

C = Ha egy fiiggvénynek van minimuma, akkor feliilrél korlatos. hamis hamis

D = Ha egy egész szam oszthat6 7-tel, akkor oszthato 21-gyel. hamis igaz

a) A Pitagorasz-tétel megfogalmazhaté ekvivalenciaként.
b) Ez a kijelentés igaz, de megforditdsa nem.

c) A Thalész-tétel is megfogalmazhat6 ekvivalenciaként.
d) Megforditdsa sem igaz.

Figyeljiik meg, hogy a feltétel mindig teljesiil.

a) Igy az implikacié akkor vélik igazz4, ha a kovetkeztetés is igaz.
A befejezés barmilyen igaz kijelentés lehet, példaul: 2 + 2 = 4.

b) Igaz feltétel mellett az implikdcié akkor vélik hamissd, ha a kovetkeztetés hamis.
A befejezés barmilyen hamis kijelentés lehet, példaul: 2 + 2 = 5.

Figyeljiik meg, hogy a kovetkezmény hamis.

a) Az implikdci6 akkor vélik igazz4, ha a feltétel hamis.
A kiegészités barmilyen hamis kijelentés lehet.

b) Az implikacié akkor hamis, ha a feltétel igaz.
A kiegészités barmilyen igaz kijelentés lehet.

a) Mivel A feltétele hamis, igy az implikacié kovetkezményétdl fiiggetlentil valik igazza.
Az A mondat kipontozott részére barmit frva az implikaci6 igaz. (Hiszen h—i=i és h—h=1.)
b) Mivel B kovetkezménye igaz, akdrmit is {runk feltételnek, az implikécié teljesiil. (Hiszen
i—i=iés h—i=li.)
c) Az a) pontban ismertetett megfontoldsok miatt az implikdcié nem lehet hamis.
d) A b) pontban latott megfontoldsok miatt az implikdcié nem lehet hamis.

a) A keresett formulak:
(AAB)—C =Ha n 3-mal és 8-cal oszthatd, akkor 24-gyel is oszthatd.
D——F =Ha n péros, akkor nem prim.
E&(AvB) =n pontosan akkor oszthat6 12-vel, ha 3-mal vagy 8-cal oszthatd.
(FA—A)—D =Ha n prim és nem oszthat6 3-mal, akkor paros.
b) Alogikai értékek: igaz, hamis, hamis, hamis.

.................. . 10



(A Figyeljiik meg a kovetkezdket:
— A-bol kovetkezik D, tehat az A és D kijelentések ugyanarrol a szamrol szolnak.
— B és C kizdrjak egymdst, tehdt egyik az egyik, mdsik a masik szdmra vonatkozik.
— Amire A és D vonatkozik, az nem lehet prim, azaz A és D kizérja E-t.
Ezek alapjdn két eset lehetséges.

L. eset: Az egyik szdmra A, D, B; a masikra E, C vonatkozik. Az egyetlen 5-tel oszthaté prim az 5.
Az A, D, B kovetelményeknek végtelen sok szam megfelel, legkisebb koziiliik a 6.

II. eset: Az egyik szdmra A, D, C; a mésikra E, B vonatkozik. Az egyetlen pdros prim a 2.
Az A, D, C kovetelményeknek végtelen sok szam megfelel, legkisebb koziiliik a 15.

78 a) Az A kijelentés csak abban az egy esetben hamis, ha hideg van és nem fazom. Ekkor a B kijelen-
tés is hamis, hiszen nem igaz, hogy nincs hideg és nem faizom. Minden mads esetben A és B is
igaz. A és B ckvivalens allitdsok.

b) Az A kijelentés csak akkor hamis, ha piszkdlnak és mégsem leszek mérges. B hamis, ha egy-
részt nem igaz, hogy nem piszkélnak, masrészt nem igaz, hogy mérges vagyok. Minden mas
esetben A és B isigaz. A és B ekvivalens éllitdsok.

c) Az A kijelentés pontosan akkor lesz hamis, ha siit a nap és mégsem j6 a kedvem. Ebben az esetben
a B kijelentés feltétele (nem j6 a kedvem) igaz, de a kvetkezmény (nem siit a nap) nem teljesiil,
azaz B is hamis. Amennyiben a kedvem jo, akkor B igaz. Utoljdra azt gondoljuk meg, ha rossz
a kedvem €s a nap se siit: ekkor igaz B feltétele és kovetkezménye is, azaz maga B kijelentés.
Kimondhatjuk, A és B ekvivalens allitdsok.

Megjegyzés: Jelolje C = siitanap, D = j6 a kedvem. Ekkor formuldkkal lefrva az éllitdsokat:
A=C—-D és B=(=D)—(=0).

d) Trjuk fel formulakkal a kijelentéseket. Jelolje M = most igent mond, S = soha nem mond igent.
Ekkor A = (—M)—S. A B dllitas felirdsdhoz azt gondoljuk meg, hogy az ,.egyszer igent mond”
megegyezik a ,,nem igaz, hogy sohasem mond igent” kijelentéssel. Tehdt B = (—=S)—>M.

Vegyiik észre, hogy ez a forma megegyezik a c¢) feladatban latottal, csak C helyére (—M)-t
és D helyére S-t kell irnunk! Tehadt itt is teljesiil, hogy A és B dllitdsok ekvivalensek.

LIy A keresett tablazatok:

A B e R AV )"y s 8 T S B

A (B - A
i [ | h i i i (A U A A A
i h i h h h h h i h h i h h h h | i
h i h i i | | h h | h i i h i h h
h h h i h i i h h i h h i h i h i h

@8 a) Felhasznalva a kettSs tagaddst, hogy a diszjunkcié kommutativ és A—B = (—A)VB:
A—B = (—A)VB = Bv(=A) = =(=B)v(=A) = (=B)—(-A).
b) Az egyes 1épéseket a szamok magyardzzdk:
(A—»B)—C=(1)=[(—A)vB]>C=(2)==[(—-A)vB]vC=(3)=[AA(=B)]vC=
= @) = AVO)A[(=B)VC] = (5) = [+(=A)VC]A[(=B)vC] = (6) = [(—A) > C]A[B—C].
(1), (2) és (6): Az implikdcié mar megismert atirdsa diszjunkciéra, A—B = (=A)VB.
(3): De Morgan-azonossdg diszjunkciéra, —=(AvB) = (=A)A(=B).
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(4): a diszjunkcid disztributiv a konjunkciora, (AAB)vC = (AvC)A(BVC).
(5): kettSs tagadds, A = —(—=A).
Megjegyzés: Az a) pontban latott azonossag alapjan alkothatjuk meg a kontrapozicionak neve-

zett bizonyitasi eljarast. A ,,ha ..., akkor ...” allitdsban megforditjuk és letagadjuk a feltételt
és a kovetkezményt, majd ezt az allitast bizonyitjuk. Ilyet alkalmaztunk pl. ebben a kijelentésben:

Ha o, B, vy egy haromszog belsd szogei, akkor legaldbb az egyik szog legalabb 60°-os.

A kontrapozicios allités:

Ha nem igaz, hogy o > 60° vagy 8 = 60° vagy y = 60° akkor ¢, 5, ¥ nem egy haromszdg
bels§ szogei.

A kontrapozicids 4llitds bizonyitdsa:

Aletagadott feltételt a De Morgan-azonossdg alapjdn dtirhatjuk o <60° és f<60° €s y < 60°
alakban. Igy o + B + y<3-60° = 180° Mivel bizonyitottuk, hogy minden hdromszog belsd

szogeinek 0sszege 180° ezért a, B, ¥ nem lehetnek ugyanazon haromszog szogei. (Természe-
tesen kijelentésiink csak az euklideszi geometridban érvényes.)

Teljes indukcio (emelt szintii tananyag) — megoldasok

L) A sorok sorszdma szerinti teljes indukciét alkalmazunk. S jeldli a k-adik sorban levs szdmok
Osszegét.

4048

1.
2.
3.

A 0-adik sorban levé 1-esre teljesiil, hogy az dsszeg Sy =1 =20,
Tegyiik fel, hogy (t.f.h.) a k-adik sorban az 6sszeg S = 2X.
Kérdés, hogy Sy, =2k teljesiil-e.

Mivel minden sorban dupldn szamoljuk az el6z8 sorban el&forduldé szamokat (egyszer jobbra
le, egyszer balra le, illetve az elsd és az utolsé 1-est odairjuk), igy az ott keletkez$ Osszeg is

»_z

dupldja lesz az el6znek:
Spp1=2-8,=(2)=2-2k=2k+1,

Az n kitevd szerinti teljes indukciét alkalmazunk.

1.
2.
3.

A legkisebb természetes szamra, n = O-ra teljesiil az allitds: 3/2-70+ 1 = 3.
T.fh. n = k-ra teljesiil az allitds: 3]2- 78+ 1.
Kérdés, hogy n=k+ 1 esetén 3|2- 751 + 1 teljesiil-e.
Alakitsuk at a kifejezést:
2.7k 4 1=2.7.7"+1=7-2- T+ 1) - 6.
Az indukcids feltevés miatt a zaréjeles kifejezés (és annak hétszerese) oszthaté 3-mal, az
utolsé 6-os oszthaté 3-mal, igy kiilonbségiik is.

Minden esetben n szerinti indukciot alkalmazunk.
a) 1. n=0-ra: 2102-0=0.

2. Tth. n=kra 2|k> k.
3. Kérdés, hogy n =k + 1 esetén igaz-e, hogy 2| (k + 1)> — (k + 1).
Alakitsuk 4t:
(k+1)2—(k+ D =k>+2k+1-k—-1=k>+k=k>—k+2k.
Az els6 két tag kiilonbsége az indukcids feltevés miatt oszthato 2-vel, a 2k tag pedig paros.
Tehat az 4llitas igaz.

........................ . 12



b) 1. n=0-ra: 27/10°+18-0-1=0.
2. Tfh. n=k-ra 27/ 10% + 18k — 1.
3. Kérdés, hogy n =k + 1-re 27|10%*1 + 18- (k+ 1) — 1 teljesiil-e.
Alakitsuk at:
10¥*1 + 18- (k+ 1) = 1=10- 10+ 18k + 17 = 10- (10K + 18k — 1) — 162k + 27.

A zérgjeles kifejezés oszthat6 27-tel (az indukcids feltevés miatt), mint ahogy 162 és 27 is.
Igy az egész kifejezés oszthat6 27-tel.

c) 1.n=0-ra 6/03+11-0=0.
2. Tfh. n=k esetén 6|k> + 11k.
3. Kérdés, hogy n=k+ 1 esetén 6|(k+ 1)3 + 11-(k + 1) teljesiil-e.
Alakitsuk 4t:
(k+12+11-(k+ D)=k +3k2+3k+ 1+ 11k+ 11 = k3 + 11k + 3k-(k+ 1) + 12.
Az elsé6 két tag 6sszege az indukciods feltevés miatt oszthatd 6-tal. A szorzat oszthatd 3-mal,
és mivel két egymdst kovets szdm is szerepel benne, az egyik biztosan paros. Tehat
3k-(k+ 1) is oszthat6 6-tal. Végiil 6|12, igy 6 az egész kifejezésnek is osztdja.
Ismét n szerinti indukci6t alkalmazunk.
1. n=0-ra az 4llitas teljesiil: 1=(1+a)’>1+0-a=1.
2. Tfh. n=k-ra igaz, hogy (1 +a)f¥>1+k-a.
3. Kérdés, hogy ekkor (1 +a)**1 > 1+ (k+ 1)-a teljesiil-e.
Kezdjiik atalakitani a bal oldalt:
I+a)* = +a)-U+a)*>A+a)-(1+k-a)=
=l+a+ka+k-a’>1+a+k-a=1+k+1)-a.

Az els6 egyenl6tlenségnél kihaszndltuk az indukcids feltevést, a masodikndl egész egyszeriien
elhagytunk egy nemnegativ tagot (k természetes szam, a® > 0).

ﬂm 1. n=1-re 12=1.(1+1)'(2'1+1)=
' 6

2. Tfh. n=kra12+22+32 4. + k2

1.
=k-(k+1)-(2k+1)

(k+1)-(k +62) -2k +3) igaz-

+(k+1)2=

3. Kérdés,hogy n=k+1-re 12+22+32 + ...+ k2 +(k+1)? =

k-(k+1)-2k+1)
6
=k-(k+1)-(2k+1)+6-(k+1)2=(k_|_1)'k-(2k+1)+6-(k+1)=
6 6 6
2k + Tk +6 (k+2)-(2k +3)
6 6 ’

€.

24224324 +k2+(k+1)2=

=(k+1) =(k+1)

Pontosan ezt kerestiik.

(&) n szerinti teljes indukciét alkalmazunk. L3
1. A kiindul6 érték n =2, erre az allitas teljesil: —-—>——
emelve mindkét oldalt: 72 > 64. 2 4 202
2. T.f.h. n =k esetén léM>L
2 4 2k T Ak

. Atalakitva 672 >8, négyzetre
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3. Kérdés, hogy n =k + 1 esetén teljesiil-e: 1.3, . 2%+Dh-1 > !

2 4777 2-k+1) T 2Jk+1)’

Az indukciés feltevés szerint igaz, hiszen minden szorzétényezG pozitiv szam:
1 3 2k -1 2-(k+1)—1> I 2-(k+1)-1_ 2k+1

247 2%k 2-(k+1) Wk 2-k+1)  4dk-(k+1)
1
Kérdés, hogy ez a csokkentett érték vajon nagyobb-e még a kérdéses —————-nél. Szorozzuk
meg mindkét oldalt 4/k - (k + 1)-gyel: 2k +1)
2k +1 1

WE-G+ D) 2w 1)
2k +1>2Jk-(k+1).

Négyzetre emelve mindkét oldalt, kapjuk az igaz 4k + 4k + 1 > 4k? + 4k egyenlStlenséget.

@& 1. n=lre %+§+1=M>1.

4 24
2. T.f.h. n = k-ra az 4llitas teljesiil: L+;+...+ >1
k+1 k+2 3k+1
3. Kérdés, hogy n =k + 1-re teljesiil-e: + ! +..+ ! >1.
k+D+1 (k+1)+2 3-(k+1)+1
1 1 1 1 1 1 1
+ +...+ = + +...+ +...+ =
k+D+1 (k+1)+2 3-k+1)+1 k+2 k+3 3k +1 3k+4
1 1 1 1 1 1
= + + +...+ +ot————>
k+1 k+2 k+3 3k+1 3k+4 k+1
1 1 1 1
+

>1+ + - .
3k+2 3k+3 3k+4 k+1
Ha most az utolsé négy tag dsszege pozitiv, akkor ez az 9sszeg is nagyobb, mint 1.

Legyenx =3k +3 >0, igy k+1:§>0.

Ekkor:
1 l 1 _E_ 1 1 _%_
x-1 x x+1 x x-1 x+1 «x
x@+D+x-(x=D=2-(x2=1) 2
= = >0.
x-(x2-1) x-(x2-1)

(IER) Vizsgaljuk meg az elsé néhany Osszeget:
1=1; 1+3=4; 1+3+5=9; 1+3+5+7=16;

Egyrészt azt latjuk, hogy az 0sszeg négyzetszam. Masrészt az utolsd, n-edik szam el6all (2n — 1)
alakban. Sejtésiink tehdt igy sz6l: az elsé n pératlan szam osszege n?.

Bizonyitsuk n szerinti teljes indukciéval.

1. n = 1-re az 4llitas teljesiil.

2. T.fh. n =k esetén az 4llitas teljesiil: 1 +3 + ... + (2k—1) =k

3. Kérdés, hogy n=k+1-re 1 +3+ ...+ 2k—1)+ 2k + 1) = (k+ 1)? teljesiil-e.
1+34 ... +QRk=D+QRk+1)=k>+2k+1=(k+1)>2



O 1. n=1-re 3=

10141-9.1-10 _ 81 _

= =3,
27 27 10k+1 -9k —10
2. T.fh. n=k esetén 3+33+333+...+33...3:+.
105+2-9.(k+1)-10

3. Kérdés, hogy 3+33+333+...+33...3+33...33=

teljesiil-e.

27
(Az utolsé 33...33 szam (k + 1) darab 3-as szdmjegyet tartalmaz.)
Hasznéljuk fel az indukcios feltevést, majd vizsgaljuk meg, egyenl§-e a két oldal:
10k+1—9k—10+ 10k+2 -9 (k+1)- 10

33..33= /-27
27 27
10-10F -9k — 10 +27-33...33 =100 - 10% — 9k — 19, /+ 9k, +10, —10- 10
81-11...11=90-10% -9, /:9

9-11...11=10%+1 —1,
99...99 =10%+1 —1,

ez pedig igaz, mert a bal oldalon (k + 1) darab 9-es szdmjegyet taldlunk.

(IE Az egyenesek szdma szerinti teljes indukciét alkalmazunk.

1. Egy egyenes (n = 1) a sikot két részre osztja: az egyiket pirosra, a masikat zoldre szinezziik.

2. T.f.h. n = k egyenes esetén kiszineztiik a feltételeknek megfelelden a ,,térképet”.

3. Meg tudjuk-e ezt tenni még egy (k + 1)-edik egyenes berajzoldsa esetén? Igen, ugyanis beraj-

4056 W
. T.fh. n=k-ra 11]26k+1 4 32k+2=7. 64k + 9.9k,
. Kérdés, hogy n =k + 1-re vajon 11[26 k+D+1 4 32-(k+D+2 tejesiil-e.

zolva az tjabb vonalat, ez két részre osztja a térképet. Az egyik oldalt hagyjuk meg Ggy szi-

nezve, ahogy eddig is volt. A masik felén minden rész szinét viltoztassuk az ellenkezGjére. Igy
— ezen az oldalon a szomszédos részek kiilonbozé szinei kiillonbozSk maradnak;

— azok a részek, amelyekbe az 1j egyenes belemetsz, két szintek lesznek, az egyenes két olda-
lén kiilonbozd szineket taldlunk.

Igy elérjiik, hogy tovébbra se legyenek oldalszomszédos, azonos szini részek.

n=0esetén 11]20°0+1 1 32:0+2-9 4 9=1],

26-(k+D+1 4 32-(k+1)+2 _ 96k+7 | 32k+4 — 64.2.64k + 9.9.09k =
=64-(2-645+9-95) - 64-9-9k+9.(2-64K+9-95) - 9.2. 64k,
A két zardjelben levé kifejezés az indukcids feltevés szerint oszthat6 11-gyel, ezért koncent-
rdljunk a maradék két tagra. Kiemelve bel6liik (—1)-et, kapjuk:
64-9-9k+9.2.64k=9.(2-64k+9.9%) +55.9.9%
Itt a zardjeles kifejezés az indukcios feltevés szerint ismét oszthatd 11-gyel, mint ahogy az utolsé
tagban levd 55-0s egyiitthatd is. Készen vagyunk: az 0sszes tagrol kimutattuk, hogy oszthat6 11-gyel.



a) Kezdjiik néhdny eset megvizsgaldsaval:
1'<3h 21<3% ., 6!<3% 7!>37; 8!>38,
Sejtésiink: barmely n =7 egész szdmra n! > 3".

A bizonyitast teljes indukcidval végezziik.
1. n="7-re az 4llitas teljesiil: 5040 = 7! > 37 =2187.
2. T.fh. n =k értékre teljesiil az 4llitas: k! > 3K,
3. Kérdés, hogy (k + 1)! > 3k*1 teljesiil-e. Induljunk ki a faktoridlisb6l, haszndljuk az indukci6s
feltevést:
(k+ 1) =k!-(k+1)> (k+1)-3%
Ha ez utébbi kifejezés nagyobb vagy egyenld, mint 3K+ = 3. 3, akkor készen is vagyunk:
(k+1)-3k>3.3k9
Osszuk le mindkét oldalt a pozitiv 3f-nal, igy k + 1 >3, ami természetesen teljesiil,
hiszen k > 6.

b) Vizsgaljunk meg néhany értéket:

30503 31>13; 32>23; 33=33; 3%>43; 35> 53

Ugy tlinik, 3-ndl nagyobb é&s kisebb értékekre teljesiil az allitds, csak 3-ra nem (ekkor egyen-

16ség 4ll fenn). A bizonyitand allitds tehdt: barmely n > 3 természetes szdmra 3" > n3.

Megjegyzés: Ha megengedjiik az egyenl&séget, akkor n = 0-t6l kimondhatjuk az allit4st.
1. n=4 esetén 81 = 3* > 43 = 64.
2. T.fh. n=k-ra 3¢> i3

3. Kérdés, hogy 3K+ > (k + 1)3 teljesiil-e. El6szor alakitsuk 4t a bal oldalt, majd hasznaljuk fel
az indukcids feltételt:

3K+ =3.3k> 3.3,
Ha igaz, hogy 3-k3 > (k + 1)3, akkor készen is vagyunk.
Fejtsiik ki a zdr6jelet, vonjunk ki mindkét oldalbél k3-t:
2k3 >3k + 3k + 1.
Osszuk el mindkét oldalt k-val (k> 3), és rendezziink a tort kivételével egy oldalra:

2k2—3k—321.
k

A parabola zérushelyei:

+
k=Y s k~—0.69 6 ky=2,10.
’ 4

Ne feledjiik, hogy szamunkra csak a k > 3 egész értékek lényegesek!

1. . .
Ezekre p kisebb 1-nél, a parabola pedig pozitiv egész értékeket vesz fel, tehat az egyenlGt-

lenség teljestil.

LI Figyeljiik meg alaposan az 0sszeget. Mivel a szinuszfiiggvény 2r szerint periodikus, valamint

sin g) =1, sin (37”] =—1, ezért a kérdéses Osszeg megegyezik a
“1+2-3+4-5+6-T+...

véltakoz6 elgjeld dsszeggel.



Az aldbbi tdbldzatban n az 6sszeadandd véltakozé elGjeld szdmok szdmadt jeloli, S, pedig az
osszegiiket.

n 1 2 3 4 5 6 7
= -1+2 1-3 -2+4 2-5 -3+6 3-7

Sy =) 1 = 2 = 3 -4
i & s i i i i

2 2 2 2 2 2 2

A probléma az, hogy 6sszeglink a valtakozo6 elGjel miatt kétféleképpen viselkedik: mds lesz paros
sok és mas pdratlan sok szam Osszegére. Az indukcidt csak két 1épésben végezhetjiik el. Egyszer

igazolnunk kell a parosrdl paratlanra torténé 1épés helyességét, egyszer pedig a paratlanrdl parosra
1épés helyességét. Ehhez irjunk fel két kiindul6 értéket és két indukcids feltevést.

Kezdjiik a paratlan esettel.
I+1

2

1. n=1-re az 4llitds igaz, —1=1-sin (§+l'n): -1.

n+l _ 2k—-1+1_
2 2

2. Tfh. n =2k - 1)-re az 4llit4s teljesiil, azaz S, = S,;_;=— —k.

3. Kérdés, hogy n =2k-ra igaz-e az dllitas: S, :g vagy masképp Sy, = % =k

S2k252k71+2k:—k+2k:k.

Paratlanrdl parosra tehat at tudunk 1épni. Gondoljunk bele, a parosrol paratlanra atléps indukciéhoz

nincs sziikség kezd&érték-vizsgdlatra, ugyanis az n =1 kezd&értéket megvizsgaltuk, és utdna
igazoltuk a réla val6 tovabblépést. A méasodik n =2 érték igazsidga ebbdl mar kovetkezik.

Lassuk a paros eseteket.

2. T.f.h. n=2k-ra az dllitds teljesiil, azaz S,; = % = % =k.

3. Kérdés, hogy n =2k + 1-re igaz-e.
2k+2 _ 2k+D+1_ n+1
2 2 2

Megjegyzés: Erdemes megvizsgalni a kovetkezd sszeget is (az utolsé tagban sin-t vagy cos-t frunk
aszerint, mire jon ki a véltakozo 1épés):

1~sin(1-E)+2~cos(2~£)+3~sin(3-E)+4-c0s(4~£)+...+n'Sin (noz).
2 2 2 2 cos 2

A probléma kettSs. Egyrészt a 2. indukcids feltevésben gyakorlatilag barmilyen k-ra feltessziik,
hogy minden n < k-ra igaz a feltétel. Ez azonban csak n = k = 0-ra igaz, barmely anndl nagyobb
értékre nem teljesiil a feltétel.

S, =Sy =Sy —Qk+1)=k-2k-1=—k—1=—

Maisrészt a 3. pontban kifejtett gondolatmenetben két értékre, k-ra és (k— 1)-re is alkalmazzuk
az indukci6s feltételt, holott a kezd&érték-vizsgalatot csak egy értékre végeztiik el (n = O-ra). Persze
a feladatban ezt nem is végezhetjiik el tobbre, hiszen csak a® =1 barmely a-ra.

Megjegyzés: Természetesen, ha tobb kezdGértékre is meg tudjuk dllapitani az allitds igazsagat,
akkor ezeket fel is hasznalhatjuk a bizonyitasban.



4060

(4061)

(4062)

Vegyes feladatok — megoldasok

a) Hamis. Példaul 2 + 3 = 5.

¢) Hamis. Mindkett§ kisebb vagy egyenld, mint 1, de ha az egyik 1, a mdsik 0.
c) Igaz. Négyzetszam csak O vagy 1 maradékot adhat hdrommal osztva.

d) Igaz. Példaul f(x) =0.

a) Nem, mert a De Morgan-azonossigok szerint B-ben ,,vagy” miveletnek kell szerepelni.
b) Igen, hiszen a miveletek disztributivak.

a) Kinyitottam a siitét vagy kivettem a télat, és megégettem a kezem.
Nem igaz, hogy kinyitottam a siit6t és kivettem a tdlat.
Kinyitottam a siitt és kivettem a tdlat, vagy nem vettem ki a talat és megégettem a kezem.
b) Nem nyitottam ki a siit6t és nem vettem ki a tdlat, vagy nem égettem meg a kezem.
Kinyitottam a siitt és kivettem a talat.

Nem nyitottam ki a siitGt vagy nem vettem ki a tdlat, és kivettem a tdlat vagy nem égettem meg
a kezem.

a) B&(AAC); Allitas lgaz Hamis
b) (CAB)—(=A). ; N
q
c) Ha esik az esd, akkor prébara megyek vagy faradt vagyok.
d) Prébara megyek és nem vagyok faradt, de esik az esé. ) &
A bolondokhdza eme lakdja Sriilt orvos. 0 ;
d) X

A kitoltott tablazat: ()

1. n=0-ra 6/0-(0>+5)=0.
2. T.fh. n=k esetén 6|k- (k> +5) = k* + 5k.
3. Kérdés, hogy n =k + 1 esetén 6|(k+ 1)-[(k + 1)? + 5] teljesiil-e.
(k+1)-[(k+ 1D245] = (k+ 1) [k2+2k+ 6] = k3 + 342 + 8k + 6 =
=k3+5k+3k?+3k+6=k3+5k+3k-(k+1)+6.

Az els6 két tag Osszege, azaz k3 + 5k az indukciés feltevés miatt oszthaté 6-tal. A szorzat
oszthat6 3-mal és az egyik tényezGje biztosan paros, tehat oszthaté 6-tal.

A meggondolassal két probléma is van. Egyrészt az indukcids feltevés hibés, nyilvan lehet mar két
lednyt is talélni, akiknek kiilonb6z§ szind a haja. Mésrészt ha ez igaz is lenne, a bizonyitas elve
akkor sem mikodik n = 1-r8l n = 2-re vald atlépéskor. Egymast dtfedd csoportok létrehozasaban
gondolkodunk, de 2 {6 esetén 1 f&s csoportok lesznek, melyek kozott nincs atfedés.



12.2. SZAMSOROZATOK

A sorozat fogalma, példak sorozatokra — megoldasok

a) as = —2, ary = 28, b) bs = 75, b20 = 0, C) C3= —100, Conp = 200,
d) ds=53, dyy=7703; e) es=19, ey =8; f) fs=21-5, fo=-11;
45 397
=0, =—; h) hs =11, hyy=—
8) &s 82077, ) hs 20577
a) a,=4+n; b) b,=2n-5; c) c,=-2""1
1
d) d,=(-1)"*"; 0) e= f) f,=""T,
1, ha n=3k+1,
g) g, = Ingfl; h) hn =42, ha n=3k+2,
3, ha n=3k.
(1) a, O b) b, C) [
3 ° 3 ° ° ° 3
) . . 2 2 TV Te e e e
1 . ° 1 o o o 1
1 5 n 1 5 n 1 5 n
ay 0, 03 0, 05 G5 by=by=bg b1=bs=bs €1CoC3Cs
0 1 3 5 U g 9 1 i
d) d, e) €n f) fy
2 2 ° ° °
1 o O S 1
1 e 5 n 2 ¢ 1 5 n
-1 o . 1 ° -1
) ° L ) . . °
1 5 n
Ogdsd, d3 0y a4 &4 6y, €364 65 fo=fy=lg fi=fa=f5
2 S 0 1 1 2 es 3 2 0 1 2
a) 16; 4; 1; i; %; 6i4; b) 2006; 2002; 1998; 1994; 1990; 1986;

c) N3 N7 V1L V15 V19, V23
axio= 1. Sz010 = 6030.

Cl) asn = 12:b25; b) a12=4=b99; C) agn = 1 :b67;
1 7
d =—<by =—; =3>b,=2.
) ay 5 <h01= 3 e) ary 7
I a) n =6; b) n=10; c)n=11;
d) n=12; e) n=2%; f)n=1;513;17; ...
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Példak rekurziv sorozatokra — megoldasok

a)5; 4, 2; =-2; -10; b) 5, 6; 3; 12; -15;
) S; z; é; —ﬂ; —E; d) 5; é; é; i; L
379 27 81 2 6 24 24

Epitsiik fel a sorozatot: a; = 1, a, =2, ay =4 és a negyedik tagtdl kezdve:

. . . a=(171+a72+1173,
tehdt a tovabbi tagok: o " "

ay =T, as=13; ag=24; a;=44; ag=81; aqg=149; a;y=274.
Tehat 274-féleképpen érhetiink fel.
A sorozat tagjai: 15 1; 1; 15 1, ..., tehdt ayy =1 és S0 =2010.

A sorozat tagjai: 1; 1;0; —1;-1; 0; 1; 1; ..., lathatd, hogy egy hatos peridédus utdn djra ugyanazok
a szamok lesznek a sorozat elemei.

Mivel 2009 =6-334 + 5, a 2009-edik tag —1 lesz.
Egy periddusban a szdmok 0sszege 0, mivel a hatodik elem is 0, az els6 2009 tag dsszege is 0.

Vizsgaljuk meg a sorozat tagjait:

a+1l rtq+l
_q+1 _p _ptq+l, __Pq _(p+D)-(@+1l) p _p+l
a3—_, (14— - s (15— - * - )
p q rPq g+1 rPq g+l ¢
| p
£+1 1
__4q o _ptl_
a6_p+q+1_p’ a7—p+1—q.
pP-q q
A tagok ismétlddnek, a periddus 6t. Teh4t:
p+qg+1
o1 == -
pP-q

a) Lehet, példaul: 1; 2009; 2010; ...
b) Ha a mésodik tag x, a sorozat tagjai:
1, x5 1+x; 2-(1+x); 4-(1+x); 8- (1+x); ...; an=2”‘3-(1 + X).
A 2773.(1 + x) = 1000 egyenlet legnagyobb megoldésa n = 6, ekkor x = 124.

Szamtani sorozatok — megoldasok

a) a;; =23; b) asg=158; ¢) ar3;="701; d) axyio = 6020.
a) 46; b) 91; c) 9721.

a) 2773-adik; b) 3016-odik; c) nem tagja a sorozatnak.

d=-1.

a) 116; b) 798.



SZAMSOROZATOK

a) ag=23+5-5=48 km. b) S; =266 km.
A vildgesues 158 kg.
a)a =7és d=3. b) S4o=2620.
a) ay =50 és d=-4. b) Ss5o=-2400.
Igen, mivel
1W5-1_3/5+1+8J/5-2
2 2 '
A sorozat kiilonbsége:
55-3
d= 7

(D a) A kovetkezd egyenletrendszert kell megoldani:
ay+2d+a +7d =34
a+d+a+10d =46 |

A megoldas: a; =—-10 és d =6.
b) 2012 = assg.

(IA Az aldbbi egyenletrendszert kell megoldani:
a, +(a, +3d)= 38}
(a;+6d)—(a; +2d)=16 |
A megoldds: d=4 és a; =13.
a) 92; b) 101; c) 7860.

(IR A kovetkezd egyenletrendszert kell megoldani:
(ay+4d)- (ay+9d) = —25
2a,+8d =10
A megoldas: a; =13 és d=-2.
Az egyenletrendszeriink:
34, +3d =-9
3a,+9d=39 |

Amegoldds: d=8 és a; =—11.

EEH Az egyenletrendszeriink a kdvetkezs:
8a, +28d =14
da,+26d =1
7

A megoldas: af:—l és aj=—.
2 2

ALY A feltétel szerint: dar +6d
+a,+az+ + s
GrTAHTA A =—, amib6l d=2q.
as+ag+a;+ag  4a+22d 3

A keresett ardny:
a+ay+az+...+a,  10a;+45d

1
a tap+aiz+...+ayy 10a;+145d 3
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A feltétel alapjan:

at+ay+ayt+az+as  (as—4d)+(as—3d)+(as-2d)+(as—d)+as
ag+a;+ag+ag+ayg (as+d)+(as+2d)+(as +3d)+(as + 4d) + (a5 + 5d)
50-10d 1
T50+154 5
40

ebbdl pedig a sorozat differencidja: d = 3

a) Mivel a; =3 és d =8, ezért: a, =2011 =251 -8 + 3, amibdl leolvashatd, hogy n = 252.
A 2011 =3+ (n—1)-8 egyenlet megolddsabodl szintén n = 252 adddik.
Tehat 252 hdzhoz kézbesitett levelet a postds.

b) Mivel a; = 6 és d = 10, tovdbbd az utolsé 6-ra végz8dS hazszdm a 2006, ezért felirhato:
a, =2006 =200-10 + 6, amibdl leolvashaté, hogy n =201.

A 2006 =6+ (n—1)- 10 egyenlet megoldasabdl szintén n = 201 adddik.
Tehat 201 hazhoz kézbesitett levelet a postas.

a1+ak

A szamtani sorozat els6 k elemének Osszege S; = -k, ez alapjan: k= 28.

(A A kovetkezs egyenletet kell megoldanunk:
2:-17+(n-1)-10
2

Rendezett alakja: Sn® + 12n — 1472 = 0, megolddsai n, = 16 és n, = —18,4. Természetesen csak
a pozitiv egész szam lehet megoldas. Tehdt 16 szamot adtunk dssze.

n=1472.

A0 Az aldbbi egyenletrendszert kell megoldani:
5010 = W o

2a;+3-(n+9)

6895 = -(n+10)

Az a; kiejtése utdn a 3n” —347n + 10020 = 0 egyenletet kapjuk, amelynek pozitiv egész megolddsa:
n =60, ebbdl a; =-5.
(A a) A kivetkezd egyenletet kapjuk:
44 +(n-1)-5
——
Ennek pozitiv megolddsa: n = 9,12, tehat 10 nap alatt ki tudja olvasni a kdnyvet.

n=385, ahonnan 5n%+39n-770=0.

b) Sg =378, tehit a tizedik napra csak 7 oldal olvasnival6 marad.

GAE) Egy vdgdsndl 9-cel nG a lapok szdma, ha dsszesen k darab lapot vagtunk el:
2010=30+9% = k=220.
Tehat 220 lap szétvagasaval 1étrejohetett 2010 darab, valészintleg jol szamolt az illetd.

(B[ Az aldbbi egyenlStlenséget kell megoldanunk:
10000< 13 +17-(n—1) £99999.

Azt kapjuk, hogy 588,47 <n < 5882,53. Az els$ otjegyl tag: asgo = 10009, az utolsé otjegyd
tag: dasggy, = 99990. Tehdt a sorozatnak 5294 6tjegyi tagja van.

........................ . 22



SZAMSOROZATOK

Ha a k6z€ps6 oldal b és a sorozat kiilonbsége d, akkor az oldalak:
b-d; b, b+d.
Ha az utébbi az atfogd, akkor Pitagorasz tétele alapjan:
(b-d)?+b>=(b+d),
amib8l b2 = 4bd. Mivel b %0, ezért b = 4d.
Tehat a haromszog oldalai: 3d; 4d; 5d.
Az egyik hegyesszog:

s.inoazﬂzE = o=36,87°
5d 5

A masik hegyesszog: = 53,13°
(3l Ha az oldalak hossza:
b-d, b, b+d,
a kertiletbSl: b =40. A masik feltételbdl:
(40-d)- (40 +d) = 1431, azaz 1600 —d?= 1413,
amibdl d =13 vagy d=-13.
Igy az oldalak hossza: 27 cm, 40 cm és 53 cm.
A teriiletet Héron-képlettel érdemes szdmolni: T = 526,5 cm?.

Az n oldald konvex sokszdg belsS szogeinek dsszege: (n —2)-180°. A szdmtani sorozat miatt:
(n1-2)-180°= 142,5 ;— 172,5 o

melynek megolddsa: n = 16.

Az els6 201 természetes szdm Osszege:
I+2+3+...4+201=201-101 =20301.
Ha az 0sszegbe k helyett —k keriil, akkor 2k-val csokken. Mivel kezdetben pératlan volt az dsszeg,
nem kaphatunk 2010-et.

Példdul nincs 3-ra végz6dd négyzetszam, ezért az a, = 10n + 3 megfelel, de megoldés lehet
ab,=16n+17 is.

Ha az els6 szdm ab, akkor a szdmok:
10a + b; 10b+a; 100a + b.

Mivel szamtani sorozatot alkotnak:

10b+aq=100*D+100a+b sl b=6a.

2
Csak a 16; 61; 106 szamharmas felel meg.

A feltételek alapjan:

m=a;+(k-1)-d
k=a1+(m—1)-d}
Kivonva egymésbol:
m—k=d-[(k=1)—=(m-1)]=d-(k—m),
ahonnan, mivel k #m, adddik, hogy:
d=-1 é ay=k+m-1, tehit a,=k+m-1-(n-1)=k+m-n.
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Jeloljiik az {a,} sorozat els6 elemét a,-gyel, kiilonbségét pedig d-vel. Irjuk fel a {b,} sorozat

altalanos tagjat:

n

as,_4 + as, 5= 2a;+(10n-6)-d
2 2
=(5a; - 15d)+25d - n =(5a, — 15d)+ (n —1)-25d + 25d = (5a; + 10d) + (n — 1) - 25d.

b,=

.5=5a,+25n-d —15d =

Az altalanos tag azt mutatja, hogy egy olyan szdmtani sorozatot kapunk, melynek els§ eleme:
by =5a; + 10d, differencidja pedig D = 25d.

Mértani sorozatok — megoldasok

A sorozat els§ hat tagja:

hea a3l 928l 243
Ty BT 37 56T 0T 20487 0T 16384
A keresett tagok:
a, 5 2
G=—=——3 ac=a,-9g-=45; a,=-1215.
1 e 27 6=0a4°9 9
Mivel:
a 8
Igy a tizedik elem, illetve az elsG tiz tag osszege:
10
9 -=] -1
1 : ( ) 1
alo=20'(——):—i, illetve  §;,=20- 2 = 705.
2 128 _1_1 128
2
Mivel

4_9%
q :a_1:16 = g=2 vagy g=-2.

Az elsG esetben: ag=-384 és Sg=-765. Amdsodik esetben: ag =384 és Sg=255.

Mivel

28 b gl gy gt
T 4 2 2

Az elsé esetben:

a = % =896 és So=1764.

A masodik esetben:
a = % =-896 és Sg=-588.

Mivel g =1, ezért minden tag 23, igy Sq = 207.

Mivel g =-1, ezért Sy =0.



SZAMSOROZATOK

Ha a mértani sorozat elemei:
1+x; 8+x; 22+x;
akkor
B+x)2=(1+x)-22+x).
Megoldva az egyenletet: x = 6, tehét a sorozatunk:
7, 14; 28.
A sorozat hanyadosa: g = 2.
A hosszak olyan mértani sorozatot alkotnak, ahol ¢ =1,25 és a; = 1.
A kovetkez6 egyenletet kell megoldanunk:

15=1-1,25""1
Tizes alapu logaritmussal szdmolva:
=1+ 1el> 13,14.
1g1,25

Tehat a 14. napon éri el a 15 méteres hossziisagot.

yr#) Keressiik az alabbi egyenlStlenség megoldasait:
10000 < 3-5"-1<99999,
Tizes alapu logaritmussal szdmolva:

1g3333,33 <1g 5"~ ! <1g33333,
azaz

1g3333,33$n_lglg33333’
Ig5 Ig5

ahonnan
6,04<n<747.

Tehat a sorozatnak csak a hetedik tagja 6tjegyd. Valdban: a; = 46 875.
iaPs) A kovetkezd egyenletrendszert frhatjuk fel:
a,-q>+a,-q°>=80
al-q4—a1-q2=240}’
kiemelés utan:
a-q*-(1+¢)=80
a-q*(q? —1)=240}'
Mivel g # -1, a mésodik és els§ egyenlet hanyadosabdl adédik, hogy:
g*-1_

=3,
qg+1

tehdt ¢ =4, a sorozat els6 eleme a; = 1.
a) Az alabbi egyenletrendszert kell megoldani:
a-(1+g)=15
a-q*-(1+q)=60]

Megoldasai:
a;=5é8 qg=2 vagy a;=-15¢& qg=-2.
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b) A megoldast a

§+16+16q=56, azaz  2¢*-5¢+2=0
egyenletbdl kapjuk:

g=2¢és a;=8 vagy g=—és aq =32

N | —

c) Akovetkezs egyenletrendszert kell megoldani:
al-(1+q+q2)=57
a-(1-¢)=15 }
Elosztva a két egyenletet, adodik hogy:

24q%> +5q - 14=0.
Megoldasai:

z

qz% és a;=27 vagy q:—% és a; =64.

d) Az alébbi egyenletrendszert kell megoldani:
a;-(1+g)=160
a ¢ (1+¢q= 1215}'
A két egyenlet hdnyadosabdl:
s 243
q = 3—2,
ebbdl addédik, hogy:

(B A kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:
al-(1+q+q2+q3):468
a-q* - (1+q+q>+¢)=292500 |

Az egyenletek osztdsdval kapjuk, hogy ¢* = 625, amibsl g =5 vagy g =-5.

A megoldas:
. 9,
a;=34és g=5 vagy al=—E és g =-5.
(EF Mivel:
7+4/3
(5+3V3) =97 + 5613,
Aot )

a négyzetre emelés és a nevezd gyoktelenitése utdn:

2
[f_f/;j = (7 + 4\/§)2= 97 + 5643,

ezért az allitds igaz. A mértani sorozat hanyadosa:

g=~3-1.



SZAMSOROZATOK

374} Ha a szamtani sorozat differencidja d, a feltétel szerint:
(10-d)>=(10-2d) - (10 + 2d).
Az egyenlet két megoldésa:
d =0 é d,=4.
A szamtani sorozat elsG tagjai és a mértani sorozat hanyadosai:
d=0 esettn a;=10 és ¢g=1, illetve d=4 esetén a;=-2 és g=3.

VL) Az {a,{ szamtani sorozatra vonatkozo feltételbsl: a, =2, igy a szamok:
n 2 gy

2-d; 2; 2+d.
A {b,} mértani sorozat els§ harom eleme:
7-d; 4, 3+d.

Ebbdl:

2 =(1-d)-3+d),
ennek megolddsai:

dy=5 é dy=-1.

Az els6 esetben: ¢y =2 és by =2, amdsodik esetben: g, :% és b =8.
A mértani sorozat elemei: .
—; 125 12q.
q
A szamtani sorozat elemei: 1
—+4; 15 12g+1.
q
A szamtani sorozat tulajdonsagébol:
12 +4+12g+1
15= qf, ahonnan  12¢2 —25¢ +12 =0,
ezt megoldva:
4 & 3
4 3 9> 4
Ha a legkisebb oldal a, és a sorozat hanyadosa ¢, ¢ > 1, akkor az oldalak:
a, aq; aq*.
Pitagorasz tétele alapjan:

2
a’+(aq)* = (aqz) .
Mivel a # 0, eloszthatjuk az egyenletet, és a ¢* — g> — 1 = 0 negyedfoki egyenlethez jutunk.

Megoldva:
()= 1+45
W) 5
mivel ¢% > 0, ezért adddik, hogy:
, 1+ NG - _ 1+ J5
7= =T
A hdromszog hegyesszogei: |
a
cosQ =— =—;,
ag®>  q’

ebbdl o =51,83° a masik szog B =38,17°
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(EEI) Az oldalak hossza:

9; 9q; 94>
A keriilet:
19 =9 +9¢ + 942,
ebbdl:
2 és 5
4 3 9 3

2
Természetesen csak a g = 3 megoldas.

A haromszog oldalai: 9 cm, 6 cm, 4 cm.

A legnagyobb szog a leghosszabb oldallal szemben van, koszinusztétellel szimolva:

2,42 02
cosoc=6+j—89 = a=127.17°

A hdromszog legnagyobb szoge o = 127,17°.

A kovetkez§ egyenletrendszert kell megoldani:
a +a,+ay;=63
a - (a; +az) = 810}'
A megolddshoz vezessiink be dj valtozot, legyen x = a; + a3, a kapott

a,+x=63
a,-x =810

egyenletrendszer megolddsai: a, =45 és x =18, vagy a, =18 és x =45.

I. Ha a, =45 és x =18, akkora 18 = % + 45¢ egyenletnek nincs megolddsa.

1 .
II. Ha a, =18 és x =45, akkor a 45= 78 +18¢ egyenlet megolddsai €s a keresett sorozat:
1
@1=2, ay=9 vagy qZ:E, a, = 36.

3R] Legyenek a szamtani sorozat tagjai:
ay=x—-d; ay=x; ay=x+d, d=#0.
A mértani sorozat elemei:
b, 1=aj-a,=x-d)-x; b,=ay-a3=x-(x+d); b,, =a3 a =x>-d>’

A mértani sorozat tulajdonsdga alapjén: b =b, ,-b,,, vagyis:

-+ d)] = (—d) x - (x2 = d?).
A miveletek elvégzése utdn, mivel d #0, x #0, x + d # 0, adédik, hogy: d = 3x.

A szamtani sorozat tagjai:
ay=-2x; a,=x; az=4x.
A mértani sorozat elemei:
b, 1=-2x% b,=4x* b,,,=-8x

n—1 n

A keresett hanyados: g =-2.

........................ . 28



YRy Jeloljiik x-szel a sorozat 6todik tagjat:

%+xq=—40 l+q=_40
. cbbsl mivel x#0: ¢ "
. . 1 , 68
= +xq% =68 PrR .
q 1 *
Felhasznélva, hogy b
o)
q q
a kapott egyenlet: )
(_40) _68
X X

Ennek megoldésai: x; = 16 és x, =—50.
Az elsét visszahelyettesitve:

1 5 1
+—=——, ebbdl: =-2 és =——,
q p ) q1 92 >

a sorozat elsé tagjai pedig:
{al}1 =1 és {a1}2=256.

A masodik esetben g + 1 = % Ennek nincs megoldésa.

Kamatszamitas, torlesztérészletek kiszamitasa
— megoldasok

180000 1,07'0 = 354 087 Ft.
9800-0,97'0 = 7227 f6.
500000 1,068 — 500000 = 796 924 — 500 000 = 296 924 Ft lesz a haszon.
1000000 1,08 -1,06'> = 3521330 F.
A 118000-x30 = 170000 egyenlet megoldasa: x = 1,0122, ami 1,22%-os éves novekedést jelent.

A 0,87 =0,5 egyenlet megolddsa:
= 1g0,5
120,87

Ha nem lesz valtozas, koriilbeliil 5 év miilva mar felére csokken a fecskék szama.

=4,98.

A 6506300 =4800000- x° egyenlet megolddsa: x = 1,052, tehdt a bank 5,2%-0s kamatot adott.

Az 1,047* = 3 egyenlet megoldésa:
x= 183 o300
121,047

tehat 24 év alatt novekszik haromszorosara a betétiink.




(EIB) A keresett Osszeg kiszdmitdsa:
(200000 - 1,045 + 200000 - 1,045'3 + 200000 - 1,045'2 + ... + 200000) - 1,045° =
=200000 - (1+1,045+1,045% + ... +1,045'%) . 1,045 =
1,045 -1
1,045 -1
Tehat 5413249 Ft lesz a szdmldn a gyermek 20 éves kordban.

=200000 - -1,0456 = 5413249,

Igl,6
1g1,05
Tehat 10 év malva, azaz 2010 janudrjdban éri el a betét a 400 000 Ft-ot.

(AF3 Az elsé bank 6t év milva
1000000 - 1,04° + 700000 - 1,0635 = 2 166 742 Ft-ot fizet.
A masodik bank 6t év milva
1700000 -1,01920 = 2477 038 Ft-ot fizet.
Tehat a Petak Bankot érdemes vélasztani.

(M A 250000- 1,05 = 400000 egyenletbsl: 1,05* = 1,6, ahonnan: x =

5 O.

Ha az évenként felvett 6sszeg x, akkor az alabbi egyenletet kell megoldanunk:
{[(108-1,05-x)- 1,05 - x]-...- 1,05 —x} = 0.

Atrendezve:
108-1,0529 = x- (1,051 +1,0518 + ... +1),
vagyis
108 1,050
X=—————= 8024258,72 = 8024259 Ft.
1,059 -1
1,05-1

Tehat évente 8024259 Ft-ot vehet fel a bankbol.

Y0¥ a) Ha x a havi torlesztorészlet, akkor a kovetkezd egyenletet kell megoldani:

8 180 8 179 8 178
15-106-(1+ j —x-(1+ ) —x-(1+ ) —..—x=0.
12-100 12-100 12-100

A megoldas:

_15-10°-1,006667'80
T 1,006667180 — 1
1,006667 — 1

=143372 Ft.

Tehat a havi dij: 143372 Ft.
b) Az évente fizetendd Osszeg legyen y. Ekkor az egyenletiink:
15-106- 1,085 —y- (1,084 + 1,083 + ... + 1) = 0.

A megoldas: . s
15-10°-1,08
=—————=1752443,

1,0815-1

1,08 -1
ebbdl a havi dij: 146037 Ft.

c) Az els6 esetben a M =1,72, amasodik esetben a M =1,752-szeresét kell
15000000 15000000

visszafizetni.
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SZAMSOROZATOK

Vegyes feladatok — megoldasok
A megadott szdmtani sorozat adatai:
a = —2, d= 5, S30 =2115.

A megadott mértani sorozat adatai:
ar=17, q=2, S,,=7340025.

Célszert a sorozatok elsd néhdny tagjat kiszamitani, majd a kialakult sejtést a definiciok segit-

Ayl _

n

ségével (an 41— a, =d, illetve q] igazolni.

Szamtani sorozatok: a), b), d), j), k).

Meértani sorozatok: ¢), g), h), i).

S30=630v/3 — 195.

A kovetkezd egyenl6tlenséget kapjuk:
500<7+%-(n—1)<1000,

ennek megolddsa:

1151,33 <n < 2318.
Tehat 1166 tag felel meg.

A hdrom tag szorzatabdl a, = 105.

A hdrom tag 06sszegébdl: 105
o +105+105¢g =1687.

Az egyenlet megolddsai: ¢ =15 és ¢, = %

A feltételnek megfelel§ sorozatok: a; =7, g =15 és a; =1575, g = %

Mivel
a,=S,-S, (=2n*-Tn-[2-(n-1)>=7-(n—1)] =4n -9,

a sorozat szamtani, a; =-5 és d =4.

Szdmtani sorozat, ahol: d =11, a; = 1008, ag;g=9995, és az Osszeg: Sg;3 =4500227.

A feltételekbdl adédik: g'7 = % = ?, azaz q= 17]?.

a) Mivel az a3-g* =108, azaz a ¢* = % =6 egyenlet megolddsa

= 1‘5_6 - —lg620 ~16,056
g9
lol7/ ==
V3
nem egész szam, ezért a 108 nem tagja a sorozatnak.
b) Mivel az-g* =800, ezért g* = 800 = ﬂ, az egyenlet megolddsa: x = 34, tehat a sorozat
37. tagja 800. 18 9



MEGOLDASOK - 12. EVFOLYAM

[ Az egyenletek hanyadosait véve: ¢ =4, azaz q, =2 vagy q, = —2.
Visszahelyettesités utdn a kovetkezd négy sorozat addédik:

1 1 1 1
=—,g=2 va =——,¢g=2 va a=—, g=-2 va =——, g=-2.
alzq gyalzq gYIzq gyalzq

(EE) A feltételekbdl az aldbbi egyenletrendszert kapjuk:
a1+a1‘q+a1‘q2:%
1 1 1 7
—+ + 2:_
a a-q a-q- 3

Az egyenletek hdnyadosét véve: (a - q)% = % Ebbél q;-g =% vagy a;-q= —%.

Mivel a,-a,-ay = (a,)’, akeresett szorzat: 27‘7 vagy —%.
. a1 2 45 1 . p
EE) a) Mivel a kiilonbség: d = i HZ’ ezért a szamok:
3 14k sl 363, us.
4 2 4

b) Mivel ¢* =16, ebbdl g, =2 vagy g, = 2.
A lehetséges szamok:
3; 6; 12; 24; 48 vagy 3; —-6; 12; -24; 48.
(A1) Mivel az elsé harom tag Osszege 18, ezért a szdmtani sorozatban a, = 6.

A szamtani sorozat elemei:
6-d; 6; 6+d,
a mértani sorozat elemei:
7-d; 6; 6+d.
A mértani sorozat tulajdonsdga alapjan:
62=(7-d)-(6+4d).
Az egyenlet megolddsai: d; =3 és d, =-2.

Az elsé esetben a szdmtani sorozatban a; = 3 és a mértani sorozatban g = —.
2 2
A masodik esetben a szdmtani sorozatban a; = 8 és a mértani sorozatban g = 3

CEE Az elsé feltétel alapjan a szdmokra:
a,+a;-q+a;-q*=114.
A szamtani sorozat miatt:
ajg=a;+3d (1) é a;-q’>=a,+24d (2).
(1)-bdl (2)-be helyettesitve:
a1~q2=a1 +8-(a;-qg—ap).
Mivel a; # 0, adédik, hogy:
g>—8q+7=0, ebbdl q,=7és g,=1.
Ha g =7, az elsé feltételbe visszahelyettesitve: a; =2, a szdmok: 2; 14; 98.
Ha g =1, akkor a; =38, a szdmok: 38; 38; 38.

........................ . 32



x= 2P0 o5 =x (x4 10).
PR fo ‘ 5 ) . . 35
A masodik egyenlet megolddsai: x; =5 és x, = Iy Az elsdbe helyettesitve: y; =-5 és y, = 5
Tehat a négy szdm:
35. 5 25 125
-5, 5; 15; 45 vagy —; —; ——; —.
9 9 9 9
10

b) Az elsé esetben a kiilonbség 10, a hanyados 3, a masodik esetben a kiilonbség —ﬁ =——, aha-
nyados pedig —5. 9 3

a) 41,9-10°- 1,054* = 51710230.

B 6
b) 41.9-10° ~39238020.
1,0116

c) Ha az évenkénti csokkenésnek megfelels szorzészam p, akkor 48,8 - p3 = 38, ahonnan:

p=38 _0,0512.
48,8

Tehat évente 4,88%-kal csokken a termelés.
d) Jelolje x a 2013 utan eltelt évek szamat. A 0,97* = 0,74 egyenletbdl:
o= 1g0,74
1g0,97

10 év mulva, azaz 2023-ban éri el a termelés a 2013-as év 74%-at.

=9,89.

[A[@ Ha {logsa,} szdmtani sorozat, akkor:

logsa,_;+logsa,
3 .
Ebbdl a logaritmusfiiggvény monotonitdsat felhasznalva kapjuk, hogy:

logsa, =

2_
Ay =dp_1 41>
ami azt jelenti, hogy az {a,} mértani sorozat.
A keresett elem kiszdmitdsa:

a,=1 és a—l = —l és a —L

! 473 =3 1075,
4165 7)) Akﬁlﬁnbség:d=b;a,1’gyaszémok:

u b+4a  2b+3a 3b+2a 4b+a. b

b 5 9 5 b 5 b 5 9 .

b) Ahéanyados: g = 3/—, igy a szdmok:

=

a
a; Ja*-b; Jad-b%: Va2 b3 Ya-b* b




12.3. TERGEOMETRIA

Térelemek — megoldasok

a) A pontok (120) =45 egyenest hatdroznak meg.

b) Minimadlisan 1 sikot hatdroznak meg a pontok.

¢) Maximadlisan (1??) =120 sikot hatdroznak meg a pontok.

Ha barmely két sik padrhuzamos, akkor a metszésvonalak szdma 0. A metszésvonalak szdmdnak

maximuma: (120) =45.

a) Az dbra egy ilyen sikot mutat. A kovetkez6 sikok felelnek meg
a feltételnek: H

BEG, BED, AFH, AFC, DGB, DGE, HCF, HCA. Ol B
==

A kocka csticsai koziil osszesen 8 sik tartalmaz pontosan
3 csucsot.

b) Asik a kockdnak 3 vagy 4 csticsét tartalmazhatja. A 3 csucsot
tartalmaz6 sikokbodl 8 darab van. A 4 csucsot tartalmazé sikok @
vagy a kocka két parhuzamos helyzetd lapatl6jat tartal- A
mazzdk, vagy a kocka valamelyik lapjat. Mindkét fajta sikbol B
6 darab van. A legalabb 3 cstcsot tartalmazé sikok szama 20.
a) BF, CG, DH;
b) AD, BC, AE, BF, FG, EH, CG, DH;
¢) CG, DH, EH, FG.

a) 90°% b) 90°; ¢) 90°; d) 0°; e) 45° f) 60°;
g) 45°

Az AC egyenes kitér§ helyzetl az FB, HF, ED és HG egyenesekkel. Az AC egyenes parhuzamos
az EG egyenessel.

a) a2, b) a3.

A lapatlok hossza: W2 = 4,24 cm, illetve 3J10 = 9,49 cm.
A testatlok hossza: 311 = 9,95 cm.

A kocka éle: /48 = 44/3 = 6,93 cm.

Koriilbeliil 54,74°%-ot.

60°-ot. (Lasd a 4168. feladat abrajat.)

Koriilbeliil 35,26°-ot.

Harom kiilonboz6 tavolsag 1ép fel: g af5 o 3a

5



A piros szakaszok normdl transzverzadlisainak a kocka valamely lapjara vagy belsejébe esd részét
minden esetben zold szinnel jeloltiik meg.

a) H b ) H C) H

B B B

a) Az EB és FG szakaszok tdvolsdga %, hajlasszogiik 90°.

b) Az EB és GC szakaszok tdvolsaga a, hajlasszogiik 45°.
c¢) Az EB és DG szakaszok tdvolsdga a, hajlasszogiik 90°.

2
A keletkezd hdromszog szabdlyos, oldaldnak hossza: % =3,5cm.

A kialakulé négyszog minden oldala %, tehat rombusz. Mivel atl6i a kocka két szemkozti

lapjanak kozéppontjat kotik dssze, ezért atldi is ugyanakkordk, igy valéban négyzetrdl van szo.
Természetesen szogeirdl is konnyen beldthatd, hogy 90°-osak.
2
a
A keletkez8 négyzet teriilete: ER

a) %a. b) 2,5a. H G
¢) A kocka lapjain halad6 legréovidebb PH 1t megtaldldséhoz E £
készitsiik el a kocka sikbeli halgjat. A lapokon vezet§ leg- 0\

rovidebb it a P pontot a H ponttal dsszekotd szakasz lesz. P
Az 4brdn lathat6 hélé esetén a PHG derékszogd harom- ] B

szogben: >
PH = a2 +[2a] =21,
2 2
a/13

A legrovidebb it hossza:
Megjegyzés: Ha alegrovidebb PH dtaz EF élta Q pontban
metszi, akkor a PQF és PHG haromszogek hasonldsdgat c
felhaszndlva meghatdrozhatjuk a Q pont F cstcstdl val6 tavol- E 4"
sagat, hiszen:

or _pr_t . HG_EF N
HG PG 3 3 3

ezért Q akocka EF élének F-hez kozelebbi harmadoldpontja. ; ‘ c

A kocka lapjain vezet§ egyik legrovidebb PH utat az dbra
szemlélteti.



Nem a fenti az egyetlen legrovidebb ut, amely a kocka lapjain a P pontbdl a H pontba vezet.
Javasoljuk az FG élen keresztiilhalad6 ut, valamint a kocka ahhoz tartoz6 haléjanak meg-
keresését is.

A teljes precizitdshoz hozzatartozik az AE, illetve a CG éleken keresztiilvezet$ utak vizsga-

. . . 17 . .
lata is. Az ilyen utak koziil a legrovidebb hossza azonban i, ami nagyobb, mint az EF élen
athaladé legrovidebb tt hossza. 2

(3B a) Az alaplap élei (AB, BC, CD, DA) 12 cm hossziak. Az oldallapokon talalhaté élek (AO, BO,

CO és DO) hossza Pitagorasz tételével szamolhatd. Példdul az AOE derékszogli hdromszdgben
AO? = AE? + OEZ?, azaz

2
A0? =122 +(6v2)", amibSl AO =+/216 = 6J/6 ~ 14,70 cm.
A gula oldaléleinek hossza koriilbeliil 14,70 cm.
b) A gula ADO oldallapja és ABCD alaplapja 4ltal bezart szog H
megegyezik az OQV derékszogld haromszog Q csticsanal 1évs G
szogével, ahol Q az AD él felezGpontja, V pedig az ABCD E AW
alaplap kozéppontja. Az ADO,, alaphoz tartozé magassiga !
Pitagorasz tételével szdmolva:

00 =65 =~ 13,42 cm.

Mivel OV =12 cm, ezért: C
Y
sin(OQV<Y) = % =0,8944 = OQV< =6343° %

A gtla oldallapja és alaplapja dltal bezart szog koriilbeliil 63,43°.

c) Akeresett szog megegyezik példdul az OAV derékszogli hdromszog A csticsdndl 1€ve szogével.
Az OAV,-ben:

sin(OAVY) = % =0,8165 = OAVI=54,74°

A gula oldaléle az alaplappal koriilbeliil 54,74°-0s szoget zar be.

d) Az OA oldalél és az AD alapél dltal bezdrt szoget az OAQ derékszogli haromszdgbdl szamol-
hatjuk ki:

tg(0AQY) = —=

0Q = ﬁ =2,2361 = OAQ¥=65091°
AQ 6

A gula oldaléle az alapéllel koriilbeliil 65,91°-0s szdget zér be.

e) Jeloljik T-vel az ADO, A csicsabdl indulé magassdgd-
nak DO oldalon 1év§ talppontjat. Ekkor a 7' pont egyben
a DCO, C csicsabdl indulé magassdgdnak is talppontja,
ezért a két szomszédos oldallap hajldsszoge megegyezik
az AT és CT magassagok hajldsszogével.

A két sik dltal bezart o szoget az ACT egyenl§ szard harom-
szog oldalaibdl fogjuk kiszdmolni.




TERGEOMETRIA 3=

ElSbb kiszamoljuk az AT szakasz hosszit. Az ADO, alap-
hoz tartozé magassaga a b) feladat alapjan:

00 =6J5 = 13,42 cm.
A hdromszog teriiletét kétféleképpen szamitva:
66 - AT 1265
22

AT = 12\/§ =10,95 cm.

Végiil az ACT,-ben a koszinusztétel alapjdn:
AC?=AT?+ CT?-2-AT-CT-coso.

Mivel AC =124/2 (=16,97 cm), ezért: - % OTf 12\/%
288:120+120—2-12-E-12-\/§-cosa,
coso =-0,2. A 1242 ¢
A gula két oldallapja 101,54°-0s szdget zar be egymadssal.
A kocka csucsai koziil 6sszesen @) = 56-féleképpen lehet harmat kivalasztani.
a) Szabdlyos haromszoget tgy kaphatunk, ha kivdlasztunk )

egy csucsot, valamint a cstcsra illeszkedd két lapatlé csucstol

kiilonbozd végpontjait (ilyen példaul az dbran szereplé BEG ). G
Mivel egy csicshoz 3 lapatlé csatlakozik, ezért koziiliik 2-t £

Osszesen 3-féleképpen lehet kivéalasztani. Ez azt jelenti, hogy
a kocka minden cstcsa 3 darab szabdlyos haromszogre illesz-
kedik (példdul a B csics a BEG, BED, BDG hiromszogekre).
Mivel 8 csucs van, ezért a hdromszogek szdma 24, de minden A
haromszoget mind a harom cstcsandl egyszer szdmoltunk,
igy Osszesen 8 darab szabdlyos haromszog vdlaszthatéd ki

N o8 1
a kocka csticsai koziil, ezért a keresett valdszintség: % = =

b) Derékszogl haromszogbdl kétféle van.

I. A kocka valamelyik lapjéra illeszked6 haromszog. Minden lapon 4 derékszogi haromszog
taldlhat6 (példdul a BCGF lapon a BCG, CGF, GFB, FBC haromszogek). Ebbdl a fajta
haromszogbdl tehat 6sszesen 24 darab van.

II. A kocka valamelyik 4tlés sikjara illeszkedd haromszog. Minden ilyen sikon 4 derékszogi
haromszog taldlhat6 (példaul az ACGE sikon az ACG, CGE, GEA, EAC hiromszogek).
Mivel 0sszesen 6 atlés sik van, ezért az ilyen tipusi haromszogek szdma szintén 24.

Osszesen 48 darab derékszogli haromszog vélaszthat6 ki a kocka csticsai koziil, ezért a keresett
o 486
valészinlség: — =—.
56 7
(AT Tgaz. A két metszésvonal nem lehet kitérd helyzetd, mert egy sikban vannak, ugyanis mindkettd
benne van a pirhuzamosokat metszd sikban. Ugyanakkor nem lehet a két egyenes metszd helyzeti
sem, mert a feltételek alapjdn kiilonb6z8, egymdssal parhuzamos sikokban taldlhatok. Ebbdl adé-
ddan a két kialakulé metszésvonal csakis parhuzamos lehet egymadssal.



(3D a) Az AE éllel a GF, BC, KJ élek parhuzamosak.

b) Az ED egyenesre a kovetkez§ élek merSlegesek: EF, AG, BK, CJ, HI (illetve az dsszeillesztés
utdn vele megegyez6 LM).

2 2

c) Az EF egyenessel kitérd helyzetd élek: DC (illetve az dsszeillesztés utdn vele megegyez6 LC),
BC,AB,MJ, KJ.

(k) a) Az dbra azt a fiiggSleges sikmetszetet mutatja, amelyik tar-

p ) . N , G
talmazza a Csobdnc (C”), valamint a Szent Gyorgy-hegy (G)
csucsdt is. A két hegycstics vizszintes sikon 1év§ vetiiletét C, c - o

illetve G jeloli. A térképen mért 15 cm a valdsagban 6000 mé-
ternek felel meg, ezért CG = 6000 méter. Ha a CGG’C’
derékszogl trapéz C’ csicsdbdl indulé magassaganak talp- 376 415
pontjat T jeloli, akkor a G’C’T derékszogl haromszogben:

GC?=CT?>+G’T?,

G’C2 = 6000 + (415 — 376)%, ¢ 6000 6
G°C’ =36001521,
G’C’ = 6000,1 m.

A két hegycsics tavolsaga 6000,1 méter.

b) A G’C’T,-ben:
coso = ﬂ = a=0,37°
V36001521 T

A Csobénc tetejérdl a Szent Gyorgy-hegy teteje 0,37°-os ,.emelkedési szog” alatt 14tszik (gyakor-
latilag egy vonalban vannak).

Megjegyzés: cos o négy tizedesjegyre kerekitett értéke 1,0000, amibdl o-ra 0°-ot kapnank,
ami azért lenne furcsa, mert a Szent Gyorgy-hegy a magasabb.

2z 2

Ha a cos o kiszdmoldsakor a G’C’ tavolsdg a) feladatban kapott kozelitS értékét hasznaljuk,
akkor o= 0,33° adddik.

A feladat mutatja, hogy még a négy tizedesjegyre torténd kerekités sem mindig ad hid képet
a valésagrol.

Tekintsiik az ABCDEFGH kocka BF élének K, illetve CD ¢élé-
nek L felez6pontjat. Mivel KB merdSleges az ABCD lap sikjdra,

igy merdleges annak minden egyenesére, ezért az LKB harom- E

szog derékszogl. A haromszog LB befogdjanak hossza konnyen G
kiszamolhat6 az LBC derékszogd haromszogbdl. Pitagorasz

tétele alapjan ugyanis:

2
-2, (a) 3 _ 5 A '
LB*=a +(2j—4a = LB—a2. p 0

Végiil az LKB hiromszdgben:

5 ) 3 B
LK?=LB?>+BK?==¢2+|=|==d? = LK=al-.
4 2) 2 2

sz 2 oz

Konnyen belathatd, hogy barmely két kitér§ helyzetd él felezGpontja ugyanekkora tdvolsdgra
van egymastol.



a) Haaz ABCD alaplap 4tl6i éltal bezért sz6g ¢, akkor az atlok

% szbget zdrnak be a téglalap megfelels oldaldval (1d. dbra). ? ¢
Az ABC derékszdgli hdromszdgben:
e = 15 HD) "
2 20 %\ 8
o =173,74° M % 5

Az alaplap két atldja 73,74°-os szoget zar be egymassal.
b) Az AC atl6 hossza 25 cm (Pitagorasz-tétel). Az dbra ACG

haromszogében: e
AC
c0s60° =—, E ;
AG
AG =50 cm.

A téglatest testatloja 50 cm hossza.

c) Atéglatest GC, illetve a GC-vel parhuzamos éleinek hossza:

253 = 43,30 cm. ﬁ

Akét egyenes hajldsszogét igy a legegyszeriibb
kiszdmolni, ha az egyiket onmagéval parhuza-

mosan a masik egyenes egy pontjidba toljuk. p ',‘
Példaul helyezziink az ABCDEFGH kocka A\V

»~mellé” egy ugyanakkora €14 kockdt az dbran
lithaté médon. Mivel GPIIHF, ezért az AG
testatld és a HF lapatl hajlasszoge megegyezik
az AG szakasz, valamint az 4j kocka GP lap- 4
B

atloja 4ltal bezart szoggel.

A keresett szoget az AGP hdromszog oldalaibdl
szamolhatjuk. Ha a kocka élét a jeloli, akkor az AG testdtld hossza: AG =a+/3, a GP lapitld
hossza: GP = a+/2, mig az AP szakasz hossza Pitagorasz tételének alkalmazasaval AP = ax/5.
Vegyiik észre, hogy AG? + GP? = AP2, hiszen:
2 2 2
(aV3) +(a2) = (a/5)",

ezért Pitagorasz tételének megforditdsa alapjan az AGP hdromszog derékszogl. Az AG testétld,
valamint a HF lapatl6 tehat merSleges egymdsra.

a) Mivel a HAF haromszdg minden oldala a kocka lapatljaval

egyenld (1d. 4dbra), ezért a haromszog szabdlyos. Ebbdl ‘» F
kovetkezik, hogy H «
HAF¥ = 60°
B
D



b) Ha a kocka éle a hosszusdgu, akkor az ADG haromszog
oldalai:

AD=a, GD=aJ2 és AG=a\3. m
Mivel AD? + DG? = AG?, ezért a haromszog derékszogt, igy
ADGX = 90°.

Megjegyzés: Mivel AD merbleges a DCGH sikra, ezért an-
nak minden egyenesére is merSleges, amibdl szintén adddik,
hogy ADG¥ = 90°.

c) A b) feladathoz hasonlé mddszerrel beldthatd, hogy

(=]
o+]

FGD{ = 900. F
H
d) Ha a kocka éle a, akkor a BDF derékszogli haromszogben:
a 2
tgBDF{=——==—,
s a2 2 B
BDF<¥ =35,26° D

(3D a) A PHF hiromszog derékszogl, hiszen PF merGleges az
EFGH sikra, igy merSleges annak minden egyenesére. A harom-
szog oldalai:

PF=5cm, FH=10/2 =14,14 cm.
Pitagorasz tétele alapjan:
PH2 =5+ (10V2)’
PH =15cm.

b) Az EKH derékszogl haromszogben:
KH? = EK? + EH?> =5+ 10? = 125,

m
(]

amibdl:
KH =5J5~=11,18 cm.

Az a) feladat eredménye alapjdn PH = 15 cm. Nyilvanval6
tovabb4, hogy KP =10 cm. Mivel

KH? + KP? =125 +100 = 225 = PH?,
ezért Pitagorasz tételének megforditdsa alapjan a PHK
haromszog derékszogt.
Megjegyzés: Ez abbdl is kovetkezik, hogy a KP szakasz merSleges a kocka AEHD lapjara.

=X

3miNg

b
(9]

c¢) Az EPF derékszogl haromszogben:

H

o EP2:102+52:125, G

amibdl: 3 (
EP=5J5=11,18 cm.

Az EPF és GPF hiaromszogek egybevagosagdbol kovetkezik,
hogy:

= GP =5J5~11,18 cm, A ¢
tehdt az EGP hdromszog egyenld szari (EP = GP). Mivel EG B

a kocka lapatloja, ezért:
EG=10V2 =~ 14,14 cm.



d) Az LPE derékszogl haromszogben:

2
PL? =5 +(5V5) =150,
azaz
PL=5J6 ~12,25cm.
Az LPG héiromszog egyenl§ szard, hiszen

GP=GL=5J5=~11,18 cm. A

Jeloljiik 7-vel az E pont ABCD sikra es§ merdleges vetiiletét,
valamint P-vel az ADE egyenl§ szard haromszog E csticsabol
indulé magassagénak AD alapra illeszkedd talppontjat. Az EPT
derékszogl haromszogben PT=2m és ET =4 m. Az ADE
tetGsik a vizszintes ABCD sikkal bezart szogére:
tga =2,
o= 63°

Az ADE és BCF tetGsikok a vizszintes sikkal 63°-os szoget

zarnak be. P 2 T

A masik két tetGsik vizszintessel bezart szogét hasonlé mod-
szerrel szamolhatjuk ki. Ha Q jeloli az ABFE trapéz E csticsabol
hizott magassdg AB szakaszra illeszked§ talppontjat, akkor
az EQT héaromszog befogéi: ET=4m és TQ =2,5 m.

A tetGsik vizszintessel bezart 8 szogére:

4
tgf=—,
gpB 25

B~ 58

Az ABFE és DCFE tetGsikok a vizszintes sikkal 58°-0s szdget
zarnak be.

a) Az EBD hiromszog minden oldala a kocka egy-egy lapétldja, ezért az EBD, minden oldala

1042 = 14,14 cm hossziisagt, igy a haromszog valéban szabalyos.

b) Az ABCD négyzet kdzéppontjat jeloljik O-val. Ekkor AO
és BD a négyzet egy-egy atlgjara illeszkedik, ezért merdle-
gesek egymadsra.

Masrészt EO az EBD szabélyos hdromszog egyik magas-
sdga, ezért EO is merSleges BD-re.
Osszefoglalva: AO és EO egyardnt merSleges az ABCD és

EBD sikok metszésvonaldra, ezért a két sik hajlasszoge éppen
az EOA<. Az OFEA derékszogl haromszogben:

10
tg EOAL = —>_ = /3,
g 1042 V2
2
EOA% = 54.74°

Az ABCD alaplap sikja az EBD sikkal 54,74°-0s szdget zar be.

.........................



(BED a) A helikopter, amelynek helyét az dbran P-vel jeloltiik, illesz-

kedik az ABCD téglalap sikjanak A pontban emelt merdleges d
egyenesére. Ebbdl kovetkezGen az AP egyenes merdleges
az ABCD sik minden egyenesére, igy a BPA, CPA és DPA 133
hdromszdgek mindegyike derékszogi. A BPA,-bdl: 120
AB? =1302 - 1202 = 2500, 5 ¢
AB=50m.
A B

A CPA,-bdl:
AC? =133% - 1202 = 3289,
AC =57,3 m.
A szintén derékszogli ABC,-bdl:
BC?=AC? - AB?,
BC? =3289 — 2500 = 789,
BC =28,1 m.
A leszéllopdlya oldalai 28,1 m, illetve 50 m hossziak.
b) A PDA,-bdl:
PD? = PA> + AD?> = 120 + 789 = 15189,
amibdl PD = 123,2 méter.

c) Afeladat az ACP¥-et kérdezi. A CPA,-bdl:

sin ACP< = @,
133

ACP < = 64,5°
A C pontbdl a helikopter koriilbeliil 64,5°-0s emelkedési szogben latszik.

d) Tegyiik fel, hogy a helikopter x méteres magassagban van, amikor a D pontbdl kétszer akkora
sz0g alatt latszik, mint a C pontbdl. Ha a helikopter helyét ekkor is P jeldli, akkor

X X X X
tgACPL=—= és tgADPX=——= .
& AC /3289 g AD 789
Mivel a feltételek szerint ADPX =2-ACP <, ezért a megfelel§ addicids Osszefiiggés alapjan:
tg ADP¥ = 2%&
1-tg=ACP<X
A kapott értékeket behelyettesitve:
X
2.
X _ /3289
/789 | ( X )2 '
/3289
Rendezés utdn azt kapjuk, hogy:
) ( /789 )
x*=3289-{1-2- ,
/3289
x =8,2m.

A helikopter 8,2 méter magasan van, amikor a D pontbdl kétszer akkora szogben latszik,
mint a C pontbdl.

........................ . 42



Tegyiik fel, hogy az e egyenes merleges az S sik
két metsz6 helyzetd egyenesére. Célunk annak
igazoldsa, hogy az e egyenes az S sik minden Py
egyenesére merdleges.

Két egyenes hajlasszoge nem véltozik, ha kozii- @
likk az egyiket onmagaval parhuzamosan eltoljuk,
ezért ,fogjuk meg” az S sikon azt a két egye- m
nest, amelyre az e egyenes merdleges, majd " X\C c
toljuk el azokat igy, hogy dtmenjenek az S sik s
és az e egyenes M metszéspontjan. Jeloljik

az eltolt egyeneseket a-val és b-vel, ekkor az

e egyenes merGleges a-ra és b-re is. El§z8
megjegyzésiink alapjan elegend6 megmutatni,

hogy az e egyenes merdGleges az Osszes olyan
egyenesre, amely az S sikban halad, és dtmegy

az M ponton. Legyen ¢ egy a-t6l €s b-tdl is kiilonbozd egyenes (1d. dbra). Megmutatjuk, hogy
az e egyenes merdleges a ¢ egyenesre.

Vegyiink fel az S sikban egy tetszSleges, de az M pontot nem tartalmazo egyenest, amely metszi
az a, b és c egyenesek mindegyikét. A metszéspontokat jelolje rendre A, B és C. Vegyiink fel
tovdbba egy P (M-t6l kiillonbozd) pontot az e egyenesen, majd tiikkrozziik az M pontra, igy
kapjuk a P’ pontot. Ekkor persze MP = MP’.

Vizsgéljuk meg a kialakul6 dbrat. Az dbrdban tobb egyenld szard hdromszdoget is felfedezhetiink.
Mivel e és a mer6legesek egymadsra, ezérta PMA, és P'MA, egybevago (két-két oldal + altaluk
kozbezart sz6g), amibdl adodik, hogy PA = P’A, igy a PP’A, val6ban egyenl$ szdri. Ugyanigy
belathatd, hogy egyenld szari a PP’B,, is.

Az eddigi eredményeinket 0sszefoglalva lathatjuk, hogy PA = P’A és PB = P’B. Ebbdl azonnal
kovetkezik, hogy az ABP, egybevagd az ABP) -gel, hiszen oldalaik hossza pdronként megegyezik.
Az egybeviagdsig miatt a megfeleld szogeik is egyenldk, igy példaul PBCX = P’BC<. Ebbdl
ad6éddan tjabb hdromszogekrdl lathatjuk be, hogy egybevdgdak: a PBC, és P’BC, ugyanis
két-két oldalban (PB = P’'B és BC kozos oldal), valamint az dltaluk bezdart szoglikben megegyezik,
ezért valoban egybevdgoak. Ebbdl kovetkezik, hogy PC = P’C, azaz a PP’C, egyenl$ szdru.
Mivel M a PP’ alap felez&pontja, ezért CM a haromszog egyik magassdga, amibdl kovetkezik,
hogy az e egyenes merSleges a ¢ egyenesre. Eppen ezt kellett bizonyitanunk.

a) Akocka GH éle merSleges az ADHE lap sikjéra, ezért merd-

leges annak minden egyenesére, igy az AGH, derékszogt, .
a derékszog( csucs a H pontndl van. : W
A H pont AG testatlotdl valo tdvolsaga megegyezik az AGH,

AG étfogdjdhoz tartozé HT magassdgdnak hosszdval (1d. dbra).

Az AGH,, oldalai:
HG=a, AH=aJ2 é AG=a/3. 4

A haromszog teriiletét kétféleképpen felirva:

AH-HG AG-HT af2-a af3-HT 2
> = > = > = ) = HT =a,|—.

A H pont az AG testatlotol a\/g = % egység tdvolsdgra van.



b) Az ABP derékszogl haromszogben:

H
2 2
Ap2:a2+ﬂ:5i N Apzﬁ. G
) 4 ) E /

A GPF, és az APB, egybeviag6 (két-két oldal + dltaluk bezért e

sz0g), ezért atfogoik ugyanakkordk, igy: }
c

AP=GP= “*2/— ; 4

Az AGP, tehat egyenld szaru, az alaphoz tartoz6 magassagat
(P és az AG testatlo tavolsdgdt) az APO,-bdl szdmithatjuk:
5a 3a®> a® a a2

OP2 = AP? - AO? = 2 - 5 orP=—
4 4 2 V2

2
A P pontaz AG testatlotdl % egység tdvolsdgra van.

Megjegyzés: Az OP szakasz hossza ,,ranézésre” is megmondhatd, hiszen OP parhuzamos
gjegy

a kocka HF lapétldjaval, hossza pedig annak éppen fele.

c¢) A BCGF lap kozéppontjat O, a Q pont merdleges vetiiletét

H
az AG testatlon S jeloli az dbran. .
A Q pont AG testétl6tol vald tadvolsdga megegyezik az SO E 4'
szakasz hosszdval.

Figyeljiik meg az dbra GOS és GAB haromszogeit. Mindkét
haromszog derékszogl (a derékszogek S-nél, illetve B-nél
vannak), toviabba a G csucsaiknal 1év§ szogiik k6zos.

Ebbdl kovetkezik, hogy a két haromszog hasonlé egymashoz. =
A megfelel§ oldalaik ardnyéra:
a2

$0.60 _, 0.2 N6 g5 aff
AB  AG “wB3 2B 6
PR R N P

A BCGF lap kézéppontja az AG testatlotdl e egység tdvolsdgra van.

a) Tekintsiik az dbrén ldthaté AGK haromszoget. A hdromszog Y

AK oldaldt az AKB derékszogli haromszogbdl konnyen ki p N
tudjuk szdmolni: 5 \/_ » e
(“) = Ak=Z

AK2=AB?2+KB2=d2+ 2

2
Mivel az AKB, és GKC, egybevago, ezért AK = GK, igy 4
az AGK), egyenl§ szard. Ebbdl kovetkezik, hogy ha az AG \ y > o
testatlo felezGpontja T, akkor a KT szakasz az AGK egyenl§ K

sz4rd hdromszdg magassiga, és igy merSleges az AG alapra.

Ezt Ggy is megfogalmazhatjuk, hogy a KT szakasz hossza megegyezik a K pont AG testatlotol

val6 tdvolsagéval.

Koénnyen beldthatd, hogy az L, M, N, O és P pontok mindegyike egy-egy, az AGK,-gel
egybevagd hdaromszoget alkot az AG testatlé két végpontjaval, amibdl kovetkezik, hogy a
felsorolt pontok mindegyike ugyanakkora tdvolsdgra taldlhaté a kocka AG testatl6jatol.

Ez atdvolsdg éppen a KT szakasz hossza.

........................ . a4



b) A KT szakasz hosszat az ATK derékszogil haromszogbdl igy szamithatjuk ki:
321, a2

¢) Mivel a KGT)-ben a T csucsndl derékszog van, ezért a K pont

= KI=——.

KT? =AK2—AT2=§a2 -Za
4 4 2

A K, L, M, N, O, P pontok mindegyike % tdvolsdgra van az AG testatlotol.

Megjegyzés: A KT szakasz hosszat az dbra alapjdn is meghatdrozhatjuk. Mivel T a kocka
kozéppontja, T a KN szakaszra esik, €s azt felezi. KN hossza pedig megegyezik az ABCD
lapatléjanak hosszaval, vagyis KN = av/2. Igy
_KN _af2

2 2

KT

illeszkedik a T pontban az AG testdtléra emelt merdleges . N 4
sikra. A KLMNOP hatszdg 0sszes csticsa derékszogii hdrom- &b G
szoget alkot a T és a G pontokkal, ezért az 0sszes csucs

illeszkedik az emlitett sikra. Ez persze azt is jelenti, hogy ‘
a hatszog csucsai egy sikban fekszenek. Ez a sik 90°-0s szoget

zar be a kocka AG testatl6javal.
A ’
; c

Egy masik bizonyitast is adunk arra vonatkozdan, hogy a KLMNOP hatsz6g csucsai egy sikban
fekszenek.

Mivel az LO szakasz a BDHF téglalap kozépvonala, ezért
LO péarhuzamos a kocka FH, illetve BD lapétléival. ;

Az MN szakasz kozépvonala az FHE,-nek, ezért MN és FH “b @
szintén parhuzamos egymadssal.

Végiil: KP a BDC, kozépvonala, amibdl kovetkezik, hogy '

KP péarhuzamos a BD lapétldval.

Osszefoglalva: az LO, MN, KP szakaszok parhuzamosak A "” c
egymadssal. Mivel két parhuzamos egyenes (szakasz) mindig 5 K

egy sikban fekszik, ezért az L, O, M, N pontok, valamint

az L, O, K, P pontok egy-egy sikban fekszenek. E két sik azonban megegyezik egymadssal,
mivel a kocka, és igy a KLMNOP hatszog is kozéppontosan szimmetrikus az LO szakasz
felez&pontjdra, ami csak igy lehetséges, ha a hat pont valoban egy sikon helyezkedik el.

d) Az a) feladatban mar kiszdmoltuk az AKG haromszog oldalait:

AK:KG:ag, AG = a/3.

A koszinusztétel alapjéan:

342 =§a2 +§a2 —2'(a~£)-(a~£)~cosAKG<I,
4 4 2 2

amibdl a miiveletek elvégzése utan:

cosAKG< = —%.



a) Ha a=0° azaz az AB szakasz parhuzamos az S sikkal, akkor

SN

B .
2 =1. Ha a=90° vagyis az AB szakasz

N>

AB’ = AB, azaz
merdleges az S sikra, akkor AB’ =0, azaz E =0.

Mis esetekben hizzunk az A’ ponton at parhuzamost az
AB egyenessel, majd jeloljik B’-vel a BB’ egyenessel vald
metszéspontjat. Az AAB”B négysz0g paralelogramma, ezért
AB” = AB.

A B”BA’ derékszogli haromszogben:

, amibdl

coso =

o =COSs(.
AB

A fenti Osszefiiggés azokban az esetekben is érvényes, ha o = 0°% vagy o =90°.

b) Az a) feladat eredménye alapjan az AB’ szakasz hossza akkor minimadlis, ha o = 90° Az AB’

a) Az EBD, szabélyos, minden oldala a megadott ABCDEFGH

szakasz hossza akkor maximalis, ha o = 0°.

kocka lapatléja, azaz 105/2 = 14,14 cm. .
A hdromszog EO magassaganak (1d. dbra) hossza: ‘» G

EO:lOﬁ-?:Sﬁle,ZScm.

Az EBD, teriilete: P b
10v2 - 56 6
2

Tepp = =50./3 = 86,60 cm?2 5

b) Az EBD,-nek az ABCD sikra vonatkoz6 merdleges vetiilete az ABD,.

c¢) Az ABD egyenl§ szard haromszog T teriiletére:

BD-AO
—

T =

Az OFA derékszogl haromszogben: A0
cosq =—-,
EO

ha ezt behelyettesitjiik a teriiletképletbe, azt kapjuk, hogy:
BD-EO-cosac _ BD-EO
2

Vegyiik észre, hogy az EO szakasz az EBD, BD oldaldhoz tartoz6 magassaga, ezért az utolsé
egyenlGség jobb oldalan szerepld tort éppen az EBD), teriilete, tehét

T= -cos.

T =Tgpp-cosc.

d) Az ABD egyenl§ szart derékszogl haromszog teriilete:

AB-AD 10-10 _
2
Igy felhasznalva az a) és c) feladatok eredményeit:

T =

50 cm?2

T=Tgp cosa = 50=50V3-cosa = cosa= = oa=54,74"

-



Testek osztalyozasa, szabalyos testek — megoldasok

Az alébbi 2 dbra lehet egy kocka sikbeli hdl6zata. A szemkozti
lapokat szinezéssel jeloltiik meg.

a) 24,
b) 24,
c) 8.

Osszesen 11 kiilonbozd sikbeli hdl6ja van egy kockanak.

a) Barnabds maximum 21 darab kockat hasznélhatott fel. Az dbra a tornyot
feliilnézetben mutatja, az egyes négyzetekbe azt irtuk, hogy ott hdny
kockdt helyezett egymadsra.

b) Lehetséges, hogy Barnabds a torony megépitéséhez pontosan 10 darab
kockat hasznalt fel. Egy ilyen torony feliilnézeti képét az dbra mutatja.

EG .
\ AU R
A BC A

Oldalnézet

N ==

EldInézet

Oldalnézet

1111 1]2

EldInézet

.........................



2 7z z

a) Szabalyos haromszogben lehet a kockat metszeni, amint azt az el6z§ dbra mutatja.

b) A kocka metszhetd négyzetben.
¢) Akockdt lehet szabdlyos hatszogben metszeni.

Ennek igazoldsdhoz tekintsiik az dbra szerinti 6 él felezGpontjat, azaz a K, L, M, N, O és P
pontokat. Megmutatjuk, hogy a felsorolt pontokat tartalmazo sik szabalyos hatszogben metszi
a kockét. Ehhez a kovetkezdket kell igazolnunk:

1. A hat pont egy sikon fekszik. Ezt kozvetleniil igazoltuk a 4197. feladatban.

2. A KLMNOP hatszdg minden oldala egyenl6. Ez konnyen beldthatd, hiszen ha a kocka élét
a jeloli, akkor a KLMNOP hatsz6g minden oldala atfogdja egy-egy olyan egyenl§ szérd
derékszogli hdromszognek, amelynek befogéi g hosszusdguk. Példdul a KL szakasz a KLB,
az LM szakasz az LMF derékszogl haromszog atfogdja. Ebbdl kovetkezik, hogy a KLMNOP

hatsz6g minden oldala % hosszisagu.

3. A KLMNOP hatszdg minden szoge egyenld. Megmutatjuk, hogy példdul a K és M csu-
csoknadl taldlhat6 szogek ugyanakkordk. Ehhez tekintsiik az LPK és LNM haromszogeket.
Mindkét haromszog egyenld szdrd, szdraik egyenld hossziak, tovabbd LP = LN, hiszen

s 2

mindkét szakasz a kocka két kitér§ helyzetid élének felezGpontjat koti 6ssze (1d. 4187.
feladat). Ebbdl adddik, hogy a két hdromszog egybevdgd, ezért megfeleld szogeik is meg-
egyeznek, igy a KLMNOP hatszogben a K és M cstcsokndl ugyanakkora szogek vannak.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a KLMNOP hatszog szabalyos.

Megjegyzés: A 4235. feladatban egy mdsik mddszert is taldlhatunk annak igazoldsdra, hogy
a hatszog szogei egyenldk.

d) A kocka szabdlyos nyolcszogben nem metszhetS, mert csak 6 lapja van, igy sikmetszeteinek
legfeljebb 6 oldala lehet.

22,5 cm.
673 =~10,4 cm.

% = 8,49 cm.

a) Alevagott testet egy szabdlyos haromszog és 3 egyenl§ szart derékszogl haromszog hatérolja.
b) Alevagott test egy szabdlyos haromoldalu gula (tetraéder).
¢) A visszamaradé testnek 7 lapja, 10 csticsa és 15 éle van.

d) Mivel 10 +7 =15 + 2, vagyis a cstcsok és lapok szdmdnak 6sszege 2-vel nagyobb az élek
szamanal, ezért az Euler-féle poliédertétel teljesiil a visszamaradé testre.

e) Atestet 3 négyzet, egy szabdlyos haromszog, valamint 3 egybevagd 6tszog hatdrolja.

a) A visszamarado test az dbrdn lathat6. A testet 6 négyzet,
valamint 8 szabélyos haromszog hatdrolja.

b) A testnek 14 lapja, 12 csucsa, valamint 24 éle van.

c) Mivel 12 + 14 =24 + 2, vagyis a csticsok és lapok szamanak
Osszege 2-vel nagyobb az élek szdmanal, ezért az Euler-féle
poliédertétel teljesiil a visszamaradé testre.




Szabdlyos tetraéder Kocka Oktaéder Dodekaéder lkozaéder
A W/@
Test neve Lapok szama Csucsok szama Elek szama
Kocka 6 8 12
Szabalyos tetraéder 4 4 6
Oktaéder 8 6 12
Haromszog alapa hasab 5 6 9
Haromszog alapu gila 4 4 6
Négyzet alapu hasab 6 8 12
Négyzet alapu gila 5 5 8
Otszdg alapi hasab 7 10 15
Otszdg alapi gila 6 6 10
Tizenkeétszdg alapi hasab 14 24 36
Tizenkétszog alapu gula 13 13 24

A csticsok és lapok szdménak 0sszege minden esetben 2-vel nagyobb az élek szdmanal.
A hasdbnak 6 oldallapja van.
A gilanak 12 oldallapja van.

a) (n—1)-720% b) (n—1)-360°

Ha a szabdlyos hatoldalu gula oldallapjai szabalyos haromszogek
lennének, akkor az dbrdn a-val jelolt szakaszok hossza meg-
egyezne. Ekkor a narancsszinnel jelolt derékszogl haromszog
atfogoja ugyanakkora lenne, mint az egyik befogdja, ami lehe-

tetlen. Ebbdl kovetkezik, hogy a szabalyos hatoldald gula oldal- y
lapjai nem lehetnek szabdlyos haromszogek.

a) 73,74°% b) 73,74°%

c) 118,07% d) 60°. a

Az alkoté és az alaplap sikja dltal bezart szoget o, a kup nyildsszogét ¢ jeloli.
a) a=6738°% ¢=45,24° b) a=6738°% ¢=45,24° ¢) oo =53,13% @=73,74°

60°.



a) 54,74 b) 75,04°.
63,43°.

Az ABCD szabalyos tetraéder D csticsabol indulé magassaganak
talppontjat 7-vel jeloltiik. Mivel a 7 pont egyben az ABC,, suly-

. 2
pontja is, ezért az AT szakasz az ABC, stlyvonaldnak 3

szorosa. A szabdlyos hdromszog silypontja és magassagpontja
egybeesik, ezért az ABC szabdlyos haromszog silyvonaldnak C
hossza megegyezik a magassdganak hosszdval, igy:

ar2. a3 _af3 !

3 2 3

Az ADT) derékszogd, hiszen DT merdleges az ABC alaplap sikjdra, igy merdleges annak minden
egyenesére is. Pitagorasz tételébdl kovetkezik, hogy:

2 2
DT2=AD2—AT2=a2—(§j=2% N DT=a\E.

o . ) 2 el
Az a éld szabdlyos tetraéder csticsa a szemkozti laptol a\/; = N tdvolsadgra van.

Az ABCD szabilyos tetraéder ABC és ACD lapjainak hajlas-
szogét a két lap kozos egyenesére (AC) a sikokon beliil emelt
merdlegesek hajlasszogeként szdmolhatjuk. Mivel az ABC és
ACD haromszogek szabdlyosak, ezért az AC oldalhoz tartozd
magassagaik az AC szakasz Q felezGpontjdban metszik egymast.
Ebbdl kovetkezik, hogy a két lap hajldsszoge megegyezik c
a DOB<-gel (1d. abra). ‘

Ha az ABCD tetraéder éleinek hossza a, és a DOB, D-bdl in-

dulé magassdgvonaldnak talppontja 7, akkor a 4221. feladat .

eredménye alapjan:
DT = a\/z
3

\F
pT N3

A DQT derékszogti haromszogben:

sin(DOBY) = —=——.
(DOBY) DO DO
A DQ szakasz a magassdg az ACD szabdlyos haromszogben, ezért:

amibdl kovetkezik, hogy:

2
£
sin(DQOB<) = —\% = ¥,

2
DOB% = 70,53

A szabalyos tetraéder két szomszédos lapja 70,53°%-o0s szoget zar be egymadssal.
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TERGEOMETRIA 3=

(¥7F) Ha az ABCD szabdlyos tetraéder éleinek hossza a, ésa D csu-
csabodl indulé magassdganak talppontja 7, akkor az AD él és
az ABC alaplap altal bezart szog megegyezik a DAT<-gel.

A 4221. feladat eredménye alapjan:

DT = a\/z,
3

igy az ADT derékszogli haromszogben:

a\F .
sin(DATS) = —5 = \E = DATS ~54,74°
a

A szabdlyos tetraéder éle az €It nem tartalmazd lapjaval 54,74°-o0s szoget zar be.

(F#1) Az ABCDEFGH kocka két kitérd helyzetd lapatléjanak végpont-
jai egy szabdlyos tetraéder cstcsai. Példaként tekintsiik az A, C, H

H és F pontokat, és huzzuk meg az dbran is l4thaté lapatlokat. E
A kialakulo ACFH tetraéder minden éle a kockdnak egy-egy 4

lapatl6ja, ezért a tetraédert négy szabdlyos haromszog hatarolja.

Ebbdl kovetkezik, hogy az ACFH tetraéder szabdlyos. a

Ha a kocka éle a, akkor a keletkez§ szabalyos tetraéder éleinek

hossza: a~/2. A c
B a

(P75 A 4224. feladatban megmutattuk, hogy a szabdlyos tetraéder kockdba foglalhat6 (1d. 4224. feladat
abrdja). Azt is belattuk, hogy a szabdlyos tetraéder éle a tartalmazé kocka élének V2-szérose, ezért
ha a kocka éle x, akkor x\2= a, amibdl:

a2
==

X

a2

Az a éld szabdlyos tetraédert tartalmazo kocka éle tehdt >

sz

A 4224. feladat dbrdjan szerepld szabalyos tetraéder AC és FH éle kitér§ helyzettek, tdvolsaguk
2 .

éppen a kocka élének hosszdval egyenld, azaz %. A tartalmazé kocka AC és FH lapatloja

merdleges egymdsra, ezért a szabdlyos tetraéder kitérd helyzetd €lei is merdlegesek egymadsra.

(7)) a) A tetraéder ,,csonkoldsa” utdn az 4brdn lathatd
testet kapjuk. A mésik dbra a test sikbeli halo- D
jat mutatja.

b) A visszamaradé testnek 8 lapja, 6 csucsa
és 12 éle van. Megjegyezziik, hogy egy sza-
balyos oktaéder marad vissza a tetraéderbdl. e

c) Mivel 8 +6 =12 + 2, ezért a lapok és csu- 4
csok szamanak Osszege 2-vel nagyobb az élek T
szamdandl, igy az Euler-féle poliédertétel tel-
jesiil a testre.



a) Akeletkez8 FABCDE test minden €le ugyanakkora hosszu-

sagu, hiszen barmely éle a kocka két szomszédos lapjanak
kozéppontjat koti 0ssze (1d. dbra). Haaz A és E pontokat tar-
talmazd lapok kozos élének felezGpontja G, akkor az AEG
derékszogil haromszdgben:

AE2=AG?+EG?=102+10? = AE =102 ~ 14,14 cm.
Az FABCDE test minden éle 14,14 cm hosszusagu.
b) A testnek 8 lapja, 6 csticsa és 12 éle van.
¢) Az FABCDE testet szabdlyos haromszogek hatdroljak. A keletkezd test egy szabdlyos oktaéder.

Az ébran lathat6 FABCDE szabdlyos oktaéderben példaként meg-

vizsgaljuk, hogy az AB ¢l a tobbi éllel mekkora szoget zdr be.
A szabdlyos oktaéder lapjai szabdlyos haromszogek, igy az AB €l
a kovetkezd szakaszokkal 60°-os szoget zar be: AF, BF, AE, BE.
A 4227. feladatban lattuk, hogy a szabdlyos oktaéder csicsai egy
kocka lapjainak kézéppontjai (1d. dbra). EbbSl adédéan az ABCD

négyszog négyzet, ezért az AB él a DC éllel parhuzamos (igy

azzal 0°-os szoget zér be), tovabba a kdvetkez§ élekre merSleges

(igy azokkal 90°-o0s szoget zar be): AD, BC.

Ahidnyz6 4 él (DF, CF, DE, CE) mindegyike kitéré helyzetl az AB éllel. Kitér6 egyenesek (sza-
kaszok) hajlasszoge alatt a tér egy tetszéleges pontjan dtmend, veliik parhuzamos, metszd helyzetd
egyenesek hajlasszogét értjiikk. Vegyiik észre, hogy a DC €l parhuzamos az AB éllel, ezért az AB
és DE élek hajlasszoge megegyezik a DC és DE élek hajlasszogével, ami 60°. Ugyanigy beldthato,
hogy AB a mdsik 3 hidnyz6 éllel is 60°-os szoget zar be.

2

A szabalyos oktaéder két éle tehat a kovetkezd szogek valamelyikét zarja be egymassal: 0°, 60° és 90°.

A szabdlyos oktaédernek 3 testdtléja van, amelyeket az dbrdn

zblddel jeloltiink meg. Mindegyik testatlé egy-egy 10 cm oldald
négyzetnek az atlja (pl. az AC testatld az ABCD négyzet atl6ja),

ezért hosszuk 10v2 = 14,14 cm. Bérmely két testatlot is vélaszt-

juk ki, azok biztosan egy négyzet 4tléi (pl. az AC és BD testatlok A
az ABCD négyzet 4tl61), ezért a szabdlyos oktaéder barmely két
testdtldja merdleges egymadsra.

;m
o

n
\

a) Az abrén lathat6 derékszogli haromszogben:

tel5° = % amibsl  m~1,34 cm.

Az ék ,,magassdga” koriilbeliil 1,34 cm.

b) Akockat egy téglalapban metszettiik el, melynek egyik (az dbran
lathat6 négyzet sikjara merdleges) oldala 5 cm, a mésik oldala

pedig: 5
~ 5’18 cm. / m
cos15° 15°

A kocka sikmetszetének teriilete megkozelitSleg 25,90 cm?.

c) A kockédbdl egy derékszogl haromszog, illetve egy derékszogi trapéz alapd egyenes hasdb
keletkezik. Az dbra a két test alaplapjat mutatja.
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CFED o) Agi a dobétetraéderrel 4, a dobéoktaéderrel 8, a dobédodekaéderrel 12, a dobbikozaéderrel

pedig 20 kiilonbdz6 szdmot dobhat. A 4 testtel 6sszesen 4 - 8- 12-20 = 7680-féle dobds végez-
hetd.

A primszamok 1-t61 20-ig: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. Ahhoz, hogy mindegyik testtel primszamot
dobjunk, a tetraéderrel 2, az oktaéderrel 4, a dodekaéderrel 5, mig az ikozaéderrel 8 szdmot
dobhatunk. Ezért a primszamok dobdsa szempontjabdl kedvez§ esetek szama 2 -4 -5 -8 = 320,
annak a valészintsége pedig, hogy mindegyik testtel primszamot dobunk:

320 =0,0417.
7680

b) Mivel 4 + 8 + 12 + 20 = 44, ezért a dobott pontok dsszege az aldbbi esetekben lehet legaldbb 42.

1. A pontok dsszege 44. Ez csak tigy lehetséges, ha Agi mindegyik testtel a lehetd legnagyobb
szdmot dobja. A pontok dsszege 1 esetben lehet 44.

2. A dobott pontok 6sszege 43. Ekkor Aginak egy kivételével mindegyik testtel a lehetd leg-
nagyobb szamot kell dobnia, a maradék testtel pedig a legnagyobb szamndl 1-gyel kisebbet.
Attol fiiggden, hogy melyik testtel nem dob maximadlis értéket, ez az eset 4-féleképpen
kovetkezhet be.

3. A dobott pontok dsszege 42. Ekkor vagy két testtel dob 1-gyel kisebbet, mint a maximalis
érték, vagy egy testtel dob 2-vel kisebbet a maximumnadl, mig a tobbi testtel a legnagyobb

értéket kell dobnia. Az els§ valtozat (3) = 6-féleképpen, a masodik pedig 4-féleképpen
kovetkezhet be.

A kedvezd esetek szdma tehat: 1 +4 + 10 = 15, annak a valészindsége pedig, hogy legalabb

42 a dobott pontok 0sszege: s
——=0,00195.
7680

(B Az FABCDE szabdlyos oktaéder ADE és CDE lapjainak hajlds-

szogét fogjuk kiszdmolni. A térben valé jobb tdjékozddés
érdekében az dbran megjelenitettiik azt a kockdt is, amelynek
kozéppontjai az oktaéder csticspontjai. A két lap hajlasszoge meg-
egyezik az ADE, valamint a CDE szabdlyos hdromszogek AT,
illetve CT magassdgainak hajlasszogével. A keresett szoget pél-
ddul az ACT egyenld szard haromszog oldalaib6l szamolhatjuk ki.

Ha az oktaéder minden éle a hosszisdgu, akkor az AT, illetve

CT magassig: AT =CT = ? (egy-egy a oldalu szabélyos

héromszog magassagai), mig AC = a2 (az a oldali ABCD négyzet 4tlGja). Ha a két szom-
szédos lap hajldsszogét a-val jeldljiik, akkor az ACT),-ben a koszinusztétel alapjan:

AC?=AT?+CT?-2-AT -CT - cosa,
_3a® 3, a3 af3

Rendezés utan: |
coso = —5, amibsl o =109,47°

A szabdlyos oktaéder két szomszédos lapja 109,47°-o0s szdget zdr be egymadssal.



EE) a) Az FABCDE szabilyos oktaédert, valamint a lapjait ,,érint6” £
beirt kockdt az dbra mutatja (a D pont takards miatt nem

l4that6). A szobor magassdga megegyezik az FE szakasz

hosszdval. Mivel FE az AFCE négyzet 4tl6ja, a négyzet

oldala pedig 1 méter, ezért a szobor magassaga:

b) Feladatunk a szabdlyos oktaéderbe irt kocka KL élének
kiszamitasa. A feltételek alapjan K és L az ABE, illetve
a BCE szabdlyos haromszogek kozéppontja. Az dbrdan G-vel

jeloltiik az AB, H-val pedig a BC szakasz felez&pontjat. &

Vizsgaljuk meg a GHE,\-et. Mivel GE és HE magassdg egy-egy 1 m oldalu szabdlyos harom-
szogben, ezért:
V3

Ebbdl kovetkezik, hogy a GHE, egyenld szard. A hdromszog GH alapja kdzépvonal a szintén
egyenld szard ACB,-ben, ezért:
Gr=AC_2
2 2
hiszen AC pedig egy 1 m oldald négyzet atldja (természetesen az ABCD négyzetrdl van sz0).

(m),

Végiil vegyiik alaposan szemiigyre a KLE,-et. Mivel K az ABE,, L pedig a BCE, silypontja,
ezért e pontok 2: 1 ardnyban osztjdk a megfelel6 hdromszogek EG, illetve EH stlyvonalait.

. . 2
Ebbdl azonban az is kovetkezik, hogy a GHE,-et az E kozéppontd 3 aranyu kozéppontos

hasonldsdg éppen a KLE, viszi 4t. Az emlitett kozéppontos hasonlésdg a GH szakaszt a KL
szakaszba viszi, ezért:
2 . 22 2

KL=—-GH==-—=—(m).
3 3 2 3
Az oktaéder belsejében elhelyezett kocka éleinek hossza koriilbeliil 0,47 m.

CEED A jobb térbeli tajékozodds érdekében az ACHF szabélyos tetra- H

édert belefoglaltuk az ABCDEFGH kockaba az abréan ldthat6 E
moédon (a D pont takards miatt nem latszik). A tetraéder AF, CF, G
CH és AH éleinek felezGpontja rendre P, Q, R és S. Megmu-

tatjuk, hogy a PORS négyszog rombusz, azaz a szabdlyos
tetraéder metszhet rombuszban.

Mivel a PQ szakasz kozépvonal az ACF)-ben, ezért:

AC c
PO="7. (1) .
tovdbbd PQ pdrhuzamos AC-vel. Hasonlé megfontoldssal lathatjuk, hogy SR kozépvonal
az ACH,-ben, amibdl kovetkezik, hogy:

AC
SR=—", (2
> @

tovabbd SR is parhuzamos AC-vel. Osszefoglalva: PQ és SR ugyanazzal a szakasszal parhuza-
mos, amibdl kovetkezik, hogy PQ és SR egymadssal is parhuzamos. Mésrészt PQ = SR, igy végiil
az is kovetkezik, hogy a PORS négyszog paralelogramma.



Ugyanigy beldthato, hogy QR kozépvonal az FHC,-ben, amibdl kdvetkezik, hogy:

FH
OR=—, (3)
2
illetve PS kozépvonal az FHA ,-ben, amibdl pedig:
PS = % 4

Az (1), (2), (3) és (4) egyenlGségek alaposabb vizsgélata utdn megéllapithatjuk, hogy a PORS
négyszog minden oldala az ABCDEFGH kocka valamelyik lapatldjdnak a felével egyenld
hosszusagu.

Mivel a kockdnak minden lapatl6ja ugyanakkora, ezért ugyanez érvényes a PORS négyszog olda-
laira is. Ebb8l mar kovetkezik, hogy a PORS paralelogramma valéban rombusz.

Megjegyzés: A PORS sik parhuzamos az ABCDEFGH kocka ABCD, illetve EFGH lapjaival,
tovabbad a tetraéder FH és AC éleivel.

Az alabbi dbra azt mutatja, hogy a szabalyos tetraéder egyik élé-
vel parhuzamos sikok mind paralelogrammaban metszik a tetra-
édert (amennyiben metszik).

Megmutatjuk, hogy a szabdlyos oktaédert lehet szabalyos hat-
szogben metszeni.

Jeloljiik az FABCDE szabdlyos oktaéder AB, AE, DE, DC,
CF és BF éleinek felez&pontjat az dbra szerint a G, H, I, J, K,
L pontokkal. A GHIJKL hatszog szabalyos. Ennek igazoldsahoz
az aldbbiakat kell végiggondolnunk.

1. A hat pont egy sikban fekszik. A HI szakasz kozépvonal
az ADE hédromszogben, ezért HI és AD parhuzamos egy-
massal. A GJ szakasz kozépvonal az ABCD négyzetben,
ezért GJ szintén parhuzamos AD-vel. Ez azt is jelenti, hogy
GJ és HI egyarant parhuzamos az oktaéder AD élével, amibdl kovetkezik, hogy HI és GJ
parhuzamos egymdssal. Hasonl6an mutathaté meg, hogy GJ és LK szintén parhuzamos
egymassal. Ekkor azonban a GJ és a HI, valamint a GJ és az LK szakaszok parhuzamosak
egymadssal, ezért végpontjaik, azaza G, J, H, I, valamint a G, J, L, K pontok egy-egy sikra illesz-
kednek. E két sik azonban egybeesik egymadssal, hiszen a szabdlyos oktaéder, és igy a GHIJKL
hatszog is kozéppontosan szimmetrikus a GJ szakasz felezGpontjaval, ami csak ugy lehetséges,
ha a GHIJKL hatszbg csucsai egy sikban fekszenek.

2. A GHIJKL hatszog oldalai egyenlSk. Vegyiik észre, hogy a hatszog minden oldala k6zépvonal
a szabdlyos oktaéder egy-egy lapjan: példaul /H kozépvonal az ADE hiromszogben, GH kozép-
vonal a BEA hiromszogben és igy tovabb. Ebbdl adddik, hogy a hatszog minden oldala feleakkora,
mint az FABCDE szabdlyos oktaéder éle, igy a hatszog minden oldala egyenld hosszdsagu.



3. A GHIJKL hatszog minden szoge 120°-os. Példaként meg-

mutatjuk ezt a hatszog H és I csucsaindl 1év6 szogekrdl. Ha H % |
a szabalyos oktaéder éleinek hossza a, akkor a GJIH trapéz
oldalainak hossza (I1d. dbra):

HI=1J =GH = g illetve GJ=a.

Ha a trapéz rovidebb alapjdnak végpontjait (H és I) 0ssze-
kotjiik a hosszabb alap felezGpontjdval (az dbrdn az O pont),
akkor ezzel a trapézt harom szabdlyos haromszogre bonthatjuk fel, amibdl kovetkezik, hogy
a H és I csucsokndl valéban 120°-o0s szogek vannak.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a GHIJKL sik a szabdlyos oktaédert valéban szabdlyos hatszogben
metszi.

CEED a) Kossiik ossze a P pontot az ABC szabdlyos hdromszdg csu-

b) Az dbra jeloléseinek megfelelGen vdlasszuk ki az ABCD

csaival, ezzel a haromszoget harom kisebb hdromszogre, a BCP,
CAP, illetve ABP haromszogekre bontottuk. A hdrom kelet-
kezd haromszognek egy-egy oldala éppen a hosszusagu.
Vegyiik észre még, hogy a PX, PY, PZ szakaszok mindegyike
az a hosszasagu oldalhoz tartoz6 magassag az egyes harom-
szogekben. Ezek alapjdn az ABC haromszog teriilete:

Typc =Tpep + Teap + Typp:

a-PX a-PY a-PZ
Typc = > + > + B

a-m
2
ahol m az ABC hdromszog magassaganak hosszat jeloli. Egyszerdsités utdn azt kapjuk, hogy:
PX+ PY+ PZ=m.

=§-(PX+PY+PZ),

Mivel a jobb oldal nem fiigg a P pont kivdlasztasatol, ezért bebizonyitottuk, hogy a PX, PY,
PZ szakaszok hosszdnak dsszege (a P pont helyzetétdl fiiggetleniil) az ABC hdromszdg magas-
sagaval egyenld.
Megjegyzés: A PX + PY + PZ 6sszeget a szabdlyos hdromszog oldalaval is kifejezhetjiik.
Ha a haromszog oldalainak hossza a, akkor:

a3

PX+PY+PZ:T.

szabdlyos tetraéder ABC alaplapjdnak belsejében a P pontot.
Tegyiik fel, hogy a P pontban az ABC sikra emelt merdleges
egyenes az ACD lap sikjat az X pontban metszi. Jeloljiik X-vel
az X pontnak az ACD szabdlyos haromszog AC oldalara es§
merdleges vetiiletét (1d. dbra).

Ha a szabalyos tetraéder két szomszédos lapjanak hajldsszogét
a-val jeloljiik, akkor az XX’P derékszogd haromszogben
XX'P< = « teljesiil. Az XX’P derékszogd haromszdgben igy:

PX o ,
tga=——, amibsl PX=PX -tga.
PX’



El6z6 gondolatmenetiinkben nem volt 1ényeges szerepe annak, hogy az X pont az ACD lap sik-
jéra illeszkedik. Ezért hasonlé megfontoldsok utan azt kapjuk, hogy ha a P pontban az ABC lap
sikjara emelt merSleges egyenes a CBD, illetve ABD sikokkal valé metszéspontja Y és Z,
tovdbbd Y’ és Z’ e két pont merdleges vetiilete az ABC hdromszog megfelelS oldaldra, akkor:

PY=PY -tga és PZ=PZ -tga.

Ebbdl kovetkezik, hogy:
PX+ PY+PZ=tga-(PX’ + PY’ + PZ).
Mivel a P pont az ABC szabalyos hdromszog belsejében fekszik, tovdbbd a PX’, PY’ ésa PZ’

szakaszok merdGlegesek a hiaromszog egy-egy oldaldra, ezért az a) feladat eredményét fel-

haszndlva:
PX’ + PY’ + PZ’ =m,
ahol m az ABC hiromszog magassiga. Osszefoglalva:
PX+PY+PZ=m-tgc,

igy az dsszeg valdban fiiggetlen a P pont helyzetétdl.

Megjegyzés: A PX + PY + PZ sszeget a szabalyos tetraéder élével is kifejezhetjiik. Ha a tetra-
éder minden élének hossza a, akkor az ABC haromszog magassdga:

3

==

A szabdlyos tetraéder két szomszédos lapjanak o hajlasszogére:
tgor =22

(ez egyszerien kovetkezik a 4222. feladat eredményeibdl).

Ebbdl kovetkezben:

m

PX + PY + PZ = aJ/6.

A teriilet fogalma, a sokszogek teriilete — megoldasok

a) 2200 cm?%;,  b) 2025cm?;  c¢) 1450 cm?;  d) 6800 cm?2.

a) 54 cm?; b) 6,16 cm?;,  ¢) 39,92 cm?%;  d) 630 cm?.

¢) Abeirt kor oldalakkal valo érintési pontjat rendre E, F, illetve
G jeloli (1d. abra). Mivel a kor egy kiilsd pontjdbdl a korhoz
ugyanakkora érintGszakaszok hizhatdk, ezért:

BE=BF=x, CF=CG=13-x, AE=AG=2.
Az ABC derékszogli haromszog befogodira teljesiil:
AB=x+2, AC=15-x,
ezért Pitagorasz tétele alapjan:
(x+2)2+(15-x)? =132
A miveletek elvégzése utdn:
2x2 - 26x +60 =0,
x2-13x+30=0.

A Kkapott egyenlet megolddsai: x; =3 és x, = 10. A hdromszog
befogdi: AB=5cm és AC = 12 cm (vagy forditva).

A hdromszog teriilete: 30 cm?.



a) 4 cm; b) 2,8 cm.

A téglalap teriilete nagyobb. Ha a paralelogramma két szomszédos oldala a és b, az altaluk
bezart sz0g o, akkor teriilete T=a - b - sin . Rogzitett oldalak mellett a teriilet akkor maximalis,
ha o =90°

a) A teriilet 21 cm?. A paralelogramma magassdgainak hossza 3 cm, illetve 7 cm.
b) T=4,44cm? A magassagok: 1,85 cm és 1,2 cm.

c) T=176,67 cm®. A magassagok hossza: 14,72 cm és 10,39 cm.

d) T=38,07 cm? A magassdgok hossza: 4,59 cm és 6,80 cm.

a) T=10,5 cm?. A paralelogramma minden oldala 3,81 cm hosszi. A magassigok hossza: 2,76 cm.
b) T=3,09 cm?. Azoldalak hossza: 1,24 cm és 2,78 cm. A magassagok hossza: 2,49 cm és 1,11 cm.
¢) T=18,13 cm? Az oldalak hossza: 3,71 cm és 5,54 cm. A magassigok hossza: 4,89 cm és 3,27 cm.

a) 90° b) 30°% c) 31,86°% d) 60,81°
6v/3 = 10,39 cm?

A trapéz teriilete: 36 cm?.

A trapéz teriilete: 35 cm?.

a) A szabélyos hatszog teriilete: 21643 = 374,1 cm?2

12- 6
tg22,5°
2

b) A szabdlyos nyolcszog teriilete: 8 - =695,3 cm?

2.8
tgl8°

c) A szabdlyos tizszog teriilete: 10 - =~1108,0 cm?2

Az 6tszog teriilete koriilbeliil 65,71 cm?.

a) A hétszog teriilete koriilbeliil 30,34 cm?.
b) A hétszog teriilete 24,63 cm?.

A két sikidom teriiletének ardnya:

311,20,
tgl5°

Ha a nagy adag 4ra 1400 Ft, akkor a kis adagot legfeljebb 1400 - L = 972,22 Ft-ért érdemes
megrendelni. A kis adag tirds csusza megér 950 Ft-ot. 1,22

A csalddi haz kicsinyitett képének teriilete:
2
110- (%] =0,06875 m2, azaz 68750 mm?Z

Az A4-es lap teriilete:
210-297 = 62370 mm?.

A tervrajz nem fér el az A4-es lapon.
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FE) Az dbra jeloléseinek megfelelSen: az ABCD négyszog 4tléi
az O pontban metszik egymdst, tovdbbd Ty, g =8 cm? és
Teop = 12 cm?. Mivel az AOB és COB héromszdgekben az AO,
illetve a CO alaphoz ugyanakkora magassag tartozik (az dbran
my), ezért a két haromszog teriiletének ardnya megegyezik az AO
és CO oldalak ardnydval, igy AO =8x és CO = 12x alakban D
felirhat6. Vegylik észre, hogy az AOD és COD héaromszogekben
szintén ugyanakkora magassdg tartozik az AO, illetve CO olda-
lakhoz (az dbrdn m,), ezért a két hdromszog teriiletének ardnydra
teljesiil, hogy
8x - m, B
Toop_ 2 _2
C12x-m, 3’
9 A

Teop

Mivel a két hdromszog teriiletének osszege 30 cm?, ezért Tyop = 12 cm? és Trop = 18 cm?.

Az atlék berajzoldsa utdn keletkezd masik két haromszog teriilete 12 cm?, illetve 18 cm?2.

(FFD o) AzerdS kicsinyitett képe az ABCD paralelogramma, amelyben
AB=35cm, BC=4cm és AC=7cm. Az ABC harom- D &
szogben a koszinusztétel alapjan: :

AC?=AB? + BC?>-2-AB - BC - cosj3,
72=3,524+42-2.3,5-4-cosf,
cosf=-0,7411,
B =137,83°
Az ABCD paralelogramma teriilete:
T=AB-BC-sinff = 9,40 cm.

Mivel az erd§ az ABCD paralelogramma 40 000-szeresére nagyitott képe, ezért az erdd
teriilete:

T=400007-9,40 = 1,504-10'0 ¢cm?, ami 150,4 ha.

Megjegyzés: Az ABC haromszog teriilete Heron képletével is szdmolhato.

s 2

b) Az ABCD paralelogramma A cstcsandl 1évS szogre:
o=180°- B =42,17°
Az ABD haromszogben koszinusztétel segitségével kapjuk, hogy:
BD =274 cm.
Az erdét atszel6 megfeleld turistait hossza:
40000-2,74-10> km = 1,1 km.

¢) Haaz ABCD paralelogramma &tléinak hajldsszogét ¢ jeloli, akkor a paralelogramma teriiletére:

9,40 = AC'BD~sm(p’
2
sing = 0,9802,
@ =T78,58"

Az erdSben kijelolt turistautak 78,58°-0s szogben metszik egymast.



(¥ a) Ha az ABCD téglalap oldalai AB = a, BC = b, akkor az SRD
derékszogl haromszog teriilete:

)
Tp=2) ) _ 1,

2 16
Ehhez hasonldan:
3962
Topr =——4——<%=—ab,
koC 2 10°
AU G
PQB 2 40" Tpsa 2 3
A derékszogli haromszogek teriiletének osszege:
iab+iab+iab+2ab= 10+16+12+45ab=£ab.
16 10 40 32 160 160

A PQORS négyszog teriilete:

Tpors =Tapcp — Tsgp + Troce + Tppp + Tpsa) =
83 77 77

=ab—-——ab=——ab=—-T, .
160 160 160 PP
A PQRS négyszog teriilete az ABCD téglalap teriiletének 48,125%-a.

b) A PS és QR szakaszok nem parhuzamosak egymadssal. Mivel:
AP _AS 3
AB-AD 4
ezérta PSA és BDA derékszogli haromszogek befogdinak ardnya megegyezik, igy a két harom-
sz0g hasonld, amibdl kovetkezik, hogy PS parhuzamos a BD atlval.

Masrészt: CR 1 )
—=—, llletve Q=—,
CD 2 CB 5
ezért:
CrR €0
CD CB’

Ebbdl kovetkezik, hogy QR nem parhuzamos BD-vel, igy persze PS-sel sem.

Tekintsiink egy olyan ABCD négyszoget, amelynek teriiletét
az EF kozépvonala megfelezi (1d. abra), azaz: D

oo

Tierp = Teper- (1)
Mivel az F pont felezi a CD oldalt, ezért a DFE, és a CFE,
egy-egy oldala ugyanakkora, tovdbbd megegyezik az ezekhez az
oldalakhoz tartozé magassaguk is (az dbrdn az m-mel jelolt
szakasz). EbbGl kovetkezik, hogy a két haromszog teriilete
egyenld, azaz:

Ippg=Tcpe- (2)



Az (1) és (2) egyenlSségek megfelelS oldalainak kiilonbsége alapjan:
Taerp — Tpre = Teper — Tere>
Taep = Tgpe-
Vegyiik észre, hogy az AED és az EBC haromszogekben AE = EB, ezért teriiletiik csak dgy
egyezhet meg, ha az ugyanakkora oldalaikhoz tartoz6 magassaguk is egyenld, vagyis x; = x,).

Ekkor viszont a D és C pontok ugyanakkora tdvolsdgra vannak az AB egyenestdl, amibdl
kovetkezik, hogy DC és AB parhuzamosak. Ez azt jelenti, hogy az ABCD négyszog trapéz.

() Az ABCD hirtrapézba irhat6 kor a trapéz AB alapjat az F,
CD alapjat az E felezGpontban érinti.

A korhoz egy kiilsé pontjabdl hazott érintdszakaszai egyenld
hosszuak, ezért:

AG=AF=13,5cm és DG=DE=6cm.
Ebbdl kovetkezik, hogy:
AD =AG+ DG =19,5 cm.
Az ATD derékszogl haromszog AT befogdjanak hossza:
27-12

AT = =7,5cm.

Pitagorasz tétele alapjan:
DT?=AD?-AT?> = DT =419,5>-7,52 = DT=18cm.

A trapéz teriilete:

_27+12

T -18 =351 cm?2

Mivel DT ugyanakkora, mint EF, azaz a kor 4tmérdje, ezért a trapézba irhat6 kor sugara 9 cm.

[FE) Vizsgaljuk meg elGszor Csilla javaslatat. A haz sarkait jeloljiik
az dbranak megfelelGen a D, E, F' és G pontokkal, a DEFG
négyzet oldalat pedig y-nal. Mivel az ABC, és a GFC, szogei
paronként megegyeznek (a derékszog kozos, tovabbi megfeleld
szogeik egyallasu szogek), ezért a két haromszog hasonld. Ha
az ABC, étfogdjahoz tartozé CT magassdganak hosszit m jeloli,
tovabbd CT a GF szakaszt a P pontban metszi, akkor a hdrom-
szogekben az egymdsnak megfeleld szakaszok ardnyara:

AB CT AB m
—=——, azaz —=—.
GF CP y m-y
Az egyenl6ségbdl y értékét kifejezve:
_ m-AB
YT+ AB

Az ABC, atfogdja:
AB =+242 + 25% = /1201 (= 34,66 cm).

A hdromszog teriiletét kétféleképpen felirva:

AB-m _AC-CB - m_24.25~1731m
2 2 V1201 ’ '




Ebbdl kovetkezben:

600
— /1201
V= J1201 0 _ 60041201
~ 600 ~o1801
++/1201
V1201
y=11,55 m.
Nézziik most Csaba javaslatat. Ha a haz C-tdl kiilonboz6 sarkait B
az dbranak megfelelGen a P, Q, R pontokkal, a PORC négyzet
oldalait pedig x-szel jeloljiik, akkor az ABC, hasonl6é az AQP,-
hoz, ezért:
Ac_cB A\
AP PQ’ 24
25 24 X
25-x x X ol
24 .25 ¢ 25 !
x=—=12,24m.

Lathat6, hogy Csaba terve alapjan épitenének nagyobb alapteriiletd hizat.

(1) a) A 4257. feladat eredménye alapjan, ha az ABCD négyszog teriiletét az AB és CD oldalt 6ssze-
kot kozépvonala megfelezi, akkor a négyszog trapéz, amelynek alapjai AB és CD. A feltételek
szerint azonban a négyszog teriiletét a BC és DA oldalakat 6sszekot6 kozépvonala is megfelezi,
ezért BC és DA szintén parhuzamosak. Ezek alapjdn az 6rokolt telek szemkozti oldalai par-
huzamosak, azaz a telek paralelogramma alakd.

b) A paralelogramma atl6ja két egybevagd haromszogre bontja a paralelogrammat, ezért Andras
és Béla kiilon-kiilon akkora teriiletd részt 6rokolt, mint amekkora a megadott oldalak éltal hata-
rolt haromszog teriilete. A haromszog teriiletét pl. Heron képletével szamolhatjuk. Mivel:

goi8+15+224 o

ezért a teriilet:
T = \/27,7 -(27,7-18)-(27,7-15)-(27,7 - 22,4) = 134,48 m2

Andrias és Béla kiilon-kiilon koriilbeliil 134,48 m? teriiletd telekrészt 6rokoltek.

(F3) a) Az ABC szabélyos h?lromszé')g C csucsandl o : e
60°-0s, a C csticshoz illeszkedd négyzeteken 32004 30° : 30°
,belil” 90°-os szogek vannak (Id. dbra). :
Ebbdl kovetkezik, hogy:

HCG< =360°-(90° + 90° + 60°) = 120°. L
Mivel a HCG,, egyenld szaru (mivel CH és
CG ugyanakkordk, mint a szabalyos hdrom-
sz0g oldalai), ezért a HG alapon 30°-os szogek Ta 5 e
vannak, amibdl kovetkezik, hogy: 3

IHG¥ =90° + 30° = 120°.
Ugyanez a hatszog tobbi szdgére is bizo- §
nyithatd, tehdt a DEFGHI hatszog minden D : 3
szoge 120°-0s. '
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b) A DEFGHI hatszog tengelyesen szimmetrikus az ABC, magassdgvonalaira, tovabbd forgds-

szimmetridt mutat az ABC, magassdgpontja koriili, k- 120°-o0s forgatdsokra nézve (k € Z).

¢) A DEFGHI hatszog teriilete a kovetkezd sikidomok teriiletének 0sszege: az ABC szabalyos

hdromszog, hdrom darab 10 cm oldald négyzet, valamint hdrom darab egyenl§ szdrt egybevdgd
héromszdg (GHC,, IDA, és EFB,). Az ABC szabalyos haromszdg teriilete:
10- (10 . ﬁ

T, = 2 ) =253 = 43,30 cm?.

2

A hdromszog oldalaira rajzolt harom négyzet teriiletének Osszege:
T, =3-10% =300 cm?.

A GHC, teriilete:

Tope = w =253 =~ 43,30 cm2

Az ABC), csucsaihoz illeszked6 harom egybevago haromszog teriiletének Osszege:
T3=3Tgye = 7543 = 129,90 cm?
A DEFGHI hatszog teriilete:
T =T +T,+T;=100J3 + 300 = 473,21 cm>.
Megjegyzések:

P

1. Ha az utols6 szamitdsndl a kordbbi kozelits értékeket adjuk Ossze, és nem csak a legvégén
végezziik el a kerekitést, akkor 473,20 cm2-t kapunk eredményként.

2. Vegyiik észre, hogy az ABC, és GHC, teriilete megegyezik. Ez persze nyilvanvald, ha figye-
lembe vessziik, hogy két-két oldaluk megegyezik, tovabba az egyenld oldalak altal bezart
szogek (60° és 120°) szinusza szintén megegyezik.

d) A GEl, szabélyos. Ahhoz, hogy ezt beldssuk, H G

vizsgdljuk meg a GIH, IED, EGF hirom-
szogeket.

A haromszogekben két-két oldal, valamint
az 4ltaluk kozrefogott szogek egyenldk.
Ebbdl kovetkezik, hogy az dbran megjelolt
hiaromszogek egybevdgdk, ami mutatja,
hogy a GEI, oldalai egyenlSk, azaz val6ban
szabdlyos haromszog.

A GEI, oldaldnak hosszit a GIH,-b6l sza-

mithatjuk ki. Ehhez sziikségiink van a GH
oldal hosszara is.

A GHC,-bdl koszinusztétellel szdmolva: P £

GH?=102+102-2-10-10-cos120° = GH =~/300 =103 =17,32 cm.
Alkalmazva a koszinusztételt, ezittal a GHI,-re:
2
GI2=10%+(10v3) =210 (1043) - c0s120° =  GI =104 ++/3 = 23,94 cm.
Végiil a GEI szabdlyos haromszog teriilete:

(oJa+) 2

Tom = > 2 = (100 +25V3) - /3 ~ 248,21cm>




(FIA Az ébra jelolései alapjan:
360°

AOBx = =45°,

ezért az ABO egyenl{ sz4rd hdromszég OT ma-
gassdga 22,5°-0s szoget zdr be az OA szérral.
Mivel az ADC, és az AOT, hasonld, ezért
ADCS = AOTX = 22,5° igy:

g22,5°= 2
CD

AC =5-1g22,5°=2,07 cm.

A képkeret belsd oldala:
DE=AB-2-AC = 45,86 cm.

A keretbe elhelyezhetd vaszon teriilete:

45,86
DE-OP _, " 2.1g225
2 2
A szamolasok elvégzése utan azt kapjuk, hogy a vészon teriilete koriilbeliil 1,02 m?2.

’

T=8Tppo=8" ~10154,86 cm?.

(FF) Az ABCDEF szabdlyos hatszog O kozéppontjét tiikrozziik az
oldalfelez$ pontokra, igy az dbra szerinti KLMNPQ szabdalyos
hatszoget kapjuk. Ha az AB oldal felez6pontja G, akkor OG
az ABO szabdlyos haromszog magassaga, ezért:

0G:8-?:4ﬁ:6,93cm.

A tiikrozés miatt G az OK szakasz felezGpontja, amibdl:
OK =83 ~13,86 cm.

Az OKL hiromszog szintén szabdlyos, ezért a KLMNPQ hatszog
oldalainak hossza:

83 =~ 13,86 cm.
Végiil a KLMNPQ hatszog teriilete:

(83)-(843)- L2
T=6 . 2 _ 2883 ~ 498,83 cm2

A keletkezd hatszog teriilete koriilbeliil 498,83 cm?.

CFT) a) A hiromszog kdzépvonalai a hdromszoget négy egybevagd

haromszogre bontjdk (1d. dbra), ezért ha az oldalfelez6 pontok g
F, G és H, akkor:
Tanc —4.
A F B



b) Ha az ABCD négyzet oldalfelezS pontjai F, G, H és I, akkor:
7:48CD =2.
TrGhr

¢) Haaz ABCDEFG szabdlyos hatszog oldala a, akkor a hatszog

tertilete:
2B

o e 2 _ 33

ABCDEF 2 )
A hatszog oldalfelezd pontjai altal kozrefogott GHIJKL
hatszog szintén szabdlyos, és O kozéppontja egybeesik az
ABCDEF hatszog kozéppontjaval. Mivel az OGH,, is sza-
balyos, ezért a GHIJKL hatszog minden oldala ugyanakkora,
mint OG.

Az OG szakasz magassdg az ABO szabdlyos haromszogben, ezért:

0G:§.

A GHIJKL hatszog teriilete:

a 3)2. 3
2 2 N3
Tohykr =6+ 5 = ] -2,
A két hatszog teriiletének ardnya:
33
Tapcper _ 2 _4
ToHikeL N3 ) 3
8

d) Az ABCDEFGH szabdlyos nyolcszdg oldalfelez6 pontjai
a JKLMNOPQ szintén szabdlyos nyolcszoget fogjak kozre,
ezért ha a nyolcszogek kozos kozéppontja T, akkor a JKT és
az ABT hiaromszogek hasonlok egymdshoz (1d. dbra). Ebbdl

adodoan: E ) ﬂ
AB AT’
Az ATJ derékszogli hdromszogbdl:
sin67,5° = E
AT

Visszahelyettesitve az els§ egyenldségbe:

2K 67,50
AB

—

H C
G
F B

.........................



Ezt tgy is megfogalmazhatjuk, hogy az ABCDEFGH nyolcszbget egy A= sin67,5° aranyd
hasonlésdgi transzformacié viszi 4t a JKLMNOPQ nyolcszogbe. Mivel hasonld sikidomok
terliletének ardnya a hasonlésdg aranyanak négyzete, ezért:

T, .
TapcpEFGH
azaz
];\BCDEFGH — 1 ~1.17
. 2 2 .
TikLunopg — SIn~67,5°

e) Asorozat tagjait a,, jeloli. A d) feladat levezetésébdl lathatjuk, hogy a két sokszog hasonld egy-
mashoz, a hasonlésag ardnyat ugyantgy szamolhatjuk ki, mint ahogy a nyolcszog esetében tettiik.

180°

A sokszogek kozos kozéppontjandl kialakuld szog ebben az esetben nem 22,5° hanem ,
n

a hasonldsag (amelyik az eredeti sokszoget a kzéppontok éltal kdzrefogott sokszogbe viszi ét)

ardnya pedig sin (90° _130 ), ezért:
n

1 1

a,= — = —.
sin? (900 - 180) cos? (180)
n n

0

— 0° a koszinuszfiiggvény folytonossaga miatt pedig:

(1 80")
cos — 1.
n

Ha n tart végtelenbe, akkor 180
n

Az a,, sorozat hatdrértéke 1.

a c
@8 b) ) 4
H H H H
E E E a E a
‘ G % G % 6 " g
K V K V
A A A A
’ c c c ) ¢
B B B B
a) A sikmetszet a BFHD téglalap. A téglalap FH oldala a kocka egyik lapatldja, ezért:
FH =5J2 = 7,07 cm,
igy a sikmetszet teriilete koriilbeliil 35,35 cm?.
b) A sikmetszet a PKHG téglalap. A téglalap GP oldala a GPF derékszogli haromszogbdl:
GP =./5%+2,5% =5,59 cm,
igy a sikmetszet teriilete koriilbeliil 27,95 cm?.

c¢) A sikmetszet eziittal is a PKHG téglalap, amelynek teriilete koriilbeliil 27,95 cm?.

d) A BPQ sik akocka CD élét annak R felezGpontjaban metszi, ezért a sikmetszet a BFOR tégla-
lap. A sikmetszet teriilete koriilbeliil 27,95 cm?.



G0 a) Az ABC, oldalait és szogeit a szokdsos médon
jeloljik. A HGC,, derékszdg, befogéi a és b, b
igy a hdromszog egybevdgd az ABC,-gel,
tehat teriiletiik is megegyezik. Megmutatjuk, 4
hogy az ADI, és FEB, teriilete is ugyan- ] AP<T80° -
akkora, mint az ABC, teriilete. b N
a
Az ADI,-ben Al=b és AD = c, tovibbi £
IADX = 180° — o, ezért teriilete: C

bc-sin(180°— ) bc-sina b
Thpr = ) = > . H

Ao
Q

Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon éppen g J 180°-5

az ABC, teriilete szerepel, ezért:

Lipr=Tipc-

Ugyani ondolkodva:
syamey 8 ac-sin(180° - fB) ac-sinf
Trpp = 2 = > >

azaz:
Trgp = Typc-

Ezzel igazoltuk, hogy a HGC,, ADI, és FEB, teriilete megegyezik az ABC, teriiletével.
b) A DEFGHI hatszog teriiletére:
TperGur =4 Tapc + Tamc + Tscor + Tapep =

=4-%+b2+a2+c2=(a+b)2+c2.

A feltételek szerint a + b = 10, ezért:

Lathat6, hogy a hatszog teriilete akkor a lehetS legkisebb, ha az ABC, étfogéjdra rajzolt
c oldali négyzet teriilete minimalis. Pitagorasz tétele alapjan azonban c? = a2 + b2, majd
felhaszndlva, hogy a befogdk 0sszege dllando:

2=a’+(10 - a)*=2a® - 20a + 100 = 2- (a — 5) + 50.

A teljes négyzetté alakitott sorrdl leolvashatd, hogy az ABC, 4tfogdjara rajzolt négyzet teriilete
legaldbb 50 cm?, és pontosan akkor a legkisebb, ha @ = 5 cm, és ebbdl kovetkezéen b =5 cm.

Osszefoglalva: a DEFGHI hatszog teriilete minimalis, ha az ABC,, egyenl§ szdrt, azaz befogéi
5 cm hossziak. Ekkor a hatszog teriilete 150 cm?.

a) El6bb az ABC hegyesszog haromszoget vizsgéljuk. Az ACBX
a haromszog koré frhaté korben a C-t nem tartalmazé AB kor-
iven nyugvé keriileti szog. Ugyanezen a koriven nyugszik
az AAB< is, igy a kertileti szogek tétele alapjan:

ACB< =AAB< = .
Thalész tétele alapjan az ABA’ haromszog derékszogd, ezért
a CAT), és az AAB, két szoge megegyezik, tehdt a két harom-
szog valéban hasonlé egymdshoz.




Tompaszogl haromszog esetén a T pont a BC oldalon kiviil
fekszik. Ebben az esetben a CAT,-ben:

ACT< =180° - 7.
Az AABC négyszog hirnégyszog, ezért szemkozti szogeinek
Osszege 180° amibdl:

AAB¥ = 180° -,
ami mutatja, hogy a CAT, és AAB, szbgei ezuttal is egyen- Y
16k, igy a két haromszog hasonlé egymashoz.

b) Felhaszndlva a CAT, és AAB, hasonldsdgit, azt kapjuk, hogy:
AT _AC o Mg b _ bc

—= b=— = m,=—.
AB AA ¢ 2R 2R
Az ABC, teriilete:

T=%"  amibsl T =%
2 4R

c) Derékszogli haromszogben a T pont egybeesik a C, az A’ pont pedig a B csticcsal, ezért
a CAT, és AAB, nem jon létre. A derékszogi hdromszogben ¢ = 2R, ezért:
7-9b_ab c_ab c _abc
2 2 ¢ 2 2R 4R
A teriiletképlet derékszogl haromszogre is érvényes.

ity a) A korhoz egy kiilsé pontjabdl hizott érintészakaszok hossza c
megegyezik, ezért:

AD=AF=x, BD=BE=y é CE=CF=z.
A haromszog oldalai az érintGszakaszok segitségével:

y+z=a, (1)
x+z=b, (2)
x+y=c. (3)

A kapott egyenldségek megfeleld oldalainak dsszegébdl:
2x+y+z)=2s, tehat x+y+z=s.

Ha az utols6 egyenl&ségbdl rendre kivonjuk az (1), (2) és (3) egyenldségek megfelelS oldalat,

akkor adodik, hogy: .
x=s—-a, y=s—b és z=s-c.

Eppen ezt kellett igazolnunk.
b) Ezittal is felhaszndljuk, hogy egy kiilsé pontbdl a kérhoz

huzott érintdszakaszok egyenlS hossziak, ezért:

AG=AH, BG=BK ¢és CH=CK.
Ezek alapjan:

2-AG=AG+AH=(c+BG)+ (b+ CH) =
=(c+BK)+(b+CK)=c+(BK+CK)+b=
=c+a+b=2s,

tehdt AG = AH = s, amit bizonyitani kellett.
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¢) Az O pont a hdromszog belsd szogfelezdinek
metszéspontja, ezért:

OBD< =E.
2

A Q pontilleszkedik a B csicsndl taldlhaté
kiils6 szog szogtelezGjére. Mivel a harom-
sz0g egy belsG, valamint a mellette fekvd
kiils6 szogének szogfelezje merdleges egy-
masra, ezért OBO< =90° amibdl kovetke-
zik, hogy a BQG< szdrai pdronként merd-
legesek az OBD< széraira, azaz a két szog
merdleges széari szogpart alkot, ezért:

BOG% = OBD% = g

(nyilvénval6, hogy mindkét szog hegyesszog). Lithatd, hogy a BOD, és a QBG, szdogei meg-
egyeznek, ezért a két haromszog valéban hasonlé egymashoz.
d) Az a) feladat 4brdja alapjdn:
a-r b-r c-r_r-(a+b+c)_r s

Tipe=Tgep+ Tropp + Thpp =—+ —
ABC = pco T fcao T faBO T, ) 5 2

e) A c) feladat dbrdja alapjan ABQC négyszog teriiletét kétféleképpen is felirhatjuk:
Tipoc =Tapo + Taco, lletve Typoc = Tipc + Ipco-

Mivel az ABQ »-ben és az ACQ ,-ben az AB = ¢, illetve az AC = b oldalakhoz tartoz6 magassdg
egyardnt 7, hosszisagu, ezért:

c-r, b-r, (b+c)r
Typoc =2 +—4 = a. (1
ABOC™ 2 2 M

Mivel a BCQ ,-ben a BC = a oldalhoz szintén r, hosszisdgd magassag tartozik, ezért:

a-“r
Typoc = Tape + 2“ . @

(1) és (2) alapjan:

b+c)r, a-r
AL AL/ NS P/
) ABC 7
majd kifejezve az ABC, teriiletét:
TABcz(b+c)-;a_a.ra =b+§—a_,h=w.,h=(s_a).rw

f) A BOD, és OQBG, hasonl6sdga alapjan (lasd a c¢) feladat dbrajat):

r__s=b rer, =(s—b)-(s—c).
s—c
L r . > .
A d) feladat alapjan r = —, mig az e) feladat alapjan 7, = , igy:
S f—
Ll by s-on
s s—a

amibdl dtrendezés utdn:
T?=s-(s—a)-(s=b)-(s—c) = T=s-(s—a)(s—b)-(s—0).
Ezzel igazoltuk Heron képletét.




(I Ha a P pont egybeesik az AC 4tl6 felezSpontjdval, akkor DP

4270

az ACD,, mig BP az ACB, egy-egy sulyvonala. A hdromszog
sulyvonala megfelezi a haromszog teriiletét, ezért:

Tipp=Tcpp € Typp = Tcpp-
A két egyenldség megfelel oldalainak dsszeaddsa utdn lathatjuk,

hogy:
Tygpp = Tpcpp-

ezért az AC 4tlé P felez6pontja megfelel a feltételeknek.

Huzzunk ezutdn parhuzamost az AC szakasz felezGpontjan at

a BD 4tloval. A parhuzamos metssze a CD oldalt E-ben, a CB oldalt pedig F-ben. Legyen
P’ az EF szakasz egy tetszdleges pontja. Ekkor a DBPP’ (vagy a DBP’P) négyszog trapéz, igy
a DBP, és DBP’, ko6z0s DB oldaldhoz ugyanakkora magassag tartozik, ezért a két hdromszog
teriilete is egyenld. Ebbdl kovetkezik, hogy:

Tygpp = Tppa + Tpgp> = Tppa + Ippp = Tippp:

azaz ha a P’ pont az EF szakaszon véltozik, akkor az ABP’D négyszog teriilete dllandd, igy
az EF szakasz minden pontja megfelel a feltételeknek.

Végiil megmutatjuk, hogy az ABCD négyszog belsejében nincs
D

tovabbi olyan pont, amelyre teljesiilne a feladat feltétele. Nyilvan-

valé, hogy ilyen pont nem lehet az ABD, belsejében. :

Ha a Q pont a DBFE trapéz belsejében van, akkor biztosan

taldlunk az EF szakaszon olyan P’ pontot (lisd dbra), amelyre ¢
a DBP’, belsejében tartalmazza a Q pontot.

Ekkor a DBQ , teriilete kisebb, mint a DBP’, teriilete, igy az / F

ABQD négyszog teriilete is kisebb, mint az ABP’D négyszog ¥
teriilete.

Ha viszont a Q pont az EFC, bels6 pontja, és a BQ szakasz
az EF szakaszt a P’ pontban metszi, akkor lathatd, hogy:

Tppo > Tpgp-

igy az ABQD négyszog teriilete biztosan nagyobb, mint az ABCD
négyszog teriiletének fele. A

Ezzel megmutattuk, hogy kizardlag az EF szakasz pontjai felel-
nek meg a feltételnek.

Jeloljiik az atlok hajlasszogét @-vel, tovabba legyen az O pontot
a csucsokkal 6sszekotd szakaszok hossza rendre:

oC = €1, OA = €, OB =f1 és OD :f2

Ekkor a megfelel§ haromszogek teriiletére igaz, hogy:
_ fi-e,-sin(180° — @)

Typo > ;
e+ f> -sin(180° — @)
Tepo = > .



Az ABCD négyszogon beliil kialakulé mésik két haromszog teriiletére igaz, hogy:

e - fi-sing
TBCO:%
e, -sing
TDA0=—2 22 .

B

Mivel sin(180° — ) = sin ¢, ezért a két-két ,,szemkozti” négyszog teriiletének szorzata:

firey-sing e -for-sing _e-ey-fi-fo

-sin¢

Tipo - Trpo =
ABO " {cDo B )

4

e fi-sing fr-ep-sing _e-ey-fi-fy

s

Teco  Tpso =
Bco " 1pAo ) B

A ,,szemkozti” négyszogek teriiletének szorzata valoban egyenld.

a) A 4270. feladat allitdsa alapjén:
TypoTcpo = Teco " Tpaos
azaz
8-2=4-T,,
amibdl
Tpao = 4 cm?.

Az ABCD négyszog teriilete:
8+2+4+4=18cm?%

YABD=7:430+TDA0:8+4: 1201‘112,

Tapc = Tapo + Tpco =8 + 4 =12 cm?,

b) Mivel
valamint
ezért

Typp = Thpc-

4

-sinZ¢

Ha a két hdromszog k6z6s AB oldaldhoz az ABD,-ben m,, az ABC,-ben pedig m, magassdg

tartozik, akkor:

2

2

Ez azt is jelenti, hogy a C és D pontok ugyanakkora tdvolsagra vannak az AB szakasztol, ezért
CD pérhuzamos AB-vel. Ebbdl kovetkezik, hogy az ABCD négyszog valdban trapéz.

a) A metsz6 sik az A, P és Q pontokon kiviil
még a kocka DH és BF éleit metszi. Ha a stk
a DHéltaz R, a BF élt az S pontban metszi,
akkor a stkmetszet az ASPOR 6tszog.

b) A QP szakasz kozépvonala a HFG,-nek,
ezért QP parhuzamos a kocka HF lapatl6-
javal. Mivel egy sik parhuzamos sikokbdl
parhuzamos egyeneseket metsz ki, ezért
az APQ sik a kocka ABCD alaplapjanak
sikjat is egy HF-fel parhuzamos egyenesben
metszi.

.........................



Ebbdl kovetkezik, hogy haa QR egyenes a DC egyenest az X, a PS egyenes a CB egyenest
pedig az Y pontban metszi, akkor XY parhuzamos HF-fel és igy parhuzamos a BD lapatl6-
val is. Ekkor azonban az ABDX négyszog paralelogramma, ezért:

DX=BA=18cm és BY=DA =18 cm.

Vizsgédljuk meg az XDR és QHR hiaromszogeket. Mindkét hdromszog derékszogd, valamint
az R csucsndl 1évd szogeik csticsszogek, ezért a két hdromszog hasonlé egymdshoz. A meg-

feleld oldalaikra:
DR _DX _

HR HOQ
ezért az R pont a DH él D-hez kozelebbi harmadolépontja, igy:
DR=12cm és HR=6cm.

E]

Ugyanilyen megfontoldsbdl:
BS=12cm és FS=6cm.

Az ASPQOR 6tszog minden oldala dtfogdja egy-egy olyan derékszogli hdromszognek, amelynek
befogéi illeszkednek a kocka éleire, igy mar konnyen kiszamithatjuk az 6tszog oldalait:

OP =492 +92 =92 (=12,73 cm),
PS=0R=+/92+62 =313 (=10,82 cm),
AR = AS =+/18% + 122 = 613 (= 21,63 cm).
Mivel az RSBD négyszog is paralelogramma (sGt igazabdl téglalap), ezért:
RS =182 (= 25,46 cm).

Az 0tszog terlilete az RSA egyenl( szard haromszog, valamint
az RSPQ hurtrapéz teriiletének Osszege.

Az RSA, teriiletét Heron képletével szamolhatjuk:

Trsn = (6913 +942) - (02)” - (6313 - 902 =
=54/17 (=222,65cm?).

Az RSPQ hirtrapéz teriiletéhez sziikségiink van a trapéz QT
magassdgara. Az RQT derékszogl hdromszogben:

_182-9V2 _ 92
2 2
Pitagorasz tétele alapjén:

2
oT = \/(3\/13)2 - (%j - 3\/¥ (=8,75 cm).
Az RSPQ trapéz teriilete:

Az ASPQR 06tszog teriilete:
Tyspor = W17 + @ =17 - % (~ 389,63 cm?).

RT (= 6,36 cm).




A kor és részeinek teriilete — megoldasok

Az abrik alapjan egy paralelogramma teriiletével kozelithetjiik a kor teriiletét. A paralelogramma
egyik oldala r, a mésik oldala a kor keriiletének nyolcadrésze. Ha a korcikkek kdzépponti szogét
csokkentjiik, akkor a paralelogramma szdgei egyre jobban ,,megkozelitik” a 90°-os szoget, igy
a paralelogramma hatarhelyzete egy téglalap. A fentiek alapjan a kor T teriiletére a kovetkezd
becslést adhatjuk:

T

—=r-K

=r- ~rerem=r2-
1 nyolcadkors aMibSl T =7 Ky, azaz T=r-r-w=r*-m.

a) t=14,18 cm?, i=5,67 cm;

b) 1=169,65 cm?, i~ 28,27 cm;

c) t=405,57 cm?, i=62,40cm;

d) t=3351cm?, i=8,38 cm;

e) t=203,58 cm?, i=22,62cm.

a) o= 85,94% b) o =1299,95° c) a=120,03°
11,18 cm?, illetve 67,36 cm2.

A hir hossza 12,90 cm. A nagyobb korszelet teriilete 435,96 cm?.
a) T =74,99 cm?; b) T = 254,47 cm?.

111,33 cm?.

351,86 cm?.

A kisebb korgy(r( teriilete 167 = 50,27 cm?, a nagyobbé 247 = 75,40 cm?.

A motivumokat egy 1157 = 361,28 cm? teriilet( részen helyezték el.

a) 125 Ft-ba; b) 540 Ft-ba; ¢) 160 Ft-ba; d) 955 Ft-ba.
Lathatd, hogy a gyakorlatban a pizza dra nem egyenesen ardnyos a teriiletével.

A hdaromszog koré irt kor sugara kétszer akkora, mint a beirt kor sugara, ezért teriiletiik ardnya 4.

I Az aszfaltozdsra varé teriilet a kvetkezs részekbdl tevédik dssze: 8 darab téglalap alakd rész
a pavilon oldalai mentén, illetve 8 darab korcikk alaki rész a pavilon sarkaindl. Egy-egy téglalap
alaku rész szélessége 0,5 m, hosszisdga 2 m, igy a téglalap alaku részek teriiletének 6sszege:

7,=8-0,5-2=8m?

Akorcikkek sugara 0,5 m. A szabdlyos nyolcszog egy belsé szoge 135°-0s, ezért egy korcikk kozép-
ponti szoge:
360° — (135° +90° + 90°) = 45°.

P

Mivel 8-45°=360° ezért a pavilon nyolc sarkdndl 1évé korcikkekbdl éppen egy 0,5 m sugart kort
lehet ,,0sszedllitani”. A korcikkek teriiletosszege ennek megfelelGen:

T,=05% 7~0.8 m2.

Osszesen 8,8 m? teriiletd részt kell leaszfaltozni.



a nagyobb teriilet(ié:

refe(557])

Felhaszndlva az a2 — b = (a + b) - (a — b) azonossagot, a két teriilet ardnya:
R+r—2r‘R+r+2r

1 2 2 _R+3r
T 2R+R+r 2R-R-r 3R+r
2 2
a) Ez a kor a két koncentrikus kor kozépkore, amelynek sugara:
r+R
rl =
2

o

A korgyird szélességét felez6 kor sugara a két hatarol6 kor sugardnak szamtani kézepe.

b) Ha a keresett kor sugara r,, akkor:

en-r’nm _r
nororer_ro
R>m-r}-m R

amibdl a tortek eltiintetése és egyszer(sités utan:
r22-R— r2.R=r-R2—r- r22.
Az r,-t tartalmazo tagokat egy oldalra csoportositva:
r22-R+r-r22:r-R2+r2-R,
r22-(R+r):r-R-(R+r),

=r- R,
ry=~r-R.
A korgytrit r: R teriiletardnyu részekre osztd kor sugara a két hatarold kor sugaranak mértani

kozepe.

o

c) A korgyir( teriiletét felez6 kor sugardt r3-mal jeldlve:
R>w—r{-nw=r} n-r’m,
amibdl egyszer(sités és rendezés utan:

5 R?2+7r? R? + r?
”'3 = = r3= .
2 2

A korgyrd teriiletét felezS kor sugara a két hatdrol6 kor sugardnak négyzetes kozepe.

d) Mivel a kapott kozepek koziil a mértani a legkisebb, anndl nagyobb a szdmtani, végiil a négy-
zetes a legnagyobb, ezért:
r <r 1 <r 3.
Megjegyzés: A kozepek kozott ezittal egyenlGség nem fordulhat el§ a R > r feltétel miatt. A ko-
rok koziil a legkisebb a ,,bels¢” korhoz van kozelebb, az a) feladatban kapott kor a hatdrold
koroktdl egyenld tdvolsdgra van, mig a ¢) feladat kore a , kiils§” hatdrold korhoz van kozelebb.
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iiit) a) Az azonos szinnel jelolt részek teriiletosszegét konnyebb
kiszamolni, ha az azonos szineket egymas mellé forgatjuk (1d.
abra). A tabla fekete része két korgytrticikket alkot. Mindkét

rész a megfelelS korgy(r(d teriiletének fele, ezért a feketével
jelolt teriilet:

[312-232) . 7+ (182 -102) -z ]=
= 3287 ~1030,44 cm?

le

N | =

b) A zolddel megjelolt részek teriiletdsszege:
T2=(102—52)-7r+%-[(362—312)-7r+(232—182)~7t]=
=3457 ~1083,85 cm?2

c) A pirossal megjelolt részek teriilete kdzvetleniil is szamolhato, de akdr gy is, hogy a ,.legkiils§”
kor teriiletébdl kivonjuk a tobbi szinnel megjelolt részek teriiletét. A legnagyobb kor tertiilete:

T=36%-7=12967 =~ 4071,50 cm?2.
Mivel a kék és fekete részek teriilete megegyezik, ezért a piros teriiletrészek dsszege:
Ty=T-2-T, - T, = 12967 — 6567 — 3451 = 2957 = 926,77 cm?.

Bence a piros részt az aldbbi valdszintiséggel taldlja el:
Ty _ 295

= =(,2276.

T 1296

a) Jeloljiik az eredeti hungarocelltébla sarkait az A, B, C és D

pontokkal, a két kivdgott kor kozéppontjat O-val és Q-val.

Az O kozépponti kor az ACB egyenl§ széarti derékszogd

haromszog beirt kore. A kor r sugarat az ACB hdromszog

teriiletébdl szdmolhatjuk ki. Mivel a haromszdg befogéi 2 m
hosszuak, ezért:

Tycp=2m?
Ha a haromszog keriiletének felét s jeloli, akkor:
s=%=2+x/§z3,41 m.

Az ismert teriiletképlet alapjan:

Ty 2
AR - _5 [3-059m.
" K 2442 V2 m

Az egyik céltabla teriilete:

T=02-v2) 7=1,08m?
tehat a tablanak koriilbeliil
-100 = 46%-a

2-1,08
2

veszett karba.



b) Egy céltablan a pirosra festett rész teriilete:
2
Fj-nzOsz%
3

2
2
2 (2],
T (3 ) s
2oz 9

valészintséggel taldlja el. A legértékesebb (piros) rész taldlatdnak valdszintisége:

UER

c) Marci a sarga részt

2o 9

Lathat6, hogy Marci a sdrga részt 5-szor akkora valdszintiséggel talélja el, mint a pirosat.

() a) A virdgtarté tetejét teljes egészében lefedd terit6k koziil
a hdromszog koré irhat6 kor sugara a legkisebb. Az ABC sza-
bélyos haromszog koré irhaté kor O kozéppontja egybeesik
a hdromszog magassagpontjaval, valamint beirhat6 korének
kozéppontjaval is. Ha a C csicsbdl indulé magassdgvonal
talppontja 7, akkor az AOT derékszogli haromszog A csu-
csanal 30°-0s szog van, ezért ha a kortilirt kor sugara R, akkor:

AT
cos30° = —,

R= # =20,21 cm.

A virdgtartét lefedd legkisebb kor alaku teritd teriilete koriilbeliil 1282,82 cm?.

zZ.2

b) A virdgtarton elférd legnagyobb kor alapu cserép r sugara megegyezik az ABC,-be irt kor
sugardval. Az AOT derékszog( haromszogbdl:
r

tg30° =
A

i
r=£-§z10,100m.
3 2

A legnagyobb virdgcserép alapteriilete koriilbeliil 320,70 cm?.

7 2

c) Ateritd és a virdgeserép alapkore sugardnak ardnya 2.

d) A teritd teriilete a virdgcserép alapteriiletének 4-szerese.

CFED) A korcikkbdl kivaghat6 legnagyobb kor érinti a hatdrol6 korivet,
valamint a korcikk két sugarat. Ebbdl kovetkezik, hogy a kiva-
gand6 kor Q kozéppontja illeszkedik a korcikk kozépponti szo-
gének szogfelezGjére. Ha a korcikk sugardt R, a korét r jeloli,
tovabba4 a korcikk hatdrol6 korivével valo érintési pont E, az OA
sugdrral pedig F (ld. dbra), akkor az OQF derékszog harom-
szogben:

sin30°=— = r %
0Q 2




Mivel az O, Q és E pontok egy egyenesre illeszkednek, ezért:
O0Q=0E-QE=R-r,

P

18y«

_R-r 5
2 3
A korcikk teriilete:
e RZ. 7r,
6
a beirt kor teriilete:
R?-&
= ,
9
a hulladéké pedig:
RZ.&

Thanagex =T — 1= T

igy a hulladék a korcikknek 33,33%-a.

(B a) Az aldbbi dbran berajzoltuk az ABCD négyzet oldalfelezd

pontjait, valamint az i{gy kialakult FGHI négyzetet. A satiro-
zassal megjelolt rész teriilete jol lathatdan feleakkora, mint
az eredeti dbrdn megjelolt részek teriiletdsszege. Ha az ABCD
négyzet oldala a, akkor az dbran sziirkével jelolt korszeletek
teriiletosszege az ABCD négyzetbe irt kor, valamint az FGHI
négyzet teriiletének kiilonbsége, azaz:

2 2 ~
7] A I B =
2 2 4

Az eredeti dbra sziirkével jelolt sikidomainak teriiletosszege:

2-T=a2-7t—_2,
2

ami a négyzet teriiletének 57%-a.

b) Az ABCD négyzetbe irt koron kiviil esd részek teriiletosszege:

2
T=c12—(2 -7t=a2-4_7r.
! 2 4

A koron beliili részt 6sszesen 8 korszeletre bonthatjuk, melyek
koziil az abran sziirkével jelolt 2 korszelet teriiletosszege

2

az IH atmér6jd, U kozéppontd félkor és az IHO derékszogi
haromszog teriiletének kiilonbsége, azaz:

2
(aﬁ) a.a

4 71'_2 2=a2-ﬂ_2
2 2 16 -

Az eredetileg sziirkével jelolt részek teriiletosszege:

T2 =

4 16
A négyzetnek tehdt pont a fele, azaz 50%-a van beszinezve.

4-m -2
T=Tl+4-T2=a2(—+4- )

AN
N

7



B a) Az OAQB négyszdg minden oldala 12 cm, ezért a négyszog
rombusz. A rombusz OQ é&tlja szintén 12 cm, AB 4tl6ja
pedig az AOQ és BOQ szabélyos haromszogek magassagai-
nak Osszege, azaz:

V3

AB=2:12-=== 12V3 (=20,78 cm).

Az OAQB rombusz teriilete:

212

Toagn = ~124,71 cm?).

b) A sziirkével megjelolt rész az OAQB rombuszra, valamint 4 darab egybevagd korszeletre bont-
haté. Egy ilyen korszelet teriilete kiszdmolhat6 a 60°-os kozépponti szoggel rendelkezd korcikk,
valamint a 12 cm oldald szabdlyos haromszog teriiletének kiilonbségeként, azaz:

V3
2. Y2
122.7 12

== 22=247r—36\/§ (13,04 cm2).

A sziirke rész teriilete:
T =Tyupp+4-t=T2/3+96m — 14443 =967 — 724/3 ~ 176,89 cm?

D A hérom kor kozéppontja dltal kdzrefogott ABC, oldalai a suga-
rakbol adédnak: AB=5cm, BC=7 cm, AC =6 cm (Id. dbra).
Ha az érintési pontokat E, F és G jeloli, akkor a feladat a kor-
ivek dltal hatarolt EFG sikidom teriiletét kérdezi. E sikidom

tertiletét megkapjuk, ha az ABC teriiletébdl kivonjuk az ABC,, c
csucsai mint kozéppontok koré irt korcikkek teriiletét (az egyik

ilyen korcikk példaul az A kozéppontii o kozépponti szogd, 2 cm A A
sugaru korcikk). 4

Az ABC, teriiletét Heron képletével szdmolhatjuk:
Typc=9-4-2-3=6J6 (=14,70 cm?).
A hdromszog szogeit koszinusztétellel szdmithatjuk ki:
cosor = % = % amib6l o =~ 78,46° ST
A haromszog tovabbi szogei: f=57,12° y=44,42°

A haromszog csucsai koré irt korcikkek tertilete:

2. 7.
ta=2—naz2,74 cm?,
360°
2. .
tﬁ=3 id Bz4,49cm2,
360°
2. .
zy=4 'Y 6,20 cm2
360°

Ha az ABC, teriiletébdl kivonjuk a korcikkek teriiletét, a korok altal hatérolt sikidom terii-
letére 1,27 cm? adédik.



(TR A telek teriilete 225 m2. Az édbra jeldléseit
]

() ) Egy hold alaku tészta teriiletét Gigy szdmolhatjuk ki, hogy

kovetve tegyiik fel, hogy Béla bacsi az 6nt6z6-
berendezést az O pontba, a telek A cstcsdhoz
rakta legkdzelebb. A meglocsolt teriilet a kdvet-
kezd részekre bonthaté: az 1 m oldaldi AGOH
négyzet, a 4 m hosszu atfogéval rendelkezd
EOG és FHO egybevagd derékszogd harom-
szogek, valamint az O kozéppontd, az dbran
a-val jelolt kozépponti szogli, 4 m sugard
korcikk.

Az AGOH négyzet teriilete 1 m?.
Az EOG hiaromszogben:

cosf = i amib8l S =75,52°

Az EOG (és a vele egybevagd FHO) harom-

szog teriilete: )
1-4-sinf3

Tro = ~1,94 m2,

A korcikk alakd rész kozépponti szogére:
o =360°-90°-2f3=118,96°
teriilete pedig: )
4o
Tisreire = 3600 16,61 m*.

Béla bécsi az ontozSberendezéssel koriilbeliil
1+2-1,94+16,61 =21,49 m?
teriiletd részt tud meglocsolni a kertjébdl, ami a kertnek kortilbeliil 9,6%-a.

a 4 cm sugaru kor teriiletébdl kivonjuk a két metsz4§ helyzetd
kor kozos részének teriiletét. A két kor kozos része tovabb
bonthaté az ADBC rombuszra (ld. dbra), valamint négy
egybevago korszeletre; az egyik ilyen korszeletet a BC hir
vagjale az A kdzéppontu, 60°-os kdzépponti szoggel rendel-
kez6 korcikkbdl. A korcikk teriilete:

4.z
Tisreikk = 6 8,38 cm?

Az ABC szabdlyos hdromszog teriilete:

&

42.

Tue=— 2 —4/3~6,93 cm?,

ezért a megfeleld korszelet teriilete:

— ~ 2
Tktjrszelet - Tkércikk - Y;XBC - 1’45 cm-.

Az ADBC rombusz teriilete kétszerese az ABC hdromszog teriiletének, azaz:
IADBC = 8\/§ = 13,86 sz.



A két szomszédos kor kozos részének teriilete:

T,

= ~ 2
metszet — 7:A.DBC +4- Tk(jrszelet = 19,66 cm~.

Egy hold alaku tészta teriilete:
42. 7 - 19,66 = 30,61 cmZ.

b) A két kor kozos részébe irt EFGH négyzet
teriiletét kérdezi a feladat. Az dbra szimmet-
rikus az AB egyenesre, valamint az AB sza-
kasz O felez8pontjara. Mindezekbdl kovetke- H

zik, hogy az O pont egyben a négyzet k6zép- 4
pontja is, ezért AOGX = 135°. Haa GO sza- 1
kasz hosszét x jeloli, akkor az AOG harom- |77 AT 2 %0
szogben a koszinusztétel alapjan:

AG? = AO? + GO? - 2-A0-GO - cos135°, E
2

42=22+x2+2-2~x-7,
amibdl rendezés utan:
x2+242-x-12=0.
Az egyenlet megoldésai:
x =14 -2 & x,=-14 -2
Mivel x, negativ, ezért:
x=+14 -2 =233 cm.
Az EFGH négyzet atl6ja 2x, ezért a négyzet oldala:
a=x\/§:(x/ﬁ—\/§)-\/§=2ﬁ—2z3,29crn.
A négyzet alaku tésztdk teriilete:
a?=32-8J7=10,83 cm?

A térfogat fogalma, a hasab és a henger térfogata
— megoldasok

a) Akocka lapatléja: 7,52 = 10,61 cm.
b) Akocka testatlGja: 7,543 = 12,99 cm.

a) Akocka felszine: 1200 cm?.
b) Akocka térfogata: 20002 =~ 2828,43 cm?,

a) Akocka felszine: 100,77 cm?.
b) Akocka térfogata: 68,82 cm?.

Akétkocka éle 7 cm és 12 cm.
A négyzetes oszlop térfogata: 250 cm?.

A téglatest felszine: 286 cm?.

........................ . 80



TERGEOMETRIA

A tekercs 162 g aluminiumbdl késziilt.
Egy raklapnyi tégla tomege: 1,085 tonna.

a) A téglatest térfogata: 1080 cm?.
b) A téglatest felszine: 636 cm?.

a) Ahasdb felszine: 724/3 + 720 ~ 844,71 cm?

b) A hasdb térfogata: 720v/3 = 1247,08 cm®.

a) Ahaséb felszine: 17283 + 6048 ~ 9040,98 cm?.

b) A hasdb térfogata: 36288+/3 = 62852,66 cm>.

a) A hasab felszine: 18/91 + 760 = 931,71 cm?2.

b) Ahaséb térfogata: 180V91 = 1717,09 cm3,

A hasab egy éle: 5 cm.

A hasdb térfogata: 3888 cm?.

A ferde hasab térfogata: 5508,32 cm?.

A forgastest térfogata: 1257 = 392,70 cm3, a felszine: 1007 = 314,16 cm?.

a) A forgistest térfogata: 3607 = 1130,97 cm?, a felszine: 1927 = 603,19 cm?,
b) A forgastest térfogata: 3007 = 942,48 cmd, a felszine: 1707 = 534,07 cm?.

A pohdrba megkozelitSleg 1,70 dl viz fér.

A korhenger térfogata: 2887 = 904,78 cm?, a felszine: 1767 = 552,92 cm?.

A korhenger térfogata lehet 10807 = 3392,92 cm? vagy 27007 = 8482,30 cm?.
A bogre térfogata megkozelitSleg 3,85 dl, igy elfér benne a kakao.

A korhenger felszine: 231,83 cm?, térfogata: 225,08 cm?.

A henger térfogata: 4257 = 1335,18 cm?.

A henger térfogata: 15367 = 4825,49 cm?.

CEFA) @) Atest 81+ 12-3 =44 egységkockabdl 4ll, tehdt térfogata 44 térfogategység.

b) Az eredeti kocka 6 oldallapjabol 6- (52 - 32) =96 teriiletegység maradt meg, ehhez még a 12 él
mentén beliil 12-6 =72 teriiletegység adddik, tehat a test felszine 168 teriiletegység.

(P Az dbran lathat6 a éld kocka HB testatlojanak a G csdcst6l mért H
tavolsdga GT. A BGH derékszogl haromszog teriiletét kétféle- a G
képpen felirva: 3 w
a3 -GT _a- a2
2 2
/31633 _a-a2 c
2 2 A
a=20. B

A kocka térfogata 8000 cm?.



(EFE) BefektetS Béla mobiltelefonjanak térfogata:
V=abc=108,8-462-11,7 = 58 810,75 mm? = 58,81075 cm?.
a) Az aranyrud tomege:

m=YV-p=1135,05 gramm.

b) Az aranyrid 135,05 = 36,49 uncia tomegl, amelynek dra:

31,103
36,49-1161-182 = 7710410 forint.
¢) A 7000 tonna arany térfogata 362,69 m3. Ha ennyi aranyat hézagmentesen elhelyeznének
a 10x20 méteres medencébe, akkor ,,csak” 1,81 m magasan dllna benne az arany, tehat a teljes
mennyiség elférne az tiszOmedencében.
A csomag hosszusdga legyen 3x, szélessége 2x, magassaga x:
2-3x+4-2x+6-x+20=260 = x=12.
a) A csomag oldalélei: 36 cm, 24 cm és 12 cm.
b) A becsomagolashoz sziikséges papir teriilete:
A 2-(ab+ac+bc)
0,96 0,96 -
_2:(36-24+36-12+12-24)
- 0,96

=3300 cm? = 33 dm2

c) A téglatest testatldja:
e=a+ b2 +c? =362 +242 + 122 = 44,90 cm,

tehat nem fér el a csomagban egy 50 cm hosszu rdd.

Legyen a téglatest ABCD lapjanak két éle 3x
és 4x hosszusdgi. Az édbra jeloléseit haszndlva
lathatjuk, hogy a BDH, egy szabdlyos harom- G
sz0g fele. A haromszog hosszabbik befogdja E

az 5x hosszuisdgu lapatld, a rovidebbik befogd

a téglatest harmadik éle, az 4tfogo pedig a tégla-

test testatldja.

A haromszogben ismert Osszefiiggések alapjan c
a téglatest harmadik élének hossza: A

4x
HD:@:E:%cm, B
2 2

illetve a téglatest 50 cm-es HB testdtljdra fenndll:

50~?=5x = x=5/3
A téglatest éleinek hossza: 153 cm, 203 cm és 25 cm.
a) A téglatest felszine:
A=2-(ab+ac+bc)=2-(15J3 2043 +15J/3 - 25+ 2043 - 25) =
=1800 +1750+/3 =~ 4831,09 cm?.
b) A téglatest térfogata:
V=a-b-c=15/3-20/3-25=22500 cm’.



CEF) Legyen a négyzet alapu egyenes haséb alapéle a,

a
oldaléle m hosszdsagu. < a2 4>

A sikmetszetek teriiletébdl:
a2 -m =602
aa? +m? =65 '

m
Az egyenletrendszert megoldva: a =5, m = 12. L[
a) Ahaséb felszine: A =2a”+ 4am =290 cm?, Q>
a \
b) Ahasab térfogata: V=a?-m =300 cm?.

a2 +|m?

2 . gin2 54°
Az 6tszog teriilete: T=5- w
2-sin72°

a) A hasab felszine:

2. cin2540
A=2T +k-m=2.5-5 505 4022 ~1100,22 cm?
2-sin72°
b) Ahaséb térfogata:
82 .sin2 54° 3
V=T -m=5-———-22=2422 43 cm",
2 -sin72°

() a) A szabdlyos nyolcszog alapd hasab
alapéle: a=2-15-sin22,5%

2.qG o
fedSlapjanak teriilete: 7 =8- 15%45
A bevonando feliilet:
2. o
T+8-am=8- 12504 ¢ 5 15.6in22.5°.8~1371,15cm?

b) A szabdlyos tizsz0g alapd hasab
alapéle: b=2-15-sin18%

fedSlapjanak teriilete: 7°=10- M
A bevonand¢ feliilet:
T°+10-bm’ = 10~152'S¥+ 10-2-15-sin18°-10 =~ 1588,31 cm?>
1588,31

A Vera 10. sziiletésnapjara késziilt tortdn a bevonand¢ feliilet 37115 100 - 100 = 15,84

)

szédzalékkal lesz nagyobb, mint a 8. sziiletésnapjara készitett tortan.

(EFX) Ha a haséb alapéle a, akkor a befestend teriilet:
23
t+Apalést=T+2,5-3-a=6,28 m2
Rendezés utdn a megoldandé mésodfoku egyenlet:
V3 -a%+30a-25,12=0.

Az egyenlet pozitiv megolddsa 0,80. A hirdetSoszlop alapéle 80 cm.



CEEID) Mivel a hasab két oldallapja 70°31°-0s szoget zar be, és a teriiletiik ardnya 2 : 3, az alaplap olyan
haromszog, amelyben két oldal hosszat felirhatjuk 2x és 3x alakban, a két oldal éltal bezért szog
pedig 70°31".

Mivel a has4b harmadik oldallapjanak teriilete 120 cm?, és a hasdb magassdga 20 cm, a haromszog
harmadik oldala 6 cm hosszu.

A koszinusztételt felirva a hdromszdgben:
6% = (2x)* + (3x)> = 2-(2x)- (3x) - c0s 70°31"” = x=2.
Az alaplap oldalélei 4 cm, 6 cm és 6 cm hosszidak.
A haséb térfogata:
V:T-m:%'20:226,26cm3.
A csatorna keresztmetszetének teriilete:

a+c 6+8
2 : mtrapéz = T :

T= 3=21m2

a) A csatorna egy 6ra alatt legfeljebb annyi vizet tud elvezetni, amennyi egy 21 m? alapteriileti
és 1,4-3600 = 5040 m magassdgui hasdb térfogata:

V=T-m=21-5040 = 105 840 m°.

b) Ha a csatorna félig van vizzel, akkor a viz egy olyan trapéz alaki keresztmetszeten folyik le,

8 P ..
=7 m, magassiaga 1,5 m. A keresztmetszet teriilete:
7+6

amelynek alapjai 6 m és

T -1,5=9,75m?
fgy a csatorna 4ltal egy 6ra alatt elvezetett vizmennyiség annyi, mint egy 9,75 m? alapteriilet(
és 0,9-3600 = 3240 m magassdgu hasdb térfogata:

V=T"-m=9,75-3240 = 31590 m>.

Akocka éle a =10 cm. A feladatban megadott sik az dbran lathato
kockat két a magassdgu hasdbra vagja ketté.

A PEHQFG hasdb alaplapja a PEH derékszogl hdromszog,
a5

amelynek befogdi a és a hosszusaguak, atfogdja pedig
hosszisagu. 2
A PEH haromszog teriilete és keriilete:

T = & kppy= 243
PEH 4 PEH 9 2

x> MNIQ T Iam

A PEHQFG hasab térfogata és felszine:

3
a
VeerorG = Tppn - @ = i 250 cm?,

a (3_a+a\/§) _4+5

APEHQFG=2'TPEH+kPEH'a=2'?+ > ) a > a*=311,80 cm?.

Az ABCDPQGH haséb térfogatat megkapjuk gy, hogy a kocka térfogatabdl kivonjuk a PEHQFG
haséb térfogatit:




Az ABCDPQGH haséb alaplapja a PADH derékszog( trapéz, melynek teriilete és keriilete:

3a? , 56 a5
TpapH = e € kpapy = 5 + -

Az ABCDPQGH hasab felszine:

3a2 (5a /5
Apseproci =2 Tpapu +kpapr - a=2- 4 (? + T) o

_8+5

a?=511,80 cm2

(EEB) A paralelepipedon alaplapjdnak teriilete:

T=15-30-sin42°
A paralelepipedon magasséiga:
m=24-sin75°
24
B 1)

A paralelepipedon térfogata:
V=T-m=15-30-sin42°-24-sin75° =

—~ 3
~ 6980,37 cm”. %

CEE} Ha az dszomedencében 90 cm magasan dll a viz, akkor a benne 1év6 viz térfogata:
V=r?-2-m=18"7-0,9m
a) Mivel a csapbél éranként 30-60 = 1800 liter = 1,8 m3 viz folyik, a medence ennyi vizzel
2. 7.
1,82-7-0,9 ~5.00
1,8

oOra alatt tOlthetd fel.

b) A vizdijunk éves emelkedése:
6-V-542=6-1,827-0,9-542 = 29791 forint.

2~ oz 2

CEED Az a éld épitdkocka térfogata egyenls egy olyan henger térfogatdval, amely alapkorének sugara
11 cm, magassdga 1 cm:

A=rtazm=112%711 = a=724
Bendeguz épitSkockdja 7,24 cm éld.

CEE) A maximalisan felfoghat6 csapadék mennyisége:
Vi=T-m;=120-8-10"3 = 0,96 m>.
A hordo térfogata:
V=rl g my = 0,42 7-1,2 = 0,60 m?,
tehat a hord6 megtelt esdvizzel.
A kad egyszeri festéséhez a kad paldstjat és alaplapjat kétszer kell lefesteni. Hairomszori festéshez
a lefestendd tertilet:
A=3-2-(> m+2r-m-m)=3-2-(0,75% n+ 1,57-1,5) = 53,01 m?,

ennek lefestéséhez 2,39 kg festék sziikséges.



CEED A cs6 kiilsé dtmérdje 5,4 + 0,6 = 6 cm, tehdt az elkészitéséhez sziikséges fém térfogata:

V=n-(rt = r2) Mg = m- (32 = 2,72) - 200 = 1074,42 cm?.

A csé tomege:
m=V-p=1074,42-72=7736 g= 7,74 kg.

CEED) A henger magassdga:
m =20-sin 80°
az alapkorének sugara:
. 20cm
r=10-sin80°.
A henger térfogata:
V=r2 1 -m=6001cm’.

(EI) A fahasdb alaplapjdt a parhuzamos sikok hdrom részre osztjdk.
A mellékelt dbrdn lathat6 szinezett korszelet 77 teriiletének meg-
hatdrozasahoz el6szor ki kell szdmitanunk az o = AOBX kozEp-
ponti szoget.

Mivel az atmér6t az AB hir harmadolja, az AOB egyenl§ szaru
hidromszog AB oldaldhoz tartoz6 OT magassdga 5 cm, igy:

cos % = > = o =141,06°
2 15
A korszelet teriilete:
141,06° 152 -sin141,06°
3600 2
Az egyik levéagott rész térfogata:

T =152.1 =~ 206,26 cm?.
Vi =T myq = 9281,7 cm?,
my=V;-p=9281,7-0,71 = 6590 g = 6,59 kg.

A masik levagott rész ezzel egybevagd, tehat ugyanekkora a tomege.

tomege:

Az egész hasdb térfogata:
V=152 7-45 = 31808 cm?,

m=V-p=31808-0,71 =~ 22580 g = 22,58 kg.

A harmadik rész tomegét megkapjuk tigy, hogy az egész fahasab tomegébdl kivonjuk az m; tdmeg
kétszeresét:

tomege:

my=m-2-m; =940kg.
A keletkezett részek tomege: 6,59 kg, 6,59 kg és 9,40 kg.

(BB A téglatest élei legyenek a, b és ¢ hosszusaguak. A feladat feltétele szerint:

a+b+c=18, valamint e=+a?+b?%+ 2 =/110.
Mivel
(@a+b+c)i=a’+b>+c%+2-(ab + ac + be),
az el6zGeket felhasznalva:
182=110+ 2 (ab + ac + bc).

A téglatest felszine:
A=2-(ab+ac + bc) =214 cm>.



(EIA A téglatest éleinek hossza legyen a, b és c. Az e hosszisagi
testatlonak az élekkel bezart szoge legyen o, 3 és 7.

A szdgek koszinuszai:

a b c
cosge=—, cosf=—, cosy=-—.
e e e

Mivel e =+/a? + b? + ¢2, a koszinuszok négyzetdsszege:
2 32

a- b
o +cos?B+cos’y=—+-—=+—==1.
2 e?

COS2

s

a) Az el6zbek alapjan:
c0s223° + cos272° + cos2y=1 = y=76,17°
A testatlonak a harmadik éllel bezart szoge 76,17°.
b) A téglatest éleinek hossza:
a=80-c0s23° b=80-cos72° és ¢=80-cos76,17°
A téglatest térfogata:
V=803 cos23° cos72°-cos76,17° = 34 813,88 cm?.

(&8 a) A romboédert hat egybevagd rombusz haté-

rolja. Egy rombusz teriilete: g &
T ombusy = 182+ $in 60° = 1624/3, F
tehat a romboéder felszine:
A=6-T s, = 616243 =9723 =
“T

=1683,55 cm?2 s
18

b) Az abran lathat6 ABCDEFGH romboéder tengelyesen szimmetrikus az ACGE testatl6 sikjara,
ezért az E csicsb6l az ABCD alaplapra bocsédtott merdleges T talppontja rajta van
az AC lapatlén. Az E csucsbol az AD oldalélre bocsatott merSleges talppontja legyen K.
A hdrom merdleges egyenes tétele alapjdn K7 egyenese is merSleges az AD oldal egyenesére.

Az AKE derékszogl hdromszogben:
AK =18 cos60°,
EK =18 -5in60° = 9V/3.
Mivel ABCD rombusz, és T pont rajta van az AC lapatlon, ezért a KAT< =30° Az ATK derék-
sz0gl hdromszdgben:
KT = AK -tg30° =18 - cos60° - tg30° = 3/3.

A romboéder ET magassidganak hosszit a KTE derékszdgl haromszogbdl Pitagorasz tételével
szamolhatjuk:

m=ET =NJEK> — KT? =|(%3)* - (3J3)" = V216 = 6J6.

A romboéder térfogata:
V =T, ombusy - 1 = 16243 - 6/6 =291612 = 4123,85 cm?



(B A téglatest EC testétlojat tartalmazza az AB éllel parhuzamos H
EFCD sik. Az EC és AB kitér6 egyenesek tdvolsdganak meg-

G
hatdrozéasdhoz elég kiszamitani az EFCD sik és az AB egyene- E

sének d tdvolsagat.

A > c
test A csucsdnak ED lapatlotél mért tdvolsaga. A

Az ADHE sik merGleges az EFCD sikra, igy a d tavolsig a tégla-
Legyen AE = 3x, AD = 4x és AB = 5x hosszisdgd. Az ED lap-
atlo a Pitagorasz-tétel alapjan 5x hosszisagu. Az ADE derékszdgl haromszog teriiletét kétféle-

képpen szdmolva:
3x-4x S5x-d 12
= —4 d =—X.
2 2 5

A feladat feltétele szerint d =2,4 m, igy x = 1.

A téglatest élei 3 m, 4 m és 5 m hosszuak, igy a téglatest térfogata:
V =abc = 60 m>.

Az dbrédn lathat6é kocka éle legyen a hossziisdgu. Pitagorasz
tétele alapjan az F' és D csucsoktdl a feladatban szerepld élek

felezGpontjanak mindegyike ? tavolsagra van, tehdt az FD

szakasz felezGmerdleges sikja mind a hat pontot tartalmazza.
A felez6pontok sikbeli hatszoget hatdroznak meg.

A hat felez6pontot rendre 0sszekots szakaszok mindegyikének
hossza feleakkora, mint a kocka egy lapatldja, tehat a hatszog
mindegyik oldala egyenld hosszu.

Ezen hatszog koré kor irhatd, mivel a kocka éleinek felez6pontjai a kocka kozéppontjétdl feleolyan
tdvol vannak, mint a kocka egy lapatljdnak hossza.

Az a sikbeli hatszog, amely koré kor irhat6 és oldalai egyenl hossziiak, szabalyos hatszog. Ezzel
az éllitdsunkat bebizonyitottuk.

Képzeletben vagjuk a nagy a éld kockat 8
egybevago kis kockdra. A 4345. feladat alapjan
tudjuk, hogy az 4j test lapjai minden ilyen kis
kockat szabalyos hatszogben metszenek.

a) Akis kockdt metszé sik a kis kockat két egy-
bevago testre vagja szét, mivel a létrejott
egyik test a mésiknak a kis kocka kozép-
pontjdra vonatkozd tiikorképe. Ebbdl kovet-
kezik, hogy a két rész térfogata is egyenld.

Minden kis kocka térfogatanak fele tartozik
az Uj testhez, tehdt a test térfogata:

3 3
vaL 12 geaemd
2 2

b) Az qj testet hatdrolé négyzetek 4tl6i feleolyan hossziiak, mint a nagy kocka éle, tehét teriilete:

Tnégyzet = 9



Az 1j testet hatarold nyolc szabélyos hatszdg oldaléle a nagy kocka lapatl6janak negyede, tehat

teriilete: 5
a2
( 4 )\B 3V3-a?
Thatszbg=6' 4 = 16

A test felszine:

A=6"Tosayser + 8 Thassog =018 +8-273/3 =

=108 + 216v/3 ~ 482,12 cm?2

Legyen a haséb alaplapja a oldald szabélyos
haromszog.

Ha a haromszogbdl szabdlyos tizenkétszoget
akarunk késziteni, beirhaté korének sugara leg-
feljebb akkora lehet, mint a szabdlyos harom-
szogbe irhat6 kor sugara.

Mivel a szabdlyos hdromszog 120°-ra nézve,
a szabdlyos tizenkétszog pedig 30°-ra nézve
forgasszimmetrikus, ezért a haromszogbdl ki
lehet vdgni egy olyan szabdlyos tizenkétszoget,
amelynek beirhaté kore egyben a hiromszog
beirhat6 kore is.

Ennek a kornek a sugara a szabalyos hiromszog
magassdgdnak harmada:

Lol a3_af3
3 2 6

a) A szabdlyos tizenkétszog b oldaléle egy olyan egyenl§ szard haromszog alapja, amelynek
szarszoge 30° az alaphoz tartoz6 magassiga pedig r.

Ebbdl kovetkezben:
b=2r-tgl5°= ? -tg15°=0,15 m.
A haséb alapéle 0,15 m.

b) Az elszéllitand6 hulladék térfogata a hdromszog alapu és tizenkétszog alapu hasédb térfogatdnak
a kiilonbsége:

a’-3 b-r
V:Théromszég'm _Ttizenkétszﬁg.m:m.( 4 _12'7 =
a3 150. ¢ 3
@B, 5 e
= . —12 =
4 2

12
= 1’54 L (B - 4-1g15°) = 0,2476 m® = 247,6 dm?

A hulladék tomege:
Myyiladek = V- p = 247,6 2,85 = 705,66 kg.



LRIE) A téglatest €lei legyenek a, b és ¢ hosszusaguak.
[rjuk fel a szamtani és mértani kozép kozti osszefiiggést az ab, ac és be pozitiv kifejezésekre:

W > 43[ab -ac - bC,

2-(ab+ac+bc)>6-Ja?-b2-c2,

A>6-3V2

Egy téglatest felszine mindig nagyobb vagy egyenld, mint a térfogata négyzetébdl vont kobgyok
hatszorosa.

Mivel ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, egyenlGség akkor €s csak akkor 4ll fenn, ha az ab,
ac és bc kifejezések szdmtani és mértani kozépe egyenld.

Ismert, hogy ez csak akkor teljesiil, ha:
ab=ac=bc & a=b=c.

A 125 cm? térfogati téglatestek koziil az 5 cm éli kocka felszine a legkisebb.
A henger alapkorének sugara legyen r, magassiga m.

A henger felszine:
A=2r-m-(r+m),

A henger térfogata:
V=r?nm-m.

A térfogat kifejezésébe helyettesitsiik be m-et, igy a térfogatot r fiiggvényeként irjuk fel:

V(r)=r2”(i_ )=r.é—r3'ﬂ5 VGIR+.
2r-m 2

Ennek a fiiggvénynek ott lehet maximuma, ahol az elsé derivaltja O:
A
2

V(ir==—-3r2-m1.

. . ’ A .
Pozitiv r-eket tekintve, ennek a fiiggvénynek r = r helyen van zérushelye.
b1

Az elsé derivalt elGjele, ha 0 < r < Ii, akkor pozitiv, ha /i < r, akkor negativ, tehat r = ,i
6m 6r 61

esetén V(r) fiiggvénynek maximuma van.

Az egyenld felszind egyenes korhengerek koziil annak a térfogata maximalis, amely alapkorének

sugara:
fA
r=,—,
6r
A A /A IA
m= —r= — | — =2 —.
2r-mw A 6m 6r
2- f—-n
6r

A henger térfogata tehat akkor a legnagyobb, ha alapkorének atmérdje €s magassaga egyenld hossza.

magassiga:




A gula és a kip térfogata

A tablazat hidnyz6 adatai:

Alaplap Alapél Oldalél Testmagassag Felszin

négyzet 10 cm 534 cm 22.cm 100 + 20~/509 ~ 551,22 cm?
négyzet 2 dm 26 cm 2119 cm 1360 cm?

négyzet 1010 = 31,62¢cm 30 cm 20 cm 1000 + 200~/65 ~ 2612,45 cm?
négyzet 20 cm 2,491~ 44,32cm 42 ¢cm 400 + 80+/466 ~ 2126,96 cm?
ﬁéfgﬁl‘s"z’g ; 12 dm 87 ~2117cm 20 cm 363 + 36103 = 427,71 o
ﬁé"rlgﬁ]"s"z’g ; 18 cm 15 cm 3/13=10,82cm 324+ 8143 ~ 464,30 cm?
ﬁg"t“;’g‘g’s 12.cm 434 = 2332 ¢cm 20 cm 2163 + 724127 = 118552 cm?
ﬁé";‘;’f{'}g’s 24.cm 30 cm 18 cm 864473 + 432/21 = 3476,16 cm?

a) A Kheopsz-piramis térfogata:

1% =T’Tm ~2655317 m3 =~ 2,66 km>.

Térfogat

@ 73333 0m®

% V119 _ 290899 cm?

20000

2= 6666,67 cm3

5600 cm?
240+/3 ~ 415,69 cm3
814/39 = 505,84 cm3

1440+/3 ~ 2494,15 cm?

5184+/3 ~ 8978,95 cm?

b) A Kheopsz-piramis alaplapjanak és az oldallapjanak a hajlasszoge megkozelitSleg 52°.

a) A gila felszine:

A= Ty + Apage =100 (V2 + 1) = 241,42 cm?
b) A giila térfogata:
V= TT’" =39 _ 166,67 cms
a) A gula alapéle: 18 cm.
b) A gila felszine:
A= Ty + Apargsy =324 + 10813 = 713,40 cm?

A tdblazat hidnyz6 adatai:

Alapkor sugara Kap magassaga Alkoto hossza Felszin Térfogat
6 cm 10 cm 2434 ~ 11,66 cm 127-(3+/34) ~ 332,92 cm? 1207 = 377,00 cm®
1045 ~ 22,36 cm 20 cm 30 cm 1007-(5+ 345) ~ 3678,24 cm? 10300 7 = 1047198 cm®
7com 571 ~ 16,58 cm 18 cm 1757 = 549,78 cm? 24571 _ g0 99 o
10.cm 2.dm 10/5~2236cm  100z-(1+5)=1016,64 cm? @;z ~ 2094,40 o3
8cm 6cm 10 cm 1447 ~ 452,39 cm? 1287 ~ 402,12 cm3



a) Az egyenes korkup felszine: A = 163,30 cm?2.

b) Az egyenes korkip térfogata: V= 138,73 cm?.

A koktélospoharba megkozelitSleg 6 dl ital tolthetd.

a) A forgastest felszine: A =300x = 942,48 cm?, térfogata: V =240rx = 753,98 cm3.

b) A forgistest felszine: A =90rm = 282,74 cm?, térfogata: V = 1007 = 314,16 cm?.
P .y 10

a) A forgaskup alapkorének sugara: r = 3 = 3,33 cm.

b) A forgaskup nyilasszoge: ¢ = 49,25°.

c) A forgaskup térfogata: V = %n ~ 84,62 cm’.

d) A forgaskup felszine: A= %n ~118,68 cm?

125J15
kN3

A forgaskup kiteritett paldstjanak kdozépponti szoge 216°.

A forgdskip térfogata: V = =91,05 cm?.

a) Az egyenes korkip felszine: A =~ 802,46 cm?.
b) Az egyenes korkip térfogata: V = 1487,44 cm?.

(EA Tekintsiik a mellékelt abrat. A Pitagorasz-tétel megforditasa alapjan £
az ACE),, egy olyan egyenlG szdru derékszogd haromszog, amely-
nek befogdéi 18 cm hossziiak. A gula testmagassdga az alaplap
AC étlojanak a fele:

m=§:¥=9\/§.

a) A giila felszine az alaplap és négy 18 cm oldald szabdlyos
hdromszog teriiletének az osszege:

A=T + Ay =182 +4 =182 (1++/3) = 885,18 cm2

1823
4

b) A gula térfogata:
Vv

. 2.9.
_T-m_18-9 */5=972\/§

3 ~1374,62 cm?.

CE[E) Tekintsiik a mellékelt 4brdt. Legyen a gila alapéle a hosszu-
sagu. Az EFG,, afeladat szovege szerint szabalyos hdromszog,
igy a gula testmagassdga a szabdlyos haromszog magassiga:

m= %, illetve az oldallapok magassdga a szabalyos harom- b

szdg a oldala: m, = a.
A gula térfogatdbdl adéddan: C
2 a\/§ A Q) a

. a’- == F
y=lm o g2 o
3 3

R
*
o



a) A gila magasséaga:

m:§:4\/§z6,93cm.
b) A gula b oldaléle az AFE derékszogl haromszogbdl szamithato:

2
b=~AF2+EF? = @ +a? =42 + 82 =80 = 4/5 =~ 8,94 cm.

c) A giila felszine:

. 2
A=T+A a2+4~%=82+4~%=1920m2.

paldst —

(Ef) Ha a gila alaplapjanak teriilete 7, akkor egy oldallap teriilete 3 T. 5
Igy a giila felszine: 4

A=T+3-%T = 202,65=§T = T=6235cm?%

A gula alaplapja a oldald szabédlyos haromszog, ezért:

c
2, 2.
7=V 5= L pem !
A
A gila m testmagassidgdnak meghatdrozdsahoz szamitsuk ki ’ B
az oldallap m, magassagat az oldallap teriiletébdl:
3 a-m, 3
T ==T, azaz O=-"T = m,=17,79.
oldallap 4 ) 4 o

Az édbra jeloléseit haszndlva a gila testmagassdganak S talppontja az ABC szabdlyos hdaromszog
sulypontja.

A stlypont a haromszdg AF stlyvonaldnak a csucstdl tdvolabbi harmadolépontja. Az SFD derék-
sz0gl haromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan a guila m testmagassdga szamithato:

2
m=~/DF? - SF? = \/7,792 - (# - %) ~ 6,98 cm.

Igy a giila térfogata:

|4 =145,07 cm3.

_T-m_62,35-6,98
3 3

CE[H Az ABC alaplap egyenld szard derékszogid hdrom-
szog, 4tfogdja: AB = 104/2, az atfogéhoz tartozd
magassaga pedig az atfogé fele: CF = 5/2.

Mivel az ABC alaplap és az ABD oldallap bezart
szoge 45° az FCD hiromszog is egyenld szaru
derékszogil haromszog. A

A giila testmagassaga: ‘
m=CF =5J2.

B

Az ABD oldallap magassaga:
m,=DF =CF -2 = 10. A



A gtla térfogata:

y=1-M_ 23 ~117.85 cm?

A gula felszine:
10-5V2 105210
2

A=Typc+2-Tycp+ Typp=50+2-
=50-(1+2v2) = 191,42 cm?,

A befedendg feliilet egy olyan szabdlyos 6toldali guila paldstjanak K
a terlilete, amelynek az alapéle 2 m.

Hasznéljuk az édbra jeloléseit. A guila magassagénak talppontja
a szabdlyos 6tszog koriilirhat6 korének T kézéppontja. Az ABT
egyenl§ szard haromszog alapja AB =2, a T-nél 1év{ szarszoge
360°

=72° Ahdromszog TF magassaga: TF =

tg36° %
F
A TFK derékszogli haromszogben ismert TF befogo, illetve
az F cstcsnal 16v6 szog: 4

e TF 1
cos48°  tg36°-cos48°

A palést teriilete: |

. tg36°-cos48° 5
2 tg36° - cos48°
10,28-10

Tpalést =5-Typx =5- ~10,28 m2

A tet6 befedéséhez (a veszteséget is figyelembe véve) =115 cserepet kell vasarolnunk.

B

Tekintsiik az dbra jeloléseit. Legyen AB =20 cm
és BC =12 cm, felezGpontjaik rendre F és G,
valamint a testmagassag talppontja 7.
A gila magassédga a térfogatbdl szdmithato:
3V _3-1200 _
T 12-20
Mivel a gula csicsdbdl az alaplapra bocsatott
merdleges talppontja a téglalap atldinak metszés-
pontja, a gila minden oldaléle egyenl$ hosszu, vagyis az oldallap haromszogek egyenld szardak.

15cm

Jpa

a) A felszin kiszdmitdsdhoz meg kell hatdroznunk az ABE illetve a BCE oldallapok magasséigait.
Az EFT derékszdgii hdromszogbdl:

EF =JET? + FT? =\/15% + 62 = 3J20.
Az EGT derékszogli haromszogbdl:
EG =~JET? + GT? =152 + 102 = 5J13.

A gila felszine:

20'23“29 +2. 12 z\/ﬁ ~ 779,44 cm?,



b) Az oldalélnek az alaplappal bezdrt o szogét a TBE derékszogli hdromszogbdl szamitjuk.
A TB szakasz az ABCD téglalap 4tldjanak a fele:

TB = % V202 + 122 =234,

Az o szdg meghatdrozdsa: s

m
tgor=—=———
=g T o m
A gula oldaléleinek az alaplappal bezart szoge 52,14°.

= oa=>52,14°

a) A feladatban leirt ,,csillagtest” felszine hat

E
20 cm alapéld, 30 cm magas szabélyos négy- /
oldalu gula paldstjdnak felszine.
Az abra alapjan a fent leirt gila egy egyenl§
szard oldallapjanak alapja 20 cm. A gila 0
magassaga Pitagorasz-tétellel az FTE derék-
szogl hdromszdgbdl szadmithato: ()

$ F
B

m, = J(ET)*+ (FT)2 = 10/10.

A gula egy oldallapjdnak teriilete:

_mﬁowﬁ

Théromszbg

A ,csillagtest” felszine:
A =24 Ty promszog = 24 - 100V10 = 7589,47 cm?,

b) A ,csillagtest” térfogata:

V=Vk0cka+6v

202-30
giila 4

=20°+6- =32000 cm?,

CEIT) Legyen a kocka éle a, a =30 cm.

a) A keletkezett test felszine 6 nyolcszogbdl és 8 haromszog-
bdl all.

A nyolcszog teriiletét megkapjuk gy, hogy az a oldald négyzet
teriiletébdl kivonjuk négy % befogdji egyenl szard derék-

sz0gl haromszog teriiletét:

2
(aj
3) _7a®> _7-900
Tnyolcszﬁg = a2 —4- T = T = T =700 sz.

A hatdrolé haromszogek mindegyike % oldald szabdlyos hdromszog:

- 3 _a*-\J3 9003
haromszog — 4 - 18 - 18

=503 cm?

A test felszine:

A=6-T, =6-700 + 8- 50v/3 = 4892,82 cm?.

yoleszog T 8- Tha’romszég



b) A test térfogatdnak meghatdrozasahoz az a éld kocka térfogatdbdl ki kell vonni a csticsoknal
1év6 nyolc tetraéder térfogatét.

£ 2 . . ‘oz S a Loz PR
A tetraéderek térfogatdnak meghatdrozasahoz tekintsiik alapnak az 3 befogdju egyenld szard
. Ny .. ) . a .
derékszogi haromszoget. A tetraéder magassaga 3’ térfogata:
2
a
(3)

B/ a
T-m_ 2 3 _a

Vtetraéder = 3 = 3 = E (: 166,67 cm3).
A test térfogata:
V = Vi = 8 Viersgaer = @° — 8+ 2 = 779 _ 55666,67 om?
kocka tetraéder 162 31 > .
A gila alaplapjaval parhuzamos sik a gtilabol az alaplaphoz hasonlé sikidomot metsz ki. A hasonlésag
. 15-8 7
aranya =—.
15 15

Mivel hasonl6 sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsdg ardnyanak négyzetével egyenld, az alap-
lap T teriiletére fenndll:

100_(7V 22500
NE 49
A gula térfogata:
s ieros 22500
yoT-m_ 49 _ 12500 595,92 cm?,

A kup alaku tolcsér alkotdja 30 cm, az alapkorének r sugarara fennall:

(o]

2.r-r=2-30-1- 0, innen r:ﬂzlocm.
360° 3

a) A kip magassdga:
m=~/302 —10% =202 = 28,28 cm.
b) A kup térfogata:
r2.mem_(10)2-7-2082 200032
3 3 -
A tolcsérbe megkozelitSleg 2,96 liter pattogatott kukorica fér.

V= 7 =~2961,92 cm3

Ha a soderkiip alapkorének sugara r, akkor a magassagat a fél
nyilasszog segitségével felirhatjuk r fiiggvényében:

,
m= .
tg50°
A kup térfogatara felirhatjuk:
2 3

reemw-m oo T ‘T N r:3wzl,32.
3 3.tg50° T

Ebbdl az alapkor dtmérdje: d = 2,64 m.

V=

........................ . 96



a) Mivel az alapkor atmérdje tobb mint 2 méter, a séder nem fér el a kikészitett folidn.

3 6 -tg50°
r T

b) A soderkiip magassaga:

m= = =1,11m.
tg50° tg 50°

Az dbra szerint az ABC,-ben legyen AB = 30 cm, AC =42 cm,
és a két oldal 4ltal bezart szog 100°.

Mivel a haromszog tompaszogd és a leghosszabb oldala koriil
forgatjuk meg, a keletkezett forgdstest két kipbol all. A kipok 30
alaplapja kozos, valamint az alaplapok sugara a haromszog
leghosszabb oldaldhoz tartoz6 magasséaga.

A hdromszog harmadik a = m; + m, oldaldnak hosszat koszinusz-
tétellel szamithatjuk: 4
a’>=30%+422-2-30-42-cos100° = a=55,69.
A hdromszog teriiletét irjuk fel kétféleképpen:
a-m, b-c-siny
2 2

Ebbdl kapjuk, hogy:
P & m _r_b-c-siny_42-30-sin100°

“ a 55,69
A kup alaplapjdnak sugara 22,28 cm.

=22,28.

a) A forgéstest felszine a keletkezett két forgdskup paldstjabol 4ll:
A=r-m-ay+r-m-ay=r-n-(a; +a,) =
=22.287- (30 + 42) = 5039,62 cm?.

b) Aforgéstest térfogata a keletkezett két forgaskiip térfogatanak az dsszege. Vegyiik figyelembe,
hogy a magassagok Osszege a megforgatott hdromszog a oldaldnak hossza:

2 2 2
re-mw-m re-mw-m r<-mw
LS 2 = <(my + my) =

3 3 3

a) Ha a hidrtrapézt a hosszabbik alapja koriil
forgatjuk meg, a forgdstest egy hengerbdl
és két egybevagd kipbdl 4ll.

r2om

V= -a=28949,18 cm?,

30

A kup alkot6janak hossza: 15 =r

a=157+ 152 =15J2 cm. I— e :

: ‘ mhenger
A forgastest térfogata: §
V= Vhenger +2- Vklip = :

=F2'”'mhenger+2'L3;mkﬁR=
=15%- 740 = 28274,33 cm?>.
A forgastest felszine:
A = Apengerpatist T 2 * Axippalast = 27 0 * Mpenger + 27 - T -a =

=27 T (Mpgpger + @) =215 - (30 + 15V2) = 4826,73 cm?.



b) Ha a hurtrapézt a rovidebbik alapja koriil
forgatjuk meg, a forgdstest egy olyan henger
lesz, amelybdl ,.kivagtuk™ a két kiipot.

60

Mhenger

A forgastest térfogata:
V= Vhenger -2 Vkl’lp =
3
=152 750 = 35342,92 cm’.

A forgéstest felszine:

=r2.7. _9.
=ror mhenger 2

A= Ahengerpalést +2- Akl’lppalést =2r-m- mhenger +2r-m-a=
=27 - 70 (Mpgnger + @) =215 -7+ (60 +15V2) = 7654,16 cm?

LEJ6) Ha a korkidp nyildsszoge ¢, akkor a tengelymetszet teriilete:

a?-sing
Ttengelymetszet = T ’
2. g
5.56=259  hibsl @< 44°,
2 a=4

Az alkoto, a testmagassag €s a sugdr alkotta derékszogld harom-

szogben:

r=4-sin22°=1,50 és m=4-cos22°=3,71.
A kup térfogata:

2. 7.
v:#:s,mm%

A feladatban szerepld két kip hasonlé egymashoz, mivel nyildsszogeik egyenldk. A hasonldsag

ardnya a sugaraik ardnya: % = % Térfogataik ardnya a hasonlésiag ardanyanak a kobe.

A megmaradt rész térfogata a két kup térfogatanak a kiilonbsége:

3 2.
V=V1_V2=V1_@).Vlzvl.(l_ﬂ)_w.ﬁ:12544”

= ~13136,05 cm?,
125 3 125 3

a) Tekintsiik a kip leghosszabb és legrovidebb alkotojat tartalmazo sikmetszetét. Ez a sikmetszet
egy haromszog, melynek oldalai 40 cm, 32 cm és 20 cm hossziak. A 20 cm hossziisdgu oldal-
hoz tartoz6 magassag a kup testmagassaga. Ennek meghatarozasihoz irjuk fel a haromszogben
a koszinusztételt:

402 =322 +202-2-32-20-coscr, ebbsl coso=0,1375 = o =82,1°
Felhaszndlva, hogy m = 32 -sin «, kapjuk, hogy m = 31,70.
A kidp magassdga megkozelitSleg 31,70 cm.
Megjegyzés: m értékét kdzvetleniil meghatdrozhattuk volna a Heron-képlet alkalmazasaval.
b) A kup térfogata:

2.1, 2.1
re-m m=10 T 31’70z3319,620m3.




a) Tekintsiik a mellékelt dbrat. A gila AC és AB élének felezs- D
pontja legyen E és F.
Az E és F pontokon dthaladd, az AD éllel parhuzamos sik H
az ACD és ABD sikokat az AD éllel parhuzamos egyenesben 616

metszi, igy az EH és FG szakaszok az ACD és ABD oldal-
lapok kozépvonalai.

A kozépvonal tulajdonsiga miatt EH = FG = 3./6, valamint A 4 18
a H és G pontok a DC és DB élek felez6pontjai. Hasonldan F 18
HG és EF a BCD) és BCA, kozépvonalai, ezért HG = EF =9.

Tehat az EFGH négyszdg szemben 1évé oldalai egyenl$ hossziak, vagyis a négyszog parale-
logramma.

Vizsgéljuk meg a paralelogramma EG és HF &tl6janak hosszat.
Az FCH és EBG haromszoget vizsgalva:
1. EB = FC, mivel a szabdlyos haromszog stlyvonalai;
2. HC = GB, mivel mindketts egy-egy (egyenld hossziisdgi) oldalél fele;
3. HCF< = EBG<, mivel ezek a teraéder egyenld hosszusagu oldaléleinek az alaplappal bezart
szogei.
Ez alapjan FCH, és EBG, egybevago, tehat HF = EG, vagyis az EFGH paralelogramma
téglalap.
A téglalap alaku sikmetszet teriilete:
T=a-b=3J6-9=27/6 = 66,14 cm>.

b) Az ABCD tetraéder ABC alaplapjanak terii-

D
lete: 9
T=18 '\/§=81x/§. H
4
I
c

Az alaplaphoz tartoz6 DT magassdga az db- C

ran lathaté ATD derékszogli haromszogbdl A
hatdrozhat6 meg. A haromszog atfogéja A A ‘

a tetraéder éle: AD = 66, az AT befogdja B F B
az ABC szabdlyos haromszog magassdgdnak

a kétharmada:

3.2_683

m=1(6v6) - (643) =63

Az ABCD tetraéder térfogata:
T-m_8L/3-63

3 3
Tekintsiik az EFGH sik éltal a tetraéderbdl lemetszett AFEDGH testet. Ezt a gila ABC alap-
lapjénak sikjdval pdrhuzamos HGI sik egy ferde hasdbra és egy gildra osztja.
Az IGHD gula hasonl6 az eredeti ABCD guldhoz, a hasonldsdg ardnya 1:2. Hasonl6 testek
térfogatdnak ardnya a hasonldsdg ardnyanak a kobe:

1
V ==V
IGHD = ¢

AT =

H
N‘g
(SSH N

A Pitagorasz-tétel alapjan:

Vv =486 cm?,




Az MBD és az NBD sikok merdlegesek egy-

Az AFEIGH test egy ferde hasdb, amelynek az AFE alaplapja az eredeti gila ABC alap-
lapjéhoz hasonld, a hasonldsag ardnya 1:2. Hasonlé sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsag
aranyéanak a négyzete: 1

Tare = 4 r.

A hasdb magassdga a giila magassdgédnak fele, igy a hasdb térfogata:
1, m 3 T-m 3
V =_T._=—-—=—V
AFEIGH = 44 "5 =g 73 3

Az EFGH sik 4ltal a tetraéderbdl lemetszett AFEHGD test térfogata:

Lvidvalyoluge-oa3em?
8 8 2 2

Az EFGH sik az ABCD tetraédert két egyenld, 243 cm? térfogati részre osztja.

masra, mert a téglalap sikjaval bezart szogiik
30, illetve 60°.

A tetraéder térfogatdnak kiszdmitdsdhoz elég
meghatdrozni az MBD, teriiletét és kiszami-
tani a tetraéder ezen lapjdhoz tartozé magassig
hosszit.

Az MBD,, merdleges vetiilete az ABD,,, és a két
haromszog sikja altal bezart szog 30° ezért:

12-16
fooo— fABD _ 2 _caf3
MBD ™ 0s30° ﬁ

2

Az MNBD tetraéder N csticsabdl indulé magassdga az MBD és az NBD sikok merSlegessége
alapjan a mellékelt dbra szerint az NQ szakasz. Mivel az NBD sik a téglalap sikjaval 60° szdget
zar be, NOCX = 60°.
Az NQ szakasz hosszat az NCQ fél szabdlyos haromszog alapjdn szdmolhatjuk:

NQO=2-0C.

Az ABCD téglalap BD atl6janak hossza a Pitagorasz-tétel alapjén:
BD =162 + 122 =20.

A QC szakasz a BDC derékszogil haromszog atfogdjdhoz tartozé magassaga, amelyet kiszamit-
hatunk dgy, hogy felirjuk a haromszog teriiletét kétféleképpen:

12-16:20~QC N chﬁ.
2 2 5

Tehat:

NQ:2-QC:%.

A tetraéder térfogata:

96
643 %
t - N
Vyunep = MBD3 : = 3 > - 20458\5 =~ 709,45 cm3,




a) Ahhoz, hogy a padlds térfogatdt meghat4-
rozzuk, vegyiik az E és F pontokon éthalado,
az alaplapra merdleges sikokat. Ezek a sikok
a padlas térfogatat egy haromszog alapu
hasédbra, valamint két téglalap alaku gualdra
bontjédk.

Mivel a tet6 minden oldalrél 60°-os szoget
zar be a vizszintessel, a hasab haromszog alap-
lapja egy 10 m oldald szabélyos haromszog,
magassaga pedig:

m;=20-2-5=10m.

A haséb térfogata:

1023

10 =250/3 m3

Vhasap =71 - 11y =

A két téglalap alakd gulat 6sszetolva egy 10 m alapéld szabalyos négyoldali gulat kapunk.
A gila oldallapjai az alaplappal 60°-0s szoget zarnak be, tehat a giila magassaga a 10 m oldald
szabdlyos hdromszog magassaga:

:%:Sﬁm

my

A gula térfogata tehat:
T-my _102-5/3 50043 4
Vgﬁla = = = m-.
3 3 3
A padlds térfogata 1égkobméterben:

=~ 721,69 m?.

50073 125043
V = Vhaséb + Vgﬁla = 250\/§ + (;\/_ = ;)\/_

b) A tet§ felszinét alkoto lapok sikjai 60°-os szdget zdrnak be a vizszintessel, és ezeknek a viz-
szintesre esd merdleges vetiiletei a 10 m és 20 m oldalu téglalapot adjdk.

fgy a stkidomok merdleges vetiiletének teriiletére vonatkozo 6sszefiiggés alapjén a tet felszine:

= Jaseo 200 _ 450 12
cos60°

B 1
2

-
A tetd befedéséhez a 18% hulladék miatt 400 488 m? cserepet kell vdsdrolnunk.

bl

c) Akupcseréppel 4-AE + EF hosszasdgot kell lefedniink. Az AE él hossza az ATE derékszogid

haromszogbdl szamithato:
AE =[5 +10% =55.
A lefedendd hosszisag:
4-AE+EF =10+4-5J5=10+20J5 m.

Mivel a sziikséges kipcserepek szama:
(10 +205)-5-1,2 = 328,33,

ezért 329 darab cserepet kell megvasarolni.



CEID Legyen a gila alaku ajandéktargy térfogata V. Ha az alaplapjdra dllitott gildban fele magassdg-
ban all a folyadék, akkor ezt Gigy is felfoghatjuk, hogy a gulat elmetszettiik egy, az alaplapjdval
parhuzamos sikkal a magassaganak felénél. Mivel a lemetszett rész az eredetihez hasonld gilat ad,
és a hasonldsdg ardnya 1:2, a lemetszett gila térfogata Gigy ardanylik az eredeti gula térfogatdhoz,

mint a hasonlésag ardnydnak a kobe. A lemetszett rész térfogata tehat §V, a folyadék térfogata
.7
edig —V.
pedig 3
Ha megforditjuk a gilat, akkor tekinthetjiik igy, hogy ismét elmetszettiik az alaplap sikjaval parhu-
zamosan, de most a lemetszett rész térfogata a %V, Innen a hasonldésdg ardnya: %/Z A gildban

ekkor i/g -10 = 9,56 cm magasan 4ll a folyadék.

Ismert, hogy a tetraéder sulyvonalai negyedelve metszik egymadst. Ez azt jelenti, hogy barmely
csdcsot a szemben 1évé lap sulypontjaval 6sszekotve, ennek a szakasznak a lap sdlypontjahoz
kozelebbi negyedelSpontja a tetraéder S silypontja.

A tetraéder cstcsai és a lapok silypontjai a tetraéder S silypontjira vonatkozd A = ~3 aranyu
térbeli kicsinyitéssel feleltethet6k meg egymasnak. Tehdt az eredeti tetraéder €s a lapjainak suly-
pontjai dltal meghatarozott tetraéder hasonl6 egymdshoz, €s a hasonl6sdg ardnya 3

Ismert, hogy hasonlé sikidomok teriiletének ardnya a hasonlésag ardnyanak a négyzete, a hasonld
testek térfogatdnak ardnya pedig a hasonlésag ardnyanak kobe.

Igy a tetraéder lapjainak silypontjai altal meghatarozott tetraéder felszine az eredeti tetraéder
1y 1 . . 1 1
felszinének (gj = g—szerese, térfogata pedig az eredeti tetraéder térfogatanak (3) = E—szerese.

Az dbran lathat6 ABCD szabdlyos tetraéder BC
élén 1évé H pontra igaz, hogy

BH:HC=1:2.

D
\ c
a) Az ADH sik a tetraédert két Gjabb tetra- 8
éderre bontja, amelyek magassdga megegye- 12
zik az ABCD tetraéder m magassagaval. ¢ @
; ; A 12
12 -
B

Ha az ABC, teriilete 7, akkor az ABH,
teriilete %T, az AHC, teriilete pedig %T

Tehat:
1 2
V, == =-YV , valamint V, ==——=-_Y, .
'ABHD 3 3 VABCD AHCD 3 3 VABCD
3

. < . a . fr oz .
Ismert, hogy a szabdlyos tetraéder térfogata V = , gy a két rész térfogata:

1 1 2123

Vapup = 3 Vapep = 371 482 =67,88 cm’,
2 2 J2-123

Varep = 3 Vapep = 3 \/_T =962 = 135,76 cm3.



b) A két tetraéder felszinének kiszadmitasdhoz meg kell adnunk H
az AHD, teriiletét.
Ennek a haromszognek két oldala egyenl$ hosszd, mivel
AH és DH egyarant a 12 cm oldald szabalyos haromszog
egyik csucsét koti Ossze a szemben 1év6 oldal harmadolé-
pontjaval.
Az AHB,-bdl koszinusztétellel szimithaté6 AH:

AH2=122+42-2.12-4-cos60° = AH =4/7.

Az ADH, két szara 47 cm, alapja 12 cm hosszi. A Pitagorasz-tétellel szamithatjuk a harom-
sz0g alaphoz tartoz6 magassagat:

(47’ = 62 =2J10.

Az ADH, teriilete:
220 i

Typu =

Hasznaljuk ki, hogy: 5
Typn = Tppu = 3 Type» lletve  Tyepy=Tpey = 3 Typc»

és frjuk fel a két tetraéder felszinét:

1 5
AABHD=7:4HD+7:43D+2'7;1HB=7:4HD+7ABC+2'§7;XBC=7:4HD+§7:43C_

2,
=12JE+§- 12 4J§ =12J19 + 60+/3 = 156,23 cm?,

2 7
Aprep = Taup + Taep + 2 Tye = Taup + Thpe +2'§7:43€ = Thamp +§TABC =

2,
=12\/E+%-12 V3

=1219 + 843 =~ 198,80 cm?

Tekintsiik a mellékelt 4brat. A keletkezett részek
olyan kupszerd testek, amelyek magassigai
az eredeti forgaskdp m magassagaval egyenlSk.

A két kiipszert test alaplapja az a két korszelet,
amelyet az dbran lathat6 AB hdr hoz létre az
alapkoron. Ezek teriiletének meghatarozdsdhoz
szdmoljuk ki az AB hur és az alapkor kozéppont-
janak d tavolsagat:

_ 25
tg80°
Ez alapjan szdmolhat6 az dbrén 14that6 kisebbik korszelet o kozépponti szdge:
25
cosg=i: tg80 = o=127,69°
2 10 10

A kisebbik korszelet teriilete:
. 127,69° B 102 - sin127,69°

~ 71,86 cm2
360° 2

T,=102-x




A kisebbik rész térfogata:

T;-m _71,86-25
3

A nagyobbik rész térfogatat megkaphatjuk gy, hogy a teljes gula térfogatabdl kivonjuk a kisebbik

rész térfogatat:

V= ~ 598,83 cm?

2.
V, = w ~ 598,83 =2019,16 cm®

BB Legyen a forgaskip és a henger alapkorének sugara r, magassdga m. Ha a forgaskup alkotéja a,

akkor:
a=~r?+m2

A forgdshenger és a forgdskup felszinének ardnya:
Apenger _ 2r-m-(r+m) _ 2(r+m)

Akap rew-(r+a)  r+r2+m?

2(r + m) 8

A feladat feltétele alapjan:

reriem? 5
Ekvivalens 4talakitdsok utdn a kovetkezd egyenletet kapjuk:
1572 - 10r-m —9m> = 0.
Mivel a forgaskuip nyilasszogére van sziikségiink, elég az egyenletbdl %—et, a fél nyilasszog tan-

gensét kifejezniink: )
+
15.@ 107 920 = (Lj _10+£640
m m mj , 30

Mivel a hegyesszog tangense nem lehet negativ:

thZL:10+8\/E:5+4«/10 o 9=99.28°
2 m 30 15

A kup nyildsszoge 99,28°.

Legyen a forgaskup alapkorének sugara r, magassdga m, alkot6ja a. A feladat feltétele alapjan:

2r-m _

r-mw-(r+a)=634,86 és 90.

Ismert, hogy a =+/r? + m?, tehit az els6 egyenlet igy is frhato:

ror- (e m?)=634.86 = r24r Zemt = 0480
T

A masodik egyenletbdl m = %, amit az els6be behelyettesitve:

.
) ) (90)2_ 634,86
re+rere+ |—| =——m,

r T
2
ooy (&) _63486 5

r T

Négyzetre emelés és rendezés utdn r2 = 81. Mivel r pozitiv, r =9. A kiip magassdga m = 20 =10.
r

A kp térf :
up tertogata r2-7r-m_92'7t'10

=270m = 848,23 cm?,
3 3

V=




AXkiilsS kup és a belsd kiip hasonl6, mivel nyildsszogiik egyenld.

Tekintsiik a test tengelymetszetét.
Az dbra jeloléseit haszndlva a TBC haromszog hasonlé a DC’C
haromszoghoz, mivel szogeik paronként egyenldk. A két harom-
sz0g megfelelS oldalai hosszanak ardnya egyenld:

D _TC | cp_cp.TC_3.490_y

CcD TB B 30
A CC’ szakasz hossza a Pitagorasz-tétel alapjan 5 cm. A 7

Ez alapjan a belsé kip magassdga: 40 —3 — 5 =32.

v

C R
30 B

3
A két kip hasonlésdgédnak ardnya, a magassagaik ardnya: % = %, tehdt a térfogataik ardnya: @] .

7 z

A bakelit térfogatat a kiilsé és belsd kipok térfogatanak kiilonbsége adja:
3
4
V= Viiitss ~ Vielss = Vaiitss — (g) “Viiitss =
61 61.302-71'-40

= Vi = = 58567 ~ 18397,17 cm® ~ 18,40 dm?.
125 125 3

a) A test tbmege:
m=p-V=13-18,40 = 23,92 kg.

2

b) Arkhimédész torvénye alapjan ha egy test dtlagos strtisége kisebb, mint a vizé, akkor ugy uszik
a vizen, hogy a test tomegével megegyezd tomegd vizet szorit ki.

Mivel az 4tlagsirtség
m  2392kg kg

Vkﬁls(’)’ - 37,68 dm3 dm3 = Pyiz

pétlag =

ezért a test uszik.

A csucséval lefelé forditott test olyan mélyen meriil a vizbe, hogy a viz alatti forgaskap tér-
fogata 23,92 dm3 = 23920 cm?>. A viz alatti forgdskip hasonl6 a kiils6 forgaskiphoz. Hasonl6-
sdguk ardnya a magassagaik ardnya, amelynek kobe a térfogataik ardnya.

Ha a test 7 cm mélyen meriil a vizbe, akkor:

3
BYB0
40) 37680

A cstucsaval lefelé forditott test 34,37 cm mélyre meriil a vizben.

[kl Legyen a korlapbdl késziilt kip alapkorének sugara r, alkotdja a = 20 cm.
A kivagand¢ korcikk ivhossza éppen a kip alapkorének keriilete:
i=2r-m = r=—.
2r
A Pitagorasz-tétel alapjan a kip magassaga:
m=+a?-r? =202 - r2,

tehdt a kup térfogata:

2.7..0902 _ 2
y=12"2 320 r =§-\/400r4—r6.




Ez utébbi pozitiv kifejezés maximuma helyett elég keresni az aldbbi fiiggvény maximumat:
f(r)=400r* - r® (r>0).

Ennek a fiiggvénynek ott lehet maximuma, ahol az elsd derivaltja O:
£'(r) = 160013 — 675 = r3- (1600 — 62).

Pozitiv r-eket tekintve, ennek a fiiggvénynek r = 16% = /? helyen van zérushelye.

Az els6 derivélt elGjele pozitiv, ha 0 <r < /%, és negativ, ha ? <r, tehat r = ,? esetén

f(r) fiiggvénynek maximuma van.

A kup térfogata akkor maximalis, ha r = I%, vagyis a kivdgando korcikk ivhossza:

i=2r-w=2- %-m

Ebbdl kiszamolhaté a 20 cm sugard korcikk o kdzépponti szoge:

a _o5. B0 L 4=293.94°

360° 3
Egy 293,94° kozépponti szogl korcikket kell kivdgnunk ahhoz, hogy a kup térfogata a legnagyobb
legyen.

2:20-7m-

A csonka gula és a csonka kip — megoldasok

A négyzet alapi csonka giila térfogata: 9250 cm?.

A szabdlyos hdromszog alapti csonka giila térfogata: 570v/3 = 987,27 cm?,
A csonka gula magassdga: 30 cm.

A tartdlyba 2100 liter folyadék fér.

A bura elkészitéséhez 2083,53 cm? viszon sziikséges.

a) A csonka gula egy oldallapjanak a magassiaga: 26 cm.
b) A csonka gila oldalélének a hossza: 26,12 cm.

A csonka gila fedSlapjdnak éle: 7 cm.
A fez 24,71 cm magas.

Az egyenes csonka kup
a) alkotéja: 12,37 cm; b) felszine: 1128,74 cm?;
c) térfogata: 2752,04 cm?.

Az egyenes csonka kip
a) feddlapjanak sugara: 9 cm; b) felszine: 5467 = 1715,31 cm?;
c) térfogata: 11767 = 3694,51 cm3.



Az egyenes csonka kuip
a) magassaga: 10 cm; b) alkotdja: 16,40 cm; c) felszine: 2801,67 cm?.

a) Az egyenes csonka korkip felszine: 23007 = 7225,66 cm?.

b) Az egyenes csonka korkup térfogata: % -7 = 34462,19 cm?>.

A keletkezett forgdstest egyenes csonka korkip, amelynek felszine: 987 = 307,88 cm?, térfogata

9815 -7
3

pedig: ~397,47 cm’.

Az egyenes csonka kup
a) alkotdja: 15 cm; b) magassaga: 13,75 cm; c) térfogata: 17408,35 cmd.
@IE) Tekintsiik az dbran lathat6 ABCDA,B,C,;D, négyzet alapu
egyenes csonka gulét.

Vegylik a csonka gila C; és D, csicsain 4dthaladd, az alaplapra
merlleges LKC D, hurtrapéz sikmetszetét.

A trapéz alapjainak hossza a =12 cm és ¢ = 6 cm, valamint magas-
sdga m =8 cm.

a) A csonka gula oldallapjanak magassdga az LKC|D, trapéz
szara, amelynek hossza a Pitagorasz-tétel alapjan:

a—c2 12—62
m0=\/m2+ (TJ :\/82+ (T) =73 =8,54.

A csonka gila oldallapjanak a magassaga: /73 = 8,54 cm.

b) A csonka gila b oldalélének hosszit a csonka giila BCC, B, oldallapjanak segitségével Pitagorasz
tételével szamithatjuk:

b= \/m02 + (“; )2: \/(\/ﬁ)2+ (%)Z J82 =9,06.

A csonka giila oldaléle: /82 = 9,06 cm.

c¢) A csonka gila oldallapjdnak és alaplapjdnak o hajldsszdge az LKCD, trapéz K cstcsdndl levd
szoge, amelynek nagysaga a TKC; derékszogli hdromszogbdl:

tgor = :§ = o =069,44°

A csonka gtila oldallapjénak és alaplapjanak hajldsszoge: 69,44°.
d) A csonka gula térfogata:

V=%~(T+\/T-t+t)=%~(a2+a-c+cz)=§-(122+12~6+62)=672cm3.
e) A csonka gila felszine:
A=T+t+APalést=a2+cz+4-—m°'(a+c)=122+62+4‘_m‘(;2+6)=

=180 + 3673 =~ 487,58 cm?.
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Hasznaljuk a 4403. feladat jeloléseit: a=12cm, c =4 cm és b =15 cm.
a) A csonka gila oldallapjanak m, magassdga a BCCB, trapézbdl a Pitagorasz-tétel alapjan

szamolhato:
a-cy 12-47

A csonka gila oldallapjanak a magassaga: 14,46 cm.

b) A csonka gula testmagassdga az LKC|D, trapéz magassdga. Hossza a Pitagorasz-tétel alapjan:

=+/193 =13,89.

A testmagassiga: 13,89 cm.

¢) A csonka gila oldaléle és az alaplapja dltal bezart 8 szog a TCC, szdg, amely a TCC; derék-

sz0gl haromszogbdl szinusz szogfiiggvénnyel meghatirozhato:
inp="" = _1123 = B~67,84°

A csonka gtila oldalélének az alaplappal bezart szoge: 67,84°.
d) A csonka gila térfogata:

V:%-(T+\/T-t+t)=%-(a2+a-c+cz)=wz963,21cm3.

e) A csonka gula felszine:

AT 14 A =a?+c244. "0 @D 160432200 = 622.62 cm?

paldst

Legyen a =18 cm, ¢ =10 cm.
A négyzet alapt egyenes csonka giila felszine:
A:T+I+Apalést:az+6'2+4-—mo.(a+C),

amibdl a csonka gila oldallapjdnak m, magassdgdra m, =15 adddik.

A 4403. feladat abrdjat haszndlva a csonka gula testmagassdga az LKC;D, trapéz magassaga.

Hossza a Pitagorasz-tétel alapjan:
209 = 14,46.

A csonka gtla térfogata:
V_E (T +JT -1 +1)= % (@+a-c+ 2)=6OT “209z2910,64cm3.

Mivel a szabalyos négyzet alapti csonka giila alapteriilete 36 cm?2, az alapéle a = 6 cm. A fedélap
teriilete 18 cm?, tehat a fed6lap ¢ éle ¢ =3v2 cm.

Mivel ismerjiik a csonka gula térfogatat, a
V:%-(T+\/T-t +t)=%-(a2+a-c+c2)

képlet alkalmazasaval a magassdga kiszdmithato:

_30-8-v2) (37_ \2) ~ 6,80 cm.
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A 4403. feladat 4brdjat haszndlva, a csonka gila oldallapjdnak magassdga az LKC D, trapéz
széra, amelynek hossza a Pitagorasz-tétel alapjan:

2 2
my = |m?+ (“;CJ :\/6,802+ (#) ~6,86.

A szabdlyos négyzet alapu csonka gula egy oldallapjanak tertilete:

T m,-(a+c)

— ~ 2
oldallap = = 35,13 cm~.

Ha a szabélyos négyzet alapu csonka giila alapéle a = 20 cm, akkor az alaplap teriilete 7= 400 cm?,
a fed6lapé ¢ = 100 cm?, ahonnan a fedélap éle ¢ = 10 cm.

A palast teriilete:
’ Apalést =5-100 =500 cm?,

és mivel négy egybevagd szimmetrikus trapézbdl dll, ezért egy trapéz teriilete 125 cm?.
Az oldallap m, magassdga szdmithato a teriiletbdl:

. 2-T .
Ttrapéz = o (a_+ C) = mg,= trapéz = 2125 = é
2 (a+c) 20+10 3

A 4403. feladat dbrdjat haszndlva a csonka gula testmagassdga az LKC;D, trapéz magassiga.
Hossza Pitagorasz-tétel alapjan:

J ) (a—c)z J(zs)z (20—10)2 20
m= mo — = —| = = —,
2 3 2 3
A csonka gila térfogata:
v—g (T+VT1+1)=" 3 (+a-c+c?)= @Asss 56 cm?,

A félig megtoltott virdgladaban 1évo virdgfold térfogata egy olyan
szabdlyos négyoldalii csonka gila térfogataval egyezik meg, amely-

nek magassiga a csonka giila magassdgéanak fele, m = % =10 cm,

az alapéle 14 cm, a feddlap éle pedig a lada trapéz oldallapjanak
20+14 17 em

a kozépvonala ¢ =
A viragfold térfogata'

V—g (T+T-1+1)="L 3 (a® + ac+cY) = E?-(142+14-17+172)=2410cm3.
A virdgladdban 2410 cm3 = 2,41 liter virdgfold van.
Az egyenes csonka kup alakd badogvodor alapkorének sugara
r=10 cm, fed6korének sugara R = 13 cm, a magassaga pedig
m =36 cm. P
a) A vodor térfogata:

y="07 3 (R2+R r+r2) ?

_3om (10241013 +132) = 47887 ~ 15041,95 cm?,

A vodorbe 15 liter viz fér.



b) A vodor a alkotéjanak hosszat a Pitagorasz-tétellel szamithatjuk:

m? + (R — r)? =/1305 = 3J145.

Az egy vodor elkészitéséhez sziikséges badog mennyisége:
A=(R*+a-(R+7r)-m=(100+69V145) - & cm?
A tobbletértéket is figyelembe véve 1000 vodorhoz
1000 - (100 +69\/E) -7 -1,18 = 3450809 cm?,
azaz 345,08 m? badog sziikséges.

(7)) Az egyenes csonka kip felszinét az

A:(r2+R2+a-(R+r))-7r a

képlet alapjan szdmolva a 0 = 2 + 10r — 96 mdsodfok egyen-
letet kapjuk, melynek megolddsai:

_ _ _ a
= 10+22=6 & r= 10 22:—16.
2 2
a) Az fedGlap sugara csak pozitiv szdm lehet, igy r =6 cm. b

b) Az egyenes csonka kip m magassdgit a Pitagorasz-tétellel
meghatdrozhatjuk:

m=1Ja?—(R-r?=102-(12-6)2 =8 cm.

A csonka gila térfogata:

V:mT'”-(R2+R-r+r2):8?”-(122+12-6+62):672nz2111,15cm3.

758 A csonka kip alkotdja a két kor sugaranak a kiilonbsége:
a=30-15=15cm.
Az alapkor keriilete a 30 cm sugard kor 150°-0s kozépponti
szdgéhez tartozo v hossza:
. 150 = R= 25 cm.
360 2

Az fedSkor keriilete a 15 cm sugard kor 150°-0s kozépponti
szogéhez tartozé {v hossza:

2:R-n=2-30-7

2-R-m
150°

360°

2.r-m=2-15-&

1
|
Q
5

a) A csonka kup felszine: 2605
A:(R2+r2+a~(R+r))'7r—?7r 1497,17 cm?

b) A térfogat meghatarozdsahoz sziikségiink van a csonka guila m magassdgdra. A Pitagorasz-tétel

alapjan:
m=.Ja*—(r - R)> =,[15% - (%—%) 41119 cm

A csonka kiip térfogata:
2) _21875-J119 - ¢

~3904,54 cm?.
192

v="LT (R2+R-r
3



(¥EP Ha az egyenes csonka kiipot az alaplappal parhuzamos sikkal
magassaganak felénél két részre vagjuk, akkor a sikmetszet egy
olyan kor, amelynek sugara az alapkor és fed6kor sugaranak
szamtani kozepe. Az alapkor sugara R = 30 cm, a fedSlap sugara

R
r =20 cm, a sikmetszet sugara p = % =25cm.

A levagott felsS csonka kup alapkorének sugara p =25 cm, fedd-
korének sugara r = 20 cm, magassaga pedig m = 30 cm. A felsé
csonka kip a alkot6janak hossza a Pitagorasz-tétel alapjan:

a= \/m =925 =537 cm.
A levégott fels6 csonka kiip felszine:
A=(p2+r2+a-(p+r)-m=(1025+225/37)- 7 ~7519,78 cm?.
A levégott felsd csonka kip térfogata:

V= mT” A(p?+p-r+r2)=152507 = 47909,29 cm’

(736 a) Az alsé egyenes korhenger térfogata:
V,=R?> - -m=24r dm>. a— S .
A kozéps6 egyenes csonka kip alaku rész térfogata: m’=1,5dm

V=" (R4 Ror4r2) = 2 dmd y m=14dm
73 15

A fels6 hengeres részben 1,5 — 0,2 = 1,3 dm magassagig allhat

méz, ennek térfogata:

V3:r2-7t-m”:£7r dm3. =6 il

A bodonbe onthet méz térfogata legfeljebb:

V=V1+V2+V3:§5—077rz89,74dm3. ...................... .

— 2R=4dm —

Tehat a bodonbe m ., = V- p = 125,64 kg méz fér.

méz
b) Abodon fenekéhez, illetve az als6 hengeres rész paldstjdhoz
A =R*> mr=4x dm?, illetve A,=2R-7m-m=24r dm?
badoglemez sziikséges.

A k6z€ps6 csonka kup paldstjat az alkotd segitségével hatdrozhatjuk meg. Az alkot6 hosszat
a Pitagorasz-tétellel szamitjuk:

a=Jm 2+ R-r?=1,42+2-1)? =@dm,
igy a paldst felszine:
A3=a-(R+r)-7r=@-(2+1)-ﬂ=%-ﬂ dm?

A fels6 hengeres rész paldstja:
Ay=2r-m-m” =3x dm?.
A bodon elkészitéséhez sziikséges bddog mennyisége a 8%-o0s tobblettel egyiitt:

155+ 3J74
5

A=(A + Ay + Ay + Ay)-1,08= -7-1,08 = 122,69 dm>



LYY Az eredeti gula térfogata:

V= TT'” = 40007 cm?

A levagott gila hasonl6 az eredetihez, és térfogata:
40007 — 10007 = 30007 cm?.
A levagott és eredeti guila térfogatdnak ardnya a hasonldsdg ardnydnak a kobe, igy:
1o ,[30007 ziﬁ‘
40007 4

Ha a csonka gula keresett magassaga m, akkor a levdgott giila magassdga 40 — m.

Alevagott és az eredeti giila magassdgdnak ardnya:

40 4 40 4

A csonka gtila magassaga: 3,66 cm.

sz

LI3E) a) A medencében 1év§ viz térfogatinak meghatdrozdsahoz

ki kell szdmolnunk, hogy a viz feliilete hany négyzetméter.
Ehhez meg kell adnunk annak a szabdlyos hatszdgnek az
oldalhosszat, amelyet az alappal parhuzamos sik metsz ki
a csonka gulabol.

Tekintsiik a medence egy ABCD hurtrapéz oldallapjét, amely-
nek két alapja 12 m és 9 m. Az el6bb emlitett hatszog oldala
a trapéz szdrainak a kisebbik alaphoz kozelebbi harmadold-
pontjait 6sszekoté D’C’ szakasz.

Huzzunk parhuzamost az AD szdrral B csdcson keresztiil.

Ez a parhuzamos DC-t E-ben, D’C’-t E’-ben metszi. A Iétre- b gm £ 3m_C
jott ABED négyszog szemben 1év§ oldalai parhuzamosak, |

tehdt paralelogramma, ezért DE=9 m és EC =3 m.

Mivel D’C’ parhuzamos az alapokkal, a parhuzamos szeld- a4 4
szakaszok tételét felirva az EBC szogre: A 5 'B
m
EC’  BC’ EC 1

= = =— = FEC=1m
EC BC 3 3
A szabdlyos hatszog alaku vizfeliilet oldaléle:
DC=1+9=10m.
A medencében 1év§ viz egy olyan csonka giila térfogatdval egyezik meg, amelynek magassiga
2 m, az alaplapja 9 m oldald, fed6lapja 10 m oldald szabélyos hatszog.

Az alaplap teriilete:

2.
4 2
A fedélap teriilete: 5
r=6-19 4\5 =150:/3.

sz

A medencében 1év{ viz térfogata:

V=%(T+\/T't +t)=§-(242‘5 +,/243‘/§ 15043 +150\/§)=271x/§z469,39m3.




b) Az a) részhez hasonl6 gondolatmenet alapjan jarunk el.

Ebben az esetben a hurtrapéz oldallapnak a szarak hosszab- g o
bik alap felé es6 harmadolépontjait 6sszek6té D”’C” szakasz P S
hosszét kell meghatdroznunk. g 2
A szabdlyos hatszog alaku vizfeliilet oldaléle:

D”C”=9+§-3=11m. g ? s

A medencében 1év§ viz egy olyan csonka giila térfogatdval egyezik meg, amelynek magassiga
4 m, az alaplapja 9 m oldald, fedSlapja 11 m oldald szabélyos hatszog.

Az alaplap teriilete:

2.
ro6. 23 _2433
4 2
A fedGlap teriilete:
e 11233633
4 2

A medencében 1év§ viz térfogata:

V:%.(T+4/T.t+[)=%.(24i\/§+ ,242\/§~363\/§ +36:;\/§):602\/§z1042,69m3.

() Hasznéljuk az dbra jeldléseit.

Az egyenes csonka gtila alaplapjdnak éle legyen a, fed6lapjanak
éle c, testmagassdga m, oldallapjanak magassdga m,,.

Mivel a paldst teriiletének harmada az ACC’A’ trapéz teriilete:

3‘m-(ax/§+Cx/§)_4_m0-(a+c)
2 2
22
m=— .

a) Acsonka giila A’ cstcsdnak az ABCD alaplapra esd merdleges vetiilete legyen 7, az AB alap-
élre es6 merdleges vetiilete pedig K.

A csonka gula alaplapjanak és az oldallapjanak o hajlasszogét a KTA derékszog(i harom-
sz0gbdl meghatarozhatjuk:
m 22

singt=—= = a=70,53"
m 3

A csonka gula alaplapjanak és az oldallapjanak hajlasszdge: 70,53°.

o

b) Az ATK derékszogli hdromszogben Pitagorasz tételét felirva:

3 ) 1
KT =.m?—-m? = (—-m)—m2=—-m
° 22 22

Mivel A pont T meréleges vetiilete rajta van az ABCD négyzet atl6jan, az AKT haromszog
egyenld szard derékszogli haromszog:

1 1
AT =KT -\2=——-m-J2==m.
22 2



Tekintsiik az 4tl6s ACC’A’ hirtrapéz sikmetszetet.

Az ACC’A hirtrapéz AC alapjan az AT szakasz hossza az
alapok kiilonbségének a fele:

AT = Lo @2=cl2
2 2

Mivel az atlok merdlegesek egymadsra, az atlok M metszés- [ A
pontjaaz A, C illetve az A, C’ pontokkal egyenld szérd derék- A 1n a2 ¢
sz0gl haromszoget hataroz meg. A derékszogl haromszogek
atfogéhoz tartozé magassdga az atfogd fele, tehat a csonka giila m magassdga AC és AC’
szakaszok Osszegének a fele:

— .....‘.u‘_.._..../ 3

_a2+ce2
-
Hasznéljuk fel, hogy a csonka gtila testmagassaga 30 cm:
30 ™2 ; V2
a2 -2 |
I5=————
2
Az egyenletrendszert megoldva:
45;/— 31,82¢ és c= 15;/_ 10,61 cm.

A csonka giila térfogata:

V=%-(T+\/ﬁ+t)=%-(a2+a~c+c2)=

5 2
8 5, 5 55 (4]

A mellékelt dbra jeloléseit hasznalva a csonka &
gila ABC alaplapjénak éle a =10 cm, AB'C’
fed6lapjanak éle ¢ = 8 cm. Az oldallap magas-
sdga legyen m,, a testmagassig m.

a) Mivel egy oldallapjanak teriilete az alaplap és
fed6lap teriiletének mértani kozepe, felirhato:

my-(a+c) |a®- 3.(:2-\/5

2 N 4 4
mo~(a+c)_a~c~\/§
2 4
a-c-3 20\/—

my =
2- (a+c) 9

A levélnehezék oldallapjanak a magassédga:

_203
9

= 3,85 cm.



b) A csonka gula térfogatinak meghatarozasahoz sziikség van a test m magassagara. Az A’ csucs
AB alapélre esd merdleges vetiilete K. Az ABB’A’ htrtrapézb6l AK meghatarozhat6:

a-c 10-8

AK = =———=1cm

2 2
Mivel az A’ csucsnak az alaplapra esG6 T mer6leges vetiilete rajta van a szabalyos haromszog
alaplapjdnak az A csucsabdl kiindulé magassdgan, az AKT derékszogdi haromszog egy fél
szabdlyos haromszog, vagyis:

_ﬁ_L_ﬁcm
V3303

Irjuk fel Pitagorasz tételét a KTA’ héromszﬁgben A csonka gula testmagassaga:

‘/ —KT? = ,/ —“117~381c

A levélnehezék térfogata:
J1173

V=%'(T+\/ﬁ+l)= 2 (104\/_+ ’024\/_824\/_+824\/§)=

61 391 = 134,02 cm? = 0,13402 dm?.

A levélnehezék tomege:
Myehezek = VP = 0,13402-8 = 1,07 kg.

LI3E) Jelolje O annak a kdpszer( testnek a csticsat, amelybdl a csonka 0

kupszert testet szarmaztattuk. A fedSlapnak O-tdl vett tdvolsdga A
legyen x. Ha a csonka kupszerd test magassdga m, akkor az L

alaplapnak O-tdl vett tdvolsdga m + x, a metsz6 siknak pedig g% X
m

ugyanezen ponttdl vett tdvolsdga — + x. g %

syanezenp 3 e

m

A csonka kupszerd test alaplapjdnak teriilete legyen 7, fedd- A 2
lapjaé ¢, a sikmetszet teriilete A. o

b y 1 2 - ]
Az O pontra vonatkozd térbeli kozéppontos hasonlésaggal a fent 2
emlitett sikidomok egymdsba vihetSk. A teriiletiik ardnya az O-t6l

vett tdvolsdguk négyzetével egyenesen ardnyos, igy felirhato:

m
\/; x ) \/Z x+5

= €S
T x+m Ji X

Az elsS egyenletbdl x = \/\[ r:1/_ ezt a masodik egyenletbe behelyettesitve:
N7 SN N LN P O S e (I
2x t-m 2 2
ﬁ Jt

Tehat:

A=

B

T+t —
(\/T+\/?)2_T+t+2\/Tot_ , T
2 ) 4 - 2

amit bizonyitani kellett.



A csonka kuip térfogatit felezS kor stkmetszetnek a sugara legyen p,

a csonka kip magassdga m, a felsé csonka kip magassdga m’.
Tekintsiik a csonka kup alap-, illetve fed6kore kozéppontjara illesz-
kedd, az alaplap sikjara merdleges sikmetszetet. Ez trapéz alaku.
Az ABCD trapéz alapjai AB = 2R, illetve CD =2r. Acsonka
kip alapokkal parhuzamos kor sikmetszetének dtmérdje a trapéz
alapjaival parhuzamos EF = 2p szakasz.

2R-2r H 2r B

Huzzunk parhuzamost a D csuicson keresztiil a CB szdrral. Ez a parhuzamos AB oldalt H, az EF
szakaszt G pontban metszi.
Az AHD, és az EGD,, hasonld, mivel szogei paronként egyenlSk. A hasonldsdg ardnya:

m’ m _2p-2r p-r

m m 2R-2r R-r

A fels csonka kup térfogata az egész csonka kiip térfogatdnak fele, tehat:

m-m

= (p2+p-r+r?) 1 m (p2+pr+rd) 1

m-n =, amibdl —'ﬁ:—.
7-(R2+R-r+r2) 2 m (R +R-r+r) 2

A . m _p-r
Az utobbi egyenletbe behelyettesitve az — = R aranyt:
m —-r

_ 2407472 3_.3 3.,3
p-r (p>+p )_1 P L, R
R-r (R2+R-r+r2) 2 R°—r 2 2

o ) . . [R+ 7
A csonka kup térfogatét felez6 sik kormetszetének a sugara: p =3 S

Az egyenes csonka kup paléstjanak teriiletét felezd kor sikmet-
szetnek a sugara legyen p, a csonka kup alkotdja a, és a felsd
csonka kup alkotdja a’.

A 4419. feladat megolddsahoz hasonldan tekintsiik a csonka kup
alap-, illetve fedGkore kozéppontjara illeszkedd, az alaplap
sikjdra merSleges ABCD hirtrapéz sikmetszetet.

A 2R-2r H 2r B

A mar emlitett feladat megolddsaban leirtak alapjdn az AHD, és az EGD, hasonld, mivel szogei
paronként egyenlSk. A hasonldsdg ardnya:

a a _2p-2r p-r
a a 2R-2r R-r
A felsé csonka kup paldstjanak teriilete feleakkora, mint az egész csonka kuip palastja, tehat:
a-(p+r)-m _l

a-R+r-m 2

b}

Az utébbi egyenletbe behelyettesitve az ga._ R aranyt:
a —-r
_ 1 2.2 1 R2 2
p r.(p+r):_ -, port_ 1 p= +re
R-r (R+r) 2 RZ-r2 2 2
. R2 42
A csonka kup paldstjanak teriiletét felezd sik sikmetszetének a sugara: p = >



@) A tdl alapkorének sugara R = 10 cm, a fedSkor sugara r = 15 cm,

magassdga m =9 cm.
Az tivegtal térfogata:
mer ‘—4

Vg=——"(R>+R-r+r?)=14251 = 4476,77 cm?
w="5 r+r) ¢ ’” Aﬂ.
]

N
A tdlban a tej m’ cm magasan 4ll, és szintje p cm sugart kor- Im
lapot hatdroz meg. A tej térfogata:
m-r

V[ej=T-(R2+R-p+p2)=20000m3.

A két térfogat hanyadosat felirva:

m-m
E: 3 .(R2+R-P+P2) amibGl 2000 =£" (102+10p+p2) '
Va MT (R4 R.r4r2) 14257 m (102+10-15+15?)
3

A 4419. feladat alapjan: ,

Behelyettesitve a kapott ardnyt:
2000 _p-10 (102+10p+p?) — p3_103 I i/4750000
14257 15-10 (1()2+10.15+152) 153-103 14257
A Kkét liter tej a tdlban

+1000 =12,73 cm.

o PmR_ g 1273-10

m=m =4,91cm
r—R 15-10

magasan all.

A gomb térfogata és felszine — megoldasok

A gomb térfogata: 22 449,30 cm?.

A gomb felszine:

a) 165,39 cm?; b) 605,21 cm?.
A gomb térfogata:
a) 3908,82 cm3; b) 1486,91 cm?3.

A gomb felszine 9-szeresére, térfogata 27-szeresére ndtt, ha a sugarat haromszorosdra noveltiik.

Az ejtSernyd 282,74 m? szovetbdl késziilt.

A hdrom gomb felszinének az 6sszege =1,44-szorosa az eredeti gomb felszinének.

EQ
Zoli zsebét huizza le jobban a benne levd tiveggolyd.
Az 4gytgoly6 térfogata 82,30 cm3-rel csokkent.

A vizfelszin teriilete megkozelitSleg 3,408 - 108 km?.

A megtett tdvolsdg: 204,26 km.
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a) A Vénusz sugara: 6051 km.
b) A Vénusz térfogata a Fold térfogatdnak 0,85-szorosa.

A hengeres rész 3,43 m magas.
A hidroglébusz belsé atmérGjének 8,74 m-nek kell lennie.

A stk 24 cm tdvolsdgra halad a gobmb kozéppontjatol.

cm?3, felszine: 1007z cm?2.

a) A gomb térfogata: 5007
b) A gomb térfogata: 153 849,31 cm?, felszine: 13 885,06 cm?.

A két gobmb sugara legyen R és R + 2.
Felszineik 0sszege:
4-R*-mw+4-(R+2)* m=2060,88.
Az egyenletet rendezve az R? + 2R — 80 = 0 mésodfoku egyenlethez jutunk, amelynek megolddsai:
R, =8 és R, =-10. Ez utébbi nem lehet kor sugara.
A két gomb sugara 8 és 10 cm.

A két gomb sugara legyen R és R + 2.

Térfogataik kiilonbsége:
4-(R+23n 4-R-n

3

Az egyenletet rendezve az R% + 2R — 168 = 0 masodfoki egyenlethez jutunk, amelynek meg-
olddsai: Ry =12 és R, =—14. Utobbi nem lehet kor sugara.

A két gdbmb sugara 12 cm és 14 cm.

=4255,81.

A téglatest csucsai koriil szerkesztett gomboknek a téglatest belsejébe esd részei egyiitt egy 3 cm
sugard gobmbot adnak ki.

A megmaradt test térfogata:

4-R3-m 4.33. 1

V=a-b-c—T=8-10-12— =960 — 367 =~ 846,90 cm?,

A gomb sugara legyen R, a sikmetszet sugara r. Keressiik a gobmb
kozéppontjanak a siktdl valé d tdvolsagat.

A gdbmb R sugarat a térfogatabol meghatarozhatjuk:

.R3.
PRI 000 = R=gPo0 570
3 4r b

Az r sugaru kor teriilete fele a f{6gomb teriiletének, teh4t:

r2-7r=lR2-7r = r2=lR2.
2 2

Mivel R, r és d derékszogil haromszdget hatdroznak meg:

2
d2=R2—r2:R2—1R2=1R2:1.[3@j, amibl  d=——"3—— ~4,39.
2 2 2 Nz

A gomb kozéppontjitdl a sik 4,39 cm-re van.



T3 Tekintsiik a 10 cm sugart gomb f6korét egy ilyen tulajdonsagu
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P ponttal.

A feladat feltétele alapjan a P pontbdl a f{6korhoz hizott érints-
szakasz hossza 10 cm. A P pont a gomb kozéppontjdval és az
érintési ponttal egy 10 cm befogdji egyenld szard derékszogi
héromszoget hatdroz meg. A haromszog atfogéja 1052 cm, ami
a P pontnak a gomb kozéppontjatdl vett tdvolsaga.

A P pont rajta van az adott gdmbbel koncentrikus 10v/2 cm su-
gard gobmbon.

Hasonlé megfontoldsbdl ez utébbi gomb minden pontjabol
10 cm sugaru érint§szakasz hiizhat6 az eredeti gombhoz.

Az adott tulajdonsagt pontok halmaza a 10 cm sugarti gmbbel koncentrikus 105/2 cm sugarti gomb.

Legyen a nagyobb gomb sugara R, a kisebbé r. A kor sikmetszet
sugara p.

A harom sugar derékszogl haromszoget hataroz meg, ezért:
p?=R%-r2
Annak a gombnek a felszine, amelyiknek a sugara p:
4.p2w=4-(R2—r?)-n=4-R*-n—4-r? 1

Ez éppen a bizonyitando allités.

A kiilsé gomb sugara 5 cm, a bels§ gombé 4,4 cm.
a) Az aluminium térfogatat megkapjuk, ha a kiils6 gomb térfogatdbdl kivonjuk a bels§ gomb
térfogatat: ) 4.5 1 . 44407
3 3

\% =~166,78 cm3,

Az lireges gomb tomege:
m=V-p=166,78-2,7 = 450,31 g.

b) AXkiils6 gombfelszin a belsének
4.52. 1
4-(4,472-x
A kiils6 gombfelszin 29,13%-kal nagyobb, mint a belsd.

-100% = 129,13%-a.

Ha a tekegoly6 tomege 2.8 kg, akkor a térfogata:
y="228 5 4m3
p 1,4
A goly6 térfogatdbdl R sugardra felirhato:
-R3.
SRT R=3/i dm.
3 2r
A tekegoly6 az s = 16,5 m = 165 dm hosszu palyan
s 165

n= = 3
2‘R-¢m 2.3/7”
2r

azaz kozel 34-szer fordul meg.

= 33,60,



(T8 A szilvds gomb6cok sugara R = 2 cm, a fazék alapkorének sugara r = 10 cm, a fazék magassdga

a) Tekintsiink egy csapagygoly6t, amely a csapagy kiilsS gyri-

m =28 cm. A 20 darab szilvds gombdc térfogata:

-R3.
Veog. 1R
Ha vizbe tessziik mind a hudszat, és a fazékban levé viz szintje & cm-rel megemelkedik, akkor:
-R3. . R3 .03
2orh=20- 2R g0 R 0. 22 s s,
3 3-r2 3-102

A fazekat 28 —4 — 2,13 = 21,87 cm magasan toltsiik meg vizzel.

Tekintsiik az R sugard gombnek egy olyan f6korét, amelyik merdleges a metsz§ sikokra.
A sikoknak a f6korrel vald kézos pontjai az AB=2-12 cm és DC =2 -5 cm parhuzamos hurok.

Bocsdssunk merdlegeseket a kor O kozéppontjdbdl a hirokra, ezeknek a talppontjai 7y és 75,
amelyek tdvolsdga 17 cm.

Irjuk fel Pitagorasz tételét az OAT. 5 €s ODT, derékszogl haromszogekben. Két eset lehetséges:
L. eset: Ha a kor kozéppontja a két hir kozott van:

I. eset
R? =122 +T,0?,
R>=5%+(17-T,0)% , A ,

A két egyenletet kivonva egymdsbdl 7,0 =5, ezt valamelyik
egyenletbe visszahelyettesitve R = 13 adddik.

II. eset: Ha a kor kozéppontja nincs a két hur kozott:
R?=122+T,0?,
R>=5%+(17+ T,0)%

A két egyenletet kivonva egymdsbdl a 7,0 tdvolsdgra —5-6t
kapunk, ami nem lehetséges.

A gdmb sugara tehdt 13 cm.
A gomb térfogata:
V=4-R3-7t _8788n

3 ~9202,77 cm?,

jét beliilrdl érinti.

A kozéppontokat tartalmazo sikmetszeten O legyen a csapagy-
gylrd, K a csapagygolyo kézéppontja. Az O pontbdl a golyd
fékoréhez huzott érintdk érintési pontjai A és B.

Az AOK derékszogl hdromszogben:

0K=5—4—§=24,5 és AK=§=2,5.
2 2 2

Az O pontndl levs o kdzépponti szog nagysdga szamolhatd:
.o 2,5
sin—=
2 24,5

Mivel % = 30,74, ateljes szog kisebb, mint 31¢, de nagyobb, mint 30¢, tehét a csapagyba

= o=11,71°

’

elhelyezhet6 golydk szama legfeljebb 30.
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b) A csapagygolyok térfogatainak dsszege:

“R3. .7 53.
V=30.4R3 Ty 4251

~1963,50 mm?3 =1,96 cm?3,

A csapagygolydk tomegének az dsszege:
m=V-p=196-7,14=13,99 g.

A bilidrdgoly6 sugara r = 26,2 mm. A négy goly6 kozéppontja egy 2r oldald szabalyos tetraédert

hatdroz meg, amelynek magassaga 2r - \/g

Az épitmény magassagdt igy kaphatjuk meg, hogy a tetraéder magassdgdhoz még hozzdadjuk
az also golyok kozéppontjanak az asztal lapjatdl mért r tavolsagat, valamint a felsé golyé kozép-
pontjanak a goly6 legmagasabb pontjatdl vett r tdvolsagéit. Az épitmény magassaga:

2r - (\/% + 1) =~ 95,18 mm = 9,52 cm.

Ha egy R sugart gomb érint harom egymdsra meréleges sikot,
akkor a gobmb kozéppontjanak a harom siktdl vett tdvolsdga R.
Tehdt a gomb O kozéppontja egy R oldaléld kocka csucsa,
amelynek a sikok kozos M pontjatdl vett tdvolsaga a kocka atlo-
janak a hossza, vagyis OM = R\/3.

Ez alapjan mind a teniszlabda, mind a goly6 kozéppontja rajta
van egy, a fiok sarkdba képzeletben elhelyezett kocka testatlo-
jénak az egyenesén.

A teniszlabda kozéppontjdnak ezen az 4tlén a saroktol vett ta-

volsdga %\/g, az r sugard goly6 kozéppontjdnak ugyanettdl

a ponttdl vett tivolsdga r/3.
A goly6 és a teniszlabda érintik egymadst, tehat a kozéppontjaik tdvolsdga a sugaraik hosszanak

az Osszege:
%.\/g_r 3:%+r = r:Z.@:z-(ﬁ—l)2z0,94,

A goly6 sugara 0,94 cm.

Egymasba irt testek (kiegészité anyag) — megoldasok
a) A gomb felszine: 1447 = 452,39 cm?.
b) A gomb térfogata: 2887 = 904,78 cm?.

a) A gomb felszine: 4327 = 1357,17 cm?.
b) A gomb térfogata: 864 -/3 - m = 4701,37 cm?.

A téglatest éleinek hossza: 22,28 cm, 33,43 cm és 44,57 cm.
A négyzetes oszlop térfogata: 87 655,23 cm?.
A doboz paldstjanak a felszine: 487 = 150,80 cm?.

A doboz felszine: 608 cm?2.



a) Akip felszine: 100 - (1++/5)- 7 =1016,64 cm?
000

b) Akip térfogata: 2000 2094,40 cm?,

a) A gila felszine: 1440 cm?.
b) A gila térfogata: 1920 cm?.

a) A korkip felszine: 907 = 282,74 cm?.
b) Akorkip térfogata: 1007 = 314,16 cm?.

A hasdb magassaga a beirt gomb atmérdjével egyenld.

Mivel a beirt gomb érinti az oldallapokat, a gomb kézéppontjan athaladd, az alapokkal parhuzamos
sikmetszet egy 24 cm oldald szabdlyos haromszog. A beirt gomb sugara ebbe a haromszogbe
irhat6 kor sugardval egyenld.

A szabdlyos haromszog beirt korének sugara a haromszog magassdganak a harmada:
e 128,
32 3
A hasab magassaga:
2r =8J/3 = 13,86 cm.

A kockdba irt gomb sugara a kocka élének a fele: %.
A kocka koré irt gomb sugara a kocka testatléjanak a fele: ?.
a2

A kocka éleit érintG gobmb sugara a lapétlé hosszanak a fele: —

A harom géomb hasonl6 egymdshoz, és hasonldsaguk ardnya a sugaraik hosszanak ardnya.

a) Hasonl6 testek felszinének az ardnya a hasonldsdg ardnydnak a négyzete, tehdt a harom gomb
felszinének az ardnya: 5 )
o (o5 [
2 2 2
b) Hasonl¢ testek térfogatdnak az ardnya a hasonldsdg ardnydnak a kobe, tehdat a harom gdmb

térfogatdnak az ardnya: 3 5 5
B () () e

A téglatest élei legyenek a, b és ¢ hosszusdaguak. Két lapjanak a teriilete:
a-b=48 = b:ﬁ és a-c=60 = c—@
a a

A téglatest koré irt gomb sugara a testatlé fele, tehat:

Na? + b2+ 2
W=

= a?+b%+c2=200.

7z

Az egyenletbe b és ¢ helyére az el6z8 Osszefiiggéseket helyettesitve:

a2+b2+c2=200 = a*+ (48) (6()) 200 = a*-2004%+5904 =0.
a a

A kapott masodfokiira visszavezethetd negyedfokii egyenletbél a pozitiv értékei: a =6 és a =241



Az elsS esetben a téglatest éleinek hossza: 6 cm, 8 cm és 10 cm, a térfogata: 480 cm?.

2441 30441
41 41

A misodik esetben a téglatest éleinek hossza: 241 cm,

1440741
pedig TEE cm”,

A téglatest térfogata lehet 480 cm? vagy

cm és cm, a térfogata

M =~ 224,89 cm?.

Legyen a szabdlyos hatszog alapu gila alapéle a, magassdga m.

A gila térfogata: 2B
6- .
1% _Thatsz'dg'm_ 4 m_az'\/g.
gila — 3 - 3 - ) m.

A guldbdl csiszolhaté legnagyobb térfogatd kip magassdga
a gila m magassagaval egyezik meg. A kip alapkorének a sugara
a szabdlyos hatszog beirt korének a sugara.

Egy a oldalu szabdlyos hatszog beirt korének a sugara egy a oldald

) ) iy ) a3
szabdlyos haromszog magassdga: r = —.

A kip térfogata:
a3)
r2mem _\ 2 '”'m_az-n-m
[
A kup a gila térfogatdnak
a*>-m-m
Vkl’lp 4 b3
= 100 = —= - 100 = 90,69%-a.
Vgﬁla a2 * \/§ 2\/§
“m
2

A csiszolaskor keletkezett hulladék 9,31%.

(B a) Vegyiik a giila alaplapjdra merdleges, az alap-

lap kozépvonaldt tartalmazé sikot.

Ez a sik a gilabdl egy egyenld szard harom-
szoget, a beirt gdmbbdl egy f6kort metsz ki,
amely a hdromszog beirt kore.

A hdromszog alapja a = 12 cm, magassiga
m =30 cm, szdra a gila oldallapjdnak m,
magassiga.

Az FTE derékszodgii hdromszogbdl:

2
my = |m?+ (g) =+/936 = 6/26.

Jelolje a haromszog beirt korének sugardt r. A haromszog teriiletét kétféleképpen felirva:
a-m a+2-m, 12:30  12+2-626 30
—_— > =r- = r=

=r-s=r

2 2 2 2 1+26°

A gulédba frhaté gomb sugara: r = = 4,92 cm.

30
+/26



b) Vegylik az alaplap atl6jat tartalmazd, az alaplapra merSleges E
sikot.

Ez a sik a gildbol egy egyenld szard hdromszoget, a koriilirt
gombbdl pedig egy f6kort metsz ki, amely az emlitett harom-
sz0g kortilirt kore.

A hdromszog alapja a~/2 =124/2 cm, magassaga m = 30 cm,
és a szar hossza a giila b oldalélének a hosszisdga.

Legyen a haromszog koré irt kor sugara R, kdozéppontja O.

Az dbra jeloléseit haszndlva az AOT derékszogl haromszog
atfogdja R, egyik befogdja az alaplap 4tldjanak a fele, masik
befogdja m — R.

A Pitagorasz-tétel alapjan:

2 2
R2=(m-R)>+ (“‘2/5] =(30-R) + [%) ,

_s1
s
A gila koré irt gdmb sugara R = % =16,2 cm.

R

a) A 4463. feladat a) részének megolddsa alapjan vegyiik a gila alaplapjara merGleges, az alap-
lap kozépvonalat tartalmazé sikot. A sikmetszet egy egyenld oldali hdromszog, amelynek
beirhat6 kore a galdba frhaté gomb fékore.

Mivel egy szabalyos hdromszog beirt kérének a sugara a magassdgénak harmada, a beirt kor
sugara 10 cm.

b) A gila alapéle az a) részben emlitett szabalyos haromszog oldala, amely a magassag hosszanak
ismeretében kiszdmithato:

=@ 3-a3

2 2

A 4463. feladat b) részének megolddsa alapjan a koriilirt gomb R sugarara:

2 2
R2=(m-R)?+ av2 =(30 - R + 20V3-V2 ,
2 2

= a=20/3cm.

R=25.
A gula koré irt gomb sugara: R =25 cm.

(I3 Jelolje a gila alapélét a, magassagat m, a beirt
gdmb sugarat r.
Vegyiik a giila alaplapjdra merdleges, az alaplap
kozépvonalat tartalmazé sikot.
Ez a sik a guldbdl egy egyenl$ szard harom-
szoget, a befrt gdmbbdl pedig egy f6kort metsz ki,
amely az emlitett haromszog beirt kore.
Az dbra jeloléseit haszndlva az egyenl§ szard
haromszog magassaga m = 32 cm, alapja a,
a beirt korének sugara r =8 cm.




A haromszog szaranak hossza:

A sikmetszetben az FTE derékszogd hdromszog hasonlé az OKE derékszogli hdromszoghoz,
mivel FET hegyesszogiik kozos. A hdromszogek megfelel§ oldalainak ardnya egyenld:

2
FE _FT
- N 2 _2

OE  OK m—r r’
amibdl kapjuk, hogy:

2
322 O a
—2 2 o a=16V2.
8

A gtila térfogata:

2
. 2' N
Ve T3m _a 3m _ (16\/53) 32 _ 16:3;84 - 5461.33 em?

Vegyiik a gula alaplapjdra merdleges, az alaplap magassdgat tartalmazé sikot. A gula alapéle
legyen a, magassiga m.

a) A gildba irt r sugard gomb O kozéppontja
rajta van a gila magassdgan, és az alaplapot D
a gila magassdganak talppontjaban, az oldal-
lapokat az oldallapok magassagain érinti. m-r

Az abra jeloléseit haszndlva tekintsiik az NE
FTD derékszogl haromszoget. A hdromszog
T csucsa az a oldald szabdlyos haromszog

sulypontja. A sulypont harmadolja a suly- F
vonalat, amely (szabalyos hdromszogrol lévén a

sz0) a magassag is egyben, tehat: 8

TF_i l=¥:3\/§.

2 3

A beirt gdmb kozéppontja minden oldallaptdl » tdvolsdgra van, tehat OE =r és OT =r, ezért
OD=m-r.
A haromszog FD atfogdja a Pitagorasz-tétel alapjan:

FD =\m? + TF? =/20% + (3J§)2 =J427.

Az FTD derékszogi haromszog hasonlé az OED derékszogli haromszoghoz, mivel FDT hegyes-
szogiik k6zos. A hdromszogek megfelelS oldalai hosszdnak ardnya egyenld:

TF_FD 33 VT 603
OE OD ro 20-r 33 +427
603
A gulaba irhat6 gomb sugara: r = =4,02 cm.
¢ SOmb SHE 3B+ V427



Ismert, hogy ha egy poliéderbe gomb irhatd, akkor a gomb

b) A gulakoré irt R sugari gomb K kézéppontja
rajta van a gula magassagan. D

Az abra jeloléseit haszndlva tekintsiik az
ATD derékszogi haromszoget. A haromszog
T csucsa az a oldald szabalyos haromszog
sulypontja. A sulypont harmadolja a stly-
vonalat, amely (szabalyos haromszogrdl 1évén R
sz0) a magassag is egyben, tehat:

aB2_af3_ ’ T
2 3 3 '

A gomb K kozéppontja a giila minden csicsdtdl R tdvolsdgra van, tehit AK =R és KD =R,
ezért KT =m — R. Az AKT derékszogli haromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan:
2
R2=(m-R?+AT?=(20-R? +(6V3)" = R:%.

)
=

7

B

AT =

A gula koré irt gomb sugara: R = % =12,7cm.

r sugara a poliéder térfogatdnak és felszinének ismeretében

e 3.V
kiszdmithat6: r = —.
A 10
Mivel tetraéderbe irhaté gomb, elég a tetraéder térfogatat €s fel-

szinét kiszamitani.

[A

A tetraéder ABC alaplapjdnak teriilete: ¢ < F

2 12
a tetraéder magassdga m = 10 cm, igy a tetraéder térfogata:
TABC'm_72'10 _
3

Az ADC és BDC derékszogli hdromszogek teriilete a befogdk szorzatanak fele, ezért:

10-12
Tapc = Tgpc = T T 60 cm?.

V= 240 cm?,

Az ABD,-ben a szimmetria miatt: AF = BF = 6y/2 cm.
Az alaphoz tartozé m, magassag Pitagorasz tétele alapjdn: m, =~172 = 243 cm.
Az ABD, teriilete:
Tisp = % =12/86 cm?.

A gula felszine:

A=Type+2-Tyep+ Typp =72 +2-60 +1286 =192 + 124/86 cm?2
A guldba frhaté gomb sugara:

_ 3.V 3.240 3-20

= = =~ 2,37 cm.
A 19241286 16++/86




E
: m-Xx
F X\E G m
A
A F a2 G C

a) Vegyiik a gila ACE egyenld szard haromszog sikmetszetét. A haromszog alapja a gila alap-
lapjanak az atl6ja, vagyis av/2 hossziisagi. A haromszog magassiga a giila m magassaga.
Az oldalél és az alaplap EAC szogére felirhatjuk:

% = tgEACX= % = EAC%=4331°

2 2

A gula oldalélének az alaplappal bezart szoge 43,31°

tg FACS =

b) A gulaba irt kocka €élének hossza legyen x.
Ismét vegyiik a gila ACE egyenl$ szard haromszog sikmetszetét. A kockdbodl ez a sikmetszet
egy olyan FGG’F’ téglalapot metsz ki, amelyiknek az FG = x+/2 hossziisagii oldala parhuza-
mos az ACE, AC alapjdval.
Az ACE, és az FGE, hasonlo, mivel szogeik paronként egyenldk.
Felirhatjuk a két haromszogben, hogy az alapok hosszdnak ardnya egyenld a magassdgok hossza-
nak ardnyaval:

m—x xJ/2 10—-x x
=N 4 =— = x=6.
m a2 10 15

A guldba irt kocka éle 6 cm.

Az R sugart gdmbbe irt henger alapkorének sugara legyen r,

magassiga . ..

A feltétel szerint a henger paldstjdnak teriilete kétszerese az alap- 2

lap teriiletének, tehat:
2-r2x=2r-m-m = r=m.

Vegyiik a henger tengelymetszetét. Ez a tengelymetszet egy

téglalap, amelynek egyik oldala 2r, a mésik m hosszusagu, és
a téglalap atl6ja kétszer akkora, mint a gomb R sugara.

A Pitagorasz-tételt felirva:
(2R)* = (2r)?* + m?,
2- 10)2 = (2r)2 +72
r=4/5.

A henger alapkorének sugara és magassiga: r = m =4/5 cm.

A henger térfogata: 5
V=r2-g-m=(4/5)" 145 =320/5 - 7 = 2247,94 cm?,



Mivel a gomb felszine 400z cm?, a gomb R sugara 10 cm.

Az dbra jeloléseit haszndlva azt 1atjuk, hogy az ABC, koré irhat6
korének sugara R, kozéppontja O, valamint a hdromszog szar-
szoge 50° Az O kozéppontbdl az AC szdrra bocsdtott merdleges
talppontja K.

Az OKC derékszogli haromszogbdl kifejezhetd a kip alkotdjanak
hossza:
4c

c0s25° = % = a=AC=2R-c0s25°=18,13 cm.

Az ATC derékszogl haromszogben:
c0s25° = r_ L
AC 2R -cos25°
amibdl megkaphatjuk a kip m magassgat:
m=CT=2R-cos?25° = 16,43 cm.

Az ATC derékszdgli hdromszog
AT _ sin25° = AT = AC -sin25°,
AC

amibdl a kip alapkorének r sugara:
r=AT=2R-c0s25°-sin25° = 7,66 cm.

a) A kup felszine:
A=r-m-(r+a)=766r(7,66+ 18,13) = 620,63 cm>.

b) A gomb kozéppontjan athaladé, a kup alaplapjaval parhuza-
mos sik a kipbdl az eredetihez hasonl6 kipot metsz le. Legyen
a hasonlo kiip alapkorének sugara p. A hasonlé kiipok magas-
sdgainak és az alapkorok sugardnak a hosszdra felirhato:

p_R IR 17,6610

= p =~ 4,66.
r o m m 16,43

A sik 4ltal a kipbol kimetszett kor tertilete:
T=p? n=4,66 1 ~6822 cm?.

LIYAD) A félgdmb alakd iivegfedd kozéppontjaaz a =8 cm és b =10 cm
oldalu téglalap 4tléinak metszéspontja. Ha a sajt legnagyobb
m magassagat keressiik, akkor a téglalap atlgjanak a fele és az
m magassig egy olyan derékszogli hiromszog befogoi, amely-
nek atfogéja a gdbmb R =15 cm hosszi sugara. A Pitagorasz-
tétel alapjan:

2 2
3.2 22 2
R2=[—a +b)+m2 = 152=(—8 +10j+m2,

2 2

amibdl a magassagra kapjuk, hogy m = 2./46.
A sajt magassaga legfeljebb 2/46 =~ 13,56 cm lehet.




A pontszeri fényforrés és a golyé kor alaki drnyéka egy olyan
forgaskipot hatdroz meg, amelybe a golyd sugardval azonos
sugard gomb irhato.

Vegyiik a kip dbran lathaté tengelymetszetét.

A tengelymetszet olyan egyenld szard hdromszog, amelynek
magassdga CT =24 cm, alapja AB=2-10=20cm, a beirt
korének sugara r. A hdromszog szardnak hossza:

2
AC =,[CT? + (%) =+/242 + 10% =26 cm.

A sikmetszetben az ATC derékszogl haromszog hasonld az

OKC derékszogl haromszoghtz, mivel ACT hegyesszogiik

kozos. A haromszogek megfeleld oldalainak ardnya egyenld:
AC AT 26 10 20
_— = = — =4 .
oC OK 24—r r 3

A goly6 atmérGje 2r = % =~13,33 cm.

[T¥E) Legyen a csonka kup alapkorének sugara R, fedSkorének sugara r,
alkot6ja a, magassiaga m.
A csonka kiip tengelymetszete egy hurtrapéz, amely egyben érintd-
négyszog is. A hurtrapéz alapjai 2R, illetve 2r hosszisdgiak.
A trapéz magassdga, ami a csonka kidp magassaga is, a beirhatd
kor sugardnak a kétszeresével egyenls: m = 2p. A hurtrapéz szarai
a csonka kup alkot6i.
Az érinténégyszogek tétele alapjan:

2a=2R+2r = a=R+r.

Irjuk fel a csonka kuip felszinének és térfogatdnak a hanyadosat:
A m-(R2+r2+a-R+r) 3-(R2+r2+R+n-(R+1)

14 m?.n-(R2+R-r+r2) 2p~(R2+R~r+r2)

3-Q2-R*+2-r242-R-r) _3

2p-(R2+R-r+r2) p

A csonka kup felszinének és térfogatanak hanyadosa E

LIyly A vodor alapkorének sugara r =5 cm, fedSkorének sugara
R’ =8 cm, magassaga m.

Vegyiink egy olyan sikot, amely metszi a vodrot, parhuzamos
az alaplappal, és érinti a vodorbe tett labdat.

Ennek a siknak a vodorrel vett sikmetszete egy R sugard kor.
Tekintsiik a vodor dbran lathatd ABC’D’ hirtrapéz alaki tengely-
metszetét.

Az dbran lathaté ABCD hurtrapéz egyben érintStrapéz is. A beirt
kor sugara p =6 cm, az alapok hossza 2r, illetve 2R, magassiaga

pedig 2p.




Abeirt kor O kdzéppontja a hdrtrapéz B és C csucsokndl levd szogek felezdinek metszéspontja.
Ez a két szogfelez8, mivel a trapéz egy szaron nyugvo szogeinek Osszege 180° derékszdget zar be.

AKkiils6 pontbdl egy korhoz hizott érintdszakaszok hosszdnak egyenlGsége alapjan KC = CE =R,
illetve TB = BE = r.

Az OBC derékszogl haromszogben az atfogéhoz tartozé magassig OF = p, amely a BC atfogon
R és r hosszusagu szeleteket hoz 1étre. A magassagtétel alapjan:

2 2
p=vRr = R=E 5 R:%:%.

r

A vodor m magassdganak kiszamitdsahoz az ABC’D’ tengely-

D L R-r C
metszet B csucsan keresztiil dllitsunk merGlegest a trapéz alap- : :
jara. Az igy létrejott BLC, és BL’C’, hasonld, mivel szogeik \ ! /
paronként egyenldk. A két haromszog megfeleld oldalai hossza- D Rzr /o

T
. L

nak ardnya egyenld:

m R-r R—r 8-5 180 m
—= = m=2p-—=2-6-T=—.
20 R-r R-r ?_5 11

A vodor magassaga: m = % =16,36 cm.

A kup alapkorének sugara legyen r, magassdga m, alkotdja a, a beirt gobmb sugara R.
A feladat feltétele szerint:

Aip=2-Agsmp = r-m-(r+a =2-4-R>nt = r-(r+a)=8-R°
Tekintsiik a kiip tengelymetszetét.

A tengelymetszet egy olyan egyenld szard haromszog, amelynek alapja 2r, magassaga m, szarai-
nak hossza a, és a haromszogbe irt kor sugara R.
Szdmitsuk ki a haromszog teriiletét kétféleképpen:

2-r-m _ _2-a+2-r rem

=R = R= .
2 2 a+r

Ezt beirva az r- (r + a) = 8- R? osszefiiggésbe:

o\ 2
r-(r+a)=8- rem = r+a=8: rm .
a+r (r+a)2
Mivel m? = a? - r%:
g2 — 2 . (g —
riacg.@=r) o r@en-@-n
(r+a)2 (r+a)2

amibdl kapjuk:
(r+a?=8-r-(a-r),

9.-r2—6-r-a+a?=0,
B-r-a)?=0.
Ez utébbi egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha az alkot6 hossza a sugar haromszorosa, vagyis

a fél nyilasszog szinusza % Mivel ez a sz0g csak hegyesszog lehet, a fél nyildsszog 19,47°.

A kup nyildsszoge 38,94°.



A kup alapkorének sugara legyen r, magassdga m, alkotdja a, a beirt gomb sugara R.

4477

A 4475. feladat megolddsa alapjan:
= (a+r) R

’
A gomb és a kip térfogatdnak ardnya:
4-R3-¢
Voomb 3 _4-R®  4.R _ 4-R?
Vip r2rem r2-m r2‘R-(a+r) re(a+r)
3 r

A gomb és a kup felszinének ardnya:
Agomb _ 4-R*>-1; _ 4.R?
Ap Trome(a+r) r(a+r)

Ez alapjan egy tetszlleges forgdskupba irt gomb térfogatdnak és a kip térfogatdnak ardnya
egyenl§ a gomb felszinének és a kup felszinének az ardnydval.

A gomb felszine a kip felszinének harmada.

A pohér egy m = 12 cm magassagu, a = 13 cm alkot6ju kip. A kiip
alapkorének sugara:
r=va®-m? =13 -122 =5.

A pohdr térfogata:

v r2-7r-m252-7t-12

pohér = 3 3 = 10071'

A pohdrban lev§ koktél térfogatat egy, a poharhoz hasonlé kip
térfogata adja meg. A hasonldsdg ardnya a kipok magassagainak
, 7,5 5
ardnya: A=—=—.
12 8
Hasonlo testek térfogatdnak ardnya a hasonlésdg ardnyanak a kobe:

3
. 5 3125
% =2 =2 Viwa =4 Voohar = (gj 1007 = 128 "

pohdr

A pohdr 4ltal meghatarozott kiipba frhaté gomb sugarat a 4475. feladat alapjan az R = T Sssze-
fliggéssel szamolhatjuk: a+r

_5-12 10
13+5 3
A koktél kupjdba frhaté gdmb sugara:
l-R=§-E=$>1 cm,
8 3 24

tehat a beletett 2 cm 4tmérdjd ringlot a koktél teljesen ellepi.
A ringlészilva térfogata:

4-3-7 4n
Vszilva = 3 =?‘



Ha a poharba beletessziik a szilvat, akkor a pohdrban levé koktél a szilvaval egyiitt egy 7 magas-
sagu kupot alkot. A kup alapkorének sugara legyen r’. Ez a kiip hasonl6 a pohdar kipjdhoz, tehat

megfelel§ adatai hosszanak hanyadoséra egyenld:

r_r o eoptopS
h m m 12
A h magassag kiszdmitésa: )
#)-n-h
Vkoktél + Vszilva =5
2
5
3125 4z (uh)'”'h
— T+ — =,
128 3 3
h=17,63.

A pohérban a koktél szintjének emelkedése:
h-75=7,63-75=0,13cm=1,3 mm.

LIyt Jelolje az oktaéder élének hosszisdgat a, a = 30 cm.

a) Vegyliik az oktaéder két szemkozti parhuzamos
élének felezGpontjan athaladd, ezen élekre
merdleges sikmetszetét.

A rombusz alaku sikmetszet tartalmazza a beirt

gomb kozéppontjat, és a gomb fékore érinti
a rombusz oldalait.

A rombusz oldaldnak hossza az a oldald
szabdlyos hdromszog magassaga:

4
¢

b=%=15\/§.

A rombusz egyik atldja az oktaéder a élével egyenl§ hosszu.
Keressiik a rombuszba irt kor sugardnak r hosszat.
A rombusz teriiletét egyrészt felirthatjuk r segitségével:

T r.ﬁ:r-ﬁzzr-gzr'dﬁzisoﬁ'r-

rombusz ) )

Masrészt a rombusz teriilete egyenlS két a alapu és b szaru egyenl§ szard haromszog teriile-
tével. A hdromszog alaphoz tartozé magassaga:

m= b2 @2: J1543)* =152 = 1542,

amibdl a rombusz teriiletére kapjuk, hogy

Trombusz = 2 an =30- 15\/§ = 450\/5
A két kifejezés egyenlGségébdl:
303 -7 = 4502 r= 45032 =5.6.
303

Az oktaéderbe irt gomb sugara: r = 56 =~ 12,25 cm.



b) Vegylik az oktaéder két-két szemkozti csicsan athaladd
sikmetszetét. Ennek a négyszog alaku sikmetszetnek minden
oldala a hossziisagu, atléinak hossza a2, a sikmetszet tehat
négyzet.

A négyzet 4tléinak metszéspontjatol a szabdlyos oktaéder
. a2
minden cstcsa - tavolsagra van.

Tehat a szabdlyos oktaéder koré irhaté gobmb sugara:

%:21,21 cm.

Vegyes feladatok I. — megoldasok

A visszamarado testnek 56 csucsa, 84 éle és 30 lapja van.

273
8

A sikmetszet teriilete: ~5,85cm?2

a) y=90° B ~33,69° a=>56,31% Ahdromszog c oldala: 24/13 = 7,21 cm.
b) Két ilyen hdromszog van.

Az egyikben y = 30° a harmadik oldal hossza pedig koriilbeliil 3,23 cm. A hdromszdg masik
két szoge: o = 111,73° és B = 38,27°.
A masik hdromszogben y = 150° a harmadik oldal hossza koriilbeliil 9,67 cm. A hdromszog
tovabbi szogei: o = 18,15° és B = 11,85°

a) Mivel a megadott paralelogramma négyzet, barmely két szomszédos oldala 90°-os szoget zdr be
egymaéssal.

b) A megadott paralelogramma két szomszédos oldala 11,54°-o0s vagy 168,46°-0s szdget zar be
egymassal.

. . 14 .
A korgydricikk szélessége 4,75 cm. A kdzépponti szoge o = = =2 radidn, azaz o = 114,59°.

a) A hdromszog teriiletét Heron képletével szamolhatjuk:
T=+21-8-7-6=84cm?

b) A legkisebb kor alakd kartonlapnak a sugara, amelybdl a hdromszdget kivdghattuk, éppen
a haromszog koriilirt korének sugara. Ha a koriilirt kor sugara R, akkor:

a-b-c _13-14-15
4.T 4-84
A Kkoriilirt kor teriilete koriilbeliil 207,39 cm?.

R= =8,125 cm.

¢) A hdromszodglapbdl kivdghato legnagyobb kor a haromszogbe irhat6 kor. Ennek r sugardra:
r=—=—=4cm.
s 21
A legnagyobb kivdghat6 kor teriilete koriilbeliil 50,27 cm?.



a) Mivel AB? + BC? = AC? teljesiil, ezért az ABC,, derékszog(,

amelyben az AC oldal az 4tfogé. .\C\
Az ABCD négyszog teriiletére teljesiil: s A
Typcp = Tapc + Tacp- ) ‘ \
\ ‘0 6

Az ABC derékszogii haromszog teriilete: \ /

Az ACD,, teriiletét Heron képletével szdmolhatjuk:
Tyep = (4 +13)- (4= V13)- (VI3 +1)- (VI3 - 1) = 3712 =6 em?

Az ABCD négyszog teriilete:

Tigep =12 +6=18 cm?.

b) Mivel az ABC, derékszogt, ezért ha 1étezik olyan kor, amelyre a négyszog Osszes csticsa
illeszkedik, akkor a hirnégyszogek tétele alapjan az ACD,-ben a D csticsndl szintén 90°-os
szognek kellene lennie. Mivel:

2
32 452 <(2413),
ezért az ACD, tompaszog(, vagyis az ABCD négyszdgnek nem létezik koriilirt kore (azaz nem

hirnégyszog).

¢) A b) részben lattuk, hogy az ACD, tompaszdgl, vagyis az AC atlé a D pontb6l 90°-ndl
nagyobb szdg alatt latszik, tehdt a D pont az ABC, Thalész-korének belsé pontja. Az ABCD
négyszoget teljes egészében lefedS kor legaldbb akkora sugard, mint az ABC, koré irt kor
sugara, ezért a legkisebb sugaru kor, amely lefedi a négyszoget, éppen az AC szakasz Thalész-
kore. Ennek sugara /13 cm, teriilete pedig 137 = 40,84 cm?.

d) A DAC,-ben a koszinusztétel alapjan:
P +(WB)-52 3
2-3-(2V13) V13

cosDACK =

Az ABC derékszogli haromszogben:

cos ACBX :L 3

W13 VI3
A kapott eredményeket 6sszehasonlitva lathatjuk, hogy DACS = ACB<, ezért az AD és CB szaka-
szok parhuzamosak egymadssal, igy az ABCD négyszog trapéz.

a) Alegbels futésav kozépkorének sugara:
r= ﬂ = 63,66 m.
2
Beliilrdl kifelé haladva a kovetkezd futésdv kozépkorének sugara 64,66 m, hossza 406,3 méter.
A kovetkezd sav kozépkorének sugara 65,66 m, hossza 412,6 méter. A legkiilsé sav kozép-
korének sugara 66,66 méter, hossza 418,8 méter.

2

b) A korgy(r( teriilete:
2-p-m-m,

ahol p a kozépkorének sugara, m pedig a szélessége.
A képlet alkalmazdsédval az egyes futésavokra a kovetkezd teriileteket kapjuk:
400,0 m?, 406,3 m?, 412,6 m?, 418,8 m?.



Tegyiik fel, hogy az e egyenes megfelezi az ABC, keriiletét
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és teriiletét. Ha az e egyenes az ABC-et két mdsik hdromszogre
bontja, azaz dtmegy a haromszog egyik csicsdn, akkor a két
részharomszog teriiletének egyenldségébdl kovetkezik, hogy az
e egyenes a haromszog egyik stlyvonala, a keriiletek egyenldsé-
gébdl pedig az kovetkezik, hogy a haromszog egyenlS szard.
Mivel az egyenld szard haromszog csticsdbdl indulé sulyvonal
egyben szogfelezd is, ezért az e egyenes valdban tartalmaz
olyan pontot, amely a hdromszog oldalaitdl egyenld tdvolsdgra
taldlhatd, ugyanis a beirt kor kozéppontja megfelel a feltételeknek.

A
Ha az e egyenes nem megy at a hdromszog egyetlen csticsdn sem, akkor a haromszoget egy négy-
szogre és egy mdsik hdromszogre bontja. Tegyiik fel, hogy az egyenes a haromszdgnek az AB
és BC oldalait metszi, AB-t G-ben és BC-t H-ban. Legyen AG = x, CH =y, tovabb4 ebbdl ad6-
déan GB=c—x é HB=a-y. Legyen tovibba O a B csticsbdl indulé szogfelezd és az e egyenes
metszéspontja. Ekkor persze az O pont az AB és BC oldalaktdl egyforma tavolsagra taldlhato,
amit r-rel jeloltiink. A GHB, teriilete:

(c—0r  (a=yr
Toyp = + .
GHB 2 )

Az AGHC négyszog teriilete:
xr yr br’

TyGrc = TAGO+THCO+TCA0=7+7+ 7

ahol 7’ az O pont AC oldaltél mért tdvolsaga.
Mivel az e egyenes megfelezi az ABC), teriiletét, ezért:
(c=vr (a=yr_xr yr br

2 2 2 2 2
(c—=x)r+(a—y)yr=xr+yr+br. (1)

’

Vegyiik figyelembe, hogy az e egyenes megfelezi az ABC, keriiletét is, ezért:
c—Xx+a-y=x+y+b,
amibdl r-rel val6 szorzas utan:
(c=x)r+(a—-y)yr=xr+yr+br. (2)

Az (1) és (2) egyenlGségek bal oldaldn ugyanaz a kifejezés 4ll, ezért a bal oldalon all6 mennyi-
ségek is megegyeznek, azaz:
Xr+ yr+ br’=xr + yr + br,

amibdl kovetkezik, hogy r = r’. Ez azt jelenti, hogy az O pont a hiromszog mindhdrom oldalatdl
egyenl§ tdvolsagra taldlhatd, amit éppen bizonyitanunk kellett.

Megjegyzés: Az O pont éppen a haromszog beirt korének kozéppontja.

A korcikkben az dbra szerint elhelyezett PORS négyzet oldalat A
jeloljiik x-szel. Az OPS derékszogl haromszdgben:
X x _ x/3

tg6°=— = OP=—72=—.

&= op B3 s —\F
Ebbdl kovetkezik, hogy az ORQ derékszdgli hdromszog oldalai: . .

0Q=x+£=x'(1+£)’ RO=x, OR=12cm.
3 3 /60°
0 P X Qa B



Az ORQ)-ben felirhatjuk Pitagorasz tételét:
2
x2-(1+?j +x2=122 = x2-—7+32*/§ =144,

amibdl a PORS négyzet teriilete:
& ) 432

TN

A korcikkben az dbra szerint elhelyezett TUVW négyzet oldalat
y-nal jeloltiik. A feltételek szerint az UT szakasz parhuzamos
az AB hurral, amibdl kovetkezik, hogy az OUT, szbgei paronként
megegyeznek az OBA, szdgeivel, azaz a két haromszog hasonlo.
Mivel az OBA, szabélyos (OA = OB és a két oldal 60°-os szdget
fog kozre), ezért a hozzd hasonlé OUT), is szabdlyos, igy OU =y.

=~ 41,28 cm?2

Tekintsiik ezutdn az OUW,-et. A haromszog oldalai:
OU=y, UW=y/2 é OW=12cm.
A haromszog megfelelS szogére:

OUWL = OUTS + TUWS = 60° + 45° = 105°.
A koszinusztétel alapjén:

OW?=0U? +UW?-2-0U -UW -cos105°,
144 = y2 +2y2 — 232 - y - cos105°,
amibdl a miveletek elvégzése utdn a TUVW négyzet teriiletére adodik, hogy:
) 144
Y 3242 -cos105°

Eredményeink alapjan az elsd esetben kapunk nagyobb teriiletd négyzetet.

~ 38,58 cm?2

Ha a fabdl késziilt kocka éleinek hossza x cm, valamint a darabolas utan keletkez§ kisebb kocka
éleinek hossza y cm (x > ), akkor a feltételek szerint a nagyobb kocka és a darabolds utdn kelet-
kez6 kisebb kocka térfogatanak kiilonbségére teljesiil, hogy: x3 — y3 = 152.

Az ismert nevezetes azonossag alkalmazasaval szorzattd alakitva kapjuk, hogy:

(x=y)- (x2 +xy + yz) =152.
A bal oldalon szerepl§ szorzat tényezGi pozitiv egész szamok, tovabba lathatd, hogy a médsodik
tényezd hatdrozottan nagyobb, mint az elsd, ezért a kovetkezd esetek lehetségesek.
Leset: x—y=1 és x2+ xy+y% = 152. Az els6 egyenletb6l x* —2xy + y? = 1, amit a masodik
egyenletbdl kivonva kapjuk, hogy 3xy = 151. Mivel a 151 nem oszthaté 3-mal, ezért ez az eset
nem teljestilhet.

IL eset: x—y =2 és x>+ xy + y*> = 76. A mésodik egyenletbSl kivonva az els egyenlet négyzetét:
3xy =72, azaz xy = 24. Tekintettel arra, hogy x pontosan 2-vel nagyobb y-ndl, kénnyen beldt-
hatjuk, hogy x =6, y =4.

IMI. eset: x—y=4 és x?+xy+y2=38. A mdr kétszer alkalmazott mddszer most a 3xy = 22
egyenletre vezet. Mivel a 22 nem oszthaté 3-mal, ezért ez az eset nem teljesiilhet.

IV. eset: x—y =8 és x%+ xy +y?> = 19. Eziittal 3xy =—45. Mivel a bal oldalon pozitiv szimok
allnak, amelyek szorzata nem lehet negativ szam, ezért ez az eset sem teljesiilhet.

A feltételeknek egyetlen kocka tesz eleget, amelynek élei 6 cm hossziak. Az ellen6rzés mutatja,
hogy a 6 cm éld kocka valdban feldarabolhaté az ismertetett modon.



Vegyes feladatok Il. - megoldasok

a) A téglatest felszine: 2248 cm?.
b) A téglatest térfogata: 6240 cm?.

A négyzetes hasab térfogata: 1685,11 cm?.
A padléstér legnagyobb magassdga: 8 m.

a) A sajtbdl megkozelitSleg 592 darab szokdsos méret( sajtot lehetett volna késziteni.
b) Egy ilyen minGségl 1,4 kg tomegd sajt elkészitéséhez megkozelitSleg 10 liter tej kellene.
¢) MegkozelitSleg 183 napra lenne elegendd.

A hangyalesé larvdjanak megkozelitSleg 84 cm? térfogati homokot kellett megmozgatnia.
Egy liter aszubdl koriilbeliil 242 borbonbont lehet késziteni.

a) Akeletkezett forgastest felszine: 3007 = 942,48 cm?.
b) Akeletkezett forgdstest térfogata: 2407 = 753,98 cm?.

A lavorba megkozelitSleg 22 liter viz fér.
A goly6k feliiletének az 6sszege: 130,46 cm?.

LIEE) A négyzetes oszlop alapéle legyen a, oldaléle m hosszisagu.

A feladat feltételei alapjan: <
m I
—==1tg49°471,
a2 g
m
a?-m=2880.
Az egyenletrendszer megolddsai: a = 12 és m = 20. o L
A négyzetes oszlop felszine: e >
a

2122 +48-20 = 1248 cm?.

CHI) A feladat szovege alapjdn egy dtlagos testalkatd ember térfogata:
V,=1,5-0,08=0,12 m?.
A f6ldon €16 6,9 millidrd ember térfogata:
V=6,9-10-0,12 = 0,828 - 10° m* = 0,828 km?.
A Balaton vizszintjének i emelkedésére felirhatjuk, hogy:
0,828 =h-594 = h=0,0014 km.
A Balaton vizszintje 1,4 m-rel emelkedne.

8 a) Az UTP kébel keresztmetszete T = 2,752 7 mm?2, tehét kétszer 20 méter térfogata:
V=2,75%- £-40000 = 950 332 mm?> = 950,33 cm?.

A kabel tomege:

m;=V-p=950,33-0,8 =760 g.
A cs6 tomege:

my =20-0,5=10dkg =100 g.

A csé és a kdbel egyiittes tomege:

m=my +m, =860 g =86 dkg.



b) Az UTP kabel sugara R = 2,75 mm, a csébe még behiizhatd
legnagyobb sugaru kébel sugara legyen r.
Vegyiik a bekdbelezett cs6 dbran 14thatd keresztmetszetét. A
A harom kébel kor keresztmetszetének kozéppontjai egy ‘Y‘
olyan egyenld szard haromszoget hatdroznak meg, amelynek '
alapja 2R, szdrai R + r, az alaphoz tartoz6 magassaga pedig

2R — r hosszisaguak. Irjuk fel Pitagorasz tételét a magassig
altal 1étrehozott egyik derékszogil haromszdgben:

(R+7r?=R*+(Q2R-1? = r=%R.

A cs6be legfeljebb 2r = %R = % 2,75 = 3,67 mm kiils6 atmérdjd kabel hizhatd.

(HB Tekintsiik a csatorna dbran ldthat6 keresztmetszetét.

Szamoljuk ki, hogy a keresztmetszetben mekkora teriiletd részt
foglal el az 4tfolyé viz. Ez egy 45 cm sugart korszelet, amelyet
az AB hur hatdrol. A hurnak a kor kozéppontjatdl vett tdvolsaga
a sugdr harmadrésze, azaz 15 cm. Ez alapjdn az o kozépponti
szogre felirhato:

cos®=1 o o <141.06°
2 45
A korszelet teriilete:
T2 g, 0 riesina o 141,060 457-sin141,06°
360° 2 360° 2

~1856,37 cm? = 0,19 m2

A csatorna dranként annyi vizet enged at, amekkora egy T alapteriiletd m = 0,8 - 3600 = 2880 m
magassagu hengerszer( test térfogata.

Orénként a csatorna V="T-m = 547,2 m3 vizet enged 4t.

(B A tetraéder magassdga legyen m = AD =20 cm, az alaplapja

az ABC,, melynek teriilete:
15-20

a) A tetraéder térfogata:

15-20
V:T-m: 2 ’
3 3

b) A felszin kiszdmitdsdhoz sziikségiink van az oldallapok
teriiletére.

Az ABC derékszogli haromszogbdl:

BC=+/152+202 =25 cm,
Mivel az ABC, és az ABD, egybevagé: DB =25 cm.
Az ACD derékszogii haromszogbdl: DC =204/2 cm.

20
=1000 cm3,




() Az dbrik jeloléseinek megfelelGen a giila magas-

A tetraéder BCD oldallapja egyenl§ szari hdromszog. Szarainak hossza 25 cm, alapja 20v/2 cm
hosszu, igy az alaphoz tartoz6 magassaga:

252 - (20*/—) J425=517 = TBCD_M:SOM cm?

A tetraéder masik harom oldallapjanak teriilete:

Type = Tapp =150 cm? és Tycp =200 cm?.
A tetraéder felszine:

A=2-Typc+ Tiep + Tyep = 2 150 + 200 + 504/34 = 500 + 504/34 = 791,55 cm?.

sdga m =2 m, az alaplap beirt korének sugara
r=1m, alapéle pedig a. Az alaplap beirt kdre
az alapélt az él F felezGpontjandl érinti.

A BFO derékszodgli haromszog O csucsandl 1évs

l =36° amibdl:

szoge:

a

tg36°=% =  a=2-1236°m

a) A gila alaplapjdnak teriilete:

T-m_5-1g36°-2

:5-%z5-tg36°m2 = Vv ~ 4,42 m]

3
A giila térfogata 4,42 m3.

b) A palést felszinének kiszdmitdsdhoz sziikség van az oldallap m, magassdgdra. Az OFK derék-
szogl hdromszdgben ismerjiik az OK és OF befogokat, igy az m,, atfogo:
my=OK2 + OF2 =22 + 12 =\/5m.
A gula paléstjanak felszine:
A

a-m

=5. =5-1g36°-/5=8,12m2

paldst

Az a =12 cm oldald szabdlyos ABC hdromszoget e egyenes
koriil megforgatva egy olyan korhengert kapunk, amelybdl két
egybevag6 korkupot kivagtunk.

A két kup és a korhenger alapkorének a sugara a szabalyos harom-

iy ) a3 ) ) iy
sz0g magassdga: r = — A henger magassdga a haromszog

oldaldnak az a hossza, a kipok magassdga pedig %.

A kupok alkotéinak hossza a hairomszog a oldaldnak a hossza.

a) A henger és a két kip paldstjdnak teriiletét osszeadva megkapjuk a forgéstest felszinét:

a3

A=Ahengerpalést+2'Akﬁppalést:2r'”'a+2r'”'a:4r'7r'a=4'7'ﬂ'a:

=2/3-m-a>=2J3-7-144 =1567,12 cm?
A forgéstest felszine: A = 1567,12 cmZ,



(4506)

b) Aforgastest térfogatat megkaphatjuk tgy, hogy a henger térfogatabdl kivonjuk a két kip térfogatat:

re - my 2
- =52 kip _ 2 -
V_Vhenger_z'vkﬁp_r '”'mhenger_z' 3 =r '”'(mhenger_gmkﬁp)_

2
= (@j T (12 —%6] = 8647 =~ 2714,34 cm?

A forgéstest térfogata: V = 2714,34 cm?.
A csonka kup alaku tejfolos doboz fed6korének sugara R = 4,25 cm, az alapkor sugara r = 3,25 cm,
az alkot6ja @ = 12 cm.
A csonka kiip m magassdga az a®> = m* + (R — r)*> Osszefiiggés alapjan:
m=+Ja?—(R-r?=+122-12 =143 cm.

A doboz térfogata:

V=TT (R R4 r2) = T (4052 44053254 3,252) = 531,43 em?

A tejfol sirdsége:
_ Myejtor _ 450 ~0.85-8

\% 531,43 cm?3

Az dbra jelolései szerint a gombbe irt kip tengelymetszete az
ABC,. A haromszog koriilirhaté korének sugara R =20 cm,

- 3 Co
a hdromszog szdrdnak a hossza a = 1 2R =30 cm, ami a kap

a alkotdjanak hossza is egyben.

Az AOC egyenl§ szard haromszdgben az AC oldalhoz tartozé
EO magassag behuzasaval kiszdmithaté az ABC egyenld szaru
haromszog C csucséandl levs o széarszoge:
cosg = E = cosg = 1—5 = oa=282,82°
2 oC 2 20
A keriileti és kozépponti szogek tétele alapjan:
AOB¥ =20 = AOF<¥=cq.

Az AOF derékszogli hdromszdgbdl meghatdrozhat6 a kip alapkorének sugara:

sing=— = sin82.82°=— = r=~19.84cm.
R 20

A gdombbe irt kip felszine:
A=mr-(r+a)=nr-19,84-(19,84 + 30) = 3106,49 cm?.

Tekintsiik a mellékelt abrat. Legyen a gila alapéle a.

Mivel szabélyos haromszdg alapu guilardl van sz6, a D cstcsnak
az alaplapra es@ merdleges vetiilete az ABC szabdlyos hdrom-
szog S stlypontja.
Egy hdromszogben a sulypont a stlyvonal csuicstdl tdvolabbi
harmadolépontja, tehat:

_ a3 2 a3

2 3 3

AS




Az ASD fél szabalyos haromszdgben:

SD=AD - ? =143, tehit a giila testmagassaga: m = 14/3 cm,

valamint:

AS = ATD = % =14, tehita gila alapéle: a=144/3.

A gula oldallapjdnak magassdga a DBC egyenl§ szard haromszogbdl szdmithato:

m, = DF =~/BD?> - BF? = (14\/_) 7413 cm.

a) A gila felszine:

612'\/§ a

A=T+3- T, =543, '2’”0 = 1473 +1473/39 = 1172,63 cm?.
b) A gila térfogata:
@23
r-m s " 3
V= = =2058 cm”.
3 3

CHI) A siivegcukor alapkorének sugara r = 6 cm, magassidga m = 30 cm.
A kup alkot6janak hossza:
a=m?+r2 =302 + 62 = /936 = 626 cm.

A kup paldstja egy a sugaru korcikk, amelynek kdzépponti szogét jelolje o. A korcikk ivhossza
az alaplap kertiletével egyenld:

2ea-m—a—=2rx = 2.626-7——=2-6-71 = a=70,60"
360° 360°
a) Akup palastjat az L ponton dthaladé alkotdja
mentén felvdgjuk, és sikba kiteritjiik. A 1égy
altal megtett legrovidebb 1t az igy kapott kor-
cikk / hosszusagu hurja. A hir hossza annak :
az egyenld$ szard haromszognek az alapja, 6426
amelynek szarszoge 70,60°% szdra 626:

l:2-6-\/%-sin70’260 ~35,36.

A légy altal megtett ut 35,36 cm.

b) Tekintsiik a kip P ponton 4thaladé tengely-
metszetét az dbrédn lathato jelolésekkel.
A péarhuzamos szelGszakaszok tétele alapjan:
PP’ 5

OP> 30’
=6Jz—.é=m

A P pontnak a kip csticsdtol vett tdvolsaga:

OP =626 — /26 = 526 cm.




A kup paléstjat a P ponton dthaladé alkot6ja mentén felvag-
juk, és sikba kiteritjiik. A hangya altal megtett legrovidebb ut
az igy kapott korcikk azon 4 hiirjanak a hosszisiga, amelynek
végpontjai a hatdrolé sugarakon a kip csticsatél 526 cm
tdvolsdgra vannak:

[=2-5-426 -sin ~29,47.

70,60°
2

A hangya 4ltal megtett it 29,47 cm.

c) Alégy akkor keriil a legktzelebb a kip csucsahoz, amikor az ut felét megtette. Ekkor a csics-
tél vett tadvolsag:

d =626 - cos 70’260 ~24,97 cm.

A hangya a kiindul6 helyzetében van legtdvolabb a kip cstcsatol. Ez a tdvolsag:
OP =526 =25,50 cm.
Mivel OP > d, a hangya és a 1égy taldlkozhat a siivegcukor feliiletén.
Tekintsiink egy olyan szabélyos négyoldalii csonka giilit, amely- ¢

nek az alapéle 4 dm, a fed6lapjanak felez6pontjai altal meghata- G
rozott négyzet oldala 2 dm, magassdga pedig 1,5 dm. LA AN N

Az emlékmi talapzatit ennek a testnek a csonkoldsaval kapjuk N2 N2
ugy, hogy a fedSlap minden cstcsandl levagunk egy-egy tetra- :
édert.

A feliilnézeti dbran az emlékmi talapzata az ABCDEFGH test. g i
Ha az ABCDAB’C’D’ csonka gila A, B’, C’ és D’ cstcsaindl A EB
levagjuk az EHA'A, az EFB’B, az FGC’C és a HGD’D egybe- g 5
vago tetraédereket, akkor éppen a talapzatot kapjuk meg.

A= =B

A HGD’ egyenl§ széri derékszogii haromszog atfogéja 2, igy befogdi /2 hosszisgiiak, ezért
az AB’C’D’ négyzet oldaldnak a hossza 2+/2.

m
‘QBCDA’B’C’D’:‘/:g'(T"‘VT't +1)=
1,5 2
=T'(42+4'2ﬁ+(2ﬁ) )=12+4J§.
A levdgandé egybevigé tetraéderek (pl. HGD'D) alaplapjénak teriilete a +/2 befogéji egyenls
széaru derékszogl haromszog teriilete, magassdga m = 1,5, igy:

T -m

s . 1
I'=s—-—=1 s Vtetraéder = T 5

oz

Az emlékmii térfogata:
1
V= Vagcoasen — 4 Vietracder =12+ 42 4 5=
=10 +4/2 = 15,66 dm*

A talapzat tomege:
Mialapzat = V-p=15,66-2,7=4228 kg.



Mivel a rétegek magassaga mindig kettdvel ng, ezért a paros négyzetszamok adjak meg a szom-
szédos rétegekben levd kockdk darabszamat.

Az épitményben a kis kockdk szdma:
4+16+36+64+ 100+ 144 + 100 + 64 + 36 + 16 + 4 = 584.

b) Az épitmény elolnézetének teriilete megegyezik a legmagasabb fiiggbleges réteg teriiletével. Ezt

a feliiletet elol és hatul is le kell festeni. Az el6z&ek alapjan ez a két feliilet:
2122 =288 cm?.
Az épitmény oldalnézetben kétkockanyi magassdgrol indul, és mindig djabb két kockaval

novekszik, amig el nem éri a 12 kockdnyi magassdagot, majd onnan az el6z6 szabdly alapjan
kétkockanyi magassagig csokken. Két oldalrdl a lefestendd feliilet:

2-24+44+6+8+10+12+10+8+6+4+2) =144 cm?.

Feliilr6l az épitmény alapjanak megfeleld teriiletet kell lefesteni:
347+11+15419+23+19+15+11+7+3 =133 cm?

A befestendd feliilet Osszesen:
288 + 144 + 133 = 565 cm?.
c) Az elsé fiiggdleges réteg 22 darab kock4bdl 4ll, és ennyit takar el a masodik fiiggdleges réteg
nem sz€1s6 kockdibdl, igy ezeket nem kell befesteni.

A misodik fiiggSleges réteg 4> darabot takar el, a harmadik 62-t, és igy tovdbb egészen az 6todik
fiiggdleges rétegig, ami 10% kocka festését nem engedi meg a hatodik legmagasabb rétegbdl.
Ett6l kezdve a csokkend magassagi oldalon az el6z6khoz hasonléan gondolkodhatunk.
Az épitményben igy

224+ 42+ 6%+ 82+ 102+ 82+ 6%+ 42 +22=340
kockdnak nem lesz egy oldala sem befestve.
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12.4. VALOSZINUSEG-SZAMITAS, STATISZTIKA

Geometriai valosziniiség — megoldasok
4
=—=0,4.
@) p=7 0 0,
b) Nem, a végpont nem befolydsolja az intervallum hosszat.

=0,625; c) p=i61z0,33.

4
=
o~
o

a) p= b) p=

0
=
~
o

b) p=>=0,56.

)

N—

h]

|
ols ok~
Ol oW

p=0,7= g igy x =4,9. I-nek 4,9 hosszi intervallumnak kell lennie. P1. [8; 12,9].

pol8 U151 o,
19 20 380
p=2208 2 o6
12 3
15-2.32
_2 15223 5T 76
515 75
152 0752 n

=0,008;  b) Pyyypgeye = ~0,002.

P, = - oy
@) Fou = [eosr 1 16752 7

Tekintsiik az ablak nyitott (kék) részén kiviili darabokat.

I. megoldas: Ezek harom, az eredetihez hasonlé haromszoget
alkotnak. A szoveg alapjan tudjuk, hogy a kis haromszogek
oldalai feleakkordk, mint egy nagyobb hdromszog oldala. Mivel
két nagyobb és egy pici hdromszog oldala kiadja az ablak alsé

oldalat, igy a kis piros haromszog oldala éppen %—e, a sdrga

nagyobb hiaromszog oldala %-e, mig a fels6 szines haromszog
oldala %—e az ablak oldaldnak. A hasonlésdgndl igazoltak alapjan (hasonld alakzatok teriiletei

a hasonldsagi ardny négyzetével ardnyosak):
1 4 9
P ~Themkac _25 25 25 _14_ .5
(betori az ablakot) Tablak 1 25 s

I1. megoldas: A feladatot atdaraboldssal is megoldhatjuk. Szamoljuk 6ssze, hogy a bal alsé kis piros
haromszoget hanyszor mérhetjiik fel az dbra tobbi alkotéelemére. (A hasonlésdg miatt ezt megtehetjiik.)
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(A Gyakorlatilag nyolc sdvot ldtunk a tablan a kozépkort is beleértve, igy a tdbla sugara 16 cm.
Barmely sav teriiletét megkapjuk, ha a kiils6 hatdrol6 kor teriiletébdl kivonjuk a belsd hatarol6 kor

teriiletét.
22. 1
=—=0,015625;
@ p 162- 1
82.71-6%-1
: =—=0,109375;
PET e,

e) p= 6% _ 140625:
P 1627 ’
122-7-4%2.1

=———=0,5.
§ P e n

h) Két dobasbdl 15 pontot tigy érhetiink el,

vagy 7-et és 8-at dobunk:

POés6 vagy 66s9)=2-

P(8és7 vagy 7és8)=2-

42.7-22-1
b =——— =0,046875;
) P 1621
122.7-10%- 7
d p=—=0,171875;
)P 1627
102 -7
=1- =0,609375;
f)p e

ha 9-et és 6-ot, vagy 6-ot és 9-et, vagy 8-at és 7-et,

42.m-2%.7 10*-7-8% -7

~0,01318,
1627 1627
2.0 _42. 2. _6K2.
6 1”624 8 1”626 T - 0.01708.
4 -

A két eredmény Osszege adja a kérdésre a vdlaszt: p = 0,03.

El6szor szdmitsuk ki a dupla 20 és a tripla 20 pontszdmot ad6 részek teriileteit:
16,75 -1 15,752 - &

~ 5,105 cm?,

T =

10,752 - 71-9,75% - &

20
~3,22 cm?2

Tty =

20

s oz

Ezek utdn konnyebb kiszdmitani a sima 20 pontot érd teriiletet:

15752 - n-15% -1

Tho =
20 20

— Ty = 38,61 — 3,22 =35,39 cm?

Fel vagyunk vértezve a valészintiségek kiszamitdsdhoz sziikséges adatokkal.

Too

~0,1168;
To + Tpoo + Trag

a) P(D20) =

7z

c) Az el6z6 pontbol:

Tty

=(0,0737.
Ty + Tpoo + Top

b) P(T20)=

P(20) =1 - P(D20) — P(T20) = 0,8096.
Két nyillal 80 pontot Ggy szerezhet David, ha két dupla 20-at, vagy egy tripla €s egy sima 20-at,
vagy egy sima és egy tripla 20-at dob. Valészintiségeik osszege:

P(80 pont) = P(D20) - P(D20) + 2 - P(20) - P(T20) = 0,1328.

P=

innen r=0,1"-R.

frjuk fel a valdszintséget. Jelolje a kis kor sugarat r, a nagy korét R. Ekkor:

r2.

b4
R =0,01,

T

Tehat a kozépkor sugara 10%-a kell, hogy legyen a tdbla sugardnak.
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7 Irjuk fel a masodfoki egyenlet megoldképletét, egyszertsitsiink 2-vel:
+ —
_4ENI6-4c | ao

1,2 5
Természetesen akkor lesz mindkét megoldds 1-nél nagyobb, ha a kisebb gyok is nagyobb 1-nél:
2-d-c>1.
Megoldasat a ¢ > 3 valds szdmok adjak. fgy a keresett val6szindség:
1
p= g

(1) Keressiik meg azokat a pontokat a koordindta-rendszerben,
amelyek kielégitik az egyenl6tlenséget. Az dbrdn ezeket a pon-
tokat latjuk a téglalappal egyiitt.

2
A valészintséget a teriiletek mértékébdl meghatarozhatjuk: /

4.2 1 - 32\
P86 6

(k) Képzeljik el egy koordinata-rendszerben a fiirdSbe 1épések
lehetséges idSpontjait. Jancsi és Juliska 630-kor kelnek és 740-kor ~ 7°

hagyjak el a hizat. Tehdt e két id6pont kozott tartézkodhatnak /

Jancsi

a fiird6szobdban (4brdn zold négyzet). Mivel Juliskdnak 30 perc
sziikséges, hogy elkésziiljon, legkéssbb 719-kor meg kell kez-
denie a szépitkezést (fiiggSleges szaggatott vonal és attdl balra).
Jancsindl ez az id6 10 perc, igy 6 raér akdr még 73%-kor is
bemenni a fiirdSbe (vizszintes szaggatott vonal és attdl lefelé).
igy az eseménytér a tengelyek és a szaggatott vonalak kozé esG R T sk
téglalap alakdi teriilet.

Ha Jancsi 630-kor megy a fiirdébe, akkor Julisnak 6*0-t6] szabad a palya. Ha Jancsi 6*0-kor 1ép be,
akkor Julis 679-t51 mehet, stb. Ezeket a belépési pontokat a kék teriilet mutatja. Ha Julis 1ép be
el6szor rogton ébredés utan, akkor Jancsi csak 7%0-t61 mehet be. Ha Julis csak 640-kor megy be,
akkor Jancsinak varnia kell 710-ig stb. Ezt a barna részen l4tjuk.

700 4

Orommel akkor vesznek bicsut, ha nem veszekedtek, azaz ha a fiirdére nem kellett varniuk. Ennek
a valoszintiségét a haromszogek teriileteinek dsszege és a téglalap teriiletének ardnya adja meg. A két
haromszogbdl készithetiink egy négyzetet:

P(6rom és boldogsdg) = % =0,375.

Hét ez bizony nem tul sok... Erdemes lenne valami rendszert vinniiik a reggeli késziil6désbe.

() Az egyenletben m jeldli az egyenes meredekségét, ¢ pedig

N y
a fiiggbleges eltolds mértékét. N st

Keressiink olyan egyeneseket, melyek kielégitik a metszésre Slsmst o

kapott feltételt. )

Példaul ha ¢ =3 lenne, akkor m értékét a [—1; 1] interval- N
lumbdl vélaszthatnank tetszSlegesen. (Ez azonban nem felel AR RN
meg a feladat megolddsanak, hiszen ¢ értéke nem lehet 2-nél 1 et
nagyobb.) :
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Ha ¢ =2, akkor m legaldbb —%, legfeljebb % lehet.

Ha ¢ =1, akkor m legaldbb —%, legfeljebb % lehet. Hasonl6éan kapjuk a negativ c-re ad6d6

értékeket. Erdekes modon, ha ¢ = 0, akkor m nem vehet fel értéket, hiszen barhogy is adjuk meg,
az egyenes metszeni fogja a [—3; 3] intervallumon az x tengelyt.

Abrazoljuk egy m—c koordinata-rendszerben a lehetséges és
a feltételeknek megfelelS paramétereket. Ezt 1atjuk a jobb oldali 2
&brén, a piros szind rész a szdmunkra kedvezd. A kérdezett valo-
szinliség:

A T

Képzeljiik el a konyhdba valé belépési id6pontokat egy derék- 1\ ey st
sz0gl koordinata-rendszerben. Jeloljiik az abszcisszatengelyen 1200
Irma néni, az ordindtatengelyen Karoly bacsi belépésének idejét. ] /

A tengelyeken mérjiik az egységet 6rdban. Irma nénir6l ismert,
hogy 2 6rét tolt a konyhdban, Kdroly bacsi ottlétének hosszat j2
jelolje x. x nem lehet kisebb 0-nél és nem lehet nagyobb 3-ndl, |
hiszen akkor mdr biztosan ranyit egyikiik a mésikra. Azt is T, S
tudjuk, hogy Irma néninek legkésébb 10%-kor el kell kezdeni “o

700 %/'—’ ! 1200

3-x

a fézést (fligglleges szaggatott vonal). Irma neni

A piros szind rész azokat a pontokat jeloli, amikor Karoly bacsi beléphet a konyhdba Irma néni utan.
Ezt biztosan ismerjiik. Nem ismerjiik x értékét. Annyit tudunk, hogy x befolydsolja az als6 zold
haromszog teriiletét, illetve magat az eseményteret is (a tengelyek €s a veliik parhuzamos szaggatott
vonalak altal hatéarolt téglalap). A z6ld haromszogbdl €s a piros haromszdgnek az eseménytérbe esd
rész€ébll Ossze tudunk allitani egy (3 —x) oldali négyzetet. Az eseménytér egyik oldala biztosan 3
(Irma néni konyhéban t6ltott ideje miatt). Irjuk fel a teriiletegységek hanyadosat x fiiggvényében:
2
P(nem zavarjak egymast) = (3—x)

3-5—-x)

Most prébaljunk meg védlaszolni a kérdésekre.

a) Ha azt szeretnénk, hogy 0,5-nél kisebb valészindséggel kapjanak 0ssze, akkor 0,5-nél nagyobba

2

kell tenni az el6z6 valdszindséget. Szorozzunk a nevezdvel (mivel 0 < x < 3, az egyenlStlenség
irdnya nem valtozik), majd rendezziink egy oldalra:

(- x)? 2 2
—>0,5 = @B-x»>1,5-6-x = x*-45x+1,5>0.
3-5-x)
Innen:
+.452-4.
x172=4’5_ 4’5 4 1’5, = x1z0,36 éS sz4,14.

2
Feltételeinknek csak a kisebb érték felel meg. Mivel a méasodfoku kifejezés egy felfelé nyilo
parabola, igy az egyenl6tlenség megoldésa:
0<x<0,36.
Azaz ha Karoly bécsi 0,36 6rdndl (kb. 21 perc és 36 mdsodpercnél) kevesebb id6t tolt el

sz

a konyhdban, akkor 50%-nal nagyobb valdszintiséggel kevesebb hangos sz6 hallatszik.
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_ )2
G- kifejezés
3-5-x)
értéke. Vizsgaljuk a kifejezést a 0 < x < 3 intervallumon. Néhany érté€k behelyettesitése utdn

b) Anndl kisebb a masik megzavardsanak valdszintisége, minél nagyobb a p =

azt sejtjiik, hogy x = O-ra kapjuk a legnagyobb értéket, mégpedig p, .= é Hogyan igazol-
hatnédnk ezt? 5

Azt mutatjuk meg, hogy p a p,,., értéknél csak kisebb lehet minden 0 < x < 3 esetén:
_ )2
REES )
3-6-x) 5
Tiintessiik el a torteket, majd fejtsiik ki a zdréjelet, és rendezziik az egyenlStlenséget egy
oldalra (pozitiv szdmmal szorzunk):
5:3-x2<9-(5-x),
45 — 30x + 5x2 < 45 — 9x,
5x2-21x <0,
x-(5x-21)<0.

Megoldésa:
0<x<4,2 (egyenes alldsd parabola).

Mivel 0; 3[ < ]0; 4,2[, ezért valéban teljesiilnek a fenti egyenlStlenségek.

Végeztiink: Irma néniék akkor vesznek Ossze a legkisebb,

2

l_pmang

valdszindséggel a konyha haszndlatdn, ha Kéroly bacsi 0 6rat tolt el ott, azaz a konyha koze-
1ébe sem megy.

Megjegyzés: Ezt Irma néni a fenti példa megoldasa nélkiil is nagyon jol tudja.

Varhatd érték (emelt szintii tananyag) — megoldasok

M=0,1-1+02-(-2)+0,3-3+0,4-(—4) =-1. Nem érdemes a jatékban részt venni.
M=04-1+03-(-2)+0,2-3+0,1-(—4) =0. Igen, érdemes a jatékban részt venni.

M=l-1+l-2+l-3+l~4+l-5+l-6=l-(1+2+3+4+5+6)=2=3,5.
6 6 6 6 6 6 6 6

a) M —l-(—10)+l-8——1~ b) M —1-10+l-(—8)—1
47 2 ’ ) 2 '

@ ' (835) 1454 @ ' (825) 17690 4 @ ' (815) 2127600 + w 675000000 = 75,5 Ft.
B om0 ) |

75,5 - 225 =-149,5. Nem érte meg.

M =
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a) Az elsé porgetéskor akkor éri el a legnagyobb pontnovekedést, ha 3000-et forgat. Ezutan viszont
mindig kétszer a duplazét kell kiforgatnia, azaz maximum 20 000 pontot érhet el.

b) Akeréken nyolc mez§ van és feltételezziik, hogy nem csalnak a jatékban, azaz minden mez8nek
ugyanakkora a val6szindsége. A duplaz6 2000-rel noveli, a felezd 1000-rel, a negyedeld 1500-zal,
a nulldz6 2000-rel csokkenti a pontszdmot, ezért a porgetéskor varhatdéan kaphat6é pontszam:

M= é -(~2000) + é -(~1500) + %-(—1000) + é-(—1000) +

+1-1000+1-2000+1-3000+l-2000:312,5.
8 8 8 8

A forgatds utdn a jatékosnak sok ilyen helyzetet tekintve dtlagosan

2000 +312,5=2312,5
pontja lesz.

¢) Halenulldzta magt, akkor a szdmdra negativ mezGket nem kell figyelembe venni, hiszen ennél
kevesebb pontja nem lehet. Hasonl6 a helyzet a dupldzéval is. Igy:

M=%-1000+%~2000+%-3000=750.

Sok ilyen szitudcid utdn koriilbeliil 750 pont lesz a pontjainak dtlaga.
d) 10000 pont esetén a duplazé ugyanennyivel néveli a pontok szamat, illetve a felezd 5000-rel,
a negyedel§ 7500-zal, a nulldzé 10 000-rel csokkenti a pontokat. Tehat:
M= %-(—IOOOO) + % -(=7500) + % -(=5000) + % -(—=1000) +

+ % -1000 +é-2000 + % -3000 + % -10000 =-937.5.

Ebben a szitudcioban (sok jaték atlagat tekintve) a jatékos pontszama 10000 —937,5 = 9062,5
pontra csokken. Ugy tiinik, hogy minél tobb pontja van egy jatékosnak, az ardnyosan csokkentd
és a nulldzé mezGk anndl jobban csokkentik a pontjait.

A jatékos nyereményét a jaték ardnak kell egyensulyba hozni. Azaz akdr a jatékos, akdr a jatékot
szervez$ Dani varhaté nyereménye O kell, hogy legyen. Mivel a jatékos nyereménye % -6 =2 jaték-

eurd, ezért a jaték drdnak is 2 eurdt kell valasztani. (Az egyiket minden forduléban ,,megnyeri”
valamelyik fél, a masikat ,,elvesziti”.)

Tekintsiik Baldzs szempontjabol a bevételeket és a kiaddsokat. A jaték dra (2 eurd) Baldzsnal marad,
ha a jatékra befizet§ veszit. Ha a jatékos nyer, akkor 6 eurdt fizet neki Baldzs. Ez csak 4 eurd vesz-
teség Baldzsnak, hiszen elGtte 2 eurdért a jatékos megvette a jatékot. A két esemény koziil az egyik
biztosan bekovetkezik: ha egyiknek x valészindséget tulajdonitunk, akkor a mésik (1 —x) val6-
szindséggel kovetkezik be.

A kérdés: hogyan vdlasszuk meg a valdszintiségeket, hogy a jaték varhato értéke Baldzs szem-
pontjabdl 1 legyen?
[rjuk fel a varhat6 értéket:

(1-=x)-2+x-(4)=1, amibdl x:é,

Tehat Baldzsnak dgy kell meghirdetnie a jatékot, hogy a jatékos csak egy dobott szdm esetén
nyerjen. Példdul a hatos dobdsra fizet nyereményt, a tobbire nem.
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(ED) Tegyiik fel, hogy a kezdScsapat 10 tagjabdl x f6 rutinos. Ekkor (10 — x) f6 tapasztalatlan. Azt sze-
retnénk, ha varhat6an legaldbb hat {6 bertignd a tizenegyest:
0,8x +0,25-(10 — x) = 6,
0,55x 23,5,
X 26,36.

Ezek szerint legaldbb hét tapasztalt jatékosnak kell lennie a csapatban.

(EEE) @) Nyilvén akkor éri meg a jatékosnak, ha a jaték vérhat6 értéke pozitiv. A varhato értéket ndvel-
jik, ha a jatékos szamara kedvezétlen (negativ) nyereményeket a kisebb valdszintiségt,
a kedvezd (pozitiv) nyereményeket a nagyobb valdszinliségl esetekhez rendeljiik. Péld4ul:
P(-4)=0,2; P(-2)=0,1; P3)=0,3; P(1)=04
esetén a varhat6 érték mar pozitiv:
M=04-1+0,1-(-2)+0,3-3+0,2-(-4)=0,3.
b) A legnagyobb viérhaté érték akkor lehetséges, ha a legkedvez6tlenebb esethez (—4) rendeljiik
a legkisebb valészintséget, majd a kovetkez6hoz a kovetkezdt stb.:
P(-4)=0,1; P(-2)=02 é P3)=04; P(1)=0,3.
Ekkor a varhat6 nyeremény:
M=03-1+02-(-2)+04-3+0,1-(-4)=0,7.

(1) a) Egy vanilids krémtirodt a visszatevés nélkiili esetet tekintve legaldbb elsGre vagy legfeljebb hete-
dikre vehetiink ki a dobozb6l. Annak a valészinilsége, hogy elsdre ilyen keriil a keziinkbe, 0,4.
Tekintsiink egy kozbiilsS esetet, példaul azt, ha negyedikre vessziik ki a vanilidst: ebben az eset-
ben elsére, médsodikra, harmadikra meggyest vagy kekszest kell kivenniink:

4 4
P(negyedik a vanilids) = 6544 =(,0952.
10 9 8 7
Osszesen hét eset lehet, valészintiségeik az el6z6hoz hasonldan frhatdk fel. A varhaté érték:
M= 1404 ,,6545,6544,, 654345,
10 10 9 10 9 8 10 9 8 7 10 9 8 7 6

+
10 9 8 765 109 87 654
Ha a dobozban 4 vanilids, 2 meggyes és 4 kekszes krémtiir6 van, akkor visszatevés nélkiil
vdrhatéan masodikra vesziink ki vanilidst.

b) Ha visszatessziik a kivett krémtirdkat, akkor a hizasok kozott nem valtoznak a valészindségek
értékei. Vagyis a vanilids kivételének valdszintisége 0,4; a nem vanilidsé minden esetben 0,6.
Rossz hir, hogy hiizhatunk folyamatosan nem vanilidsat, tehét akar végtelen sok esetiink is lehet-
séges. Annak a valészintisége, hogy csak negyedikre vessziik ki kedvenciinket:

P(negyedik a vanilids) = 0,63-0,4 = 0,0864.
Az els6 10 tagot kiszamitva a véarhat6 érték:
M=04-1+0,6-04-2+0,6>-04-3+0,6%04-4+0,604-5+
+0,6°-04-6+...+0,6%-04-10=2,42.

(Ha az elsé 200 tagot irjuk fel, a varhaté érték akkor is csak 2,5-nek adédik.) Varhatéan
masodikra vagy harmadikra fogjuk kivenni kedvenc krémtirénkat.

Megjegyzés: Bizonyithatd, hogy minden tagot szdmba véve az dsszeg 2,5-nek adddik.
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3 ) Jeldlje x a jatékos éppen aktudlis pontszamét (0 < x). Ekkor a dupldzé x, a nulldzé —x,

3 .
a negyedeld (— ij a felezé (— %j ~megnyert”’ pontot jelent. A varhat6 érték x fliggvényében:

1 1 3-x) 1 X
MX)==-(=x)+—|-———|+—-|-=|+
® 8 & 8 ( 4) 8 ( 2)
1 1 1 1 1
+—-(=1000) + =-1000 + —- 2000 + —- 3000 + — - x =
8 8 8 8 8

=1-(5000—§- ):625—i-x.
8 4 32

Ez a véarhato érték azonban csak akkor szamithatd, ha a jatékosnak van pontja. Ugyanis O pont

esetén az el6z0 szerencsekerekes feladat ¢) pontjdban kiszdmitott 750 pont varhato.

A jatékosnak eredetileg x pontja volt, ezt ndvelte/csokkentette a fenti értékkel. gy most pont-
jainak szdma:

x+625—i-x:§—;x+625, ha x>0,

0sszpontszdm = 32
750, ha x=0.

Ez nem befolydsolja nagymértékben a jaték kimenetelét, hiszen ha x = 1, akkor varhatéan
626 pont lesz a kerék megforgatdsa utan.

e

b) Az el6z6 pontban kiszdmolt M(x) fiiggvény
szigordan monoton csokkend linedris fiigg-
vény, zérushelye x =4000. Ez az a pontszdm, |
amellyel ha rendelkezik a jatékos, akkor
a jaték igazsagos. ol
Ha ennél t6bb ponttal rendelkezik, akkor a ja- 500
ték a jdtékos szamdra kedvezGtlen, hiszen nagy g0l ™
atlagban levonnak téle valamennyi pontot.

4800

A

3200 +
Ha 4000 pontnél kevesebbet gydjt, akkor 0!
a jaték kedvezd a jatékos szdmdra, hiszen a g0 f

. .. o = A
vdrhat6é €rt€k pozitiv. S6t: minél jobban [ e
eltériink ettSl az értéktSl, anndl tobbet nyer | ™0 .
vagy veszit. om0l } A A AT
Igy maér az is vildgos, hogy 8001 S
—a legnagyobb varhaté nyereménye miért ‘0t

akkor van a jatékosnak, amikor éppen o] 400 550 1300 1600 2000 2400 2800 3300 3500 4000 4400 4800 5200 %
lenulldzta magét;

— ha elég sokdig jatszik a jaté€kos, akkor a nyereménye 4000 pont koriil lesz. Ezt a varhat6 érték-
bdl megéllapitott fliggvény alapjan szemléltethetjiik is. Az x tengelyen az aktudlis pontszdmot,
az y tengelyen a forgatds utdni (varhaté) pontszamot jeloljiik.

Ha példaul 1600 pontja van, akkor vdrhatéan 1975 pontja lesz. Az 1975 pontrdl djra forgatva
2291.,4. Err6l 2258,4 stb. Mindig kozelebb kertil a 4000 ponthoz (sotétzold térdttvonal, a hala-
dési irdnyt a nyilak mutatjdk). Ha azonban 5200 pontja van, akkor varhatéan 5012,5 pontja
lesz a kerék porgetése utan. Ujra forgatva mar csak 4854,3 stb. (vildgoszold vonalak). Az egyet-

z..2

len stabil helyzet az dbrdn is 4000 pont (6nmagdba visszatérd bordo torottvonal).
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Statisztika — megoldasok

(7 95 f6.

(F1F) Legaldbb az 5. helyre.

(4544 JRIR

(3 a) 20 eurd. b) 3 darab.
(1 5 percet.

a) 50; b) 51.

a) Jeles. b) J6.
(L) 65,4 m3.

(5510 a) 9 mm; b) 3 mm.
(4551 2

1552 4+4+7+x+11
5

(EF) A keresett oszlopdiagram:

=7, ahonnan x =9. A keresett minta: 4, 4, 7, 9, 11.

8
6
4
2
‘| el LI
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
| 1 kozeli I W kozéptavoli | W harompontos
(ED Mivel 2ZK + 2KK + 3PK + BDK = 360°, igy: _—
lintetd
27K = 1523 s
2KK = 27,7%
3PK = 69,2° -
kozep-
BDK = 110,8° el \<J
kozeli

(EH Lathat6, hogy Roland értékét elsGsorban a dobott
pontok szdma hatdrozza meg, ez teszi ki a VAL- . = pont

pontszam legnagyobb részét. kY L
25
20
15

~
w
~
o
S
=g
=
©
>



Roland a 10. mérkézésen az el6z6hoz viszo-
nyitva batrabban prébdlkozott a kozéptavoli,
és méginkabb a tavoli dobasokkal.

meérkdzés sorszama

0%  10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%
| 1 kozeli | W kozéptavoli F M harompontos  F M biintetd

a) Alegnagyobb és legkisebb érték alapjan az osztalykoz:
27-9

Nagyon jo mérkézés (22-28) 3

T=6. Jo mérkdzés (15-21) 3
Kozepes mérkdzés (8-14) 4
b)A=10+9+27+24 2+21 2+2O+11+12=17’9‘
10
c) Athz4-11+31-é8+3-25=17’3.

d) Az eltérés 0,6. Oka, hogy tobb érték is felsG kategoriahatar kozelébe esik (21, 27).

a) Alegnagyobb és legkisebb érték alapjan az osztalykoz: I kategoria  (88-100,5) 2
100-50 _ 155, Il kategéria  (75-87.5) 2
Il. kategoria (62-74,5) 0
75+3-50+88+83+2-60+57+100 ——
b) A= 0 =67,3%. IV. kategdria (49-61,5) 6
o) Agyt _ 2:9425+2- ?(1),25 +6-5525 _ 68.25%.

d) Az eltérés minimadlis: 0,95%. Mivel tobb volt a kategdria, kisebbek lettek az eltérések a kate-
gériakozepektdl.
a) Jeldlje R a terjedelmet:
Rxp=1-0=1 és R3pg =100-0=100%.
Nem tudtunk meg fontos adatot.
b) Els6 minta:
0%, 0%, 0%, 0%, 0%, 0%, 0%, 0%, 0%, 100%.
A
Masodik minta:
0%, 100%, 100%, 100%, 100%, 100%, 100%, 100%, 100%, 100%.

=10%.

elsg

Amgsodik = 90%.
18+27+29+31+40+30+23+22+35+36
a) Aygs= =29,1 perc.
10
(18— A2 +(27— A2 +(29—- A2 +(31—- A)2+(40— A)? +(30— A)2 + (23— A)2 +(22— A)? +(35— A)> + (36— A)?
b) Sidg = 10 =~ 6,49.

c) I=]29,1-6,49;29,1 +6,49[ = ]22,61; 35,59[. Az intervallumba hat érték esik.
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(3 a) A rangsorba rendezett adatok:

9, 10, 11, 12, 20, 21, 21, 24, 24, 27.
MePt:20,5.
b) AEp, = |9—Me|+|10—Me|+|11—Me|+|12—Me|+|21(3)—Me|+2~|21—Me|+2-|24—Me|+|27—Me| =5.5.

c)I= ]20,5 -5,5;,20,5 + 5,5[ = ] 15; 26[. Az adatok koziil 6t esik a megadott intervallumba.

(A a) Az eladott labdék, a kapott blokkok és a faultok a csapat szempontjabél rosszak. Igy ezeknél
minél kisebb mutat6t kell keresni, a tobbinél minél nagyobbat.

b) Az egyszerlibb dontés kedvéért készitsiink a rangsorokrdl is tdblazatot. Mindegyik esetben adjuk
meg mindhdrom mutatét (A = dtlag, Me = medidn, Mo = médusz). A vastagon szedett mutat6t

valasztjuk.
Tam 1 1 2 3 3 3 4 4 4 4
Véd 2 2 3 4 4 4 %) 5 6 7
oL 1 3 4 7 7 7 7 9 9 10
F 2 2 2 2 3 3 3 4 4 S
KF 1 2 2 3 3 4 4 4 4 5
Bl 1 1 1 2 2 2 2 4 4 5
Kb 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
El 0 0 0 0 1 1 3 3 5 5
Sz 1 1 1 2 2 2 2 2 2 3
Gp 0 0 0 0 1 1 1 2 2 2
Téamadodlepattandk: A=209; Me =3; Mo =4
Véddlepattandk: A =42; Me =4, Mo =4
Osszes lepattand: A =64; Me =17, Mo =17
Faultok: A=3; Me =3, Mo =2
Kiharcolt faultok: A=32; Me =3,5; Mo =4
Blokkok: A=24; Me =2, Mo =2
Kapott blokkok: A=0,3; Me = 0; Mo =0
Eladott labdak: A=128; Me =1; Mo =0
Szerzett labdak: A=178; Me =2; Mo =2
Golpasszok: A=0,9; Me =1; Mo =0
(HF) Készitsiink rangsort.
2Z2% 64 67 67 67 71 80 80 90 90 100
2K% 0 0 0 0 0 0 0 0 50 100
3P% 0 0 0 0 0 0 0 33 40 100
BD% 50 50 50 57 60 60 75 83 88 100
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27%: A=77,6%; Me=755%; Mo=067%.

2K %: A =15%:; Me = 0%; Mo = 0%.
3P%: A=173%; Me=0%; Mo = 0%.
BD%: A=673%; Me=060%; Mo =50%.

Barmelyik dobdszazalékot is tekintjiik, a szamtani atlagot érdemes kozzétenni. Mindegyik esetben
ez a legnagyobb érték, majd ennél kisebb a medidn, végiil a mddusz.

a) A szamtani atlag 85,25, ez kerekitve 85 pont.

b) A minta médusza a leggyakoribb elem: 83. A rangsorba rendezett minta medidnja a két kozépsd
elem dtlaga, ez 84,5. A minta terjedelme: 94 — 76 = 18.

¢) Az osztalykozt vélasszuk 18:3 = 6-nak. Igy az dbran lathaté A kategéria (76-82) 9
gyakorisagi tablat kapjuk. E—
A kategoria fels§ hatdra nem tartozik a kategdridhoz, kivéve  Blategoria (82-8) i
a C kategoriét. C kategoria (88—94) 3

d) Akeresett diagram az dbrén l4thato. e

3

2
1 ‘ ‘
0

A B C
kategoria

gyakorisag

Alkossédk az n elemd mintit az xy, x,, ..., x,, adatok. Ekkor a minta 4tlaga:
A=x1+x2+...+xn
n

a) Ha az elemeket kicseréljiik x; + b, x, + b, ..., x,, + b-re, akkor A” dtlaguk:

X+b+xy+b+...+x,+b xj+xy+..+x,+n-b _ x+x,+...+x
A= 2 n M 2 n M 2 nyb=A+b.
n n n
b) Ha az elemeket kicseréljiik ¢-x, c-x,, ..., c-x,-re, akkor A” atlaguk:
ottt tex, c-(Xx+x+...+x,) L atnte
n n n
Tételezziik fel, hogy az eredeti x|, x,, ..., x,, adatokbdl 4ll6 n elemd rangsor médusza Mo = x,,,

(1 £m < n), medidnja Me.

Vegyiik észre, hogy a mdodusz nem az elemek nagysdgahoz, hanem az elemek el6forduldsdhoz
kapcsolddik, a medidn pedig az elem rangsorban elfoglalt helyzetéhez! A median paratlan sok elem

299

esetén (n=2k+ 1) a,kozéps6” elem (Me = x;, {), paros sok szdm esetén a ,.kdzEépss kett§” elem

X+ X
atlaga (Me = M}
2
a) Legyen az 4j minta x; + b, x, + b, ..., x,, + b. Az elemekhez hozzdadott b valdés szdm sem

a gyakorisagukon, sem a rangsorban elfoglalt helyzetiikon nem valtoztat. Igy az 6j médusz:
Mo’ =x,,+b=Mo +b.
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y ﬂ MEGOLDASOK - 12. EVFOLYAM

Pératlan elemszamu minta esetén (n = 2k + 1) az eltolt minta Me’ medidnja:
Me =x,,1+b=Me+b.
Paros elemszamud mintdban (n = 2k) az j minta Me’ medidnja:
Xp+b+x  +b X+ x4
= 5 =

)

e +b=Me+b.

b) Hasonl6 a helyzet, ha ¢ valds szimmal szorozzuk a minta 6sszes elemét:
Mo” =c-x;,=c-Mo.
Pératlan elemszdmu mintdra:
Me” =c-x; .1 =c-Me,
illetve paros elemszamu mintéra:

Me”_

C'xk+C'xk+1 _C.xk+xk+] _
2

c- Me.

Ez akkor is igy van, ha ¢ =0 vagy ¢ < 0. Utébbi esetben a rangsor megfordul, a maximalis
elem a minimalis lesz, és eldre keriil.

(517 Legyen az n elemd xy, x,, ..., x,, adatokbdl 4116 minta terjedelme R, szordsa s, abszolit dtlagos
eltérése AE.

a) Legyenek az (j minta elemei x; + b, x, + b, ..., x,, + b. Ekkor a terjedelem nem valtozik:
R =x,,,+b—(x,,+b)=x =R.

max min max ~ *min

A szorés esetén haszndljuk ki, hogy a szamtani atlag A + b-re véltozik:

J(x1+b—(A+b))2+---+ (x,+b - +b) =\/(x1—A)2+...+(xn—A)2 _

n

S.
n

Az abszolut 4tlagos eltérésben is haszndljuk ki, hogy a medidn Me + b-re véltozik:
AE’ = |x1+b—(Me+b)|+...+|xn+b—(Me+b)| _ |x1—Me|+...+|xn—Me| — AE.

n n
b) Legyenek az (j minta elemei c-x;, ¢-x,, ..., ¢-x,. Ekkor a terjedelem:
R = € Xmax = € Xmin = lel- (xmax — Xmin) = lel-R.

Az abszoliit értéket haszndlnunk kell, ¢ <0 esetben a mintdban ugyanis a maximalis és a mini-
malis elem felcserélddik.

A szdrds esetén haszndljuk ki, hogy a szdmtani 4tlag c-A-ra valtozik:
S,_\/(c-xl—c-A)2+ o+ (cox,—c-A)? _ch_(xl—A)% ot (x, — A)?

:|C|‘S.

n n
Az abszolut dtlagos eltérésben is hasznaljuk ki, hogy a medidn c - Me-re véltozik:
c-xy—c-Me|+...+|c-x,—c-Me x,—Me|+...+|x, — Me
AE’=| 1 | | n |=|C|| 1 | | n |=|C|AE
n
(51 Legyen a ¢ elem( minta rangsorba rendezve xy, x,, ..., x;. Csoportositsuk 6ket n darab osztdlyba,

X

legyen az osztalykoz Fmax = Xmin _ 75 0, és jelolje az osztalykozepeket K, K, ..., K,,. Essen
n

az egyes osztdlyokba rendre ry, ry, ..., r, darab adat (r{ +r, + ... +1,=1).
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Vizsgdljuk meg a minta elemeibdl szamitott A és a gyakorisdgi tablazatbdl szamitott A’ atlag

eltérését:

Xj+xXy+...+x, n-Kj+n-Ky+..+r,-K,
t t

|A-A

Pérositsuk a minta elemeit a megfelel§ osztdlykozepekkel (az els6 r; darab elemet K;-gyel stb.):

(xl—K1)+...+(x,] —K1)+(xr1+1—K2) +...+(x,—Kn)

t

Kihasznaljuk, hogy |a + bl <|al +|b| haromszog-egyenlétlenség teljesiil akirmennyi értékre:
. g = K| oot |2, = K [+ [ = K|+t [ - K <

t
Kihasznaljuk, hogy az adott kategdridba es6 elemek maximum az osztdlykoz felével térhetnek el
az osztalykozéptdl: J

[.i
<_2_4d

t 2
Tehat a gyakorisagi tabldzatbdl szamitott és a valddi dtlag legfeljebb az osztdlykoz felével térhet el
egymastol.
Legyen x, X, ..., x, minta n elemd, szdmtani 4tlaga:
Ao Bttty
n
szorésa pedig

s:\/(xl—A)2+ ot (x, — A)?
n

Azt akarjuk bizonyitani, hogy ha s képletében barmely X-re cseréljiik A-t, akkor nem kaphatunk
kisebb szamot az eredeti s-nél. Ehhez megvizsgaljuk az X-t6l fiiggd (a tobbi adat rogzitett)

(= X)?+ ...+ (x, - X)?
n

kifejezést, hogy mely X-re van minimuma. Mivel nemnegativ mennyiség, ott van minimuma, ahol
a négyzetének is minimuma van:

(x —X)2+...+()cn—X)2
n

A nevezGt sem kell figyelembe venniink, hiszen a minimumot csak a szdmldl6 befolyasolja.
Igy elegendd a négyzeteket megvizsgdlni:

=X+ o+ (0, =X =xf =2, X+ X2+ .+ x 2%, X+ X2 =
=nX?—2X-(x; + ... +x,) +x + ... + X 2.
A kifejezés X-ben masodfoku, mégpedig egy felfelé nyil6 parabola (n > 0).

Tudjuk, hogy az ax? + bx + ¢ (a>0) kifejezésnek x;, = - b helyen van minimuma. Jelen esetben
a=n,b==2-(x; + ... +x,). lgy: 2-a
X :_—2~(x1+...+xn):A‘

min
2-n

Azaz a szOrés a szamtani 4tlagra minimalis.
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(511) Legyen az n elemd rangsor xq, X,, ..., x,. Medidnjat jelolje Me, abszolut dtlagos eltérését pedig

AE=|x1—Me|+...+|xn—Me|.

n
Két 1épésben bizonyitjuk az allitdst. E16szor megvizsgaljuk paratlan sok, majd paros sok elemi
mintara. Mindkétszer belatjuk, hogy az abszolut atlagos eltérésben Me helyére mds szamot irva,
nem kaphatunk AE-nél kisebb értéket.

I. eset: Ha n pdratlan, akkor a medidn a minta kdzépsd eleme:

Me=x,, ahol k=”;1.

Lehetséges, hogy a mintdnak tobb eleme is megegyezik a medidnnal. Legyen az elsd ilyen elem
indexe e, az utols6é u. Igy (u—e + 1) darab elemre: x, = ... =x; = ... =x, = Me. (Akdr e =k
vagy k=u.)

Arangsorban az x, el6tti elemek kisebbek, az x,, utdn lev6k nagyobbak a medidnndl. Figyelembe
véve a nagysagrendi viszonyokat, az abszolut dtlagos eltérés abszoldt érték nélkiili alakban is
irhaté:

Me—-x)+..+(Me—x,_)+u—-e+1)-(Me—x;)+(x

n

el — Me)+ ...+ (x, — Me)

AE =

Cseréljiik ki a kifejezésben Me-t X-re. AE nagysdga csak a szdmldloban taldlhaté X-t6l fligg:
n-AEX)=X-x)+...+X—-x,_pD+u—-e+1)- X—x)+(x,. - X)+ ...+ (x, - X).
Noveljiik X értékét. Legyen kicsit nagyobb a medidnndl, de még

X <x,,. Ekkor az els6 u tag novekedni fog pontosan X —x; ér- ,
tékkel, a maradék tagok pedig pontosan ennyivel csokkennek. i 1y lX

Mivel k = HTH <u+1, tobb tag fog novekedni, mint amennyi » !

csokken. fgy az Osszeg csak novekedhet, mégpedig (2u —n)- (X —x;) ' N
értékkel. (Az dbrdn e = k = u. A piros vonalak AE csokkenését,
a vastag zoldek a novekedését jelzik.)
Ha X eléri x,,, | értékét, akkor az (u + 1)-edik zardjelben és mindazokban, ahol x, , -gyel egyenld
értékek allnak, meg kell forditani a kiilonbséget:

nAEX)=X-xp+ ...+ X-x,_pD+u-e+1) X-—x)+X-x,, )+ ... +(x,— X).
Innent6l kezdve ezek a tagok az eddigi csdkkenés helyett mar névekedni fognak. Tehat még tobb
tag novekedik és kevesebb csokken, mint eddig. Igy tovdabb, minél inkdbb Me < X, anndl inkdbb
AE < AE(X).
IL. eset: Ha n paros, akkor a medidn a két k6z€ps6 elem atlaga:

+
Me="E"2k+1 ahol k=2
2 2

Ha a két kozépsé elem egyenld, akkor az L. esetnél lefrtakat szordl széra alkalmazhatjuk. Ha kiilon-
bozbek, akkor a mintdban nincs olyan elem, amely megegyezne a mediannal. S6t, az elemek
pontosan fele kisebb és fele nagyobb Me-nél. Abszolt értékek nélkiil irva:

(Me — x)) +...+(Me — x) + (x4, — Me) + ...+ (x,, — Me)

n

AE

Ismét cseréljiik ki a kifejezésben Me-t X-re. AE nagysdga csak a szamlalotol fiigg:
n-AEX)=X-x)+...+X-x)+ (- X))+ ... +(x, - X).

158



4576

Viltoztassunk X értékén. Vdalasszuk nagyobbnak a medidnndl,
de még X <x;, legyen. Ekkor a tagok els6 fele novekedni,

masodik fele csokkenni fog ugyanazon X — Me értékkel, azaz 1 ? e X
az dsszeg nem véltozik. i T
Amint X =x; ., a (k+ 1)-edik zdrdjelben €s mindazokban,

ahol x; , ;-gyel egyenl§ értékek dllnak, megforditjuk a kiilonb- e
séget:

nAEX)=X—-xpD+ ...+ X—x)+X—x, D+ ... +(x, - X).
Tovabb novelve X-et, az imént megforditott tagok mar nem csokkenni, hanem novekedni fognak.
Mivel igy tobb tag nd, mint csokken, az dsszeg is novekedni fog. A gondolatmenet hasonléan
folytatédik, ha X > x; . ;.

Megjegyzés: Mindkét gondolatmenet hasonldéan végigvihetd, ha X értékét csokkentjiik Me-rdl.

Vegyes feladatok — megoldasok

|7l =10, |1l =x, p=0,5=%. Ebbél x = 5, ezért csak I = |1; 6] lehet.
57 1

T15-35 15
M=002-1+003-2+024-3+0,6-4+0,11-5=3.75 év.

a) A csoportba 12-en jarnak.

4.2+4+5-7+2-12+1-17 2:2+2-7+5-12+3-17
b) Ayies = =17 Anagycs.= =10,75=11.
12 12
a) Igen, Mo =2 és Me = 3.
b) Nem.
0) A=4-4,5+9-12,5+6-20,5+8-28,5+3-36,5:19’7;
30
S_\/4-(4,5—19,7)2+9-(12,5—19,7)2+6-(20,5—19,7)2+8-(28,5—19,7)2+3-(36,5—19,7)2 ~9.77-
- 30 ~ 7 ’

1=19,93;29,47].

4-11-31+9:12-3[+6-13-3|+8-[4-3]+3-[5-3]
30

d) AE =
I=1]2;4].

I;

Ha a korong (r = 1,5 cm) teljes egészében egy négyzetbe esik, akkor a riaszt6 csendben marad. Elég
egy négyzetet tekinteniink. Ehhez a korong kozéppontjanak egy (10 —2-1,5) oldald négyzetbe kell
esnie. (Feltehetjiik, hogy érintésre még nem riaszt.) Tehdt annak a valészintisége, hogy nem sz6lal
meg a riasztd, illetve annak a val6szintisége, hogy megszoélal:

P(csend) = ﬂ illetve  P(riaszt) = 1
100 100

A viélasz a kérdésre igen, a riasztd nagyobb valdszintiséggel kezd sziréndzni.
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(Eyll A varhato érték:

M= ((7))-0,360 0,647 -0 + G)O,%l -0,64% -1+ (;)0,3620,645 24

7

+ @.0,363 10,6443 + @-0,364 10,6434 + @-0,365 10,6425+

+ (9'0,366-0,641 -6+ (;J'0,367 -0,640-7=2,52.

Tehat varhatéan két vagy harom sajat szdmot fog hallani Zsofi.
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12.5. RENDSZEREZ0O 0SSZEFOGLALAS
GONDOLKODASI MODSZEREK — 0SSZEFOGLALAS

Halmazok — megoldasok

a) Igen, |Al=0, A=Q; b) Igen, |B| =
c) Igen, |Cl=3, C={{2:3},{1;2:3}), (2:3;4}}; d) Nem.
a) O, {a}, {b}, {c}, {a;b}, {a;c}, {b;c}, {a;b;c}.

@ diszjunkt minden mas részhalmazzal, rajta kiviil {a} és {b;c}, {b} és {a;c}, {c} és {a; b}
diszjunktak.

b) |Bl=6, |{B osszes részhalmaza}|=26 = 64.
A={2;3,5;7}, B={1;3;5,7;9}.

a) AuB={1;2;3;5,7,9}; AnB=1{3;5,7}; A\B={2}; B\A={1;9};
b) A={1;9}, B={2};

c) C={1;2;4;6;8;9}.

U=1{-4,-3,...:8,9}, A={-4,4,5;6,7,8;9}; U

B={-3;0;3;6;9}. g (8]
a) A Venn-diagram az dbrén lathatd. 4 4 e

b) A={-3;-2;-1;0;1;2;3}, B={-4;-2;-1;1;2;4;5;7; 8}. > s

¢) AUB={-4,-3,0;3:4,5,6:7:8,9}, ANB=1{6,9), -

A\B=1{-4;4;,5;7,8}, B\A={-3;0;3}.
A\B=ANB. U

a) AUB=ANB; b) AnNB=A

A Venn-diagram az dbran lathato.

lUI=IAUBl+|AUB|=|Al+|Bl-|IAnBl+|AUBl=6+8-3+13=24.
|UI=|Al+IBl-|1AnBl+|AUB|; 12=4+5-x+3; x=0.
lUI=|Al+|B\A|+|AUBl; 30=15+7+x; x=38.



a) 7=]2 5] b) T:]—2; O];

c) T={0}u]2;7]; d) T=]-c0; 0] U ]2; oof.

a) I= [2;4[; p

b) J=]1§5[§ €) o——o0
C)K=]3;°°[; e o Vo) °
d) INI=]1;2[ U [4;5]; Jo o

e) InK=]3;4[; ,
) K\DUI=[2;4[ U[5;e].

-1 0 1 2 3 4 5 6
a) I=10° 45°] U [180°; 225°]; b) J =[30° 150°];
c) Jn1=[30°45°]; d) T\J = ]150°; 180°[ U ]225°; 360°].

a) i D) c) o @
150° 30° /D\w 150
o 00 w

EID a) Nullaclem részhalmaz csak az iires halmaz lehet, tehét a vdlasz 1. Kilencelemtek azok a rész-
halmazok, melyeket tigy kapunk, hogy egy elemet elhagyunk A-bol. Mivel 10-féleképpen tehet-
jiik ezt meg, a valasz 10.

b) Annyi k-elemd részhalmaza van, ahdnyféleképpen a 10 elembdl ki tudunk vdlasztani ismétlés

nélkiil k darabot. Teht (120) =45, (lfj =210, (150) =252, (15) = 45.

c) (1]? ] =120. Probdlkozassal, vagy az el6z6 kérdésre adott vdlaszok figyelembevételével k =3,

illetve k=17.
@B Példdul ilyen a kovetkezS 4 halmaz: A ={1;2;3}, B={1;2;4}, C={1;3;4}, D={2;3;4}.
@I a) Mindkét halmazt tobbféleképpen is felirhatjuk, példul
P=(A\C)uBNC)\A é& QO=BUC)\ANBNO).
b) Azt kell biztositanunk, hogy a két halmaz k6z6s része iires halmaz legyen:
[BNAUO)|\NANBNC)=0.
c) Azt kell biztositanunk, hogy a P Q-n kiviil esé része iires halmaz legyen:
A\(BU C)=0.

[rjuk b-t a hirmas metszetbe. Ekkor c-t B és C kettés metszetbe )
kell helyezniink, igy d csak A metszeteken kiviili részébe kertil-
het. (Kozben figyelembe vettiik, hogy az elemszamok egyen-
16k.) Ezek szerint:

ANBANC ={a;e).




A megolddshoz t6ltsiink ki egy Venn-diagramot. A 2-t két helyre
irhatjuk, de a masodik feltétel a harmas metszetet kizarja. A 3-at
és a 4-et csak egy helyre frhatjuk ezek utan. Az 5 két feltételben
is szerepel, igy csak egy helyre keriilhet. Végiil a 6-ot sem
irhatjuk kozépre.

A megoldds a diagramrol leolvashat6:
A={2:3;4;5}, B={2;6}, C={1;5;6}.

a) A=1{7;8;9;10}, B={1;10}, C={5;6;7}.
b) A Venn-diagram az dbrdn lathat6.
¢) Ures halmaz.
d) [(AUB)NC|=1, egyelemi {7}.

EH) a) Ha C iires halmaz, akkor:
A=1{2;3;5;6;7}, B={3;4;6;7}.
b) C eleme csak az 1 lehet. Ezt rogton két helyre is irhatjuk:
vagy a hdrmas metszetbe, vagy B és C kettGs metszetbe. Igy:
C={1}, B={1;3;4,6;7}

z

és
A={1;2;3;5;6;7} vagy A ={2;3;5;6;7}.

@) a) A Venn-diagram az abran ldthato.
b) A-ba esé elemek Osszege 23, B-be 16, C-be 21.

@m; a) 0,6x—8+8+0,8x—8=u,
1,4x -8 =x,

0,4x =8,

x=20.

20 f6 dolgozik a Kiskunsagi Nemzeti Parkban.

b) |O\T|=416.
@B a) x-3+8—-x+x+7—-x+12—x+x—-4+x-4=20,
4=x
4 tanul6 gydjtott eddig mindhdrom versenyzdtdl dedikélt

emléket.

b) 0 6. Nekik médr vagy mindhdrom versenyz6t6l, vagy a masik
két emlitett egyikétSl van autogramja.

12-@-x+x+7-x)

16-@-x+x+12-x)

15-7-x+x+12-x)




B A szoveg szerint a torpéken kiviil még 5-7 = 35 6 jott el a mulatsdgra, azaz banydszok dsszesen
42-en voltak. A szita-formula igy alakul, ha x-szel a narancssirga sapkés telepvezet$ véjarok
szamat jeloljiik:

42=21+21+20—-(7+7+6) +x.
Innen x = 0. Tehdt ilyen banydsz nem vett részt a bulin.

EE) a) Alkalmazzuk a szita-formulat. A szdmba vett kutydk szdima (7

100, hiszen egy megszokott: )
100 =64 + 60 + 56 — (41 + 22 + 35) + x, ﬁ
ahol x jeloli a hdrmas metszet elemszamadt. Innen x = 18. »W«
b) Beliilr6l kifelé haladva toltsiik ki az elemszamokkal a Venn- w
diagramot, amelybdl leolvgshatc’) a kéydezgtt érték: .17 ilyen
kutya van. (Az elmenekiilt j6szagrdl nincs informécionk.)

B a) Lehetséges, hogy senki sem kért egyszerre mindkét ételfajtabol (0). Maximum pedig a kisebb
elemszamu halmaz elemszamaval egyenl§ lehet a szamuk (8). Tehat 0 és 8 kozotti a szamuk.

b) Ha senki sem kérte egyiitt a levest és a f6ételt, akkor 8 + 10 = 18 {6 iilt asztalhoz. Ha minden

27z

levest evd rendelt f6ételt is, akkor 8 + 10 — 8 = 10 {6 iilt le ebédelni a panzidban.

|C|=13. A szoveg alapjan ismertek a kovetkezdk:
|Al=14, |B|=9, |AnCl=7, |[AnBl=6, |IBNCl=4,
|[AnBnCl=2, [AUBUCI|=3.
Irjuk fel a logikai szita-formuldt az alaphalmazra kiegészitve:
lUl=lAUBUCI+IAUBUCI=IAl+|Bl+|CI-IANCI-IANBI-IBN Cl+
+|ANBNCI+/AUBUC|=13+14+9-7-6-4+2+3=24.

@) a) Helyettesitsiink be x = 1-et: % + % = % < 1. Nem megoldés az x = 1.
b) Taldlgatas helyett oldjuk meg a feladatot. A kozos nevezs 2x + 8, dtrendezve a 2)6_68 >0
X +

i

tortet kapjuk. Egy tort akkor nemnegativ, ha szamlaldjanak és nevezdjének azonos az elGjele
(a szamlalgja lehet nulla is). Ez két esetben lehetséges:

x-620 (x=6) és 2x+ 8 >0 (x>—-4), ekkor a megoldas x > 6;

X—6<0 (x<6) és 2x+8<0 (x<-4), ekkor a megoldds x < —4.
Ebbdl lathatd, hogy a legkisebb pozitiv megoldds az x = 6. Legnagyobb negativ megoldés nincs.

2

¢) A pdros szamlal6jd tortek egyszerisithetdk, igy nem valédiak. A tortek a [4, 6[-bél valok:

W7 45 3 1o

22 2

@) Rajzoljuk meg a transzformalt fiiggvényeket
koz6s koordindta-rendszerben.

a) L=1II;

b) M =\\; //<
¢) LA M =XXX.

-1 1 5 X
=}




EED Képzeljiink el egy tabldzatot, melynek felsd sordban felsoroljuk az U halmaz elemeit, els§
oszlopdban pedig a feladat A, A,, ..., A,, halmazait. Az adott elem oszlopdnak €s az adott halmaz
sordnak metszetében egy X-szel jeloljiik, hogy az elem beletartozik a halmazba.

Ugy kell elhelyezniink az X jeleket, hogy pl. az A Ay, ..., A, _| halmazok mindegyikében szere-
peljen az n elem. Ugyanakkor A, A,, ..., A, _,, A, halmazok mindegyikének eleme legyen (n — 1),
tovabbd A, A,, ..., A, 3,4, 1, A, halmazoknak eleme legyen (n—2) stb. Igy tulajdonképpen
ismerjiik az A; halmaz elemeit. Minden U-beli elem eleme, csak az 1 nem: A; = {2; 3; ..., n}.

Hasonl6an adddik ez igy a tobbi halmazra is.

Halmaz\Elem 1 2 3 n-2 n-1 n
A X X X X X
A, X X X X X
A, X X X X X
A, X X X X X

Tekintsiik a halmazabrat. U

Irjuk fel a megadott feltételeket p, g, r, s segitségével. [A) (B)

2g+r)=p+qg+r+s 0
3r=r+s
10(g+r+s)=9p+qg+r+s)

Ez négy ismeretlen, de csak harom egyenlet. Nem tudjuk egyértelmden megoldani, de azért pro-
baljuk meg. Alakitsuk 4t az egyenleteket, a kozEéps6bdl mar ki van fejezve s.

qg+r=p+s
2r=s
qg+r+s=9p
q:p+r
q+3r=9p

A ¢ ismeretlen is ki van mdr fejezve az elsé egyenletbdl:

p+4r=9p,
ahonnan r =2p. Ekkor viszont ¢ = 3p, s =4p. Mivel A, B, U egyike sem iires, a legkisebb pozi-
tiv szdm, amit p helyére helyettesithetiink, p = 1. Igy |A| =5, |Bl =6, | Ul = 10.

a) Gondoljuk meg, hogy barmely J; halmaznak eleme a 0, de minden mds elemrdl ki lehet mu-
tatni, hogy el6bb-utébb mar nem esnek az intervallumokba: J; "J, NJ3 M ... ={0}.

Ugyanis tételezziik fel, hogy valamely i-re p (p > 0) € J;. Barmely pozitiv p-hez taldlunk olyan

m pozitiv egész értéket, amelyre — < p. Ha n > m, akkor p ¢ J,. Hasonl6 a meggondolds,
ha p <0. m

b) Az I, sorozat 6sszes elemébdl alkotott metszetnek nincs kozos eleme.
. 1 .
c¢) Elészoris J )\, = ]——; 0]. Ezen halmazoknak egyetlen kozos eleme a 0, azonban mds ilyen
n

elem nincs. Ezért J)\I} N o\, nJ3\[3 ... = {0}.



Kijelentések, események — megoldasok

a) A + B = SzE€p id6 lesz vagy kirandulni megyek. A - B = Szép idd lesz és kirandulni megyek.
b) A-B.
¢) Barmilyen, ugyanis sz€p 1d6 esetén egyszerden teljesiilt az implikdcid. Rossz id§ esetére pedig

nem allitottam semmit, tehat barmit csindlhatok — kirdndulhatok is — szdszegés vétsége nélkiil.
a)|Al=10, |Bl=6, |C|l=4.
b) A-B={6;12; 18} = hattal oszthaté szamok;

B+ C=1{3;5;6;9; 10; 12; 15; 18; 20} = harommal vagy o6ttel oszthat6 szamok;

A-C = {5; 15} = éttel oszthat6 pdratlan szdmok.

c¢) D = {5} = (olyan paratlan szam, ami hdrommal nem, de ottel oszthaté) =A-B- C.
a) A+B+C=1{2;4,6;8}), AAB-C=A-B-C=A-B-C=A-B-C=0, B-A-C={6}.
b) {10} =A+B+C.

A helyesen kitoltott tdblazat: A B c D
Kijelentés H | | H
Megforditasa | H | H

a) Igen. A ,,minden ember fenség” egy kovetkeztetés: Ha ember vagyok, akkor fenség vagyok.
A masodik kijelentés szerint ember vagyok, igy a feltétel teljesiil. Amibdél valoban kovetkezik,
hogy fenség vagyok.

b) Nem. Példaként épitsiink nadfedelet egy tizemeletes hazra. Nyilvan ez az épiilet nadfedeles, de
nem tanya.

a) Tagadés: Van olyan deltoid, amelynek atl6i nem merdlegesek egymadsra. Ilyen deltoid nincs,
tehat az allitas igaz, a tagadds hamis.

b) Tagadés: Barmely haromszog legkisebb szoge legfeljebb 60°-0s. Ez igaz, a haromszdg legkisebb
szoge nem lehet nagyobb, mint 60°. Ugyanis az éllitds igazsdagat feltételezve:

60°<a<fB<y igy 180°=3-60°<a+ B+,

ami (legaldbbis az euklideszi geometriai rendszerben) nem igaz, hiszen o + 3 + y = 180° Tehat
az 4llitas hamis, a tagadds igaz.

c) Tagad4s: Van olyan hattal oszthaté szdm, amely nem oszthat6 kilenccel. A tagadds igaz, pél-
ddul maga a 6 ilyen szam. Az 4llitds hamis.

d) Tagadas: Barmely pozitiv egész primtényezds felbontdsdban szerepel a 17. Az allitds igaz, a ta-
gadds hamis.

e) Tagadds: Volt olyan torpe, aki magasabb volt Héfehérkénél. Bar nem tudjuk pontosan a torté-
nelmi igazsagot, feltételezziik, hogy minden torpe jéval alacsonyabb volt az illeté holgynél.
Tehat az 4llitds igaz, a tagadds hamis.

f) Tagaddas: Van alkalom, hogy leirom azt: soha. Aki ezt a feladatot irdsban megoldja, arra a taga-
dés biztosan teljesiil. (Nagy valdszintiséggel a tobbiekre is.)

g) Az dllitds tagadasat gy tudjuk meggondolni, ha dtfogalmazzuk: A 7-nek minden hatvanya
oszthaté 3-mal. Igy mar vildgos a tagadds: Van olyan szdm, amely 7-nek hatvdnya és nem
oszthatd 3-mal. Utébbi kijelentés igaz (pl. 49) és az allitds hamis.



h) El6szor értelmezziik az eredeti mondatot.

Adjunk meg egy pozitiv o szoget (pl. o = 1°) és vizsgéljuk meg, mely szabélyos sokszogek
kiilsé szogei kisebbek o-ndl.
Barmely konvex n-szog belsd szogeinek osszege (n —2) - 180° A szabdlyos n-szog egy belsé
(n—2)-180° (n—2)-180° _360°

n n on

. Akiils6 szog mértéke 180° —

szogének nagysaga:

Ha most azt akarjuk, hogy ez a szdm 1°-ndl kisebb legyen, akkor legyen n > 360. Tehat pl.
a 361 oldalu szabdlyos sokszog minden kiils§ szoge kisebb, mint 1° (Az n =360 még éppen
nem megfeleld, hiszen az 4llitas teljesiiléséhez szigortian kisebb kell.)

(] (]

Hasonléan 4ltaldban: ha <a, akkor n > . Igy biztosan tudunk barmely szoghoz

n
olyan n egész szamot mondani, amelynél tobb oldali sokszogek kiilsG szogei kisebbek, mint
a megadott szog. Tehat az allitds igaz.

Tagadds: Létezik olyan o (o > 0) szog, amelyhez barhogy is adunk meg pozitiv egész n-t, van
olyan n-nél tobb csuicsu szabdlyos sokszog, melynek kiils§ szdge nagyobb vagy egyenld,

mint o
Mivel az dllitds igaz, a tagadds hamis.

Kombinatorika — megoldasok

5! =120.
4! =24.
2.4 —1=47.
6-2-31=5!-2-41=72,
6! =720.
3.2=6.
4-53 =500 koziil 4 - 52 = 100 oszthaté 5-tel.
63-9=1944.
|

5-4.3= >! =60

5-3)!

!
L:17100720.
(30 -5)!

T _
()=
11) _
(1)-5s

!

12! =3960
7!-4!-1!



|
5_:10
3.2
a) 5!=120: b) 51.25 = 3840; ¢) 10! = 3628 800.
_ ) 90 15
a) 81 = 40320: b) g ]-8!=3,13-10%
|
_ 24 9465511770,
81-81-8!
|
0 —2 5793510720,
51.61.71-21

b) A nevezd csokken: 5!-6!-7!-2!1>5!.5!.6!-4!
St-e!-7!-21 42

Igy az érték n§ —————— = —= =3, 5-szeresére.
5!-51-6!-4! 12
!
L:3991680.
12 -7!
! !
G)Lz@l()w; b)g.L: .1012
(20 -12)! (19-11)!
11
_ Y m
8:365-1000
a) 10° = 1000000; b) 3°=1729; c) 3*-42 = 1296;

d) @-34 42 219440,

(z_a)sz(gj.zs.ao_@.24_611+G).23.a2_@.22_613_,_(2).21.04_G)_zo.asz

=32-80-a+80-a2-40-a3+10-a* - d>.

@B Csoportositsuk az utakat a hosszuk szerint.
a) Barmerre is megyiink az A-bdl, minden 1t 3 hosszu, és 0sszesen 4 -3 -3 = 36 darab van beldle.

b) Akozvetlen levelekbe 1 hosszi tit visz, ebbdl 3 van. A kovetkez§ legkdzelebbi levelek 3 hosszi
uton érhetdk el, ebbdl van 2-3 = 6. Alegtdvolabbi levelek 5 élre vannak, hozzdjuk 3-3-3 = 27-
féleképpen juthatunk el.

c) Ebbdl a pontbdl 2, 4 vagy 6 ,.élnyire” taldlunk leveleket, rendre 2,2-3 =6 és 3-3-3 =27 tton
érhetjiik el dket.

ETF A szdmokataz 1,2, 3,5, 7,9 jegyekbdl allithatjuk dssze.

a) A jegyek csak ugy novekedhetnek, ha a fenti sorban irjuk 6ket, €s az egyik szamot elhagyjuk.
Osszesen 6 ilyen szdm van.

b) Két nem prim szdm van a felsoroltak kozott, az 1 és a 9. Kossiik Sket egybe, mostantdl kezel-
jiik az 19-et egyetlen szamjegynek. igy 5 jegybdl kell 4-jegyd szamot kredlni, rdaddsul gy,
hogy az 19 biztosan benne legyen. Ezt 4 helyre {rhatjuk, a tobbi 3 helyre 4, 3, 2-féle jegyet
tehetiink a maradékbol. Végiil az 1-et és 9-et megceserélhetjiik. Tehdt a lehetdségek szdma
4.2-4-3.2=192.

¢) A fentiek koziil minden 2-re végz&dd szam oszthatd 4-gyel. Azaz 5-4-3-2 =120.



@I a) Ekkor nagyon egyszerii dolgunk van, hiszen a 4 koziil barmelyik helyre barmelyik karaktert
irhatjuk a 15 lehetSségbdl: 15% = 50625.

b) Vegyiik az ellentétes esetet, amikor nincsenek betiik, csak az 5 szdmjegy szerepelhet: 54, Ezt
kell kivonnunk az 6sszes lehet6ségbdl: 154 — 5% = 50 000.

c) Ebben az esetben egyszerden az torténik, hogy megduplazzuk a betiik szimat. Azaz nem 15,
hanem 25 lehetSségbdl valaszthatunk egy-egy karaktert. Az eredmény 254 = 390 625.

BB Az adott fiiggvény értékkészlete hdrom érték: 0, 1 és (-1).
a) A hdrom érték mindegyike szerepelhet a négy hely barmelyikén: 3%,
b) Tételezziik fel, hogy a 0 szerepel kétszer, az 1 és a (—1) csupdn egyszer-egyszer. A lehetdségek

szdma ekkor . Mivel a hdrom érték mindegyike el6fordulhat kétszer a négy helyen,
!
4 =36
201111
c) A szinuszfiiggvényre hagyatkozva négy helybdl kettén szerepel 0, de egymés mellett nem
lehetnek. Négy lehetGségiink van:

0’ la Oa (_1)9 Oa (_1)9 07 la 17 0’ (_1)’ 09 (_1)’ 05 1’ 0
@I a) Ha sorba mentek a tandrok képein, akkor

21111
ezért az eredményt meg kell szoroznunk 3-mal: 3-

22!

22-21-...-1l=——
(22 -12)!

-féleképpen

valaszthattak koziiliik.

b) A 14 1any mellé 8 fiunak kellett az osztalyba jarnia, és a 6 férfi tanar mellett 6 n6 kolléga kertilt

a tablora. Az el6z6 rész alapjan a keresett érték:
14! 8!

: =4,36-10'°.
(14-6)! (8-06)!

c) Most csak az érdekel minket, melyik tandr melyik hdrom didkot vélasztotta. Képzeljiik gy,
hogy a tandrok sorban egymaés utdn a tortdhoz mennek és kivalasztanak 3-3, illetve 2-2 szeletet.

22) (19) (16) (13) (10) (7 (4 (2)\_ <« 1015
FIEEEE)C- -
kiilonb6z6 médon tehetik meg.

Az 500-as készlet 30%-a, azaz 150 darab pliissmaci selejtes. J6 koziilik 500 — 150 = 350 darab.

Ezt 6sszesen

a) Ha nincs koztiik selejtes, akkor mind a 20-at a j6 macik koziil sikeriilt kivalasztani (325(? ) -féle-
képp.

b) Akét selejtest 150 darabbol, a 18 j6t 350 koziil vilaszthattdk az ellenrok (1 ;0) - (31580) Kiilon-
b6z6 modon.

¢) Ha legalabb harom selejtes van, akkor lehet 3, 4, ..., 20 is. Ez elég sok eset, térjiink at a komp-
lementer halmazra: nézziik azt, amikor csak 0, 1 vagy 2 selejt van a kivalasztott mintdban. Ezt

kell kivonnunk az 6sszes lehetséges valasztdsok szdmabol, (5200()) -bdl. Az eredmény:

-0 )



/////

diak felel 10-szer: 2110 a lehetSségek szdma.

b) A feleletek idérendben kovetik egymast, igy elszor is ki kell vélasztanunka 10-bdl azt
a 4 feleletet, amelyet a nem késziil§ didkoktdl hallunk. Ezt (lf ) modon tehetjiik meg. A 4 rossz
feleletet 9 f6 produkdlhatja, a 6 szépet pedig 21. Azaz az eredmény:

10 . 4 . 6
(1) 0t

¢) ,.Legfeljebb hétszer” jelentése 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 alkalommal. Ilyen sok eseményt nem sze-
rencsés elkezdeni 6sszeirni, térjlink 4t a komplementerre: 8, 9, 10 gyenge felelénk van. Utébbi

eset 910, elgbbick pedig b) esethez hasonléan adédnak: (190) 199211 s (lg) 198212, Ki kell

vonnunk az 6sszes esetbdl, azaz ha barki akdrhanyszor felelhet: 30'0 -bél.
3010 - 910 _ (190) 199211+ (lé)) 198212,

2)\2
féleképpen adhat a babdkra: vagy az egyikre, vagy a mdsikra adja:

@ ' @ ' @ 123 =13440.

b) Allitsuk sorba a babékat, legyen egy A, egy B és egy C baba. El6szor is Eszti kivalaszt hirom

BT a) Kétszoknyat, inget és kabatot [Sj (8) @) -féle médon vélaszthat Eszti. Minden ruhafélét két-

szokny4t, hdrom inget és hdrom kabdtot. Ezeket @ @ @ _féleképpen veheti ki. Sorba

rakva a harom szoknyét, az A, B, C babdkkal 3! = 6-féleképp parosithatja 6ket. Hasonl6 a helyzet
a tobbi ruhafélével is. Az eredmény:

5) (8) (4
.1°]. .(3N3 =
(3) (3) (3) (3!)° =483 840.
a) Ha barmelyik jelentkezd reklamfilmbe keriilhet, akkor 58 + 42 = 100 f6bdl valasztunk 12-t:
100\ _ ;15
(12) =10,
b) A lanyok koziil kell kivalasztanunk 7-et és a fitk koziil 5-6t:

58) (42) _ 1014
(59 (2)-26-10%

c) Ha parban szerepel egy fid és egy lany, akkor mindkét nembdl ugyanannyi szerepld van, azaz 6.
Az eredmény:
58) (42) _ 114
£9)(4)-20210

d) Ha harmasdval mutatjik be a jelentkezSket, akkor 4 filmet fognak késziteni. fgy vagy 4 fit és
0 lanycsapat lesz, vagy 3 és 1, vagy 2 és 2, 3 és 1, 4 és 0. Az egyes eseteket az el6z8khoz hason-
16an szamitjuk, de végiil dssze kell ket adnunk:

(42) ~3,49-10M,

(3 (6)+ G5+ () (6)+ () )+ ()



(15 +n)!
13!-2!-n!
majd szorozzunk fel a maradék nevezdvel:

14-15-...-(15+n) =813960-n!
Egyszertsitsiink Gjra 14 - 15-tel:
16-17-...-(15+n) = 3876 - n!
Mindkét oldalon szorzatok szerepelnek, bontsuk fel a 3876-ot primtényezdkre: 3876 =22-3-17-19.
16-17-...-(15+n)=22-3-17-19 - n!
Hogy a 16 =2*t megkapjuk, n >3 kell legyen. Ugyanakkor a bal oldalon is szerepelnie kell
a 19 primnek, ez éppen 15 + 4. Ellendrizziik le, valéban 16-17-18-19 = 3876 24.
Tehat 4 Tavol-Keletrdl sz616 regényt kap Jani.

Téma szerint rendezni a kdnyveket =406980-féle médon lehet. Egyszertsitsiink,

qff) Pératlan jegyek az 1, 3, 5, 7 €s 9. Mivel harommal oszthaté szamokat keresiink, megkonnyiti az
esetek OsszegyUjtését, ha nem a szdmokkal, hanem a 3-mal vett osztdsi maradékaikkal szdmolunk.
Ezek sorban: 1, 0, 2, 1, O.

a) Ha minden szam kiilonboz6 kell legyen, akkor a négy maradék kozott csak egy 2-es, legfeljebb
két 1-es és legfeljebb két O lehet. (Péld4ul 0-0-0-0 vagy 1-1-1-0 nem lehet.) A 2-es maradéknak
mindenképpen szerepelnie kell, hiszen a 0-0-1-1 nem oszthaté 3-mal. A 2 mellé tenni kell
1-et is, a maradék kettd helyen viszont csak 0 maradék lehet. Tehat azt kell 6sszeszamolni, hany
esetet frhatunk fel a 0-0-1-2 maradékokbdl. A 3, 9 és 5 biztosan a szdmjegyek kozé keriil.
1 maradékot adhat az 1 és a 7 is, itt tehdt valaszthatunk. Vagyis ezen szdmok szdma 2 - 4! =48.

oz

b) Az el6z6 gondolatot folytatva: 6t lehet§ségiink van a maradékokat felirni dgy, hogy a szdm
oszthato legyen 3-mal: 0-0-0-0, 0-0-1-2, 0-1-1-1, 0-2-2-2, 1-1-2-2. Nézziik sorban az 6t esetet.

0-0-0-0: Minden helyre két szdmjegyet, 3-at vagy 9-et irhatunk, ez 2% = 16 lehet&séget jelent.
0-0-1-2: A 0 maradékok helyére a 3 vagy a 9, az 1 helyére az 1 vagy a 7 keriilhet. A 2 maradék

L' = 12-féleképpen permu-

fixen az 5 szdmjegyet jelenti. A maradékokat egymas kozott IRTR

tdlhatjuk. Azon beliil 22-2 = 8 lehet&ség van a szdmjegyek beirdsdra. Osszesen 12-8 = 96.

0-1-1-1: A 0 maradék (3 vagy 9) négy helyre keriilhet (az 1 helyére tovabbra is 1 vagy 7 keriil).
Ezért a lehetségek szdma ebben az esetben 4 - 2% = 64.

0-2-2-2: A 0 megint négy helyen allhat (3 vagy 9), a 2 helyére csak 5-6t frhatunk. fgy 4-2 =8
ilyen esetiink van.

1-1-2-2: A maradékokat

Y = 6-féleképpen irhatjuk fel. A lehetSségek szama 6 -2% = 24.

A kérdésre a valasz a fenti esetek Osszege: 16 + 96 + 64 + 8 + 24 = 208.

a) Jeldlje a harom szobat A, B, C. Mivel megkiilonboztetjiik Sket, nem mindegy, hogy az A-ban
vannak 6-an, B-ben 2-en és C-ben senki, vagy A-ban senki, B-ben 6-an és C-ben 2-en. A leg-
egyszer(ibb, ha az A-ban levSk szdma alapjan irjuk 6ssze a lehetGségeket.

A 66 655554444433333322222221111110000°0
B 2103210432105 4321065432106254321625 432
c 012012301234012345012345612345¢623456

Ez harminchat lehet&ség.



b) Most csak azt kell 0sszeszdmolnunk, a 8-at hanyféleképp bonthatjuk harom, hatnil nem
nagyobb nemnegativ egész Osszegére.

8=6+2+0=6+1+1=5+3+0=5+2+1=4+4+0=
=4+3+1=4+2+2=3+3+2

Ez nyolc lehetSség.

Megjegyzés. Az a) és b) kérdést megvdlaszolhatjuk az alapjan is, ha észrevessziik: a harom
kiilonbozd szamot tartalmazé (pl. 6-2-0) formédk 3! = 6 helyen fordulnak eld, a két kiilonbozGt
tartalmazokat 3 helyen taldljuk meg (pl. 6-1-1), mig harom egyforma nem lehet. Mindkét
tipusbdl van 4 Osszeg, amely kiadja az dsszesen 24 + 12 = 36 oszlopot.

c) Az el6z6 kérdésben targyalt esetekbdl indulunk ki.

Példaul az 5-2-1 esetben a nyolc f6bdl ki kell vélasztanunk 6tot az egyik, a még dgy nélkiil
maradt hdrom f6bdl kettSt a masik szobdba. A harmadik szobdba maradt egy f6 mar nem
valtoztat a lehetGségek szaman. Az Osszes esetet tekintve a lehetGségek szdma:

66 0)+6) 00+ B0+ BB )+
O ECH-O O C O 6 )

=28+56+56+168+ 70 + 280 + 420 + 560 =1638.
d) Ha megkiilonboztetjiik a személyeket és a szobdkat is, akkor az a) részben felirt tablazatot kell

segitségiil hivnunk. Azonban nem {rjuk fel mind a 36 lehetGséget!
Vegyiik észre, hogy barmelyik esetet tekintjiik is, az egyszerUsitések miatt felirhat6 ismétléses

permutécioként. Pl. a 4-3-1:
1) 8l 41 1! 8!

8.4. e . . e
4)3) \I)" 41-41 31-11 11-0! 41.31-11

1

Mivel nem szdmit a 4-3-1 sorrend, igy a c) esetbdl és a megjegyzésben emlitett kiilonbozs
sorrendekbdl megadhatjuk a megoldast:

B0 8800300000
OO HO0-OI-000-

=3!-(284+56 +168 +280) + 3- (56 + 70 + 420 + 560) = 6510.

a) Képzeljiik el, ahogyan sorban sétdlnak el a hat szoba mellett és véletlenszertien kivélasztjak
a szobdk lakdit. A megoldés ekkor:

23) (15) (11) (8) (3) (2

8)\4)\3) 3 3 \2)
Ha tigy képzeljiik el a dolgot, hogy a didkokat sorba allitjuk és minden szobdnak készitiink egy
cimkét annyi példanyban, ahdny f6 befogaddsdra képes, akkor a megoldds:

23!
81-41-(31)3.2!

A két érték természetesen egyenld. (Ezt belathatjuk, ha kifejtjiik az elsé formdban felirtakat,
majd elvégezziik az egyszertsitéseket.)



b) Amennyiben az egyes szobdkon beliil megkiilonboztetjiik az dgyakat, akkor az els6 szobdba

betérd 8 didk 8!, a4 dgyasba betérdk 4! stb. kiilonb6zé médon osztozhatnak. Tehat a megoldas:

!
L-S!-4!-(3!)3-2!=23!
81-4!-(31)3.2!

¢) A 10 lany mellé nem keriilhetnek fiuk, igy nekik kiilon szobdk jarnak. Kétféleképpen felelhe-

tiink meg ezen feltételnek. Vagy a 8 és a 2 dgyas szoba a lanyoké, vagy két 3 és a 4 4gyas.

!
Ha az elsé verzid val6sul meg, akkor a ldanyok 1ot moédon koltozhetnek be. Ha a masodik,
10! ~ 713! 13!

akkor —————. A fitdk az els§ lehetGség esetén —————, a mdsodik esetben ————
41.31.3! 41- (313 8!-31.2!
kiilonbozd uton foglalhatjdk el a szobdkat. Az dsszesitett eredmény:
10! 13! 10! 13!

8121 41-(317 @ 41-31-31 81-31-21"

Arra nem tértiink ki, hogy a szobdkat megkiilonboztetjiik-e egymdstol. Az dgyak szamat
tekintve biztos. Ha ugyanis kiilonbséget tesziink koztiik, akkor a masodik esetben a lanyok
haromféleképpen kaphatnak meg harom hdromdgyas szoba koziil kettt (1.-2., 1.-3., 2.-3.).

Az eredmény eképpen mddosul:
10! 13! 10! 13!
. +3- . .
81-2! 41.(31) 41.31.31 8!.31.21

d) A b)pont alapjan 10!-13!+3-10!- 13! =4-10!- 13! eredményt kapunk az egyszer(sitéseket

elvégezve.

Valosziniiség-szamitas — megoldasok

Biztos esemény: az 0sszeg nemnegativ.

Lehetetlen esemény: a szorzat 11-gyel oszthato.

a) A komplementere 10 elemi eseménybdl tevédik ossze. Pl.: FFFI vagy IIIL
b) AB = {IFFI; 1IFF},

A + B = {FFFF; FFFI; FFIF; FIFF; 111F; IFII; FIIIL; I111}.

c) Az eseménytér 2% = 16 elemi eseménybdl 4ll.

P(A)=0,375; P(AB)=0,125; P(A+B) =0.5.

a) Héttén % =0,8; kedden % =0,75; szerdan gz 0,571; csiitortokon % =(0,833; pénteken

20
edig ismét = = 0,833.
Peia bt g

b) A valészinlséget nem tudjuk pontosan megadni, ugy 0,7-0,8 koriil lehet. (A relativ gyakorisa-

gok szdmtani atlaga 0,75, medidnjuk 0,8.)

a) P=0,15; b) P =0,15 = 0,000076.



G 1- 2 =0.36.

T

9.8.7-6
@ 1-—""L2 =04,
10-9-8-7

am 2 o1-03-07 x=20.

X

10

10+ x

=0,4; x=15.

=0,25; x=4.

&8 12+ x
(5096 BN

A kedvez§ esetek szama 6!, ennyiféleképpen kovetkezhet egymads utdn a kockdval dobhaté hat
darab szdm.
Az Osszes esetek szdma 6°, hiszen barmelyik dobdsra barmilyen értéket kaphatunk.

P_6 =(0,015.
6%



AIEE) Az elsS helyre 9, a masodikra 8 és igy tovabb, a hetedikre 3 lehetSségiink van szdmjegyet irni.

9-2)!
szdmjegyet frhatjuk: 97. Az eredmény:

A kedvezd esetek szdma . Az 0sszes eseteket megkapjuk, ha barmelyik helyre barmelyik

91
p=0=D!_( 000015.
97

B0 o) — =1 ebbsl x=6. Aziires cellba 6-ot kell mi.
5+3+4+x 3
b) Az dsszes érmék szama 18, igy egy érmére 20°-os kozépponti
sz0g jut. Azaz az aranyakra 100° a garasokra 60°, a krajcé-
rokra 80° és a tallérokra 120°.
¢) Az azonos érméket egymds kozott permutdlva nem kapunk
mas elrendezést, igy ismétléses permutacidt kell szamolnunk:
18!

— = = 514594080.
51.31.41.6!

6 <0,3; innen 2 < x. Ernének legalabb hdrom Lajos-aranyra kell még szert tennie.

18+ x

d)

@I a) 4 € veszteség tgy keletkezhet, ha a jatékban nem nyernek semmit. Ez pedig akkor kivetkezik
be, ha egy fejet és egy irast dobnak. Négy lehetGség van (piros, kék) érme sorrendben: (F; F),
(F; D), (F; D, (I; I). Koziiliik kett6 nem fizet semmit, tehat 0,5 valoszindséggel bukjak el a jaték

4 €-s drat.
b) 4 €-t akkor keresnek, ha a jatékban 8 €-t nyernek. Ezt kétféleképpen érhetik el: ha Petra a két
érmével (F; F)-et dob és Karola 4-est a kockaval; illetve ha Petra két irast dob az érmékkel

és Karola 5-6st. Ennek a valdszinidsége 11 + 11 = i
4 6 46 12
<) " Piros Kek 1 2 3 4 5 6
fej fej 2 4 6 8 10 12
fej iras 0 0 0 0 0 0
iras fej 0 0 0 0 0 0
iras iras 4 5 6 7 8 9

d) A tablazatot atnézve a felsd sorban a 6, 8, 10, 12; illetve az als6 sorban az 5, 6, 7, 8, 9 esetek
azok, melyekben a ldnyok tobbet nyernek, mint a jaték 4 €-s dra. Ez kilenc lehetdség, az 6sszes

esetek szdma pedig 24. Azaz 2 = E
24 8

@I a) Az oszlopdiagram az abran lthatd.
b) A tanuldk éltal atlagosan gydjtott pontok szama:
3-4+6-12,5+5-20,5+7-28,5+5-36,5
26

= 21,9807,

0-8 8-16  16-24 24-32 3240

tehat kerekitve 22.

R I S N



c) Tizenketten irtak j6 vagy jeles dolgozatot a 26 f6bdl. A keresett valdszintiség 1—

d) Az osztaly tanuléi koziil (256) -féleképpen lehet kivalasztani 6t f6t. (5) lehet&ségilink van két

2
jeles és (3) j6 dolgozatot ir6 tanul6 kivélasztdsdra. Az eredmény:

Ui
3] 2
P= =0,00532.
26
5
a) Az azonos jegybdl 4ll6 szamok g = 1 kvéciensd sorozatok: 111, 222, ..., 999. Ha az elsé két
jegy kiilonbozd, akkor a harmadik is. Ilyen szam hat darab van:

124, 139, 248, 421, 842, 931.
A mértani sorozatot alkoté jegyekbdl 4116 szdmok szdma tehét 15.
b) Az el6bbiekhez vegyiik hozzd a kdvetkezdket, illetve a forditottjukat
123, 135, 147, 159, 234, 246, 258, 345, 357, 369, 456, 468, 567, 579, 678, 789.

A fentieken kiviil lehetnek még 0-ra végz6dd szamok is: 210, 420, 630, 840. fgy a szamtani
vagy mértani sorozatot alkot6 jegyekbdl 4ll6 hdromjegy( szdmok szdma 15 +2-16 + 4 = 51.
Szamtani sorozatot pedig 9 +2-16 + 4 =45 szdm szdmjegyei alkotnak.

P :£z0,882.
51

¢) Csupa kiilonbozd jegybdl all6 hdromjegyd szdmok szdma 9-9 -8 = 648 (az els6 helyre nem
irhatunk O-t, utdna azt azonban madr igen, de az elsé helyre irt szdmot mér nem). A kiilonbozd,
de szadmtani vagy mértani sorozatot adé jegyekbdl 4ll6 haromjegyl szdmok szdma 51 — 9 = 42.

P=1—£z0,935.
648

a) Ha mindkét forduléban hdromszorozunk 4-es dobdssal, akkor 10 €-32 =90 €.
b) Legkevesebb pénziink akkor lesz, ha minden alkalommal elveszitjiik a pénziink hdromnegyedét.

3
1 1
Egy-egy forduléban ennek valdszintisége 7 igy harom fordul¢ alatt (ZJ .

c) 10 €-bdl 15 € csak dgy keletkezhet, ha egyszer hiromszorozunk, egyszer feleziink és egyszer
nem torténik a pénzzel semmi. Azonban mindegy, hogy melyik torténés melyik korben esik
meg. A hiarom kiilonboz§ lehetGséget 3! = 6-féleképpen permutédlhatjuk. Mivel mindegyik

3
val6szindsége i, ezért a kérdezett valoszinliség: P=6- (Z) =0,09375.

A ,.Jegalabb o6tszor dobunk™ végtelen sok esetbdl all, foglalkozzunk a komplementerével: ha vagy
elsére, vagy mdsodikra, harmadikra vagy negyedikre hatost dobunk. Nézziik sorban.

Elsére dobtunk hatost: 1
P (els6re hatos) = 3

Maisodikra igy dobhatunk hatost, ha elsére mast dobtunk:

P(masodikra hatos) =

| W
AN | —



Harmadikra dgy, ha az elsé kettd nem hatos volt:

5\ 1
P(harmadikra hatos) = (g) . 3

Végiil negyedikre gy, ha el6tte haromszor nem taléltuk el a hatost:
3

1

P(negyedikre hatos) = (%) 3

A keresett valészinliség ezek Gsszege:
2 3
P=l+§~l+(§j l+(§J -lz0,5177.
6 6 6 \6/) 6 \6/ 6
Tehat annak nagyobb a valészintisége, hogy az elsd négy dobdsra sikeriil a hatos.

(10) (15)

5 5

m Cl) P=@z0,0047, b) P=(2—5):0,056,
5 5

c) Figyeljiik meg, hogy a csupa epres, csupa meggyes €s a vegyes esetek kiadnak minden lehet-
séges esetet, rdaddsul kizarjdk egymast. Igy a vegyes valdszintiségét megkapjuk a masik kettd
0sszegének komplementereként:

P(vegyesen van epres és meggyes) = 1 — [P(csak epres) + P(csak meggyes)] = 0,9393.

Megjegyzés: Mds mddon is szamolhatunk, dsszegezve az 1 eper — 4 meggy, 2 eper — 3 meggy,
3 eper — 2 meggy, 4 eper — 1 meggy eseteket.

@I Alkalmazzuk a valoszintiség-szamitds szita-formuldjdt a K: : Kati nyer, J: Jani nyer eseményekre.
A szoveg alapjan P(K)=0,6; P(J)=0,5 és P(KJ)=0,25. Igy:
P(K+J)=P(K)+ P(J)-P(KJ)=0,6+0,5-0,25=0,85.

A dobozban volt 50 z6ld és 30 kék gyongy. Ha legaldbb kettS kék, akkor lehet 2, 3,4, 5, 6, 7 vagy
8 kék. Ez elég sok eset, lassuk a komplementerét. Ez csak két eset: 0 vagy 1 kék (és 8 vagy 7 zold).

Az 0sszes esetek szdma mindkét esetben (2) fgy a keresett valoszindség:
30) (50} (30) (50
0)\8 1)\7

+
80 80
8 8
@& a) P=0,25. b) P=0,25%=0,015625.

c) P=025%-0,753-0,25 = (0,25-0,75)> = 0,0066.
d) Sajnos nem tudjuk, melyik négy kérdésre ismeri a helyes vélaszt Karoly, igy els6nek ki kell

1- =0,88.

véalasztanunk a hat kérdésbdl ezt a négyet (?J -féleképp (vagy éppen a kettS rosszat). Tudjuk,

hogy minden j6 vélasznak 0,25 a val6szintisége és minden rossz vélasznak 0,75. A négy
helyes és kettS helytelen valdszintisége igy 0,25%-0,752. Osszesen:

P(négy j6, ketts rossz) = (2] -0,25%-0,75% = 0,033.

Megjegyzés: A feladatban visszatevéses mintavételt alkalmazunk. A ,,visszatevés™ itt azt jelenti,
hogy tobbszor adhat j6 €s rossz vélaszt is Karoly.



Gl A szabalyos haromszdg azonos oldalhoz tartoz6 nevezetes vonalai (stlyvonal, magassag, szog-
felezG) egybeesnek. Igy beirt korének sugara megegyezik a magassidg harmaddval, amit Pitagorasz

tételébdl ki tudunk szdmitani: m = /300, r = —. A valdszintiségek meghatarozasahoz a teriilete-

NE)
ket kell kiszéml'tarlunki TA = 20 ;OO = 100\/5, TO = 1030_” .
T,_ =«
@) p=10_ T _0 6046.
)P TG

b) Annak a valészin(isége, hogy nem taldljak el a szamlapot, komplementere az el6bb kapott

értéknek: )
T T
=|——| |1 - —=|=0,1445.
P (M) ( m)

¢) Mar mindent tudunk, csak azt nem, hanyféleképpen rakhatjuk sorba a kett§ lecstiszo és a harom

ott ragadd dobast:
5 ) z Y
=\5|'|=—=|[1-—=|=0,3455.
g @ (m] ( m)

aill) a) Minden pakliban minden tipust lapbdl (dsz, kirdly, hetes stb.) négy darab van. fgy egy kihizott
figurds lap val6szindsége g =0,5 és egy hetes valdszintsége % =0,125. Mivel nem tudjuk,
mely lapokon szerepelnek figurdk, ezért a kihtizott 7-bdl valasszunk ki erre a célra négyet
CJ -féleképpen.
A keresett valdszintiség: P = CJ -0,5%-0,125% = 0,0043.

b) Legfeljebb ot figura jelenthet 0, 1, 2, 3, 4 vagy 5 lapot. Térjlink at a komplementer ,,mind a hét
figurds vagy egy nem az” esemény valdszintiségére:
P(legfeljebb 6t) =1 —[P (hét) + P(egy nem)] =

=1- (8)0,57 -0,1250 - GJ-O,56 -0,125' = 0,9785.

B
)

il A szoveg szerint A-ba 12 fid és 12 lany jar, a B-be 16 fid €s 8 lany.
12
8 0,4 b 2 =(,35;
a)%_9’ )(20)"' ) )
2
B G5
3 1 1 3
+ =0,5;
28 28
4 4
e) A kovetkezs esetek lehetségesek: 4 £6 az A-bdl, 3 a B-bdl; 5 {6 az A-bdl, 2 {6 a B-bdl; 6 f6
az A-bél, 1 6 a B-bdl. (A komplementerre nem érdemes attérni.)

B3, 56, G0, 00
5 0 6 0

=0,29;

d)

P=

=0,5.



a) Ha minden kérdést passzol valaki és még szerencséje sincs, akkor négy alkalommal osztjdk el
hattal az éppen aktudlis pontjainak szdmat. 1296:6* = 1, azaz egyetlen pont a megszerezhetd
legkevesebb. A maximadlis pontszdmot akkor éri el a jatékos, ha minden esetben meg tudja
hdromszorozni pontjainak szamat: 1296 -3* = 104976. Ehhez szerencsésen kell dobnia, és
a vélaszt is tudnia kell mind a négy kérdésre.

b) A maximadlis ponthoz ismerni kell a helyes valaszokat, és négy alkalommal kell dobni 5-0st vagy
4

4
6-ost. Ennek val6szintsége (%) =(,0123. A minimalis pontszdimhoz (2) = (0,482 valdszint-
séggel jutunk, ha mindig passzolunk, és nem dobunk 6-ost.

c) 5832 pontot akkor ér el egy jatékos, amennyiben kiinduld pontszdmaét 4,5-del szorozza meg,
5832:1296 = 4,5. Gondoljuk at, milyen egyiitthatok médosithatjdk a pontszamokat!

Ha tudja a vdlaszt, akkor az A vagy B lehet&séget vélaszthatja. A dobéstol fiiggden 3, %, 2, %

a szorz6tényezd. Amennyiben kihagyja a kérdést, akkor vagy nem valtozik a pont, vagy hatoda
lesz: 1, % a szorzo.
A 4,5 szorz6tényez6t ezekbdl kétféleképpen kaphatjuk meg: 4,5=33- é =32.1. % (A feltétel

szerint ha megpréobal valaszolni a kérdésre a jatékos, tudja a vdlaszt.) Azaz vagy
—hdrom A lehetdséget vélaszt, dobdsa 5 vagy 6 és egy kérdést passzol, de nem dob 6-ost, vagy

— kétszer valaszt A-t (dobdsa 5 vagy 6), egyszer B-t (dobésa 1, 2 vagy 3), és egy kérdést nem
tud, de 6-ost dob.

Az els6 véltozat négyféleképp torténhet meg attdl fiiggden, melyik kérdést passzolja. Ennek

valdészinidsége a feltételek mellett: ;
4 (2)~012s
6/ \6

!
A maésodik eset ﬁ = 12-féleképp valosulhat meg:

2
o ()0
6/ \6) \6
Az eredmény a kettd osszege, p = 0,234.

A legjobb, ha grafok segitségével tekintjiik 4t Kornélia barangoldsét az egyes esetekben.

a) Az elsé esetben az A oldal négy hiperhivatkozasabdl egy mutat B-re, B 6t linkjébdl egy mutat
C-re és igy tovabb egészen E-ig. A Nelli altal bejart utat a piros vonal mutatja. A keresett
valdszinlség az egyes lapok valasztasi valdszintiségeinek szorzata, vagyis

L L =0,00625.
2 4



b) Ebben az esetben A-rdl kozvetleniil is elérheti £-t i valdszintséggel, illetve ugyanekkora valo-

szintiséggel tovabbléphet B-re. B-r6l % valoszindséggel jut E-re vagy ugyanennyi eséllyel megy

tovdbb C-re és igy tovdbb. A keresett valdszintiség pedig

pol L L LT T LT 63390

4745 452 4524

. .1
c) Az eldz6 esethez képest annyi véltozast tapasztalunk, hogy az A oldalrél ugyan most is 1 valé-

)3

szintiséggel jut Kornélia E-re, 4am minden mas utat valasztva B-re jut 2 valdszintséggel. Hasonld

a helyzet a B lapon: % valdszintséggel kattint E-re és % valdszintiséggel C-re. A valdszinliség:

d) Akérdés ebben az esetben az, hogy mekkora valdszintséggel nem taldl Kornélia a n6i magazin
E oldaldra. Az A oldalon harom, B-n négy, C-n egy €s D-n harom hiperhivatkozdsra is
kattinthatunk, hogy elkeriiljiik E-t. Tehat

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a c¢) és d) eset grafjaban lathatd kiilonbség a kérdések
megvalaszoldsdban nem jelent eltérést. Mindegy, hogy a D oldalr6l mennyi ,,nem E” helyre
juthat. fgy vildgos, hogy a c¢) és d) részben kapott valdszintiségek dsszege miért 1 (komplemen-
ter események).



ALGEBRA ES SZAMELMELET — 0SSZEFOGLALAS

Szamok és miiveletek — megoldasok

Egy lehetséges megoldds:

a)20+7-3-4-11=09; b) 13+9+6-5-13=10;
c)1+2:3+4-5=6; d)5+4-3-2-1=15;
e)5-6-7-8-9=-35; f) 10-3:6+4-5=25.

a) [1;2]; b) 1-2;3[; c) [-4;2]; d) 12; 4];
e) {}; )8 g 1-2:3[; h) 1-3;71;
i) [-3;5]; JIREE k) [2:4] 01712 D) [-452[.
pelddul: L=+ <> 6 T 8 _2

33132 132 132 132 132 33

Mivel % =0,03030303... és 3% =0,03125, megfelel példdul:

a =0,0304050607..., b =0,03040040004..., ¢=0,0306789101112...

A gondolt szamok legyenek x €s y, ahol x > y. Felirhatjuk a kdvetkez§ egyenletrendszert:
x—y=8

x:2y+2}’ amibdl y=6 é x=14.

A két szam Osszege: 20.
) oo 2+8 P
a) Szamtani kozép: = =35, mértani kozép: V2 -8 =4.

. P Y
b) Szamtani koz€p: EX mértani kozép: 4.

¢) Szamtani kozép: 10, mértani kozép: 8.
d) Szamtani kozép: 2, mértani kdzép: 2.

a)4;b:6, b=8; b)b=6; ¢) b=20; d) b=9;
e)b=§; f) b=736.
4
21 . 35 : .
a) ?:4,2, a keresett jegy 0; b) g=5,83, a keresett jegy 3;

c) g =1,857142, és 2010 = 6- 335, a keresett jegy 2;

d) %:0,4117647058833529, 65 2010 = 16125 + 10, a keresett jegy 8.
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5128

5131

5132

a) 12 csomag.
b) 6 napra elegendd.

4 +90-2 +288-3 =1048 szdmjegyet irtak le.

Els6 jegyként 10 db, mésodik jegyként 9 + 10 + 10 =29 db, harmadik jegyként 10 + 9 = 19, tehdt
Osszesen 58-szor irtdk le az 5-Ost.

a) Hamis, példaul 15 :5 =3.

b) Hamis, a 0-nak nem létezik reciproka.
c) Igaz, példaul (-5)-(-7) =35.

d) Hamis, gondoljunk a tizedes tort alakra.
e) Igaz, példaul r.

f) Hamis, példaul /64 =8 és /64 = 4.

Mivel minden mésodik szdm péros, a nulldk szdm4t a szamok primtényezds felbontdsdban szerepld
0tosok szdma hatdrozza meg:

5, 10=5-2, 15=5-3, 20=5-22, 25=5%, 30=5-3-2,
35=5-7, 40=5-23, 45=5-3%, 50=52-2, 55=5-11.
Mivel a szorzat primtényez&ként 13 darab 6tost tartalmaz, ezért 13 nulldra végzddik.

Akkor tartalmazza a legkevesebb jegyet, ha a lehetS legtobb 9-es szerepel benne. A keresett szam
39999...99, tehdt Osszesen 223 darab 9-est tartalmaz.

Ha a lehetd legkevesebb jegyet akarjuk felhasznalni:
2000=2%.53=4.4.5.5.5=2-8-5-5-5,
a masodikbdl adddik a kisebb szam: 25558.

a) % =1,3698, tehat 37%-kal kell felemelni az arat.

b) 0,73-0,7=0,511, tehat 51,1% lesz.
c) 0,73-1,45 =1,0585, tehat 105,85%-a lesz az ar az akcio elétti arnak.

Mindkét alkalommal a 75 + 60 — 100 = 35% volt jelen.

Csak az els6 szinhdzldtogatdson 40%, csak a masodikon 25%
vett részt.

36% az 54 ember, a teljes 1étszdm 150 f6.

a) 198400 Ft: b) 61.29%: ¢) 163.16%.
1 215 593
11 b) 2: 215 q 22

93 ) 9 59 ) 1110

a) 1623623 — 6232 =623 - (1623 — 623) = 623 000;

b) 1956 — 9562 = (1956 — 956) - (1956 + 956) = 2912 000;

31422196 (314 +14)-(314 - 14)
328 328

c) =300.




Szamelmélet, oszthatosag — megoldasok

a) lgaz. b) Hamis. c) lgaz.

a) 15-tel val6 oszthatdsdg:
(1) sziikséges, de nem elegendd feltétel példaul:
— a szdmjegyek Osszege oszthat6 legyen 3-mal;
— 0-ra vagy 5-re végz6djon az adott szam.
(2) elegendd, de nem sziikséges feltétel: az adott szdm oszthat6 legyen 30-cal.
(3) sziikséges és elegendd feltétel: oszthatd legyen 3-mal és 5-tel is.

b) 45-tel val6 oszthatdsdg:
(1) sziikséges, de nem elegendd feltétel: az adott szdm O-ra vagy 5-re végzddjon.
(2) elegendd, de nem sziikséges feltétel: az adott szdm oszthat6 legyen 90-nel.
(3) sziikséges és elegendd feltétel: a szamjegyek Osszege oszthatd legyen 9-cel, és O-ra vagy
5-re végz4djon az adott szam.
c) 12-vel val6 oszthatdsag:

(1) sziikséges, de nem elegendd feltétel: az utolsé 2 szamjegybdl 4ll6 kétjegyl szam oszthatd
legyen 4-gyel.

(2) elegendd, de nem sziikséges feltétel: az adott szdm oszthat6 legyen 36-tal.
(3) sziikséges és elegendd feltétel: a szamjegyek Osszege oszthat6 legyen 3-mal, és az utolsé
2 szamjegybdl all6 kétjegyd szdm oszthat6 legyen 4-gyel.
a) Minden olyan pozitiv egész, mely a 15-hoz relativ prim: a # 3k, a# 51, k,l € Z*.
b) a=24; 72; 120; ... 24 paratlan szamu pozitiv tobbszorose.
c) a=20 vagy a=060.
d) a=3; 6; 12; 24; 48.
Hatérozzuk meg a szdmlélo és a nevezd legnagyobb k6zos osztdjat.
126 (2-3-7)-3 3,
294 (2-3-7)7 7
9 .
aa

a) (126;294)=2-3-7=42,

30 19 5 128
b) —; c) —; d e) =; —.
) 49 ‘ 23 4 ) 6 7) 3
a) Keressiik [60; 72] legkisebb kozos tobbszorosét, ezért primtényezds bontasukat alkalmazzuk:
60=22.3.5 72=32.23 [60;72] =23-32.5=360.

Igy az eredeti kifejezés 4talakithato:
7 5 7-2-3 5-5 42 25 17

22.3.5 32.23 23.32.5 23.32.5 360 360 360

b) Az a) feladathoz hasonld eljardssal: [14; 5; 21] = 210.
Az eredeti kifejezés dtalakitdsa:
i_%+i= 3-3-5 _2-2-3-7+ 8:2-5 :£'
2-7 5 3.7 2:3.5.7 2:3.5-7 2:3-5-7 210
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a) A esetén: Llbarmilyen természetes szdam.

B esetén: Az egyik jel helyére pl. [ 2 tobbszorosei kell, hogy keriiljenek, igy a mdsik jel helyére
barmely természetes szam keriilhet.

C esetén: Az egyik jel (pl. A) helyére 3 tobbszorosei keriilnek, a mdsik jel helyére barmilyen
természetes szdm kertilhet.

b) A esetén: Llhelyére 5 tobbszorsei kell, hogy keriiljenek.

B esetén: Az egyik jel helyére 2 tobbszorosei, a masik jel helyére barmely természetes szam
keriilhet.

C esetén: Mindkét jel helyére barmely természetes szam irhato.

a) 11-2-5-szorose; b) 2-13-5-szorose; c) 11-2-szerese; d) 2-5-szorose;
e) 11-szerese; f) 1-szerese; g) 11-5-sz0rose; h) 13-5-szorose.

PrimtényezGs bontdsbdl eredve: 60 =22-31-51, a kitevék eggyel novelt szorzata adja a pozitiv
osztok szdmat: 3-2-2 = 12 pozitiv osztdja van a 60-nak.

Ellendrzés felsorolassal: 1; 2; 3; 4; 5; 6; 10; 12; 15; 20; 30; 60.
a) 39; b) 46; c) 322.
a) 10111101100,; b) 1132304; ¢) 220315s.

a) a=0 vagy a=S8;

b) Ha x =0, akkor y lehetséges értékei: y=1; 4; 7.
Ha x =35, akkor y lehetséges értékei: y =2; 5; 8.

¢) Ha a =0, akkor b lehetséges értékei: b =0; 3; 6; 9.
Ha a =4, akkor b lehetséges értékei: b =2; 5; 8.
Ha a =8, akkor b lehetséges értékei: b =1; 4; 7.

Mivel a legkisebb otjegyd szdm: 10000 = 19-526 + 6, ezért a megfeleld szdm a 10005.

Relativ primek: 297 és 800, illetve 297 és 560.
Van harom olyan szam, példaul: (210;297; 560)=1; (210;297;800)=1; (297;560; 800) = 1.

Minden maés prim 6tszorose paratlan, ahhoz egyet adva péros, Osszetett szamot kapunk, tehat nincs
mas a feltételnek megfelelS primszam.

A 28-nak a 28-adik hatvanydval oszthato.

a) AXkitevSk parosak, tehat négyzetszam.
b) Van paratlan kitevd, tehit nem négyzetszam.
c) 842.97.259 = 2126.314. 518 teh4t négyzetszam.

a) A szam oszthaté 3-mal.
b) A szam oszthaté 3-mal.
c) A szam oszthaté 5-tel.

a) A szam paros €s oszthatd 5-tel, tehdt 0-ra végzddik.
b) A szorzat paratlan és oszthato 5-tel, tehat 5-re végzddik.
c) Az elsé hét primszam kozott a 2 és az 5 is szerepel, tehat 0-ra végzddik.



@FA Ha a, +a, +d+a; +2d=51, akkor a; + d = 17. Mivel mindhdrom tag primszam, a kovetkezd
megoldasok lehetségesek:

a; =11, ekkor d=6, vagy a;=35, ekkor d=12, vagy a;=3, ekkor d=14.

@ a) 103 +8=10000...0 +8=1000...08. A szimjegyek dsszege 9, tehat oszthaté 9-cel.
53'db 53'db

b) 10'° -4 =1000...0
——
10 db
- 4
99...996. A szdmjegyek dsszege oszthaté 3-mal, tehat 1010 — 4 oszthaté 3-mal.
9db

c) lasd a b) feladatot: 10'0— 4 oszthaté 3-mal és 10'0 — 4 pdros, ezért oszthaté 2-vel is. Ebbél
kovetkezik, hogy a szdm oszthat6 6-tal.

B} a) Az utolsé jegy 0, a szam oszthaté 5-tel és 2-vel.
b) Aszam csak 9-es és 3-as jegyeket tartalmaz, 6sszeglik oszthaté 3-mal, a szam is oszthaté 3-mal.
¢) A szdm utols6 hdrom jegye 872, ezért oszthat6 8-cal.

EE Anna 20 percenként, Bea 25 percenként ér fel. Mivel [20; 25] = 100, ezért legkdzelebb 10 éra
10 perckor fognak taldlkozni.

EH) Mivel 15=3-5és 1350=2-3%.52,
a kovetkez§ szampérok felelnek meg:

a 3.5=15 2-3-5=230 3$¥.5=135 2.3%.5=270

b 2.3%.52=1350 3%.52=675 2.3.52=150 3.-52=75

Ay Jovore Félix 3p éves lesz, és tudjuk, hogy 21 <3p <71, ezért 7<p <23. A szdba johetd primek
hdromszorosait vizsgdlva Félix életkora idén 38 év lehet.

@H) Az elsd szam az adott idGszakban 10, a mésodik pedig 01-t61 59-ig barmi lehet. A 10-hez relativ prim
minden olyan szdm, amely nem oszthat6 sem 2-vel sem 5-tel, ezek mésodik jegye 1; 3; 7 vagy 9.

1-t68l 59-ig 24 ilyen szdm van. Tehdt a valoszintiség: % =0,4.

@E) Ha a szdm oszthaté 10-zel, akkor oszthaté 2-vel és 5-tel. Ha 10 darab oszt6ja van, a primtényez3s
felbontdsa lehet p,” vagy p;-p,*. Az els6 tipus nem johet széba, mert 2 és 5 is osztéja.

A misodik tipusbél a legkisebb: 5-2% = 80.
@I 302 =6 + 5a + 4a> egyenlet pozitiv egész megolddsa: a = 8.
@E a=4, b=2, c=3.

@B Az atalakitast a kovetkez8 médon végezziik:
n-2 n+3-5_ | 5

n+3  n+3 n+3

A=

5osztéi: £1 és £5, igy

(¢
w
Il
|

e

gx

S
Il

Sl W

n+3=1 esetén: n=-2

[¢N
w

n+3=5 esetén: n=2
n+3=-1 esetén: n=-4

[¢N
w

n+3=-5 esetén: n=-8
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2n+10 = 2:(n+D+8 =2+ , n lehetséges értékei: n=0; 1; 3; 7.
n

+1 n+1 n+1

py *3_3:=9+20 4 As’ n lehetséges értékei: n=6; 7; 9; 10; 15; 25.

n-5 n->5 n-—
1la — 12b = 4(2a — 5b) + 3a + 8b, ezért oszthaté 29-cel.
Mivel (x;y) =5, ezért x=>5m és y=5n, ahol (m;n)=1. Igy x+y=5m+ 5n =200, amibdl
m + n = 40.
Mivel (m; n) =1, ezért a megfeleld szdmparok:
(1339), (3:37), (7;33), (9;31), (11;29), (13;27), (17;23), (19;21), (21;19),
(23;17), (27;13), (29;11), (31;9), (33;7), (37;3) és (39; 1).
Tehat 16 megfelelS szampdr van.

F Ha x =0, nem lehet, mert 2° = 32 nem felel meg.

Ha x =1, a bal oldal oszthat6 9-cel, tehat 259x is oszthatd 9-cel, ez csak x =2 esetén teljesiil.
Ez val6ban megoldés, mert 2392 = 2592,

22010 52010

) Legyen a szamjegyeinek szdma x, az szdmjegyeinek szdma y, ami azt jelenti, hogy:
1051 < 22010 < 10°— 1, illetve 10¥~1 < 52010 < 10— 1.
Osszeszorozva a két egyenlétlenséget:

A jobb oldal 10¥+5~2 < 2201052010 < (10% — 1)(10” - 1).
Jjobb oldal:
(107 - DAY= 1) =107 = 10" = 107 + 1 <107 - 1.
Tehat:
105172 < 102010 « 10x+y — 1,

azelsé tag x + y— 1 jegyd, a harmadik tag x + y jegyd, amibdl kdvetkezik, hogy x +y—1=2010,
tehat x + y = 2011.

A szamjegyek szdmdnak Osszege 2011.

) Akkor kapunk primszdmot, ha az egyik tényezd 1, a mésik pedig prim.
I. eset:
In3-63l=1, ha n3-63=-1, akkor n nem egész,
ha n3-63=1, akkor n=4, de |n2 — 65| =49 nem prim.
IL. eset:
In2-65|=1, ha n?-65=1, akkor n nem egész,
ha n?2-65=-1, akkor n=8, ekkor |n®-63|=449 prim,
n=-8, ekkor |n3—63]=575 nem prim.
Tehat n = 8 esetén lesz a szorzat értéke primszam.

Hasznéljuk fel, hogy
a?* 4 2+ = (a + b)(a — a1 + a2+ L+ ).
Allitsuk parokba az Gsszeg tagjait:
12011 4 20102011 22011 4 20092011 . és gy tovébb.

Mivel az alapok 0sszegével, 2011-gyel minden dsszeg, valamint a kimarado, utolsé tag is oszthato,
ezért az dllitds igaz.



Hatvany, gyok, logaritmus — megoldasok

1
a) 1672. 1283 =2-8.221 =213, b) 1024 -64 3=25.2-2=723;
3 15 4 -3 .1-1 -6 .n-2

C)L=2_=1=20; " {25673 .4 _252 o4

Y5125 2P g7 .9-5 2-7.25
a) 227.55.74; b)27.7-2.577; c) 3; d) 5%.38.2-2,
a) 2; b) 7°; c) 1; d) g

4+6 2° 3_q. . . .
a) 7-?=2 =8; b) 54 c)3; d) 2;
e) 35.

24/ 729 a’ 2
a) ~Na-?, b) 30 ﬁ; c) 39 g; d) 3.
a) %; b) 21+ N7, ¢) 10.

d) Egyszer(sités, a nevezGk gyoktelenitése, dsszevonds és a nevezetes azonossagok alkalmazdsa
utan:
[7(7 = 6) + 6(7 +6)]- (1347 +v6) = 1177.
e) A d) feladathoz hasonldan:

13 6
[\/g_ﬁ—2(2\/§+ﬁ)]-(5x/§—8x/7)=2(5\/§+8\/7)-(5x/§—8\/7)=—496.

a)x>%; b) —%<x<§; c) x<-3 vagy §<x;
d)x>%, x#1; e) 3<x<T, x#4,; ) {}.

N1 1 1 1
a) Ings(gj:‘E < 3‘1°gs7=; < 10g6§/6=§ < 4 2=5;

. T
b) I32=-2 < 51—10g58=§ < 976=3 < log;81=4;

-2
¢) logn[}/%}i < (tggj =% < 13lel=1 < 1002 =4
4 24 1
-=; b)-12; - d) -2; -2; -=;
@ -4 ) 0 -~ ) ¢) -3
¢) —6; 0 g; i %; j) =3; k) ~10; ) o;



1 2 1
0; —; -3; -=3 ; -
m) n) 0 0) p) 7 q) 0 ) 2
7 5
- 1) —; 0
s) 5 )12 u)
1 5 N
e) x=372; 2-36; 5; h) —==—=|=;
) 7 & 1 )ﬁ 5 \s
1 - 1
j) 270 =—; i) 3; k)2 4=—; l) 3.
) 32 J) ) in )
83
a) 2711.575.428.p9; b) a4,
G o) 3; b) (V57 +V88) - (V37 - /48) =9 =3;
) 2; d) 1042 +14;

¢) V27 =2 + 27 + 2 +2(V27 = v2)- (V27 +2) = 2427 + 2425 = 63 + 10;

K

2) (9V3-15V2 +1042 +164/3) - (1543 +1442 +123 =942 —2/3) =
=(25v3-5V2)- (253 +5v2) =625-3-25 -2 = 1825;

h) 8/3x +20/3x —10/3x —4+/3x =14+/3x;

i) (754735 +737 =533) - (935 -7V7) = (95 +77) - (95 -7/7) =81-5-49 -7 = 62;

J) (445 345 - 242 +342) - (545 - 445 242 + 42) - (V2 +5) =
=(45+42)-(5-42) (V2 +5)= (425 -44)-(V2 +5) = (5 - v2)- (N5 +~2) =3;

k) (33 —43/5 +43/3 -335) - (9 + Y15 + ¥25) = (733 =73/5) - (30 + 15 + 25 ) =
=7-(33-35)-(B2+ 3.5+ 352);
a® — b3 azonossdggal: 7(3 —5) =7(-2) = -14.

a) J(145) + (1= 5) =I1+ 51 +11- V5] =25,
b) \/(1+J§)2-\/(1-\/5)2:|1+\/§I—|1—ﬁ|:2.

@) Igaz. b) Igaz. c) Hamis. d) Hamis.
a) 10g64(10g216-10g525)=log64(4.2)=%; b) lg(2510g52 _410g25)=1g(4_25)=2;
c) 10g9 (410g]625 _ 7log4916) - 10g9(5 —4)=0;

d) (102,04 +10g,(5)°%:27 = (log,, 20)1°8:27 = 110227 = 1.



@8 «) 135; b) 30; c) 20; d) Z

2 B 23 8

e) 161082 = (4l02.2) = 22 = 4; f) Poed= =

5 125 10 10

3—-logs4 _ — . 1-1g3 = -

83 Sogd = 4 WA = e =3
log,5 2 lo 2 log,,2

i) 16025 = (42) 757 = (4l0a.5)” = 52 = 25; J)NT [ }

k) 161023 = (24)1°gz3= (210g23)4= 34 =81;
l) 6410gﬁ2 — (\/512) _ (\/510&/72)12: 212 - 4096,

log,5
R

log ;2

n) T +22~21°g49=%+4\/41°g49 =%+ 9=%+12=§;
(23)10243 ) (210g43)3 _ ( /4log43)3 _ \/—_33 _ ﬁ _ ﬁ
(23 (210g23)3 3 27 27 9’

glogg,9 /6410849 \/5 3

P) glogs5 — (\/g 10g¢35)2 T2 25

gq) \106+1836 = /106 . /101236 =103 /36 = 6000;

10g1936

’

r) 19-192
s) 8- 3103 =20;
1) (594725 = (5'022)*. 25 = 4. 25 = 100

1 1
=19-(19%2:36)2 = 19.362 = 19/36 = 114;

3 P9 p3
u) Az értelmezési tartomanyon: =—;
[ log,8
V2 J_ J_
\/ElogZS (

v)

210g 5)2

+\/—10g916 (3]0g32) ; (910g916) 22__+\/_ 4_%

01g2
15
m a) (161°g23) :8115=360:9_30 415_530=@;

60
b) (logg 2)60= (%) - ﬂ EI 39-12-log,3_ »-60-log,3 _ 3—_60;

= 4a9l0e,2 = 4.

2 27 -5 7.5-5 27
c)7-(1g2—1g5):7~1g§:1g? 1g128 +1g5 :lg(2 -5 ):lgg;



d) V48 =43 =23 +23=12 +2\/3 —ﬁ=\/ﬁ+ﬂ:\/ﬁ+2ﬁ;
60 __60-0V2+B) ) ian e s34,

e) abal oldal: =
4 32-3 18-3
50 (243 +2
a jobb oldal: >0 = ( )=10\/§+5\/§=6\/§+5\/§+4\/§, ez a nagyobb;
23 -2 12-2
1 1 245 490 1 1 255 765
f)ﬁ+35,29=210,35:211,35 34,93 oll 34 oIl 34  Hll.35°

10-6:101 10716 . 1 3
107108 101 0 — 1 =
10731020

a) 3,5-107%; b) 2,79-10%.

Ja(Jb+va)  3(2Jb-+a) 3
RN N S 1o P BN A X

) Vx-5)Vx+6) 2Wx+12 Jx+6 Jx+5 1
C N = . =—,
(Vx+5)x=5" Jx+5 x+5 2(x+6) 2
a) A teljes lakossdg éves energiasziikséglete 8,5-10'3 J, ennek 1%-a: 8,5-10'3 J. Egy turbina
365 nap alatt 400009 -3600-365 = 4,73 - 10 J energidt ad. A két érték hanyadosa: 179,7,
tehat 180 szélturbina megépitésére van sziikség.
b) A teljes lakossdg éves energiasziikséglete 8,5- 101 J, ennek 82%-a: 6,97 - 103 J.

Mivel egy 1 m? teriiletii napkollektor 1800-0,70 = 1260 W teljesitményt nydijt, ezért 365 nap
alatt 1260-11-3600-365 = 1,82-10'0J energidt ad. A két érték hanyadosa: 3,83 - 103 m2, tehat

ekkora teriiletd napkollektorokra van sziikség. (3,83 - 10° m? = 0,383 km?2.)
=39,5. A gyermek 40 éves kordra

5 (Ma+a)(Va-3y) 1
SWx+3fy)  10(Vx-3Yy) 10°

Az 1000000 = 100000 1,06* egyenlet megolddsa: x =
éri el a betét az 1000000 forintot. 1g1,06

Atirva 10-es alapii logaritmusra:
1g3 1g4 1g5 .lg(n+1)_7

162 1g3 lg4 T lgn
I8+ D g amibl lg(n+ 1) =127, tehit n = 127.
Ig2
[rjuk 4t a gyokoket tortkitevés hatvanyra, majd alkalmazzuk a logaritmus azonossagait

1

egyszerUsitések utan:

1

1\25
logllogss" MRS =log, logs [[(55)
5 5

1 2 n—1 n
=10g1(1-i-...~ 1_1 1) log {(1) (1)(1) -(1”=1+2+ A+m-1+n —n(n+1)
5 25 sn=hosn HANRS S5 5 2

e i
5o

LI\\»—
l\)‘,_.

5 1
= log1 10g55

5



Miiveletek racionalis kifejezésekkel — megoldasok

a) f(x) =-30x — 34, behelyettesitve: f (—9 =36;
b) f(x) =—24x + 120, behelyettesitve: f (— 9 =176;

c) f(x) =102x + 5, behelyettesitve: f (— 9 =-233.

a) Igaz, mert 16a® — 24ab + 9b* = (4a — 3b)>.
b) Nem, mert 4a — 3b = -5 is lehet.

a) (7-"5a)(7 + 5a); b) b(10b + 9)(10b - 9);
¢) (c-12)% d) (20 -d)%;

e) 5(e—6)%; f) f(T -4~

a) (6p* + )’ b) (p—qp* vagy (q-p)*
¢) —(p+1)% d) —(a+3)%

e) 3a(b + 1)% f) (a-2b)%

g) Om + z)(-=m —9z); h) (m+z-p)(m+z+Dp);
i) —2m3z3(z + 2m); j) (b—m)(a+k);

k) (m—k)(5a + 1).

a) (a-3)a+7); b) (2b +5)(b +3);

¢) (4c - 1)(5¢ - 2); d) d(6d +7)(7d + 6).

Hasznaljuk a gyoktényezds osszefiiggést: a(x —x)(x — x,).

3
2(a+2)~(a+2) _a+2_

—2(a+;)-(a—4) 4-a

a) Ertelmezés: a # 0, egyszer(Gsités utin: a — 4;

b-7)-(b-2)  b-1

b) = .
6(b+1)-b-2) 6(b+1)

a)

b) Ertelmezés: b # 2, egyszerdsités utdn: 2b;
c) Ertelmezés: ¢ # 4, egyszertsités utan: ¢3;

d) Ertelmezés: d # -7, egyszerisités utan: d — 7;

e) Ertelmezés: e # 12 és e #—12, egyszerdsités utdn: 12;
e+

f) Ertelmezés: f# 10, egyszersités utdn: ;

f-10
g) Ertelmezés: g # —6, egyszerisités utin: g6
g+6
, 1 1y 1
(5200 % +o =X+ —2x-—=417.
X X X



b)

c)

d)

e)

£

g)

h)

)

7

a)

b)

Ertelmezési tartomany

aeR, ai—l, a;ﬁl
3 3

beR, bz->, b20, bz
2 2

ceR, c#-5, ¢c#0, c#5
deR, d#-2, d+#0
ecR, e#x-3, e#-2, e;t—%, e#0, e;ﬁi
1
feR, f;t—E, f#4
geR, g#3, g#-3, g#0, g#5, g#-5
g, heR, g h#0, h#-g
ieR, i#-3, i;«r&—§
4
iLjeR, i#—j

Ertelmezési tartomany

xeR, x;t—g, x;«tE
2 2

xeR, x#-2, x#2

aeR, a;ﬁl
3
beR, bi—é
2

ceR, c#-6, c#6

A miivelet eredménye

a
3a-1

2b+3
5b

d-2

(e—=1)-(e+2)
e -(e+3)

2
3(2f+1)
f-4
2

g
(g+3)g-95)

g—-h

2
2(i +3)
3(i2-3i+9)

SE—))
4(i + j)

A miivelet eredménye
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Ertelmezési tartomany

A miivelet eredménye

f) deR, d#-10, d#10 =1
16
g) eeR, e#-3, e#3 5(e+5)(e—3)_56+16
2(e+3)(e—3) 2¢+6
h) feR, f#-3 S
’ (f +3)?
. 1
i) geR, g#-5 g#2 —
2-¢
.2_ .
J JER, j#-2, j#2 A

Q-+

2 _4h2 —
G o) 2C -4 _Ba+20)3a-2b) 1,
30a +20b 103a+2b) 2
b) 1543 _ 1543 _ 1543 _3
9a% —12a*b + 4% @3- (9a2—12-ab+4b?) a3-(3a—-2b? 5
mwﬂ:_E:_%; b)ﬂ=§,
QC-02+x) 21 7 5x-2 23

BB Ha a+ b +c=0, akkor ¢ =—a — b. Irjuk ezt be a kifejezésbe:
a®+a* (—a-b)—ab(—a—b) +b*-(—a—b) + b’ =
=a’—a’ - a’bh + da’b + ab® — ab> - b3 + b* = 0.

B A feltételbdl: x2z + y*z = y2x + z2x, dtrendezve: xz(x —z) = y*- (x — z), mivel x # z, ezért xz = y2,
ami annyit jelent, hogy 2.7
Alakitsuk 4t a kifejezést:
(k 9) (1 3 1) k3-27 kK2+9+3k  k3-27  (k-3)(k*+3k+9)
—— ==+ =+—|= : = = =
3 k23 k* ok 3k2 3k2 k% +3k+9 k% +3k+9
ezértha keZ* = (k-3)eZ.

k-3,

Egyenletek, egyenlétlenségek — megoldasok

a) x=26; b) x=65; c) x= %; d) nincs megoldas;
3 25
= ; =— —22, h 5
e) x s /) x 3 8) ) 2



2
i) x;=0 vagy x,=-1 vagy x3:§

k) x;=-4 vagy x,=-2;

a) x;=-3, x=1; b)

Y

-5

a) x;==-3, x,=4; b)
a) x —2 X ——é'
=5 =75
b) az egyenlet alaphalmaza
c) x —E X ——é'
Y00 P
1 7
d) xj==, x,=—=;
) =3, =g

e) az egyenlet alaphalmaza
f) az egyenlet alaphalmaza
g) az egyenlet alaphalmaza

h) x;=0, x,=9;
1

) x; =0, x,=—;

) Xy 2=7

Jj) x1=5, x,=-5;

k) x1=0, x2=—10;

[) x; =2, x,=-4;

m) az egyenlet alaphalmaza
n) az egyenlet alaphalmaza
0) az egyenlet alaphalmaza

vagy x,=4;

[) x#15; x; =0 vagy x,=-7 vagy x3=%.
x1=-4, x,=2;

C)XIZ—Z, x2=3; d)x1=1, x2:2.

y
5
il
-Ix1+3 373
-4 1 ;
Z 12
-5
x =4 x—g' c) x Qx—ﬁ
R 7o 2T ar
cxeR\V{0}); xj=—=, x,=-1;

cxeR\{5}; x1=7, x,=3;
:xeR\{-6}; x,=0, x,=-4;
cxeR\{-3}; x1=2, x,=-6;

: x e R\{3}; azonossig;
:xeR\{-5}; x=5;
cxeR\{-4}; x,=0, x,

a) Példaul: x2-2x-15=0;

b) példaul: 15x% + 7x -2 = 0;

¢) akét gyok 2 és 8, tehdt példdul: x2 — 10x + 16 = 0;

d) amiasik gyok: x, =3 ++/7, tehdt példdul: x% - 6x +2 = 0.



Az egyenlet Az egyenlet
alaphalmaza megoldasa alaphalmaza megoldasa
a) )CZé x=z b) x£§ x=—§
5 5 3 3
1 1 .
¢) x<0 vagy xZE xz—; d) %) nincs
e) xZé x=4 f) le nincs
7 2
2) xeR xX1=6, x,=-6 h) x2§ x:é
8 8
i) xeR x=—4 Jj) %) nincs
. 2
k) x<20 x=20 )] xeR x=-2 és y=_5
5
m) y=1 x:§ n) -5<x<5 x=4
11 18 2
=5; b) x=—; =—; d) 26; == =3;
a) x ) x 7 c) x 13 ) e)x 5 f) x
9 16 1
=1, h) x=—; ) x=—; ) x=-3; k) x=-—; ) x=4,
8 x ) x > i) x 5 Jj) x ) x 5 ) x
m) x=—
Az egyenlet
alaphalmaza kapott gyok(ok) megoldasa
1
a) x>—§ x=40 x=40
b) x>—l x:—l x:—l
4 5 5
c) %) nincs nincs
d) x>4 x>4 x>4
1
e) x>5, x#1 x=3 x=3



Az egyenlet

alaphalmaza kapott gyok(ok) megoldasa
f) x>2, x#3 x1=0, x,=5 x=5
8) x>§ x=2, x;=1 x=2, x3=1
h) x>4 x; =7, xp=-1 x=7
i) x>% x=6 x=6
@) xl:%’ b) x1:2_7r’ x2=4?7r; c) x1=§’ x2=5—n,
d) x1=%, e) x1=3£2, x2=?;—72[; f) x1=%, x2=;—g.
b) -2<x<1,; c) -1<x<3; d) x<1.

a) [-2; o[ b):

d) :I—w;—%[; e):

g) 1-1:4[; h):

a)ng; b)x>—%; C)xgl_7;
3 5 8

d)x<—%; e)xS%; f)x>§;

g)—%<x<§; h) x = -2; i) x<1.
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Az egyenlGtlenség Az egyenlétlenség
alaphalmaza megoldasa alaphalmaza megoldasa
a) x>0 x=10000 b) x>0 x>%
c) x>0 0<x<7 d) x< 10 x<95
x>26 vagy
e) x<-5vagy x>5 >= xX=6
) gy < _\/% f) X
g) x>l l<x<§ h) x>l l<xS§
5 5 5 5 5 5
. —2<x<—+/3 vagy
i) x<-3vagy x>3
) & 3<x<2

a) Eredetileg 36 darabot vitt ki a piacra.
b) 5 darabot adott Mari néninek.

A gondolt szdm legyen x. Ekkor a kapott szdmok: 8 +x, 5+x, 3 +x. A gondoltszdm az 1.
A 3x + 5x =200 egyenlet alapjan a szdmok: 75 és 125.
A 7(x—6)=4x— 6 egyenlet alapjan a fid 12 éves, az apa pedig 48.

A téblazat segitségével a kovetkezd egyenletrendszerhez jutunk:

Idépont Anya Szonja
x-4=60-41 4 éve x-4  y-4
x+5=3(y+95)

o . , most X y
amibdl kapjuk, hogy x =40 és y = 10.
5 év mulva Xoh25 y+5

Tehéat Szonja most 10 éves, az anyukdja pedig 40.

a) 4 évvel ezelbtt volt Moricka anyukdja 4-szer annyi idGs, mint 6 (mert ekkor § 8, anyukdja
pedig 32 éves volt).

b) 12 év miilva lesz Méricka anyukdja 2-szer annyi ids, mint a fia. Ekkor életkoruk 24 és 48 év lesz.

Ha a szdmjegyek x és 10 —x, a 10x + (10 —x) — 72 = 10(10 — x) + x egyenlet alapjan a keresett
szdm 91.

A gondolt szdm a 63.
A 31x+12=32(x— 1) — 4 egyenlet megoldasabol: 48 sort jelolt ki, és 1500 facsemetét fog eliiltetni.

Ha a szdmok x +100 és x, akkora 4 = x+100-4 egyenlet alapjdn a két szdm 132 és 32.
X

48 nap alatt végez 5 munkds napi 3 6éra munkdval.
Még 5 orat kell Andrasnak egyediil dolgoznia.

2 g sziikséges a 92%-o0s kénsavbol.



a) 17 oérakor talalkoznak.
b) Balint 8 km-t, Gdbor 4 km-t tett meg a taldlkozasukig.

a) Mivel a tehervonat 5 érakor indult, és 4 6ra 48 percet toltott tton, 9 6ra 48 perckor érte utol
az IC, mert az 8 orakor indult, de csak 1 éra 48 percet toltott tton.

b) 144 km-t tettek meg taldlkozasukig.

x+3

@E) Ha tegnap x km-t futott: x —7 = , amibdl adédik, hogy tegnap 12 km-t, ma 15 km-t futott.

a) Az §+ % =1 egyenlet megolddsa: x = % Koriilbeliil 9 6ra 5 perckor végeznek.

b) Az % + % =1 egyenlet megolddsa: x = 329%5 Koriilbeliil 10 6ra 4 perckor végez az tijabb gép

a takaritassal.

c) Az % + % =1 egyenlet megolddsa: x = 4,8. Pontosan 10 6ra 48 perckor végeznek.

EED «) 40 km.
b) A kerékparosoknak elég délutdn fél haromkor elindulni.

EED a) Az 52x=28(x + 3) egyenlet megoldasabdl: 3,5 liter alkoholra % Liter 5
van sziikség. (=)

b) Az 52-3 = (x + 3)- 30 egyenlet megolddsabol: 2,2 liter tiszta

viz kell. Viz 0 3 0

c) Az 52x =3 -28 egyenlet megoldasabol: 1,62 liter alkohol
és 1,38 liter viz dsszekeverése lesz megfeleld.

Alkohol = 52 X 52x

Keverék 28 x+3 28(x +3)

@) Csak az lehet, hogy az alap 3x, a szdr 7x, ekkor a keriilet 17x = 221. Innen a haromszog alapja
39 cm, a szdra 91 cm.

@28 a) Az abszolit érték értelmezése alapjan:

11x -7, ha 11x-72>0, azaz le,
l11x—7]= 171
7—-11x, ha 11x-7<0, azaz X<H;
19
19-9x, ha 19-9x>0, azaz 3 > X,
119 — 9x| = 19
9x—-19, ha 19-9x <0, azaz E <x.
7-11x 1Mx-7 1Mx-7
19-9% 19-9% I -19

-
=
©



Ha x<17—1, akkor 7-11x=19-9x = x=-6;

Ha%éx<%, akkor 11x-7=19-9x = x=1,3;

1 .
Ha x 2> 39, akkor 11x—7=9x-19 = x=-6, ami nem felel meg a feltételnek.

Az egyenlet megolddsa: x; = -6, x, = 1,3.

A vizsgalt eeerict
O TIEY alakja, gyoke megoldasa
26 . . .
x < “ 14 — 3x =-3x—26, nincs gyok nincs
b) —%Sx<% 14-37=3%+26 = x=—2 P

14 . . .
ng 3x—14 =3x+ 26, nincs gyok nincs
xZ—% 5x+13=x+65 x=0 x =0

c)
x<—? —5x—13=x+65 x=-5 X =-5
xZ% 2x-3=-9-8x = x=-0,6 nincs
d)
x<% —2x+3=-9-8x = x=-2 x==-2

11 .

XZZ 4x-11=2x-7 = x=2 nincs
e)

11 .
x<z —4x+11=2x-7 = x=3 nincs
x<—% —x+2-3x-1=5 = x=-1 x=-1

f) —%Sx<2 —x+2+3x+1=5 = x=1 xn=1
2<x x—2+3x+1=5 = x=15 nincs



A vizsgalt deuherict
LU alakja, gyoke megoldasa
x<-2 —x-24+5-x=10 = x=-35 x=-35
2) -2<x<5 x+2+5-x=10, nincs gyok nincs
x=5 X+2+x-5=10 = x=6,5 X=65
x<3 3—x-@4-x)=2x+1 = x=-1 x=-1
h) 3<x<4 x—3—-(4—-x)=2x+1, nincs gyok nincs
x>4 x-3-(x-4)=2x+1 = x=0 nincs
x>0 Sx 4132240 =0 x=0
)
x<0 5x+13=_x+65 = x=0 nincs
x>0 5x+13=x+89 = x=1 x=1
J)
x<0 5x+13=_x+89 = x=% nincs
x<0 35-x)+(-x)=25 = x=-25 x;=-2,5
k) 0<x<5 35-x)+x=25 = x=-5 nincs
x=5 3x-5)+x=25 = x=10 X =10
Ix-11-6=5 |x-1l=11 = x=12 vagy x=-10 x =12, x=-10
D
lx—1|-6=-5 lx-1l=1 = x=2 vagy x=0 x3=2, x4=0



A ) Behelyettesitve x értékét, a 2a — 16a + 24 = 0 egyenletet kapjuk, amelynek megoldésai:
a; = 2, a, = 6.
b) Az egyenlet diszkrimindnsa: D = 942 - 42a* —a— 1) =a* + 4a + 4 = (a + 2)*> > 0. Tehat minden
valés paraméter érték esetén lesz valds megolddsa az egyenletnek.

28 a) Egy oldalra rendezve és kiemelve: (x + 1)[2(2x + 1)(2x + 3) — (x + 2)(x + 3)] = 0.
Ebbdl (x + 1)(7x% + 11x) = 0, megolddsai: xp=-1, x,=0, x3= —17—1.
b) Az egyenlet alaphalmaza: x < -8 vagy x > 4.

Megolddsok: x; = -8, x, = 4, illetve az x> — 3x — 10 = 0 egyenletbdl: x; =5 (az x, =2 nem
felel meg a feltételeknek).

c) Az x—2=a jelolést bevezetve az a®> — 5a + 6 = 0 egyenlethez jutunk, melynek gyokei: a; = 3,
a, =2. Ebbdl: x; =5, x, =4.

d) A c) feladathoz hasonléan az x* + x = a jelolést bevezetve: a® —2a — 24 = 0. Ennek gyokei:
a, =6, a, = —4. Ebbol:
vagy x> +x-6=0 = x; =2, x,=-3,
vagy x?+x+ 4 =0, nincs megoldds.
e) Az x> +x+ 1 =a jelolést bevezetve: a(a+1)-30=0 = a®+a—30=0. Az egyenlet gyokei:
a; =5, a, =-6, amibdl:
-1+J17

2
vagy x2+x+ 7 =0, nincs megoldas.

vagy X2+x-4=0 = X|=

D a) Az @ =252 egyenlet megolddsai: n; =24, ny =-21. A sokszognek 24 oldala van.

b) Az n(nT—S‘) =n+ 250 egyenlet megolddsai: n; =25, n, =-20. A sokszognek 25 oldala van.
nn-1) . ..
c) Az > =465 egyenlet megolddsai: n; =31, n, =—-30. A sokszognek 31 oldala van.
— A vizsgalt e
PO atrendezésének maédja, gyoke megoldasa
a) x> _3 négyzetre emelés utdn: x; =3, x, =-1 x=3
2
b) x< 4 négyzetre emelés utdn: x;=-1, x,= 4 X = 4
5 9 9
c) x> 4 négyzetre emelés utdn: x; =8, x, =1 x1=8, x=1
13
d) x> _2 négyzetre emelés utdn: x; =0, x, =475 x=4,5
7
e) x> J négyzetre emelés utdn: x; =4, x, =2 nincs
4



A vizsgalt
tartomany
1
) X>——
f 8
2) x>3

h) x<-3 vagy xZ%

i) xeR
Jj) x4
k) x20
) x>3
m) x>0
n) -5<x<4
B0 o) x=0;
c) x1=§, X, =—4;

m) alaphalmaz: x = 0;

o) alaphalmaz: x > -1;

Az egyenlet

atrendezésének modja, gyoke
négyzetre emelés utdn: x; =0, x, =3

beszorzés és négyzetre emelés utdn:
X1 = 4, Xy = 12

négyzetre emelés utdn: x; =1, x,=-4
a gyokvondsok elvégzése utan:

Ix-3l+|x+4|=11,
amibdl x; =-6, x,=5

A A i 13
két négyzetre emelés utdn: x; =5, x, = 3

’ : 1
atszorozva és rendezve: x; = T X, =—1

beszorzds és rendezés utdn: x; =7, x,=-1

a +/x =a 4j véltozo bevezetésével: x =16

atszorzas és négyzetre emelés utin:
X1 = 3, Xy = -4

b) x=4,

1 .
d) x1=—Z, X2=3,
f) x1 =25 x,=-4

h) x;=4, x2=§;

. 1
xX==;
J) 3

[) alaphalmaz: x=0; x;=0, x,=0,4;

x1=—, X2:O,

X =—-

O | o



Sx-17
3x+9

2
3 +18 =5x + 6 egyenlet gyokei: x; =1, x, =-2. Csak

a) Az egyenlet alaphalmaza: x > % Az =9 egyenlet gyoke: x = —4, ez nem megoldas.

b) Az egyenlet alaphalmaza: x > % A
x p—

az x = 1 megolddsa az eredeti egyenletnek.
c) Az egyenlet alaphalmaza: x > % A (2x+3)>=(4x+1)(2x—3) egyenlet gydkei: x, =6,
Xy = —%. Csak az x = 6 megolddsa az eredeti egyenletnek.

(2x — 4)? 34

d) Az egyenlet alaphalmaza: 1—31 <x<l4. Al4-x= 3 11 egyenlet gyokei: x; =35, x, = ER
x -

Mindkett6 megoldasa az eredeti egyenletnek.
e) Az egyenlet alaphalmaza: x > % A (9x—-14)(3x + 10) =100 egyenlet gyokei: x; = %,
X, =—4. Csak az x = % megolddsa az eredeti egyenletnek.

8 23x+8 1 1
Az egyenlet alaphalmaza: x >——. A ———— =— egyenlet gyokei: x;, =4, x, =——.
/) gy p 3 Grid? 4 gy gy 1 277
Mindkett6 megoldasa az eredeti egyenletnek.

g) Az egyenlet alaphalmaza: x > 0. A lgx-re mdsodfoku egyenletbdl 1gx; = 3, Igx, =-1, a meg-
old4sok: x; = 1000, x, =0,1.

h) Az egyenlet alaphalmaza: x >0, x # 0,1, x # 10°. A lgx-re mdsodfoki egyenletbdl 1gx, = 3,
lgx, = 2, a megolddsok: x; = 1000, x, = 100.

i) Az egyenlet alaphalmaza: x > —1; x # 0. A logaritmus definiciéja alapjan 2x? + 1 = (x + 1)2,
aminek gyokei: x; =2, x, =0. Csak az x =2 megoldas.

1 . . .
J) Az egyenlet alaphalmaza: x >5, x #1. A logaritmus azonossdgait felhasznalva kapjuk

a 6x% —23x — 35 = 0 egyenletet, amelynek gyokei: x; =5, x, = —%. Csak az x =5 megoldas.

k) Az egyenlet alaphalmaza: x >?2. A megoldds x = 4.
[) Az egyenlet alaphalmaza: x>0, x # 1. A megoldds x = 2.
m) Az egyenlet alaphalmaza: x >—-2. A megoldds x=1.

n) Az egyenlet alaphalmaza: x > 4. A megoldds x = 8.

BZ0) a) AzelsS egyenlet gyokei: x; =8, x, = 2; a mdsodik egyenleté: x; = 8, x, = —3. Mindkét egyen-
letnek megolddsa: x = 8.

b) Az els6 egyenlet értelmezési tartomdnya: x >0, gyokei: x; = % Xy = —%, de csak az els§

felel meg. A méasodik egyenlet gyokei: x; = %, Xy = % Mindkét egyenlet megolddsa: x = %

&0 o) x, =7, xg——g; b) x;=0, xzz%”;
c) x Bl __Iz, d) x 2n =2 x=-Z & L
T T 1737 27 g7 BT 37 AT g



e)x:Z—+k-—, keZ; f) x1=—§+k7t, x2:—%+ln, k,leZ;

2) x1=%+kﬂ, x, =2, kleZ; h)x:k-%, ke Z.

a) A masodfoku egyenletbdl sinx =1, azaz x; = g +2km, keZ,
vagy sinx = —%, amibdl x, = 7?7[ +2km, x3= —% +2Irm, k,leZ.

b) A méasodfoki egyenletbdl cos x = /3, aminek nincs megoldésa;
vagy cosx = ? amibdl x; = % +2km, x,= —% +2Im, k,le”Z.

2x, a masodfoku egyenletbl cosx = 1, azaz x; = 2krx, ke Z;

¢) Mivel sin?x =1 — cos
1 .
vagy cosx = 5, amibdl x, = % + 2k, x3= —% +2Ir, k,le”Z.

2

d) Mivel cos?x = 1 —sinx, a masodfoki egyenletbSl sinx = 4, aminek nincs megolddsa;

vagy sinx=%,amib61 x1=%+2k7t, x2=5?”+2m, kleZ.

e) Az egyenlet alaphalmaza: x # g +kn, keZ.

Beszorzds és szorzattd alakitds utdn sin x =0, amib6l x| =krw, ke Z;
2o n n
vagy cosx = 7, amibdl x, = Z +2km, x3= —Z +2Ir, k,le”.

f) Az egyenlet alaphalmaza: x # krn, ke Z.
Beszorzds €s szorzattd alakitds utdn sinx = 0, amibdl x; = E +kr, keZ;

vagy sinx = —?, amibdl x, = 4?” +2km, x3= —% +2r, kleZ.
g) Az egyenlet alaphalmaza: x # g +2kr, keZ.

Atszorzas és az 1 — sin?x = cos?x helyettesités utdn cosx — cos x = 0, amibdl cosx-(cosx— 1) =0.

Ez két esetben teljesiil: ha cosx =0 vagy cosx = 1.

V4 . .. p . 3r
Ha cosx=0 = x= 5 + kr, de az értelmezési tartomdny miatt x| = 7 +2kr, keZ.

Hacosx=1 = x,=2In, leZ.



h) A cos’x —cos?x =0 egyenletbdl kiemeléssel kapjuk: cos2x-(cosx —1) =0, ami teljesiil,

ha cosx=0 = x1=£+k7t, keZ vagy cosx=1 = x,=2In, leZ.
2

i) Ha cosx # 0, leoszthatunk vele, igy:

l_sinzx - l—tz
3 cos’x 3 B 3

ami csak akkor teljesiil, ha x; = % +kr, keZ vagy x,= 5?7[ +in, leZ.
Megjegyzés: Ha cosx =0, akkor sinx = 0-nak is teljesiilni kellene, ez pedig nem lehetséges.
J) KéttényezGs szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezGje 0. Ekkor cosx =0 vagy tgx=0.
A tgx miatt az alaphalmaz: x # % +kr, keZ.Hacosx=0, akkor x = % +kn, keZ, nem
teljesiilhet, ha tgx =0, akkor x =Im, /€ Z, ez]j6 megoldas.
k) Mivel cosx #0, mert ekkor sinx =0 kellene, hogy legyen, de ez nem lehetséges, ezért:

X # % +km, keZ. Osszuk el az egyenletet cos®x-szel: tg?x +3-tgx —4 =0 egyenletet kapjuk,

amibdl tgx=1= x1=§+k7t, keZ, vagy tgx=-4 = x,=-133+Ir, leZ.

[) Az egyenlet alaphalmaza: ctgx miatt x # km, ke Z.
A bal oldalon a ctg?x, a jobb oldalon pedig a 3 kiemelése utan: ctgZx(1 + ctgx) = 3(1 + ctgx).
Szorzattd alakitds utan: (ctg?x — 3)(1 + ctgx) = 0. Ha a szorzat elsé tagja 0, akkor:

ctgx:i\/g = x1=%+k7r, ke”Z és x2=5§+ln, leZ,

ha a mésodik tagja 0, akkor:
T
cigx=-1 = x3=——+nn, neZ.

EB a) xe ]3; +e]; b) xE]—%;w[;

c) xe]—z;é[; d) xe:l—oo,—é]u]é;oo[;

25 6 8
3 3
e) xe]—oo,z]u]&oo[, f) xe[—lO,E [
g) xe]—oo;—9[u]—%; [; h) xe]—l;%[.
2] |4 6 4

R a) xe:l—oo,—g:lu[g,OO[, b) XE[H,E:I,

c)xe]—oo g], d) xe R



B o) xe o3[ U2 [ mre|-33:
b
9 xe[—g;—l[u]%w[; w xe 2006 =
i) xe |-eo;—4[ U ]-4; 4[; j)xe:—oo —5] [2:3[ U ]5: e[
o xe [-5-3[ u s 6l; ) relem 3o |52 o5l
m xelwiilu] 3 W xe o —al U -1 1 U2 ]

0) xe] [ u 2;3[;

5 o) Az egyenlStlenség megolddsa: —i <x< 1—31, a keresett halmaz: {0; 1; 2; 3}.

b) Az egyenlbtlenség megoldasa: % < x <8, akeresett halmaz: {1; 2; 3;4;5; 6,7, 8}.

) A100< nn=3) 5 =3) ——— =7 <200 egyenlétlenség-rendszer elsS része: 0 < n® — 3n — 200, ennek megoldasa:

n<-12,72 vagy n>15,72.
A miasodik egyenlétlenség: n® — 3n — 400 < 0, ennek megolddsa: —18,56 < n < 21,56.
A pozitiv szdmok halmazdn az egyenl6tlenségek kozos megolddsa: 15,72 < n < 21,56.

A lehetséges sokszogek és a keresett szogek nagysaga:

Oldalszam 16 17 18 19 20 21
Szogek nagysaga 157,5° ~158,82° 160° ~161,05° 162° ~162,86°
9
Ayl a) x e g;oo ; b) xe [—19; oo[;
5 3+1g5
c)xe]—oo;—Z]u[E;oo[; d)xe] 7g ;oo[.

e) Az egyenlGtlenség alaphalmaza: x > % A megoldas: % <x< 2

f) Az egyenl6tlenség alaphalmaza: x > 1. A megoldds: x > 1.
g) Az egyenl6tlenség alaphalmaza: x > % A megoldas: % <x<2.

h) Az egyenl6tlenség alaphalmaza: x > 2. A megoldas: x > 3.



i) Az egyenlGtlenség alaphalmaza: x > 4%. A megoldés: x> 6.

J) Az egyenlGtlenség alaphalmaza: x >4, x #5. A megoldds: x > 5.

k) Megoldas: —i <x< i
3 3 ! 1

[) Az egyenl6tlenség alaphalmaza: 3 < x < 3. A megoldas: 3 <x<1.

m) Megoldés: x > —1.
n) Megoldas: 0 <x < 1.

@) a) Az egyenlbtlenség megoldasa —% < x <4, az adott intervallumon: 2 < x <4,

. . 7 . P .
b) Az egyenlbtlenség értelmezési tartomanya: x > 5 A logaritmus azonossdgait felhasznalva
. .3 .
a 2x2—17x+21 <0 egyenl6tlenséget kapjuk, ennek megoldésa: 5 < x <7, ami benne van

az értelmezési tartomdnyban. Az adott intervallumon a megoldds: 2 < x <5.

ma)xe[%r;ll?n]; b)xe[O;%[u]%;Zn];
c) xe[O;E]u 2_75’3_7r ) 5—n;27r ; d) xe[O;lg—”]u[z?m;43n]u[47ﬂ;2n];
2 3°2 3 24 24 24 24

@) Minden feladatnal hasznaljuk a Viete-formuldkat.

a) Kérdés x{7 +x7 értéke. Haszndljuk fel, hogy x{7 + x5 = (x; + x,)> — 2x,x,. Ekkor a Viéte-
formuldkkal nyert x; + x, = 11 és x;x, =3 helyettesitése utdn 121 —2-3 = 115-6t kapunk
eredményiil.

b 5 , c 3 . s ) .
b) x{+Xy=——== &S XX, =—=—=. Az x{x, + x;x§ szorzatt4 alakitdsa utdn helyettesitéssel
1ThETEy 2= 2 X2 + X1 X3

kapjuk az eredményt:
XX, (x +x)——§-§— 15
P T =gy =T

c) Kérdés i + i értéke. Ezt atalakitva kapjuk (lasd b) feladat):

R x2+x1_5_( 7)_ 5
o 2Ty
) P P 3+47
d) Alkalmasan vélasszuk mdsik gyokként az els6 konjugaltjat: x, = . Ekkor
)c1+x2=——=9 és x1x2=£=l,
a 2 a 2

amibdl leolvashatjuk, hogy a=2, b=-6, c=1.

Helyettesités utdn a keresett masodfoku egyenlet: 2x2 — 6x + 1 = 0.



D o) Legyen a=x>-3x—15,az a+2 - 15 0 egyenlet megolddsai: a; =-35, a, = 3.
a
Visszahelyettesitve az x> —3x—10=0 és x?—3x— 18 =0 egyenleteket kapjuk. Ezek meg-
olddsai: x; =5, x,=-2 és x3=6, x4, =-3.
b) Csoportositsuk a tagokat:
(x—2-vx=T)+(2y-2-J2y=1)+(32-2-3z-1)=0.

Mindegyik zardjelben egy-egy teljes négyzet all:
Wx=T-1 +(2y =T -1+ (Bz=1-1)=0.

A bal oldal értékkészlete miatt a megoldas: x=2, y=1, z= %

¢) Ertelmezés: —1 <x< 1, x#0. A jobb oldal ilyen x-ek esetén: 13 <14 — /1 - x2 <14,

A bal oldal 7(x + l), csak akkor van megoldds, ha x > 0. Ekkor viszont 7(x + l) >14.
X X

Csak akkor van megoldas, ha mindkét oldal 14-gyel egyenld, tehat x = 1.
d) Ertelmezés: x <3 vagy x> 5. Vezessiink be 6j vdltozot, legyen y = log; (x? — 8x + 15). Ekkor

az egyenlet: > — (log;35 + 1)y + logz35 = 0, megolddsai: y, = 1, y, =log;35. Ezekbdl
x1=2,x=6 é x3=-2, x,=10. Mindegyik megolddsa az egyenletnek.

Ha x =1, akkor y = 1. Ha x = 2, nincs megoldds. Ha x = 3, akkor y = 3. Ha x = 4, nincs

megoldds. Ha x > 5, akkor x! nulldra végzddik, tehat az 1!+ 2! +3!+ ... + x! Osszeg 3-ra
végzddik, ami nem lehet egy négyzetszam utolso jegye.

Tehdt a megoldds: x=1,y=1 és x=3, y=3.

Egyenletrendszerek — megoldasok

A keresett szdmok: 33; 8; 14. Segitségiil:

@) x=-2, y=-T; b) x=5, y=§;
2 5 7
c)x=—, y=-3; d) x==, y=——;
) 5 Y ) > V=73
1 9 1 1
X=——, =—— xX=—, =—;
e) 5 V=73 f) > Y=3
1 1 5
= =—— h :O, =—
g) x 3 V=73 ) x y=3
. . 11 2
i) x;=4, y1=8, x,=8, y,=4 J)x=-1, y=-2, 0= nETT
k)le, y=2; l) X1:2, ylz—l’ xzz—%’ y2:4;
m) x=4, y:%; n) x=10, y=100;
0)x=4, y=38



3 Ha a meggy 4ra x, a cseresznye ara y, akkor a 3% + 3y i 1980
oldanunk: x =210, y = 270. S5x +3y=1860

Tehat a meggy dra 210 Ft/kg, a cseresznye dra 270 Ft/kg.

} egyenletrendszert kell meg-

1) A kovetkezd egyenletrendszert irhatjuk fel:
x=y+40

1 (x+y)=40
5
PP P ) P km . km
Ennek megolddsdbdl a személyautd sebessége 120 o A kamioné 80 e

y=19x+5
5267 Al
2y 430=21x+9

Tehat a 252-t és a 282-t osztottuk, és a hdnyados mindkét esetben 13.

} egyenletrendszert megoldva: x =13, y = 252.

I3 a) Az elsS egyenletet szorzatta alakitjuk:
X+ Ex=-y)+x-y)=20 = x-yx+y+1)=20 = x—-y=4.
Ezt megoldva az x + y =4 egyenlettel, adédik a megoldds: x=4 és y=0.
3

1 .
b) x1=5, y1=_3 €S X2=_1, y2=5.

c) xy=17, y;=2 é x,=-394, y,=-35,6.
d) A méasodik egyenletet 2-vel szorozva, majd hozzdadva az elsé egyenlethez:
(x+y)*=9, amibsl |x+yl=3.
Ebbdl a kovetkezs egyenletrendszerekhez jutunk:
x+y=3 és x+y=-3 .
xy=2 xy=2

Az els6 egyenletrendszerbdl: x; =1, y; =2 és x, =2, y, = 1; amdsodik egyenletrendszerbdl:
X3 = —2, Y3 = -1 és Xy = —1, Y4 = -2.

e) x,=3, y=12, x,=-3, y,=-12, x3=6v2, y;=32, x,=-6V2, y,=-32.

f) Helyettesitsiik az y —4 = a és x + 1 = b valtozokat. Az igy kapott

a_,
b
ab=12

egyenletrendszer megolddsai: a; =6, b; =2 és a, =—6, b, =—2. Ebbdl a megolddsokra adédik:
X1 = 1, V1= 10 és X2=—3, y2=—2.

4 11
x, =7, =-5, x,=—, =——.
8) x; N 273 Y2 9
h) Atalakitva az egyenleteket, azt kapjuk, hogy:
xy(x —y)= —12}
xy+(x-y)=4



Vezessiik be az xy = a és x —y = b véltozdkat. Ekkor:
ab=-12
a+b=4 |’

ennek a megolddsai: a; =6, by =-2 és a, =—-2, b, = 6. Ebbdl a megolddsokra adédik:
x=vT-1, y=T+1;  x=-1-7, y,=1-7,

D a) x=5, y=-1.
b) x=3, y=5.

c) Az egyenletrendszer alaphalmaza: x > -1, y > 3. Gyokei: x; =2, y;=7; x,=-34, y,=-2,
de csak az elsd szdmpér a megoldas.

d) Az egyenletrendszer alaphalmaza: x >0, y > 0. Megoldas: x =27, y=512.

e) Az egyenletrendszer alaphalmaza: x>0, y >0, x+y> 1. Megoldds: x; =1, y; =2; x, =2,
=1
f) Az egyenletrendszer alaphalmaza: x >y és x> —y és x>+ y? > 13. Megoldas: x=8, y=7.

g) Az egyenletrendszer alaphalmaza: 3x > y. Megoldas: x; = % n=-8 x,=-3, y,=-19.
1

h) Megoldds: x =-2, ylzm.

Legyenek a befogok a és b. A kdvetkezd egyenletrendszer irhato fel:

a? +b? =392
ab _p70 [
2

Ennek pozitiv megolddsai a befogék: 15 cm és 36 cm.

x2+yr=724

FZE) Ha a négyzetek oldala x és y, akkor az
& Y 3x+3y+x—y=116

} egyenletrendszer irhato fel.

A megoldadsok: x; =264, y; =52 és x, =20, y, =18, az elsd esetben nem érdemes foldterii-
letekrdl beszélni.
a) Az egyenletrendszer megolddsai: x; =7, y; =1 és x,=3, y,=4.
A két pont: A(7; 1), B(3; 4), tdvolsdguk 5 egység.
b) Az egyenletrendszer megolddsai: x; =4, yy=1 és x,=6, y,=-3.
Akét pont: P(4; 1), Q(6; —3), tavolsaguk PQ =~/20 egység.
A kovetkezd egyenletrendszert kell megoldani:
x+y+z=2010

x=9y+9
z=9y+82

A keresett szamok: x =918, y =101 és z=991.



5274

5275

5277

Osszeadva a két egyenletet: (x +y)2=16. Ha x+y=4, akkor az x(x + 6y) =27 egyenletbe
helyettesitve az 5x? — 24x + 27 = 0 egyenletet kapjuk, hogy x; =3, y;=1 és x,= %, Vo= %
Ha x+y=-4, akkor az 5x>+24x+27 =0 egyenlethez jutunk, amibsl x; =-3, y; =—1 és
9 11
Xy=——=, Y =——.
2775 Y2 5

Ha a fidk szdma x és a labméretiik dtlaga y, akkor xy + (x + 8)(y —4) =39,5(2x + 8), atrendezve
és szorzattd alakitva:

2xy + 8y —83x - 348 =0,
2y(x +4) - 83(x + 4) = 16,
2y -83)(x+4)=16.
Mivel az elsé tényez§ paratlan, csak a 2y —83 =1, x + 4 = 16 ad megoldést: x =12 és y =42.
Tehét 20 lany €s 12 fiu jar az osztdlyba.

<

: . AT o LA 2 2 o
Ertelmezés: y, z# 0. Kivonva egymdsbdl a két egyenletet: —— + =z 0, amib6l z=xy (x #0).
y
. . 1
=1. Atalakitds és rendezés utan x% + 1 = xy, amibsl y=x + —.
X

-1 x+1
+

y Xy
Mivel az egész szamok halmazén keressiik, a megoldds: x; =1 vagy x, =-1.

A megoldasok: (1;2;2) és (-1;-2;2).

. . X
Visszahelyettesitve:

Ertelmezés: x, y, z#0. A harmadik egyenlet a k6z0s nevezdre hozds utin:
x2+xy+xz+yz_0
Xyz
(x+y)-(x+z)=0.
Xyz

Ez csak akkor lehetséges, ha a szdmldlé 0, amibdl két eset adodik.

I eset: x=—y.

A miésodik egyenletbe helyettesitve: 72011 = 22011 tehdt 7 = 2. Az els6 egyenletbe mindkét ered-
ményt befrva: 2y* + 24 =178, amib6l y, =3, y, =-3 és x,=-3, x, =3.

IL. eset: x=—z.

A fenti médszert alkalmazva ezittal azt kapjuk, hogy y =2. Ekkor a megoldésok: z; =3, z,=-3
és x;=-3, x,=3.

Tehat az egyenletrendszer megolddsai a (—3; 3; 2), (3;-3;2), (-=3; 2; 3), (3; 2; —3) szdmharmasok.



FUGGVENYEK — 0SSZEFOGLALAS

A filggveény fogalma, grafikonja, egyszerii tulajdonsagai

— megoldasok
A fliggvények grafikonjai az dbran lathat6ak. (=) \ / -
Megjegyzés: Az e) feladatban el6bb atalakitést végziink: - 0

6 2x .

X——-— = x=3-x = x> -x+3. 3
2 2 9
T

a) c; 5 X
b) d,
c)e [ f;
d) d.

a) Alinedris egyenletek altalanos hozzdrendelési szabdlya: x+— mx + b, vagy mdsként: y = mx + b.
Behelyettesitve az A(3; 1), B(-1; 3) koordinatdkat x, y helyére:

1=3m+b > és m= 1 = ahozzdrendelési szabaly: y = —lx + é

ooyl
3:—m+b}’ amibGl b=7 2 )

b) Az a) feladathoz hasonléan:

b=-2 é&s m:E = y:gx—2
c)y=3; d) y=-3x; e) c; f) d; g) b; h) a,d.
3 3 1
a) x—5x+2; b)x:—1x+5; c)x:—Zx+4; d) x— 5.

a) Ertékkészlet: ye R, y € [2;5].
Zg€rushely: nincs. |
Monotonitds: m >0, m = —, szigordan monoton novekvd. g /)'

d)

3
b) Ertékkészlet: ye R, y € [-5; 4]. >§

Zg€rushely: x = 1.

Monotonitds: m <0, m =—1 szigordan monoton csokkeng.

L, . 2 . —_ c)
c) Ertekkeszlet.' y=-3. %-
Zérushely: nincs.

Monotonitas: m = 0, konstans.
d) Ertékkészlet: vER, ye [—2; 4].
Zérushely: x = 0, egyenes ardnyossag fiiggvény.

Monotonitds: m >0 |m = 3) szigordan monoton novekvd.



a) f(x)=—§x+4; b)8+i2=—5, ¢) x=3, mert: ——-3+4=0

4
fx)==—x-2. ,

3 4 1)
Az y tengelyta —-0 — 2 =-2-bdl ered6 (0; —2) pontban; /

3
az x tengelyt pedig a ix —2=0-bdl eredd (2, 0) pontban metszi 1
a fiiggvény. (=) 3 2 1 / il
A, D és E illeszkedik f(x)-re; y,
B, C, D és F illeszkedik g(x)-re.
fx)=x-2, ha x#-2; ’
gk)

gx)=x+4, ha x#4;

h(x)=x+3, ha x#2. /{)
5

f(x)>0, ha xe ]2;5[;

g(x)>0, haxe]—4;4[u]4;5[; / /;)

h(x)>0, ha xe |-3;2[ U ]2; 5[ s -

a) x#4. c) d)

y y
Ertelmezési tartomény: ’ ?
x e R\ {4}. 7 7
b) Ertelmezési tartomany: 5 5
xeR.
c) Ertékkészlet (y € R): 1 1
yel[-3;7[u]7;9]. -5 P 45 X -5 P 45 X
d) Ertékkészlet (y € R): / /
ye[-3;9].
a) y b) y
f(x)
g(x),ha x<0 |[g(x), ha x>0
\5 \5
1 1
_5 I 1 5 X -5 441 5 X




FUGGVENYEK -

d)

a)

d)

y b) y c)
b)
1 \
-5 AN 5 X
a)
|
-5
A 5 X
y e) y f)
1/\ 1
-5 I 5 X -5 4 X
e)
a)
-5 =
a) f: [-3:5[ >R fixr>—lx-21+2;
b) ye[-3;0[ul4;5[;
c) xe[-3:2];
d) 2 zérushelye van x; =0 és x, =4 helyeken.
y b) y ¢)
X —(x-22+3
7 X =2x2 +1 ;
-5 L4 5 X -5 o 5 X
-5 5
y
X (X +272 +2
1
-5 1 5 X

y
¢)
)
-5 Ll 5 X
y
f)
5
-5 Ll 5 X
y
X (x =22
5
1\
-5 LT 5 X




Ertékkészlet: y e [-8; 9[.
Zérushely: x =0.

Az értelmezési tartomanyon szigortian monoton novekva.

a) f(x) =-1 akkor, ha
A=(x—42-2 = 1=(x-4?

a)

d)

amibél x, =5, x, = 3.

Tehat f(5) =-1 és f(3) =-1.

g(x) =—1 akkor, ha

“1=—(x+5)? = x,=-4, x,=-6.

Tehat g(—4) =-1 és g(-6) =-1.
b) A, C és D illeszkedik f(x)-re;

B és E illeszkedik g(x)-re;

F egyik emlitett fiiggvényre sem illeszkedik.

XX, x>0

5 ——
X

=5

1
Mzo

Ert. tartomény: x > 0.

y
5
X=X, x<0
-5 )
X=X -4, x<0
-5

Ert. tartomény: x < 0.

y
)
5
1
-5 AR 5 X
-5
y
f(x)
5
1
-10 5 I \j/ 10 X
-5
g(x)
b) y c) y
5 5
XX +4, x2-4 XX, x>0
/ 1
441 5 X A 5 X
XX +4-2, x2-4
X —24x, x>0
-5 -5
Ert. tartomany: x >—4. Ert. tartomény: x > 0.

e) y oy x> 2K, x 21
X—>+/3-X,x<3 5
\L\

:

=5 1
x>—>%<\/3—x, x<3

-5

Ert. tartomdny: x < 3.

-5

Ert. tartomény: x = 1.



(1) y b) y
5 f(x), x=3 .
X2 gix), x<4
1 1
-5 [+ / 5 7 10 X -5 _1N 5 | 7 10 X
L. L.
fx)=22 = xe[7;0]. g) <0 = xe]0;4].
a) f(x)=3- l (x #0); igen, forditott ardnyossag. ’
X
5
1 ; f(x)
Ll 5 X
5 e
b) gx)= 5 x; linedris fliggvény.
c) h(x)=- 1 5 +2 (x#2); igen, forditott ardnyossag. T
A
..4.............1 ........ E -/"}"""‘“;‘.
P 5 X
d) i(x)= w; hax#-3 = i(x)=x-3; linedris fliggvény (x #-3).
X+
e) jx)= igx — i; hax#2 = jx)= %; linedris fiiggvény, konstans (x # 2).
x p—

a) (4); maximum helye: x = 2; maximum értéke: y = 3;
b) (4); minimum helye: x = —1; minimum értéke: y =—1;
¢) (3); minimum helye: x = 2; minimum értéke: y = 0.

a) (-3:2), (-6:4), (0:0;
b) (236, (0:0), (44);

&) (1:6), (O:1), (21;16);
d) (12;3), (4;1), (39;6).



hx)

d) A G, nincs megoldésj,




d) p 3 e)
.
1 2 3 X
—| N
: 1
e L )
\y i
8) y
’\2 y=~2-x,x<-2
1\
2 12 X
i

Megoldas: 0<x<3; -2<y<S5.

a) Mivel:

x=3,y=7 = y=a"-1 = 7=d’>-1 = a=2,
a fliggvény hozzarendelési szabdlya:

Y
y=Jx +1,x>-1
1/
-1 1 2 X
—

x> 25— 1.
b) Ertékkészlet: y € [0; 7][.
c) Ertékkészlet: y € [1; 7].
a) y b) y
5, 5,
X5+ 1
Xi>2%2 41
E-a U e [ G 1T T T
7 O A 5K I 5 X

i

y
X _
5 X2X -1
.
— ... 0 O I N X,
c) y
5
—_— X343
1
-5 4l 1 5 X




d)

a) Behelyettesitve a (9; 2) pontpdrt az y = log,x hozzarendelésbe, mivel a >0, ezért a =3 adddik.

A keresett hozzarendelési szabély: x — logsx.

f(=1) nincs értelmezve;

b) f3)=1;

f)=0.
a -,
5

a) i, b) h;
(5309 J9)) p
2 y=sin(ﬁ—x]
e
d : :
) T e
i
-T _T ; 137
2

b) P
1 r=lonx-3)
4 1 5 X
=
c) & d) f.
b) y
y =-C082X
\ ! /'
_z \/ z X
2 2
3
e) y
y =2c0SX

- N

N/

=
2

N}

n /4 3T 2m X
2

f)

1y
y=log;(x +1)
1 2
-1 1 3 5 X
=
12
L B |
3 y="tgx
ya
I I
- _m, o X
I \2
§ §y=m@+ﬂ
j j
- _T, T 3 X
2




et
(SIE]
!
e
>
I
]
ISIE]
ISIE]
b
>

D f: x— —cosx, xe[-m x];
g x> —sinx, xe[-m; ];

h: x> |2sinx|, xe[-m; 7).

BB Az a) feladat egyenlStlenségének bal oldaldt dtalakithatjuk: 3x — 6 —2x + 4 =x — 2.

a) y b) ¢) It xl2-2«|
5
X (X =2)
1 '
-5 _1% 3 5 X
X x-2
xe[2;3]; xe |-3;00[; c) x€ |—o0; 0] U [3. e].
53120 y b) . ‘) y
5
y=1+ﬁ,x¢§1 \ J
= B |
1 BN TR i e L1 y=Ix=-1l+Ix+2|
=4 1 X 5 r 3 X !
/4 -1 % i 1 2 A
4
d) , e) 0 f) y
5 =|x|.x2
y=Ix-3l+Ix-2| Sl
5
2 3
.\1\y= 2-Xx,X<2
2 - 102 X 1
L i 1 4 X '
—
- 12 X
-




-2 y=Ix=2-2 -1

-3 =
x1=0, x,=4 x=0;
d) e) :
- / §y=logz [x-2|
y=+x-2,x22 1 :
i \
/ N\ . /3 5 X
1 2 3 4 X »
—
2
—
.X:2, X1:1, X2—3
a) f; b) h; c) & d) i.
a) h b) f; c) i d) g.
Az a) feladat kifejezését atalakithatjuk: (v/x — 2)=lx-2l.
a) Ert. tartomdny: x € R. b) Ert. tartomany: x € R.
y y

S

oS

Ertékkészlet: y € [0; 5]. Ertékkészlet: y e [-5;2][.

0 a) x#7.
Ertelmezési tartomdny: x € R\ {7}.
Ertékkészlet: y = 1.

c) Ert. tartomény: x>2, xeR.

Ertékkészlet: y € [0; 2[.

—




=70 1,
& x=17 -1,
Ertelmezési tartomdny: x € R\ {7}.

Ertékkészlet: y=1 és y=—1.

EFID ) Ertelmezési tartomdny: x € R.

ha
ha

ha
ha

x2>17,
x<7,

x>17,
x<7.

b) Mivel 3*—1#0 = x#0. Ertelmezési tartomdny: x € R\ {0}.

¢) Ertékkészlet:

o
y 9’

d) Ertékkészlet:

it

ye[%;Z[u]2;4].

Ez felirhato a kovetkezd alakban is:

ye[9;4]\{2}.

9

EED ) Ertelmezési tartomdny: x € R, x> 0.

b) Ertelmezési tartomany: x € R, x > 0.

¢) Ertékkészlet: y e |-2; 1].

d) Ertékkészlet: y € [0; 2][.

2 - 1 X
y
X —logyx
1 \ 3
2
-1 1 4 X
-1
-2
X — [logyx
2 2
; \/
-1 1 4 X
-1




EH) a) Zérushelyek: x; =-3 és x,=9. y

b) x=-4, x=-2, x=8, x=10. ]
Misként jelolve: d
fedh=1, [ =1, f&) =1, [(10)=1.
;
5 R 5 10 X
B a) f: x+— sinx, g x+> cosx;
1+0+£
b 2 2 _N3+1 2 B+l _6+42,
V2 2 V22 2
2
1 V2 V2
c)ﬂzz 2 =4; d)_zzl.izﬁ; e) 2 2 =£=\/§
1 222 2 1.1 2
2 2 2
(5322 ) y b) y c) y
;
2 2 yd
1 /1/\ -z g T 327rx
-1 1 2 4 X - 1 3 5 X -2
d) y
2
1
/
-1 1 4 X
BB a) Az f fiiggvény hozzdrendelését frjuk igy: ,
x 1
X)=——=1+—)
J x—1 x—1
igy mar konny abrazolni a grafikonjat. i
=) 102 X
y=1+i
x-1




FUGGVENYEK - OSSZEFOGLALAS

b) A fiiggvény grafikonjat egy paraboladarab és egy egyenes sza-
kasz egymadshoz flizése adja.

A g fiiggvény hozzarendelési szabdlyat {gy frhatjuk at:
) = (x—2)2+2, ha 0<x<2,
8 _x+4, ha 2<x<4.

y=g(x)
;
-1 1 2 4 X
c) P d) P
5 4
y =h(x) y =k(x)
2
K 2 - 102 X
-.2) 1 3 x
—
B a) A fiiggvény hozzédrendelési szabélya:
-x—-1, ha -3<x<0,
£ ]1-3:9] >R, f(x)=] x2-1, ha 0<x<3,
%x+7, ha 3<x<09;
b) Ertékkészlet: yE [—1; 10];
c) —-3<x<2, masként xe |-3;2].
B a) Azt-id6 grafikon az dbrén lathato. ,
b) Marci titja reggel 7 6ratdl az y = 20x fiigg- |2
vénnyel irhat6 le. Jend utja reggel 7 6ratél 140 1
(ha ekkor indult volna) az y=-30x+180 Jend
fiiggvénnyel jellemezhetS. Ebb6l: 8
60 -
20r=-30r+180 = x=5=33 0 i
5 5 20 :
Reggel 7 6ratdl szamitva 3 6ra 36 perc milva & Bl 2l R

taldlkoznak, azaz 10 6ra 36 perckor.
¢) Marci 1 6ra alatt 20 kilométert tesz meg, igy mivel § 3 éra 36 percet biciklizett 7 6ratdl, egye-
nes ardnyossdggal szdmolva 72 kilométert tett meg.

Jend 9 Orakor indult, 6 10 6ra 36 percig csak 1 dra 36 percet toltott dton. Mivel 1 6ra alatt
30 kilométert tesz meg, ezért 1 6ra 36 perc alatt 48 kilométert tett meg.



8 12. EVFOLYAM

b) y : c) 7 d) b y=xi-x?
y=x+- 12 12
, 10 10
1
> T o T 7 5ty =x2-[x 1| 5
4

a) Akozos értelmezési tartomdny: x > 1. Az egyenlet bal oldalat alakitsuk at:
2 2
Jx—2dx 1T +Jx+2dx -1 :\/(Jx—l -1) +\/(\/x—1 +1) =
=Jx—T+1+Jx-1-1]= {2“ L ha x=2,

2, ha 1<x<2.

Ezutan dbrazoljuk egy koordindta-rendszerben a kovetkezd fligg-
vényeket:

f: x!—)xlx—1+1+|\/x—1—l|, 1<x
1

, I<ax.
x-1 3

Az f és g fiiggvény értéke csak az x = 3 helyen egyenld, itt
mindkét fiiggvény értéke 2. 2

b) Abrézoljuk egy koordinéta-rendszerben az a) feladatban szereplé
f fiiggvényt és a
h: x> logys(x—1), x>1
fliggvényt. t

A h fiiggvény x> 1 esetén csokken, az f fliggvény el§szor kons- -
tans, majd 2-t6l nd, igy legfeljebb egy kozos pontja van a két
grafikonnak.

Ezaz x= %-nél van, itt mindkét fiiggvény értéke 2.

¢) Abrazoljuk egy koordinta-rendszerben az alabbi fiiggvényeket:
frxr 27l

g x> (e + 1 +1x=11).

1
A2
Mivel mindkét fiiggvény pdros, az dbra szimmetrikus az y ten- 2 '
gelyre. 0 < x <2-re f csokken, igy itt legfeljebb egy k6z0s pontja
van a nem csokkend g fiiggvény grafikonjaval.

[SIE e
N

('D\

l\.)l»—‘
N | —

1
Ez x= 5 esetén teljesiil. Az egyenlet gyokei tehat —



@) Abrizoljuk egy koordindta-rendszerben a kovetkez6 fiiggvényeket:
fo=11-1gxl+1+1gx|, 0<x, !

g(x)=4-(1—@), O<x

Afiiggvények tulajdonsdgaibol kovetkezik, hogy a két grafikonnak

7

c ‘ . 5 15, .
két metszéspontja van: x = 5 és x = > értéknél.
Mindkét helyen mindkét fiiggvény értéke 2.

G Abrizoljuk az aldbbi fiiggvényeket egy koordinata-rendszerben:

y
fey=A1-x%, -1<x<1, y=Aiz—
g)=x, —1<x<I. / §
, 1 . E Y
A két grafikon az x = E helyen metszi egymast, tehat az egyen- y=x 2
1 N
I6tlenség —1 < x < — esetén teljesiil.
g NG y
y=Ix|-~/4-x2
I :
v {
=i ‘1 X 1
Bl 1 T HE
y=x-1+ = 5

Megj.: A fiiggvény pératlan. Megj.: A fliggvény paros.

m Cl) y ; b) y ¢
1 y =sin2x +1

) y
| 1.
y =tg2x + ctg2x U y=§sm2x 2
; 1
: 2 1
T B N N /\/ /\/
: 2 2 2 = =
=

E T X
Tz Toirom X :
2 4 12
4y o . e)
y =sin°x - 2sinx
10
i
2 y = xlox
il 5
T T 3 X 1
= 2 2 1 X




Miiveletek fiiggvényekkel (kiegészitdo anyag) — megoldasok

EEB A fiiggvény és inverzének grafikonja az y = x egyenletii egyenesre nézve egymds tiikorképei.

A dolog természetébdl kovetkezik, hogy a fiiggvény és inverze esetén az értékkészlet és az értel-
mezési tartomany helyet cserél: a fiiggvény értelmezési tartomdnya az inverz fliggvény érték-
készlete, €s a fiiggvény értékkészlete az inverz fliggvény értelmezési tartomanya.

a) y

7
— +4/,’/
5 / e

d

y=x%+1

g)

B

D fog: f(g)= % x> 0;

fof: F(f)=1=x x>0;
x

b)

e)

y =log,x

gof: g(f)= @z

—, X
27
X

9

f)

>0,

gog: g(g) = (x) =x* x>0,

1y

y=4-2

V=2
-1
—i} ,V=;—2
y
gog fof
1
fog=gof
_T 1 X



EED Az els6 harom fiiggvény a kovetkezd:

1 1+x
HO=F(f0)=————=-"", x20;
14— 2+ x
1+x
1+11 54
X
Fo = f(fo) = —15 =2 x20;
2+ 3+ 2x
1+x
2+11 3+2
X
fi0 = () =—F% ==, x20.
3+ 5+3x
1+x
1 1 14 : : _ fn + fn—l tX . .
Teljes indukcidval igazoljuk, hogy ha n > 2, akkor f,(x) =~————, ahol f, a Fibonacci-
sorozat n-edik tagja. ne1t Jo

Az éllitas n = 2-re igaz, tegyiik fel, hogy n-re is igaz. Lassuk be, hogy ebbdl kovetkezik, hogy

n+ 1-re is igaz:
f+f L
" n-1 1+x= fn+fn—l+fn.x _ fn+1+fn.x

f”+1+fn' fn+1+fn+fn+1'x fn+2+fn+1'x

fon @ = f,(f0) =

1+ x

azaz az allitds n + 1-re is igaz.
Megjegyzés: Kozben felhaszndltuk a Fibonacci-sorozat definicigjat:

f] =f2=1 €s fn+2=fn+fn+1‘

EED A fiiggvény definicidja alapjdn a vazlatos grafikon: y
: y=1()
1 | 1 X
EED A g fiiggvényt a definici6 alapjéan gy rajzolhatjuk meg: ,
J{ y=g(x)
AN 4
_1<‘> T 2r 3 X
a) y b) y
y>x
y <X
1 1
- 1 X R ; 1 X
o 1




EED Oldjuk meg x-re a kdvetkezd egyenletet:

yzlogz(x+\/x2+l),
2V =x++/x2+1,
2V —x=A/x2+1,
2 2.2V x+x2=x2+1,
22y 1 2y_2-Y
X = = .
2.2y 2

Az inverz fiiggvény tehat:
2X _9D-X
)= — xeR.

EED Vizoljuk eldszor egy koordindta-rendszerben az f és g fiiggvények
grafikonjdt.
Az 5338. feladat megolddsdban kovetett modszert célszerd alkal-
mazni annak igazoldsara, hogy a két fiiggvény egymads inverze.
Oldjuk meg x-re az y = x*> — x + 1 mdsodfokd egyenletet.

Mivel le, yzg, ezért:
2 4

LleT-dvay 1, /y 3
4’

2 2

és itt csak a + eldjel jo, tehat x = % + [y- %

Az f inverze tehat a
1 3 3
X)=—+,[x——, x2—
SO= TN Ty 2y

fiiggvény. A 1épések megfordithatdk, igy g inverze f.

B Mivel a fiiggvény és inverzének grafikonja az y = x egyenletd egyenesre szimmetrikus, elég az
x2—x + 1 = x egyenletet megoldani, ebbsl x = 1. Ez j6 gyok, mert f(1) = g(1)=1.

&3 Oldjuk meg x-re az y = .
+

X
egyenletet:

. 5 y=x."
y+xy=1-yx, ’
x(1+y)=1-y,
1—
=—y, y#-1.
I+y

Az f inverze tehat az

f=1"% reRr\(-1)
1+x

fliggvény.

Az f grafikonja szimmetrikus az y = x egyenlet egyenesre.



Fiiggvénytulajdonsagok — megoldasok

Legnagyobb érték: y =8 az x =0 helyen.
xe R\ {-4;4}, masként xe R, x #-4, x #4.
Béarmilyen helyes megoldds jo, példaul: [-4;0], [3;9], [5;7] stb.

a) Maximuma van az x =2 helyen, értéke: y = 3.
b) Minimuma van az x = 0 helyen, értéke: y =-5.
¢) Maximuma van az x = -2 helyen, értéke: y = 0.
d) Maximuma van az x =5 helyen, értéke: y = 0.
e) Minimuma van az x = 0 helyen, értéke: y = 4.
f) Minimuma van az x =0 helyen, értéke: y =-3.

3=V2-x = x=-17.

A pozitiv osztok szamat foglaljuk tablazatba:
Szam 1 2 3 4 5 6
Pozitiv 0sztok szama 1 2 2 3 2 4
a) Ertékkészlet: {1;2; 3; 4},

b) Minimuma van az x = 1 helyen, értéke: y = 1; maximuma van az x = 6 helyen, értéke: y =4.
¢) Nincs zérushelye a fliggvénynek.

a) Ertékkészlete: y € [0; 2]. b) Ertékkészlete: y € [—4; 0].
c) Ertékkészlete: y € [0; 1]. d) Ertékkészlete: [1; 3].
Példdul:

a) x> x2+4, x—lx-31+7, x> 3-x+5;
b) x>-x2-3, x—>-|x-2[-5, x—-|xI-1;
¢) x>Jx=5, x> x-3)2% xlx+7l;

d) x> x-22-5, xlx+7-5;

e) x> —-x2+6, x——|x-1/+6.

=0 és x=-1.

a)x

X+

A hényados akkor 0, ha x = 3, akkor pozitiv,ha x—3>0ésx+1>0 = x>3 vagy x—-3<0
ésx+1<0 = x<-1.

Ertelmezési tartomény: x € |—co; —1[ U [3; e[, x€R.

b) Jx miatt: x >0, valamint 4 —/x 20 = x=#16.
Ertelmezési tartomény: x € [0; o[ \ {16}, x€R.
Zérushely: Jx -3=0 = x=9.



¢) x—=2>0 = x> 2. Ertelmezési tartomdny: x € |2; e[, xeR.

Zérushely: x =-2.
d) sinx#0 = x#kn, k€ Z. Ertelmezési tartomany: {x e R|x#kx, ke Z}.
Zgérushely: x =-3.
e) Ertelmezési tartomany: x € R, x # %
2x-T7  2x-7

= = 1 konstans fliggvény.
4x—-14 22x-17)

Zg€rushely: nincs, mert

f) x>0 és lgx#0 = x# 1. Tehit az értelmezési tartomany: x € |0; e[ \ {1}.
Zérushely: x=09.

g) Ertelmezési tartomany: x >0 és x>—1 miatt x € ]0; eof.
Zérushely: x=1.

h) x>0, x#1, 4x-1>0 = x>i. Enelmezésitartomény: xe]i;oo[\{l}.

Zérushely: x = %

a) Ertelmezési tartomdny: x € ]—4; 4]; (xeR).
Ertékkészlet: y e [-2; 4].

b) Zérushely: x; =-2 és x, =1.

¢) Minimuma van a fiiggvénynek az x = 0 helyen, értéke y =-2.
Maximuma van az x = 3 helyen, értéke y = 4.

d) f>0 = xe|-4;-2[ U ]1;4].

e) f<0 = xe|-2;1[.

f) Szigorian monoton csokkend, ha x € |-4; 0] U [3; 4].

Egy adott fiiggvény x tengelymetszetét az y = 0-val, az y tengelymetszetét az x = 0 behelyette-
sitésével kapjuk.

a) Az x tengelyt g-nél, az y tengelyt —5-nél metszi.

b) Az x tengelyt 3-ndl metszi, az y tengelyt nem metszi.

c) Afiiggvény az origén halad at.

d) Az x tengelyt 1-nél, az y tengelyt —1-nél metszi.

e) Az x tengelyt az 1 helyen metszi, az y tengelyt nem metszi.

f) Az x tengelyt a —2 helyen, az y tengelyt —3-ndl metszi.
Mivel a tort nevezdje nem lehet 0, ezért a
sinx#0 = x#k-180° ke Z.

A periddus 180° mert a szinuszfiiggvény a 0 értékét 180°-ként veszi fel; a k- 180°-kal (k € Z)
minden forgdasszoget megadtunk (fokokban).



a) f(%t)=l =] e@=1, b) f(f)zl

T _—x/§ n_ .. m_ 1 _
o157 B el 0 i[53 @ w2

a) x+> x* - 2x zérushelyei x; =0, x, =2, mert x> —2x=0 = x(x-2)=0.
f1,3)=1,32-2-13=1,69-2,6=-0,91.
b) g(x) = —|x| +7 maximum értéke: y =7, amit az x = 0 helyen vesz fel. Jel6lése: g(0)="7.
¢) Mivel a szinuszfiiggvény korlatos, a sinx értékkészlete y € [-1; 1].
A -2 transzformdci6 az y tengely mentén 2 egységgel lefelé tolja el a sin x fiiggvényt, ezért
sinx — 2 értékkészlete: [-3; —1].
d) logy(2x-20)-120 = x =11 esetén. (Ertelmezési tartomdny: x > 10.)
e) Atalakitds utdn: o
j) =lx=31+1.
A keresett fiiggvényérték: ’
jh-j3)_3-1_,
@) 2 1

—x2+18x-17>0 = x2-18x+17<0 = 1<x<17.
1 és 17 kozott 6 db primszam van: 2; 3; 5; 7; 11; 13.

A c¢) ahelyes vélasz, mert: 3 3
log)s’3 ~log;$*5 = (log53 + log55)(log 53 — log,55) = log;515- logjs2 =1-log;s 7

5
a) b) y c) I
f(x) =9 10
10
gx)=11-2x f(x) = 2logy x
5
5
glx)=2
1 e
xst | S Ay N
a1 5 X

a) f2)=9+2-3*=9+162=171, g(32)=32-log,32=32-5=160.
f2) > g(32).
b) A diszkrimindns 0 = érinti x tengelyt a parabola (1 zérushely van).

f(2010) = 2010 miatt felfelé nyil6 a parabola, s mert van pozitiv értéke a paraboldnak, kizarélag
a (4) lehet a megoldas.



EI) a) A logaritmus miatt:

1 —0 o—
4% -5x+1>0 = X< vagy x> 1. — -—
A négyzetgyok miatt: 0 % 1 %
lg@x2-5x+1)20 = 4x2-5x+1>1.
Ebbdl: s
4> -5x>0 = x(4x-5)20 = x<0 vagy xZZ.
Ertelmezési tartomany: x € R, x e ]—oo; 0] U [%, oo [
b) A logaritmus miatt:
x-4>0 = x>4. o
A tOrt miatt: ‘ ff
lgx-4)#20 = x=#5. 0 3 4 5

A négyzetgyOk miatt:
x-320 = x23.

Ertelmezési tartomdny: x € R, x¢€ 14:5[ U ]5; o].

EF o) *-x=0 = x(x>-1)=x(x—1)(x+ 1) =0, tehét a zérushelyek: x; =0, x, =1 és x3 = 1.

b) (x-2)-logobx=0, ha x—2=0, azaz x; =2, vagy log,x=0, azaz x, = 1.
x2—5x+6_(x—2)(x—3)

x-3 x-3

d) x*>=5-1x|+6 =0, zérushelyek: x; =2, x, =3, x3=-2, x, =-3.
e) ax —x2 =0, x,=0, x,=4.

i1 b4
f) tg(E—xj=O, O<x<m, x=5.

x3—

c) =0, ha x=2.

g) lxzx(x+l), x=0, xy=-1.

BB a) Abrizoljuk az f(x) =x —x2, —2 <x <2 fiiggvényt:

11 !
A fiiggvény képe egy parabola darabja, tengelypontja (5, Z) -ban oy -11Y 7

van, lefelé ,,nyilik”. fgy a fiiggvény [—2; 0,5]-ban ng, [0,5; 2]—ban
csokken. A 0,5 helyen maximuma van, a maximum értéke 0,25,
a —2 helyen minimuma van, a minimum értéke —6.

y=x-x2

b) Abrazoljuk a g(x) = sin (2x - 9 ‘% <x< % fiiggvényt:

y=sin|{2x - il
A fliggvény [—%; —%] -ban, valamint ﬁ—g 2?”] -ban csokken, 1 ( Sj

12’12 3\ 12 2 3

n 5w Y . 5t L
[— ‘—]—ban nd. Maximuma van az — helyen, itt értéke 1, I\_Z sm 2z X
N 12 #
minimuma van a —E helyen, itt értéke —1.




c) A fiiggvény a teljes értelmezési tartomdnydban szigordan nd,

y
sz€lsGértéke nincs.
1 y =2log, x
-1 X
=
d) A f,ijgg\{ény ]—o0; 0[-ban csokken, ]0; +oo[-ban né. Szélss- p
értéke nincs. ol y=loglxl+6
6
1
- 1 X
e) Afiiggvény [—2; 0]-ban csokken, [0; 2]—ban nd, az x =0 helyen y
minimuma van, itt az értéke y=1, az x=-2 és x =2 helyen
maximuma van, itt az értéke y = 4.
y =2¢
>
) 4 1 2 X
. £ T " T P
f) A fiiggvény } _E; O} -ban csokken, [0; 5[ -ban n6. Az x=0 iy
| y=tglxl
helyen minimuma van, itt az értéke y =0. Maximuma nincs
a fiiggvénynek. N\, /
- _g% 'g 3 I3
21 -1 2
g) Afiiggvény [0; 1]-ban ng, [1; 2]-ban csokken, az x = 1 helyen y
maximuma van, itt az értéke y=1, az x=0 és x = 2 helyen
minimuma van, értéke ezeken a helyeken y = 0.
y=Ix2-2x|
.
-1 1 2 X




BB ) paratlan fiiggvény;
c) se nem paros, se nem pdratlan;

e) péros fliggvény;

g) paratlan fiigvény;

a) A fiiggvény legnagyobb értéke f(0) =2,
legkisebb értéke f(r) = -2.

b) A fiiggvény legnagyobb értéke f(0) = f(4) =4,
legkisebb értéke f(x) =2, ha 1 <x<3.

c) Alogaritmus azonossagat felhaszndlva h(x) igy irhaté:

h(x) =2 +1logyx, 1<x<4.

A fliggvény legnagyobb értéke h(4) =4,
legkisebb értéke h(1) =2.

d) A k(x) igy irhaté:
k(x)=3-(x-1)?, 0<x<2.
A fliggvény legnagyobb értéke k(1) =3,
legkisebb értéke k(0) = k(2) = 2.

e) A j(x) igy irhaté:

jo) = =22 - 4.
A fiiggvény legnagyobb értéke j(2) =4,
legkisebb értéke j(0) =j(4) =0.

b) paratlan fiiggvény;

d) paratlan fiiggvény;

f) péros fliggvény;

h) a fiiggvény se nem péros, se nem paratlan.

y

e

y=lx-1+lx-3|

-1

1 5 X

A logyx

ES
o
>

-1

f) A fliggvény szigorian csokken az értelmezési tartomdnyban, igy legnagyobb értéke 0,

legkisebb értéke —2.

g) A fiiggvény [0; 2]-ban csokken, legnagyobb értéke 0, legkisebb értéke —4.

h) A fiiggvény legnagyobb értéke 1, legkisebb értéke 0.



-1 i X

- 1 X
ye[0;4]; vel[-1:1]; yeR.

B a) Az f definicidjat igy érdemes atalakitani: f(x) = (x + 1)2 + 4. A fiiggvény képe egy parabola,
amelynek tengelypontja a (~1; 4) pontban van, és , felfelé nyilik”, tehdt |—eco; —1]-ban csokken,
[~1; +oo[-ban né.
b) A fiiggvény definicidja igy irhato:
-2x, ha x<0,

8(X)=|x|—x={ 0 ha 230, 2

A fiiggvény |—oo; 0]-ban csokken, [0; + o[ -ban konstans, tigabb ihi
értelemben nevezhetjiik novekvonek és csokkendnek is. y=g(x)

c) Az 1-nél nagyobb alapu exponencidlis fiiggvény a teljes értelmezési tartomdnyédban nd.

d) Afiiggvény [-1; 0]-ban né, [0; 1]-ban csokken.

-1+

a) Az f fiiggvény paratlan, mert a logaritmus azonosségait hasznalva kapjuk, hogy:

1+x 1-x
—x)=log,——=—-log, —— =— .
f=x)=logy = =~logy - =~f(x)

b) A g fiiggvény paros, mert
g0 =Y +22 +J(1— 0% = g0,

¢) Azonos atalakitdsokat is végziink:

h(~x) = log, (V1 + x? - x) = log,

tehat a i fiiggvény pdratlan.

ﬁ:—logz(\ll +x2 + x)=—h(x),
X“+Xx

d) A fiiggvény se nem pdratlan, se nem paros, mert
i(—x)=x3=2x+ 1 #—i(x) és i(—x)#i(x).



8 12. EVFOLYAM

b) 1., c) 1., d) 4.,
f) 4 8) 2 h) 3.
b) 4r; c) 2m; d) 2?7[3
i1
f) 3
a) Paros, periodikus 27 szerint. b) Paratlan, periodikus 27 szerint.
c) Paros, periodikus barmely pozitiv valés szdm szerint.
d) Paratlan, periodikus% szerint. e) Nem péros, nem pdratlan, nem periodikus.
f) Pératlan, nem periodikus. g) Pératlan, periodikus 2?71- szerint.
h) Paros, periodikus 47 szerint. i) Péros, nem periodikus.

a) fx)=10(x%>-2x+ 1) =10(x — 1)2.
Zérushely: x =1 helyen.
Minimum helye: x =1, értéke: y =0.
b) g(x) = (x—T7)%
Zg€rushely: x =7 helyen.
Minimum helye: x =7, értéke: y =0.

2 2 2
c) h(x):—(x2+5x—6)=—|:(x+§)—é—%:|=—|:(x+§j—£:|=—(x+§)+£.
2) 4 4 2) 4 2) 4

Zérushely: x; =1 és x, =—6.

Maximum helye: x = —%, értéke: %

2 2 2
p i<x>=3[xz_éx+1}=3[(x_z)_&2}3[@_2)_E}g(x_é)_ﬁ.
3 3 6/ 36 36 6/ 36 6/ 12

5+/13 5-V13
6 2T 6

Zérushely: x; =

Minimum helye: x = é, értéke: ——.
6 12

2 2 2
. j<x>:4[xz_1x_z}=4[(x_ij_L_%H(x_l)_2}4@_1)_2.
2 2 4 16 16 4 16 4 4

Zérushely: x;=-1, x,= 5
Minimum helye: x =i értéke: —?.



2 2 2
” k(x):_s[xz_ﬁx+é}=_5[(x_§j _&E}_S[(xﬁ) _ﬁ}_s( By
5 5 5/ 25 25 5/ 25 5 5

Zérushely: x; = %, X, =3.

Maximum helye: x = % értéke: 4—59

a) Ertelmezési tartomdny: x € |-3; 11]. ,
Ertékkészlet: y e [-2;9]. é
Zérushely: x; =1 és x, =9.

Minimum helye: x = 11, értéke: y =-2. ’
Maximum helye: x =-2, értéke: y =09.
A fiiggvény szigortian monoton novekvd

a |-3;-2] és [1; 5]-on, szigordan monoton SONEE R 8 \{1‘ i
csokkend a [-2; 1] és [5; 11]-on.

b) f(-1)=8; f(1)=0; f(3)=2; f(-4)-nek nincs értelme, mert x = —4, ami nem esik az értel-
mezési tartomanyba; f(10) =—1.

c) fr)<0 = xe]9;11].
a) f: x—lx=3|-1. Y

b) Zérushelyek: f-nél: x; =2 és x, =4, °
gnél: x; =-26és x,=2. /
¢) ye[-1;5]. Lasd dbra. L y

-3 1 1 3 o 7 X
d) x;=2,x%,=3, x3=4, x,=5, xs=6, xg=1. \%3;_1)

7(0;-2)
a) Hamis. b) Igaz. c) Hamis. d) lgaz. e) Igaz. f) Igaz.
Az f-bol az f fiiggvény grafikonjat egy ¥(-2; —1) vektorral valé ,
eltoldssal kaptuk. Az eredeti fiiggvény tengelypontja 7(0; 0), az f 2 fo
fliggvényé T°(-2;-1).
a) ye[-1;8]. p 5

b) Pozitiv az adott fiiggvény, ha x € [-5;-3[ U ]-1;0].

c) f1)=0, f(=2)=-1, f(-4)=3.
d) f(-=4)=3 és f(0) =3, vagyis a fiiggvény az x=—4 ésaz x=0 5
helyen veszi fel a 3 értéket.

<!

[FI o) Ertelmezési tartomany: x > 0.
KéttényezGs szorzat akkor 0, ha (legalabb) az egyik tényezdje 0. Tehat:

log,x=1 = x=2 vagy log,x’=-6 = x2=61—4 = x=i%.

Megoldés: x; =2 és x, = %



b) |cos (x - %J ‘ = % esetén teljesiil, vagyis:
) 1 T Ir
cos|x——|==— & x=—+2knm keZ, Xy =——+2m, l€Z,
6) 2 2
cos _z :—l = x3:5—n+2m7r,meZ, x4=3—n+2n7r,neZ.
6 2 6 2

Eredmény: x; és x, egybeirva: x =§ + kr, ke Z; x5 és x5 egybefrva: x = 5?” +ir, le”Z.

[FIE) a) Ertelmezési tartomany: x > 0.
Atalakitva az egyenletet: il @X
1 2
27*=Jx+1 = (—)=ﬁ+1. 5 x> +1

@

2

Abrazoljuk a két oldalt fiiggvényként, majd
olvassuk le az eredményt. g
Megoldis: x = 0. AR - [

b) Ertelmezési tartomany: x > 0.
Atalakitva az egyenletet, valamint felhaszndlva, hogy a'°€.? = b:

2-log, x
b
2

olog,x-2 _ 5,
slog, x
4 =9,
2loex =20,
x =20.
¢) Ertelmezési tartomdny: x > 0. y
Atalakitva az egyenletet: ; \
4-loglx:10g2x—5. R X
3 g X —=>logyx =5
Abrézoljuk a két oldalt fiiggvényként.
Megoldas: x =2. N X > 4logyx
2

Ertelmezési tartomény: x +y > 0. Atalakitva az elsG egyenletet:
Ig[5x+y)]=1gl0 = 5x+5y=10 = x+y=2.
y=-x+2
Az els6 egyenletb6l: y =—x + 2.

A masodik egyenletbdl: y =2x - 1.

=i

Abrizoljuk a két fiiggvényt, és olvassuk le az eredményt:

x=1, y=1, (1;1) szdmpar.



A négyzetgyok miatt:
-x2+2x+1520 = x?-2x-15<0 = ha-3<x<5.

Szintén a négyzetgyok miatt:

2cosmx—120 = cosn:xZ% N —%+2k7t£7tx$§+2k7r, keZ = —%+2k§x$%+2k.

a) A halmaz elemei: —3 <x <5, B halmaz elemei: —% +2k<x< 1 +2k, keZ.

b)
A- a8
B o——o o— o—0 o—c
-3 -2 4 10 1 2 ‘ 4 5
3 3
. 1 5 7 11 13
ANBelemei: ——<x<-=— U ——<x<- U —<x<— U —<x<—.
3 3 3 3 3 3
C
) e .
B o———o ——o0 ——o *~—e
R T T R T TS S T
o) o O o O o o) o ® A\B

A\B elemei: —3’3x<—z U —§<x<—l U l<x<§ U z<x<E U §<xs5.
3 3 3 3 3 3 3

B o) ) =|x - 47 ~2|=|lx -4 -2]. ;
b) Ha p < 0, akkor a g(x) = p egyenletnek ax)

nincs megolddsa.

Ha p =0, akkor 2 megoldds van.

Ha 0 < p <2, akkor 4 megoldés van.
Ha p =2, akkor 3 megoldas létezik.
Ha p > 2, akkor 2 megold4s van.

IR Az x% + bx + ¢ teljes négyzetté alakitdsit elvégezve:

( b}z b2
X+—-|——+c.
2) 4

Mivel a sz€ls6érték az a = 1 (a > 0) miatt kizar6lag minimum lehet, ezért csak ezt kell vizsgalnunk.
fgy a felfelé nyil6 parabola tengelypontja C(—2; 4). Tehdt az eredeti x —> x? parabolat az x tengely
mentén balra 2 egységgel és az y tengely mentén fel 4 egységgel toltuk el, ezért a teljes négyzet
y = (x +2)? + 4 alaki:

b . b?
—=2 = b=4, valamint -—+c=4 = c=8.
2 4
Tehat az adott f fiiggvény hozzéarendelési szabalya:
x> x2+4x +8, vagyis x> (x +2)% +4.



a) Ertékkészlet: y € [4; 8].
b)g: |-3;0] 5 R, x> —(x+2)* + 4.
Ekkor az értékkészlet: y € [0; 4], y e R (Id. dbra: g).

EB o) f(x)=(x*+x2)+Bx*—4x), xeR;
fix) =x*+x% xeR, péros fiiggvény;
fr(x) =3x3 —4x, xe R, pdratlan fiiggvény;
) =fi(x0) + f(x).
b) glx)=x?+sinx+x, xeR;

g(x) =x%, xeR, péros fiiggvény;

g-(x) =sinx +x, x € R, pdratlan fiiggvény;
8(x) = g1(x) + g(x).

c) h(x)=2*+2%+x3, xeR;
hi(x)=2"+27%, xe R, pdros fiiggvény;
hy(x) =x3, x € R, pdratlan fiiggvény;

h(x) = hy(x) + hy(x).
BB Az f definiciéjat rjuk 4t igy:
x2+1+1

U T

Mivel x2 + 1> 1 barmely x € R-re, a szdmtani és mértani kozép kozti egyenlStlenség alapjan:
2 2
x“+1+1 x“+2
0<Jx2+1)-1<¥—— = 2Z .
2 JxZ+1

Az egyenl&ség csak akkor lehet igaz, ha x> + 1 = 1, azaz x = 0. Az f fiiggvény legkisebb értéke
tehat 2, és ezt az x = 0 helyen veszi fel.

e R.

EID Az abra jeloléseit hasznaljuk:

2
(a—x)2+x2>(a—x+x) a?

B

2 2 4 (@—xP
a szamtani és négyzetes kozép kozti egyenlStlenség alapjan. Itt Y
egyenldség csak akkor van, ha a két szdm egyenld, azaz a — x = x,
a—-x X

tehat x = g. Azt kaptuk, hogy a két részre rajzolt négyzetek tertile-

tének 6sszege akkor a legkisebb, ha a részek egyenldk, tehat mindegyik % hosszisagu.

< .. .. a
Ekkor a két teriilet 6sszege 5



BB Tegyiik fel, hogy x; < x,. Mutassuk meg, hogy ekkor f(x;) <f(x,). Ez teljesiil, mert

f0) = f(xp) = (x5 = x ) + 3(x, — x)) >0,
hiszen az 6sszeg mindkét tagja pozitiv.

B Legyen 1 <x; < x,, ekkor 0 < x, —x;. Mutassuk meg, hogy g(x;) > g(x,). Tehét igazolni kell,
hogy g(x}) — g(x) > 0:

8x) — 8y = X _n-x)0nx-1)

14 1+x? (1+x2)(1+22)

A nevezd pozitiv, a szamlaléban mindkét tényezd pozitiv, tehdt a tort értéke pozitiv. Ezzel az llitast
igazoltuk.

Azonos étalakitdssal az f definicidjat igy irhatjuk:
f)=x2 (x*=6x2+12) =x2- (x2=3)>+3) = 0.

Ez nyilvén igaz, hiszen X220, (x2=3)2>0, (x2—3)2+3 > 0. Az is ldthato, hogy f(x) =0 csak
akkor teljesiil, ha x = 0. A fiiggvény legkisebb értéke tehat 0, és ezt a 0 helyen veszi fel a fiiggvény.

A fiiggvényt definialé kifejezést alakitsuk at:

sinx cosx 1 2 T
+ = = R O<x<5.

Jx)=tgx +ctgx = - . =—
COSXx Sin x SInXx - COSX Sin 2x

Mivel a szamldlo allandd, a nevezd pedig ]O; %] -ban ng, [%;g[—ban csokken, ezért f(x) a
a ]0; E] -ban csokken, [E; r [-ban nd.
4 4 2

G Itt is alakitsuk 4t a fliggvényt megadé kifejezést:
fx)=3x>-2(a+b+c)- x+a*+b*>+c*=
2 2
=3(X_Lb+0) +a2+b2+c2—(Lb+cj _
3 3

A kapott alakbdl vilagos, hogy a fiiggvény a legkisebb értékét az x = %b“ helyen veszi fel.

G a) Mivel sin (x + g) =COsX, COS (x + %) = —sinx, f(x + %) = f(x), ha x e R, az f fiiggvény

) szerint periodikus.

b) Jol ismert azonossdg, hogy cos (x + ) = —cosx, ezért g(x + ) = g(x), ha xe R. A g fliggvény
tehat 7 szerint periodikus.

@& Tegyiik fel, hogy p (p >0) a periédusa az f(x) = cosx?, x e R fiiggvénynek. Azaz minden x € R-re

cos (x + p)? = cos x2.

Ekkor viszont
(x+p)P2-xt=2kn, keZ,

azaz
p2x+p)=2kn = x= 1. 2k %p minden x-re,

ami ellentmondés. A feltevés tehat ellentmondasra vezetett, az f fiiggvény nem periodikus.



EEB A dobozt az dbran lathaté médon akarjuk atkotni.

A szalag hossza (a csomdzds nélkiil): 4x + 6z + 6y, a doboz tér-
fogata xyz = 12.

Ebbdl x = 2, nyilvdn z, y > 0. A szalag hossza teh4t:
2y X y

§+6z+6y23-3/§-6z-6y=36
zy <y

a szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenség szerint. Mivel az egyenl&ség csak akkor teljesiil,
4
ha —8:6z=6y, azaz 7=y, ésigy 8=2%, z=2.
2y
A doboz méreteit tehat ugy célszerd valasztani, hogy x =3 dm, y = z =2 dm legyen. Ekkor lesz
sziikség a legkevesebb szalagra, a csom6zds nélkiil 36 dm-re.

BB A beirt téglalap oldalai legyenek x és y. Az ébra jeldlései szerint P
az ABC, és az APQ, hasonl6. Ennek alapjén: 5
N\m-y
_ m:
u:E, azaz y=m—ﬂx=ﬂ(a—x). —\

x a a a
A téglalap teriilete: Wi

m Px

xy=—ux-(a—x), ahol O0<x<a. B a C
a

A szamtani és mértani koz€p kozti egyenlGtlenség szerint:

2
m m(x+a-x\ ma
—x-(a—x)S—(—): ,
a a 2

és itt az egyenlGség csak akkor igaz, ha x =a —x, azaz x =

EXD Legyen a beirt henger alapkorének sugara x, magassaga y.

A megfelel§ haromszdgek hasonldsdga miatt:
u=m, amibdl y:m—mx:m(r—x).
X r r r
A henger térfogata: -
xz-n-y=ﬂ7t-x2-(r—x), ahol O<x<r. n
’ e

A térfogatot kissé mds alakban irva alkalmazhatjuk a harom szamra @
vonatkozd szamtani é€s mértani kozép kozti egyenlStlenséget:

o) 42
m—ﬂ-x2~(2r—2x)sm—ﬂ-(x+x+2r 2x)=m7r 4r ’
2r 3 27
o . . 2r m
és itt az egyenldség csak akkor igaz, ha x = 2r — 2x, azaz x = 3 y= 3

A maximadlis térfogatd hengert tehat akkor kapjuk, ha a magassagat a kiip magassdga egyharma-
danak, az alapkor sugardt a kup alapkore sugara kétharmadéanak vélasztjuk. Ekkor a henger tér-
fogata a kup térfogatanak négykilenced része.



Mivel 0 < sin?x < 1, sin*x < sin%x, hasonléan kapjuk, hogy cos®x < cos2x, tehat

6 2

f(x) = sin*x + cosOx < sin%x + cos?x = 1.

Az 1 értéket az f fliggvény akkor veheti fel, ha

. . ol o T 3
L. eset: sin*x = 1, azaz sin’x = 1, tehat|sinx| = 1, amib6l X1 = 5, Xy = ?, ekkor cosx =0;

II. eset: cos®x = 1, ekkor |cosx| = 1, amibdl x3=0, x4 =7, x5=2m.
Trjuk 4t f(x)-et a kovetkezd alakba:

+2.

1
X)=x—-1+——=x-3+
fex) x-3 x=-3

Mivel x >3, x -3 >0, és ismert egyenlGtlenség, hogy egy pozitiv szdm és reciprokdnak dsszege
legaldbb 2, csak akkor 2, ha a szdm 1. Ezért f(x) =24, és x—3 =1, x =4 esetén lesz az értéke 4.

Az f(x; y) definicidjat irjuk at igy:

2 2 2 : !
fay=xteyte == (02 -y 22 )+ = (2 - y) +2(x2'y2+ 2 2).
x%-y Xy Y

Az bsszeg elsd tagja nemnegativ, igy értéke akkor a legkisebb, ha 0, azaz x% = y2.

A misodik tag a kétszerese (xz v+ ! 2j—nek, ahol x2-y2 >0, ez legalabb 2, és csak akkor 2,

xZ.y
ha x2-y2 = 1. Igy azt kaptuk, hogy f(x; y) >4, és itt az egyenlség csak akkor igaz, ha x2 = y?
és x2-y? = 1. Ebbdl az egyenletrendszerbl kovetkezik, hogy x =y =1, mivel x, y > 0.

[rjuk f definiciGjat a kovetkezd alakba:

4
f(x)=M=x3+i= 3 L 1 1

—+—
16x 16x 16x 16x 16x
A szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenséget most négy szamra alkalmazzuk (x > 0), ezért:

/ 1 1

xX)=4-4/x3- =—,

Jex) 163-x3 2

o 2z . 31 1 (1

és itt az egyenldség csak akkor igaz, ha x° = Tox’ azaz x = 53 < f)l
X

Az f legkisebb értéke tehat %, és ezt az 5 helyen veszi fel.

Az f-et definidl6 kifejezést most igy célszerd atirni:
6 6 6
f(x)=71—269-x4~(1—x)2=@) ~x4-(2—2x)-(2—2x)s(%) _(x+x+x+x+62—2x+2—2x) .

Mivel 0 <x <1, 2-2x2>0, most hat nemnegativ szdmra alkalmazzuk a szdmtani és mértani kozép
kozti egyenlStlenséget. Ennek alapjan:

6 /N6
s3] )=

. 2
Az egyenlGség csak akkor igaz, ha x=2 —2x, azaz x = 3 Az f legnagyobb értéke tehat 1, és ezt

az x = % helyen veszi fel.



@IN) Mivel cosx, sinx >0, ha 0 <x < %, hasznéljuk fel, hogy két pozitiv szim harmonikus kézepe nem

nagyobb, mint a négyzetes kdzepiik:

2 < /sin2x+coszx_L
1 N 1 - 2 J2

cosx sinx

Ebbdl kovetkezik, hogy:

22 < 1 + .1 ,
cosx sinx

2
SS( ! + ,1 )
COsSx Smnx

2 4 . . . T £ T C
Itt az egyenlGség akkor igaz, ha cosx = sinx, ami 0 <x < ) esetén x = 1 -re teljesiil.

A fliggvény tehdt csak 8-ndl nagyobb egyenld értéket vehet fel. Ugyanakkor tetszélegesen nagy érté-
ket is felvehet, mert ha 0 < x, de kozel van 0-hoz, akkor sinx > 0, de kicsi, igy a reciproka nagy lesz.

A fiiggvény értékkészlete a [8; +oo[ intervallum.
ElGszor irjuk fel az f definicidjat igy:
fo)=V=x2+dx+ 12 - 22+ 2x+3 =
= J(x+2)(6 — x) — J(x+ D3 - x).

Ebbdl lathatd, hogy az f fiiggvény —1 < x < 3 esetén értelmezve van, €s itt pozitiv, mert

V-x2+4x+12 >-x2+2x+3 20,
—x2+4x+12>-x2+2x+320,
x=>-4,5.

A 1épések megfordithatok. Az f2 értéke igy is elallithato:
2
20 =ax+2)6-x) - Jax+DHB-x) =
=+ D6 - %) - Jx+2)3 - )2+ 3.

Ebbél lithatd, hogy f2(x) > 3. Egyenldség csak x = 0 esetén igaz. Tehdt f(x)>+/3, azaz f leg-
kisebb értéke /3, és ezt x = 0-ndl veszi fel.

@B a) Az f fiiggvény definicibja igy is frhato: ,
ha -3<x<-1,0<x<3
— 2+ _ 2= x9 ) ) _
foo=la?+ x| - x {—sz—x, ha —1<x<0. P i Gl
3 B 1 3 X




b) A fiiggvény paros, dbrdja szimmetrikus az y tengelyre.

¢) Ez is paros fliggvény, grafikonja szimmetrikus az y tengelyre.




GEOMETRIA — 0SSZEFOGLALAS

Alapvet6 fogalmak — megoldasok

Legyen akétut az e és az f egyenes. Azon pontok, amelyek e-t6] kétszer akkora tdvolsdgra vannak,
mint f~tdl, lehetnek a két egyenes kozott, és lehetnek f dltal meghatdrozott azon félsikban,
amelyik nem tartalmazza e-t.

Ezek a pontok az dbran 14that6 e-vel és f-fel parhuzamos g, és g, egyenesek pontjai.

Hasonldéan azon pontok, amelyek f-t6l kétszer akkora tdvolsdgra vannak, mint e-t6l, az e-vel
és f-fel parhuzamos g5 és g, egyenesek pontjai.

Az adott tulajdonsdgu pontok az dbrdn pirossal jelolt pontok. u
2¢cm
6cm
6cm 2¢cm

Az adott tulajdonsagud pontok az dbran pirossal jelolt pontok.

A 2010 pontot ugy kell megadni, hogy egy gomb feliiletén helyezkedjenek el.

A térben ezek a pontok egy hengerpaldston, vagy az azt lezard két félgombon helyezkedhetnek el.



a) A 10 pont a térben (10

2) egyenest hatdroz meg.

b) A 10 pont a térben (130 ) haromszoget hatdroz meg.

Egy tetraéder lapjainak sikjai 15 részre osztjdk a teret.

a) A szdg nagysdga: 100°
b) A szdg nagysdga: 130°.

a) Akeresett szogek: 36° és 54°.
b) A keresett szogek: 60° és 30°.

A 48°-0s szognek a szogfelezdje a masik parhuzamos egyenest 24°-0s szogben metszi.

A szogek nagysaga: 75° és 105°.

A négy szogfelezd egyenes téglalapot hatdroz meg.

A visszavert fénysugdr 40°-o0s szogben fordul el.

Az oldalfelez6 merdlegesek metszéspontja éppen a 10 cm-es oldal felez&pontja, tehat a tavolsag 0.
A BC oldal a metszéspontbdl 125°-0s szogben latszik.

A haromszog oldalainak hossza:
6 6

a= +——=15,72 cm,
tg35° tg40°

b=L+Lz29,54cm,
tgl5®  tg40°

6 6 =~ 30,96 cm.

c= +
tg15°  tg35°
A telek negyedik oldala 30 m.
A négyzetes oszlop alaplapja a testatldjaval 54,74°-0s szdget zar be.

A szabalyos négyoldald gula
a) alaplapja az oldaléllel 79,98°; b) alaplapja az oldallappal 82,87°;
c) két szemben lev§ oldallapja 14,26° szbget zar be.

A szabalyos oktaéder cstcsainak szdma hat, ezért a csicsokon dthalad6 egyenesek szama: (g)

@ - (125) =105.

Az A csticson dthaladd 5 egyenes koziil kettSt G) =10-féleképpen valaszthatunk. A kedvezd esetek
szdma 10.

Az Osszes eset szama:

Igy annak a val6szintisége, hogy mind a két kivélasztott egyenes dthalad az oktaéder A csdcsan:
10 2

— ==20,096.
105 21



Egy kocka cstcsai 56 haromszoget hataroznak meg.

Ezek kozott a hdromszogek kozott azok szdma, amelyeknek
minden oldala a2 hosszisdgu, a kocka csticsainak szdmdval

2
8.w=4a2.\/§_

EFE) Egy a éld kocka nyolc csdcsa koziil harmat @) = 56-féleképpen vdlaszthatunk ki.

egyezik meg, azaz 8 darab ilyen hdromszog van. Teriiletiik ‘v»
Osszege:
a

Azon hdromszogek szdma, amelyeknek két oldala a, egy pedig
a2 hossziisagi, a lapok szdmanak a négyszeresese, azaz 24.

Teriiletiik Osszege: )

24— 1242
2

Azon haromszogek szdma, amelyeknek oldalai a, a2 és av/3

Osszege:

24-“';*/5:12612-\/5.

A haromszogek teriileteinek az dsszege:

a
a
hosszisdgiak, az élek szdmanak a kétszerese, azaz 24. Tertiletiik "
a
a

402 -3 +12a2+12a% 2 =4a® - (V3 +3+342) =

=400 (/3 +3+32) = 3589,88 cm?

EFD Jelslje a mellékelt dbréan a kit helyét K, a fa helyét F.

A virdgdgyas pontjai az F kozéppontd 3 méter sugard koron
beliil azok a pontok, amelyek a KF' szakasz felez6merdlegesének
K pontot tartalmazé félsikjdban vannak.

A virdgédgyés egy r =3 m sugaru korszelet teriilete. A korszelet

a kozépponti szogét a TFA derékszogl haromszdgbdl szamit-

hatjuk: a 2

cos—=— = «a=96,38°
2 3

A virdgéagyas teriilete igy szamolhato, hogy az o kdzépponti szogl
korcikk teriiletébdl kivonjuk az ABF haromszog teriiletét:

P2 . O rlsing 9638 32-s5in6,38°

T
360° 2 360° 2

Ia . ;
o

~3,10 m2



@F3 A park kozéppontja legyen O, egy oldala AB.
Az ABO derékszogli haromszog befogdinak B
hossza 30 m, illetve 50 m. - : )
Mivel O ponttdl a sétany 40 méterre halad, az O
kozéppontd, 40 m sugari kor az AB oldalt egy
belsé D pontban metszi, igy a sétany két koriv.

A koriv hosszanak kiszdmitdsahoz sziikség van
az v 0 kozépponti szogére.

Az dbra jelolései alapjan az o szoget az AOB
derékszogil haromszdgbdl szdmolhatjuk:

wa=2 =  a~59,04°
30 “aeenees

A BOD hiromszogben ismert két oldal és a hosszabbikkal szemben lev§ szog. A szinusztétel alap-
jan a B szog szamolhato:

sinf 30

§in59,04° 40

(A B tompaszog nem lehet, mert nem a leghosszabb oldallal szemkozti sz6g.)

= sinﬁ=%-sin59,04" = [=40,03°

A BOD hiéromszdg y szoge:
180° — 59,04° — 40,03° = 80,93°.

Mivel a rombusz 4tl6i merdlegesen metszik egymast:
g =90°-80,93°=9,07° = §=18,14°

Az egyik sétdny hossza:

18,14°

(o]

l=2-r-n’-i:2-40-7r =~12,66 m.
360°

A tengelyes szimmetria miatt a masik sétdny hossza is 12,66 m.

@¥) Az AC és BC oldalegyenesektdl egyenld tavol

1évS pontok halmaza a haromszog C csticsdnal » ThmeE

1év6 kiilsS és belsd szogfelezdk. A kiilsG szog-
felezS egyenese legyen e, a bels6 szogfelezs ’ :
egyenese f. K

Az A és B csicsoktdl egyenld tavol 1évS pontok
halmaza az AB oldal m oldalfelez6 merdlegese. g

a) Mivel AC # BC, a belsd szogfelez6 nem eshet \
egybe az oldalfelez6 merdlegessel. Ez azt \
jelenti, hogy a két szogfelezének az oldal-
felez6 merdGlegessel egy-egy metszéspontja
van, tehat két olyan pont van, amely a hdrom-
szbg AC és BC oldalegyeneseitdl, valamint
az A és a B csucstdl is egyenld tavol van.

Az m-nek f-fel vett metszéspontja legyen F, e-vel vett metszéspontja E.

sz oz

b) Ismert, hogy egy haromszog belsé szogfelezje és a szemben 1€v§ oldal felezGmerdlegese
a hdromszog koré irhatd koron metszik egymadst, vagyis az F' pont rajta van a haromszog koré
irhat6 koron.



A kor AB hurjanak m felezémerdlegesére illeszkedik a kor egyik atmérdje.

Egy szognek és mellékszogének felezGje merdleges egymasra, tehat e merdleges f-re.

Ezek alapjdn az m, f és e egyenesek derékszogl haromszoget hatdroznak meg. Ennek a derék-
sz0gl haromszognek a C-nél van derékszoge, amely az atfogd F csucsdval egyiitt rajta van
az ABC héromszog koré frhaté korén.

A Thalész-tétel megforditdsa értelmében a haromszog E csucsa is pontja ennek a kornek, és
az FE tdvolsdg az ABC hdaromszog koré irhat6 korének dtmérdje.

A két metszéspont tdvolsdga 20 cm.

Az ABCD téglalap oldalainak hossza AB=18 m és BC =12 m,

@) a) Ahdromszdg AB oldala, a haromszog A csticsdbol kiinduld

és az atlok metszéspontja O. DR L ¢
A téglalap sikjdban a szemben levé A és C csucsoktol egyenld ; i
tdvol 1év6 pontok halmaza az AC 4tl6 felez&merdlegese. Ez az

egyenes az AB oldalt egy P pontban metszi. Legyen AP = PC =x. 0) X 12

A PBC deréksz6gi haromszog dtfogdja x, egyik befogdja 18 —x,

masik befogéja 12. A haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt: y 5 X F;{ 5
18-x

x>=(18-x2+122 = x=13.
Az AB oldalon a B cstcstdl 18 — 13 =5 méter tavolsagra taldlhaté egy, a feladat feltételeit kielé-
gité pont.
A tengelyes és kozéppontos szimmetria miatt a telek hatdrdn négy pont van (P, Q, R és §), ame-
lyek a telek valamely két szemkozti sarkatol egyenld tavol vannak.
A négy pont koziil kett-kett a telek hosszabbik oldaldn helyezkedik el, a sarkoktdl 5 m tdvolsdgra.

A P pontnak a téglalap AB, BC, CD és AD oldaltdl vett tdvol-

sdga rendre legyen a, b, ¢ és d. : 7 ¢
A téglalap csucsainak P ponttdl vett tdvolsagai a Pitagorasz- ' \
tétellel a, b, c és d segitségével megadhatdk: 10 ic
102=c2 4 d2, 5
52=a+d? D GP b A
’ Il T
112=4a% + b2 A B

A PC =+/b? + 2 tdvolsagot kell meghatdroznunk.

Az el6bbi egyenletek koziil az elsét és harmadikat adjuk 6ssze, majd az dsszegbdl vonjuk ki
a masodikat.

A 196 = b? + ¢? bsszefiiggéshez jutunk, ahonnan PC = 14 adédik.
Atéglalap C csticsaa P ponttdl 14 cm tdvolsdgra van.

belsd szogfelezGje és a B csicsbdl a belsd szogfelezdre bocsa-
tott merdleges egy fél szabédlyos haromszoget hataroz meg.
A fél szabalyos haromszog rovidebbik befogdja az AB étfogd
fele, ami a B csicsnak a szogfelez6tl vett tavolsaga, vagyis
5cm.

Hasonléan adédik, hogy C csdcsnak a szogfelez6tdl vett ta-
volsdga 4 cm.




b) Az ABC hiaromszog harmadik oldala koszinusztétellel szdmolhaté:
BC?=102+82-2-10-8-cos60° = BC=2V21 (=9,17).

Egy hdromszog belsé szogfelezdje a szemben levd oldalt a szomszédos oldalak ardnydban
osztja. Tehdt az A cstcsbdl kiindul6 belsd szogfelez a BC oldalt

2m-l=@z5,09 cm-es  €s 2\/ﬁ-i=iz4,o7 cm-es
10 +8 9 10+38 9

részekre osztja.

@ED) Az ABC hédromszog belss szogfelezdinek met-
széspontja a hdromszog beirt korének O kozép-
pontja. A hdaromszog szogei «, B és v, tovabba
legyen oo > 3> y.

Egy haromszogben nagyobb szdggel szemben
nagyobb oldal van.

A BOC hiaromszogben:

Bsv o oc=os
2 2
Az AOB hiaromszogben:

“sB  _ oBsoa
252

Tehét az O kozépponttdl mért tdvolsdgokra fennall:
OC = OB = OA.

Egy haromszog beirt korének kozéppontja attdl a csicstdl van a legtavolabb, amelyik csicsndl
a legkisebb szog van.

@ED A hdromszog A, B és C cstcsainak a sikra esé merGleges vetiilete legyen rendre A, B’ és C’.
A hdromszog BC oldaldnak felezGpontja F, a hdromszog sdlypontja S, és ezek merdleges
vetiiletei F” és S’

A BB’C’C négyszog trapéz, amelynek kozépvonala FF’, igy hossza az alapok szdmtani kozepe:
6+9 15

FF’ .
2 2

Az AAF’F négyszog szintén egy trapéz, az alapjainak hossza 3 cm és % cm.

Egy hiaromszog sulypontja a silyvonalnak a cstcstdl tdvolabbi harmadolépontja. Tehat az AAF’F
trapéz szdrainak a hosszabbik alaphoz kozelebbi harmadolépontjait 6sszekots szakasz hosszét



keressiik. A trapézban hizzunk parhuzamost az A csticson keresztiil az AF’ szarral. Ez a parhu-
zamos az SS’ szakaszt S”, az FF’ szakaszt F” pontokban metszi. Az AS”S és AF”F hirom-
szogek hasonléak, mivel szogeik paronként egyenlék. A megfelel§ oldalak hosszdnak ardnyat

felirva:
S8T_AS 55”:£.FF”:3.(§_3J=3 = S5 =S5"+57S'=3+3=6.
FF" AF AF 3 (2

A haromszog sulypontjanak a siktdl vett tdvolsdga 6 cm.

E@EBD Az A, illetve B pontoknak a két sik metszésvonaléra es6 merd-
leges vetiilete legyen A, illetve B’.

Mivel az AA’* egyenes merdleges a B-t tartalmazd sikra, tehat
merdleges a sik Osszes egyenesére, igy A'B-re is. Ez alapjan
az AAB haromszognek az A’-nél 1év§ szoge derékszog. Thalész
tételének megforditdsa alapjan a derékszogl csucs rajta van
AB Thalész-korén. Tehat az A pontnak az AB szakasz F felez6-
pontjatdl vett tdvolsdga:

ﬁ=10cm.
2

Hasonléan a BB’ merGleges az A-t tartalmazd sikra, tehat merdleges a sik 0sszes egyenesére, igy
AB’-re is. Tehat a BB’A derékszogl haromszogben a B’ csucsnak az AB szakasz F' felezGpontjatol
vett tdvolsdga szintén
& AB
—=10cm.
2

@EB) Egy szabdlyos tszog oldalegyenesei a sikot 1 +3-5 = 16 részre
osztjak.
Az 6tsz0g alapu egyenes hasdb alap- és fedSlapjanak sikjai pér-
huzamosak egymadssal, igy a térben ez a két sik az oldallapok
sikjaival 3-16 =48 térrészt hoz létre.

E@ED Az a oldalu szabdlyos tetraéder magassaganak hossza m = a\/g.

A szabdlyos tetraéder magassagai egyben a stlyvonalai is, amelyek negyedelve, a silypontban
metszik egymadst. A szabdlyos tetraéder sulypontja a tetraéder minden csicsatol

3 3 /2 N6

—m=—-a.|l—=a -—

4 4 3 4
tdvolsagra van.

Mivel a = 12, ez a tivolsag: 36 (cm).
Egy 12 cm éld szabdlyos tetraéder stlypontja a tetraéder minden csticsatdl 36 cm tavolsagra van.

2o 2

@ED Egy iddpillanatban a labda kdzéppontjdnak a tdvolsdga a pad élétSl a labda aktudlis sugaranak
hossza. A kdozéppontnak a faltdl vett tdvolsdga ekkor szintén sugarnyi. Ezért a kozéppont egy olyan
parabolaiven mozgott, amelynek vezéregyenese a fal egyenese, fokuszpontja a pad élének pontja.



E@ED Az x oldali ABC szabalyos hdromszog A, B
és C csucsan dthaladé egyenesek legyenek
rendre a, b és ¢ ugy, hogy az a egyenes b és ¢
kozott halad. Az A csticsnak b és ¢ egyenesre
vonatkoz6 merdleges vetiiletei legyenek E €s F,
a B cstcsnak ¢ egyenesre vonatkozd merdleges
vetiilete G.

Az AFC derékszogli haromszogbdl Pitagorasz
tétele alapjan:

FC=x?-32

Ugyanigy az AEB, illetve a BGC hiromszdgbdl:

EB=\x>-12 & CG=+x*>-42
Mivel EB = FC + CG, x-re a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

Jx2-1=x2-9+x2-16.
Négyzetre emelések és rendezések utdn:
0=x?-(3x>-52).

Mivel x haromszog oldala, igy csak pozitiv érték lehet:

e /2 _ 156
3 3

= 4,16 cm.

A haromszog oldala

\156
3

ey Egy a oldald szabdlyos ABC hidromszdg P belsd pontjanak
az oldalaktdl vett tdvolsdga legyen x, y és z.

A haromszog teriilete felirhaté az ABP, BCP, illetve ACP hirom-

szogek teriiletének Osszegeként és az a-a-sin60® Osszefiig-
2 1' 2
géssel:
a-x a-y a-z ada*-\3
—t—+—= ,
2 2 2 4

x+y+z:§:9\/§(cm).

Az ABCD szabalyos haromoldald gila ABC alaplapjdnak egy
belsé P pontjaban az alaplapra éllitott merdlegesnek az ABD
sikkal vett P; metszéspontjdbdl allitsunk merdlegest az AB alap-
élre. A merGleges talppontja legyen C’. A hirom merdleges egye-
nes tétele alapjdn C°P egyenes is merSleges AB-re, tehdta PC’P
szOg a gula alaplapjdnak és oldallapjanak bezdrt szoge, vagyis 45°.
A P,C’P derékszogl hdromszogben:

% =1g45° = PP =PC’-tg45°=PC’ =x.

Hasonléan: PP, =y és PPy =z. A PP;, PP, és PP; szakaszok hosszdnak Osszege:
PP+ PP, + PPy=x+y+2z=9%3.
A PP,, PP, és PPy szakaszok hosszdnak osszege 93 cm.



Geometriai transzformaciok — megoldasok

A kitoltott tablazat:
Identikus Tengelyes Forgatas Eltolas
transzformacio tiikrozés (mely nem identitas) (mely nem identitas)
Fixpontok minden pont a tengely pontjai a forgatas kozéppontja nincsen
Fixegyenesek minden egyenes a tengely nincsen nincsen
o = k-180°
atengely (k egész szam) esetén az eltolas
Invarians egyenesek minden egyenes és a ra meréleges a centrumot tartalmazé  vektoraval parhuzamos
egyenesek egyenesek, kiilonben egyenesek
nincsen
kor, melynek . .
Példa invarians korre minden kor k6zéppontja a tengelyre a centrurpﬁ!;g;eppontu nincsen
illeszkedik
Szogtarto igen igen igen igen
Tavolsagtarto igen igen igen igen
Egyenes és képe . PT— o .
parhuzamos? igen nem feltétlendl nem feltétlendl igen
Koriiljarasi iranyt igen o igen igen

megtartja?

MegfelelS egybevagdsagi transzforméaciok példaul:

1. A két kor kozéppontjat 6sszekots szakasz felezGmerdSlegesére vonatkozé tengelyes tiikrozés.

2. A két kor kozéppontjat 0sszekotd szakasz F felezGpontjara vonatkoz6 kdzéppontos tiikrozés.

sz

3. Az egyik kor kdzéppontjabol a masik kor kozéppontjdba mutatd vektorral torténd eltolds.

a) Hamis.
e) lgaz.

b) Igaz.

f) Hamis.

c¢) Hamis.
g) Igaz.

d) Hamis.

h) lgaz.

a) A szabdlyos 13 oldald sokszognek 13 szimmetriatengelye van. Ezek kozott egyetlen olyan
sincsen, amely tartalmazza a sokszog valamelyik atléjat.

b) A szabdlyos 14 oldald sokszognek 14 szimmetriatengelye van. Ezek kozott 7 olyan van,
amelyik a sokszog valamelyik atl6jat tartalmazza.

A paralelogrammak koziil a téglalapok €s a rombuszok tengelyesen szimmetrikusak.

A deltoidok koziil a rombuszok kdzéppontosan szimmetrikusak.

a) Igen. Ha a trapéz téglalap, akkor barmelyik oldalegyenesére is tiikrozziik, szintén téglalapot,

igy persze paralelogrammat kapunk.

b) Igen. A trapézt a rovidebb alap egyenesére tikkrozve konkdv hatszoget kapunk.

c) Igen.
d) Igen.

e) Nem. Egy ilyen rombusznak csak két szimmetriatengelye van, a két atl6t tartalmazé egyenes.
Ezek viszont a rombuszt nem trapézokra, hanem hiaromszogekre bontjdk.



a) Igen. Ha az egyik szar felezGpontjara tiikroziink, akkor paralelogrammat kapunk.

b) Igen. Konkdv hatszoget kapunk, ha a rovidebb alap felezGpontjara tiikroziink.

c) Igen. d) Igen. e) Igen.

A kialakul6 nyolcszdgnek két, egymdsra merdleges szimmetriatengelye van, ezek a téglalapnak is
szimmetriatengelyei.

A nyolcszog kdzéppontosan is szimmetrikus (ezért persze forgasszimmetridt is mutat), kozéppontja
a téglalap kozéppontjaval egybeesik.

a) Az egyes forgatasok a kiinduldsi alakzatot a kovetkez§ helyzetbe viszik.

b) Az ébrakrol leolvashatd, hogy a lila sikidom a négyzet teriiletének 25%-a.

a) Az x tengely mentén 2 egységgel torténd eltolds, majd az x tengelyre vonatkozd tengelyes
tiikrozés, végiil az y tengely mentén 1 egységgel torténd eltolds.

b) A hozzarendelési szabaly: x> |x +2| - 1.

c¢) Ahozzirendelési szabdly: x> —|x+ 1] - 1.

a) lgaz. b) Hamis. c¢) Hamis. d) Hamis.
e) lgaz. f) lgaz. g) Hamis.
Az atfogo hossza 17 cm, a befogdk hossza 2,6 cm és 16,8 cm (A =0,2).

a) Bels6 hasonldsagi kozéppontu kicsinyités. (A pontot és a képét a hasonldsdgi kozéppont elva-
lasztja, | Al < 1.)

b) Kiils6 hasonldsagi kozéppontd nagyitds. (A pontot és a képét a hasonldsdgi kbzéppont nem va-
lasztjael, A > 1.)

¢) Belsd hasonldsagi kozéppontd nagyitas.
. . 1
Az eredeti 0tszog legkisebb oldala 14 cm, ezért A = 5

A kérdezett 6tszog tobbi oldala: 15 cm, 14 cm, 10 cm, 21 cm.
a) Igen, 1 :%. b) Nem.

K, =12 cm, ezért A =2. Akeresett haromszog oldalai: @’ =8 cm, b’ =10 cm, ¢’ =6 cm.

A négyzetek oldalait jelolje a és a’.
a)a=9cm, a’ =18 cm; b)a=12cm, a’ =15cm.

A hasonlésdgi ardny és a felszinek ardnya:
VT L g gy A
vV 8 2 A

NN



A kitoltott tablazat:

a b G
3cm 5cm 4cm
D-222om  4om  3sem
2cm 4 cm 2,15cm
3,2cm 5,6 cm 4 cm

Alkalmazzuk a pdrhuzamos szelSk tételét:
BP_AD 3

%:6,67 cm %=5,625 cm  15¢m

6,3cm 2,5¢m 7 cm
4,3 cm 3cm 9cm
7cm 4 cm 11 cm

BE AE BE 12+BE’

A keresett szakasz hossza: BE=0,9 dm =9 cm.

Alkalmazzuk a szogfelezGtételt:

a;=333cm, a,=2,67cm; by=3cm, by=5cm; c¢;=429cm, c,=5,71 cm.

Az AB szakaszt 6t egyenls részre kell osztani. A szerkesztés
menete az dbrdn nyomon kovethets. A szabdlyos 0tszog oldala
az AP, szakasz hosszdval egyezik meg.

a) A feladathoz készitett abra:

P

b) A 13-as tuton az elsd ttkeresztezddés tavolsaga a telepiilés koz-
pontjatdl: 5 s
222 bbsl  a=4,17km.
5 3

c) A feltételek szerint x = 7 km. Ebbdl kovetkezik, hogy % = %,

amibdl y = 11,2 km. A két ut kozott tehat 11,2 km a tdvolsdg
a hosszabb 6sszekot§ uton.

a) A kiegészit6 hairomszog egyenld szaru, alapja 6 cm, szarainak hossza % = 4,67 cm.

b) Atrapéz 4tli 2:5 ardnyban osztjak egymast.

a) A t6 teriilete a valésdgban 0,14 km?2.
b) A6 teriilete a térképen 0,875 cm?.

A tejfol ara koriilbeliil 0,69 €.

a) Anégyzetek oldala 6 m, 10 m, illetve 14 m.
b) A kockédk élének hossza 3 m, 9 m és 24 m.



@M a) Az EGHJKM hatszog tengelyesen szimmetrikus, tengelye
az ABC haromszog ¢ tengelyével esik egybe.

b) A CKJ hiromszog hasonlé a CAB hiromszoghoz (szogeik

fi s 1 c
megegyeznek), a hasonldsag ardanya rE ezért:

KJ:l-AB.
4

A szogek egyenldsége okdn az MAE és HGB haromszo-
gek is hasonlok a CAB haromszoghoz, amibdl:

ME=L1.BC & HG=1.aC.
4 4

Az EGHJKM hatszog keriilete:
Kecrnixkmy =MK + KJ +JH + HG + GE + EM =

=§-AB+§-AC+§-BC=§-(AB+AC+BC).
4 4 4 4

Ez utébbi mutatja, hogy a hatszog keriilete az ABC hdromszog keriiletének %—szerese.

¢) Mivel a hasonl6 sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsdg ardnydnak négyzete, ezért:

1 1 1
Tex;=— Tiges, Tyap=—"T és  Tycp=— Tigc-
CKI = g 1ABC MAE = ¢ " tABC HGB = ¢" 'ABC
A kiszamolt teriiletek 6sszegét az ABC hdromszog teriiletébdl kivonva azt kapjuk, hogy:
13

TeGrikm = E “Thpe-

1
A hatszog teriilete az ABC hdromszog teriiletének %—szorosa.

a) Ha a két vdgas merGleges egymdsra és mindkett dtmegy
anégyzet O kozéppontjan, akkor az dbra az O kozépponti o
k-90%o0s (k egész szdm) forgatdsokra nézve invaridns, igy
példdul a DFOE négyszoget az O pont koriili 90°-os for-

gatds az AGOF négyszogbe viszi at, ezért a két négyszog ('0
teriilete megegyezik. Nyilvanvaldan a tobbi keletkezd négy- £

szog teriilete is ugyanakkora, mint a DFOE négyszdgé.

b) Tegyiik fel, hogy az EG és FH egyenesek (melyeket az dbran .
szaggatott vonalak jelolnek) egyenld teriiletd részekre bontjak b “;‘E /(-:/ 5
az ABCD négyzetet. Ebbdl kovetkezik, hogy az EDAG és 4
GBCE trapézok teriilete megegyezik (épp az ABCD négyzet o
teriiletének fele). Ha a négyzet oldala a, akkor a teriiletek (10
egyenlGségébdl: fl )
ED+AG _GB+CE ~;;, .
2 2 ’ g L
ED + AG =GB +CE. A LA



a) Atiikorképek az dbra jeloléseinek megfelelGen

b) Az a) feladat eredményei alapjdn a BO,CO,

Mivel az utolsé egyenlGségben szereplS négy szakasz hosszanak Osszege 2a, ezért:
ED+AG=GB+ CE=a.

Azonban az is teljesiil, hogy:

ED+EC=GB+AG=a,
igy:

AG=EC és ED=GB.
Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy GB az ED (tovabbd AG az EC) szakasz O pontra vonatkozd
tiikorképe, ezért EG sziikségképpen dthalad a négyzet O kozéppontjan. Hasonldan bizonyithatd
az FH egyenesre is.

Mir csak azt kell megmutatnunk, hogy az EG egyenes merdleges az FH egyenesre. Ha ez nem
teljesiilne, akkor az O pontban az EG egyenesre emelt merdleges az F-t6l kiilonbozs F”, illetve
a H-t6l kiilonb6z6 H’ pontokban metszené az ABCD négyzet oldalait. Az a) feladat ered-
ménye alapjdn az EDF’0O négyszog teriilete az ABCD négyzet teriiletének negyedrészével lenne
egyenld. Ekkor azonban az EDFO négyszog teriilete szemldtomdst nagyobb lenne (vagy ha F'
a DF’ szakasz belsd pontja, akkor kisebb), mint az EDF’O négyszog teriilete, de azzal semmi-
képpen nem lehetne egyenld, ezért az EG és FH egyenesek nem oszthatjdk egyenld teriiletd
részekre az ABCD négyzetet. Ez mutatja, hogy EG és FH valéban merSlegesek egymadsra.

0,, 0, és 05. Atiikrozés tavolsdgtarto, ezért
a BO,CO,AO; hatsz6g minden oldala a BO,
CO vagy az AO szakaszok valamelyikével
egyenld hosszisagi. Mivel a felsorolt szaka-
szok mindegyike az ABC haromszog koré
irhat6 kor egy-egy sugara, ezért a kapott hat-
sz0g minden oldala egyenld hosszu.

CO,AO és AO;BO négyszogek oldalai meg-
egyeznek, ezért mindegyik rombusz.

¢) Az AOCX az ABC héaromszog koré irhat6

korben a B-t nem tartalmazo koriven nyugvo kézépponti szog, ezért a keriileti és kozépponti
szogek tétele alapjan:

AOCX =2 = 140°
Ugyanilyen megfontoldsok alapjan:
BOC¥=20=130° és AOBx=2y=90"
A tiikrozés szogtart6 tulajdonsdga alapjan:
BOC<=BOCX=130°% AO,CX=A0C%=140° és AO;B¥=A0B%=90"
Az OBC< tiikorképe a BC egyenesre vonatkozéan az O;BC<, tovabbd az OBA< tiikorképe
az AB egyenesre vonatkozdan az O;BA<, ezért:
O3B0 ¥ = O;BAS + B+ O;BCX miatt O3BO;<=0BA¥+ 8+ OBCX=28=140°

Ugyanigy:
0,CO,¥=2y=90° és O,AO;¥ =20 =130

A kialakul6 hatszog szemkozti szogei megegyeznek, a kiilonboz§ szogek nagysaga 90°, 130°,
illetve 140°.



d) Akialakuld hatszog teriilete kétszerese az ABC haromszog teriiletének. Az ABC haromszdgben
a szinusztétel alapjan: AC = 6,22 cm.

Az ABC hdromszog teriilete:

Type =Mz 13,19 cm?2

A kialakul6 hatszog teriilete koriilbeliil 26,38 cm?.

T a) A megadott pontokat paralelogrammava kell kiegésziteni. Ezt 3 kiilonbdz6 modon tehetjiik meg

attol fiiggben, hogy az ABC haromszog melyik oldala lesz a paralelogramma atléja.

Ha a paralelogrammédnak BC az egyik 4tldja, akkor a BC szakasz H(3,5; 4) felezGpontja
a paralelogramma kozéppontja, ezért negyedik csicsa az A pont H-ra vonatkozd tiikorképe
(1. abra). Ebbdl kovetkezik, hogy a paralelogramma hidnyz6 csicsa A'(4; 10).

A 2.és a3. dbra a mésik két paralelogrammat mutatja. Ezek negyedik csticsa B’(—2; —2), illetve
C’(8;-2).

1. dbra 2. abra 3. abra

b) A megadott pontokat 6sszesen 6 kiilonb6z6 modon egészithetjiik ki tengelyesen szimmetrikus

négyszoggé.

Deltoidot haromféleképpen kaphatunk attdl fiiggden, hogy az ABC hdromszog melyik oldal-
egyenese tartalmazza a deltoid szimmetriaétljat. Ha az AC szakasz a deltoid szimmetriadtldja,
akkor a hidnyz6 cstcs éppen a B pont AC egyenesre vonatkozo tiikorképe (4. dbra). Az AC
egyenes egyenlete 3x + y =7, a B ponton dtmend, AC-re merdleges egyenes egyenlete pedig
x — 3y =-6. Akét egyenes metszéspontja K(1,5;2,5). A deltoid negyedik csticsa a B pont K-ra
vonatkoz0 tiikorképe, azaz B’(-3; 1).

A masik két deltoidot az 5. és a 6. dbrak mutatjak. A hidnyz6 csticsok koordindtdi A’(3; 10)
és C’(9; 0).

-

-5 -5

4. dbra 6. dbra



Hurtrapézokbdl szintén 3 taldlhat6 attdl fiiggden, hogy az ABC hdromszog melyik oldala
az egyik alapja. Ha az AB szakasz, akkor a trapéz szimmetriatengelye az AB szakasz felez6-
merdGlegese: x + 2y = 6,5. A mdsik alapot tartalmazo egyenes dtmegy a C ponton és parhuza-
mos az AB szakasszal, ezért egyenlete y = 2x + 2. A kapott két egyenes metszéspontja, azaz
a H(0,5; 3) pont, a révidebb alap felezGpontja (7. dbra). A hirtrapéz hidnyzo csiicsa C’(0; 2).
A tovabbi hurtrapézokat a 8. és a 9. abrak mutatjak. Ezek hidnyzo csicsa B’(7; 1) és A'(4; -2).

7. abra

8. dbra

() a) Az ABDB’ négyszog tengelyesen szimmetrikus, szimmetria-
tengelye az AD atl6t tartalmazd egyenes.

b) Mivel a szimmetriatengely tartalmazza a négyszog egyik
atlojat, ezért az ABDB’ négyszog deltoid.

c) Az els6 hajtogatds az ABC haromszog AD szogfelezGje mentén

tortént.

d) Afeladathoz tartoz6 1. dbra alapjan:

valamint

AC =182 +82=2-/97 =19,70 cm,

tg ABCS = % =2,25 = ABCY=66,04°

Az ABC hdromszogben a szogfelezStétel alapjan:

BD_ 16
DC 19,70

= BD=8,83cm.

19,70 cm

9. dbra

.\ 1970 em
%D

16 cm

Az ABDB’ deltoid teriilete kétszer akkora, mint az ABD haromszog teriilete, ezért:

Typpp =2+

AB - BD - sin ABD<.

A maddrtorzs teriilete koriilbeliil 129,11 cm?.

a) Az ABO és FGO haromszdgek hasonléak, mert mindkettd

sz

derékszogt, és az O csucsndl 1évs szogeik csicsszogek

b) Mivel az ABCD négyzet teriilete négyszer akkora, mint a BEFG
négyzet teriilete, tovdbba hasonlé sikidomok teriiletének
ardnya a hasonlésdg aranyanak négyzete, ezért az ABCD
négyzet oldala 12 cm. Ekkor az ABO és FGO haromszogek
hasonlésdganak ardnya 2:1, ezért az O pont a BG szakasz
G-hez kozelebbi harmadolépontja. Ebbdl kovetkezik, hogy
OB=4cm, OG=2cm¢és OC =8 cm.

~16-8,83-5in66,04°= 129,11 cm?

D C
G F
) :er\’ -
A 12 B 6 E



Az O pontnak a négyzetek tovabbi csicsaitél mért tdvolsagat Pitagorasz tételével szamolhatjuk:
OA=4J10 =12,65cm, OE =213 =7,21cm,
OF =2J10 =6,32cm, OD=4/13=14,42 cm.

¢) Akis négyzetet az O pontra vonatkozo A =-2 ardnyud kozéppontos hasonldsaggal lehet a nagy
négyzetbe dtvinni.

a) Mivel ismert, hogy
OF_0G _1
OA OB 4
ezért a parhuzamos szeldk tételének meg-
forditdsa alapjdn F GllAB-vel. Hasonl6an:

oC 0D 1

OH oI 2
ebbdl kovetkezik, hogy HIllCD.
Az ABCD trapézban AB||CD, ezért FG és
HI egymassal parhuzamos szakaszokkal par-
huzamos, amibdl persze azonnal kovetkezik,
hogy FGllHI, igy az FGHI négyszog valo-
ban trapéz.

’

Megjegyzés: A parhuzamos szelSk tételének megforditdsa helyett hivatkozhatunk az OFG
és OAB, illetve az OCD és OHI haromszogek hasonldsdgdra is (egy szog kozos, és a szoget
kozrefogo oldalak ardnya egyenld).

b) Az OCD és OAB hiaromszogek hasonldk egymashoz (szogeik paronként egyenldk), tovabba
AB =2-CD, ezért haaz OCD hiaromszog CD oldaldhoz tartoz6 magassadg m, akkor az OAB
haromszog AB oldaldhoz tartoz6 magassag 2m (1d. abra).

Ebbdl adéddéan az ABCD trapéz teriilete:

Tuscp :% (m +2m)=18m.

A parhuzamos szel8szakaszok tételébdl (vagy az OFG és OAB haromszogek hasonlosagabol)
adddik, hogy:

FG:%-AB:Zcm,
ezért az OFG haromszog FG oldaldhoz tartozd magassdg az OAB haromszog megfelel6 magas-
sdgdnak (azaz 2m-nek) a negyede, vagyis %

Hasonl6an igazolhatd, hogy HI =8 cm, és az OHI haromszogben a HI oldalhoz 2m hosszi
magassag tartozik.

Az FGHI trapéz magassaga:

teriilete pedig:



Ha a DP egyenes az AB egyenesta G pontban

Az FGHI és ABCD trapézok teriiletének ardnya:

5,
Teour _ 2 _25
Tascp  18m 36

¢) Haaz ABCD trapéz alapjai AB =a és CD = ¢, akkor FG =— és HI =2c. Haaz OCD héarom-

ISEESES

sz0g CD oldaldhoz tartoz6 magassdga ezdttal is m, akkor az OAB hdromszog AB oldaldhoz

2. m hosszid magassag tartozik, ezért az ABCD trapéz magassaga (1 + 2) -m. Az FGHI trapéz

c
magassaga:

C

1 (a ) 8c+a
2m+—-|—-m|= -m
4 \c 4c

A két trapéz teriiletének egyenlGségébdl:

a
a+c a Z+2c 8c+a
2 4c

C

Az egyszertsitések elvégzése, valamint mindkét oldal 4-gyel val6 szorzdsa utan:
16(a + ¢)? = (a + 8¢)>.
Az alapok pozitivak, mindkét oldalbdl gyokot vonhatunk az abszoltt érték megjelenése nélkiil,

18y 4(a+c)=a+ 8c.

A zarojel felbontdsa utdn végiil pedig 2= % adddik. Ahhoz, hogy a két trapéz teriilete meg-
c

egyezzen, sziikséges, hogy az ABCD trapéz alapjainak ardnya 4 legyen. Belathatjuk, hogy
feltételiink elegendd is egyben. 3

metszi és BE =7y, akkor a parhuzamos szeld-
szakaszok tételét alkalmazva az AGD<-re azt
kapjuk, hogy:

y_4
20 24°
y=%z3,33cm.

Ekkor:

BF:BE+EF=%+5=? (= 8,33 cm),

FC=20—BF=§ (= 11,67 cm).

Az ABF és KCF haromszogek hasonldk egymashoz (szogeik paronként megegyeznek), ezért:

AB _ KC 20 _KC
BF _ cr 25 35”
33

amibsll KC =28 cm.



GEOMETRIA - 6SSZEFOGLALAS

a) Az ADE, CEF és FBG haromszogek mindegyike derékszogi
és rendelkezik 60°-os szoggel csakigy, mint az ACD harom-
sz0g. Ebbdl kovetkezik, hogy a felsorolt hdromszdgek mind-
egyike hasonl6 a tobbihez.

b) Az ADE derékszogli haromszog atfogdja feleakkora, mint
a hozza hasonldé ACD haromszogé, ezért hasonldsdguk

1 .
ardnya 5 amibdl:
1 1
Tinr=—"Tirn=—"Tip-.
ADE = " 1AcD = g lABC

A két haromszog hasonlésdgabol az is kovetkezik, hogy:

AE:l-AD:l-AC,
2 4

tehat:

CE=3.AC.
4

Ez azt is jelenti, hogy a CEF hiromszog atfogdja %—szerese az ACD haromszog atfogdjanak.

Mivel a két haromszog hasonlé egymdshoz, ezért:

9 9
Tegr=— "Tyep==—= "Typc-
CEF = [ ' ACD = 35" fABC

A két hdromszog hasonl6sagébodl tovabba:

CF = -AD=§-CB,

AW

ezért: s s
FB==-CB==-AC.
8 8

Ekkor viszont az ACD és FBG haromszogek hasonlosdganak ardnya %, amibdl kovetkezik,

hogy:
N o= 2 Top= 21

FBG = ¢y " 1ACD = 58 " 1ABC"
Az ABC hdromszog cstcsaindl ,.kimaradd” részek teriiletosszege:

1,9, 25) 77
8 32 128

Type + Tegr + Trpe = (— + Tapc=15g° Typc-

A tervek szerint a tulipannal teletiltetett rész teriilete:

51
Tperc = 8 Typc»

azaz a teljes virdgdgyasnak koriilbeliil 39,84%-a borul tulipanba.




a) Ha az ABC hiaromszdg oldalfelezd pontjait P, Q és R jeldli,
akkor az ABS haromszog E stlypontja 2:1 ardnyban osztja
az SP szakaszt. Ugyanigy 2:1 ardnyban osztja az F' pont
az SQ, illetve a G pont az SR szakaszokat. Mivel ekkor

SE _SF 2

sP SQ 3’
igy a parhuzamos szeldk tételének megforditdsa alapjan EF és
PQ parhuzamos, és ugyanigy GF parhuzamos RQ-val, illetve
GE parhuzamos RP-vel. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy az
EFG haromszog szogei paronként megegyeznek a POR harom- /
szog szogeivel, igy a két hdromszog hasonlé egymdshoz.
Mivel a POR haromszog oldalai a CAB haromszog k6zép-
vonalai, igy e két hdromszog megfelels oldalai paronként parhuzamosak, ezért hasonldk egy-
mashoz. Ebbdl adéddéan az EFG haromszog is hasonlé a CAB haromszoghoz.

b) Az EFG haromszog oldalai: GF =2 cm, GE=3 cm és EF =4 cm.

¢) Az EFG haromszoget az S kozépponti A, =% aranyu kozéppontos hasonldsaggal lehet a POR

haromszogbe atvinni. A POR haromszoget szintén S kozéppontd, A, =—2 ardnyd kozéppontos
hasonldsag viszi 4t a CAB hiromszogbe. Ebbdl adéddan az EFG haromszoget az S kozéppontd,
A =-3 ardnyud kozéppontos hasonldsaggal lehet a CAB haromszogbe vinni.

Y a) Mivel a DABX és a DCM< szérai paronként merGlegesek
egymadsra, ezért merdleges szard szogpart alkotnak, igy egyenld
nagysaguak (az abran o jeloli). Ebbdl kovetkezik, hogy az
ABD és a CMD haromszdgekben két-két sz6g megegyezik,
igy a két haromszog hasonlé. Mivel mindkét haromszog
atfogdja 8 cm, ezért a két haromszog egybevagd egymassal.
kezik, hogy az o szoggel szemkozti befogdik is megegyez-
nek, azaz BD = MDD = x. Ez azt is jelenti, hogy az MBD derék-
sz0gl haromszog egyenl( szard, azaz MBD< = 45°. Vegyiik
még észre, hogy az ABM haromszog AB oldalédhoz tartozé
magassagvonala megfelezi az AB oldalt, ezért az ABM
haromszog is egyenld szard, amibdl adodik, hogy ABM< = o. Az ABD derékszogi haromszog
hegyesszogeinek 0sszegére:

o+ o +45°=90°
ahonnan o =22,5°. Az ABC hiaromszog szogei ezért 67,5° 67,5° és 45°.

a) Az ABCD négyszog trapéz, melynek alapjai

AB és CD. A forgatds miatt ugyanis:
APB< = CPD¥ = 30°.

Thalész tétele alapjan az APB és CPD harom-

szogek derékszoglek, ebbdl kovetkezik, hogy
PAB< = PCDX = 60°,

amit Ggy is értelmezhetiink, hogy AB és CD

60°-0s szoget zdrnak be ugyanazzal az egye-

nessel, ezért parhuzamosak. Az ABCD négy-

sz0g tehat trapéz.




b) Az APB és CPD derékszogii hdromszogek egyik hegyesszoge 30°, ezért ,,félszabdlyos’” hdrom-
szogek. Az ilyen hdaromszogeket a hosszabb befogét tartalmazé egyenesre vonatkozo tiikro-
zéssel szabdlyos haromszoggé egészithetjiik ki. Ennek megfelelGen:

AB=R, DC=r, m=BD=-3-(R+r),

AB+DC V3
TABCD:T""=7'(R+7)2-

a) A kozéppontokat 0sszekotd OQ egyenesen
két olyan pont van, amelyekbdl kdzos érintd
hizhaté a korokhoz. Ha az dbra jeloléseit ko-
vetve a belsd érint6k metszéspontja P, akkor
az OPF hiaromszog hasonlé QPE hirom-
sz0ghoz, hiszen mindkét haromszog derék-
szogl, tovabbd a P csdcsndl cstcsszogek
alakulnak ki. A megfelel§ oldalaik ardnydra:

PO _OF PO 3

= , azaz ————=-—,

PO OQOF 16-PO 5
amibdl PO =6 cm. A belsG hasonlésagi pont a kisebb kor kozéppontjatdl 6 cm tavolsigra
talalhato.

A koz0s kiils6 érintGket az alabbi dbra mu-
tatja. Az ROT és RQU hédromszdgek hasonlo-
séga alapjén:
RO OT RO 3
—=—, azaz ——=—.
RO QU 16+RO 5

Akapott egyenletbSl RO =24 cm. A két kor
kiils6 hasonl6sdgi pontja a kisebb kor kdzép-
pontjatdl 24 cm tdvolsdgra taldlhato.

2 z

b) A koz6s belsd érintSket tartalmazé dbra EF szakaszdnak hosszdt kérdezi a feladat. Pitagorasz
tételét alkalmazva a POF és PQE hiaromszogekben kapjuk, hogy:

PF =27 =33 (= 5,20 cm),
PE =75 =5J3 (= 8,66 cm).
Az EF szakasz hossza 8/3 = 13,86 cm.

a) A derékszogi haromszog atfogéhoz tartozo B
magassaga a haromszoget két hasonl6 harom- .

szogre bontja, amelyek az eredeti harom- }5 _ D 450

sz6ghoz is hasonlok. Ha BC = a és AC = b, SN

tovabbd a BCT haromszogbe irt kor sugara r,  *°L o] ;

az ACT haromszogbe irté pedig R, akkor a| e
a részhdromszogek hasonldsdga alapjan: m ¢
r_a 3 Q.

s €)) .

A Q pont illeszkedik a derékszogli CTAX c b R 4
szogfelezdjére, ezért CTQX = 45°. Ehhez

hasonléan persze CTO< = 45° is teljesiil, ezért QTOX =45° +45°=90° igy a QOT haromszog
derékszogd.




Az OTD és QTE egyenl§ szaru derékszogli haromszogek hasonldk, ezért megfelel oldalaik

aranyadra:
r _OT

—=— (2
R or 2)
Az (1) és (2) egyenlGségek bal oldala megegyezik, ezért jobb oldalaik is egyenldk, igy:
or _a
oT b

Ez azt jelenti, hogy a QOT és ABC hdaromszogekben egy-egy szog, valamint a szoget kdzre-
fogo oldalak ardnya megegyezik, és igy a hdromszogek valéban hasonlok.

b) Forgassuk el a QOT haromszoget a T pont
koriil —45°kal. Ekkor a T pont helyben
marad, OTB< = 45° miatt pedig az O pont
képe illeszkedik a BC szakaszra.

Mivel .

TOQ¥ = ABCX = j, al”
ezért az OQ szakasz elforgatott képe parhuza-
mos a BC szakasszal. Ekkor viszont az OQ
egyenes az OQ szakasz elforgatott képével
és a BC szakasszal ugyanazt a szdget, éppen
a forgatds 45°-o0s szogét zarja be.

C A

Osszefoglalva, ha az OQ egyenes a BC szakaszt P-ben, az AC szakaszt pedig R-ben metszi,
akkor CPR¥ =45° ezért a PRC hdromszog valéban egyenld szard derékszogld haromszog.

Vizsgéljuk meg elGszor az ABEF négyszoget.

Mivel AEBX =AFBX=90° ezért az E és F
pontok illeszkednek az AB atmérGj Thalész-
korre (k;), vagyis az ABEF négyszog hirnégy-
sz0g. Mivel a hirnégyszog bels§ szoge meg-
egyezik a vele szemkozti szog kiils§ szogével,

ezért az dbra jeloléseit kovetve:
BAF<=0OEF<=0a, ABE<=OFEX=}.
Ha most megnézziik az ABO és EFO harom-
szogeket, akkor lathatjuk, hogy benniik a szogek
paronként megegyeznek, ezért a haromszogek
hasonlék egymdashoz. Pontosan ugyanigy igazol-
hat6, hogy a CDGH hurnégyszogben:
CDGX=GHO< =6, DCHX=OGH<=Y,
igy GHO\~ CDO,.
Az édbra tovabbi hirnégyszogeket rejt. Ilyen
példaul az ADHE négyszog. Az ADE és ADH derékszogli haromszogek derékszogil csicsai
illeszkednek az AD szakasz Thalész-korére (k). Ekkor a DAH¥ és a DEH< egyardnt a Thalész-
kor DH korivén nyugszanak, igy a keriileti szogek tétele alapjan DAH< = DEHX = ¢’. Pontosan
ugyanigy igazolhat6, hogy az dbran azonos médon megjelolt tovabbi szogparok is megegyeznek.
Az ABCD és EFGH négyszogeket paronként hasonl6 haromszdgekre bonthatjuk: EFO,~ABO,;
FGOA ~ BCOA, GHOA“‘ CDOA, HEOA ~ DAOA
Ezek alapjan az EFGH és ABCD négyszogek valéban hasonldk egymdshoz.




Vektorok. Szdgfiiggvények — megoldasok

a) HG:1~Z§; b)ﬁ’::i.zﬁ_l-/w;
4 4 3
- 2 . ., 1] —
c)ED=§-AD—AB; d) IF=—AB—§-AD.

a) [AC| = 1042 cm;

b) Az A csiicsbél a CD oldal felezGpontjaba mutaté vektor hossza 55 cm.

Igaz 4llitds: C, D. Hamis allitds: A és B.

Egy szabdlyos tizszog kozEéppontjabdl a csicsokba mutatd vektorok dsszege nullvektor.

— —

Py . "y . . a+c
Az E cstcsbdl a giila magassdganak talppontjdba mutat6 vektor

Az d—b ésaz d+ b vektor derékszoget zar be.

AV= % -AB + AD vektor a végpontja a paralelogramma DC oldaldnak C-hez kozelebbi harma-

doldpontja.

A csonak /241 =15,52 % sebességgel mozog.

Az erék eredGje 4/19 = 17,44 N.

A két egységvektor dltal bezart szog

a) 30°% b) 120°% c) 90°.
A kifejezések pontos értéke:
a) %; b) 0; c) %

Az o konkdv szog tobbi szogfiiggvényének értéke:
a) cosa:i?, tga:i?, ctga:i\/g;
b) sino =-0,8, tga:—%, ctga:—é;
. 5 12 12
c) sina=——, coso =——, ctgo = —;
13 13 5
1 2
d) sihna=-—, cosa=—,
) 5 G

A kifejezések novekvd sorrendje:

x/§003240°=—£<lg(cosSn)=O<tg2010°=£<sin2—”=£< ! =\/§+1.
2 3 3 2 ctg390° -1 2




5512

A kifejezések értelmezési tartomanya:

a)xe]R\{%r},keZ; b) xeR;
c)xeR\{%”},kez; d)x:§+k7r,keZ.
A kifejezések egyszeribb alakja:
a) ,1 ; b) cosx; c) 0; d) 0.
sinx
. V3
sinx=+—.
3
V3
@) Si00 =5 b) S3010=0-

A Nap sugarai a Foldre 55,56° szogben esnek.

A 828 m magas épiiletet 83,11° szogben latjuk.

a) Az emelked§ 4,37%-os. b) Ahegy 349 m magas.

A két épiilet egymdst6l 34,87 m-re van.

A létraval a maximalis szerelési magassag 3,84 m, tehat fel tudja szerelni a mester a csillart.
A hord6 1,75-szor fordul meg a tengelye kortil.

A szogek szdrai a szabalyos hdromszog szemkozti oldalat két 9v3 - tg15° = 4,18 cm, tovabba
két 9 — 9V/3 -tg15° = 4,82 cm hosszi részekre osztjak.

A rombusz

a) tompaszoge 126,87°; b) atléinak hossza 8,95 cm és 17,88 cm.
a) keriilete 79,22 cm; b) teriilete 334,42 cm?;

c¢) beirhat6 korének sugara 8,44 cm.

a) keriilete 122,46 cm:; b) teriilete 1131,38 cm?.

Ha egyenes mentén gyalogolunk, 0,66%-kal rovidebb utat tettiink volna meg.
A hdromszog 10 cm-es oldaldval szemben levd szog 14,48°.
Az asztronautdk a Foldet 2,28°-0s szogben lattak.

A hegy legaldbb 3149 m magas.

A két kor kozos
a) kiilsé érint6i 15,32°; b) belsé érintdi 83,62° szoget zarnak be.

—

: d R S . b -
Mivel az Tl vektor a vektorral megegyezd irdnyu egységvektor, és ﬂ vektor b vektorral
b

d
megegyezd irdnyu egységvektor, a két vektor rombuszt feszit ki. Mivel a rombusz 4tl6ja felezi

—

o a b ; P
a rombusz szogét, az ﬂ + H vektor 15°-0s szoget zar be d vektorral.
al 1b



EFB Az ABC héaromszdg AB oldalanak felezGpontja F, AC oldaldnak

4
C-hez kozelebbi harmadolépontja H.
Fi = A ~ AF =2 4C - 2 4B, H
Az FH vektor hossza koszinusztétellel az AFH haromszogben
szamolhato: 799
FH?=AF?+ AH?>-2-AF - AH -cos72° = FH =17,68. A F B

Az AB oldal felez6pontjdbol az AC oldal C-hez kozelebbi
harmadolépontjdba mutatd vektor hossza 7,68 cm.

@@ a) A b és ¢ vektorok dltal bezart szog 60°. Tehdt b-¢ =1-1-cos60° = %

b) Az d+ b vektor hossza kétszer akkora, mint az egységoldald
szabdlyos hdromszog magassaga,

V3 _
7—«/3.

Az abran lathaté ABCD szabalyos tetraéderben az AB él
felez6pontja F.

|Zi+5|=2-

Az @+ b vektor ¢ vektorral bezart szdge az oo = CDF<.

A CDF héromszog CD oldala egységnyi, a mésik két oldala
az egységnyi oldald szabdlyos hdromszog magassdga:

CF:DF:?.

Ennek az egyenld szard hdromszognek az alaphoz tartozé magassdgat behtizva az o szogre
felirhat6:

Igy a mivelet eredménye:

(Ei+5)-6=|Zi+5|-|€|-cosoc=ﬁ-1-%=l.

¢) Mivel egy szabdlyos tetraéder kitér6 élei merSlegesek egymasra, az d - b vektor merdleges
a ¢ vektorra, tehat (Zi - B) -¢=0.
EFB o) Alogaritmusfiiggvény értelmezési tartomdnya miatt:
sinx>0 = 2kn<x<m+2km, keZ.
A tort nevezdjében nem dllhat 0, ezért:
cosxz0 = xe]R\{§+l7r}, leZ.

A kifejezés értelmezési tartomdnya a két halmaz metszete:
T b1
X G]Zmr;5+2mr[u]z+2mr;ﬂ +2nm [, nez.

g - . 2logsiny g x
A kifejezés egyszer(ibb alakja: = =tgx.
cosx cosx




b) Anégyzetgyokjel alatt 4116 tort mindig pozitiv értéket vesz fel. A tort nevezGjében nem allhat 0,
ezért x #0, és a ctg miatt x # km, k € Z. A kifejezés értelmezési tartomdnya:

xeR\{kn}, ke Z.

A kifejezés egyszertibb alakja:

sinZx

1+

M +ctg?x cos?x _ \/coszx + sinx 1
X2 x>\ cos?x-x2  lcosx|-lxl’
EFD Mivel cosx nem 0, a kifejezés dtirhaté a kovetkezd alakba:
sinx
2sinx +3cosx " cosx _2tgx+3
Scosx—2sinx 5 _,. sinx  5_2tgx’
Cos X
Mivel tgx = b = 3+ 1, a kifejezés tovabb alakithato:
V3-1 2
TR
2tgx+3 2 _V3+4 _19+8J3
5-2tgx o, N3+l 4-43 13
A kifejezés értéke M
13
1 [ . . .
Az — 5 5—=— Osszefiiggés bal oldaldt alakitva:
sin“o +cos“a +tgcor 9
1 1 1 costa coslar
sina +cos?a +tg?o  1+tg’a 1+ sin?a sinZo + cos?a '
cos?a
Ez alapjan cos®a = é amibdl coso = il.
Ha o hegyesszog, akkor cosa = %, ez esetben:
1

a2:102+222—2-10-22-cos0¢:102+222—2-10-22-§ = a=20,91cm.

1
Ha o tompaszog, akkor cosa = Y ez esetben:

a2:102+222—2~10-22-c0s0¢:102+222—2~10~22~(—3 = a=27,03cm.

A haromszog harmadik oldala 20,91 cm vagy 27,03 cm.
EFD Alakitsuk 4t a fliggvény hozzarendelési szabalyat:

f(x) =—cos?x + 2sinx — 1 = —(1 —sin®x) + 2sinx — I =sin%x + 2sinx — 2 =(sinx + 1)? - 3.
Induljunk ki a szinuszfiiggvény értékkészletébsl: —1 <sinx < 1, vagyis 0 <sinx+ 1 <2.

A masodfoku fiiggvény a nemnegativ valds szdmok halmazan szigortian monoton novekvd,
tehat 0 < (sinx + 1)2 <4, amibsl -3 < (sinx + 1)2-3< 1.

Az f(x) = —cos?x + 2sinx — 1 fiiggvény értékkészlete a [-3; 1] intervallum.



EFD Mivel a koszinuszfiiggvény 27 szerint periodikus, igy az a, = cosn - 5 sorozat tagjai is periodiku-

san ismétlédnek:

an:cosn-%:cos(n-%+2k7r):cos(n+12k)~%:an+12k, nkeZ.

A sorozat periddusa 12:

alzcoszzﬁ; a2=0052'£—l; a3=cos3~£:0; a4:cos4~£:—l;
6 2 6 2 6 6 2
a5=0055-£=—£; a6=cos6-£=—1; a7=cos7-£=——3; a8=cos8-£=—l;
6 2 6 6 2 6 2
a9=cos9-£=0; a10=cos10'£=l; a11=cos11-£=£; a12=cos12-£=1.
6 6 2 6

Egy periéduson beliil a 12 tag koziil 4 irraciondlis.

Mivel 200 = 16- 12 + 8, az irraciondlis tagok szdmat megkapjuk ugy, hogy vessziik a 16 periddus
4-16 szamu irraciondlis tagjét, és ehhez még hozzavessziik a soron kdvetkezd a;93 = a;, ajg7 =as
és ay99 = ay irraciondlis tagokat.

A sorozat els§ 200 tagja kozott tehat 4-16 + 3 = 67 irraciondlis szdm van.

A 200 tag kozil kettdt (2(2)0) -féleképpen valaszthatunk ki. Az 6sszes eset szama (23

O). Akedvezd
esetek szama (627).

Annak a valészinlisége, hogy mind a két kivalasztott szdm irraciondlis lesz:

(67) 6766
2 s
2 _ 21 01
200\ 200-199 ~ 19900
2 2

EFD) a) Azinga két sz€IsG helyzete kozti elfordulds szoge egy 20 cm

sugard kor 8 cm hosszu hiirjahoz tartozé ¢ kézépponti szog.

Az ébra jeloléseit haszndlva az ATO derékszogl harom-

szogbdl: AT 4
in? = =

2 40 20
Az inga végpontja egy lengés alatt a kor AB ivhosszdnak
megfelel§ utat tesz meg:

S o =23,07°

20cm

iy=2-20-1-—2=40.7. 220" _g o5cm.
360° 360°
Huszonnégy 6ra alatt az inga végpontja A

§=24-60-50-i,5 =579600 cm,
azaz megkozelitSleg 5,8 km utat tesz meg.

b) Anagymutat6 2 6ra 20 perc alatt kétszer korbefordult, majd a 12 6rds helyzetéhez képest még
360°- % =120°ot fordult el.



A kismutaté 6rdnként 30°-ot fordul el, igy a kismutatd 2 6ra 20 perc alatt 60° + 30° - % =70%o0s

szoggel fordul el a 12 6ras helyzetéhez képest.

A kis- és nagymutaté 2 6ra 20 perckor 120° — 70° = 50° szdget zér be.

A két mutatd végpontjanak d tavolsagat koszinusztétellel hatarozhatjuk meg:
d*>=7*+5%-2-7-5-c0s50° = d=539cm.

A két mutat6 végpontja 2 6ra 20 perckor 5,39 cm tdvolsdgra van egymdstol.

E@FA) Az 4bran lathaté ABCD rombusz oldalainak fe-
lezGpontjai dltal meghatdrozott négyszog EFGH.

Az ABC héaromszogben EF kozépvonal, tehat

EF = A—ZC, és EF[AC. Az ABC hiromszg ha-

hasonlé az EBF hiaromszoghoz, és a hasonlosag

| P g
ardnya 5 Mivel hasonl6 sikidomok teriiletének
aranya a hasonl6sdg aranyanak a négyzete, ezért:

1 . 1
Tepr = 1 T, pc- Ugyanilyen megfontoldssal az ADC haromszogben: Typg = 1 Tipc-

Ezek alapjan: | | | |
Tegr + Thpe :Z “Thpe + 1 Typc = Z'(YZABC + Typc) = 1 Typen-

1
Hasonl6an belathatd, hogy Tpys + Treg = i Tygep -

Ezzel bebizonyitottuk, hogy egy négyszog oldalfelez&pontjai dltal meghatdrozott négyszog teriilete
fele az eredeti négyszog teriiletének.

A rombusz oldaldnak hossza legyen a. Teriilete:
a?-sin140°=2-100 = a~17,64.
A rombusz oldaldnak hossza 17,64 cm.
EFBD Az egyenlS szari haromszog alaphoz tartozé magassdga m,

széra b, az alapja pedig a hosszisdgd. Ha a szdmtani sorozat
differencidja d, akkor m=a—-d és b=a+d.

Az alaphoz tartozé magassag két egybevagd derékszogi harom-
szogre bontja az egyenld szard haromszoget.

Felirva a Pitagorasz-tételt:

2
b2=m2+(g),
2

a

2
(a+d)?=(a-d)>?+ (—j

[STESY
SIS

2

Mivel a nem lehet 0, az egyenletet rendezve az a = 16d 6sszefiiggéshez jutunk.

A hdromszog alapon fekvd o szogére felirhato:
. m a-d 16d-d 15
sing=—=——=—"—=—

b a+d 16d+d 17

A haromszog szogei 61,93°% 61,93° és 56,14°.

o =61,93°



EFB) A szabalyos sokszog beirt kirének sugara legyen r, koré irt korének sugara R.
r2.r=1087 = r=6V3,
R?.m=144r = R=12.

A szabdlyos sokszog két szomszédos A és B csucsdt a sokszog O kozéppontjdval dsszekotve olyan
egyenld szdrd haromszoget kapunk, amelynek szara R, magassdga r. A hdromszdg o szarszogére

felirhato:
o_r_6_¥3

COS—=—= = = o=60°
2 R 12 2

0

O _ 6 oldalua.

0o

a) A szabélyos sokszog

b) A szabdlyos hatszog oldala a koré frhaté korének sugara,
azaz 12 cm.

¢) Az abran lathat6 egyenes gula alaplapjanak az oldallapjdval
bezart o szoge az FOG derékszogli haromszogbdl:

tga = Go = 20 = a=62,54°
FO 63 S
A
A gila alaplapja az oldallapjdval 62,54°-0s szbget zér be. A

EFD A feltétel szerint:

CF=—, CE=
2 3
Mivel CM és CE vektorok egyirdnydak, létezik olyan o valds
szam, hogy:
C_M:a-@:a-%+a, -
3 c b B

ABF=%_ b, és mivel BM és BF vektorok egyirdnyuak, 1étezik olyan f val6s szdm, hogy:
B = BF=p-(2 -5)
Ugyanakkor igaz, hogy BM = CM - CB, tehit:

ﬁ.(ﬁ_@)=a-2b+a—l_§, amibdl dtrendezés utdn (ﬁ—g)-c_i:(ﬂ—l+2—a)~1;.
2 3 2 3 3

Mivel @ és b nem parhuzamos vektorok, ez utobbi egyenldség csak akkor all fenn, ha:

Az egyenletrendszert megoldva 3= % és o= %

Tehata CM vektoraz @ és b vektorok segitségével kifejezve:

m:a'2b+a:2b+a.
3 4




EF3 Az ABC szabdlyos hdromszdg oldaldnak hossza legyen a.

Alakitsuk 4t a kifejezést:

Az A cstcsnak a BC oldal egyenesére vonatkozo tiikorképe A’

Legyen AB=Db és AC =¢, valamint P a sik egy tetszlleges
pontja. Ekkor:

PB=b-AP, PC=¢-AP,
PA=AA-AP=Db+¢ - AP.
Azokat a P pontokat keressiik, amelyekre:
2 2 =2
PA2=PB2+PC? < (PA)=(PB) +(PC) o
- 2 s 2 2
o (b+e¢-AP) =(b-4P) +(¢-AP).
Felhaszndlva a skaldris szorzds disztributiv tulajdonsagat:

(b+c—AP)'=(5-aP) +(c - &P,

AP 22 AP =(

(5)2+ @)+ (ﬁ)2+ 2b¢—2b-AP-2¢-A
2b

B)’ — 2. AP+ (&P) + (¢'—2¢ . AP + (&P,

~
1]

(#P).

ol
1l

A 2b-¢ skaldris szorzat értéke:

1
2.b-2=2-b|-l2l-cos60°=2-a-a- E:az.

Ez utébbi eredménylink azt jelenti, hogy az adott tulajdonsdgd P pontok halmaza az A’ pont koré
irt a sugaru kor.

A BC oldal felez8pontja legyen Z, az AE oldalé
X ésaz AF oldalé Y.

Elég beldtni, hogy a ZX vektor a ZY vektor
+60°-0s forgatottja.
Legyen AB oldal felezdpontja K, AC oldal
felezGpontja L. Ekkor

ﬁ:ﬁ+ﬁ, illetve ZY =ZL + LY.

Mivel a KAX hdromszog szabalyos haromszog,
KX vektor KA vektor +60°-o0s forgatottja.

Az ABC hiromszog kozépvonala ZL, tehat
ZL = KA, amibdl addédik, hogy a KX vektor
a ZL vektor +60°-0s forgatottja

Hasonl6an belathatd, hogy ZK vektor a LY vektor +60°-0s forgatottja

Tehat a ZX vektor ZK és KX sszetevéi a ZY vektor LY és ZL dsszetevSinek +60°-0s forga-
tottjai.

Ez azt jelenti, hogy a ZX vektor a ZY vektor +60°-0s forgatottja.

sinx + 4cosx ++/cos*x + 4sin?x =

= J(1—cos?x)2 + 4costx + /(1 —sinx)2 + 4sin’x =

= J(1 + cos2x)2 + /(1 + sin?x)2 =1 + cos?x + 1 +sin?x = 3.



EH) Alkalmazzuk a megfeleld trigonometrikus dsszefiiggéseket:

SO TP IO e S |

5 =

cosz?” —Ccos2x

=4'—=2'(—l—C0s2x):—1—2-(1—2~sin2x)=4-sin2x_3;
2 2
b) tg2x + 1 _ sin2x +1 _ sinx + cos2x + 2sinx - cos x _ (sinx + cos x)? _
cos2x  cos2x cos?x — sin%x (cosx + sinx) - (cosx — sin x)
_ cosx +sinx
 cosx—sinx’

EF) Hasznéljuk fel a két tag Osszegének négyzetére és kobére vonatkozd nevezetes azonossagot,

valamint a sin®x + cos?x = 1 Osszefiiggést:
sin*x + cos*x = (sin?x + cos?x)? — 2sin%x - cos?x = 1 — 2sin’x - cos?x,
sin®x + cosx = (sin%x + cos?x)3 — 3sin*x - cos?x — 3sin?x - cos*x =
= (sin?x + cos2x)3 — 3sin%x - cos2x - (sinZx + cos?x) = 1 — 3sin?x - cosx.

Ez alapjan a kifejezés dtalakithato:
(sin®x + cos®x) - p2 + (sin*x + cos*x) - p — 4(sin*x + cos*x) =
=(1-3sin%x - cos2x) - p2 + (1 — 2sin%x - cos?x) - p — 4(1 — 2sin’x - cos?x) =
=p?+p—4—-(3p?+2p—8)-(sin®x - cos?x).
Ez a kifejezés akkor lesz x-t6l fiiggetlen, ha 3p® +2p — 8 = 0.
Az egyenlet gyokei: p, =—2 és p, = %

4 o
Ha a p paraméter értéke —2 vagy 3 akkor a kifejezés értéke x-tdl fiiggetlen dllando.

EED) Az egyenlSség igazoldsahoz elég belatni, hogy:
4-t-ctga+4-t-ctgB+4-t-ctgy=a®+b*+ 2
A kotangens szogfiiggvény definicidjat és a hdromszog teriiletére vonatkozé trigonometrikus
Osszefiiggéseket haszndlva a bal oldal tovabb alakithato:
4t -ctgor + 4t -ctg B+ 4t -ctgy =
.bc-sma.Cf)sa+4'ac-smﬂ.0f)s[3+4 :
2 sino 2 sin B 2 siny

-4 .ab-siny'cosyz

=2bc - coso + 2ac - cos B + 2ab - cosy.

A koszinusztétel alapjan:
2bc - cosor + 2ac - cos B+ 2ab - cosy =

=(b2+02—a2)+(a2+c2—b2)+(a2+b2—c2)=a2+b2+02.

Ezzel a bizonyitand6 egyenl§séget belattuk.



EF Tekintsiik a mellékelt 4bra jeloléseit. A torony te-

EFB Tekintsiik a mellékelt sematikus dbrét. A Fold kozéppontja legyen

teje legyen A, talppontja 7, a fels6 % része AB.

Tekintsiink egy a tornyot tartalmazo, a talaj sik-
jéra merdleges sikot.

Vegylik AB szakasz azon lat6szogkorivét, ame-
lyik érinti a talaj egyenesét.

Ha az AB szakasz az E és G érintési pontbol
o szOg alatt latszik, akkor a latszogkoriven

kiviil 1évé minden pontbdl o-ndl kisebb szog
alatt latszik.

Tehat az AB szakasz a talaj egyenesének E €s G érintési pontjabol 14tszik a legnagyobb szog alatt.

Ennek a 14t6szogkorivnek a sugara az AB szakasz F felezGpontjanak T ponttdl vett tdvolsaga:
g-6O+l-§-60=42m.
5 25

Az ET = OF tavolsagot az OAF derékszogli haromszogbdl hatdrozhatjuk meg:
OF = ET =422 - 182 =12J/10.

A torony felsd 3 része a vizszintes sikon egy olyan kor keriiletének pontjaibol latszik a legnagyobb
szogben, amelynek sugara 12410 = 37,95 m, és kozéppontja a torony talppontja.

Az « sz0g a keriileti és kdzépponti szogek tétele alapjan egyenlS az AOF<-gel, amely az AOF
hiromszogbdl szdmithatd:

= o =25,38"

A torony felsg % része a vizszintes sikon legfeljebb 25,38° szog alatt latszik.

az O pont, a Fogadalmi templom tornydnak a teteje az F, a ki-
14t6 a K pont.

A két varos megkozelitSleg azonos szélességi fokon van, az
FOKX nagysdga: 20°09” — 18°42° = 1°27".

A kilaté €s a templom tengerszint feletti magassdgat is figye-
lembe véve OK = 6367,136 km és OF = 6367,165 km.

Azt kell megvizsgdlni, hogy a Fogadalmi templom tornydnak
a teteje a kilatohelyrdl nézve a latohatér felett van-e.

Ehhez arra a kérdésre kell vdlaszolnunk, hogy a Fold kozéppontjdnak a KF egyenestSl mért
m tavolsaga a Fold sugaranél kisebb vagy nagyobb.

Szamitsuk ki a KOF haromszog KF oldaldnak hosszat koszinusztétellel: KF = 161,13 km.

A haromszog KF = 161,13 km hosszd oldaldhoz tartozé m magassdganak meghatarozdsahoz
a hdromszog teriiletét {rjuk fel kétféleképpen:

6367,136 - 6367,165-5in1°27" 161,13 m
2 T2

Mivel m < 6367 km, a KF egyenesnek a Fold O kdzéppontjatdl valé tdvolsdga kisebb, mint a Fold
sugara, tehat biztosan nem lehet 14tni a templom tornyat a kilatéhelyr6l.

m = 6366,68 km.




Nevezetes sikidomok tulajdonsagai — megoldasok

A haromszog-egyenl6tlenségbdl: 4 < ¢ < 18. Lehetséges értékek c-re: 5, 7, 11, 13, 17 (cm).
90°, 45° és 45°

A két szogfelezd 62,5°-o0s szoget zar be egymassal.

A két magassagvonal 55°-0s szdget zar be egymadssal.

70°.

Nem lehetnek. A kozépvonalak hossza nem elégiti ki a haromszog-egyenlGtlenséget.

Az AB tavolsag lehetséges értékei: 9 km, 10 km, 11 km, 12km és 13 km.

a) Hamis. b) Igaz. c) lgaz. d) Hamis. e) Hamis. f) Igaz.
g) Hamis. h) Hamis. i) Igaz.
Ha a kertileti szoget «, akkor a hozza tartoz6 kdzépponti szdget 2« jeloli, tehat 3o = 22,5° A ke-

resett szogek: 7 -
o=75=—(rad), 20=15°=—/(rad).
24 12

A hdromszog belsd szogei: 70°% 65° 45°

a) R=8cm; b) R=6,5cm; c) R=4,58 cm.

a) derékszogd; b) tompaszogi; c) hegyesszogt; d) derékszogd.
a) A masik befogé hossza koriilbeliil 71,69 cm, az atfogd 96,77 cm.

b) A koriilirt kor sugara kb. 48,39 cm.

¢) A beirt kor sugara kb. 19,96 cm.

d) Az AB oldalhoz tartozé silyvonal 48,39 cm, a BC oldalhoz tartozé 78,71 cm, az AC oldalhoz
tartoz6 74,23 cm.

a b c m p q
28 45 53 % ~23,77 %4 ~14,79 % ~ 38,21
24+/5 ~ 53,67 125 ~ 26,83 60 24 48 12
25 % ~7,29 % ~ 26,04 7 24 g ~2,04
48 (vagy 55) 55 (vagy 48) 73 % % (%) % (%)

ElGszor alkalmazva a magassagtételt, ered, hogy az atfogd: ¢ =10 cm. Majd példaul befogo-
tételekkel szamolva: a = 23/5 cm, b=4J/5 cm.

a) A szinusztétel alapjan sino = 0,7329. Két ilyen hdromszég van. Az egyikben o = 47,13°,
Yy = 112,87° és AB = 18,86 cm. A mdsik haromszogben o = 132,87° y =27,13° és AB = 9,33 cm.

b) Aszinusztétel alapjan sin o = 1,0004. Mivel sino < 1 mindig teljesiil, ezért nincsen ilyen harom-
sz0g. Ha valaki két tizedesjegyre kerekit, akkor sin o = 1,00, ezdltal o-ra 90° adédna. A hiba az,

hogy a sino maximumat a kozelits érték lefelé kerekitése utdn kaptuk, igy természetesen
nem létezik ilyen hdromszog.



a) Az Andrisfalva és Csabahdza kozti tit hossza pontosan /3-szorosa a Barnabasfalva és Csabahaza
kozti dt hosszanak.

b) A kétt 30°-os szoget zar be egymadssal.

a) lIgaz. b) Hamis. ¢) Hamis. d) Hamis. ¢) Hamis. f) Hamis.
g) lgaz. h) lgaz. i) Hamis.

a)

75° 40°

A deltoid két oldaldnak hossza 61 cm, madsik két oldala +521 =22,83 cm. A deltoid szogei
140,80°, 140,80°, 57,62° 20,78° A deltoid teriilete 880 cm?.

A rombusz 4tléinak hossza 8 cm és 12 cm, teriilete 48 cm?, kiilonb6z4 szogei 112,62° és 67,38°

A paralelogramma teriilete 75 cm?. A kozépvonalak hossza 5,13 cm és 16,92 cm. A paralelog-
ramma kiilonb6z6 szogei 59,78° és 120,22°.

a) Igen, a 27 oldali sokszogek. b) Nincs ilyen sokszog.

A sokszognek 12 oldala van. A bels6 szogek osszege 1800°, a kiils6 szogek dsszege 360°.

A szabdlyos sokszognek 8 oldala, és igy 8 szimmetriatengelye van. A sokszog belsd szoge 135°.
A sokszognek 6 oldala van.

A hirnégyszog szemkozti szogeinek 6sszege 180°. Mivel a deltoidnak biztosan van két egyenld
nagysagui szemkozti szoge, ezért ezek csak 90°-osak lehetnek. Ha egy deltoid hirnégyszog, akkor
a szimmetriadtljaval szemkozti szogek 90°-osak. Ebbdl az is kovetkezik, hogy a négyszog koré
irt kor kozéppontja a szimmetriaétld felezGpontja.

a) A téglalapok; b) arombuszok.
Harom ilyen deltoid van. Ezekben a masik két szog: 25° és 200° 110° és 115° illetve 112,5°
és 112,5°

A tovabbi belsd szogek: 105° 125° és 55°
Az érint6szakaszok hossza 16 cm. A két érint6 hajlasszoge 73,74°.

a) A hur a kor kozéppontjabol 38,94°-0s szogben latszik. A szog mértéke radidnban 0,68.

b) Ahir a hosszabb koriv pontjaibdl 19,47° (0,34 radidn), a révidebb koriv pontjaibdl pedig 160,53°
(2,80 radidn) szog alatt l14tszik.

¢) A kisebb korcikk teriilete 12,23 cm?, a nagyobbé 100,86 cm?.
d) Akisebb koriv hossza 4,08 cm, a nagyobbé 33,62 cm.
e) Akisebb korszelet teriilete 0,92 cm?, a nagyobbé 112,18 cm?.



ETH A hdromszog S stlypontja 2 : 1 ardnyban osztja fel a silyvonala- c
kat, amit az dbrén is bejeldltiink. A pirossal megjelolt harom-
szogekben a haromszog-egyenlGtlenség alapjan:

az ADS hiromszdgben gsa + lsc > E,
3 3 2

a BES hdromszogben %sb + lsa > ﬂ,
3 3 2

a CFS hdromszogben %se + %sb > g

A harom egyenlétlenség megfelelS oldalainak osszege

sa+sb+sc>%-(a+b+c),

ez éppen a bizonyitandé egyenlétlenség elsé fele.
Alkalmazzuk ismét a haromszog-egyenl6tlenséget, ezittal:

az ADC héaromszogben b + s Se
2

az ABE héromszbdgben c+g>sa, = %-(a+b+c)>sa+sb+sc,

a BCF hdromszogben a+ g > Sp.

ami éppen a mdsodik bizonyitand6 egyenlStlenség.

B A hiromszog két kiilsS szogét 3x, illetve 4x alakban kereshetjiik. Hirom eset lehetséges.

I. Ha a hdromszdg 65°-0s szoge a 3x nagysdgui szog mellékszdge, akkor 3x = 180° — 65° = 115°,
ebbdl x = 38,33° A haromszog egy tovabbi kiilsd szoge 4x = 153,33° a mellette fekvd belsd
sz0g pedig 26,67°. A hdromszog belsd szogei 65° 26,67° és 88,33°.

II. Ha a hdromszog 65°-0s szoge a 4x nagysagu kiilsé szog mellékszoge, akkor 4x = 115°% x = 28,75°.

z

A hdromszog egy tovabbi kiils6 szoge 86,25° A hdromszog belsd szogei 65°, 93,75° és 21,25°

III. Ha az adott aranyu kiilsé szogek egyike sem mellékszoge a 65°-0s szognek, akkor a masik két
belsd szog 180° —3x és 180° —4x, igy a belsd szogekre: 180° —3x + 180° —4x + 65° = 180°.
Az egyenlet megolddsa x = 35° a hdromszog belsd szdgei pedig 65° 75° és 40°.

a) Az dbra jeloléseit kovetve AT =5 cm, BT =8 cm, BQ =5 cm.
Az ABQ derékszogl haromszdgben Pitagorasz tétele alapjan:

C

m2=13%-52 = m,=12cm.
Ha CQ = x, akkor a haromszog teriiletét kétféleképpen felirva:
13-m. (x+5)-12
2 2
Pitagorasz tételét alkalmazva, ezittal a BCT haromszogben:
mc2 +82=(x+5)?

12
mC:B-(x+5).

%~(x+5)2+82=(x+5)2,
(s 109764
25



BT a) Az ABC haromszog S stlypontja a stlyvonalakat a csticstol

Felhaszndlva, hogy a bal oldalon 4ll6 hatvany alapja pozitiv:
x+5=$:20,80m.

A haromszog BC oldala 20,8 cm.

A haromszog AB oldaldhoz tartoz6 magassiga:

mcz%-(x+5):19,2cm.

Az AC oldalt az ACT hiromszogre felirt Pitagorasz-tétellel szimolhatjuk: b% = 5% + 19,22,
A hiromszog AC oldala 19,84 cm hosszusagu.

b) A haromszog szogeit szogfiiggvények segitségével célszerd kiszamolni. Az ACT haromszdgben

tgo = %, amibdl o = 75,40°. A BCT haromszogben tg 3 = %, tehat B = 67,38°

A hiromszog szogei 75,40° 67,38° és 37,22°.

szamitva 2:1 ardnyban osztja. Mivel a CT stlyvonal hossza

CT =55 = 7,42 cm, ezért:

2

3
Asulypont a C cstcstdl 4,94 cm tdvolsdgra taldlhato.

b) Az MATS és az MCEY szogek szdrai paronként merdlegesek
egymadsra, ezért a két szog ugyanakkora, az dbra jelolé-
seivel: MAT< = MCEX = a. Ekkor viszont az MAT és BCT

haromszogek szogei paronként megegyeznek, ezért a hdrom-
szogek hasonlok. A megfelel6 oldalaik ardnyara:

MT _ BT MT 3

AT CT 3 V55
Az MT tavolsdgra MT = 1,21 cm adddik, ezért az ABC haromszog magassdgpontja a C csicstol
7,42 - 1,21 =6,21 cm tavolsagra van.

CS=§-CT= V535 =~ 4,94 cm.

¢) Az ABC hiaromszogbe irt kor Q kozéppontja illeszkedik a bels§ szogfelezbkre. Az ABC harom-
sz0g B csucsanal 1év6 B szogre:

B
cosff=—==- = =~ 67,98°.
B=po=y = B

Ha a haromszogbe irt kor sugara QT = r, akkor a QBT derékszogi haromszogben:
B_r
tg—=—, 1 r=2,02 cm.
g 273 gy
A Q ponta C csucstdl 7,42 — 2,02 = 5,40 cm tavolsagra van.

d) A hdromszog koré irt kor O kozéppontja illeszkedik az oldalfelezd merdlegesekre. Ha az AC
oldal felez6pontja F, akkor a COF hdromszog derékszogi, és o hegyesszoge megegyezik

a CAT haromszog megfelel$ hegyesszogével. A két hdromszog igy hasonld, amibdl:
Q:@ = Q:—g = CO=431cm.
CF CT 4 55

A koriilirt kor kozéppontja 4,31 cm tdvolsdgra taldlhaté a C cstcstol.



BT Az épiilet tetejét B, talppontjat A, az elsé megfigyelési pontot
D jeloli az dbran. Ha a D ponttdl szdmitva még 30 métert tavo-
lodunk az épiilettdl, akkor olyan C pontba jutunk, ahonnan
a B ponthoz tartozé emelkedési szog (amely valtdszoge a hozza P X
tartozé depresszids szognek) 26° Ha az épiilet magassdga x,
akkor az ADB és ACB derékszogid haromszogekbdl: -T2 '42\

ted2°= 1 & tg26°=—> .
AD AD +30

Mindkét egyenletbdl kifejezve AD-t, azt kapjuk, hogy:

X X

tg42°  tg26°

A kapott egyenlet megoldédsa:
xo 20 1826°1842° 4y on
tg42° — tg26°

Az épiilet magassdga 31,93 méter.

i) Az dbrdn a hegy csucsat C, a felhd helyét F, a felhd tiikorképét F
a téban F’ jeloli. A t6 tiikrének szintje legyen az e egyenes, i
amely az FF’ szakasz felezGmerdlegese. B;_\__[ z_éc?_~:: c
Az FBC haromszogben: Py %

X i
tg28°=~. ' | 800
y 8

Az F’BC haromszogben: \ g
o X+1600 s :

tg72° = —. i
Az egyenletrendszert megoldva: ;
= 10001828 5545
tg72° — tg28° P

A felhd a hegycstcs felett 334 méterre van. P

qiyal Tekintsiik az dbra jeloléseit. A lejtds ut elejét
jelolje A, a végét B, az emlékoszlop tetejét
az M pont.
Az ABM héaromszogben ismert az AB oldal:
AB =100 m, és arajta levd két szog:
BAMX =4,2°
ABM<¥=90°-18,3°=71,7°

A hdromszog harmadik szoge:

180°—4,2°-71,7°=104,1°
Az ABM hiromszogben felirva a szinusztételt, az emlékoszlop MB magassdga meghatdrozhato:
MB _ sin4,2°
100 sinl04,1°

Az emlékoszlop 7,55 m magas.

= MB=7,55m.



Az ABC hdromszogben a koszinusztétel alapjan:
352 =252 +30%-2-25-30-cosa,
coso =0,2,
o =78,46°
Az élményfiird6 az AB oldal F felez6pontjdba keriil, ezért

a feladat az ABC haromszog CF silyvonaldnak hosszat kérdezi.
Az ACF haromszogben ismét a koszinusztétel alapjan:

CF? =252 +152-2-25-15-c0s78,46°5,
CF =26,5km.
A tervezett utszakasz hossza 26,5 km.
a) Atéarsasdg atjat az dbra mutatja. A B pontban a fordulds szoge

az ABC hédromszog kiilsé szoge. Az ABC haromszogben
a koszinusztétel alapjan:

AC? =702+ 40%-2-70-40 - cos 150°.
A miveletek elvégzése utan AC = 106,5, azaz a tarsasag a ki-
indul6 helyétSl Iégvonalban 106,5 km tdvolsagra keriilt.
b) Az ABC héiromszdgben ezittal a szinusztétel alapjan:
sinBACX 40
sin150°  106,5
Mivel a BACX egészen biztosan hegyesszog, ezért:
BACX = 10,82°.
A pihendhelyet a kiinduldsi hellyel 6sszek6t6 egyenes ut
o =45°-10,82° = 34,18°-0s
szoget zdrna be az északi irdnnyal.

= sinBAC¥=0,1878.

a) A 14 cm oldald négyzetbdl kivaghat6 legnagyobb kor sugara
gy g gnagy g

7 cm. A szabdlyos tizenkétszog egy oldaldhoz tartoz6 kozép-

ponti szog 30° Ebbdl kovetkezik, hogy az dbra jelolései

alapjan:
4B
sinl15° = 2 - A—B, ahonnan AB=3,62 cm.
7 14

A legnagyobb kivaghato szabalyos tizenkétszog oldala 3,62 cm.

b) A kor alaku kartonlap tertilete:
Tisr = 497 = 153,94 cm?.
A tizenkétszog teriilete az ABO hdromszog teriiletének 12-szerese, azaz:

Ty, = 12-% =147 cm?
Mivel h =0,9549, ezért a kor alakd kartonnak 100 — 95,49 =4,51%-a vész karba.
kor
c) A négyzet teriilete 196 cm?, ezért 191% = %—ed része, azaz 25%-a vész karba.



iyt Jelolje a hegy csucsat A, az A pontnak az autdut sikjara esd
vetiiletét D, a telepiiléseket B és C. Ha a hegy magassdga x,

akkor az ABD derékszogli haromszégben sin45° = i, ebbdl

AB=x2. Az ACD derékszogii haromszogben sin40° = /:C_C

amibdl pedig AC =

sin40°”
Végiil az ABC haromszogben a koszinusztétel alapjan:

2
BC? = (X\/E)Z * (sin)le") - (X\/z) . si )210"

- cos60°.

Felhaszndlva, hogy BC = 3500 m, a miveletek elvégzése utdn x = 2349 m adddik.
A hegy cstcsa az tt sikja felett 2349 m magassdgban van.

((d a) Ahosszabb alap 10 cm, a szdrakat 6sszekot6
kozépvonal (az dbrdn EG) hossza 6 cm.

b) Thalész tételének megforditdsa alapjan az O
pont illeszkedik az AB szakasz folé emelt
Thalész-korre, ezért ha F az AB szakasz
felez&pontja, akkor FO a kor sugara, azaz
FO =5 cm. Ugyanigy lathatd, hogy HO a CD
alap felével egyenl6: HO =1 cm. Az ABO
és CDO derékszogli haromszogek hasonlok,
az O pontra vonatkozé kdzéppontos hasonlé-
sdggal egymadsba vihet6k, amibdl kovet-
kezik, hogy az F, O és H pontok egy egyenesre illeszkednek. Ebbdl adédban az FH kozép-
vonal hossza: FH = FO + HO =6 cm.

c¢) A kozépvonalak végpontjai az EFGH paralelogrammat fogjdk kozre. Mivel EF a BDA,,
GH pedig a BDC, kozépvonala, ezért mindkét szakasz pdrhuzamos a BD atléval. Hasonl6an
igazolhatd, hogy az EH és FG szakaszok parhuzamosak az AC étloval. A feltételek alapjin
a trapéz atléi merSlegesek egymadsra, ezért az EFGH négyszog oldalai is, azaz EFGH téglalap.

a) A szogfelez6k kozos pontja a négyszog mind
anégy oldalatél ugyanakkora tdvolsagra van,
ezért a négyszognek van beirt kore, vagyis
érinténégyszogrdl van szo.

b) Az ABCD négyszog szbgeit a szokdsos mo-
don jeloljiik. Az ABO haromszogben:

AOB< = 180°—(ﬁ+ﬁj,
272

valamint a CDO haromszogben:

COD% =180° — (1 +§j.
272

A két szoget 0sszeadva, €s felhaszndlva, hogy a négyszog belsd szogeinek 6sszege 360°:

2 2
Megjegyzés: Az érinténégyszdgben természetesen BOCY + DOA< = 180° is teljesiil.

AOB%E+C0D%E:36O"—(%+§+Z+§)=360"— 3620 = 180°.



a) Az OAQB négyszdg minden oldala 3 cm,
ezért a négyszog rombusz. Az dbra jeloléseit

kovetve az OTB derékszogl haromszogben: d
BT?=0B?>-0T?=3* - @2: E,
2) 4
ebbdl BT = g =~1,66 cm.
Az OAQB rombusz teriilete: A
5:3:32 _ g 29cm?

b) Az OTB,-ben cosa = ?, amibdl o =33,56°. A korok kozos része két olyan 3 cm sugart kor-
szelet egyesitésébol dll, amelyekhez 2o = 67,12° kozépponti szog tartozik. Az OA és OB suga-
rak altal hatarolt korcikk teriilete:

3.
t_

"~ 360°

20 =5,27 cm2
A megfeleld korszelet teriilete:
8,29 2

A két kor kozos részének teriilete 2,25 cm?., 5.3
: 0'0” -67,12°~7,03 cm.

A ko6z0s rész keriilete két egybevago koriv hosszabol all: K =2 -
¢) A megfelel§ latészog 180° — o = 146,44°.

a) A feltételek szerint az dbran azonos médon megjelolt szogek
megegyeznek. Az ABC,, belsG szogeinek dsszegére felirhato:
200+ 2+ 2y = 180°% amibdl o+ B+ y =90° Haa P ponton
és a hdromszog egy-egy csticsan dtmend egyenesek a harom-
sz0g oldalait az E, F és G pontokban metszik (ld. dbra),
akkor példdul az ACG,-ben az A és C csucsokndl 1évo
szogek Osszege ¥+ o+ f=90° ezért a haromszog derék-
szogl, és a CP egyenes merdleges AB-re. Ugyanigy lathatd,
hogy AP mer6leges BC-re, és BP merdleges AC-re. A P pont
tehdt az ABC, magassagpontja. Forditva: az ABC, magassag-
pontja nyilvan mindhdrom feltételt kielégiti.

b) Haa P pont az ABC, koré irt kor kozéppontja, akkor a ke-
riileti és kozépponti szogek tétele értelmében a szogekre
vonatkoz6 dsszes feltétel teljesiil. Megmutatjuk, hogy a koriil-
irt kor kozéppontjan kiviil mas pont nem tehet eleget egyide-
jlleg mindharom feltételnek.

Az elsé feltétel alapjan ugyanis a P pont illeszkedik az AB
szakasz 2y sz0gl 14t6szogkorivére (pontosabban a hdromszog
belsejébe esd korivre). A masodik feltétel szerint a P pont
rajta van a BC szakasz 2o szogl 14tészogkorivén is. A két
korivnek a B pont kozos pontja, igy ezen kiviil mér csak egy
kozos pontjuk lehet, ez pedig éppen a P pont. Ugyanakkor
korabbi megjegyzésiink alapjan a koriilirt kor kdozéppontja
szintén rajta van mindkét koron, ezért P és a kozéppont sziik-
ségképpen megegyezik. Nyilvanvald, hogy ekkor P a har-
madik oldal megfelels 14t0szogkorivén is rajta van.




Mivel cos (180° — x) = —cosx, ezért:

c¢) A P pont egybeesik az ABC,, beirt korének kozéppontjdval.
El6bb megmutatjuk, hogy a beirt kor kozéppontja eleget tesz
a feltételeknek. Valéban, ha P a beirt kor kozéppontja, akkor
az ABP, szbgeinek dsszege

& P L APBS=180° = APBx=90°+".
272 2

A misik két feltétel teljesiilése hasonlé médszerrel igazolhatd.

A b) feladatban ismertetett moédszer értelemszerd modosita-
saval igazolhatd, hogy a beirt kor kozéppontjan kiviil mds
pont nem tehet egyidejtileg eleget mindharom feltételnek.

ETI a) A hatszog minden szoge 120° kiilsS szogei 60°-osak, ezért az

dbra jelolései alapjan az ED és AB oldalegyenesek egy-
méssal 60° + 60° + 60° = 180°-0s szoget zdrnak be, ezért
ED| AB. Ugyanigy bizonyithaté, hogy EF| BC, és FAllCD.

b) Hizzunk parhuzamost az F ponton keresztiil AB-vel (és igy
persze ED-vel is),a B ponton at FA-val (és CD-vel), végiil
a D ponton it EF-fel (és BC-vel). A keletkez$ egyenesek
a HlJ,-et fogjak kozre (Id. dbra). Ebben a hdromszogben
a H csucsndl 1évS belsd szog szarai paronként ellentétes
irdnydak az ABCDEF hatszog E csticsdndl 1évd, az dbran
megjelolt kiilsé szog szaraival, igy a két szog valtdészog.

Ebbdl kovetkezik, hogy a HIJ, H csticsandl 60°-os szog taldl-

haté. A haromszog J csucsdndl taldlhaté bels6 szog, valamint a hatszog F csucsdndl 1évo
kiils6 szog egyallasu, ezért a H1J, J csicsandl is 60°-0s szog van. EbbSl mar kovetkezik, hogy
a HIJ, szabalyos. Léathatd, hogy az ABCDEF hatszog az ABIF, BCDJ, DEFH paralelogram-

makra, valamint a HIJ szabalyos haromszogre bonthato.

c) A paralelogramma szemkozti oldalai egyenlSk, ezért FI = AB és FH = ED, amibdl kovetkezik,
hogy HI = FI- FH = AB — ED. Hasonléan: JI=BJ—Bl=CD—AF é JH=HD -JD =FE - BC.
Mivel a HIJ, oldalai egyenlSk, ezért AB— ED = CD — AF = FE - BC, igy az ABCDEF hatszog

szemkozti oldalai hosszdnak kiilonbsége megegyezik.

E$3 Az E'F’C’, F'DA és DE’B,-ekben a koszinusz-

tétel alapjan:
20y L0 3, 1, cos(180° — ),
4 4 2 2

2 =2c2 +lb2 - 2-§c-lb-cos(180"— Q),
4 4 2 2

2 :2az+lc2 —2-§a-lc-cos(180"—ﬁ).
4 4 2 2

9, 1,

x2=2b2+~q +§ba-cosy,
4 4 2

yi= 2c2+ lb2+ Ecb -cosa,
4 4 2

9
2=242

+ lc2+ gac-cosﬂ.
4 4 2




Ha az ABC, a megfelel§ oldalra felirt koszinusztételbdl kifejezziik az utolsé tagokban szerepld
szorzatokat, akkor kapjuk, hogy:

a’?+b? - c? c2 +b? - a? a® +c? - b?
ba-cosy=#, cb-cosa=T, ac-cosﬁ=T

A kapott 0sszefliggéseket visszahelyettesitve az x, y, z oldalak négyzetét tartalmazé sorokba:

x2=3b%2+da? - 202, y2 =3c2+p2 - %az, 72=3a%+¢2- %bz.

A megfelel§ oldalak 6sszege:

BB a) Az A csiicsbdl induld szogfelezd a BC oldalt az F pontban

13 x2+y2+72 13
2 2 2 _ 2 2 2 —
Y 4 ( ) a’?+b*+c* 4

metszi (1d. dbra). Az ABC, teriiletére:
Tapc = Tapr + Tcar
. .
c-fa-sma b-fa-smz

b-c-sino
= +
2 2 2

sz

. . .o o L, . a ..
Mivel sinoe=2- smE . COSE’ ezért s1n5—vel torténd egy-

szerusités utan:
o
2bc - cos—

2

o
bc-2-cos—=c-f, +b-f , ebbll =
¢ 2 ¢ Ja Ja Ja b+c

tehat éppen a bizonyitand6 6sszefiiggést kapjuk.

b) Az a) feladat dbrdjanak jeloléseit kovetve a szogfelezGtétel alapjan:

BF ¢ BF c ac
= = = — = BF = .
FC b a-BF b b+c
Az ABF,-ben a koszinusztétel alapjan:
2
fr=c?+ € 1 _2.¢ % cosABF4.
b+c b+c

A fenti 0sszefiiggésben szerepld ABF< koszinuszt kifejezhetjiik az ABC,, oldalai segitségével.
Ennek érdekében a koszinusztételt eziittal az ABC,-ben is felirjuk:

a?+c2-p?

2ac

b2=da?2+c?2-2ac-cosABF¥ = CcosABF<=

Ha a kapott 0sszefliggést a szogfelezd négyzetét tartalmazo egyenlGségbe visszahelyettesitjiik,
akkor:

2
2 » ac ac  a*+c?-b?
fi=c+ -2c- . .
b+c b+c 2ac
Az egyszertsitések elvégzése €s kozos nevezdére hozés utdn:
c2-b+c)+a’?-c-(b+o)- (a2+ c2- b2)
(b +c)? '

fa2



A szamlaléban végezziik el a kijelolt mdveleteket:
F2= b%c? +2bc3 + c* + a%c? — a’be — a’c® — b — ¢t + b + b%c?
“ (b +c)?
2b%c? + b3 — a*be + bc
(b +c)?

Vegyiik észre, hogy a szdmldloban bc kiemelhetd, igy kapjuk, hogy:
, _be-(2be+ 2~ a?+b2) b ((b+0)?-d?)
¢ (b+c)? b+c?
Eppen ezt kellett igazolnunk.

ETB Az EGCF négyszdg hiirnégyszog. Mivel az F pont az ADE .
haromszog koré irt kor egy pontja, ezért az ADEF négyszog
hirnégyszog, igy kovetve az dbra jeloléseit:

DEF<=180°- o
Ugyanigy hirnégyszog a BDEG négyszog is, igy:
DEG<% =180°- .
Ekkor az EGCF négyszogben az E csdcsndl 1évE szog:
FEG¥ =360°-(180°—- o) — (180°- B) = a + .
Az EGCF négyszog E és C csucsaindl 1évl szogek Osszege:
FEGX + FCG% = o+ f+ y=180°
hiszen éppen az ABC haromszog szogeinek 6sszegét kapjuk.

A hirnégyszogek tételének megforditdsa alapjdn az EGCF négyszog valdban hurnégyszog.

EID a) Ahédromszogbe irt kor O kdzéppontja illesz-
kedik az A és B cstcsokbdl indul6 szogfele-
z6re, ezért példaul:

oaBs=2.
2

Az AC oldalhoz irhaté kor Q kdzéppontja
illeszkedik a B cstcsnal taldlhat6 belsd szog
szogfelezGjére, valamint az A és C csticsok-

ndl taldlhaté kiils6 szogek szogfelezdjére.
Ezérta QA egyenes az AB oldalegyenessel

90° — % szoget zar be. Ekkor viszont QAO = 90°.

Ugyanigy lathat6 be, hogy az AOCQ négyszog C csticsdndl is 90°-os szdg van.
A hurnégyszogek tételének megforditisa alapjan az AOCQ négyszog hirnégyszog.

Megjegyzés: Ahdromszog egy belsS szogének felezGje mindig merdleges a szomszédos kiilsé
sz0g felezdjére.

b) Az AOCQ négyszog koré irt kor egybeesik az OQ szakasz Thalész-korével, ezért G kozép-
pontja az OQ szakasz felezGpontja.



Koordinata-geometria — megoldasok

a) (27;-14); b)d-b=-29; ¢) lal=s, |bl=33.
d) A két vektor hajlasszoge 142,82°.

i _ 3, 4 b 7 2

—=—=—i+—j, és —=——1—-——j. Mindkét vektor hossza 1.

R R = BN N

A V vektorral parhuzamos vektorok: d, ¢. A vV vektorra meréleges vektorok: I; d.

e)

) b =0, a két vektor merGleges egymadsra.
b) a- b =13, a két vektor hegyesszoget zar be egymadssal.
)a-b

= -2, a két vektor tompaszoget zar be egymassal.

a) AB = 410 = 12,65. A felez6pont F(—1; 1), a harmadolépontok pedig (—3; %) és (1; %j

b) AB=2/13=7,21. A felezGpont F(6; 2), a harmadolépontok pedig (%, 1) és (?, 3).
a) Mivel AB =52, AC = BC =5, ezért a hdromszog egyenl$ szdrd. Pitagorasz tételének meg-
forditdsa alapjan a hiromszog derékszogti, mivel AC? + BC? = AB>.

1
b) A haromszog sulypontja S G —g)

SV, (325
¢) Az ABC haromszog koré irt kor egyenlete (x - 5) + (y + 5] =7

A keresett pont a haromszog silypontja, melynek koordinatai S(3; 2).
a) Akét falu tdvolsaga 7,62 km.
b) A buszmegill6 a (—g; —1) koordinatéju pontban taldlhato.

2 s

c) Az 6sszekotd Ut egyenlete —3x + 7Ty = —2.
d) Azt csak a C pontban taldlhato telepiilésen halad keresztiil.

e) 23,20%ot.

a) x+7y=11; b) y+2=-Bx-7); «¢)3x+4y=-17; d) 2x+5y=11;
e)y=%x; f) x=-6; g) 3x—-2y=3; h) x+4y=18.
a) x+y=1; b) y=3x-1; c)y=1; d) x-5y=13.

Két ilyen egyenes van. Ezek egyenlete y =x — 3, illetve y=—x—1.

a) x+ 5y =22, illetve y = 5x + 20; b) y=35, illetve x = -3;
c) x=-3, illetve y=5; d) y=4x+ 17, illetve x + 4y = 17.

Az adott egyenletd egyenesre merdleges egyenesek: a és b. Az egyenessel csak a d egyenes par-
huzamos.



a) (=2;0) és (5;0); b) (0;-10) és (0; 1); c) (-4;-3) és (7;-6).

(l) y b) y C) Y
5 6, 1
/ 1 X
] 1
-3 1 X -1 1 X
—it -1
P2 1), i(1;-2), 7(0; 1), 7i(1;0), 0(-1;-3), r=+5
m= %, o =26,57°% nincs meredekség, o =90°
d) y 6) y f) y
5 1
\ /\ : !
1 X
1 0.
—1_1 1 ) X
2
V(i -3). (3 S), of2:-3). r= 2 00:-2), r=>;
3 2 2 2 2
m=—-=, =-30,96°
5
g) y

V(1;-2), 7i(2; 1),
m=-2, o=-6343°
41

a) (x+572+(y-2?%=9; b) (x=3)*+(y+7)*=82; c)(x—2)2+(y+2)2=Z;

d) (x-3)%+(y+2)>=52; e) x>+ (y+2)2=10.

a) Az AC és BD atlok felez&pontja egybeesik az origdval, ezért az ABCD négyszog paralelog-
ramma. Az AB(5; 1) és az AD(—1; 5) vektorok skalaris szorzata AB- AD=5-(-1)+1-5=0,
ezért a négyszog AB és AD oldalai merdlegesek egymadsra, igy az ABCD négyszog téglalap.
Végiil AB = AD =+/26, igy a négyszog valéban négyzet.

b) (2;3).

¢) S5x+y=0; x-5y=0; 2x+3y=0; -3x+2y=0.



d) Abeirt kor egyenlete x2 + y? = %, a négyzet koré frhaté kor egyenlete x2 + y? = 13.

e) Az adott egyenes athalad a négyzet kozéppontjan, igy annak teriiletét megfelezi. Ebbdl

kovetkez&en mindkét keletkezd trapéz teriilete 13 egység.

a) Atest egy korbefordulds alkalmdval 10z = 31,42 egység utat tesz meg.
b) Atest C pont kivételével az dsszes tobbi ponton dthalad.

c) Atest akort az E pontban érint§ egyenesen haladna tovdbb. Ennek egyenlete 4x — 3y = —16.

BB Meghatdrozzuk mindkét egyenes irdnytangensét:

dx +ky=30 esetén (4 k) = Vk-4) = m=—%,
kx +16y =28 esetén ii(k;16) = W(16;-k) = m=—%.
Két parhuzamos egyenes irdnytangense megegyezik:
4 = _k = k=18
k 16
ETE Meghatdrozzuk mindkét egyenes irdnytangensét:

mx—y=2 esetén i(m;-1) = V¥(l;m) = mz%,
P - 5

S5x —=Ty=12 esetén n(5;-7) = W7;5) = m=;.

Két merdleges egyenes irdnytangensének szorzata —1:

=_1 =3 m:—z.
5

m -

Sl

@) Az ébra jeloléseit haszndlva P pontbol merdlegest allitunk az adott
e: 2x—y =6 egyenesre. Ennek az egyenesnek az egyenlete:

g: x+2y=38.

- N oW <

A két egyenes metszéspontja M(4; 2) pont. M és az adott P(2; 3)
pont tavolsdga a kérdés:

[PM|=J@-22+2-372 =5

-1

A pont és az adott egyenes tavolsiga /5 egység.

EIBD a) Azegyenesek egyenletébdl 416 egyenletrendszer megolddsa utdn kapjuk,

az A(4; —2) pontban metszi egymast.

b) Az a egyenes egy normdlvektora 7 (-2;3), a b egyenesé 7iy(4;5).
A két vektor hossza |ii| =13 és |ii,| = V41, skaldris szorzatuk 7, - 7i), =
altal bezart szog «, akkor:

coso = amib6l o =72,3°

7
V1341

A két egyenes 72,3°-0s szoget zar be egymadssal.

i

7. Ha a két egyenes

hogy a két egyenes
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14
c) Az a egyenes az y tengelytaz F (0; —?) pontban, a b egyenes

az x tengelyt az E (5, O) pontban metszi. Ha az origét O jeloli,

akkor a feladat az OEAF négyszog teriiletét kérdezi. Az OEA

haromszog OE oldala % az ehhez tartoz6 magassag 2, ezért:

3.9

2 3
fom=55"7%

14 2
Az OFA haromszogben OF = 3 az ehhez tartozé magassag 4, ezért Typ, = ?8

Az OFAF négyszog teriilete:
7, =3,.28_65
OEAF =5 T 37 ="

1
@I Az ABC, silypontja S @, —Ej Az M magassagpont koordindtait y

két magassagvonal metszéspontjaként kereshetjiik. Mivel az AB oldal c
parhuzamos az x tengellyel, ezért a hozza tartoz6 magassagvonal :
egyenlete x=4. A BC oldalhoz tartoz6 magassagvonal egy normal- 1
vektora CB(1;—5), egy pontja pedig A, ezért egyenlete x — S5y =9. S0 s A5
A két magassdgvonal metszéspontja M(4; —1).

A silypont és a magassagpont tavolsaga:

2 2
SM:\/(4_§)+(_1+1)=\/@=£ (z1,49)
3 3 9 3

a) Vegyiik észre, hogy a megadott cstcs koordinatai kielégitik az s, y
egyenes egyenletét, ezért az csak a hdromszog A csicsa lehet, i
igy A(2;4). Ahdromszog S sulypontjdnak koordinatdit a suly-
vonalak egyenletébdl 4llo

S0 —5x+3y=2
sy 1lx+6y=4

So

egyenletrendszer megolddsa adja. Az egyenletrendszer megoldasa

x=0,y= %, ezért a haromszog S sulypontja S O;% .

Mivel az F felez6pont nem illeszkedik az s, stlyvonalra, ezért biztosan valamelyik A cstcsot is
tartalmazo oldal felez&pontja. Az A pont F' pontra vonatkoz6 tiikorképének koordindtai (2; —3),
errdl 14thatd, hogy illeszkedik az s;, stlyvonalra, ezért csak a B pont lehet, tehat B(2; —3).

Ha a C csucs koordinétai C(cy; ¢,), akkor a stlypont koordinatdira:
2+2+¢ —0  és 4+(=3)+c, :g’
3 3 3
amibdl C(—4; 1).
A haromszog csucsai tehat A(2; 4), B(2; -3), C(-4; 1).

b) A harmadik silyvonal egyenlete s.: x + 12y = 8.



Qi) a) Az AC egyenes egyenlete y =2x — 5. 7
b) A deltoid tulajdonsdgai alapjan a hidnyz6 B csucs illeszkedik p 5
a D ponton dtmend, AC egyenesre merdleges egyenesre, tovab-

ba az atlok O metszéspontja éppen a BD atl6 felezGpontja.

A D pontbdl az AC egyenesre 4llitott merdleges egyenes egyen-
lete x + 2y =5. Az O pont koordinitdit az

2x-5=y
x+2y=5

egyenletrendszer megolddsa adja. Az egyenletrendszer megolddsa utdn O(3; 1) addédik. Kordbbi
megjegyzésiink alapjdn az O pont a BD szakasz felezGpontja, ezért ha B(x; y), akkor:

x+(—3):3 és yv+4

=1,
2 2

ahonnan B(9; -2).

c) A deltoid teriilete az atlok szorzatanak fele, azaz:

AC - BD
Typep = T

Mivel
AC =/45=3J5 és BD=+/180 =65,

ezért:

Tipcp = =45 teriiletegység.
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EIT) A helyesen kitoltott tabldzat:
Allitas lgaz Hamis
Az ABCD négyszog trapéz. X
Az ABCD négysz6g hirnégyszag. X
Az ABCD négyszbg érinténégyszog. X
Az ABCD négyszdognek minden szoge kisebb, mint 120°. X

A négyszdg atldi a (—3; g) pontban metszik egymast. X
Az 4tlok metszéspontja az AC atlo C-hez kozelebbi negyedel6pontja. X

* Az ABCD négyszog trapéz, mert E(S; 0) és R’O; 0), vagyis AB =4-DC. Mivel ez azt is
jelenti, hogy a két vektor parhuzamos egymadssal, ezért a négyszog valoban trapéz, amely-
ben AB és CD az alapok.

* Az ABCD négyszog hiirnégyszog, hiszen AD = BC =5, ezért a trapéz szdrai egyenld hossziak
(és nem paralelogramma), igy hurtrapézrdl van szé.

* Az ABCD négyszog érinténégyszog.
Mivel
AD+BC=5+5=10, valamint AB+ CD=8+2 =10,
ezért a négyszog szemkozti oldalainak Osszege megegyezik. Az érinténégyszogek tételének
megforditdsa alapjan ABCD valéban érint6négyszog.



* Az ABCD négyszognek van 120°-ndl nagyobb szoge. Ha a trapéz
D csticsabdl indulé magassdganak talppontja 7, akkor az ATD
derékszogi haromszogben:

AT 3
tgf=—-=- = = 36,87°
P=p =5 p

Az ABCD trapéz D csticsandl 1évs szog:
ADC<% = 3+ 90°236,87° + 90° = 126,87°,

valéban 120°-ndl nagyobb. Megjegyezziik, hogy a kerekités miatt
haszndltunk egyenlGtlenséget.

A

f

* Anégyszog atléi nem a (— 3; %) pontban metszik egymést. Az ABO, és a COD, hasonlo, hasonlé-

sdguk ardnya a trapéz alapjainak ardnya, azaz A = rS

Ebbdl kovetkezik, hogy a trapéz atl6i 1:4 ardnyban osztjdk egymadst, azaz az atlok metszés-

pontja éppen a CA szakasz C-hez kozelebbi 6t6dolSpontja.
Az osztépont koordindtdira vonatkozé dsszefiiggés alapjan:

0(1.(_7)+4~(—2); 1~(—2)+4~2j’ aza 0(_3;9].

5 5

A kapott pont nem egyezik meg a (—3; %) ponttal.

5

* Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy az O pont nem negyedelGpontja az AC atlénak.

@3 a) Az AC és BC egyenesek egyenletébdl dll6 egyenletrendszer megolddsa utdn kapjuk, hogy
C(1; 3). Az AC és AB egyenesek metszéspontja A(1;—3). Végiil a BC és AB egyenesek kozos

pontja B(6; —1).

Az ABC, csucsainak ismeretében a tdvolsdgok mar konnyen kiszdmolhatok:
AC=6km, AB=+29=54km, BC=+41=6,4km.

b) A feladat az ABC, A csticsdndl taldlhatd o szoget kérdezi.
Az AB egyenes egyenletébdl leolvashat6 az egyenes meredek-

sége: myp = % azaz az abra jelolései alapjan tg 3 = %

Az AB egyenes iranyszdge ebbdl kovetkezGen = 21,8°.
Mivel a haromszog AC oldalegyenese az x tengellyel 90°-os
szoget zar be, ezért o =90° - 8 = 68,2°.

Az A telepiilésen taldlkoz6 utak 68,2°-0s szogben metszik
egymast.

Y\

_,»/A‘

¢) Az ABC, teriiletét legkdnnyebb a b oldal, valamint a hozza tartoz6 magassig segitségével
kiszdmolni. Mivel b =6 km és m;, =5 km, ezért a hdrom dtszakasz 4ltal kozrefogott teriilet

15 km?.

d) Akeresett pont az ABC, koré irhat6 kor O kozéppontja. Az O pont koordindtdit az oldalfelezd

merdlegesek metszéspontjaként szamolhatjuk ki.

Az AC oldalfelezd mer6legese egybeesik az x tengellyel, ezért egyenlete y = 0.



A BC oldal felez6pontja F (Z, 1). Az oldalfelez6 merdleges egy normélvektora BC(-5;4),
igy egyenlete: 2

27
“Sx+4y=——.
YT
< . . 27
A megfelel$ egyenletrendszer megolddsa utdn O B; 0l

A szeméttelep helyét az O(B; Oj pont jeldli ki a koordindta-rendszerben.

(il Az elsSként adott kor egyenlete:
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Ak a) A kor egyenletét 4talakitva:

(x+272+(y+3)?=32,
ezért kozéppontja az O;(-2; —3) pont, sugara 1, = V32 =4/2.
A masodikként adott kor egyenlete:
(-4 +(y-37=8,
ezért kozéppontja az 0,(4; 3) pont, sugara 7, = /8 = 24/2.
Mivel a két kor kézéppontjdnak tavolsigira 0,0, = V72 = 6J/2 teljesiil, ezért 0,0, = r| + r,, ami-
bdl kovetkezik, hogy a két kor érinti egymast.
A két kor E érintési pontja az 00, szakaszt a sugarak ardnydban osztja, azaz:
OE 1 42
—_—— == 2
EO, 1 22
Ez azt jelenti, hogy az E pont az 0,0, szakasz O,-hoz kozelebbi harmadolépontja, ezért:
E[l-(—2)+2-4‘ 1~(—3)+2-3)
3 ’ 3 '

A két kor kozos pontja az E(2; 1) pont.

a) Az egyenes egyenletébdl y = x + 1, amit a kor egyenletébe visszahelyettesitve:
+x+1D2-2x-2(x+1)=11.
A miiveletek elvégzése utdn: 2x* — 2x — 12 = 0. Az egyenlet megolddsai: x; =3 és x, = —2.
A metszéspontok A(3;4) és B(-2;-1).
b) A k kor egyenlete (x + 1)> + (y + 4)> =25, az e egyenesé x + 7y = —4.
Az egyenes egyenletébdl x + 1 =—3 — 7y, amit a kor egyenletébe helyettesitve:
(=3 -7y + (y +4)? =25.

A miiveletek elvégzése utdn: 50y% + 50y = 0. Az egyenlet megolddsa utdn kapjuk a metszés-
pontok koordinatdit: A(—4; 0) és B(3;-1).

(x+5)2+(y+1)?=25,
ezért kozéppontja az O(-5; —1) pont, sugara r = 5. B

b) A metszéspontok koordinatdit az

(x+5)2+@y+1)2=25
Tx+9=y

egyenletrendszer megoldasai adjak.



Az y értékét az els6 egyenletbe visszahelyettesitve, majd a mtiveleteket elvégezve a kovetkezs
egyenlethez jutunk:

(x +5)2 + (7x +10)? =25,
x2+3x+2=0.
Az egyenlet megolddsai: x; =—1 és x, =-2. Az egyenes a kort az A(-2; -5) és a B(-1;2)
pontokban metszi.

c) Akor sugara merdleges az érintési ponthoz tartoz6 sugdrra. Ebbdl kovetkezik, hogy az A pont-
beli érintének az OA(3; —4) vektor egy normdlvektora, igy az érint§ egyenes egyenlete:

3x -4y =14.
A B pontbeli érint§ egy normélvektora az @(4; 3) vektor, egyenlete pedig 4x —3y = 2.
d) Az AB hir hosszaAB =+/50 = 5J2. Az OAB,-ben: ,
OA2+ OB =52+ 52 =50, ezért OA%+ OB?=AB. :
Pitagorasz tételének megforditdsa alapjdn az OAB, derékszogd. 3B

Megjegyezziik, hogy ezt onnan is lathatjuk, hogy OA-OB =0,
ezért a két vektor merdleges egymdsra.

Ennek megfelelGen a kérdéses korszelet teriilete egy negyedkor
és egy derékszogl haromszog teriiletének kiilonbsége, azaz:

52.m 5.5 25
derszelet:T_T:?'(F—Z)z%l&

@30 a) A c kor egyenletét dtalakitva (x— 1) + (y + 3)2 = 10, amibdl a kor
kozéppontja O(1; —3), sugara r =~/10. Ha az O pontot a meg- k
adott vektorral eltoljuk, akkor a Q(5; 1) pontot kapjuk, és mivel
az eltolds a kor sugardt nem valtoztatja meg, ezért a k kor egyenlete
(x—5)% + (y— 1)> = 10. Akétkor metszéspontjait a korok egyenle-
t€bdl all6

10X

(x-1)2+(@y+3)2=10
x=52+@r-1)2=10
egyenletrendszer megoldasai adjak. A megfeleld oldalak kiilonbsége 8x + 8y — 16 =0, amibdl
y=2—x. Az egyenletrendszer megolddsai: x; =2, y; =0¢s x, =4, y, =-2.
A két kor kozos pontjai A(2; 0) és B(4; -2).
b) Az AOBQ négyszog minden oldala r =+/10, ezért a négyszog rombusz. Az 4tlék hossza
00 =4J2 és AB=2J2. Az AOBQ rombusz teriilete az 4tl6k szorzatdnak a fele, azaz:
N2-202
— =

T= 8.

E3IB A latészogkorivekre vonatkozé tétel alapjén az ilyen tulajdonsdgu
pontok halmaza két, az AB szakaszra nézve szimmetrikusan elhe-
lyezkedd koriv (melyeket az dbran pirossal jeloltiink). Ha a 1at6-
korivek pontjaibdl az AB szakasz 45°-0s szog alatt latszik, akkor
a kozépponti €s keriileti szogek tétele alapjan a latokorivek kozép-
pontjabol az AB szakasz 90°-os sz0g alatt latszik. Ezért a keresett
korivek kozéppontja illeszkedik az AB szakasz Thalész-korére,
valamint természetesen a szakaszfelezd merGlegesére is.
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A korivek kozéppontjdnak koordindtdit (az dbrdn Q; és O,) a két emlitett alakzat metszés-
pontjaként szamolhatjuk ki.

Az AB szakasz felez6pontja (egyben Thalész-korének kozéppontja) O(2; 1). A szakaszfelezd
merdleges egyenlete x + 2y = 4.

A megfelel Thalész-kor egyenlete OA =+/5 miatt (x —2)? + (y — 1)2 = 5. A szakaszfelez8 merd-
leges egyenletébdl x =4 — 2y, amit a Thalész-kor egyenletébe helyettesitve, majd az elsS tagbdl
4-et kiemelve adddik, hogy:
Q-2 +(y-1)7*=5,
4-(1-yP+(@y-1)7*=5,
5-(y—1)>=5.

A kapott egyenlGség csak tigy teljesiilhet, ha y =2 vagy y =0. A két latészogkoriv kozéppontja
tehat 01(0; 2) és 0,(4; 0).
A l4tészogkorivek sugara ugyanakkora: r = Q|4 = Q,A = /10, egyenletiik:

ki: x>+ (y—-2)2=10, ky: (x—4)?+y*=10.

A feladat feltételeinek a k; korvonalnak azok a pontjai felelnek meg, amelyek az AB egyenes
»felett” vannak. Mivel az AB egyenes egyenlete y = 2x — 3, ezért a k; kornek azok a pontjai tar-
toznak a latészogkorivhez, amelyek koordindtdira y > 2x — 3 teljesiil.

A k, kornek azok a pontjai felelnek meg, amelyek az AB egyenes ,,alatt” vannak, azaz amelyek
koordindtaira y < 2x — 3 teljesiil.

Megjegyzés: A piros latokorivek kiegészits koriveibdl az AB szakasz 135°-0s szog alatt latszik.

Haegy P pontbdl az AB szakasz 60°-0s szog alatt latszik, akkor P
illeszkedik az AB szakaszhoz tartoz6 60°-os latészogkorivek vala-
melyikére.

Haa C pontaz AB szakasz végpontjaival szabalyos haromszoget alkot,
akkor a C pontbdl az AB szakasz biztosan 60°-os szog alatt 14tszik.

E két megallapitasbol kovetkezik, hogy az AB szakasz 60°-0s laté-
szogkorivei megegyeznek a szabdlyos ABC, koré irhaté korok
megfeleld koriveivel. Két olyan pont van, amelyek az A és B pon-
tokkal szabélyos haromszoget fognak kozre. Mindkett6 illeszkedik
az y tengelyre, tovabba a két pont egymas tiikorképe az x tengelyre
vonatkozdan. Az y tengely pozitiv felére illeszked6 megfelel§ pont masodik koordindtdja éppen
a szabdlyos haromszdg magassdgaval egyenld.
AB-\3

Mivel AB =2./3, amibél a haromszog magassiga m =

=3, ezért a megfelel§ szabdlyos

haromszog harmadik csicsa C(0; 3). Az y tengely negativ felére illeszkedd cstics koordindtai
C’(0; -3) (1d. abra).
A szabdlyos hdromszog koré irhaté kor kozéppontja egybeesik stlypontjaval, sugara pedig a ma-
gassag % része, ezért az ABC, koré irhat6 kor kozéppontja O(0; 1), sugara 2, egyenlete:

ki: x2+(@y-1)2=4.
Hasonléan az ABC), koré irt kor egyenlete:

ky: x>+(@y+1)72=4.

Az AB szakasz 60°-os 14tészogkorivei: a k| kor x tengely ,.feletti” ive, illetve a k, kor x tengely
.alatti” ive.



Vildgos, hogy ez utébbi nem metszi az adott —2x + 3y =9 egyenletd egyenest, ezért az egyenes
azon pontjai, amelyekbdl az AB szakasz 60°-os szog alatt ldtszik, csakis a k; koron lehetnek.
Az ilyen tulajdonsdgu pontok koordindtdit ennek megfelelGen az

X2 +(y-172=4
-2x+3y=9
L [ 24 23
egyenletrendszer megolddsai adjak: x; =0, y; =3 és x,= ETE Yy = IES
Két olyan pont van az adott egyenletd egyenesen, amelyekbdl az AB szakasz 60°-os szog alatt
latszik, ezek koordinatai: C(0; 3) és P(—%; %)

a) A k kor egyenlete (x —2)% + (v +2)% = 1, tehdt a kor kozéppontja O(2; —2), sugara pedig 1.

Az érintGk egyenletét y = mx — 4, illetve a kényelmesebb mx —y — 4 = 0 alakban kereshetjiik.
Mindkét érinté r =1 egység tavolsagra halad a kor O koézéppontjatdl, ezért a pont és egyenes
tdvolsdgdra vonatkoz6 formula alapjan:

2m+2 -4
m2+1

=1, azaz ‘

Ha mindkét oldalt négyzetre emeljiik, akkor:

_2)2
(2’"2—2)=1, ebbSl  3m2—8m+3=0.
m* +1
Az egyenlet megolddsai: m; = 4+7 és my = 4 —3ﬁ '
A P pontbdl a k korhoz hizhaté érintdk egyenlete:
447 ) 4_ 7
! x-4 & y= 3 x4

b) A feltételek alapjan a ¢ kor sugara 3. A két
kort és kozos érintdiket az dbra mutatja.
Ha az egyik érint§ érintési pontjait E és F,
a ¢ kor kozéppontjat pedig Q jeloli, akkor
a POE, és PQF, hasonld, megfelelS olda-
laik ardnyéra pedig:

PO _1
PO 3
A kapott egyenldségbdl leolvashatd, hogy
az O pont éppen a PQ szakasz P-hez ko-
zelebbi harmadoldpontja, ezért ha Q(x; y),
akkor az osztépont koordinatdira vonatkozo
Osszefiiggés alapjan:
2-O+1-x=2 és 2-(—4)+1-y=
3 3
Az egyenletek megolddsa utdn a Q pontra
Q(6; 2) adddik. A ¢ kor egyenlete:

(x=6)2+(y-2)>=09.

=2.




c) A két kort és a kozos belsd érintdket az abra
mutatja. Ha az 4bra jel6léseit kovetve a ki-
alakul6 érintési pontokat ezittal is E és F
jeloli, akkor a POE, és PQF ismét hasonlo,
a megfeleld oldalaik ardnyara ezittal is:

PO _1
PO 3
Ezittal azonban a P pont elvélasztja az O €s
Q pontokat, ezért P az OQ szakasz O-hoz
kozelebbi negyedel6pontja. Ha a Q pont
koordinatai ismét Q(x; y), akkor:
1- . . (=
x+3 2=0 és 1-y+3-( 2):
4 4
Az egyenletek megolddsa utdn a Q pontra
0(-6; -10) addédik. A ¢ kor egyenlete:

(x+6)2+(y+10)2=09.

-4,

a) A parabola egyenletét dtalakitva y = (x — 3)2 — 2. Az egyenletbdl leolvashaté, hogy a parabola
. 1 . . . 7
tengelypontja a C(3; —2) pont, paramétere p = > fokuszpontjanak koordinitdi F (3; —Zj

b) A parabola vezéregyenesének egyenlete v: y = —3.

c) Az A pont illeszkedik a paraboldra, ezért az érinté meredeksége az f: x+> x% — 6x + 7 fiigg-
vény derivaltjanak x, =1 helyen vett helyettesitési értéke. Mivel f’(x) = 2x — 6, ezért az érint§
meredeksége —4, egyenlete: y —2 =—4(x — 1), vagy atrendezve: y = —4x + 6.

d) Az origé koriil +90°-kal elforgatott parabola tengelypontjat tgy kapjuk, hogy a C pontot
+90°-kal elforgatjuk az origd koriil. A elforgatott parabola tengelypontja C’(2; 3). A kapott
parabola paramétere nem vdltozik, tengelye viszont az x tengellyel parhuzamos (,,balra nyilik™),
ezért egyenlete: x — 2 = —(y — 3)?, vagy étrendezve: x = —y> + 6y — 7.

Az origd6 koriil —90°-kal elforgatott parabola tengelypontja C”(2; 3). A kapott parabola (mely
,jobbra nyilik”) egyenlete: x + 2 = (y + 3)2, vagy atrendezve: x = y? + 6y + 7.

a) A mozg6 test palyajanak egyenletét y=m(x—1)—6 alakban ,
kereshetjiik. A feltételek szerint az egyenes a parabola egyik AN
érintGje, ezért az 5 )
y=—-x“—4x-5
y:m-(x—l)—6} -10 2 10 X
P

egyenletrendszer diszkrimindnsa 0. Az y valtozdt kikiiszobolve
m(x — 1) — 6 = —x? — 4x — 5, majd rendezve kapjuk, hogy: ta
2+@+mx—(1+m)=0.
A kapott egyenlet diszkrimindnsa (4 + m)? + 4(1 + m) = 0. A m(i-
veletek elvégzése utdn az m* + 12m + 20 = 0 egyenlethez jutunk,
amelynek megolddsai: m; =—-2 és m, =—-10. Eredményeink alapjdn két olyan egyenes van,
amelyeken a test mozoghat. Ezeket az dbran pirossal, illetve kékkel jeloltiik, egyenletiik pedig:
e: y=-2x-4, illetve f: y=-10x+4.




EH) Ha az dbrdnak megfelelGen az e egyenes meredekségét m jeldli,

b) A parabola egyenletét atalakitva y = —(x + 2)> — 1, amibdl l4thato,

hogy a fékuszpont F' (—2; —%)

Amikor a P pont a legkozelebb volt az F fékuszponthoz, akkor
rajta volt az F-bdl a megfeleld érintére emelt merdlegesen.

Az F pontbdl az e érintére emelt merdleges egyenes egyenlete

y :%x - i A merGleges az érint6bdl az A(—%; —1) pontot

metszi ki, ezért ha a test az e érintén mozog, akkor az A pontban
volt a fékuszponthoz a legkozelebb.

. 1 21
Az F pontbdl az f érintGre emelt merSleges egyenes egyenlete y = Ex ~ 20 A merdleges az
f érintGbdl a B(E; —1) pontot metszi ki, ezért amennyiben a test az f érintén mozog, akkor

a B pontban volt a fékuszponthoz a legkozelebb.

akkor egyenlete: y— 1 =m(x —1). Mivel az f egyenes meredek-
sége m — 3, ezért egyenlete: y— 1 =(m—3)(x + 1). Akét egyenes
metszéspontjanak koordinatdit az p
y—l=m-(x-1)
y=1=m-3)-(x+1)

egyenletrendszer megoldasa adja. Mivel a két egyenlet bal oldalan

ugyanaz a kifejezés éll, ezért a jobb oldalak is megegyeznek, BR1T 74

igy m(x—1)=(m-3)(x+ 1). 5 Y 5 X
. o : I 2m -3 i 4

A miveletek elvégzése, valamint rendezés utdn: x = 3

A kapott értéket az elsG egyenletbe visszairva, majd y értékét kifejezve kapjuk, hogy
_ 2m? — 6m+3
=T
ezért az e és f egyenesek P metszéspontjanak koordinatdi:
P(Zm ~3 2m? - 6m+3).

bl

3 3
A P pont elsd koordindtdjabol a meredekséget kifejezve m = 3%+

koordinétéja: 2
2.(3x+3) 6. 3X*3 4
2 2

3, tehat a P pont masodik

y= 3

1 .
A miiveletek elvégzése utan y = %xz -5 adédik.

2

. . . 1
Eredményiink alapjdn az e és f egyenesek P metszéspontja illeszkedik az y = %x -3 egyenletd

paraboldra.

Szamitasaink ,,megfordithatok”, ezért a parabola minden pontja egy-egy e, illetve f egyenes met-
széspontja.
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12.6. ERETTSEGI GYAKORLO FELADATSOROK
KOZEPSZINTU FELADATSOROK

1. Feladatsor I. rész — megoldasok

x(x+2).
A hdromszog koré ifrhat6 kor sugara 2,6 cm.

Kortébdl 9 kg-ot, almabdl 18 kg-ot, bandnbdl pedig 54 kg-ot adott el.
A htitészekrény 52,5 literes.

A bank 3000 Ft kamatadét vont le.

4867.

x> —(x=2)2+3.

x-1%+@y-1)2=10.

70 =0,35.
200

A nagyvdros lakossdga 4 év eltelte utdn haladja meg a 210000 fét.
a) Nem. b) Igen. c) Igen.
o =2 radidn vagy o = 114,59°.

1. Feladatsor Il. rész /A — megoldasok

a) A cos?x = 1 —sin®x behelyettesitéssel sinx-re masodfoki egyenletet kapunk:
sinx =1—sin?x + 5sinx +2, ahonnan sinx=3 vagy sinx= —%.
Mivel —1 <sinx < 1 minden x-re teljesiil, ezért a sinx = 3 egyenletnek nincsen megoldasa.
Asinx = —% egyenlet megolddsai: x; = ’%t +2km és x,= —% +2km, ke Z.

A kapott megolddsok kielégitik az egyenletet.

b) Lathat6, hogy az egyenlet értelmezési tartomdnya a valds szamok halmaza. Mivel egy szorzat
pontosan akkor 0, ha valamelyik tényez&je 0, ezért egyenldség csak akkor teljesiilhet, ha

VxZ+5=3, illetve \/x2+5=—%.

A mdsodik egyenlet azonban egyetlen x-re sem teljesiil, mivel a bal oldalon egy nemnegativ,
mig a jobb oldalon egy negativ szdm all. Ebb6l adéddan
Jx2+5=3 = x?>=4, ennek megolddsai: x,=2 és x,=-2.

o

Ellenérzéssel meggy6zddhetiink arrdl, hogy mindkét szdm megoldédsa az egyenletnek.



14. a) A négyzet kozéppontja az AC szakasz O felezGpontja, mely-
nek koordindtdi az A és C pontok ismeretében konnyen szdmol-

hatok: 0(2; é)
22

A BD 4atlét tartalmazd egyenes merdleges az E(& 9) vektorra,
tovabba tartalmazza az O pontot, igy normélvektoros egyenlete:

3x+9y=3-§+9-§ = x+3y=10.

b) A négyzet hidnyz6 csticsai illeszkednek a BD egyenesre, valamint az O kézéppontd,

2 2
OA= \/(é - 1) + (é + 2) = f% sugaru korre.
2 2 4
A négyzet koré irt kor egyenlete:
- 3o-3-5
—=|+|ly-—=|=—.
2 2 2

A BD egyenes egyenletébdl x = 10 — 3y, amit a kor egyenletébe helyettesitve:
2 2
15 5) 45
__3 + _— | =— = 2—5 +4:0.
(2 g ) (y 2) 2 o
A fenti egyenlet megolddsai: y; =4 és y, =1, ebbdl pedig x; =-2 és x, =7.
A négyzet hidnyzo csicsainak koordinétdi B(7; 1) és D(-2; 4).

15. a) A szépirodalmi konyvek szdmat 7x, az albumok szdmat 5x alakban kereshetjiik.
A feltételek alapjan a mdszaki konyvek szdma 1,8 - (5x) = 9x.
Ha a 15 kdnyvbdl minden polcra ugyanannyit helyeziink, akkor a polcokon rendre 7x + 5,
5x + 35, illetve 9x + 5 konyv lesz, tovabba példaul (7x +5): (Sx +5)=4:3.
A felirt ardnybdl x = 5. Eszerint Kristéfnak 6sszesen 35 szépirodalmi konyve, 25 albuma
és 45 miszaki konyve van.
Az ellendrzés mutatja, hogy ekkor miiszaki konyvbdl valdban 1,8-szer annyi van, mint albumbdl,
tovabba ha minden polcra 5 konyvet helyeziink, akkor a konyvek szdmédnak ardnya 4:3:5 lesz.

b) Krist6f (235) — 2300-féleképpen tud harom albumot kélcsonadni Karolynak.
c) Ha Kristéf valoban megveszi a 15 kiszemelt konyvet, akkor 6sszesen 120 konyvet tarol majd
a polcokon.

1. Feladatsor Il. rész /B — megoldasok

16. a) Az 5 doboz 5! = 120-féleképpen helyezhetS egymads mellé.

b) Az els6 gyermek 5-féle, a masodik 4-féle, a harmadik 3-féle szind lufit kaphat. Az esetek
szdma 5-4-3 = 60.
c) Az drus az elsS 6rdban 0sszesen 14 lufit adott el. A lufik 4tlagdra euréban:
3-1+3-1,2+2-1,4+4-1,5+2-2 19,4

14 14

Az 4rus atlagosan 139 centért adta a lufikat az elsg érdban.

=~1,39.




d) A lufikbdl 19,4 € az arus bevétele. A lufi beszerzési ara 0,4 €, ez 14 lufi esetén 5,6 €, ezért
a lufis haszna 13,8 €. Ez koriilbeliil 246,4%-o0s haszonnak felel meg.

e) Az eladott 14 lufi kozott vannak olyanok, amelyeket nem tudunk megkiilonboztetni (az azonos
szinfek), igy a lufik ismétléses permutdcidjardl van sz6. Az esetek szdma:
14!

— =25225200.
31.31-21-41.21

17. a) A gyertya tengelymetszetét az dbra mutatja. A csonka kip m ma-
gassagat az ATD derékszogi haromszogbdl Pitagorasz tételével
szamolhatjuk: m =8 cm.

Mivel a csonka kup alapkorének sugara 2 cm, fedGkorének
sugara pedig 3 cm, ezért térfogata:

v=8?”.(22+2.3+32)z159,17.

A gyertya térfogata 159,17 cm?.

b) Ha a gyertyat az alapokkal parhuzamos sikkal két részre vagjuk,
akkor két csonka kup alaku rész keletkezik, ahol mindkét kelet-
kez6 trapéz magassdga 4 cm, k éppen az ABCD trapéz kozép-
vonala, igy hossza a két alap szdmtani kozepe, azaz k=5 cm.

Ha V| akisebb, V, anagyobb rész térfogatat jeloli, akkor ard-

nyukra: ;
4”.(224_2.54_(5)j
i_3 2 \2))_61

v ”-((5)2+5-3+32J 91
3 2 2

61
A keletkez$ két rész térfogatdnak ardnya or

=0,67.

18. a) A 15 szintes 1épcsé egyes szintjeit alkotd kockdk szdma feliilr6l lefelé haladva szdmtani soro-
zatot alkot, amelynek elsé tagja 1, kiilonbsége 2. Ebbdl kovetkezik, hogy a legalso, 15. szin-
ten taldlhat6 kockdk szdma 1 + 14 -2 =29.

b) Az n szintbdl all6 1€pcsd legfelsd szintjén 1, legalsé szintjén pedig 1 + 2(n — 1) = 2n — 1 kocka
taldlhato, ezért megépitéséhez 6sszesen
S,=1+3+..+2n-1
kocka sziikséges. Az S Osszegben éppen az els§ n pdratlan szdm Osszege all, amit a szdmtani
sorozat Osszegképletének alkalmazdsdval szdmithatunk ki:
1+2n-1
2

Az n szintbdl 4116 1épcsS megépitéséhez n? darab kocka sziikséges. Mivel Aladdrnak 150 darab
épitSkockdja van, ezért a legnagyobb olyan n egész szdmot keressiik, amelyre n? <150 tel-
jesiil, azaz n = 12,25, vagyis Aladar épitGkockdibol maximum 12 szintes 1€pcsét épithet.

2

S= n=n-

c) Aladér a kdvetkezd szamu épitSkockdkat hasznélhatja fel a Iépcsdk épitéséhez: 1, 4, 9, 16, 25,
36,49, 64, 81, 100, 121, 144. Ha Aladar épit egy kétszintes, egy Otszintes, tovabba egy tizenegy
szintes 1épcsdt, akkor mind a 150 kockat felhaszndlja, igy egy sem marad felhasznélatlan.
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11.
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KOZEPSZINTU ERETTSEGI GYAKORLO FELADATSOROK

2. Feladatsor |. rész — megoldasok

. 5,325-10718,

Osszesen 6 dolgozé volt mar mindkét varosban.

c).

G) . @) =6-3 =18 utazd csapat alakithato ki.

f(=3)=-3, f(0)=0, f(3)=0.

A 4 ismert szdm Osszege 177, amihez ha még 70-et adunk, akkor 247-et kapunk. Ehhez az isme-
retlen szdmjegyet hozzdadva 9-cel oszthaté szamot kell kapnunk. Mivel a 247-nek a 9-cel val6
osztas sordn fellépd maradéka 4, ezért még 5-6t kell hozzdadni, hogy 9-cel oszthaté szdmot kap-
junk, ezért az 5. nyertes szdm a 75.

a) Hamis. b) lgaz. ¢) Hamis. d) lIgaz.
. . .. 1 .
A tort nem értelmezhetd, ha nevezGje 0, azaz ha 2sinx — 1 =0, vagyis sinx = 5 Az adott inter-

T 5w - G Ak , . «
vallumban ez az x; = g—ra és az x, = ?—ra teljesiil. Erre a két értékre a tort nem értelmezhetd.

Az akvéariumhoz 3-80-60 + 2-60-60 = 21600 cm? = 2,16 m? iiveget haszndltak fel.

A két térkép hasonlé egymashoz, az 1:2 300000 méretaranyu térképet A = 2300000 _ 23 ardnyu

1200000 12
hasonldségi transzformdcidval lehet dtvinni az 1:1200000 méretaranyu térképbe. Ebbdl kovetkezik,

hogy az utébbi térképen a Cegléd—Szeged tavolsdg 4,5 - % = 8,6 cm.

Kiszdmolhatjuk a két varos val6sdgban mért tavolsdgat is:
4,5-2300000 = 10350000 cm,

majd kiszdmoljuk, hogy ennek mekkora tavolsdg felel meg az 1: 1200000 méretaranyu térképen:
10350000: 1200000 = 8,6 cm.

x+3y=10.

A modusz és a medidn egyarant 3.

2. Feladatsor Il. réesz /A — megoldasok

a) A négyzetgyokvonds miatt x > -5 A logaritmus értelmezése miatt 5 —+/2x + 1 >0, amibdl

12 > x. Az egyenlet értelmezési tartomdnya 12 > x = —%. Mivel log;9 =2, valamint log 4 =-1,

4
ezért egyenletiink log, (5 —V2x + 1) =3 alakban irhato.

A logaritmus definicidjanak alkalmazdsa, majd rendezés utdn a ~/2x + 1 = —3 egyenletet kapjuk.
Mivel a jobb oldaldn negativ, bal oldaldn nemnegativ szam 4ll, igy az egyenletnek nincs megoldasa.



14.

15.

16.

17.

b) Az egyenlet értelmezéEsi tartomdnya a valds szamok halmaza. A hatvanyozds azonossagait hasz-
ndlva 3%’ = 312+4x_ Mindkét oldalon 3-as alapt hatvanyok 4llnak, amelyek csak tgy egyezhet-
nek meg, ha kitevéik is egyenldk, ezért x% —4x — 12 =0.

A kapott masodfoku egyenletbdl: x; = 6 és x, = —2. Mindkét szdm megoldésa az egyenletnek.

a) A befbttesiiveg alapkorének sugara » =4 cm, magassaga m = 15 cm.
Egy iiveg térfogata: V = r?wrm = 753,98 cm?, azaz kozelitéen 7,5 dl.

b) Az iivegek taroldsara szolgald kartondoboz feliil nyitott téglatest,

amely alaplapjdnak oldalai 24 cm és 32 cm, magassdga 15 cm. 18

A doboz héldjanak kicsinyitett képe az dbran l4thato (az adatok 7’75’5 75
centiméterben vannak megadva).
c) Mivel 1 dobozba 12 iiveg fér, ezért nagymamdnak Osszesen 12
4 dobozra van sziiksége.
Egy doboz térfogata V=24-32-15= 11520 cm?, igy a 4 doboz 75

osszesen 46080 cm? = 46,08 dm? helyet foglal el.

a) Az 1500 €-bol 200 € 1%-os kamatldbbal kamatozik, igy erre a részre a bank 2 € kamatot fizet.
A maradék 1300 € utdn 4% kamat jér, azaz 1300-0,04 =52 €. A bank a lekotott 6sszeg utdn
54 € kamatot fizet.

54
1500
c) Ha x eurds betétnél legalabb 3,8%-o0s kamatot fizet a bank, akkor
2 4+ (x—200)-0,04 = x-0,038, vagyis x=3000.
Legalabb 3000 €-t kell lekotniink ahhoz, hogy arra a bank legalabb 3,8%-o0s kamatot fizessen.

b) Mivel

=0,036, ezért a bank dltal ténylegesen kifizetett kamat 3,6%.

2. Feladatsor Il. rész /B — megoldasok

a) A fiiggvény értékkészlete a [-2; 2] intervallum. A fiiggvény

y
amaximumat az x =3 helyen veszi fel, a maximum értéke 2; X =lx =3+2
a minimumdt az x = —1 helyen veszi fel, a minimum értéke —2. 1
b) A fiiggvény grafikonjardl leolvashatd, hogy az egyenlGtlenséget V4 i
a [2; 4] intervallum szdmai elégitik ki. f
c) Az x — —|x— 3| + 2 szabdllyal megadott fiiggvény grafikon- ,
jénak x tengely alatti negativ részét tiikkrozziik az x tengelyre. x> |-lx-31+2]
-1 1 5 X
—i

a) Anna a harom kockdval 6sszesen 63 = 216-féleképpen dobhat. A kedvezd esetek szambavéte-
1énél hasznos lehet azokat a kdvetkezd mddon csoportositani:

o A dobott pontok szdma 18, ha Anna minden kockdval 6-ost dob.

o A dobott pontok szdma 17, ha két 6-ost és egy 5-0st dob. Attdl fiiggden, hogy a piros, zold
vagy kék kockaval dobja az 5-0st, ez az eset 3-féleképpen kovetkezhet be.



18.

A dobott pontok 0sszege 16, ha két 5-6s mellett egy 6-ost dobott (6sszesen 3 eset), vagy két
6-0s mellett egy 4-est (szintén 3 eset). A pontok szdma 6-féleképpen lehet 16.

A dobott pontok Osszege 15. A lehetséges dobdsok: két 6-os mellett egy 3-as (3 eset), egy 6-0s,
egy 5-0s €segy 4-es (3-2-1 =6 eset), illetve harom 5-0s (1 eset). Ez 6sszesen 10 eset.

Anna tehét 6sszesen 1 + 3 + 6 + 10 = 20-féleképpen dobhat tigy, hogy azzal a jatékot megnyerje,

ezért nyerésének valdszinlsége % = (,0926.

b) Anna a zold és kék kockdkkal 6sszesen 36 kiilonb6zd eredményt dobhat. Ha a piros kockéval
6-ost dobott, akkor ahhoz, hogy a jatékot megnyerje, a masik két kockdval dsszesen legalabb
9-et kell dobnia. A kovetkezd esetek lehetségesek:

* A dobott pontok dsszege 12, ha a zold és a kék kockaval egyarant 6-ost dob.

* A dobott pontok 6sszege 11. Ez kétféleképpen kovetkezhet be: zold 6-os és kék 5-0s, vagy
forditva.

* A dobott pontok 0sszege 10. Ekkor vagy két 5-0st dob (1 eset), vagy egy 6-ost és egy 4-est
(2 eset). A pontok Osszege 3-féleképpen lehet 10.

* A dobott pontok dsszege 9. Ekkor vagy egy 6-ost és egy 3-ast dob (2 eset), vagy egy 5-0st
és egy 4-est (2 eset). Osszesen 4 esetben lehet a dobott pontok sszege 9.

Anna legaldbb 9-et 1+ 2 + 3 + 4 = 10-féleképpen dobhat, ezért nyerésének valdszinlisége:

10 0,2778.
36

a) Az ABC hdromszdg szabdlyos. Szdmoljuk ki oldalainak hosszét:

AB=2J3, AC= \/(0 +V3) +(3-02=12=2J3, hasonléan BC =23

Mivel a hdrom oldal hossza megegyezik, ezért az ABC haromszog valéban szabalyos.

b) A szabalyos haromszog koré irt kor kozéppontja egybeesik a ha-
romszog sulypontjdval, sugara pedig a stlyvonal hosszanak két-
harmada (Id. dbra). A C csucsot az origdval 0sszekotd szakasz
az ABC,-nek egyben silyvonala is, ezért a koriilirt kor kdzép-
pontja e szakasznak az origéhoz kozelebbi harmadoldpontja.
Vagyis: O(0; 1), sugara pedig OC =2. A hdromszog koré irt kor
egyenlete: x2 + (y—1)>=4.

c) Két metszéspont van, ezek koordinatai: (—2; 1), illetve (2; 1).

3. Feladatsor |. rész — megoldasok

Van, aki nem kivalo matematikabol.
Nem mindenki kivalé matematikabol.

1 _gik hatvény.
2

1 mérfold = 63 360 inch.

a#2, a#-2, atort: .
a-—2

AUB=[-6;4] és AnB=[-3;2].
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3]
xe |=;00f.
5

x=23-32=72.

66°% 66° 48° vagy 54° 54° 72°
Mindkét nyelvet beszéli: 0,85 + 0,75 — 1 = 0,6, a lakosok 60%-a. A keresett valdszintiség 0,6.
Ertékkészlet: [-2; 2].

Koszinusztétellel szamolva a legnagyobb oldallal szemkozti szoget: v = 97,98°.

3. Feladatsor Il. rész /A — megoldasok
a) Az értelmezési tartomany: x > ? négyzetre emelés utdn: x; =7, x, = 2, mindkettd megoldas.

b) Az egyenletet 3-as alapd hatvdnyra 4tirva, majd rendezve: 27 - 32— 244 - 3* + 9 = (.

Az egyenlet 3*-re masodfokd, megoldasai: 3* = 9 és 3¢ =i, amibdl az eredeti egyenlet
gyokei: x; =2, x, =-3. 27

a) Akamatozott 6sszeg mértani sorozatot alkot: x = 150000 - 1,0512 =269 378 Ft lesz a felvehetd
Osszeg. A haszon 119378 Ft lesz.
b) Akivehets 0sszeg:
150000 1,052 + 150000 - 1,051 + 150000- 1,059 + ... + 50000 1,05.
Ebbdl:

1,052 —1

150000(1,05'2 +1,05'" +...+1,05) = 150000 - 1,05 - 1 =2506947 Ft.

s

Mivel 6sszesen 12 - 150000 = 1800 000 Ft-ot fektetett be, a haszon 706947 Ft.

a) A teljes grafthoz 8 él hidnyzik, ennyi kézfogas lesz.
b) Nem, mert Antinak csak egy ismerdse van.

¢) Tibi két oldaldra 3 -2 féle mdédon keriilhet egy-egy lany, a kimaradé 3 emberrel egyiitt 4! ale-
iilések lehetséges szama, tehat:




3. Feladatsor Il. rész /B — megoldasok

4713 4.7-1,5

~14,14 mm3.
3

16. 1 csepp viz térfogata: V =

a) 2 dl =200000 mm?, ez 14144,27 csepp viz, ennyi csepp = 3536 perc = 58 éra 56 perc alatt
csopog le.

b) 1év alatt 4-60-24-365=2102400 csepp esik le, ennek a térfogata kb. 29,7 liter.
c) 1 évben 52 dl tisztitészer fogy el, ehhez 11 flakont kell megvenni, amelynek az dra: 9020 Ft.

17. a) A piros, a zold és a citromsdrga részek teriilete:

Tpiros =r?-7=113,10 cm?,
2.
Tzéld = Tcitrom =6- = 4\/5 =93,53 cm?
A narancssarga szabdlyos sokszdg 12 darab egyenl$ szard haromszogre bonthatd, a hdromszog
magassdga:
m=—"— ~11,2.
2-tgl5°
Ebbdl adédik:
T arancs = 12 a”_ r2omw= 289,96 cm2,
a-m _ 2. .2 .
b) A12- —x“-mw=x--7m egyenletbdl x = 8 cm.

c) A bels6 kor szinezésére 4 lehetdség van, a koriilotte levd részre 3 szinbdl vélaszthatunk,
és a kiils6 hdromszogeket a maradék két szinnel csak egyféleképpen szinezhetjiik ki.

Tehét 4 -3 =12 kiilonbozd, a feltételeknek megfelel$ szinezés lehetséges.

18. a) Az edzésformak heti Osszesitése:

Osszes idd (perc) Kozépponti szog (fok)
Labizom-erdsités 75 50
Mellizom-erdsités 60 40
Hatizom-erdsités 72 48
126°
Hasizom-erdsités 54 36
Karizom-erdsités 90 60 pihenés
Pihenés (dsszesen) 189 126

b) % =0,35, tehét az id§ 35%-4ban pihen.

c) A négyféle edzéstipus lehetséges sorrendje 4!, amikor két kivédlasztott egymds utdn van, a lehe-
téségek szdama 2 - 3!.
A feltételnek megfelel§ esetek szama a kettd kiilonbsége: 4! —2-3! = 12.
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4. Feladatsor |. rész — megoldasok

. AnB={36;81}.

50¢ 50°% 80° vagy 50° 65° 65°
1

cosor =——.
2

Atagadds a c).
3631082 = 26 = 64.

Az elsd szdm a 63, a mdsodik a 64, ez a nagyobb.

3 0’88;-29 0,44 =0,55, az éves kihaszndltsdg 55%-os.
4,8m, 6,4 m, 3,2m.

Egy O-ra, hiszen csak egy darab 2-es és 5-0s van a szorzatban.

x€:|g;°°[. f(x)
8

A fiiggvény atalakitasdval: (=)

-5 -4 4 2 X
f(x):(x+1)2—4. \//
Szinusztétellel szamolva a 28°-kal szemkdozti oldalt:

b=14,63 cm. E

4. Feladatsor Il. rész /A — megoldasok

a) A3 =0,5- % egyenletbdl x = g tehdt 1,67%-os oldatot kapunk.

100
2 10 . , . . . .. ..
b) A3- m =X- E egyenletbdl x = 0,6, tehdt 0,6 liter ecethez 2,4 liter vizet kell ontentink.

A naponta elolvasott oldalak szdma szdmtani sorozatot alkot, amelyben a; = 15.
a) Az S, =——— 132413 egyenl6tlenség megoldédsa: d = 2,79.

Tehét ha naponta legaldbb 3 oldallal noveli az elolvasott mennyiséget, be tudja fejezni
a konyvet a hataridore.

b) Ha d=4, S, =444, tehat az utolsé napra mar nem marad olvasni vald. Mivel S;; = 385, mar
a tizenkettedik napon is csak 28 oldalt kell elolvasnia.
a) Egyetlen pontra teljesiil: P(5; —8).

b) Az A kozépponti 5 egység sugart kor egyenlete: (x — 1)> + (y —2)> = 25. Az AB szakasz fele-
z6pontja: F(4,5; 1,5), az AB szakaszfelezd merSlegese: 7x —y = 30.

A keresett pontok az egyenes €s kor metszéspontjai: P(5;5) és Q(4;-2).



16.

17.

18.

4. Feladatsor Il. rész /B — megoldasok

a) Az édbra alapjan szdmolhat6 a PM tavolsdg. Az MTP,-ben,

Pitagorasz-tétellel: Q.
PM?=2,5%+8,82 ebbsl PM =9,15m.
Tehat a késziilék érzékeli a macska mozgésat. 10

b) Az MRQ haromszdgben szintén Pitagorasz-tétellel szamit-
haté az RQ szakasz hossza:

RO?=10%-7,42, ebbsl RQ=6,73m.
Az FO=25+6,73=9,23m.

Tehét ha a szemkozti fara 9,23 méternél magasabb helyre
szall a bagoly, akkor a késziilék nem érzékeli.

c) Készitsiink 4j abrat. A keresett AB szakasz az ABT egyenld

széaru haromszogben taldlhatd, melynek magassaga F7'=7,4 m. M
A BT hossza az MTB,-ben Pitagorasz-tétellel szamithato: oL 10 25

BT?=10%2-2,52, ebbsl AT =BT =9,68 m.
Az ABT), alapja, szintén Pitagorasz-tétellel:
BF?2=9,682-742 BF=624m, AB=2BF=1248 m.

Tehat a késziilék a jarda sz€lén egy 12,48 m hosszu szakaszt
tart megfigyelés alatt”.

A szdveg alapjan a kovetkez$ halmazabra készithetS el:

6 b

:_:0’44; b :—:—:0,0095.
@)=z )P (3) 105
2

¢) Az dbra alapjan 10 olyan tanuld jar az osztdlyba, aki csak egy
nyelvet tanul a fentiek koziil.

A vasarolt edény térfogata:
V=mT'”-(R2+R-r+r2)z89,6nter.

Ebbe az edénybe

89’6—_17 ~ 80,7 liter
0,90

foldet kell vasdrolni.

a) Tobb megoldas is lehetséges, példaul egy 50 literes, egy 20 literes, egy 10 literes és egy 5 literes
csomag megfelel.

b) Az elébbiek dra 6sszesen: 1477 Ft, a legolcsobb a két darab 50 literes virdgfold, 1450 Ft.

c) Ebben az esetben 89,6 liter foldet kell vasarolni, s ez most is tobbféleképpen lehetséges. Pél-
daul négy 20 literes és egy 10 literes csomag.

A legolcsobb ebben az esetben is a két 50 literes csomag.
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10.
11.
12.

13.

5. Feladatsor |. rész — megoldasok

. Normadlalakban:
a) A-B=1-10%% b) A+B=52-10"2,
A sikon 8 kiilonboz§ pont legfeljebb @j azaz 28 egyenest hatdroz meg.
A fiiggvény
a) értelmezési tartoménya: x € [—4; 4]; b) értékkészlete: y € [-1;4].
Az eredeti haromszog keriilete 30 cm.
A tdra teljes hossza 30 km.
Az dbrén jelolt tartomany: C U (B\A) vagy (Au BuU C)\(A\C).
A paralelogramma atléinak metszéspontjabél a csicsokba mutatd vektorok:

a+b a+b a-b b-ad
, = s és .

2 2 2 2

A haromszog két adott oldala altal bezart szog lehet 30° vagy 150°.
A mondat tagaddsa B: ,,Van olyan erdész, akinek nincs z6ld kalapja.”
Az egyenlGtlenség megolddsa: x € |—oo; —2[ U |5; oo[.
A hdromszog C cstcsdnak koordinatdi C(-2; 1).
A valészintség:
L_b

P(30-cal oszthatd) = 3 = L, P(30-cal nem oszthaté)=1- — =—.
48 16 16 16

5. Feladatsor Il. réesz /A — megoldasok

a) Az egyenlet bal és jobb oldala minden valés x helyen értelmezve van. A hatvanyozds azonos-

sdgait alkalmazva, valamint az exponencidlis fiiggvény kolcsonos egyértelmiisége miatt:

3
_2.x-3
3-1.3 277723223 amibdl x=—g.

Ez valéban gyoke az eredeti egyenletnek.

b) A logaritmusfiiggvény értelmezési tartomdnya a pozitiv valés szdmok halmaza, ezért:

2+5x+3>0 o xe]—w;_s;\/ﬁ[u]_sgm;w[,

x-1>0 © xe]l;oo[.
4

1
Az egyenlet alaphalmaza: x E]Z; oo[.



14.

15.

A logaritmus azonossdgai €s a logaritmusfiiggvény kolcsonos egyértelmiisége miatt:

2
VX2 +5x+3=4x-1 = 15x?-13x-2=0 = x1=1ésx2=—B.

Az egyenlet alaphalmazaba csak x =1 tartozik bele, és ez megoldésa is az eredeti egyenletnek.

Legyen a derékszogli haromszog két befogdjanak hossza a és b.
a) A szokasos jelolésekkel a hegyesszogek koszinuszainak aranya:

a a

cosp_25_a _ a_3

coso 2 b b 4 5 a
25 b

A Pitagorasz-tétel alapjén a” + b = 252. Akét dsszefiiggésbsl a = 15 és b = 20. A hdromszog
befogdi 15 cm és 20 cm hossziak.

b) Legyen a haromszog beirt korének sugara r. A hdromszog teriiletét irjuk fel kétféleképpen:
a-b a+b+c 15-20 15+20+25
=r- = =r-
2 2 2 2
A hiromszog beirt korének sugara r =15 cm.

r=>5.

c) Egy hdromszog belsd szogfelezdje a szemben levs oldalt
a szomszédos oldalak ardnydban osztja. A kisebbik hegyes-
szoggel szemben levd oldal 15 cm hosszu, és ezt a szogfelezd

20:25 aranyban osztja. Az dbrén az x szakasz hossza: ?

A szogfelezd f hosszara felirhat6 Pitagorasz-tétel:
2
2 2
f2=202+(?0) = f=?0-\/10:21,08.

A kisebb hegyesszog felezGjének a haromszog belsejébe esd szakasza % -+/10 = 21,08 cm
hosszu.

a) Szamitsuk ki 8, 12 és 14 legkisebb kozos tobbszorosét: [8; 12; 14] = 168.

A buszok a megdllébol 168 percenként indulnak egyszerre. Reggel 5-t61 délelétt 10-ig 300 perc,
11-ig 360 perc telik el. Mivel 2-168 =336, 10 és 11 6ra kozott van olyan idépont, amikor
a megdll6bol egyszerre indul mind a hdrom jérat, és ez az id6pont 10 éra 36 perc.

b) Minden vérakoz6 3-féle buszra szillhat fel, ezért 333-féleképpen szallhatnak fel a buszokra.
c¢) A 70-es buszra 35-0,2 =7 ember, a 71-esre 35- % =10, a 72-esre 35 — 7 = 18 utas szall fel.
. . 35) (28
A kedvezl esetek szama (7) . (1 0) .
. 28 .
10

(35) (18)
7 18
P ~0,0018.

d) Akiindulési pont K(0; 0), az els6 megallé E(-2; 3), a masodik megallé M(2; 5), a harmadik
H(3; 3). Akiindulasi helyétSl a harmadik megalléig megtett t:

s=KE+EM+MH = (-2)* + 32 + J2 - (-2)2+ (5-3)2 +J3-2)2 + (3-5)2 =
=13 ++20 + V5 =13 +3/5 = 10,31 km.

G g), az osszes eset a b) rész alapjan 3.

A keresett valészintiség




5. Feladatsor Il. rész /B — megoldasok

16. A befektetni kivant pénz legyen a forint.
a) Az (1) lehet&ség szerint harom év milva a- 1,083 = 1,2597a forintot kapunk.
A (2) lehet8ség szerint hdrom év mulva a-1,01-1,08- 1,15 = 1,2544a forintot kapunk.
Takarékos Oszkar az els6 befektetési forma esetén jut tobb pénzhez 3 év letelte utan.
12
b) Ha a bank negyedévenként p szdzalékkal noveli a pénziinket, akkor 3 év utdn a- (1 + L)

. . p 100
forinthoz jutunk. Legyen 1+ 100 =X.

a-x2=q-1,08 /:a#0
x=%1,08 =1,0194.
Negyedévenkénti 1,94%-os kamat esetén kapunk annyi pénzt, mint az (1) befektetési mod esetén.

c) Tegyiik fel, hogy n év milva legaldbb 5000000 forint a1l majd rendelkezésére. Ez akkor kovet-

kezik be, ha
2-10°-1,08" + 10°- 1,081 > 5. 10°.

Osztva mindkét oldalt 10°-nal és az egyenl6tlenséget rendezve:
2-1,08-1,08" "1 +1,08"~1 > 5,
3,16-1,08""1>5,
1,087 1> i
3,16
Mindkét oldal pozitiv, igy vehetjiik a tizes alapt logaritmusat:
1g1,08"-1> lgi, amibl  n>6,96.
3,16

B

Takarékos Oszkarnak hét évet kell varni hogy év végén legaldbb 5000 000 forintot vehessen fel.

17. a) A stadion egyes soraiban lev{ tilGhelyek szdmai olyan szdmtani sorozatot alkotnak, amelynek
elsé eleme 200, differencidja 4. Tegyiik fel, hogy n sor van a stadionban. A szdmtani sorozat
elsé n elemének Osszegére vonatkozo Osszefiiggés alapjan:

400+(n—1)-4

11500 < n - <12000.

Az egyenl6tlenség-rendszert rendezve:
11500 < n - (200 + (n —1) - 2) <12000,
5750 < n? +99n < 6000.

A sorok n szdmdra teljesiilnie kell, hogy (1) 0 < n? + 991 — 5750 és (2) n? + 991 — 6000 < 0.
Az (1) egyenlGtlenség megoldésa:
-99 -/32801 -99 +/32801
n<——=-140,06 vagy n>—-——
2 2

A (2) egyenlétlenség megoldésa:
-99 -4/33801 <n< -99 ++/33801

2 2

Mivel n pozitiv egész, a két feltételt csak n =42 teljesiti, tehat a stadionban 42 sor van.

= 41,06.

—141,43 = =42,43,



b) Az 0sszes lehetGség szdma @)
Ha az els6 harom ko6zott nincs angol versenyzd, akkor 5 versenyzd koziil keriilt ki a hdrom
dobogds helyezett. A kedvezbtlen esetek szdma Gj

Annak a valdszintsége, hogy valamelyik dobog6s helyre angol futé kertilt:

@
3
pel-2 2B e

8) 28
3
c) Az eladott jegyek drainak atlaga:
4740 -0,4 - 3200 + 4740 - 0,3 - 4000 + 4740 - 0,3 - 4700
4740

= 3890 forint.

Az eladott jegyek drainak médusza 3200 forint, medidnja pedig 4000 forint.
18. a) ElGszor az als6 egyenes csonka kup alakd rész térfogatat sza-
mitjuk ki el§szor.

A csonka kip alapkorének sugara R = 6,5 cm, fed6korének
sugara r=1,5cm. A kip magassigat a tengelymetszetbdl

szamithatjuk:
m=+/13%>-5%=12 cm.
A csonka kip térfogata:
m-(R2+R-r+r2)-7r
Vcsonka kip = 3 =217m.

A fels6 hengeres rész térfogata:
Vhenger = 17+ 7 -m’ = 277
A flaska teljes Grtartalma:

V= Visonkakip + Vhenger = 2447 = 766,55 cm?,

A 7,5 dl =750 cm? bort beledntve a flaskaba: 766,55 — 750 = 16,55 cm? térfogatnyi hely marad.
Mivel ez kisebb, mint a fels§ hengeres rész térfogata, az tivegben a bor szintje a fels§ hengeres
résznél van, feliilrél szdmitva a kovetkez6 magassdgban:

h=@l=$z2,34cm.
reem 1,5°-¢m
b) Ha az livegbdl annyit kiontiink, hogy a bor szintje 3 centiméterrel csokkenjen, akkor ez
V¥=15%1-3=2121 cm?
bor kiontését jelenti. A bor alkoholtartalma eredetileg 750-0,125 cm3. Az alkoholtartalom
750 -21,21 728,79
750 750

minden kiontés utan -szeresére valtozik.

4
2
A kinalt bor alkoholtartalma végiil 750 -0,125 - (7 7?3_’;9) cm?,
4
750-0,125- (728’79j
A vendégeket Vendel — 750 -100 = 11,14%-o0s borral kinalta.
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11.
12.

13.

6. Feladatsor I. rész — megoldasok

o (n+ D!

. Az egyszerGsitett tort: ———=n+1) - n.

(n—1)!

Kossiik 0ssze a haragosokat éllel. Az dbran egy lehetséges meg-
oldast latunk. @3)

A szavazédson 7530000 {6 vehetett volna részt. @)
P PRI 2
A sorozat els6 5 elemének Osszege - 0 @

a) lgaz. b) Hamis. c) Igaz.
A focilabdat 5,73°-ban latjuk.

Az egyenlet val6s megolddsai a szdmegyenesen lathatok.

T T T ¢ T
2

Az ABCx =21° -l 0 1
A fizetések atlaga 126 571 forint, médusza 90 000 forint, medidnja pedig 105 000 forint.
Az egyenlet diszkrimindnsa 4/2.

A fiiggvény grafikonja az dbran lathato.

e
Annak a valdszintisége, hogy Ambrus Adri mellett iil: ’
2-50 1
6 3 N
3 [ 123 X

6. Feladatsor Il. rész /A — megoldasok

a) Haszniljuk fel, hogy cos?x = 1 — sin?x:
2-(1-sin%x) +1=5-sinx,
0=2-sin’x +5-sinx —3.
A masodfoku egyenlet megolddsai:

sinx = —3, ami nem lehet a szinuszfiiggvény értékkészlete miatt,

sinx=1 e x =T+ x,=2F 42, kileZ
2 6 6
Az egyenlet megolddsai:
xI:%+2kn, xzz%”um, kleZ,

amelyek kielégitik az eredeti egyenletet.

b) Irjuk fel az egyenlet jobb és bal oldaldt 2 hatvanyaként.
22x+2:x+11 = 95



14.

15.

16.

Mivel az exponencidlis fiiggvény kolcsonosen egyértelmi, a 2x + 2|x + 1] =5 egyenletet kell
megoldanunk.

Ha x>-1, akkor 2x +2(x+1)=5 = x=%.

Ha x < -1, akkor 2x + 2(-x — 1) =5, nincs megoldas.

Tehat x = % ami az eredeti egyenletnek valoban gyoke.

Az els6 nap a kutya 2(20 + 60) = 160 m utat tesz meg.

A madsodik nap 2(20 + 50) + 160 = 300 m utat tesz meg, mivel az els§ haztomb szélességét, €s még
két haztomb kozti tavot kétszer kell megtennie az el§z6 napihoz képest.

A harmadik nap 2(20 + 50 + 20 + 50) + 160 = 440 m utat tesz meg, az el6z8 napindl ismét
2(20 + 50) = 140 méterrel tobbet.

A kutya altal naponként megtett tdvolsdgok egy szdmtani sorozat tagjai. A sorozat elsé tagja 160,
differencidja 140.

a) Akutya a hetedik napon a; =a; + 6d = 160 + 6- 140 = 1000 méter utat tesz meg.

2a, +19d

b) Husz nap alatt a kutya dsszesen S, =20 - =29800 métert, azaz 29,8 km-t fut.

Az els6 kép alapjdn az els6 f4jl 25%-a az 6sszes mdsolds 7%-a, tehét az elsé f4jl az 6sszes maso-
landénak ’. 100 = 28%-a.
25
Ezért és a masodik kép alapjan a masodik f4jl 15%-a az 6sszes masolds 37% — 28% = 9%-a.
A masodik fijl az 6sszes masoland6 anyagnak % -100 = 60%-a.

A harmadik f4jl mérete tehat az 6sszesnek 100% — 28% — 60% = 12%-a.

Ha a teljes masolds a 91%-4nél tart, akkor a harmadik f4jlbdl akkora rész mésoldsa tortént meg,
amennyi az dsszes masolandénak 91% — 28% — 60% = 3%-a.

A 3% a 12%-nak % -100 =25%-a.

A harmadik f4jl masoldsa sordn, ha a felsG savban 91% lathatd, akkor az alsé savban 25%-ot lat-
hatunk.

6. Feladatsor Il. rész /B — megoldasok

a) Az atlagpontszdm 53,95. Az atlagpontszdmhoz Lewis Hamilton pontszdma van a legkzelebb.

Brawn— Red Bull- McLaren— Ferrari Gyoztes
Mercedes Renault Mercedes csapat

b) Az adatsor médusza a Brawn—Mercedes csa- g g0mu

pata, 8k nyertek legtobbszor futamot. szama
10

8
6
4
2
0




c) Az Osszes helyszin szdma 17, ebbdl a két megsziintetendd helyszint (127) -féleképpen lehet kiva-
lasztani, tehat az 0sszes esetek szama (27)

Ha Magyarorszagot kivalasztandk, akkor a masik helyszin a fennmaradé 16 masik koziil
keriilne ki, tehat a kedvezd esetek szama 16.

Annak a valdszintisége, hogy Magyarorszag a két kivalasztott kozt lenne:

2 0n

17\ 17
2
d) Mivel Schumacher 3 perc 20 mdsodpercenként korozi le a masik autét, ennyi id§ alatt Schu-
macher a pélya hosszdval, azaz 4381 méterrel tobb utat tesz meg.

Legyen az aut6 sebessége v. Mivel 3 perc 20 mdsodperc az L Ora, az s =v-t Osszefiiggés
alapjan a megtett utak kiilonbsége: 18

199 L —v~l =4,381, ebbdl v=120,142.
18 18

A masik auté sebessége megkozelitSleg 120 kTm

17. Legyen a szabdlyos hatszog alapu egyenes hasdb alaplapjanak
éle a, magassdga m hosszusagu.
A szabdlyos hatszog hosszabb atlja az alapél kétszerese: 2a,
rovidebb atl6ja egy a oldald szabalyos haromszog magassaga-
nak a kétszerese: av/3.

Pitagorasz tételét felirva a testatlokat tartalmazd derékszogd
haromszogekben:

(av3)" +m? = (301)" |
(2a)? + m? =302

Az egyenletrendszer pozitiv megolddsai: a =9 és m = 24.

A hasab alapéle 9 cm, magassdga 24 cm.

a) Ahaséb térfogata:

V=T, m=6- -m=2916-/3 = 5050,66 cm?,

a?-\3
4

lap

b) A hasab felszine:

2.
a 4ﬁ +6-a-m=243J3 +1296 ~1716,89 cm2

A=2-T+6-a-m=2-6-
18. Thalész tétele értelmében a derékszog( csucs rajta van az atfogé mint atmérs folé irt koron.
A kor kozéppontja AB felezGpontja, vagyis O(3;1), sugara:
__AB_ JB (=2 +(-11-13)> 26 _
2 2 2

13.

A kor egyenlete:
(x =372+ (y-1)72=169.



a) Akornek az y tengellyel valé metszéspontjata (0—3)%+ (y—1)>= 169 egyenlet megoldésa adja:

(y —1)2 =160,
ly — 11 =/160.

Ebbdl a hdromszog derékszogl csticsdnak koordinétdi lehetnek:
C,(0;1+4410) vagy C,(0;1-44/10).

b) A kor keriiletén keressiik meg azokat a pontokat, amelyeknek els§ koordinatdja 15. Ehhez

oldjuk meg a (15 —3)% + (y — 1)> = 169 egyenletet:

144 +(y - 1)2 =169,
ly-1/=5.
Az egyenlet megolddsai: y; =6 és y, =—4.
Az E|(15; 6) és E,(15;—4) érintési pontokban kell a korhoz érintSket hiznunk. Mivel egy kor

érint§je merdleges az érintési pontba huzott sugdrra, az érint6k normdlvektorait a kor
kozéppontjabol az érintési pontokba hizott vektorokkal adhatjuk meg.

i, =0E,(12;5) = ¢ 12x+5y=12-15+5-6 = 12x+5y=210,
fi,=0E,(12,-5) = ey: 12x+5y=12-15-5-(-4) = 12x—5y="200.

Az érintSk egyenletei: 12x + 5y =210 és 12x — 5y = 200.

Az érintSk hajlasszogét normélvektoraik hajldsszogének segitségével adhatjuk meg, amelyet

a skaldaris szorzatukkal szamolhatunk:
n - ny :Q = ([)z45,240-

cosQp = = 5
n2| 13

7]
Mivel a ¢ szog hegyesszog, az érintdk hajlasszoge 45,24°.
1. Feladatsor |. rész — megoldasok

- +y) _x-y
' (x + y)? x+y

n
" 50+n

<0,25; 0,75n<12,5; n< 16,6. Legfeljebb 16 marcipénos keriilhet bele.

. Két nem egybe esé kor két pontban metszheti egymdst. Minden djabb kor metszheti mar az 0sszes
kordbbit 2-2 pontban, igy a lehetséges metszéspontok szdma 1-2+2-2+3-2+4-2 =20.

. Nyolc elem medidnja a két kozépsd elem szdmtani kozepe. Ha X €s Y is kisebb, mint 4, akkor

a medidn pontosan 3,5. Ha csak X kisebb 4-nél, akkor a medidn maximum 5,5. Igy X, Y > 4,

és X =5, Y="17. (Feltettiik, hogy X kisebb Y-ndl, és a szdmok mind kiilénbozdk.)

. T=5%5in60°= 21,65 cm?.

. Az dtpontu teljes graf éleinek szdama 54 =10, az adott grafnak 2+2+2+2+4 =6 éle van.
Igy még 4 élt kell berajzolni. 2

. Akeresett egyenes egyenlete e: —3x+2y=1.

. Az egyenlet két gyoke: x; =0 és x, =-9. Amegoldds: x =-9.



11.

12.

13.

14.

15.

A megoldis: ¢), azaz y =21 -1,

0° és 360° kozott két szog van, melyekre sin240° = sin 300° = —?. Koziiliik cos 240° < 0, ezért

c0s240° = —l.
2

Jelolje n a Berlinben jartakat. Ekkor 10 + % = 14, ebbdl n = 8. Tehat 4 f6 jart mindkét varosban.

A logaritmus definici6ja miatt 2x —4 >0, azaz x> 2, és x € N.

1. Feladatsor Il. rész /A — megoldasok

a) 6+9+1;)+8+X:8’ vagyis X =7.

b) Az egyes napokon 5, 10, 9, 11 autd érkezett, a valtozasok (+5, —1, +2) atlaga:

5—1+2:2‘

Ennek alapjan péntekre 11 + 2 = 13 auté varhato.

c) Ha egyik napon sem érkezett olyan jarmd, amelyen egyszerre végzik el a kétfajta beavatkozast,
akkor a valdszintiség 1. A legkisebb értéket pedig akkor kapjuk, ha minden nap a lehetd
legtobb jarmt vesz részt mindkét tipusu beavatkozdsban, azaz hétfén 5 (1), kedden 9 (1),
szerddn 9 (1), csiitortokon 8 (3). Zardjelben azon jarmivek szdma szerepel, amelyeken csak
az egyik beavatkozast végzik el. Igy a kérdéses valészintiség:

Mzo,m.

8+,8-4-12 8+4
2 2
A két megoldds: x; =log,6 =2,585 és x,=1.

2
a) (2x) -8:2%+12=0, (2%),,= , ahonnan (2%); =6 és (2%),=2.

b) A feladat értelmezési tartoménya: x > 0. Rendezve az egyenlGtlenséget:
Y g0 = Vg o k< vagy x>-3.
x+3 x+3 8

Az értelmezési tartomdny miatt az egyenlStlenség megolddsa: x > 0.

a) Az egyre novekvd keriiletd korok sugarai: r, 2r, 3r, ..., nr, ... (n€Z*).

A korok keriilete: Ky =2r-m, K, =2-2r)-n, K3=2-GBr)-m, ..., K,=2-(nr)-m, ...

Szamtani a sorozat, ha a szomszédos elemek kiilonbsége dllandd. Ez teljesiil a keriiletekre:
K,.1—K,=2-[n+1)-r]-7=2-(nr)- £ =2r = K, = dllando.
b) Jeldlje a, az n-edik korgytribe keriilt darabkdk szdmdt, ami ardnyos a kertilettel.

Mivel K, =K,,_| + K|, ezért a,=a, _; + a; (ahol a; =4), tehat:

a+mn-d=a+{n-2)d+aq,
nd —d=nd-2d +4,
d=4.
Igy a darabkdk szdma: S50 = 840. Ha egy jar6lap 6 darabkdt adott ki, akkor 140 jarélapot
kellett miszlikbe apritaniuk.



1. Feladatsor Il. rész /B — megoldasok

16. Abrazoljuk a megadott alakzatokat. Latjuk, hogy ezek metszés-
pontjai adjdk a haromszog csucsait. Két alakzat metszéspontjat
pedig a koordindta-geometridban egyenletrendszerek megoldésa-
ként kapjuk.

—2x+y=3

x+T7y=-9

Tehat A(-2; -1).

a) A=bnc: }, amegoldds: x=-2, y=-1.

) =
B=cnk: x+y=3 }

(=22 +(y =22 =25

Fejezziik ki ¢ egyenletébdl y-t, kapjuk az 5x> — 20 = 0 egyenletet, ahonnan |x| = 2. Az egyik

megoldds éppen A, a masik: x =2, y=7. Tehat B(2; 7).

k- (x-22+(y-2)2=25
' x+7y=-9

C=bn

b) K = d(AB) + d(AC) + d(BC) = \/80 ++/50 + /90 = 25,5 egység.

}, amegoldds: x =5, y=-2. Tehat C(5; -2).

¢) Mivel BC alegnagyobb oldal, a vele szemben levS o szog a legnagyobb. Példaul a koszinusz-

tételt felirva:

90 =80 +50—2-/80 -/50 -coser, ebbsl o =71,56°

17. Képzeletben vagjuk el a tolcsért és a fagyit kozépen egy fliggdleges sikkal. A metszetet rajzoljuk le.

a) A rajzon kiemelt két haromszog hasonlé. (A tolcsér alkotd-
janak hosszat kiszdmithatjuk a Pitagorasz-tétellel, értéke
10 cm.) Felirva az ardnyokat:

9,6 — R 10
3 —, ahonnan R =2,4585 cm.
R 2,8
Igy a fagyi térfogata:

Viagyi = %R3 -7 = 62,24 cm?,

Kerekitve, a gombdc térfogata 62 cm?.

b) Ha elolvad a fagyi, és az olvadt csoki ,.kitolti” a kuip alakd
tolcsért, akkor szintén taldlunk két hasonlé haromszoget:
m 96 24 . 2
—=—"—=—, innen m=-—r.
r 2,8 17 7
Feltételezziik, hogy a fagyi térfogata nem véltozott (illetve
a valtozastdl eltekintiink), ezért:

2 24
P2ogem T 7r 831
Volvadt csoki = = = =62,
olvadt cSoK1 3 3 7

amibdl r = 2,58 cm és m = 8,86 cm.

5,6

9,6




10.

11.
12.

. Minden esetben megfelel6 médon kell behelyettesiteniink a megadott képletbe.

@) L=25cm=025m, a=081", T=27g. |02 _T
) 9.81-0,81 3
b)T=2(s), a=881%, 2=07- |— L = r1="_01013m)
’ g2 9,81-8,81 2 ’
1
=
—da

2
0=981-3 540
9 s2

¢) T=3s, L=1m. 3=2r-
9,81

8. Feladatsor I. rész — megoldasok

. A végzbdés lehet 12, 32, 52, 72, 92, tehat X lehet 1, 3, 5, 7, 9.

A kiils6 pontbdl a korhoz hazott érint merdleges az érintési pontba hiizott sugérra. A Pitagorasz-
tételbl x% + 62 = 102, ebbdl x = 8.

Az elsd allitds megforditdsa igaz. A masodik allitds megforditdsa igaz. A harmadik allitds meg-
forditdsa hamis, mert az 1 6nmagdaval és 1-gyel is oszthatd, mégsem prim.

Az intervallumok az abran lathatok.

! 1 ‘
(10)4;:L=10.9.8.7:5040. ! :
4 (10 — 4)! J\ e—e o—— e\

15 62 58 n
100 80 100 80 _15+77,5+58+1,25n
4 400

Ha a tandr csak egész pontokat ad, akkor legalabb 72 pontost.

>0,6, innen n=>71,6.

Mivel egymads reciprokai, a kotangens értéke is negativ.
]—o0; —4]-on monoton névé az f(x).

Ha eredetileg x aru az aru, akkor a vasart kovetS csokkentés utan x-1,4-0,6 =x-0,84 az dra, s ez
az eredeti arndl kisebb. Mégpedig 16%-kal.

Az egyenletbdl a k kor kozéppontja O (-2; 1), sugara r = 3. A két kor kdzéppontjanak tdvolsdga:
d(OK) =2 +2)2 + (4 —1)2 =5,

Ha nincs k6z6s pont, akkor:
R<d(OK)-r=5-3=2 vagy R>d(OK)+r=5+3=8.

log, 12 =log, (22-3) = log, 2% + log,3 = 2log,2 + p =2 + p.

A val6szintiség a teriiletek ardnya. A keret és a kép konkrét nagysaga nem szamit, tekintsiik a kor
sugardt egynek, igy: i 5
Tigpkeret =4 €8 Tiguep =17 7.
A taldlati valészin(iség:

=0,7854.

p—z
4



13.

14.

15.

8. Feladatsor Il. rész /A — megoldasok

Az értelmezési tartomdny: y2 + 2x — 5 > 0. A masodik egyenletbsl y = 3 — x. Visszahelyettesitve
az elsG egyenletbe, egy varhatéan masodfoku egyismeretlenes egyenlethez jutunk:

B-x)2+2x-5=2x+3.

A gydkjel alatt nevezetes szorzatot taldlunk, mégpedig (x — 2)2-t, ezért az egyenlet:
[x —2|=2x+3.

s

Az abszolut értékes egyenletnek egy megolddsa van, x = 3 igy y= ? Ellendrizziik.

a) A hdrom hazaspdar 0sszesen hat f6. Ha valakinél elvagjuk a kort és , kiteritjiik” az iilésrendet,
akkor az eredmény 5! = 120.

b) Most az egyik pér elsd tagjdndl vigjuk el a sort €s kiteritjiik az iilésrendet, akkor 2-féle médon
lehet a mésik két part leiiltetni, illetve minden paron beliil 2-2-féleképpen a hdzastarsakat. fgy
az eredmény 2 -23 = 16.

c) Képzeljiik el a hat személyt, mint egy graf hat pontjat. A graf
€lei azt reprezentdljak, hogy két személy egymads kozott ) 6) (4 5)
kicserélte a saldtdstdlat (az mindegy, hogy ki kinek adta).
Ekkor az 5 foku pont minden mds ponttal szomszédos, tehit
a hatodik pont fokszdma is legaldbb 1.

A 4 foku pontbdl tudunk éleket rajzolni csak a tobbi ponthoz, 3) 3)
illetve a leendd két 3 foku pontot Osszekotve fokszdmuk
3 lesz. Tehét az utolsé pont minimalis fokszdma 1.

Maésodszorra kossiik 6ssze a 4 fokd pontot a hatodik ponttal és a két 3 fokui ponttal. Végiil kossiik
ossze a 2 fokii pontot is a hatodik ponttal. Igy a hatodik pont fokszama 5 lesz. Tehét ennyi infor-
m4cio birtokdban csak annyit allithatunk, hogy a hatodik személy az asztalndl legaldbb egyszer,
legfeljebb 6tszor adta-vette a salatastélat.

a) Haegy y=f(x) fiiggvény athalad az (x’; y’) ponton, akkor teljesiil r4, hogy f(x’) =y’. Azaz
f4)=2-42-5.4+c=16, innen c = 4.

b) Az f(x) fiiggvény pontosan ott metszi az x tengelyt, ahol y =f(x) = 0. Azaz 2x>—5x+4 =0.
A masodfoki egyenletnek nincs megolddsa, hiszen D =5>-4-2.4=25-32=-7<0.
Mivel normadl 4llasd parabola, eszerint végig az x tengely felett halad, nem metszi azt.

¢) Ha az x tengely felett halad, akkor fiiggSlegesen lefelé kell elmozgatni, hogy érintse a tengelyt.
Ezt pozitiv konstans elvételével érhetjiik el.

I. megoldas.

Az érintéshez a diszkrimindnsnak 0-va kell vélnia:
D=25-8(4-p)=-T7+8p=0, ahonnan p= 7 =0,875.

I1. megoldas. 8

Alakitsuk a fiiggvényt teljes négyzetté:

2 2
f(x)=2x2—5x+4:2(x—§)—§+4:2(x—§)+z.
4 8 4/ 8

Innen lathatd, hogy az utolsé tag elhagydsa, azaz a gorbe 0,875 egységgel valo lefelé mozditasa
utan mar érinti az x tengelyt.
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17.

8. Feladatsor Il. rész /B — megoldasok

Készitsiink a hotelszobakrol egy 6sszefoglalé tablazatot.

Egy szinten talalhato azonos tipusu Osszesen a hotelben
szobak koziiliik konyhaval rendelkezik szoba konyhaval
2 személyes 7 2 91 26
4 személyes 8 2 104 26
6 személyes 5 2 65 26
Osszesen 20 6 260 78

a) A 8 parnak kétszemélyes szobdkat utalnak ki a hotel 91 szobdjabol valamilyen sorrendben.

Erre O1_8)! -féleképpen kertilhet sor. A kétgyermekes paroknak négyszemélyes szobdkra van
—8)! \
sziikségiik, ezért szdmukra _lodt lehetdség adddik. (A szobdkat és a parokat is megkiilon-

(104 - 3)!

! !
boztetjiik.) A kérdésre a vélasz ezek szorzata, hiszen fiiggetlenek: o 104

(91-8)! . (104 -3)!

b) AfelsS 6t emeleten Osszesen 5 - 8 =40 négyszemélyes szoba van. Hogy pont ilyenbe kopog be

az illetd, annak val6szintisége P = % Az alsé nyolc emeleten 8-5 =40 hatszemélyes szoba

. 4 . .
van, igy utébbi P, = 260 valészintlisége megegyezik az el6bbivel.

c) Mivel a feladat szovege tartalmazza a ,,legaldbb” sz6t, érdemes megvizsgalni a komplementer

eseményre vald attérés lehetdségét. 39 szobdt vélasztunk ki 0sszesen, koziiliik legaldbb egy
konyhdval rendelkezik: akkor rendelkezhet azzal 1, 2, 3, 4 stb. Ez nagyon sok lehet6ség, megéri
attérni a komplementer eseményre!

Ha a kivélasztds utdn nincs konyhds szoba, akkor szintenként a kétszemélyesek koziil 5, a hdrom-

személyesek koziil 6, a hatszemélyesek koziil 3 szoba johet széba 3. 6 3 valészintiséggel.

13
. . 6 3
Ugyanez érvényes mind a 13 szintre, tehat az ellentett esemény valdszinidsége (— '3 g) .
13
Magénak a kérdezett eseménynek pedig 1 - (; '3 g) a valoszintsége.

Jelolje S a szépirodalmat, K a képregényeket, U az djsdgot olvaso tanuldk halmazat. A feladat
szovege szerint:

(O ISI+IKI-1SNK|=15; Q) IKl+|UI-1KnUl=17;
Q) ISl+lUul-IsnUl=18; m)%wﬂ:mmkh
B)IKl-6=|KnUl; 6) 1SN U|=3;

NDISNUNK|=1.
(4)-et (1)-be helyettesitve: %-|S| +|K|=15.

(5)-6t (2)-be helyettesitve: |U| = 11.



18.

(6)-ot (3)-ba helyettesitve: |S| +|U| =21, ebbél |S| =10, és igy |K|=10.
Ekkor (4)-b8l |S N K| =5, (5)-bSl KN Ul=4.
Tehat

30— (ISI+IKI+UI-ISAKI-ISAUI-IKNUl+|SA"UNKI)=
=30-(10+10+11-5-3-4+1)=10,
azaz 10-en nem olvassdk egyiket sem. Mivel 10:30 = 0,333, ez a tanuldk 33,3%-ét jelenti.

s

A kovetkezé dbrat rajzolhatjuk fel:

Felirva a szinusztételt az APB és QAB haromszogekben, kisza-
mithatjuk AP és AQ hosszat:

AP _ sin21° és £=M
50  sin59° 50  sin55°
ahonnan AP = 20,9 m és AQ = 52,861 m.
Alkalmazzuk a koszinusztételt APQ haromszogben:
PQO?=AP? + AQ* —2AP-AQ - c0s35° = 1421,1
amibdl PQ = 37,7 m.
Nagy Papucsnak kozelitSleg 37,7 m hosszu szdrogatdkotelet kell sodornia.

9. Feladatsor |. rész — megoldasok

. 3+x20, azaz x >-3. Négyzetre emelve, s rendezve az egyenlStlenséget:

x2+x-2>0, amibsl x>1 vagy x<-2.

Mivel a jobb oldalon nemnegativ szdm 4ll, ezért a bal oldalon is annak kell (s6t pozitivnak a > jel
miatt), tehat a megoldas: x > 1.

log,80 —log,10 + log;81 = logz% +4=log,8+4=3+4=7.
A rombusz atl6i felezik egymast, és merdlegesek is egymadsra.

Pitagorasz tétele szerint a rombusz oldala 5 egység, igy keriilete
20 egység.

A forgéskup tengelymetszete az dbran lathato. (=)

A kup felszine:
A=227w+2m-4=12n.

A [ szog a kovetkezd négy érték lehet: 31° 329° 391° 689°.

A kedvezs esetek szdma 3 (primszamok: 2, 3, 5), az 0sszes ese-

tek szdma 6, igy a primszdm dobdsdnak valdszintsége:
5 ——

6 2



10.

11.

12.

13.

14.

Ha a sorozat 6t6dik tagja as és a differencia d, akkor a kdvetkez6 osszeget kell kiszdmitanunk:
3-4d+3-3d+3-2d+3-d+3+3+d+3+2d+3+3d+3+4d=9-3=27.

Az y=2x+ 1 egyenletd egyenes meredeksége 2, ezért a rd merdleges egyenes meredeksége —%,

igy az egyenlete: y—2= —% -(x —1), vagy mds alakban: y= —%x + g
Az els6 egyenletbdl y = 3 — x, ezt a méasodikba helyettesitve, majd rendezve az egyenletet,
kapjuk, hogy:
x2-3x+2=0.

Ennek gyokei: x; =1, x, =2, a megfelel§ y értékek: y; =2, y, = 1.

A fiiggvény legnagyobb értéke 2, ezt az x = 1 helyen, a legkisebb
értéke pedig 0, ezt az x =—1 és az x = 3 helyeken veszi fel. (=)

2
Az 1-t61 100-ig terjedd egész szdmok kozott 50 db oszthaté . e . ikl
2-vel, 33 db oszthaté 3-mal, és 16 db oszthaté 2-vel is meg /

3-mal is, tehat 6-tal. i 1 3 X
Igy 50 + 33 — 16 = 67 olyan szdm van, amely vagy 2-vel, vagy
3-mal oszthatd, tehat 33 olyan van, amely nem oszthaté sem
2-vel, sem 3-mal.

Alkalmazzuk azt a teriiletképletet, amely szerint a hdromszog teriilete két oldalanak és a kozbezart
sz0g szinuszanak szorzata osztva 2-vel:

t:3-8-s;n120 _6%3.

9. Feladatsor Il. rész /A — megoldasok

Az 4brén a 2 sugard, origd kdzéppontud kort €s a mésik kor kozép-

y
pontjat O(3; 4) rajzoltuk meg. Az O és az origd tavolsaga 5, igy 4 0
r lehetséges értékei: X
5-2=3 é 5+2="7. Y A
A két kor érintési pontjain a kozéppontjukat 6sszekts egyenes K X~ - -
halad at, ennek egyenlete: y= %x. Az egyenes és az origd i ) 3 X
) -1
kozépponti 2 sugard kor metszéspontjai: a

P(§§) illetve Q(—E;—§j. B
55 5 5

Ezek lesznek az érintési pontok.

A haromszog teriilete:
t =w =120- sin(x’
ahol sin o a két oldal altal bezart szog.

Mivel 0 < o< 1809 sin «, és vele egyiitt ¢ is akkor a legnagyobb, ha o = 90° azaz a kozbezart
szog derékszog. Ekkor sin o = 1, tehit a teriilet 120 cm?.
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16.

17.

18.

Jelolje x az A-bol B-be induld gyalogos emelkeddn megtett utjat kilométerben, y a vizszintes
utat, z alejtén megtett utat kilométerben mérve. Visszafelé természetesen z km lesz az emelkedd
és x km a lejtd hossza. Igy a kovetkez6 egyenleteket frhatjuk fel:

X 'y z X ¥y, z
) x+y+z=11,5; 2) —+=+-=29; 3) -+ +5=3L
(1) x+y+z @ 3+37%3 G 5473
; . L . 8 8z 'y
A (2) és (3) megfelel§ oldalait 6sszeadva kapjuk: E + E + 5 =0.

»_z

Az (1)-b6l x + z=11,5 — y, ezt az el6z§ egyenletbe helyettesitve y-ra egyismeretlenes egyenletet
kapunk. Ebbdl y = 4 km, tehat a vizszintes ut 4 km hosszu volt.

9. Feladatsor II. rész /B — megoldasok

Az é4bran az egyes hdromszogek teriiletét tiintettiik fel. Hasz-
naljuk fel, hogy ha két haromszog magassiga egyenld, akkor
teriiletiik ardnya az alapok ardnydval egyenlS. Ezek szerint
a POQ, teriilete 3 egység.

Hasonléan adédik, hogy az ABP, és a PBC teriiletének ardnya
ugyanannyi, mint az AQP, és a PQC, teriiletének ardnya:

9L b6l r=45cm?
6 5

Az egyenl6tlenséget igy irhatjuk:

(x+1)2+y2<2.
Azok a P(x;y) pontok, amelyek ezt az egyenlGtlenséget kielé-
gitik, egy (~1; 0) kozéppontd, /2 sugard korlemezt alkotnak.
Az y=x+a egyenlet egy egyenes egyenlete. Akkor lesz egy
megoldds, ha az egyenes érinti a kort.

Ez a=-1 és a =3 esetben kdvetkezik be.
Megolddsok tehat: az £,(0; —1) és E,5(—2; 1) pontpar.

Az Osszes kétjegyl szam Osszege:
10+11+12+...+99

_10+99 90 = 490s.

Ebbdl kell kivonni a 3-mal vagy 5-tel oszthatd kétjegyd szamok Osszegét.
A 3-mal oszthatdk Osszege:

12+15+...+99=30. 1242

=1665.

Az 5-tel oszthatok Osszege:
10 +95

10+15+...+495=18- =945.

A 3-mal és 5-tel, azaz 15-tel oszthatk dsszege (ezek mindkét utébbi dsszegben szerepelnek):
15+30+45+60+75+90=315.

Tehat a keresett 0sszeg: 4905 — (1665 + 945 — 315) =2610.



10. Feladatsor 1. rész — megoldasok

. Az egyenlet igy frhat6: cosx = _%’ tehat a megoldasok:
x1:%+2kn, x2=—%+2n7r, k,neZ.

. Alogaritmus azonossagait és a definicidkat felhaszndlva:

log;196 —log;4 —sin270° = %—(—1)—10g749+1 2+1=3.

4
. A négyzetgyoknek csak akkor van értelme a valds szdmok korében, ha 5x -4 >0, azaz x 2 3
Mivel a bal oldalon nemnegativ kifejezés all, a jobb oldalon is annak kell éllnia, s6t pozitivnak,
hiszen ez az oldal a nagyobb. Ezért x > 0, ebbdl az értelmezési tartomdny: x > % Az 4talakitds

utén kapott x% — 5x + 4 > 0 egyenlStlenség akkor igaz, ha x < 1 vagy x > 4, tehat a megold4s:

%<x<1 vagy x>4.

. Adobott szamok osszege 11 vagy 12 lehet. 11-et tgy lehet dobni, hogy egyik kockan 5-0st, a mési-

kon 6-ost dobunk, ennek valdszintsége % 12-t csak igy, hogy mindkét kockdn 6-ost dobunk,

1 2 13 _ 1
ennek valoszinlsége —, tehat a keresett valdszintiség: — + — =—.
36’ 36 36 36 12

. A két keresett szog mértéke 6x és 7x, ezek Osszege: 6x + 7x = 130°. Ebbdl x = 10, tehat a két szog
nagysaga 60° és 70°
. A gomb sugarit jelolje r, akkor a térfogata:
4r’r 9 327
=—7r
3 2 8

A gomb felszine: 9
4r27t=4~z-7t=97t.

. Az abran az adott harom vektor d, 5, ¢. Akeresett testatl6 vektor:
d=d+b+¢ AD

‘
k=1

. A filiggvény grafikonja az 4dbran lathato.

. A 784 primtényezGs felbontdsa:
784 =24.72.
A pozitiv osztok szdma:
4+1)-2+1)=15.




11.

12.

13.

14.

A hdromszog magassdga Pitagorasz tételével kiszamithato:
m=+13%-52 =144 =12 cm.

A haromszog teriilete:
_10-12

t 60 cm?2

A szam 70%-a a szam 0,7-szerese, tehat O,7-g= 35, amibdl
a = 250. 5

Atalakitva a hozzdrendelési szabalyt:
2
5y 1 )
X |x—=|-—=(x-2,5--0,25.
2) 4

A fiiggvény legnagyobb értéke 6, ezt a 0 és a 6 helyen veszi fel.
A legkisebb értéke a parabola tengelypontjaban, x = 2,5-nél van,
ez y=-0,25.

10. Feladatsor Il. rész /A — megoldasok

A fiiggvény legnagyobb értéke 7, ezt az x = 3-ndl, a legkisebb
értéke 3, ezt 1 <x <2 esetén veszi fel.

Azt hasznaljuk fel, hogy hasonlé hdromszogek teriiletének ardnya
a megfelel§ oldalak ardnydnak négyzetével egyenld. A ,kis”
hdromszdgek mindegyike hasonlé az ABC eredeti hdromszog-

hoz, igy ha az ABC), teriilete ¢, akkor:
X 1 y 2 Z _3

x+y+z i x+y+z i x+y+z b
A harom egyenletet 6sszeadva ezt kapjuk:

1= 5 tehat 7 =36 teriiletegység.

7

=<

y=(x-252-025

o

o

B

y=x+1-x|+2[x-2|




16.

17.

18.

n+3

Az n#-1, =1+ atalakitds mutatja, hogy a tort csak akkor lehet egész, ha n+ 1
n+1 n+l
osztdja 2-nek, azaz n + 1 értéke —2, —1, 1, 2 lehet. fgy n értéke -3, =2, 0, 1 lehet.

A masik tortbsl n # -4,

20415 T azaz n+4 osztéja T-nek, vagyis n+4 értéke
n+4 n+4

-7, -1, 1, 7 lehet. fgy n értékére ezt kapjuk: —11, -5, -3, 3.

A két széba johetd n értékrendszerben n =-3 a kozos. Ez j6 is, mert ekkor az elsd tort értéke 0,
a masodiké 9, mindkett§ egész szam.

10. Feladatsor Il. rész /B — megoldasok

2 4+ x — 12 4talakitdsa utdn:

( 1)2 49
X=X+ - ——.
2

Az x> x

4 2

Az els6 egyenl6tlenségbdl 53*~1 <52, Mivel az 5 alapi expo-
nencidlis fiiggvény szigorian ng, ebbdl 3x — 1 <2, azaz x < 1.
A miasodik egyenlétlenség igy frhaté: x2 + x — 12 <0, ez pedig x> a2 +x =12
—4 < x <3 esetén teljesiil.

Mindkét egyenlGtlenséget a —4 < x < 1 valds szamok elégitik ki.
Az A csap egy Ora alatt a medence egyotod részét, a B csap egy ora alatt az egy tizenotod részét

¢ . c oo 4 .
tolti meg. Igy egy 6ra alatt a két csap egyiitt 3 + 1 = T részét tolti meg a medencének.
1 .
Tehat Osszesen ZS Ora, azaz 3 dra 45 perc alatt tolti meg a két csap egyiitt a medencét.

Jelolje s az A és B kozti tdvolsdgot kilométerben mérve. Ekkor a teherauté titja A-bdl B-be 2
s . S, . . ; . 60
ordig, B-bGl A-ba 100 Ordig tartott, igy az atlagsebessége:
S B R
s s 1 1 h
60 100 60 100




EMELT SZINTU FELADATSOROK

1. Feladatsor /A — megoldasok

1. Abal oldalon 4ll6 tort értelmezési tartoméanya : 1 — 4x2>0, x#0, azaz —0,5<x <0,5.
Bévitjiik a tortet az 1+ /1 — 4x? dsszeggel:
4x2 _ 4x
x(1+V1-4x2)  14+1-4x2
Ha —0,5 <x <0, akkor 4x <0 és 1++/1—4x? >0, igy hanyadosuk negativ, azaz kisebb 3-n4l.

Ha 0<x <0, akkor 0 <4x <2, 1++/1—4x2 >1, tehit a tort értéke < 2.

Tehat az egyenlGtlenség az Osszes, az értelmezési tartomdnyba tartozé x valds szdmra teljesiil:
-0,5<x<0,5.

<3.

2. Az 4brardl leolvashatd, hogy sin10° = %.

A sin3a = 3sin a — 4sin o azonossagot o = 10°-ra alkalmazva:

3
sin30°=0,5=3-sin10°— 4-sin310° = 3- -~ _ 4~(i) .
) 2b 2b
Atrendezve:
a Cl3 .
05=15-2-05-%. amibsl a®+b3=3ab,
b b3

és ezt kellett igazolni.

3. Mivel a logaritmus alapja csak 1-t6l kiilonbozd pozitiv szdm lehet, 0 <x, x # 1, x # 16, x # 64.
A megfelel§ logaritmus azonossagok felhaszndldsdval az egyenlet igy irhato:

1 1 _ 1
log,x logyx—4 logyx—6

Ha a log,x = z jelolést haszndljuk, akkor a kapott egyenlet igy alakithato 4t:
2(z—4)=7-6, azaz 72-57+6=0.
Innen z; =2, 2, =3, ésigy x; =4, x, = 8. A kapott gyokok kielégitik az egyenletet.

4. Jelolje a kiip alapkorének sugardt r, alkotéjat a, igy a paldst
felszine: A, = ram, tys, = r*m. Afeltétel szerint ram=2r’m, tehdt
a =2r, azaz egyenl6 oldald kipot kaptunk. Ennek magassaga
m = r/3, tehat a térfogata:
_,.mf

3

Mivel a kdp alapkore és csicsa a gombfeliiletre illeszkedik,
az abrén lathat6 ABC derékszogli haromszogbdl:

RJ3

(r 3—R)2+r2:R2, innen r:T.

Vv

A kip térfogata tehat: V =R3 - 3?”



1. Feladatsor /B — megoldasok

5. a) Az f fiiggvény grafikonja az dbran lathat6.

=<

y=|x2-6x+8|
A fiiggvény atalakithato:

f)y=Ix2-—6x+8l=l(x-3)2-1].

! 1 5 X
b) A g fliggvény grafikonja az dbran lathat6. y
A fiiggvény atalakithato:
gx)=x2—6x+5|=|(x-3)2-4|. y =Ix2—6x+5|

Abrizoljuk a

h(x)=|x*—6x+8|+]x2—6x+5], 0<x<6
fliggvényt, amelyre h(x) =f(x) + g(x).
Az abrarol leolvashat6, hogy 3 <a < 5 esetén van az egyenlet-
nek 3-ndl tobb megolddsa a valds szamok korében.

2
6. Az y=x?+ax+ b egyenleti parabola tengelypontjinak koordinatéi: x = —% és y=>b- %. Ezért
az y=x%+ (2p + 1)x + p% — 1 egyenletii parabola tengelypontjanak koordinatdi: x =—p — 0,5, illetve
y=-p-1,25.
Innen lathato, hogy a tengelypontok koordindtdi kielégitik az y — x =—0,75, azaz az y =x — 0,75
egyenletet, amely egyenes egyenlete. A tengelypontok tehat illeszkednek az y = x — 0,75 egyenesre.

7. Rendezziik 4t az egyenlStlenséget, és hasznaljuk fel, hogy a haromszogben y = 180° — (a + f3),
ezért siny = sin(o + B):
sinor + sin?f > 2 — sin? (o + fB),
sin?(a + B)>2 — (1 - cos’a + 1 — cos?f),

sin?(o + B) > cos?a + cos?B. (1)

Haszndljuk fel a szinuszfiiggvény addicids tételét, és végezziik el a négyzetre emelést:

sinZa - cos? B+ cos2 o - sin? B+ 2sin o - cos & - sin B+ cos B > cosZa + cos2 B, (2)



Ezutan djra rendezziik at az egyenlGtlenséget, €s haszndljuk az ismert azonossdgokat:
2sino - cosa -sinfB-cos B > 2cos?a- cos?B. (3)
Mivel coso, cos3>0 (a és B hegyesszogek), oszthatunk ezekkel és 2-vel, majd atrendezve:

0>cosa-cosB—sino -sinf=cos(a+ ). (4)
A (4) egyenlGtlenség igaz, mert 90° < o+ < 180° hiszen 7y is hegyesszog. A (4) egyenldtlen-
ségbdl kovetkezik a (3), ebbdl a (2) és végiil az (1), mert a Iépések megfordithatdk. Igy igazoltuk
az egyenlétlenséget.

. Az abra jeloléseit hasznaljuk. A két kor érinti egymast, és a harom-
szog két oldalat, ellenkezé esetben sugaruk novelhetd lenne. Jelolje
az ABC haromszogbe irt kor sugarat p, a két egybevagé kor suga-
rat r. Mivel BO és CO szogfelezSk, O a beirt kor kozéppontja,
ennek az a oldaltdl vald tdvolsdga p. Ha K, és K, a két egyenld
sugard kor kozéppontja, akkor a BCO és K;K,O hdromszogek

hasonlok, igy a megfelel$ szakaszaik aranya egyenld: p_ %
Ebbdl '
p_p_1 P l_p a _r
a 2r 2 a 2 2r 2p+a p ’
igy a kivdgand6 kor sugara:
L 4P _a-p+2p’-2p*  2p?
2p+a 2p+a 2p+a

Leolvashatd, hogy r anndl nagyobb, minél nagyobb az a, azaz akkor a legnagyobb, ha a a leg-

nagyobb oldal.
L2
. Az egyenletesen gyorsulo test dtjat a kdvetkezd képlet adja meg: s =vy -t + %.

z. 2z

A hatrabb 1év{ test esetén ha 1 =1 s, akkor s = 25 m, tehat:
a
25=vy+—, 1
1 0+ 5 (1
ha t=2s, akkor s = 503 m, tehat
50% =2vy+2a. (2)

1 5 5 12

Az (1) és (2) egyenletekbdl a=— és v, :25—6:246. Tehat s1=24g-t+€.

Q| =

A masik test esetén ha r =1 s, akkor s = 30 m, tehat:
a
30=vy+—, @3
1 0*3 (3)
ha t=2s, akkor s = 595 m, tehat
59% =2vy+2a. (4)
t2

A (3) és (4) egyenletekbdl a = —% és vy = 30%. Tehét s, = 30% -t — T

Az elsé test akkor éri utol a mésodikat, ha s; = s, + 20. Ebbdl #-re a kdvetkez§ egyenletet kapjuk:
> —13t-48=0.

Ennek gyokei 16 és —3. Nyilvén csak a pozitiv gyok jo, tehat 16 masodperc mulva éri utol az els§
test a masodikat.



1. a) A logaritmus értelmezése alapjan —x2 + 4x —3 >0, valamint 7

b) Alogaritmus azonossagai és definicidja alapjan az egyenlet a ko-

2. Feladatsor /A — megoldasok

x—1>0. Az utébbi egyenl6tlenség megolddsa x > 1, mig az XS —x2 44y =3
elsé egyenl6tlenség bal oldaldn all6 mdsodfoku kifejezés két 1 |
zérushelye: x; = 1 és x, = 3. Az x> —x? + 4x — 3 masodfoki + /1 : -
fliggvény grafikonjardl (Id. dbra) leolvashatd, hogy az elsé

egyenl6tlenség megolddsa 1 < x < 3. 1=

A kifejezés értelmezési tartomdnya az ]1; 3[ intervallum.

vetkez§ alakokban is felirhato:

—x2+4x-3 o —X2+4x -3

—————— =1, amibfl ———=
(x—1)? (x-1)?

Az a) feladatban kiszamoltuk a szamlal6 gyokeit. A gyoktényezGs alak alkalmazédsaval kapjuk,

hogy —x% + 4x—3 =—(x - 1)(x — 3), és ezért a bal oldalon 4ll6 tort egyszer(isitése utan:
—(x-3) 5

=2, amibs8l x=-.
3

log,

x—1

A kapott szdm eleme az értelmezési tartomanynak, és ellenérzéssel meggy6zddhetiink rdla,
hogy megoldésa az egyenletnek.

2. a) Afeltételek alapjdn a trapéz nem téglalap. Ekkor az 4bra jelo-

1éseit haszndlva a trapéz alapjai AB = 7x, CD =3x, a D csucs-

b6l indulé magassag talppontja E, tovabba az ABD harom-

sz0g derékszogli. Az ABD hiromszogben a magassagtétel
alapjan adédik: DE? = 2x- 5x = 10x2, ebbdl kovetkezik, hogy :
200 = 10x2, végiil x =24/5. A,
A trapéz alapjai:

% E 5% B

AB=14J5=31,30cm, CD =65 =13,42 cm.
_14/5+6V5
B 2

A trapéz teriilete:

T:AB+CD.

2

DE -102 =1004/10 = 316,23 cm?2.

b) Thalész tételének megforditdsa alapjan az ABD derékszogli haromszog koré irt kor kozéppontja

e

éppen az AB atfogo felezGpontja. Természetesen a C csucs szintén illeszkedik az AB atmérdjd
korre, igy a trapéz koré irt kor sugara az AB 4tfogo fele, azaz r = 74/5 = 15,65 cm.

A kor teriilete:
or teriilete T =27 = 2457 ~ 769,69 cm?

3. a) Jeloljiik p-vel annak a valdszinlségét, hogy egy kivélasztott tanuld mekkora valdszintiséggel

oldja meg egyediil a hazi feladatit, azaz p = 0,65.

Mivel fiiggetlen eseményekrdl van sz6, ezért a keresett valészintség p'> = 0,0016. Sajndlattal
allapitjuk meg, hogy ez elkeseritSen kicsi érték.

b) Azt a 10 didkot, aki nem 6nélléan dolgozott, G(S)) =3003-féleképpen vélaszthatjuk ki. A bino-
midlis eloszlds alapjan annak a valdészintsége, hogy éppen 10 didk készitette el segitséggel
a h4zi feladatat:

G(S)) - p5-(1= p)1© = 0,0096.



4. a) Aholtverseny az 1., 2., 3., 4., illetve 5. hely valamelyikén lehetett. A hat versenyzd koziil

@) =15-féleképpen vélaszthatjuk ki azt a kett6t, akik holtversenyt értek el. A maradék négy

helyen a tobbi versenyzd 4! = 24-féleképpen érhetett célba. Igy Gsszesen 5-15-24 = 1800
kiilonb6z6 sorrendben érhettek célba a versenyzok.

b) Mivel a versenyt Andor egyediil nyerte meg, ezért az 1. helyen nem alakulhatott ki holtverseny.

I. eset: Fabian az 5. helyen holtversennyel ért célba. Ekkor Fabidn mellé 4-féleképpen vélaszt-
hatunk 5. helyezettet. A 2., 3., 4. helyen a maradék 3 versenyzd 3! = 6-féleképpen érhetett
célba, ezért az 1. eset 6sszesen 4 - 6 = 24-féleképpen valdsulhatott meg.

II. eset: Fabian egyediil ért célba az utolsé helyen. Ekkor a holtverseny a 2., a 3. vagy a 4. helyen
kovetkezhetett be. Az egyiitt célba érkezdket G) = 6-féleképpen vdlaszthatjuk ki. A maradék két

helyezésen kétféleképpen alakulhatott a sorrend, ezért a 2. eset dsszesen 3 - 6- 2 = 36-féleképpen
val6sulhatott meg.

A verseny végeredménye Osszesen 24 + 36 = 60-féleképpen alakulhatott.

2. Feladatsor /B — megoldasok

5. a) Annaa 4 év alatt 48 alkalommal fizet be 10 000 Ft-ot, ezért 6sszesen 480000 Ft-ot fizet be.
b) Annaaz 1. évben 0Osszesen 12-szer fizet be 10000 Ft-ot. Az elsG 6sszeg 12 hénapig kamatozik,

amasodik 11 hénapig, és igy tovabb; a december 1-jén befizetett 10000 Ft utdn a bank mar csak
1 havi kamatot fizet. Igy december 31-én az Anna szdmldjan 1évS Osszeg:

10000+ 1,003'% + 10000 - 1,003'! + ... + 10000 - 1,003.

A fenti 0sszeg egy mértani sorozat els6 12 tagjdnak dsszege. A sorozat elsd tagja 10000 - 1,003,
hdnyadosa 1,003, igy az 6sszeg:

12 _
10000-1,003- 20937 =1 _195365.03,
1,003 -1

2

vagyis Anna szdmldjdn hozzdvetSlegesen 122366 Ft lesz.

c) A megtakaritds 0sszegét két részre bonthatjuk.

I. rész: Anna befizetései, valamint annak kamata. Az els6 honapban befizetett 6sszeg 48 hona-
pig, a masodik hénapban befizetett 6sszeg 47 hénapig és igy tovdbb; az utolsd befizetett
0sszeg mar csak 1 honapig kamatozik. Ennek megfelelGen a befizetésekbdl, valamint annak
kamataibdl Anna szdmldjan a kovetkez$ 6sszeg irodik jova:

10000 - 1,003* +10000 - 1,00347 +...+10000 - 1,003 =

48 _
=10000-1,003 - L,0037-1 =516996,95 Ft.
1,003 -1

b

II. rész: az 4llami tdmogatds, valamint annak kamatai. Az els6 év utan az allam 36 000 Ft-ot
utal a szdmldra. Ez az 6sszeg 36 hénapig kamatozik. A masodik év utan kapott 36 000 Ft 24 ho-
napig, mig a harmadik év utdn jaré 36 000 Ft csak 12 hénapig kamatozik. A negyedik év utdn
jéré dllami tdmogatds jovairédik a szdmldn az 5. év elsd napjan, de kamat mar nem jar utdna.
Ezek alapjéan az dllami timogatds, valamint az utdna jaré kamat 6sszege:

36000 -1,00330 + 36000 - 1,003%* + 36000 - 1,003'2 + 36 000 = 152100,26 Ft.

Anna a takarékoskodasi idGszak letelte utan 6sszesen 516996,95 + 152100,26 = 669 097 Ft
Osszeget vehet fel.



6. a) Kozepest a 20 didk 60%-a (12 £6), illetve a 40 didk 50%-a

Erettségi eredmények

(20 £6) kapott, tehat 6sszesen 32-en. J6t, azaz 4-est a 20 didk osztalyzat szerint
25%-a (5 tanuld), valamint a 40 didk 37,5%-a (15 tanuld), b
Osszesen 20-an kaptak. A maradék 8 tanuld jelesre érettsé- 30
gizett. Az adatok szemléltetésére oszlopdiagram a legmeg- zz
felelGbb. 5| %
b) A matematikaérettségi jegyek dtlaga: 1? “ | 8I
. . . 0
12-3+5-4+3 5:3’55‘ 3 K 5
20

A torténelemérettségi jegyek atlaga:
20-3+15-4+5-5
40

c) Tegyiik fel, hogy legaldabb n didknak kellett volna 4-est szereznie a jobb atlaghoz. Ekkor:
(12-n)-3+(5+n)-4+3-5
20

A miveletek elvégzése utdn n > 4 adddik, azaz legaldbb 4 embernek kellett volna 4-est elérnie
a kozepesre érettségizék koziil a jobb atlaghoz.

=3,63.

>3,75.

d) Az étlag csak a kovetkez§ esetekben nagyobb vagy egyenld, mint 4,20:

L. eset: két 6tOs; IL. eset: egy 6tOs és egy négyes tanulot valasztunk ki.
Az 1. eset bekovetkezésének valdszintisége:
5
s o 2 10
P(két 5-6s tanulot valasztunk) = ——=——=0,0128,
40\ 780
2
a II. eset bekovetkezésének valdszindsége:
5-15 75
P(egy 5-0s és egy 4-es tanul6t valasztunk) = —— = —— = (0,0962.
(egy gy ) (40 720
2

A keresett valoszintség = 0,1090.

. a) Mivel 13-3-12+4 =2, valamint 33—3-32+4 =4, ezért
A és B egyarant illeszkednek az f fliggvény grafikonjara.
b) Az AB egyenes egyenlete: y=x+ 1.

c) Az AB egyenes az x tengelyta (—1; 0) pontban metszi. Egy-
szerf szimolds mutatja, hogy (—1)3-3-(-1)>+4 =0, igy
a (—1; 0) pont illeszkedik az f fiiggvény grafikonjdra is. /r, f s

-1

d) A zérushelyeket az x3 — 3x2 + 4 = 0 egyenlet megoldésai adjak.
A c¢) feladat eredménye alapjdn az AB egyenes zérushelye
x =-1. Az egyenlet bal oldaldn szorzattd alakitunk:

B=3x2+4=x3+1-3x24+3=(x + D2 —x+1)-3x2-1)=
=(x+DO2=x+D=-3x+Dx-D=@+DE?-x+1-3x+3)=
=+ D2 —dx+dH) =@+ DHx-2)>~2

A szorzattd bontdsbol leolvashatd, hogy az egyenlet megolddsai: x; =—1 és x, = 2.



e) Az f fiiggvény derivaltja f'(x) = 3x2 — 6x = 3x(x — 2). A derivilt elSjelének vizsgilatibol
lathaté, hogy a fiiggvény az [ 1; 2]-on csokken, a [2; 3]-on pedig novekszik. Ebbél adédik, hogy
az AB szakasz és a fiiggvény grafikonja dltal kozrefogott sikidom teriilete:

3 3
T={G+1)- (-3 +4)dx = [-x3+3x? + x - 3dx.

1 1
A Newton-Leibniz-formula alapjan:

4 2 x=3
T=[—x?+x3+x——3xi| =4,

x=1

8. a) Haa Tiindér-hegy csucsat B’, a Magas-hegyét pedig C’ jeloli,
akkor a BCC’B’ derékszogi trapéz alapjai BB’ =950 m,
CC’ = 1300 m, mig egyik szara BC = 5000 m (Id. 4bra).

A B’TC’ derékszogli haromszogben:
C’T=1300-950 =350 m,
igy a keresett C’B’T< = o szogre:

1300

B 5000 c

tgo = ﬂ, amibél o = 4,00°.
5000

A Tiindér-hegy csucsardl a Magas-hegy csticsa 4,00°-0s emelkedési szogben latszik.

b) Ha a Pokol-hegy cstcsdt A* jeloli, akkor az AC’B’ = y sz0g C
nagysagat keresstik. V
A v szdget az AC’B’ hdromszog oldalaibdl példdul a koszi- 1300

nusztétel segitségével szamolhatjuk ki. Az a) feladat dbrdjan
szerepld B’C’T derékszogli haromszogben Pitagorasz téte- & « 950
1ével B’C’ = 5012,24 m adddik. Hasonl6 szamoldsok utan: 4
AB’ = /30002 + (950 — 650)2 =~ 3014,96 m, A 3000
AC = \/40002 + (1300 — 650)% = 4052,47 m.
Az AC’B’ haromszogre felirva a koszinusztételt kapjuk, hogy:
AB2=AC?+BC2-2-AC’-B’C’-cosy, ahonnan Y =36,97°

A Magas-hegy cstcsardl a mésik két hegycsucsot 0sszekotd szakasz koriilbeliill 36,97°-os
szogben latszik.

9. Amdsodik feltétel alapjan a parabola athalad a (0; 1) ponton, ezért:
a-0?+b-0+c=1, amibsl c=1.
Mivel a parabola illeszkedik a (2; 10) pontra is, ezért:
a-2>+b-2+1=10 = 4a+2b=9. (1)
A parabola egyenletének jobb oldalat teljes négyzetté alakitva
kapjuk, hogy:




Ha a tengelypont illeszkedik az y = x egyenlet(i egyenesre, akkor koordinatai kielégitik az egyen-

letet, azaz: 2
—iz—b—+1, /-4a
2a 4a
—2b=-b%+4a.

Felhaszndlva, hogy (1) alapjan 4a =9 — 2b, adddik, hogy:
—2b=-b*+9-2b, innen b =3 és by=-3.
Ha b, =3, akkor g :%, mig ha b, =-3, akkor a, :%.
A feltételeknek két parabola tesz eleget, ezek egyenlete:
Dt y=%x2+3x+1 és  py: y=$x2—3x+1.

A két parabolat és a feltételek teljesiilését az dbra szemlélteti.

3. Feladatsor /A — megoldasok

1. Legyen x a hajo sebessége dllovizben, y pedig a foly6 sebessége:
AB=5-(x+Y), BA:%-(x—y).
A két ut egyenlGségébdl: x = 16y.
Azaz AB =517y = 85y, tehat a tutaj 85 Ora alatt teszi meg az AB utat.

2. Akoregyenlete (x —4)% + (y—4)> = 32 — p?, kozéppontja K(4; 4).
OK =+/32 =4/2. Az OTK derékszogli haromszogben:
§in30° = ﬁ ebbsl  r=242,
Mivel r2 =32 — p2, adédik, hogy p? = 24.
Tehdt p; =26 és p, = —26 értékei esetén latszik 60°-0s szog-
ben az origdébdl a kor.

3. Szamitsuk ki a jatékosok nyerési esélyeit.

. . .. 6:-5-4 16 ( 4 .

Attila: az ellentett esemény alapjdn 1 - ——=— |=—=0,4|.
63 36 L 9
Balazs: a kedvez6 szamharmasok:
(1:2:3), (1;2;5), (133:4), (1;3;5), (1;4:5), (1:5:6), (2;3;5), (3:4;5),

a nyerés esélye: 8:3_8

Y e T36
Csanad esélye pedig a maradék 36

A jaték akkor igazsigos, ha a tétek a nyerési esélyekkel aranyosak, tehat Attila tétje 20 zseton,
Csanddé pedig 15 zseton.



4. Oldjuk meg az elsé egyenletet:
sin?x = sin?x + cos
2

2x — Ccosx - sinx,

0 =cos*x —cosx -sinx,

0 =cosx-(cosx —sinx).
Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0, tehat cosx =0, vagy cosx —sinx = 0.
A cosx =0 megoldisai a [0; 27]-ban: X = % vagy x, = 37” A cosx —sinx = 0-bdl sinx = cosx.
Az egyenletet cos x-szel osztva (a cosx = 0 nem megoldds, mivel ilyen x-ekre sinx nem lehet 0)

tgx = 1 egyenlethez jutunk. Ennek megolddsai a [0; 27]-ban: x| = r vagy x, = 5—”
r m St 3w 4 4
Tehat A=< —; —;—; — ;.
42 4 2
Oldjuk meg a médsodik egyenlStlenséget.

Mivel -5=log, 32, eléga logl(x2 —8x +12)>log, 32 egyenlGtlenséggel foglalkoznunk.
2 2 2

Figyelembe véve az 5 alapu logaritmusfiiggvény értelmezési tartomdanyat és szigord monoton

csokkenését, x-re a kovetkezd feltételeket kapjuk: 0 < x2 — 8x + 12 < 32.

Abal oldali 0 < x%— 8x + 12 egyenlétlenség megolddsai: o—_ 5
xe]—oo; Z[U]6’ oo[ ! ! :\) ! (\: ! !
A jobb oldali x2 — 8x + 12 < 32 egyenlétlenséget rendezve 2 02 46 810

kapjuk: x2 — 8x — 20 < 0, ennek megoldésai: x € |-2; 10].
Az egyenl6tlenség megolddshalmaza: B = |-2;2[ U ]6; 10].

2 Lo 2

A 71 kozelitd értékét felhasznalva:

ann={EIL aos-] 2ol Ulsofof 3 3E)
13 4’2

3. Feladatsor /B — megoldasok

5. A keresett pont a téglalap 4tl6jan talalhato.

a) Az ABC derékszogl haromszog, atfogdja AC = 50 m, atfogo-
hoz tartoz6 magassaga: PB =24 m. A Pitagorasz-tétellel sza- T p
molhaté AP =32m és PC= 18 m. Qeg
A PD szakasz koszinusztétellel szamithaté az APD harom- :
sz0gbdl, ha ismernénk a DAP<-et. Ez viszonta CDA derék-
sz0gl hdaromszogbdl: o = 53,13°.
Ezt felhaszndlva: PD = 27,78 m. A 40 B

b) Az ADP hiaromszdg P-nél 1évé szoge szinusztétellel szdmithaté: €= 59,76° ekkora szogben
latszik az AD oldal. A CD oldal pedig 180° — & = 120,24° szdgben latszik P-bdl.

30

6. a) Az atlag alapjdn S|, = 154, ebbdl a; =4 és a;; =24. Amért legnagyobb csapadékmennyiség
24 mm volt.

b) A szamtani sorozat 11 eleme és a 10 darab O lehetséges sorrendje:

!
21-20-19-...-11=%=42325920.



¢) Az a; helyzete és a sorban mogotte taldlhaté 0-dk elhelyezkedése egyértelmien adja a sorozat
elemeinek helyét. Az a; csak a hidnyzo6 elsd 10 helyre keriilhet.

Ha a; november 1-jén van, mogotte a 10 darab O helyét Gg)—féleképpen valaszthatjuk ki.

Ha a; november 2-4n van, a mogotte 1év6 9 darab O helyét [lggj—féleképpen adhatjuk meg.

Es igy tovabb, dsszesen:

R 5091

7. a) Acsé teljes hossza két részbdl tevddik 6ssze, az dbra alapjan: T,

X = _50 =57,74cm, y=12-1g30°=6,93 cm,
sin 60°

tehat x + y = 64,67 cm hosszu csére van sziikség.

50

b) A keletkezd lyuk teriiletének vetiilete a firds irdnyara merd-
leges sikra: T, = 67+ w= 113 cm?. Akét sik szoge 305 tehat:

T, =T-cos30° ahonnan 7= 130,6 cm?2.

c) Az egyenes henger térfogata:
V.=621-50 = 5654,9 cm>.

A ferde henger egy x magassdgui egyenes hengerré darabolhaté at, térfogata:
Vi=62-1-57,74 = 6530,2 cm’,
ami 15,5%-kal tobb, mint az egyenes hengeré.

. a) Szemléltessiik az igennel szavazok halmazat.
A feltételek szerint:
12+2y+x-2z=35
14+z+y=26;.
x+2y+z+2=31

Az els6 és harmadik egyenlet kivondsdbdl z = 3, ezt a mdso-
dikba helyettesitve: y = 9. MindkettSt az elsébe helyettesitve:
x = 8. A kapott értékeket beirva a halmazabréaba kideriil,
hogy 60 {6 vett részt a szavazdson.

b) A lehetséges eredmények szama: (375) =6724520.

30!
¢) A keresett valészintisée: W = 0,02696.

. Az auténak 100 km tton a literekben mért fogyasztdsat keressiik f(v) = av? + bv + ¢ alakban

v sebességének fliggvényeként. A megadott tdblazat alapjén a sebességet k}rln

f50)=5,5 = 55=a-50°+b-50+c = 55=a-2500+b-50+c,
f100)=7 = 7=a-1002+5b-100+c = T=a-10000+b-100 +c,
f(150)=9,5 = 95=a-150>+b-150+c = 9,5=a-22500+hb-150 +c.

-ban mérve:

V245,

1
Az egyenletrendszert megoldva a =——, b =0, ¢ =5 adddik, vagyis f(v) =
gy g 5000 gyis f(v) 5000



a) Az auté fogyasztasa 100 kilométeren 90 kTm sebességnél:

1
90)= — 902 + 5= 6.62 liter.
FO0=3500 et

. 300 , ., o . . . p -
b) A 300 km-es utazds —— Ora idGt vesz igénybe v sebesség esetén, tehat a soférnek kifizetett
v

koltség 300, 2000 forint. A 300 km megtételéhez sziikséges benzin mennyisége literben:

v
@~(L~v2+5)= 3 V2 +15.
100 \5000 5000

Mivel a benzin literenkénti dra 320 Ft, az lizemanyag 320 - (50300 v+ 15) forintba kertiil.

Az 6sszkoltség a sebesség fliggvényében:

600000, 282 4 ag00.
500

k(v)=@-2000+320-( S
5000

-v2+15):
A%

v
A k(v) fliggvénynek ott lehet minimuma, ahol az elsé derivaltja O:
600000 96 600000 96
—t—v = O0=—-——+—"v

v2 250 v2 250
Ha v < 116, akkor k’(v) <0, ha v> 16, akkor k'(v) > 0, tehdt a fiiggvénynek v = 116 helyen
minimuma van.

k'(v)=—- = v=116.

Az utazds koltsége 116 kTm sebesség esetén lesz minimalis.

4. Feladatsor /A — megoldasok

1. Azegyenletrendszer az x € R, y € R, y > -1 szdmokon van értelmezve.
A masodik egyenlet alapjan y + 1 =3~
Ezt felhaszndlva, az els§ egyenlet:
3-(y+1)3=3y3 +8y> +8y +9,
33 +9y2 + 9y +3=3y3 + 8y2 + 8y + 9,
Y +y-6=0,
y+3)-(y-2)=0.
Az egyenlet megolddsa: y; =2 és y, =—3. Ez utébbi nem eleme az értelmezési tartomdnynak.
Az y =2 értéket a masodik egyenletbe helyettesitve x = 1 adddik.
Az egyenletrendszer megolddsa: x =1 és y=2.

ay, t a0
2

Az a sorozat, amelynek barmely tagja (a masodikt6l kezdve) eldall a két szomszédos tag szamtani
kozepeként, szdmtani sorozat.

2. Mivela, =2a,,,—-a,,,, bbbl a,, ;=

Ha a sorozat elsé eleme a,, differencidja d, akkor:
az+a;=a,+2d+a9g—2d=a,+ag=12.
A sorozat elsd 9 tagjanak Osszege:

atdy_ gy

S9=9'



3. A szekszardi bordszok szdma legyen s, a villdnyiaké v, az egrieké e.

a) A feladat szovege szerint:
Ss+4v+2e=25 és s+v+e=28.
A mdsodik egyenletbdl e-t kifejezve és beirva az elsébe:

35+2v=9, ebbdl v=9_23s,

vagyis 9 —3s pdros €s pozitiv, tehat 9 —3s >0, azaz 3 >s. Tehdt s lehet 1 vagy 2, de csak
1 eseténlesza 9 —3s pdros. Igy s=1 = v=3és e=4.
A borversenyen 1 szekszéardi, 3 villdnyi és 4 egri bordsz vett részt.

b) A binomidlis eloszlds alapjan annak a valészinisége, hogy 10 ember koziil 7-en mondjak, hogy
a vorosbort jobban szeretik:

(I E-(5) o -0ae

. Akeresett egyenesnek az x tengellyel valé metszéspontja legyen (a; 0), az y tengellyel pedig (0; b).
Ha a =0 vagy b =0, akkor az egyenes 4thalad az origdn, és egyenlete: y = %x.
Ha a és b koziil egyik sem 0, az egyenes tengelymetszetes alakjabol kovetkezSen egyenlete:
1=2+2 (@ p=0.
a b

Az egyenes illeszkedik az A(2; 7) pontra, ezért 1= 2 + z

Alakitsuk 4t az egyenlet: a

ab=2b+7a, atalakitdsutdn ab—2b—-Ta+ 14-14=0, vagyis (a—2)(b-T7)=14.

Mi/vel aésb egé/sz szé/mok, l4-et kell egész "7 1 "y " o 7 4 4 Lo 7
szamok szorzataként felirnunk.

Ezeket a lehetGségeket a kovetkezd tablazat SR I I I N il M i s
mutatja: a 3 16 4 9 1 12 0 -5

Nyolc egyenes tesz eleget a feltételeknek, ezek b 29 8 14 9 -7 6 0 5
egyenletei:

y=1u, 1=2+2 =242 =iy
2 3021 16 8 14

1=24+2 1=x-2, 1= 4Y =242
99 7 126 5

4. Feladatsor /B — megoldasok

. Mivel a nevezd minden x-re pozitiv értéket vesz fel, a fiiggvény az intervallum minden pontjaban
értelmezve van.

<x< :
Ha 2 <x <5, akkor: x+x+2_x+1_1+ ’

x+x-2 x—1 x—1

fl)=

Az adott intervallumon a fiiggvény szigordan monoton csokkend, ebbdl kovetkezik, hogy

£5)= % < 0 <3= f2).



Ha 0 <x <2, akkor:

xX—x+2
Az adott intervallumon a fiiggvény szigordian monoton novekvd, ebbdl kdvetkezik, hogy

f0) =1<f(x) <3 =f(2).

f(x):—x+x+2_ 2 1

o —x+2 242 x-1

Ha -2 <x <0, akkor:

Az adott intervallumon a fiiggvény szigortian monoton névekvd, ebbdl kovetkezik, hogy

f-2)= % < f() <1= f(0).
Ha -5 <x < -2, akkor:

—x—-x-2 -2x-2 x+1 2
fe = = =2 -

= = =1+ .
—-x—-x+2 -2x+2 x-1 x—1

Az adott intervallumon a fiiggvény szigorian monoton csokkend,
ebbdl kovetkezik, hogy

A= % <f< % - f5). :

A fiiggvény minimuma 1, az x = -2 helyen, maximuma pedig 3, 1 + _1-1]l — —
az x =2 helyen.

6. A motor sebessége legyen x kTm, az aut6é y kTm, a Bélatelep és Andrasfalva kozti tdvolsag s km.
a) Mig az aut6 visszaér Andrasfalvéra, 2s utat tesz meg, ha pedig onnan visszafordulna, akkor
a motorral valé taldlkozasig tjabb 28 utat tenne meg, azaz dsszesen 2s + % = % km-t haladna.

Ez 1d§ alatt a motor 4ltal megtett ut s + % = s km, vagyis feleannyi, mint az autdsé.

Mivel az 1t és a sebesség egyenesen ardnyos, az auté sebessége kétszerese a motorénak,
vagyis y = 2x.

b) Az elsé taldlkozdsig az aut6 a két helység kozti tdvolsdgndl 5 kilométerrel tobbet, a motor

5 kilométerrel kevesebbet tesz meg. Mivel az elsé taldlkozdsig ugyanannyi ideig mozogtak,

ar=> Oszefiiggés alapjan felirhato: =3 = ﬁ Felhaszndlva, hogy y = 2x:
v X Y
STI_SFS 0 10=545 = s=I5.
X 2x

Az Andrésfalva és Bélatelep kozti tdvolsdg 15 km. !
c) Mivel a két helység kozti kétszeres 2s = 30 km tdvolsagot az autd 20 perccel, azaz 3 ordval

s . . . < Sy g s . S sz
rovidebb id§ alatt teszi meg, mint a motor, a mozgasuk idejére a r = — Osszefiiggés alapjan
v

felirhato:

30 30 1 30 30 1
—=—4- > —=—+- = x=45
x y 3 x 2x 3

A motor sebessége 45 kTm, az auto sebessége 90 kTm



7. Alkalmazva a megfeleld trigonometrikus dsszefiiggéseket, a feladat masodfoku egyenletre vezet:
sin2x —2-sinx—2-cosx —2=0,
2-sinx-cosx —2-(sinx +cosx)—2=0,

sin?x + 2 - sin x - cos x 4+ cos?x — 2 - (sinx + cosx) —3=0,
(sinx + cosx)% — 2 - (sinx + cos x) — 3=0.
A (sinx + cos x)-re mdsodfokd egyenlet megolddsai: sinx + cosx =—1 vagy sinx + cosx = 3.

Ha sinx + cosx = —1, akkor mindkét oldalt Q -vel beszorozva:

V2 V2 V2
—SINX+—-COSX =——,
2 2 2
2

sin(x+%)z—§ = x =m+2kn, x2=3§+217t (k1€ Z).

sinx + cosx = 3 nem lehet, mert sinx + cosx kifejezés értéke legfeljebb /2.

Az egyenlet megolddsai: .
X, =7+ 2km, x2:7+217t (k,leZ).

8. Helyezziik el a céltdblat egy olyan koordindta-rendszerbe, amelyben
1 egység 10 centiméternek felel meg, és a koordinata-rendszer
kezdGpontja legyen a céltabla kozéppontja. XTI

A két parabolaiv egyenlete: y = x>+ 1, illetve y = —x>— 1.

A parabolaivekhez az origébdl huzott érint6k egyenleteit keressiik

vy =mx alakban. Az érintés feltétele, hogy a parabola és az érint§

egyenletébdl alkotott egyenletrendszernek egy megolddsa legyen.

Az elsé és masodik siknegyedben lev§ parabola esetén az
y=x2+1
y=mx

egyenletrendszert kell vizsgalni. Az egyenletrendszerbdl y-t

kikiiszobolve, az x2 —mx + 1 = 0 masodfoki egyenlethez jutunk,
amelynek akkor van egy megolddsa, ha diszkrimindnsa 0, vagyis:

m>—-4=0 = m==2.

A tengelyes szimmetria miatt a két parabolaiv érintSinek egyenletei: y = 2x, illetve y = —2x.

o ElGszor szamitsuk ki a zold teriilet nagysagat. Az els6 siknegyedbe esd teriiletrész olyan derék-
sz0gl haromszog, amelynek befogéi 2 €s 4, teriilete tehat 4 egység. Az egész céltablan a zold
teriilet nagysdga: T,5q=4-4 = 16 teriiletegység.

o Az els6 siknegyedbe esé piros teriiletrészt megkapjuk gy, hogy egy 2 és 5 egység oldalu tégla-
lap teriiletébdl kivonjuk a [0; 2]-on a parabolaiv alatti teriiletet:

2 3 2
2-5—J.(x2+1)dx=10—[x—+x} _10_ 14 _16
: 3 0 373

16

. . . . L 64 4
A piros teriilet nagysaga a tengelyes szimmetria miatt: T =4 - 3 = 3 teriiletegység.

« A fehér teriilet nagysdgat megkapjuk gy, hogy a céltdbla teljes teriiletébdl kivonjuk a piros

és zold teriiletek nagysagat: Tiy s =10-4-16 — % = % teriiletegység.



a) A geometriai val6szindség fogalmabol adéddan a céltablara
véletlenszerten érkezd 16vések akkora valdszintiséggel érkez-
nek a zoldre festett teriiletre, amekkora része a zold rész terii-

lete az egész céltdbla teriiletének, tehat:

P(zold) = 16 _ 2
40 5
Hasonl6an:
64 8
) 3 8 . . 3 1
P(piros) = —=—, illetve P(fehér)=—=—=—
(piros) 40 15 ( ) 40
b) Az egy 1ovésért kaphat6 pont varhatd értéke:
4-2+5-§+6-i=mz4,67.
5 15 15 15

. Aszoknya felszinének kiszdmitdsahoz egy csonka kiip paldstjanak
felszinét kell meghataroznunk.

Tekintsiik a csonka kiip dbran ldthaté tengelymetszetét, és hasz-
naljuk az dbra jeloléseit. A csonka kup fedSlapjanak sugara
r = CD, az alaplapjdnak sugara R = AB, valamint a csonka kuip
alkotdjanak hossza a = AC.

Hizzunk EC-vel parhuzamost a kdzéps6 gomb O kdzéppontjan
keresztiil. Mivel egy kor érintGje merSleges az érintési pontba
hizott sugdrra, az EKO|C négyszog téglalap.

A KO0, derékszogli hdromszog dtfogdja a két érint§ gomb
kozéppontjdnak tdvolsdga 00, =7 + 4 = 11. A hdromszog KO,
befogdja pedig a gdbmbok sugarainak kiilonbsége KO, =7 -4 = 3.

A Pitagorasz-tétel alapjan a mésik befogé:
KO, = EC=+112-32 =112 = 4/7.
Az dbrdn a KO,0,% = CO,D<, mivel egydllasu szogek, valamint KO,0,% = EABY, mivel hegyes-
sz0gl merdleges szard szogek. Jeloljiik ezeket a szogeket o-val.
A KO0, derékszogli haromszogbdl cosa = %, és sina = %

A csonka kip fed6lapjanak r sugardt az ODC derékszogti haromszogbdl szamithatjuk:

r=CD=4-sina=4-#=%.

Mivel az AB, illetve az AE egyenesek érintik az O, kozéppontd kort, az AO, egyenes az

A csticsndl 1év6 o szog felezje. Az ABO, derékszogli haromszogbdl AB = O,B - ctg%.

o I+cosa , . .« . 3 .
Ismert, hogy |ctg—|=,|——, és mivel — hegyesszdg, s cosa = —, ezért:
2 1-cosa 2 11
4. ﬂ, amit felhaszndlva R=AB=0,B- ctgg =7 N7 u
8 2 2 2 2




Az AE és az AB érintGszakaszok egyenlGsége alapjan a csonka kip alkotdjanak hossza:

4=AC=AE + EC= AB+EC_§ 4\F_¥

A csonka kup paldstjanak felszine:

VT, 16\/7). 15V7 __ 11445 817,17 cm2.

A:(R+r)-a-7r=(7 n=
2 11 2 44

A szoknya elkészitéséhez 817,17 cm? teriiletii karton sziikséges.

5. Feladatsor /A — megoldasok

1. Az egyenlet értelmezési tartomanya x2 — 1 miatt: -1 <x< 1.
Figyeljiik meg, hogy két gyokjel alatt is nevezetes szorzat all:

\/(x -Dx+1)+ \/x +1=J@x+1)>%

Mivel minden tagban megtaldljuk az x + 1 tényezét, ezért az egyenlet egyik megolddsa x; = —1.
Igy akdr le is oszthatunk </x + 1-gyel (feltessziik, hogy x # —1):
Jx—T+1=x+1
Mindkét oldal négyzetre emelése, majd az egyenlet rendezése utan:
2Jx-1=1, ahonnan Xy = % =1,25.

EllenGrzés:

1,252 -1+ 1,25 +1=0,75+1,5=4/1,252 +2-1,25 + 1 =2,25.

Az egyenletnek nincs mas megoldésa.

2. A korok elhelyezkedése miatt két k6zos belsd
érintGt keresiink.

Az 4bra alapjdn azt sejtjiik, hogy az e: y=2 ER

egyenes egyike a két keresett belsé érintének.

Behelyettesitve a korok egyenleteibe, a kovet- !

kez§ egyenleteket kapjuk: SRR
(x+1)2=0 é (x—2)*=0.

Mindkettének csak 1-1 megoldédsa van, tehat 0 x

e valéban kozos bels6 érintd, k,-vel vett érin-
tési pontja P(2; 2).

Az dbra szimmetrikus a korok kdzéppontjain at-
halad6 g egyenesre. Ezért g és e olyan M pont-
ban metszik egymadst, amely rajta van f-en is.

irjuk fel g egyenletét:
0,0,(3;=1) =V, = 1y(7;3),
g: Tx+3y=5,

ebbdl (y helyére 2-t {rva): x = —%. A hérom egyenes ko6zos metszéspontja: M (—%; )



Ismét haszndljuk ki a szimmetriat! P és Q érintési pontok is szimmetrikusak g-re, ezért ha P-bdl
g’ merdlegest dllitunk g-re, az Q-ban fogja metszeni k,-t. g’-t g-bél kdnnyen megkapjuk:

g 3x-Ty=-8.
Meg kell oldanunk a kdvetkez§ egyenletrendszert:
: 3x—Ty=-8 13
ky: @ =2+ +3)°=25 29
« . P L P . 47 13
Az els6 megoldds a mar ismert P pontot adja vissza, a masodik pedig Q(—z—g; 2—9)—t.

Két pontbdl (M és Q) mar fel tudjuk irni a keresett f egyenes egyenletét:
f: =21x+ 20y =43.
Megjegyzés: A feladatot mds tdton is megoldhatjuk, példdul MO, f61€ irt Thalész-korrel.

!
3. a) (3;4; 3) tipusu ismétléses permutéciot kell elszdmolnunk: % =4200.
b) A 10 papirdarabkdbol harom magyar zaszlot rakhatunk ki, és marad egy fehér lapocska. Ezt a lapot
vagy az els§ zaszl6 elé, vagy az els6 utdn a mdsodik elé, vagy a masodik utdn a harmadik elé,
vagy a harmadik utdn a negyedik elé, vagy a negyedik utdn hiizhatjuk. Ez 6sszesen 4 lehetdség.

¢) Ha csupén 2 piros-fehér-zold zaszlonk van, akkor a maradék 1 piros, 2 fehér, 1 zold lapot majd-
nem bdrmelyik helyre hizhatjuk. Ez majdnem (2; 1; 2; 1)-tagd ismétléses permutacid, azaz
6!
21-11-21-1!
létrejon egy harmadik zaszI6 is, amit ebben az esetben ki kell zdrnunk. Mivel arra 4 lehet§ség
volt, a megoldés: 180 —4 = 176.

d) Ha csak 1 trikoldrt latunk, akkor ez és a maradék 2 piros, 3 fehér és 2 zold lap majdnem

=180. Azért csak majdnem, mert ebben benne van annak a lehet8sége, hogy

'
(1; 2; 3; 2)-tagud ismétléses permutdciot ad: ﬁ =1680. Ebbdl el kell venniink azokat

az eseteket, amikor hdrom vagy kett6 trikolér alakul ki, azaz 180-at.
Az eredmény 1680 — 180 = 1500.

4. a) Afiiggvény az x =—1 helyen metszi az x tengelyt, azaz:
fD)=—a+b-c+d=0.
Ahol szélsértéke van, ott az f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢ deriviltja 0, vagyis
f(H)=3a+2b+c=0 és f'(3)=27a+6b+c=0.

Mis informécionk nincs a fiiggvényrdl. Ha négy ismeretlen és harom egyenlet 4ll csak rendel-
kezésiinkre, akkor csak valamelyik paraméter fiiggvényében tudunk nyilatkozni a tobbirdl.

(1) —a+b-c+d=0

2) 3a+2b+c=0;.

3) 27a+6b+c=0
Vonjuk ki a (2)-t a (3)-bol: 24a + 4b =0, igy b =—6a.
Helyettesitsiink vissza (2)-be: 3a — 12a + ¢ =0, igy ¢ =9a.
Végiil helyettesitsiink vissza (1)-be: —a —6a —9a +d =0, igy d = 16a.
Tehat f(x) fiiggvényiink a kovetkezd:

f(x) = ax® — 6ax* + 9ax + 16a = a(x> — 6x% + 9x + 16).



5. a) Sorban véve a kis hdromszogekben az x|, x,, ..

27 2

b) a=1 esetén f(x) = x> —6x> + 9x + 16. Azt mér tudjuk, hogy a fiiggvény szélsGértékei az x = 1
és x =3 helyeken vannak. Tekintsiik a derivéltat:
() =3x2-12x+9=3(x - (x-3).

Mivel a derivdlt felfelé nyilé parabola, ezért elGjelviszonyai a kovetkezdk:

x<i1 1 1<x<3 3 3<x
fx) pozitiv 0 negativ 0 pozitiv
f(x) monoton névé MAXIMUM monoton csokkend MINIMUM monoton nové

Innen leolvashatd, hogy a fiiggvénynek x = 3 helyen van a lokélis minimuma.

5. Feladatsor /B — megoldasok

. szakaszokat,
kapjuk:
x; =80-cos c,

X, =X, -cos o = 80 - cos?

o,
X3 =X,-cos o = 80 - cos’ax,
X, =Xx3-cos o = 80 - cos*ar stb.

A torottvonal hossza a mértani sorozatot alkoté szakaszok
Osszege (mértani sor):

80 - cosa

80 -cosor(1+cosor +cos2o+...) = 80-cosct - Zcosia =
20 1-coso

Mivel a nagy haromszogben az dtfogé 20765, igy
140 7

coso = =—.
204/65 65
Behelyettesitve, a vonal hosszara kapjuk:

% =35(/65 +7) = 527,18 cm.
b) Tudjuk, hogy a derékszogli haromszog teriilete a befogdk szorzatdnak fele. Vegyiik sorban
az yy, Yo, ... szakaszok hosszait a kis haromszdgekben:
y; =80-sin«;
Yo =x;-sino =80 -cosa-sina;
y3 =X, -sin & = 80 - cos?a - sin «;
y4=xX3-sina =80-cos3a - sin o stb.

A z6ld hdromszogek teriiletei a paratlan sorszdmu x-ek és y-ok szorzatai felének az osszege

(mértani sor):

802 -sino - cosa
— " .(l+cos*a+cosbar +...)=

Tysa=
802 -sina - cosa -i(cos“a)” 802 -sin - coso
2 pre 2(1 - cos*a)



6. a) Az n ponti teljes graf éleinek szdma

A piros haromszogek teriiletei a paros sorszamu x-ek és y-ok szorzatai felének az 6sszege
(mértani sor):

3

T 802 - sin¢ - cos’

o
piros = > -(1+ cos*a + cos

a+...)=

802 - sin¢ - cos?

2(1 = cos*ar)

802 - sino - coSP0r < .
= . Z (cos*ar)i =
2 i=0

o

A hanyadosuk pedig:
g pecie Tpa 1 65

T T cosla 49

piros

nn-1)
2

, az n pontd fanak pedig (n — 1) éle van.

Hényadosuk g

b) Mivel a teljes grafban barmely két pont szomszédos, igy az Sket 0sszekotS utak hosszdnak
minimuma mindig 1. A teljes grafok dtmérdinek maximuma 1. Az n ponti fagrafok lehetnek
teljesen kiilonbozdek is. A legszélesebb fakat akkor kapjuk, ha a pontokat egyetlen vonalra
flzziik fel (1anc). Ekkor a legtdvolabbi pontok kozott (n — 1) €l fut, azaz az ilyen grafok
atméréinek maximuma (n — 1).

¢) Tudjuk, hogy minden pont foka ketts, tovabba a graf egyszerd és 0sszefiiggs. Vegyiik észre,
hogy az ilyen graf ,kor” alakd! A 8 pontd korben a szemkozti pontok legkisebb tdvolsaga 4,
azaz a graf atmérdgje is 4.
A ,kor” alak igazoldsdhoz valasszuk ki az egyik pontot és annak egyik élét. A pontot satiroz-
zuk be, és induljunk el az élen. A kovetkez$ pontba jutva satirozzuk be azt is, majd menjiink
tovabb a mdsik élen. Ismételjiik ezt addig, mig satirozott pontba nem ériink. Beldtjuk, hogy
ekkor minden pontot érintettiink: a satirozott pontok Osszefiiggd grafot alkotnak és ha lenne
satirozatlan pont, akkor az eredeti grafunk nem lenne Osszefiiggd.

d) Ha minden pont foka 6, akkor barmely pontot is tekintve, van pontosan egy olyan, amellyel nem
szomsz¢édos. Azonban a tobbi hat ponttal ez is szomszédos, azaz a két emlitett pont tdvolsaga 2.
Ilyen feltételek mellett barmely két pont tavolsaga vagy 1, vagy 2. A grafok dtmérGje 2.

e) A gondolatmenet nagyon hasonl6 a d) ponthoz, kis kiilonbséggel. Induljunk ki pl. az A pontbdl,
4 szomszédos pontjat jelolje S,. B jeloljon olyan pontot, amely nem szomszédos A-val (hdrom
ilyen is van). Mivel B foka is 4, ezért maximum 2 olyan pont lehet vele szomszédos, amely
nincs S,-ban. Tehdt B legaldbb két olyan ponttal szomszédos, amelyek A-val szomszédosak.
Igy most is barmely két pont tavolsiga vagy 1, vagy 2. Az ilyen grafok dtmérGije is 2.

Megjegyzés: Ha minden pont foka 3, akkor nehezebb a helyzet. Lehetséges, hogy S, egyik
pontja sem szomszédos Sy egyik pontjdval sem. Nem Osszefiiggd grafnak pedig nincs dtmérdje.

. Jelolje a két ismeretlen értéket x és y. Az |A—s;A +s[ = ]2,5941; 9,4059[-b6] kiindulva
haszndljuk ki, hogy az intervallum kézéppontja a szdmtani atlag. Tehat:

A=A_S;A+s=6.

Ebbdl négy tizedesjegyre megadhatjuk a szorast is:
6+5=94059 = s=23,4059.



Ennyi informécié mar elegendd egy kétismeretlenes egyenletrendszer felirdsahoz:
1424+4+54+84+94+9+10+x+y

6=
10

52+42 422+ 12+ (=22 +(=3)2 + (=3)> + (=4)> + (6 — x)*> + (6 — y)?

3,4059=\/
10

Rendezziik mindkét sort. Mivel tudjuk, hogy x és y egészek, ezért 3,4059 négyzetét kerekitjiik:

12=x+y
32=(6-x)>+(6 - y)?

A minta hidnyzé két eleme tehédt a 10 és a 2.

. Egy masodfokdi fiiggvénynek pontosan akkor van két zérushelye,
ha a polinombdl alkotott masodfoku egyenlet diszkrimindnsa

pozitiv szdm: 5

D=p?-4¢>0, azaz q<%.
Tudjuk, hogy (p; g) € I?, ahol I=[-2;2]. A (p; g) rendezett
part €s a fenti feltételt legegyszertibben koordindta-rendszerben
abrazolhatjuk. A kék szind rész jelenti azokat a pontokat, me-
lyekre a kérdéses g(x) fiiggvénynek két kiilonboz6 zérushelye
van. A valészintiség a kék szind teriilet és a négyzet teriiletének

ardnya. A parabolagorbe és az x tengely kozotti teriilet:
2 o 372
jp_dpz[p_} _8 ., 8_4
54 12/, 12 12 3
4
8+§ 7
16 12

A val6szintség:

Tyex  _
T

négyzet

. Feltételezhetjiik, hogy a fék fiiggdlegesen néttek,
ezért RPQT négyszog téglalap, és RTS harom-
szog derékszogli. APBY és AQBY szogeket
az adatokbdl kiszdmithatjuk. Mivel ismertek
a szogek, APB, és AQB, oldalait kiszdmit-
hatjuk szinusztétellel:

} = x=10, x,=2, y=2, y,=10.

y

2

5

=

-2

£A _sm2l L pA~209,04m,

500 sin59°

B _sinl00% -, pp-s574,45m,

500  sin59°

BO _sin65"  _ po-ss3om.

500 sin55°

Trigonometrikus Osszefiiggések alapjan:

PR o . os o
—=1tg7° = PR=25,6Tm, illetve =—=1tg7,5° = 0S=72,83m.
PA OB




Ekkor ST = QS - PR=47,16 m. A PQB,-ben koszinusztétellel kiszdmithat6 PQ:
PQ?=PB?+ QB2 - 2PB-0QB-c0s39° = PQ=376,95m.

Végiil egy Pitagorasz-tétellel megadhatjuk RS értékét:
RS?=RT?+ST?=PQ?+(QS-PR> = RS=379,89m.
Ahhoz, hogy a kotélre rogzitett tirgy a pédlya egyik végpontjabdl a masikba jusson, a kotélnek
legaldbb kétszer olyan hosszunak kell lennie, mint a pdlya hossza. Azaz a kérdésre a vélasz:
2RS = 759,78 m.
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