12.5. RENDSZEREZ0 0SSZEFOGLALAS
GONDOLKODASI MODSZEREK — 0SSZEFOGLALAS

Halmazok — megoldasok

a) Igen, |A|=0, A=0; b) Igen, |B| = oo;
c) Igen, |Cl=3, C={{2;3},{1;2;3},{2:3;4}}; d) Nem.
a) D, {a}, {b}, {c}, {a;b}, {a;c}, {b;c}, {a;b;c}.

@ diszjunkt minden mas részhalmazzal, rajta kiviil {a} és {b;c}, {b} és {a;c}, {c} és {a; b}
diszjunktak.

b) |Bl =6, |{B 9sszes részhalmaza}| =20=64.
A=({2;3;5;7}, B=1{1;3;5,7;9}.

a) AuB={1;2;3;5,7,9}; AnB=1{3;5;7}; A\B={2}; B\A={1,;9};
b) A={1;9}, B={2};

c) C={1;2;4;6;8;9}.

U={-4,-3;..58,9}, A={-44,5,6,7;8;9}; u

B=1{-3;0;3;6;9}. (A (8]
a) A Venn-diagram az dbran lathato. ’
b) A={-3;-2;-1;0;1;2;3}, B={-4;-2;-1;1;2:4;5;7; 8}. > 8

¢) AUB={-4,-3,0,3,4;5,6:7:8:9}, AnB={6,9), -

A\B={-4;4;5;7,8}, B\A={-3;0;3}.
A\B=ANB. U

a) AUB=ANB;

A Venn-diagram az dbran l4thato.

lUI=lIAUBlI+|AUB|I=|Al+|Bl-|IANnB|l+|AUBl=6+8-3+13=24.
|UI=|Al+|Bl-|AnBl+|AUB|; 12=4+5-x+3; x=0.
\Ul=|Al+|B\Al + |AGBl: 30=15+7+x: x=8.



a) I=12:5]; b) T=1-2;0];

¢) T={0} U ]2;7]; d) T=]-00;0] U ]2; o[
a) 1=[2;4[;

d) o——0 o—0
b) J=]1;5[; e) 0—0
C)K:]3;oo[; e ‘o o C
d) IN\I=]1;2[ U [4;5]; Jo o

e) InK=]3;4[; :
f) (K\H)ul= [2;4[U [S;oo[_ -1 0 1 2 3 4 5 6
a) 1=10°45°] U [180° 225°]; b) J=[30° 150°];

c) JNI=[30°45°]; d) T\J = ]150°; 180°[ U ]225°; 360°].

a) wh D) ) o
150° 30° 30° 15
180° 7

I o) Nullaelemii részhalmaz csak az iires halmaz lehet, tehit a vélasz 1. Kilencelemiiek azok a rész-
halmazok, melyeket tigy kapunk, hogy egy elemet elhagyunk A-bdl. Mivel 10-féleképpen tehet-
jiik ezt meg, a vélasz 10.

b) Annyi k-elemd részhalmaza van, ahdnyféleképpen a 10 elembdl ki tudunk vélasztani ismétlés

nélkiil k darabot. Tehat (120) =45, (lf) =210, (150) =252, (lgj — 45,

c) (ll? ) =120. Probalkozassal, vagy az el6z6 kérdésre adott vdlaszok figyelembevételével k =3,

illetve k=17.
@B Példdul ilyen a kovetkezS 4 halmaz: A = {1;2; 3}, B={1;2;4}, C={1;3;4}, D={2;3;4}.
@D @) Mindkét halmazt tobbféleképpen is felirhatjuk, példaul
P=(A\C)UBNC)\A é QO=MBUC\NANBNC(C).
b) Azt kell biztositanunk, hogy a két halmaz k6z6s része iires halmaz legyen:
[BNAUC)|\ANBNC)=0.
c) Azt kell biztositanunk, hogy a P Q-n kiviil esé része lires halmaz legyen:
A\BuUC)=0.

[rjuk -t a hirmas metszetbe. Ekkor c-t B és C kettSs metszetbe {0}
kell helyezniink, igy d csak A metszeteken kiviili részébe kertil-
het. (Kozben figyelembe vettiik, hogy az elemszamok egyen-
16k.) Ezek szerint:

ANBNC={a;e).




A megolddshoz toltsiink ki egy Venn-diagramot. A 2-t két helyre
frhatjuk, de a masodik feltétel a hdrmas metszetet kizarja. A 3-at
és a 4-et csak egy helyre frhatjuk ezek utdn. Az 5 két feltételben
is szerepel, igy csak egy helyre keriilhet. Végiil a 6-ot sem
irhatjuk kozépre.

A megoldds a diagramrol leolvashato:
A={2;3;45}, B={2;6}, C={1;5;6}.

IR a) A=1{7;8;9;10}, B={1;10}, C={5;6;7}.
b) A Venn-diagram az 4brdn lathato.
¢) Ures halmaz.
d) [(AUB)NC|=1, egyelemd {7}.

EH) a) Ha C iires halmaz, akkor:
A=1{2;3;56;7}, B={3;4;6;7}.
b) C eleme csak az 1 lehet. Ezt rogton két helyre is irhatjuk:
vagy a harmas metszetbe, vagy B és C kettds metszetbe. Igy:
C={1}, B={1;3,4:6;7}

2

és
A={1;2;3;5;6;7} vagy A ={2;3;5;6;7}.

@) a) A Venn-diagram az abran ldthato.
b) A-ba esé elemek Osszege 23, B-be 16, C-be 21.

(5022 )] 0,6x—8+8+0,8x—8=x,
1,4x -8 =x,

0,4x =8,

x =20.

20 6 dolgozik a Kiskunsagi Nemzeti Parkban.
b) |O\T|=416.

EF a) x-3+8—x+x+7—-x+12—x+x-4+x-4=20,

4 =x.
4 tanulé gydjtott eddig mindhdrom versenyz6tSl dedikalt

emléket.

b) 0 6. Nekik mar vagy mindharom versenyzétdl, vagy a masik
két emlitett egyikétSl van autogramja.

12-8-x+x+7-X)

16-B-x+x+12-x)

15— (7-x+x+12-X)




B A szoveg szerint a torpéken kiviil még 5-7 = 35 {6 jott el a mulatsdgra, azaz banyaszok dsszesen
42-en voltak. A szita-formula igy alakul, ha x-szel a narancssarga sapkds telepvezetd vajarok
szamat jeloljiik:

42=214+21+20-(7+7+6)+x.
Innen x = 0. Tehét ilyen banydsz nem vett részt a bulin.

EE) a) Alkalmazzuk a szita-formulat. A szdmba vett kutydk szdima [y

100, hiszen egy megszokott: )
100 = 64 + 60 + 56 — (41 + 22 + 35) + x, (23
ahol x jeloli a harmas metszet elemszdmat. Innen x = 18. ﬂ«
b) Beliilrdl kifelé haladva toltsiik ki az elemszdmokkal a Venn- w
diagramot, amelybdl leolvashat6 a kérdezett érték: 17 ilyen
kutya van. (Az elmenekiilt j6szdgrdl nincs informécionk.)

EH) a) Lehetséges, hogy senki sem kért egyszerre mindkét ételfajtabol (0). Maximum pedig a kisebb
elemszamu halmaz elemszamaval egyenl$ lehet a szamuk (8). Tehét 0 és 8 kozotti a szamuk.

b) Ha senki sem kérte egyiitt a levest és a f6ételt, akkor 8 + 10 = 18 & {ilt asztalhoz. Ha minden

7z

levest evd rendelt f6ételt is, akkor 8 + 10 — 8 = 10 f§ iilt le ebédelni a panzidban.

|C|=13. A szoveg alapjan ismertek a kovetkezok:
|Al=14, |BI=9, |[AnCI=7, |[AnBl=6, |[BNCl=4,
lAnBNCl=2, [AUBUCI|=3.
[rjuk fel a logikai szita-formulat az alaphalmazra kiegészitve:
lUI=lAUBUCI+IAUBUC|=|Al+|Bl+[CI-|ANCI-|AnBI-IBNCl+
+|ANBNCI+|/AUBUC|=13+144+9-7-6-4+2+3=24.

@) a) Helyettesitsiink be x = 1-et: % + % = % < 1. Nem megoldés az x = 1.
b) Taldlgatis helyett oldjuk meg a feladatot. A k6z0s nevezd 2x + 8, atrendezve a 2)6_68 >0
X +

tortet kapjuk. Egy tort akkor nemnegativ, ha szdmlaldjanak és nevezdjének azonos az elGjele
(a szamlalgja lehet nulla is). Ez két esetben lehetséges:

xX—620 (x26) és 2x+8>0 (x>-4), ekkor a megoldas x = 6;
x—6<0 (x<6) és 2x+ 8 <0 (x<—4), ekkor a megoldas x < —4.
Ebbdl 14thatd, hogy a legkisebb pozitiv megoldds az x = 6. Legnagyobb negativ megoldds nincs.

¢) A péros szamll6ju tortek egyszertsithetdk, gy nem valédiak. A tortek a [4, 6[-bél valdk:

B Rajzoljuk meg a transzformalt fiiggvényeket
ko6z06s koordinata-rendszerben.

a) L=/,

b) M =\\; //4
¢) LM =XXX.




EED Képzeljiink el egy tabldzatot, melynek felsd sordban felsoroljuk az U halmaz elemeit, els§
oszlopdban pedig a feladat A, A,, ..., A, halmazait. Az adott elem oszlopdnak és az adott halmaz
sordnak metszetében egy X-szel jeloljiik, hogy az elem beletartozik a halmazba.

Ijgy kell elhelyezniink az X jeleket, hogy pl. az Ay, A,, ..., A,_; halmazok mindegyikében szere-
peljen az n elem. Ugyanakkor A;, A,, ..., A, _,., A, halmazok mindegyikének eleme legyen (n — 1),
tovdbbd Ay, A, ..., A, 3, A, ;,A, halmazoknak eleme legyen (n—2) stb. Igy tulajdonképpen
ismerjiik az A; halmaz elemeit. Minden U-beli elem eleme, csak az 1 nem: A; = {2; 3; ..., n}.

Hasonl6an adddik ez igy a tobbi halmazra is.

Halmaz\Elem 1 2 3 n-2 n-1 n
A X X X X X
A, X X X X X
Ap_q X X X X X
A, X X X X X

Tekintsiik a halmazabrat. U

Irjuk fel a megadott feltételeket p, g, r, s segitségével. [A) (8)

2gq+r)=p+q+r+s 0
3r=r+s
10(g+r+s)=9(p+qg+r+s) p

Ez négy ismeretlen, de csak hdrom egyenlet. Nem tudjuk egyértelmiien megoldani, de azért pro-
baljuk meg. Alakitsuk at az egyenleteket, a kozE€ps6bdl mér ki van fejezve s.

qg+r=p+s
2r=s
qg+r+s=9p
g=p+r
q+3r=9p

A ¢ ismeretlen is ki van mdr fejezve az elsG egyenletbdl:

p+4r=9p,

ahonnan r =2p. Ekkor viszont ¢ =3p, s =4p. Mivel A, B, U egyike sem lires, a legkisebb pozi-

tiv szam, amit p helyére helyettesithetiink, p = 1. Igy |Al =5, |[Bl =6, |U| = 10.

a) Gondoljuk meg, hogy barmely J; halmaznak eleme a 0, de minden mds elemrdl ki lehet mu-
tatni, hogy el6bb-utébb mar nem esnek az intervallumokba: J; "J,NJ3 N ... ={0}.
Ugyanis tételezziik fel, hogy valamely i-re p (p > 0) € J;. Barmely pozitiv p-hez taldlunk olyan
m pozitiv egész értéket, amelyre 1 < p. Ha n>m, akkor p ¢ J,. Hasonl6 a meggondolds,
ha p <0. m

b) Az I, sorozat 6sszes elemébdl alkotott metszetnek nincs kozos eleme.

. 1 .
c¢) Elészoris J )\, = ]——; 0]. Ezen halmazoknak egyetlen kozos eleme a 0, azonban mds ilyen
n

elem nincs. Ezért J)\I; "L\, N J3\ ;..o = {0].



Kijelentések, események — megoldasok

a) A + B =Sz&p id6 lesz vagy kirandulni megyek. A - B = Szép id{ lesz és kirdndulni megyek.
b) A-B.
c) Barmilyen, ugyanis szép id6 esetén egyszerten teljesiilt az implikacid. Rossz id6 esetére pedig

nem 4llitottam semmit, tehat barmit csindlhatok — kirdndulhatok is — sz6szegés vétsége nélkiil.
a)lAl=10, |Bl=6, IC|=4.
b) A-B={6;12; 18} = hattal oszthat6 szamok;

B+ C=1{3;5;6;9;10; 12; 15; 18; 20} = harommal vagy ottel oszthaté szamok;

A-C = {5; 15} = 6ttel oszthat6 paratlan szdmok.

c¢) D = {5} = (olyan paratlan szam, ami hdrommal nem, de &ttel oszthaté) =A-B- C.
a) A+B+C=1{2;4,6;8}), AAB-C=A-B-C=A-B-C=A-B-C=@, B-A-C={6}.
b) {10} =A+B+C.

A helyesen kitoltott tdblazat: A B c D
Kijelentés H | | H
Megforditasa | H | H

a) Igen. A ,minden ember fenség” egy kovetkeztetés: Ha ember vagyok, akkor fenség vagyok.
A masodik kijelentés szerint ember vagyok, igy a feltétel teljesiil. Amibdl valdban kovetkezik,
hogy fenség vagyok.

b) Nem. Példaként épitsiink nddfedelet egy tizemeletes hazra. Nyilvdn ez az épiilet nadfedeles, de
nem tanya.

a) Tagadds: Van olyan deltoid, amelynek atl6i nem merdlegesek egymadsra. Ilyen deltoid nincs,
tehat az allitas igaz, a tagadas hamis.

b) Tagadas: Barmely haromszog legkisebb szoge legfeljebb 60°-0s. Ez igaz, a hdromszog legkisebb
szoge nem lehet nagyobb, mint 60°. Ugyanis az allitds igazsagat feltételezve:

60°<a<fB<y igy 180°=3-60°<a+ B+,
ami (legaldbbis az euklideszi geometriai rendszerben) nem igaz, hiszen o + f + y = 180° Tehat
az 4llitds hamis, a tagadds igaz.

c) Tagadds: Van olyan hattal oszthatd szdm, amely nem oszthato kilenccel. A tagadds igaz, pél-
ddul maga a 6 ilyen szdm. Az allitds hamis.

d) Tagadds: Barmely pozitiv egész primtényezds felbontdsdban szerepel a 17. Az allitds igaz, a ta-
gadds hamis.

e) Tagad4s: Volt olyan torpe, aki magasabb volt Héfehérkénél. Bar nem tudjuk pontosan a torté-
nelmi igazsagot, feltételezziik, hogy minden torpe joval alacsonyabb volt az illet6 holgynél.
Tehat az 4llitas igaz, a tagadds hamis.

f) Tagadds: Van alkalom, hogy lefrom azt: soha. Aki ezt a feladatot irdsban megoldja, arra a taga-
dés biztosan teljesiil. (Nagy valdszintiséggel a tobbiekre is.)

g) Az dllitas tagadasat ugy tudjuk meggondolni, ha atfogalmazzuk: A 7-nek minden hatvanya
oszthat6 3-mal. Igy mar vildgos a tagadds: Van olyan szdm, amely 7-nek hatvanya és nem
oszthat6 3-mal. Ut6bbi kijelentés igaz (pl. 49) és az allitds hamis.



h) ElGszor értelmezziik az eredeti mondatot.

Adjunk meg egy pozitiv «a szdget (pl. o = 1°) és vizsgdljuk meg, mely szabdlyos sokszogek
kiils6 szogei kisebbek o-nal.
Barmely konvex n-szog belsd szogeinek 0sszege (n—2)-180° A szabdlyos n-szog egy belsd
(n—2)-180° (n—2)-180° 360°

n n o

sz0gének nagysaga: . AKkiils6 szog mértéke 180° —

Ha most azt akarjuk, hogy ez a szdm 1°-nél kisebb legyen, akkor legyen n > 360. Tehat pl.
a 361 oldalu szabalyos sokszog minden kiils§ szoge kisebb, mint 1° (Az n =360 még éppen
nem megfeleld, hiszen az allitas teljesiiléséhez szigorian kisebb kell.)

o (o]

Hasonldéan 4ltaldban: ha < a, akkor n > . Igy biztosan tudunk barmely szoghoz

n
olyan n egész szamot mondani, amelynél tobb oldali sokszdgek kiilsd szogei kisebbek, mint
a megadott szog. Tehat az allitds igaz.

Tagadas: Létezik olyan o (o > 0) szog, amelyhez barhogy is adunk meg pozitiv egész n-t, van
olyan n-nél tobb csuicsu szabdlyos sokszdg, melynek kiils§ szoge nagyobb vagy egyenld,

mint o.
Mivel az 4llitds igaz, a tagadds hamis.

Kombinatorika — megoldasok

5!=120.
41 =24,
2.41-1=47.
6:2-31=51-2.41=72.
6! =720.
3.2=6.
453 =500 koziil 4 - 52 = 100 oszthat6 5-tel.
639 = 1944,
|

5-4.3= >! =60.

(5-3)!

!
L=17100720.
(30 - 5)!

T _
()
11
1)-ss

!

12! =13960.
71-41-1!



|
L=10
3121
a) 5! = 120; b) 51.25 = 3840; ¢) 10! = 3628 800.
_ ) 90 15
a) 8! = 40320; b) [ ] 81=3.13-105
!
24 9465511770,
81-81-8!
|
0 —20 5793510720,
51617121

b) A nevezd csokken: 5!-6!-7!-2! >5!-5!-6!-4!

¢ e Sle61T71-21 42 3
Igy az érték n6 ————— = — = 3,5-szeresére.
5!-51-6!-4! 12

!
L=3991680.
(12 -=7)!

! |
Q)Lz@loﬁ; b)3.L:9.1012.
(20 -12)! (19-11)!

411
8-365-1000
a) 10°=1000000; b) 3°=729; c) 3%-42=1296;

d) @-34-42 — 19440,

(2—a)5:((5))-25-610—(?)-24111+G)-23-a2—Gj-Zz-a3+G)~21-a4—(2)-20-(15:

=32-80-a+80-a%2-40-a3+10-a* - d>.

@B Csoportositsuk az utakat a hosszuk szerint.
a) Bérmerre is megyiink az A-bdl, minden 1t 3 hosszt, és 0sszesen 4 -3 -3 = 36 darab van beldle.

b) Akozvetlen levelekbe 1 hosszu ut visz, ebbdl 3 van. A kdvetkezd legkozelebbi levelek 3 hosszi
uton érhetdk el, ebbdl van 2-3 = 6. A legtavolabbi levelek 5 élre vannak, hozzdjuk 3-3-3 = 27-
féleképpen juthatunk el.

¢) Ebbdl a pontbdl 2, 4 vagy 6 ,.€lnyire” taldlunk leveleket, rendre 2,2-3 =6 és 3-3-3 =27 tton
érhetjiik el Gket.

EF A szdmokataz 1,2, 3, 5,7, 9 jegyekbdl allithatjuk dssze.

a) A jegyek csak tigy novekedhetnek, ha a fenti sorban irjuk dket, és az egyik szdmot elhagyjuk.
Osszesen 6 ilyen szdm van.

b) Két nem prim szdm van a felsoroltak kozott, az 1 és a 9. Kossiik Sket egybe, mostantél kezel-
jiik az 19-et egyetlen szamjegynek. Igy 5 jegybdl kell 4-jegyi szamot kredlni, raaddsul dgy,
hogy az 19 biztosan benne legyen. Ezt 4 helyre irhatjuk, a tobbi 3 helyre 4, 3, 2-féle jegyet
tehetiink a maradékbodl. Végiil az 1-et és 9-et megceserélhetjiik. Tehdt a lehetGségek szdma
4.2-4-3.2=192.

c) A fentiek koziil minden 2-re végz8d6 szdm oszthat6 4-gyel. Azaz 5-4-3-2 =120.



B a) Ekkor nagyon egyszerd dolgunk van, hiszen a 4 koziil barmelyik helyre barmelyik karaktert
frhatjuk a 15 lehet&ségbdl: 154 = 50625.

b) Vegyiik az ellentétes esetet, amikor nincsenek betiik, csak az 5 szdmjegy szerepelhet: 5. Ezt
kell kivonnunk az 6sszes lehetSségbdl: 154 — 5% = 50 000.

c) Ebben az esetben egyszerden az torténik, hogy megduplazzuk a bettik szdmét. Azaz nem 15,
hanem 25 lehet&ségbdl valaszthatunk egy-egy karaktert. Az eredmény 25% = 390 625.

@B Az adott fiiggvény értékkészlete harom érték: 0, 1 és (-1).
a) A hdrom érték mindegyike szerepelhet a négy hely barmelyikén: 3%.
b) Tételezziik fel, hogy a O szerepel kétszer, az 1 és a (—1) csupdn egyszer-egyszer. A lehetGségek
!
szama ekkor ﬁ Mivel a harom érték mindegyike el6fordulhat kétszer a négy helyen,

ezért az eredményt meg kell szoroznunk 3-mal: 3 - m =36

c) A szinuszfiiggvényre hagyatkozva négy helybdl kettén szerepel 0, de egymds mellett nem
lehetnek. Négy lehetGségiink van:
O’ 1$ Os (_1)’ Os (_1)7 0’ 1’ 1’ O$ (_1)5 03 (_1)5 03 1, 0

@1 a) Ha sorba mentek a tandrok képein, akkor
22!

2221+ 11=—==
(22 -12)!

-féleképpen

valaszthattak koziiliik.

b) A 14 lany mellé 8 fiinak kellett az osztalyba jarnia, és a 6 férfi tandr mellett 6 n§ kolléga kertilt

a tabldra. Az el6z4 rész alapjan a keresett érték:
14! 8!

. — =4,36-10'°.
(14-6)! (8-06)!

¢) Most csak az érdekel minket, melyik tandr melyik harom didkot vélasztotta. Képzeljiik gy,
hogy a tandrok sorban egymas utdn a tortdhoz mennek és kivalasztanak 3-3, illetve 2-2 szeletet.

22\ (19) (16) (13) (10} (7} (4) (2)_ ¢ 1015
kiilonbdz6 médon tehetik meg.

Az 500-as készlet 30%-a, azaz 150 darab pliissmaci selejtes. J6 koziiliik 500 — 150 = 350 darab.

Ezt 6sszesen

a) Ha nincs koztiik selejtes, akkor mind a 20-at a j6 macik koziil sikeriilt kivdlasztani (3255) ) -féle-
képp.

b) A két selejtest 150 darabbdl, a 18 6t 350 koziil valaszthattdk az ellenérok (1 ;0) . (31580) Kiilon-
b6z6 modon.

c) Halegalabb harom selejtes van, akkor lehet 3,4, ..., 20 is. Ez elég sok eset, térjiink 4t a komp-
lementer halmazra: nézziik azt, amikor csak 0, 1 vagy 2 selejt van a kivalasztott mintdban. Ezt

kell kivonnunk az 6sszes lehetséges valasztdsok szamabdl, (52000) -bol. Az eredmény:

- D01 )



/////

didk felel 10-szer: 210 a lehetSségek szama.

b) A feleletek idérendben kovetik egymast, igy el6szor is ki kell vdlasztanunka 10-bél azt
a 4 feleletet, amelyet a nem késziil§ didkoktol hallunk. Ezt (149 ) modon tehetjiik meg. A 4 rossz
feleletet 9 f6 produkélhatja, a 6 szépet pedig 21. Azaz az eredmény:

10} 44 ~16
(1) 021

c) ,.Legfeljebb hétszer” jelentése 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 alkalommal. Ilyen sok eseményt nem sze-
rencsés elkezdeni Osszeirni, térjlink 4t a komplementerre: 8, 9, 10 gyenge felelénk van. Utébbi

eset 910, elébbiek pedig b) esethez hasonléan adédnak: (190) 99211 és (lé) ) -98.212 Kikell

vonnunk az dsszes esetbdl, azaz ha barki akdrhdnyszor felelhet: 30! -bél.
3010 - 910 _ (190) 199211+ (15?) 198212

2)\2) 2
féleképpen adhat a babdkra: vagy az egyikre, vagy a mdsikra adja:

@ ' @ ' @ 123 = 13440,

b) Allitsuk sorba a babékat, legyen egy A, egy B és egy C baba. El6szor is Eszti kivalaszt hirom

BT a) Kétszoknyit, inget és kabatot (5), (8), (4) -féle modon valaszthat Eszti. Minden ruhafélét két-

szoknyat, hdrom inget és harom kabdtot. Ezeket G) @) @) -féleképpen veheti ki. Sorba

rakva a hdrom szoknyét, az A, B, C babdkkal 3! = 6-féleképp pdrosithatja Sket. Hasonl6 a helyzet
a tobbi ruhafélével is. Az eredmény:

() or-w

i) a) Ha barmelyik jelentkezd reklamfilmbe keriilhet, akkor 58 + 42 = 100 {f&bdl valasztunk 12-t:

(1 0]: 1015

0
12
b) A lanyok koziil kell kivdlasztanunk 7-et és a fitk koziil 5-6t:

58) (42) _ 104
(7) (5)~2,56 10"

c¢) Ha péarban szerepel egy fiu és egy lany, akkor mindkét nembdl ugyanannyi szerepld van, azaz 6.
Az eredmény:
58) (42) _ 1014
(6) (6)~2,12 10*+

d) Ha harmasaval mutatjak be a jelentkezdket, akkor 4 filmet fognak késziteni. fgy vagy 4 fid és
0 lanycsapat lesz, vagy 3 és 1, vagy 2 és 2,3 és 1, 4 €s 0. Az egyes eseteket az el6z6khoz hason-
16an szdmitjuk, de végiil 6ssze kell 6ket adnunk:

(42) ~3,49-10",

(13 () (5) (5 () (6 B3 (5 (6) 5



(15 +n)!
13!-2!- n!
majd szorozzunk fel a maradék nevezgvel:

14-15-...-(15+n) =813960-n!
Egyszersitsiink tjra 14 - 15-tel:
16-17-...-(15+n) =3876 - n!
Mindkét oldalon szorzatok szerepelnek, bontsuk fel a 3876-ot primtényezdkre: 3876 =2%-3-17-19.
16-17-...-(15+n)=2%2-3-17-19-n!
Hogy a 16 = 2%t megkapjuk, n >3 kell legyen. Ugyanakkor a bal oldalon is szerepelnie kell
a 19 primnek, ez éppen 15 + 4. Ellendrizziik le, valéban 16-17-18-19 = 3876 - 24.
Tehat 4 Tavol-Keletrdl szol6 regényt kap Jani.

lfdl Téma szerint rendezni a konyveket =406980-féle modon lehet. Egyszer(sitsiink,

Gy Pératlan jegyek az 1, 3, 5, 7 és 9. Mivel hdrommal oszthaté szdmokat keresiink, megkonnyiti az
esetek Osszegy(jtését, ha nem a szimokkal, hanem a 3-mal vett osztdsi maradékaikkal szdmolunk.
Ezek sorban: 1, 0, 2, 1, 0.

a) Ha minden szam kiilonboz6 kell legyen, akkor a négy maradék kozott csak egy 2-es, legfeljebb
két 1-es és legfeljebb két O lehet. (Péld4ul 0-0-0-0 vagy 1-1-1-0 nem lehet.) A 2-es maradéknak
mindenképpen szerepelnie kell, hiszen a 0-0-1-1 nem oszthaté 3-mal. A 2 mellé tenni kell
1-et is, a maradék kettd helyen viszont csak 0 maradék lehet. Tehat azt kell 6sszeszdmolni, hany
esetet frhatunk fel a 0-0-1-2 maradékokbdl. A 3, 9 és 5 biztosan a szdmjegyek kozé keriil.
1 maradékot adhat az 1 és a 7 is, itt tehdt valaszthatunk. Vagyis ezen szdmok szdma 2 - 4! =48.

2z

b) Az el6z8 gondolatot folytatva: 6t lehetGségiink van a maradékokat felirni igy, hogy a szdm
oszthat6 legyen 3-mal: 0-0-0-0, 0-0-1-2, 0-1-1-1, 0-2-2-2, 1-1-2-2. Nézziik sorban az 6t esetet.

0-0-0-0: Minden helyre két szdimjegyet, 3-at vagy 9-et irhatunk, ez 2% = 16 lehetdséget jelent.
0-0-1-2: A 0 maradékok helyére a 3 vagy a 9, az 1 helyére az 1 vagy a 7 keriilhet. A 2 maradék

. . . . 4!
fixen az 5 szamjegyet jelenti. A maradékokat egymas kozott EYRTRT = 12-féleképpen permu-

talhatjuk. Azon beliil 22-2 = 8 lehetSség van a szdmjegyek beifrdsara. Osszesen 128 = 96.

0-1-1-1: A O maradék (3 vagy 9) négy helyre keriilhet (az 1 helyére tovdbbra is 1 vagy 7 kertil).
Ezért a lehetSségek szdma ebben az esetben 4 - 2% = 64.

0-2-2-2: A 0 megint négy helyen éllhat (3 vagy 9), a 2 helyére csak 5-6t irhatunk. fgy 4.2=8
ilyen esetiink van.

!
1-1-2-2: A maradékokat 2'4 '2' = 6-féleképpen irhatjuk fel. A lehetSségek szdma 6-22 = 24,

A kérdésre a vdlasz a fenti esetek 0sszege: 16 + 96 + 64 + 8 + 24 = 208.

a) Jelolje a harom szobdt A, B, C. Mivel megkiilonboztetjiik 6ket, nem mindegy, hogy az A-ban
vannak 6-an, B-ben 2-en és C-ben senki, vagy A-ban senki, B-ben 6-an és C-ben 2-en. A leg-
egyszeribb, ha az A-ban levék szdma alapjén irjuk 6ssze a lehetGségeket.

A 66 655554444433333322222221111110000°0
B 210321043210543210654321062543216%5432
Cc 012012301234012345012345¢612345¢623456

Ez harminchat lehet&ség.



b) Most csak azt kell 6sszeszdmolnunk, a 8-at hanyféleképp bonthatjuk hdrom, hatndl nem
nagyobb nemnegativ egész dsszegére.

8=6+24+0=6+1+1=54+3+0=5+2+1=4+4+0=
=4+4+3+1=4+2+2=3+3+2

Ez nyolc lehetdség.

Megjegyzés. Az a) és b) kérdést megvalaszolhatjuk az alapjdn is, ha észrevessziik: a harom
kiilonb6z§ szamot tartalmazd (pl. 6-2-0) formédk 3! = 6 helyen fordulnak eld, a két kiilonb6z6t
tartalmazokat 3 helyen taldljuk meg (pl. 6-1-1), mig hdrom egyforma nem lehet. Mindkét
tipusbdl van 4 6sszeg, amely kiadja az 6sszesen 24 + 12 = 36 oszlopot.

e

c) Az el8z6 kérdésben targyalt esetekbdl indulunk ki.

Példaul az 5-2-1 esetben a nyolc f6bdl ki kell védlasztanunk 6tot az egyik, a még dgy nélkiil
maradt hadrom f6bdl kettét a mésik szobdba. A harmadik szobdba maradt egy f6 mar nem
véltoztat a lehetGségek szdman. Az Osszes esetet tekintve a lehetGségek szdma:

66046 006 B0+ BB )+
(O EHEH-C OGO 66

=28+56+56+168 + 70 + 280 + 420 + 560 =1638.

d) Ha megkiilonboztetjiik a személyeket és a szobdkat is, akkor az a) részben felirt tdblazatot kell
segitségiil hivhunk. Azonban nem irjuk fel mind a 36 lehet8séget!

s

Vegyiik észre, hogy barmelyik esetet tekintjiik is, az egyszertsitések miatt felirhat6 ismétléses
permutdcioként. Pl. a 4-3-1:
1) 8l 41 1! 8!

8.4. frd . . =
4)\3) \I)7 4141 31-11 1100 413111

1

Mivel nem szamit a 4-3-1 sorrend, igy a c) esetbdl €s a megjegyzésben emlitett kiilonb6zd
sorrendekbdl megadhatjuk a megoldast:

st (&) G0+ €60+ 6)-6)-6) #2660+
o3 ({003 ()06 6B+ ()6 B)-

=3!- (28456 +168 +280) + 3- (56 + 70 + 420 + 560) = 6510.

a) Képzeljiik el, ahogyan sorban sétdlnak el a hat szoba mellett és véletlenszerten kivéalasztjak
a szobdk lakéit. A megoldds ekkor:

23) (15) (11) (8) (5} (2

8)\4)\3) 3 3 \2f
Ha ugy képzeljiik el a dolgot, hogy a didkokat sorba éllitjuk €s minden szobanak készitiink egy
cimkét annyi példanyban, ahany f6 befogaddsara képes, akkor a megoldas:

23!
81-41.(31)3.2!

A két érték természetesen egyenld. (Ezt belathatjuk, ha kifejtjiik az elsé formdban felirtakat,
majd elvégezziik az egyszertsitéseket.)



b) Amennyiben az egyes szobdkon beliil megkiilonboztetjiik az dgyakat, akkor az els§ szobdba

betérd 8 didk 8!, a4 dgyasba betérék 4! stb. kiilonb6zd médon osztozhatnak. Tehat a megoldas:

!

L-S!-4!-(3!)3-Z!=23!
81-4!-(31)3.2!

¢) A 10 lany mellé nem keriilhetnek fitk, igy nekik kiilon szobak jarnak. Kétféleképpen felelhe-
tiink meg ezen feltételnek. Vagy a 8 és a 2 dgyas szoba a lanyoké, vagy két 3 és a 4 dgyas.

. 10! .
Ha az els6 verzi6 valésul meg, akkor a lanyok 10t modon koltdzhetnek be. Ha a masodik,

10! . . B2ty . 13!
akkor ————. A fitk az elsd lehet§ség esetén —————, a mdsodik esetben ————
4!.31.3!1 41.(31)3 8!-31.2!
kiilonbozd uton foglalhatjak el a szobdkat. Az Osszesitett eredmény:
10! 13! 10! 13!

81-21 41.(31)° ' 41.31-31 81.31.21"

Arra nem tértiink ki, hogy a szobdkat megkiilonboztetjiik-e egymastol. Az dgyak szamat
tekintve biztos. Ha ugyanis kiilonbséget tesziink koztiik, akkor a masodik esetben a ldnyok
haromféleképpen kaphatnak meg harom hiromdagyas szoba koziil kett6t (1.-2., 1.-3., 2.-3.).

Az eredmény eképpen modosul:
10! 13! 10! 13!
. +3- . .
81-2! 41.(31)} 4!.31.31 8!.31.2]

2 2

d) Ab)pontalapjan 10!-13!+3-10!-13!'=4-10!- 13! eredményt kapunk az egyszerdsitéseket
elvégezve.

Grafok — megoldasok

a) Alanyok a pontok, az élek az tizenetvéltasok. A pontok fok- A
szamai:
A:3, B:1, C. 2,D: 5 E: 1, F:2.
b) A beszélgetések szama:

3+1+2+5+1+2_7 E c
2 ' D
a) 6 beszélgetés tortént. J I
b) A beszélgetések szama:
24 o,
2 cs P
R

Az egyes pontokba még 2, 1, 1, 1, 1, 0 élnek kell csatlakozni, ami
2+1+1+1+1+O=3
2
Ujabb él berajzoldsat jelenti. Ez meg is valdsithatd, mert paros sok pdratlan foku pont szerepel.

........................ . 176



a) A graf az 4bran lathato.

b) Nincs ilyen graf: a 0 és 4 fokud pont kizarja egymdst.

Jelolje A, B, C, D, E az 5,4, 3,2, 1 fokd pontokat, F' fokszdma A
nem ismert. A mindenkivel szomszédos (F fokszdma legaldbb 1),
E csak A-val szomszédos. B nem lehet szomszédos E-vel, igy
mindenki massal igen (F fokszdma legaldbb 2). Mivel D mar
A-val és B-vel szomszédos, ezért massal nem lehet. C szomszé-
dos A-val és B-vel, de D-vel és E-vel nem lehet: F-fel szom-
szédosnak kell lennie, vagyis F fokszdma 3. F

. 8-7 . 83 .
A torna végén lejatszott 6sszes meccsek szama BN =28. Eddig - =12 mérkdzés zajlott le,

tehat 28 — 12 = 16 mérk6zést ldthat még a kitarté kdzonség.

0 vagy 2. Harom eset lehetséges, mindegyikben | IA. 2.

jelolje A a4, B a3 foku pontot.

I. eset: A és B nem szomszédos. 2 ° ” »
Ekkor B csatlakozik A hdrom szomszédjdhoz

(1,2,2,2,3,4). B B

II. eset: A és B szomszédok.
Ekkor vagy II/1. B csatlakozik A két szomszédjdhoz (0, 1, 2, 2, 3, 4) vagy II/2. B csatlakozik
a hatodik ponthoz, aminek igy csatlakoznia kell egy A szomszédhoz is (1, 2, 2, 2, 3, 4).

a) A hat foki pont hat mésik ponthoz csatlakozik: 7 pontnak mindenképp lennie kell. Es ez elég
is, hiszen a tobbi 7 élt biztosan berajzolhatjuk a hat pont k6z¢€ ugy, hogy egyszerti maradjon.
A graf legalabb 7 pontu.

b) Nincs a feltételek kozott, hogy osszefiiggd legyen a graf. Akkor vegyiik a hatfokd pontot
a szomszédaival egy 6nall6 részgrafnak, a fennmaradé 7 €l pedig mindig 2-2 kiilonboz§ pontot
kosson Ossze. fgy Osszesen 7 + 7-2 =21 pontbdl fog allni a graf. A graf legfeljebb 21 pontu.

a) Kettd.

b) Jelolje A azt a pontot, amelyhez 7 él csatlakozik. A graf osszefiiggd, hiszen egyszerd, és az A
pontja a tobbi 7 ponttal szomszédos. A graf nem kormentes, mert az A-n kiviili barmely két szom-
szédos pont az A-val egyiitt kort alkot. Az allitds hamis, mert a konjunkcio egyik tagja hamis.

c) 10 mezdényjatékos van. A 10 pontd teljes graf éleinek szdma 0-9 =45. Mivel most
7 4+4+4 2
F3+5+ ; T+t =17 €l van a grafban, igy 45— 17 =28 él még berajzolhatd.

Legfeljebb 28 passz torténhetett volna még a feltételek szerint.

a) Mivel a grafban 4 paratlan foku pont van, ezért a labda jatékostol jatékosig valo mozgédsa nem
rajzolhaté le egyetlen vonallal: ekkor ugyanis pontosan két paratlan fokd pontnak kellene
lennie (egy kezdd és egy végpontnak). Legaldbb egy jatékmegszakitds (szabadrigds, szoglet,
bedobas) tehat biztosan tortént.

b) Extrém esetben barmely passz utdn lehetett jatékmegszakitds, vagyis akdr 17 alkalommal is
(ha az atadést kapo jatékossal szemben minden esetben szabdlytalankodtak).



n-1<

”(”2"1)—(n—1):n—1<

1<(n—2)’
2

4<n.

a) A legnagyobb fokszdm a 4, igy az egyenld

fokszam lehet 4, 5, vagy 6.

Az els6 és az utolsé oszlop megvaldsithato,
a koz€éps6 nem (paratlan sok paratlan fokua
pont nem lehet).

Tehat a valasz: 6 vagy 13 élt kell berajzolni,
hogy egyenl$ legyen a pontok fokszdma.

b) A gratban az élek szdma:

0+1+2+3+3+3+4
2
Egy hétpontd grafnak lehet minden pontja

2 foku (ekkor az élek szdama (2-7):2 =7)
vagy 4 foku (ekkor (4-7):2 =14 él).

8.

(n—2)(n-1)

, /(n-1)

/-2

Minden pont fokszama 4
4
3

Az egyes pontoknal megjelend

(ijabb élvégek szama 1
1
1
0

Hianyzo fokszamok dsszege 12

Berajzolando djabb élek szama 6

NN NN RN I COM - I O e

S

19
X

EIB ..Sok” pontja nem lehet a grafnak, mert akkor a fanak kevés van, a komplementernek pedig tdl sok.

Tehat 4-nél nem lehet tobb pontja. 4 pontd megolddsunk van, 3 vagy 2 pontu ilyen graf nincs.
Az egyetlen gyokérpontbol all6 fa graf is megoldas.

N W W W e o o o

N
(3]

13

Mivel 7 < 8 < 14, ezért a 8 élt sehogy sem helyezhetjiik 4t gy, hogy minden pontba ugyanannyi

él csatlakozzon.

c) Jelolje f a graf 6sszes pontjdban elérni kivant fokszdmot. Ha n pdros, akkor f tetszéleges érték

lehet a {0; 1; ..., n— 1} halmazbdl. Ha n paratlan, akkor f csak paros szdm lehet az elébbi
halmazbdl. Az élek dthelyezésével akkor érhetd el a kivant helyzet, ha megfelel§ szdmd €1 all

rendelkezésiinkre, vagyis az élek szdma felirhaté valamely alkalmas f-re n - By alakban. Ha ez

megvaldsul, akkor viszont el is érhetd a kivant helyzet: vegyiik le a graf 6sszes élét és helyez-

ziik el a kivant alakzatban.

Tehat a feltétel sziikséges és elégséges is: egy n pontii grdf pontosan akkor alakithato dt az élek

dthelyezésével iigy, hogy minden pont fokszdma f legyen, ha n - 3 egész szam és ennyi darab

él taldlhato benne.

Valosziniiség-szamitas — megoldasok

Biztos esemény: az 0sszeg nemnegativ.
Lehetetlen esemény: a szorzat 11-gyel oszthato.

a) A komplementere 10 elemi eseménybdl tevédik 6ssze. Pl.: FFFI vagy IIIL
b) AB = {IFFI; IIFF},

A + B = {FFFF; FFFI; FFIF; FIFF; I1IF; IFII; FIIIL; I111}.



¢) Az eseménytér 2% = 16 elemi eseménybdl 4ll.
P(A)=0,375; P(AB)=0,125; P(A+B) =0.5.
e B 9 .4 RS ) ‘
a) Hétfén B=0,8; kedden E=0’75; szerdan 7z0,571; csiitortokon ﬁz0’833; pénteken

.. 20
edig ismét — = 0,833.
pedis 2

b) A valészintséget nem tudjuk pontosan megadni, igy 0,7-0,8 koriil lehet. (A relativ gyakorisd-
gok szamtani dtlaga 0,75, medidnjuk 0,8.)

G a) P=0,15; b) P =0,15 = 0,000076.

1
G —=0,1.
10

G 1- 2 ~0.36.
T



5110

5111

5112

9.8-7-6 _

S 200D 0,4,
10-9-8-7
4 1 03207 x=20.
X
0 _04; x=15.
10+ x
Y =025 x=4.
12+ x
9.

A kedvez§ esetek szdma 6!, ennyiféleképpen kovetkezhet egymads utdn a kockaval dobhaté hat
darab szam.

Az bsszes esetek szdma 6°, hiszen barmelyik dobdsra barmilyen értéket kaphatunk.

!
o =(0,015.

P:E

Az els6 helyre 9, a masodikra 8 és igy tovabb, a hetedikre 3 lehet&ségiink van szamjegyet irni.

A kedvezd esetek szdma . Az 0sszes eseteket megkapjuk, ha barmelyik helyre barmelyik

9-2)!
szdmjegyet frhatjuk: 97. Az eredmény:
9!
p=9=2'_0 000015,
97
a) . l, ebbdl x = 6. Az iires celldba 6-ot kell irni.
543+4+x 3

b) Az 6sszes érmék szdma 18, igy egy érmére 20°-os kdzépponti
sz0g jut. Azaz az aranyakra 100° a garasokra 60° a krajca-
rokra 80° és a tallérokra 120°.

c) Az azonos érméket egymds kozott permutdlva nem kapunk
mas elrendezést, igy ismétléses permutdciot kell szamolnunk:

18!
—  =514594080.
51-31-41-6!

<0,3;innen 2 < x. Erndének legaldbb harom Lajos-aranyra kell még szert tennie.

d
) 18+ x

a) 4 € veszteség ugy keletkezhet, ha a jatékban nem nyernek semmit. Ez pedig akkor kovetkezik
be, ha egy fejet €s egy irdst dobnak. Négy lehetGség van (piros, kék) érme sorrendben: (F; F),
(F; D), (F; D, (I, D). Koziiliik kett6 nem fizet semmit, tehat 0,5 valdszintiséggel bukjdk el a jaték
4 €-s arét.

b) 4 €-t akkor keresnek, ha a jatékban 8 €-t nyernek. Ezt kétféleképpen érhetik el: ha Petra a két
érmével (F; F)-et dob és Karola 4-est a kockaval; illetve ha Petra két irast dob az érmékkel
és Karola 5-0st. Ennek a valdszintsége 11 + 11 = i

46 46 12



5113

<) ™ piros Kék 1 2 3 4 5 6
fej fej 2 4 6 8 10 12
fej iras 0 0 0 0 0 0
irds fej 0 0 0 0 0 0
iras iras 4 5 6 7 8 9

d) A tablazatot atnézve a felsd sorban a 6, 8, 10, 12; illetve az als6 sorban az 5, 6, 7, 8, 9 esetek
azok, melyekben a lanyok tobbet nyernek, mint a jaték 4 €-s dra. Ez kilenc lehetGség, az 0sszes

esetek szama pedig 24. Azaz 2% = é

a) Az oszlopdiagram az dbrén lathato. ,
b) A tanuldk 4ltal dtlagosan gyjtétt pontok szdma: !
3-4+6-12,5+5-20,5+7-28,5+5-36,5:21’9807’ g
il
]
0
0-8

26
tehat kerekitve 22.

= 8-16  16-24 24-32 3240

. . . 12
c¢) Tizenketten irtak j6 vagy jeles dolgozatot a 26 f6b3l. A keresett valdszinlség —.

d) Az osztély tanul6i koziil (256) -féleképpen lehet kivdlasztani 6t f6t. (5) lehetSségiink van két

2
jeles és (3) j6 dolgozatot iré tanulé kivalasztasdra. Az eredmény:

GG
5)

a) Az azonos jegybdl all6 szdmok ¢ = 1 kvdciensd sorozatok: 111, 222, ..., 999. Ha az elsé két
jegy kiilonbozd, akkor a harmadik is. Ilyen szdm hat darab van:

124, 139, 248, 421, 842, 931.
A mértani sorozatot alkoté jegyekbdl 4116 szdmok szdma tehét 15.

=0,00532.

b) Az elGbbiekhez vegyiik hozza a kovetkezdket, illetve a forditottjukat
123, 135, 147, 159, 234, 246, 258, 345, 357, 369, 456, 468, 567, 579, 678, 789.

A fentieken kiviil lehetnek még 0-ra végzddd szamok is: 210, 420, 630, 840. igy a szamtani
vagy mértani sorozatot alkotd jegyekbdl all6 haromjegyd szamok szdma 15 +2-16 + 4 = 51.
Szdmtani sorozatot pedig 9 + 2-16 + 4 = 45 szdm szdmjegyei alkotnak.

P :£z0,882.
51

c) Csupa kiilonboz6 jegybdl all6 haromjegyl szdmok szdma 9-9 -8 = 648 (az elsd helyre nem
frhatunk O-t, utdna azt azonban mdr igen, de az els§ helyre irt szamot mar nem). A kiilonb6z38,
de szdmtani vagy mértani sorozatot add jegyekbdl dll6 haromjegy(i szdmok szdma 51 — 9 = 42.

P=1—£z0,935.
648



EEB o) Ha mindkét forduléban haromszorozunk 4-es dobéssal, akkor 10 €-32 =90 €.
b) Legkevesebb pénziink akkor lesz, ha minden alkalommal elveszitjiik a pénziink haromnegyedét.

3
1
Egy-egy forduléban ennek valészintisége i, igy harom fordul6 alatt (ZJ .

c) 10 €-bdl 15 € csak gy keletkezhet, ha egyszer haromszorozunk, egyszer feleziink és egyszer
nem torténik a pénzzel semmi. Azonban mindegy, hogy melyik torténés melyik korben esik
meg. A hdrom kiilonboz8 lehetGséget 3! = 6-féleképpen permutdlhatjuk. Mivel mindegyik

3
valészintisége %, ezért a kérdezett valdszintiség: P =6- (Z) =0,09375.

@D A .legaldbb 6tszor dobunk™ végtelen sok esetbdl all, foglalkozzunk a komplementerével: ha vagy
elsdre, vagy mdsodikra, harmadikra vagy negyedikre hatost dobunk. Nézziik sorban.

Elsére dobtunk hatost: 1
P (elsére hatos) = g

Maisodikra tgy dobhatunk hatost, ha elsdre mast dobtunk:

P(masodikra hatos) =

| W

A
<
Harmadikra tgy, ha az els§ kettd nem hatos volt:

5\ 1
P(harmadikra hatos) = (g) 3

Végiil negyedikre gy, ha elétte haromszor nem taléltuk el a hatost:
3
1
P(negyedikre hatos) = (%) 3

A keresett valdszintiség ezek Gsszege:
2 3
P=l+§~l+(§) l+(§) -1z0,5177.
6 6 6 \6/ 6 \6/ 6
Tehét annak nagyobb a valdszintisége, hogy az elsé négy dobdsra sikertil a hatos.
10 15
5 5
) a) P=—-—+=0,0047; b) P=—+%=0,056;
25 25
5 5
¢) Figyeljiik meg, hogy a csupa epres, csupa meggyes €s a vegyes esetek kiadnak minden lehet-

séges esetet, rdaddsul kizarjdk egymadst. Igy a vegyes valdszintiségét megkapjuk a masik kettd
Osszegének komplementereként:

P(vegyesen van epres és meggyes) = 1 — [P(csak epres) + P(csak meggyes)] = 0,9393.

Megjegyzés: Méas mddon is szamolhatunk, 6sszegezve az 1 eper — 4 meggy, 2 eper — 3 meggy,
3 eper — 2 meggy, 4 eper — 1 meggy eseteket.

GED Alkalmazzuk a val6szintség-szdmitds szita-formuldjdt a K: Kati nyer, J: Jani nyer eseményekre.
A szoveg alapjan P(K)=0,6; P(J)=0,5 és P(KJ)=0,25. Igy:
P(K+J)=P(K)+ P(J)-P(KJ)=0,6+0,5-0,25=0,85.



A dobozban volt 50 z6ld és 30 kék gyongy. Ha legaldbb kettS kék, akkor lehet 2, 3,4, 5, 6,7 vagy
8 kék. Ez elég sok eset, ldssuk a komplementerét. Ez csak két eset: 0 vagy 1 kék (és 8 vagy 7 zold).

4
30) (50) (30) (50
0)\8) (1)17
+
80 80
8 8
FH) a) P=0.25. b) P=0,25%=0,015625.

c) P=025%-0,753-0,25 = (0,25-0,75)> = 0,0066.
d) Sajnos nem tudjuk, melyik négy kérdésre ismeri a helyes vdlaszt Karoly, igy elsének ki kell

Az Osszes esetek szama mindkét esetben (6) fgy a keresett val6szintség:

1—

=0,88.

valasztanunk a hat kérdésbdl ezt a négyet (2) -féleképp (vagy éppen a kettS rosszat). Tudjuk,

sz

hogy minden j6 vdlasznak 0,25 a val6szintsége €s minden rossz vélasznak 0,75. A négy
helyes és kettS helytelen valdszintisége igy 0,25%-0,752. Osszesen:

P(négy jo, ketts rossz) = (?J -0,25%-0,75% = 0,033.
Megjegyzés: A feladatban visszatevéses mintavételt alkalmazunk. A ,,visszatevés™ itt azt jelenti,
hogy tobbszor adhat jo €s rossz vélaszt is Karoly.

aiFal A szabalyos haromszog azonos oldalhoz tartoz6 nevezetes vonalai (stlyvonal, magassag, szog-
felezd) egybeesnek. Igy beirt kdrének sugara megegyezik a magassag harmadaval, amit Pitagorasz

tételébdl ki tudunk szdmitani: m =~+/300, r = —. A valdszintiségek meghatarozasahoz a teriilete-

V3
ket kell kiszdmitanunk: T = 20V300 _ 10073, T = %
TO T
=—=—==0,6046.
@ P T, 33

b) Annak a valdszintisége, hogy nem taldljak el a szdmlapot, komplementere az el6bb kapott

értéknek: )
T T
=|——| |1 - —=|=0,1445.
P (&5) ( &E)

¢) Mér mindent tudunk, csak azt nem, hanyféleképpen rakhatjuk sorba a kettd lecsiszo és a harom

ott ragadd dobast: 3 2
5\ (7 T
=[] |—|-|1-—=|=0,3455.
P (3) (&5) ( 3«5)

a) Minden pakliban minden tipust lapbdl (dsz, kiraly, hetes stb.) négy darab van. Igy egy kihtdzott
figurds lap valészindsége ;—2 =0,5 és egy hetes valdsziniisége ;iz =0,125. Mivel nem tudjuk,
mely lapokon szerepelnek figurdk, ezért a kihdzott 7-bdl vdlasszunk ki erre a célra négyet
(ZJ -féleképpen.

A keresett val6szintiség: P = CJ -0,54-0,125% = 0,0043.



b) Legfeljebb ot figura jelenthet 0, 1, 2, 3, 4 vagy 5 lapot. Térjlink at a komplementer ,,mind a hét
figurds vagy egy nem az” esemény valdszintiségére:
P(legfeljebb 6t) =1 —[P (hét) + P(egy nem)] =

=1 @0,57 10,1250 — @-0,560,1251 ~0,9785.

A szoveg szerint A-ba 12 fid és 12 lany jar, a B-be 16 fit és 8 lany.
12 8) (12
8 0,4 b 2) 0,35; ZAY
a) % — Y, ) 20 ) ’ (/) 20
2 3
12\ (16) (12) (16
J 3) U1 1) \3 0.5
+ ~0,5;
) 28 28
4 4
e) A kovetkezs esetek lehetségesek: 4 f6 az A-bdl, 3 a B-bdl; 5 6 az A-bdl, 2 £6 a B-bdl; 6 {6
az A-bdl, 1 {6 a B-bdl. (A komplementerre nem érdemes attérni.)

,G0E) G666 56,
5 60 6 6

a) Ha minden kérdést passzol valaki és még szerencséje sincs, akkor négy alkalommal osztjdk el
hattal az éppen aktudlis pontjainak szdmat. 1296:6* = 1, azaz egyetlen pont a megszerezhetd
legkevesebb. A maximadlis pontszdmot akkor éri el a jatékos, ha minden esetben meg tudja
hdromszorozni pontjainak szamat: 1296 -3* = 104976. Ehhez szerencsésen kell dobnia, és
a vélaszt is tudnia kell mind a négy kérdésre.

=0,29;

b) A maximadlis ponthoz ismerni kell a helyes valaszokat, és négy alkalommal kell dobni 5-6st vagy
4

4
6-ost. Ennek val6szintsége (%) =(,0123. A minimdlis pontszimhoz (2) = (0,482 valdszint-
séggel jutunk, ha mindig passzolunk, és nem dobunk 6-ost.

¢) 5832 pontot akkor ér el egy jatékos, amennyiben kiindul6 pontszdmat 4,5-del szorozza meg,
5832:1296 = 4,5. Gondoljuk at, milyen egyiitthatok mddosithatjdk a pontszdmokat!

Ha tudja a valaszt, akkor az A vagy B lehetGséget valaszthatja. A dobastdl fiiggéen 3, % 2, %

a szorzotényezS. Amennyiben kihagyja a kérdést, akkor vagy nem valtozik a pont, vagy hatoda
1

lesz: 1, g a szorzo.

A 4.5 szorzétényezdt ezekbdl kétféleképpen kaphatjuk meg: 4,5 =33 - é =32.1. % (A feltétel

szerint ha megprébal vdlaszolni a kérdésre a jatékos, tudja a védlaszt.) Azaz vagy
—hdrom A lehet&séget valaszt, dobdsa 5 vagy 6 és egy kérdést passzol, de nem dob 6-ost, vagy

— kétszer valaszt A-t (dobdsa 5 vagy 6), egyszer B-t (dobdsa 1, 2 vagy 3), és egy kérdést nem
tud, de 6-ost dob.



Az elsé véltozat négyféleképp torténhet meg attdl fiiggden, melyik kérdést passzolja. Ennek

valdszintisége a feltételek mellett:

3
4. (2) . (é) =0,123.
6/ \6
!
A masodik eset % =12-féleképp valdsulhat meg:
1. )
2 (@ ) (0)-0mm
6/ \6/) \6

Az eredmény a kett§ Osszege, p = 0,234.

A legjobb, ha grafok segitségével tekintjiik 4t Kornélia barangoldsét az egyes esetekben.

a) Az elsé esetben az A oldal négy hiperhivatkozasabdl egy mutat B-re, B 6t linkjébdl egy mutat
C-re és igy tovabb egészen E-ig. A Nelli altal bejart utat a piros vonal mutatja. A keresett
valdszinilség az egyes lapok valasztasi valdszintiségeinek szorzata, vagyis

p1. 1 11 =0,00625.
2 4

. . 1 .
b) Ebben az esetben A-rél kozvetleniil is elérheti E-t 2 valészindséggel, illetve ugyanekkora val6-
1 . .
szinlséggel tovabbléphet B-re. B-r6l 3 valdszintiséggel jut E-re vagy ugyanennyi eséllyel megy

tovabb C-re és igy tovdbb. A keresett valdszintiség pedig

pot L T LT T LT T 433105
4 45 452 4524

o . N R
c) Az eldz6 esethez képest annyi véltozast tapasztalunk, hogy az A oldalrél ugyan most is 7 val6-
szinliséggel jut Kornélia E-re, dm minden mds utat védlasztva B-re jut 7 valészintiséggel. Hasonlé

1 . 4 A e
a helyzet a B lapon: 3 valoszintséggel kattint E-re és 3 valoszintséggel C-re. A valoszintség:

1 31 341 3411
4 45 452 4524
d) Akérdés ebben az esetben az, hogy mekkora valészintiséggel nem taldl Kornélia a n6i magazin
E oldaldra. Az A oldalon hdrom, B-n négy, C-n egy és D-n hdrom hiperhivatkozdsra is
kattinthatunk, hogy elkeriiljiik E-t. Tehat

Megjegyzés: Vegyik észre, hogy a c) és d) eset grafjaban lathaté kiilonbség a kérdések megvala-
szoldsaban nem jelent eltérést. Mindegy, hogy a D oldalrél mennyi ,,nem E” helyre juthat. Igy
vildgos, hogy a c) és d) részben kapott valdszinliségek dsszege miért 1 (komplementer események).



Statisztika — megoldasok

A minta terjedelme 12.

Kategoria Gyakorisag Relativ gyakorisag
A hdrom kategoéria: pe— 8 0.40
0-4, 4-8, 8-12. N
e e s Kozepes 7 0,35

A gyakorisagi tdbldzat:

Magas 5 0,25

(Osszesen 20 1
a) A 6 elemd minta rangsorban: 2,4, 4,7, 8, 11.

Bt
M€=Q2=324’ O1=n, Q=rs.

b) A7 elemd minta rangsora: 7, 11, 12, 13, 15, 16, 20.
M€=Q2=V4, Ql=r2, Q3=r5.
¢) A 8 elemd minta rangsora: 2, 3,3,5,5,6,7,9.

d) A9 elemd minta rangsora: 1,4, 8, 11, 11, 11, 15, 20, 43.
Me=Q, =rs, Ql=r2+r3, Q3=m.
2 2
Ezek alapjan a mintdkat jellemz6 kozépértékek:
Minta Atlag Modusz(ok) Also kvartilis Median Felsé kvartilis

a) 6 4 4 55 8

b) 13,43 — 11 13 16

c) 5 36s5 3 & 6,5

d) 13,78 11 6 11 17,5

Az a) minta terjedelme 11 —2 =9. Szérdsa és medidntdl vald abszolit dtlagos eltérése:
s_\/(2—6)2+2-(4—6)2+(7—6)2+(8—6)2+(11—6)2_3
= < =
_12-5,5/+2-14-5,5+|7-5,5/+|8 - 5,5/ +|11-5,5|
6
A c¢) minta terjedelme 9 —2 =7. Szdrdsa és medidntol valo abszoliit 4tlagos eltérése:
—5)2 (4 —5)2 (5 —5)2 _5)2 _5)2 _5\2
Sz\/(z 5°+2-(4-5°+2-(5 5; +(6-5+7-5-+09-5) = 375 =218,
12-51+2-14-5[+2-15-5+16 -5l +|7-5+19-5] 14

AAE —=1,75.
6 8

i

AAE =2,67.




a) A megoldashoz kordiagramot (vagy sdvdiagramot) készitlink, 00
mert ezen jOl latjuk az egyes kategdridk mekkora ,,szeletet”
tesznek ki az egészbdl.

72°

A relativ gyakorisdgok sorban:
0,2; 04; 0,3;

igy a kordiagramban a kategéridkhoz tartozé kozépponti
szogek rendre

0,2-360°=72° 0,5-360°=180° és 0,3-360°= 108" e ——
B

(Sdvdiagram esetén a sdv hosszdt szorozzuk a relativ gyako- ; -
risdagokkal.) 20% 50% 30%

252°

b) A megoldashoz oszlopdiagramot készitiink, mert az oszlopok
egymashoz viszonyitott magassagait els6 ranézésre atlatjuk.
A vizszintes tengelyen a kategoridkat, a fiigg6legesen pedig

a gyakorisdgokat dbrazoljuk. | | | I
-
A B c

¢) A megoldashoz dobozdiagramot készitiink. Ehhez sziikségiink
van a legkisebb (3), legnagyobb (8) elemre, illetve a kvarti- }—D:I—{
lisekre (Q; =5; O, =5.,5; O3 = 7). Akész diagramrdl leolvas-

hatd, hogy az adatok legaldbb fele 5 €s 7 kozé esik (azon beliil S

- M W A~ o

7 z

az 5-hoz kozelebb), a szE€lsS értékek pedig a 3 és a 8.

Atlagot az osztdlykozepek alapjan tudunk becsiilni. Ezek a kovetkezdk:
4+0:2’ 9+5:7, 14+10:12‘
2 2 2

A stlyozott dtlag a minta becsiilt atlaga:
7-2+11-7+2-12
20

=5,75.

a) A kozosség egyetlen méduszét a kozépkoriiak alkotjdk.
A fiatalok mésfélszer annyian vannak a k6zosségben, mint az aggkoriiak.
Mivel itt latunk értékeket, az osztalykozok segitségével becslést adhatunk az atlagéletkorra:
6-15+10-45+4-80 _
20 -

43.

b) A kozépkortiak a minta felét teszik ki. A medidn értéke is ebben a kategéridban van.

c) A kozosség legfiatalabb tagja is mar 10 éves, a legidGsebb pedig nagyjabol 87-88 éves.
A minta terjedelme kb. 87 — 10 =77 év.

A kozosség legalabb fele 20 és kb. 58-59 év kozotti, az emberek negyede kb. 48-49 és 58-59
kozotti.



a) Az (1) diagram készitGje az y tengely maximumdanak megnovelésével ,,elbagatellizdlja” a no-
vekedést: azt szeretné lattatni, hogy ezekben az években a korte dra gyakorlatilag véltozatlan.

A (2) és (3) diagram készit6i azt szeretnék bemutatni, hogy a korte a 2040-es évek elején nagyon
dragulni fog. Ehhez az y tengely minimumadt kozel valasztjdk a legkisebb értékhez. A (3) ké-
szit§je még csak nem is az éveket tiintette fel a vizszintes tengelyen.

A (4) diagram készitdje teljesen hibdsan dbrazolta kordiagramon az idébeli folyamatot, rdadasul

2041-et vette ,,elére”: igy az tlinik a legnagyobbnak, holott az a legkisebb érték!

b) 1ddbeli folyamatot helyesen dbrédzolni alapvetSen oszlop-, vagy vonaldiagrammal lehet, meg-
feleléen megvdlasztva a tengelyeken az egységeket. Igy redlisan latjuk a novekedés mértékét.
Példaul:

Ft Ft
25 25

% .___.——0——. ) ||
0

2041 2042 2043 2044 év 2041. év 2042. év 2043. év 2044. év

N

-
3
[

—
o
o

(3]
(31

Az dtlag jelentése, hogy lecserélve az adatokat erre az értékre, az 6sszérték valtozatlan marad. Tehat
ha a lanyok, illetve a fitik egymads fejére dllndnak, akkor 20-166 és 10-175 cm magasak lenné-
nek. Vagyis az osztdly dtlagmagassaga:

20-166+10-175

30

=1609.

EED Jelolje f a fidk szamat, ekkor a ldnyok szdma 3f, az egész osztdlyba 4f tanul6 jar. Jelolje y a 14-
nyok atlagmagassdgat, ekkor a fiiké y + 10. Felirva az osztdly atlagat:

f-O+10+3fy o
4f
Egyszertsitsiink f-fel és szorozzunk fel 4-gyel:
y+10+3y=4y+ 10 = 680.
Innen a lanyok 4tlagmagassaga y = 167,5 cm.

EED a) Akezds munkavallal6 valésziniileg olyan munkakdrbe keriil, amiben valdsziniileg a cégnél a leg-
tobben dolgoznak. Tehat érdemes a B céget valasztania, mert ott a fizetések médusza nagyobb.

b) Aki mar rendelkezik hosszabb gyakorlattal, az valdsziniileg mar magasabb besoroldsba kertil.
Az A cégnél a medidn kozelebb van az dtlaghoz, a médusz viszont tdvolabb van téle, tehét
tobben vannak az atlag koriil vagy az felett.

s

¢) Hosszu tdvon valdsziniileg a B cégnél éri meg dolgozni: mivel itt nagyobb a fizetések terje-
delme, ezért itt magasabb a vezetd beosztasban dolgozok fizetése (valosziniileg a kezdd fize-
tések mindkét helyen nagyjabol ugyanakkordk).
Ak a) Ilyen ok lehet:
(1) gyorsan pénzre van sziikségiink;
(2) nem annyira sietiink, de szeretnénk egy nagyobb Osszeget;
(3) a lehetd legtobb pénzt szeretnénk, amit aztdn nem is haszndlunk fel azonnal.

........................ - 188



b) A ketts koziil a B autét érdemes meghirdetniink a minimumadr kézelében: mivel hasonldéan
népszerdek, hasonld valészintiséggel viszik el az alacsony drfekvéstieket, viszont ezért tobbet
kapunk, mint az A-ért.

Az A autét érdemes meghirdetniink a fels§ kvartilis és a medidn kozott: az autdk egy jo
részét ott hirdetik, el6bb-utébb a miénk is gazdara taldl.

Donthetiink érzelmi alapon, a maximum mindkét tipusndl egyenlS: barmelyik autot
meghirdethetjiik.

Megjegyzés: A hasznalt autdk dra erdsen fligg az elhasznalodas mértékétsl. Egy bontd-
szokevényt nem lehet a maximum kozelében eladni, és egy valdban j6 allapotd autét sem
fognak meghirdetni nagyon olcsén.

a) A szorés és az AAE értékei kozott egyik esetben sincs kiugré eltérés. Az A cégnél az atlag,
a modusz és a medidn is ,,egylitt” mozog. Azonban a B-nél mig az atlag €s a médusz nem tér
el nagyon, addig a medidn az atlagtdl tobb mint egy szérdsnyit eltér: ez az elgépelt adat. Ha csak
egy jegyet iitottek félre, akkor a helyes adat a 34.

b) Abrazoljuk egy szdmegyenesen a megadott szimokat! A B cégnél 30 évnél fiatalabbak is
dolgoznak szép szammal, mig az A-ndl szinte mindenki tobb 10 éves tapasztalattal rendelkezik.
A B cég alkalmazottjai nagyjabol 10 évvel fiatalabbak az A cég dolgozdindl.

AAE Me  aaf
o i

A cég Mo e

Atlag
5 I

22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58

B cég Moe

|
ME e AAE

Az A dolgozéinak fele szinte mindenkinél idésebb a B cégben.

99,

Az A-ndl median < atlag, ezért az idGsebb 50% korban jobban ,,széthtiz”’: nagy valdszindséggel
taldlunk nyugdijkorhatdrhoz kozel esSket, pdlyakezdét szinte biztosan nem. A B-nél forditva
van: atlag < medidn, igy a fiatalabb 50% sz6rddik jobban szét: valészintileg sok palyakezddt
alkalmaznak (korban lefelé itt nem tudunk olyan sokat eltdvolodni, mint a mdsikndl felfelé, ezért
a szamuk kell, hogy nagyobb legyen), és szinte biztos, hogy nincsenek a nyugdijkorhatart még
csak megkozelitdk sem.

Mivel hét elemrdl van sz, ezért a rangsorba allitott r, ..., r; elemekre:
r=01=12, ry=0,=14, rg=05;=20.
Ha az egyetlen médusz hdromszor fordul eld, akkor r5 = r; = 20.
A terjedelem miatt r; =20 — 14 = 6.

Mir csak az a kérdés, hogy ry értéke mi lehet. Ezt a tobbi adat és az dtlag ismeretében ki tudjuk
szamitani: r3 = 13.
Egy lehetséges minta: 6, 12, 13, 14, 20, 20, 20.



5139

Van-e mésik megoldas?

Ha kétszer fordul el az egyetlen médusz, akkor vagy (1) rs = rg =20, vagy (2) rg =r; = 20.

Az (1) esetben r; = 21, aminél a terjedelem miatt r; = 7. fgy az 4tlag véltozatlansagéhoz legalabb
2-vel kellene csokkenteni a tobbi adatot, de mivel a tobbi mar adott, ezért csak ry valtozhatna. Am
a médusz miatt 12 < r3 < 14, tehdt ez nem lehetséges.

A (2) esetben a minta nagy része a terjedelem €s a modusz miatt rogzitett: 6, 12, 13, 14, rs, 20, 20.
Azonban az 4tlag miatt rs = 20, tehat nem kapunk 4j, a feltételeket kielégitd mintdt most sem.

A vélasz tehat igen, egyértelmiien meghatdrozzak a feltételek a mintat.
A minta medidnja 101, igy a t6le vett eltérések abszolutértékei 101 —x, 15, 15, y — 101. Ezeknek
Osszege 4-20 = 80, tehdt y —x =50, vagyis y =50 + x.
A szérdsnégyzet 441. A minta atlaga:
x+86+116+50+x 2x+252

0,5x + 63.
4 4

Irjuk fel a szérasnégyzetet és alakitsuk at:
[x = (0,5x +63)]* +[86 — (0,5x +63)] > +[116 — (0,5x + 63)]* +[50 + x — (0,5x + 63)]*
4
(0,5x — 63)2 +(23 - 0,5x)% + (53— 0,5x) + (0,5x — 13)% = 1764,
x2 — 152x + 7476 = 1764.

= 441,

Az x?—152x + 5712 = 0 egyenlet megolddsai: x; = 84 és x, = 68. Hozzdjuk tartozik y, = 134,
Nagysagrendileg (x < 86, 116 <y) megfelelnek, ellendrizziik Sket! A két minta medidnja meg-
egyezik.

Az elsé minta 84, 86, 116, 134. Atlaga 105, a mintaelemek &tlagtol valo eltérései —21, —19, 11,
29, mediantdl valé eltéréseinek abszolut értékei pedig 17, 15, 15, 33.

A masodik minta 68, 86, 116, 118. Atlaga 97, az atlagtdl valo eltérések —29, —11, 19, 21, a me-
diantdl valo eltérések abszolut értéke 33, 15, 15, 17.

Mivel az eltérések egyenldk, igy a szérasuk €s abszolut atlagos eltérésiik is egyenld.



ALGEBRA ES SZAMELMELET — 0SSZEFOGLALAS

Szamok és miiveletek — megoldasok

Egy lehetséges megoldas:

a)20+7-3-4-11=9; b) 13+9+6-5-13=10;
c)1+2-3+4-5=6; d 5+4-3-2-1=15;
e)5-6-7-8-9=-35; f) 10-3:6+4-5=25.

a) [1;2]; b) 1-2:3[; c) [-4:2]; d) 12:4];
e) () ) 18 g 1-2;3[; n) 1-3;71;
i) [-3;5]; Wi k) [2:4]0]7; 12 1 [-452[.
peldgul: L= 4 > 6 7 8 _2

33 132 132 132 132 132 33

Mivel % =0,03030303... és 3% =0,03125, megfelel példaul:

a =0,0304050607..., b =0,03040040004..., ¢=0,0306789101112...

A gondolt szdmok legyenek x €s y, ahol x > y. Felirhatjuk a kdvetkezd egyenletrendszert:
x—-y=8

x=2y+2}’ amibdl y=6 és x=14.

A két szdm Osszege: 20.
, S 248 P
a) Szamtani kozép: — =5, mértani kozép: v2 -8 =4.

b) Szamtani kozép: 1?7, mértani kozép: 4.

c) Szamtani k6zEp: 10, mértani kozép: 8.
d) Szamtani k6zép: 2, mértani kozép: 2.

a)¥:6, b=8; b)b=6: ¢) b=20; d)b=09;
e)b=2—5; f) b=736.
4
21 . 35 . .
a) ?:4,2, a keresett jegy 0; b) 2:5,83, a keresett jegy 3;
13

c) o= 1,857142, és 2010 = 6-335, a keresett jegy 2;

d) %=0’4117647058833529, és 2010 = 16-125 + 10, a keresett jegy 8.



a) 12 csomag.

b) 6 napra elegendd.

4+90-2 +288-3=1048 szdmjegyet irtak le.

Els6 jegyként 10 db, mésodik jegyként 9 + 10 + 10 = 29 db, harmadik jegyként 10 + 9 = 19, tehat
o0sszesen 58-szor irtak le az 5-0st.

@E) @) Hamis, példaul 15:5 =3.
b) Hamis, a 0-nak nem létezik reciproka.
c) lIgaz, példaul (-5)-(-7) =35.
d) Hamis, gondoljunk a tizedes tort alakra.
e) Igaz, példaul 7.
f) Hamis, példdul V64 =8 és /64 = 4.
EE) Mivel minden masodik szam péros, a nulldk szamat a szamok primtényezds felbontdsdban szerepls
0tosok szdma hatdrozza meg:
5, 10=5-2, 15=5-3, 20=5-22, 25=5% 30=5-3-2,
35=5-7, 40=5-23, 45=5.32, 50=5%-2, 55=5-11.

Mivel a szorzat primtényezdként 13 darab 6tost tartalmaz, ezért 13 nulldra végzddik.

@ Akkor tartalmazza a legkevesebb jegyet, ha a lehetd legtobb 9-es szerepel benne. A keresett szam
39999...99, tehat Osszesen 223 darab 9-est tartalmaz.
@) Ha a lehetd legkevesebb jegyet akarjuk felhaszndlni:
2000=2%-53=4.4.5.5.5=2-8-5-5-5,
a mdsodikbdl adédik a kisebb szdm: 25 558.

G a) % =1,3698, tehat 37%-kal kell felemelni az 4rat.

b) 0,73-0,7=0,511, tehat 51,1% lesz.
c) 0,73-1,45 =1,0585, tehat 105,85%-a lesz az ar az akcio elétti arnak.

EE) Mindkét alkalommal a 75 + 60 — 100 = 35% volt jelen.

Csak az els6 szinhdzlitogatdson 40%, csak a masodikon 25%
vett részt.

EE) 36% az 54 ember, a teljes Iétszdm 150 f6.

FED o) 198400 Ft: b) 61.29%: ¢) 163.16%.
1 215 503

5158 —; b) 2; —_— d) ——.

6E «) 3 ) 9 59 ) 1o

GE) a) 1623623 - 6232 =623 (1623 — 623) = 623 000;
b) 19562 - 9562 = (1956 — 956) - (1956 + 956) = 2912 000;

0) 3142-196 (314 +14)-(314 - 14)
328 328

=300.




Szamelmélet, oszthatosag — megoldasok

a) lgaz. b) Hamis. c) Igaz.

a) 15-tel val6 oszthat6sag:
(1) sziikséges, de nem elegend? feltétel példaul:
— a szamjegyek 0sszege oszthat6 legyen 3-mal;
— 0-ra vagy 5-re végzddjon az adott szam.
(2) elegendd, de nem sziikséges feltétel: az adott szdm oszthato legyen 30-cal.
(3) sziikséges és elegendd feltétel: oszthatd legyen 3-mal és 5-tel is.

b) 45-tel val6 oszthat6sag:
(1) sziikséges, de nem elegendd feltétel: az adott szdm O-ra vagy S-re végzddjon.
(2) elegendd, de nem sziikséges feltétel: az adott szdm oszthat6 legyen 90-nel.
(3) sziikséges és elegendd feltétel: a szdmjegyek 0sszege oszthatd legyen 9-cel, és O-ra vagy
5-re végz4djon az adott szdm.
c¢) 12-vel val6 oszthatésag:

(1) sziikséges, de nem elegend? feltétel: az utolsd 2 szamjegybdl all6 kétjegyd szam oszthatd
legyen 4-gyel.

(2) elegendd, de nem sziikséges feltétel: az adott szdm oszthat6 legyen 36-tal.

(3) sziikséges és elegendd feltétel: a szamjegyek Osszege oszthatd legyen 3-mal, és az utolsé
2 szamjegybdl allé kétjegyd szdm oszthato legyen 4-gyel.

a) Minden olyan pozitiv egész, mely a 15-hoz relativ prim: a # 3k, a # 51, k,l e Z".
b) a=24; 72; 120; ... 24 paratlan szamu pozitiv tobbszorose.

¢) a=20 vagy a=60.

d) a=3; 6; 12; 24; 48.

Hatdrozzuk meg a szdmlalé €s a nevezd legnagyobb kozos osztdjat.
a) (126;294)=2-3.7=42, E:M:E;
294 (2-3-7)-7 7
30 19 9 5 128
b) —; c) —; d) —; e) —; ———
) 49 ) 23 ) 64 ) 6 7) 3
a) Keressiik [60; 72] legkisebb kozos tobbszorosét, ezért primtényezds bontdsukat alkalmazzuk:
60=22.3.5, 72=32.23 [60;72] =23-32.5=360.
Igy az eredeti kifejezés atalakithato:
5 _7-2.3 55 42 25 17
22.3.5 32.23 23.32.5 23.32.5 360 360 360

b) Az a) feladathoz hasonlé eljarassal: [14; 5; 21] =210.
Az eredeti kifejezés atalakitdsa:
3 2 8 3.-3-5 2-2-3-7+ 8-2-5 _ 41

2.7 5 3.7 2.3-5-7 2:3-5-7 2-3.5-7_210




a) A esetén: [Ibdrmilyen természetes szam.

B esetén: Az egyik jel helyére pl. L] 2 tobbszorosei kell, hogy kertiljenek, igy a mdsik jel helyére
barmely természetes szam keriilhet.

C esetén: Az egyik jel (pl. A) helyére 3 tobbszorosei keriilnek, a masik jel helyére barmilyen
természetes szam keriilhet.
b) A esetén: [helyére 5 tobbszorosei kell, hogy keriiljenek.

B esetén: Az egyik jel helyére 2 tobbszorosei, a masik jel helyére barmely természetes szdm
keriilhet.

C esetén: Mindkét jel helyére barmely természetes szam irhato.

a) 11-2-5-sz6rose; b) 2-13-5-sz6rose; c) 11-2-szerese; d) 2-5-sz0rose;
e) 11-szerese; f) l-szerese; g) 11-5-sz0r0se; h) 13-5-szorose.

Primtényezds bontdsbol eredve: 60 = 22-31.51 a kitevSk eggyel novelt szorzata adja a pozitiv
osztok szdmat: 3-2-2 =12 pozitiv oszt6ja van a 60-nak.

Ellendrzés felsorolassal: 1; 2; 3; 4; 5; 6; 10; 12; 15; 20; 30; 60.
a) 39; b) 46; c) 322.
a) 10111101100,; b) 113230,4; c) 22031s.

a) a=0 vagy a=S§;

b) Ha x =0, akkor y lehetséges értékei: y = 1; 4;
Ha x =5, akkor y lehetséges értékei: y=2; 5

b

Ha a =4, akkor b lehetséges értékei: b =2;
Ha a =8, akkor b lehetséges értékei: b =1; 4;

2

7.

8.
c¢) Ha a =0, akkor b lehetséges értékei: b =0; 3; 6; 9.

5; 8.

7.
Mivel a legkisebb 6tjegyt szdm: 10000 = 19-526 + 6, ezért a megfeleld szdm a 10005.
Relativ primek: 297 és 800, illetve 297 és 560.
Van hdrom olyan szam, példdul: (210; 297; 560) =1; (210;297;800) =1; (297;560; 800) = 1.

Minden mds prim 6tszorose paratlan, ahhoz egyet adva paros, Osszetett szamot kapunk, tehat nincs
mds a feltételnek megfelel§ primszam.

A 28-nak a 28-adik hatvanydval oszthato.

a) A kitevSk pérosak, tehat négyzetszam.
b) Van pdratlan kitevd, tehat nem négyzetszam.
c) 842.97.25% =2126.314. 518 tch4t négyzetszam.

a) A szam oszthaté 3-mal.
b) A szam oszthaté 3-mal.
¢) A szam oszthat6 5-tel.

a) A szam péros és oszthatd 5-tel, tehat O-ra végzddik.
b) A szorzat pératlan és oszthaté 5-tel, tehat 5-re végzddik.
c) Az elsd hét primszam kozott a 2 és az 5 is szerepel, tehdt O-ra végzddik.
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Ha a; +a; +d+a; +2d =51, akkor a; + d = 17. Mivel mindhdrom tag primszam, a kovetkezd
megolddsok lehetségesek:

a; =11, ekkor d=6, vagy a;=35, ekkor d=12, vagy a;=3, ekkor d=14.

a) 1033 +8=10000...0 + 8 =1000...08. A szamjegyek dsszege 9, tehat oszthat6 9-cel.
53 db 53 db

b) 1019 -4 =1000...0
10 db
- 4
99...996. A szamjegyek Osszege oszthaté 3-mal, tehdt 10'0 — 4 oszthaté 3-mal.
9.db
c) lasd a b) feladatot: 100 — 4 oszthaté 3-mal és 101 — 4 pdros, ezért oszthaté 2-vel is. Ebbél
kovetkezik, hogy a szdm oszthat6 6-tal.

Akl a) Az utolsé jegy 0, a szam oszthatd 5-tel és 2-vel.
b) Aszam csak 9-es és 3-as jegyeket tartalmaz, 0sszegiik oszthaté 3-mal, a szdm is oszthaté 3-mal.
¢) A szdm utolsé hdrom jegye 872, ezért oszthaté 8-cal.

i) Anna 20 percenként, Bea 25 percenként ér fel. Mivel [20; 25] = 100, ezért legkozelebb 10 6ra
10 perckor fognak taldlkozni.

FEA Mivel 15=3-5¢és 1350=2-33-52,

v =019 €8 ¢ 35=15  2.3.5=30 3.5=135 2.33.5=270
a kovetkezd szamparok felelnek meg:

b 2.3%.52=1350 3%.52=675 2.3.52=150 3.52=175
kik) Jovore Félix 3p éves lesz, és tudjuk, hogy 21 <3p <71, ezért 7 <p <23. A széba johet§ primek
hdromszorosait vizsgalva Félix életkora idén 38 év lehet.

Az els6 szém az adott id6szakban 10, a mésodik pedig 01-t61 59-ig barmi lehet. A 10-hez relativ prim
minden olyan szdm, amely nem oszthaté sem 2-vel sem 5-tel, ezek mdsodik jegye 1; 3; 7 vagy 9.

1-t8l 59-ig 24 ilyen szadm van. Tehat a valdszintség: % =(0,4.

kR Ha a szam oszthaté 10-zel, akkor oszthaté 2-vel €s 5-tel. Ha 10 darab osztdja van, a primtényezds
felbontdsa lehet p,° vagy p;-p,'. Az els6 tipus nem johet széba, mert 2 és 5 is osztdja.

A misodik tipusbél a legkisebb: 5-2% = 80.
FED 302 = 6 + 5a + 4a® egyenlet pozitiv egész megolddsa: a = 8.
a=4, b=2, c=3.

k) Az atalakitdst a kovetkezd médon végezziik:
A_n—2_n+3—5_1 5

n+3  n+3 n+3

5 osztéi: £1 és *5, igy

n+3=1 esetén: n=-2 és A=-4,
n+3=5 ‘esetén: n=2 és A=0;
n+3=-1 esetén: n=—-4 és A=6;
n+3=-5 esetén: n=-8 és A=2.



B o) 2102+ D*8 5 8 lehetséges értékei: n=0; 1; 3; 7.
n+1 n+1 n+1
b) 3n+5:3-(n—5)+20:3+ 20 , n lehetséges értékei: n=6; 7; 9; 10; 15; 25.
n-5 n->5 n-5

1la — 12b = 4(2a — 5b) + 3a + 8b, ezért oszthaté 29-cel.
Mivel (x;y) =5, ezért x=>5m és y=5n, ahol (m;n)=1. Igy x+y=5m+ 5n =200, amibél
m + n = 40.
Mivel (m; n) =1, ezért a megfelel§ szamparok:
(1;39), (3;37), (7;33), (9;31), (11;29), (13;27), (17;23), (19;21), (21;19),
(23;17), (27;13), (29;11), (31;9), (33;7), (37;3) és (39;1).
Tehat 16 megfelel§ szampar van.

@FA Ha x =0, nem lehet, mert 25 = 32 nem felel meg.
Ha x > 1, a bal oldal oszthaté 9-cel, tehat 259x is oszthat6 9-cel, ez csak x =2 esetén teljesiil.
Ez valéban megoldds, mert 2592 = 2592,
FFE) Legyen a 22010 szamjegyeinek szama x, az 52010 szdmjegyeinek szdma y, ami azt jelenti, hogy:
1071 <2200 < 10°— 1, illetve 107~ ! < 52010 <107 - 1.
Osszeszorozva a két egyenl6tlenséget:

A o oldal 10¥+y=2 < 22010, 52010 < (10% — 1)(10 — 1).
JobDb olaal:
(10*-1DH(10P=1) =10 =10 - 10" + 1 < 10*+Y - 1.
Tehat:
10x+y—2 < 102010 < 10X+y — 1,

azelsé tag x + y— 1 jegyd, a harmadik tag x + y jegyd, amibdl kovetkezik, hogy x +y—1=2010,
tehat x + y = 2011.
A szamjegyek szdmanak Osszege 2011.

Akkor kapunk primszdmot, ha az egyik tényezd 1, a masik pedig prim.
L eset:
In3-63l=1, ha n3-63=-1, akkor n nem egész,
ha n®-63=1, akkor n=4, de |n2 — 65| =49 nem prim.
IL. eset:
In2-65/=1, ha n?2-65=1, akkor n nem egész,
ha n?-65=-1, akkor n=8, ekkor |n®-63/=449 prim,
n=-8, ekkor |n3-63|=575 nem prim.
Tehat n =8 esetén lesz a szorzat értéke primszam.

(k) Haszndljuk fel, hogy
@+l 4 p2k+1 = (q + b)(aZk —a* b+ a®* 2% + ... + bZk).
Allitsuk parokba az 9sszeg tagjait:
12011 4 20102011, 22011 4 20092011 | &s igy tovdbb.

Mivel az alapok 6sszegével, 2011-gyel minden 6sszeg, valamint a kimarado, utolso tag is oszthatd,
ezért az 4llitas igaz.



Hatvany, gyok, logaritmus — megoldasok

1

a) 1672.1283 =2-8.221 =213, b) V1024 -64 3=25.2"2=23,
. 32 28 . 0 \4/256—3-4‘1_2‘6-2‘2_24

Y5125 215 ’ Js-7.2-5 2-7.9°5 :
a) 227.55.74; b) 27.7-2.577, c) 3; d) 53.38.2-2,
a) 2; b) 7°; c) 1; d) g

4+6 26 3 . . . .
a)7?=2 =8, b) 54, C) 3, d) 2,
e) 35.

9

24 9. /a . 2,
a) Na-’; b) 3()?, c) 3(\)/;, d) 3.
a) %; b) 21+ N7, ¢) 10.

d) Egyszer(sités, a nevezdk gyoktelenitése, 6sszevonds €s a nevezetes azonossdgok alkalmazasa
utan:
[7(7 =/6) + 6(V7 +/6)]- (1347 +/6) =1177.
e) A d) feladathoz hasonldan:

13 6 ~ (e R e ) e
(\/g_ﬁ—2(2\/§+ﬁ)]~(5\/§—8x/7)—2(5J§+8ﬁ) (58 —8/7) = —496.

3 1 2 5
> b) ——<x<—; <-3 va — <X
a) x 7 ) 5 X 3 c) x gy > x
d)x>%, x#1; e)3<x<T, x+4 REE
1
1 1 1 1 -— 1
1 Zl=—= < 387 =2 < logJ6== < 4 2=—;

.
b) 32 =_2 <« 51—10g58=g < 9s1ng=3 < ]0g381:4;

-2
c) 1og11(;/%:% < (tg%) :% < 13al=1 < 10022 =4,
4 24 1
-3 b)-12; -—; d) -2; -2; -
a) 3 ) c) 5 ) e) f) >
5 . 4 .
g) —6; h) > i) 3 J) =3 k) —10; 0)9;



a) x=+/8; b) x =64, c)x:%; d) x=33;

1 V5 i
e) x=373; f) 2736, g)5; h)ﬁ:%: 3
) oso L. ) 3 oL
)27 = j) 3 2= 1) 3.
83
D a) 27157562 b b) a2,
D a) 3; b) (V37 +48) - (V57 - J/48) =9 =3;
)2 d) 1042 +14;
e) N2T =2 + 27 +32 +2J(N27 = N2) - (V27 +42) = 2427 + 2425 = 643 + 10;
VK

2) (93 -15v2 +1032 +1633) - (15v3 +14+/2 +124/3 -942 —2/3) =
=(25v3-5v2)- (253 +5v2) =625-3-25-2=1825;
h) 8/3x +20+/3x —10+/3x —4+/3x = 14/3x;
i) (NS +TN5 + 7T =5V5) - (V5 = 7N7) = (V5 +747) - (95 - 7V7) =81-5-49 - 7= 62;
J) (445345 — 242 +342) - (545 - 445 242 + 42)- (V2 +5) =
=(5+42) (¥5-42)- (V2 +3)=(¥25-¥4)- (V2 +43) = (N5 -2) - (V5 +42) = 3;
k) (333 - 435 +433 -33/5) - (Y9 + 15 +325) = (7133 - 73/5) - (9 + Y15 + 325 ) =
=7-(¥3-35)-(Y32+ Y35+ 52);
a® — b? azonossaggal: 7(3 —5) = 7(-2) = —14.

@0 ) (1 +5) +J(1-V5) =l1+ 51 +11- 5| =275
b) (143 —\1=B) =143l - 1= 3l=2.

D a) Igaz. b) Igaz. ¢) Hamis. d) Hamis.
D a) loge, (log,16 - 1ogs25) =logg, (4 -2) = %; b) 1g(25'08:2 . 4loe.5) = 1g(4 - 25) = 2;

¢) logy (4172625 — 71°216) = logy(5 - 4) = 0

d) (10g,04 + 10gy) 510827 = (log,, 20)!08:27 = 102,27 = |



& «) 135; b) 30; c) 20; d) %

2 238

log,2 _ (4l02,2)" — 72 _ 4. 3-log,3 _ _9.

e) 16082 = (4l0e.2) =22 = 4 [t =
53 125 10 10

3—-log;4 _ - . 1-1g3 _ - .
g)5 Sogd = 4 h) 10 Y

i) 16085 = (42) % = (4102.5) = 52 = 25, j) N7 =Y )] B o ST
k) 16023 = (24)10gz3: (2log23)4: 34 = 81;

) 6aeza? = (y212) 7 2 (12 0242)" 2 512 = 4006;

. @)logz 5: (2_3)10g25: (210g2 5)73: 5-3_ L

log 52

1 1 1 25
log,9 — I — — — .
}’l) 101g2+22'20g4 —E+4 4708, —E+ 9—54—12—7,
3
) (eed) (aoe3) 3 33 3
)% (ees) 3 2727 97
) 8log649 /6410g(‘49 \/§ 3
p = =_=—;

810g¢§ 5 (\/g log 5 5)2 52 25

q) N106+1236 = /106 . {/10!236 =103 /36 = 6000;

Liog, 36 1 1
7) 19-192 %7 =19, (19108536)2 = 19. 362 = 1936 = 114;

s) I8 -3103 = 20;
1) (592 25 = (52.2)?. 25 = 4. 25 = 100;

3 p9 p3
u) Az értelmezési tartomédnyon: =—;
3 plog,,S 2
A B \f
10g25
\/E (2log5
1
10,16 (a10.2\2_ 1 _ (glog,16)2 _~2_ 1 _1
w) 101g2+J§ — (3l02:2) _5+(9°g )2-2 =+ V16— 4=,

m a) (l610g23)15: 8115 — 36() — 9_30 415 . 530 — m’

60
b) (10g82)6O: (%) — ?;60 E 30-12-log,3_ 9-60-log,3 _ 3—60;

2 2 5 7.5-5 2l
c)7-(11<g,2—1g5)=7-1§:z5 —lg . 1g128 +1g5~ —lg(2 -5 ):lg;;




) VA8 =43 =203+ W3 =12 + 23 —ﬁ=\/ﬁ+ﬂ=\/ﬁ+zﬁ;
60  60-(3V2 +3)

e) abal oldal: =122 +4J3 = TV2 + 52 + 43,

N2-3 18-3
50- (V3 ++2
a jobb oldal: >0 = ( )=10\/§+5\/§=6\/§+5\/§+4\/§, ez a nagyobb;
23-2 12-2

1 1 245 490 1 1 255 765
f) ﬁ+35,29=210,35=211,35 34,93 ol 34 il 34  oll.35°

T =
10731072
@B a) 3.5-107; b) 2,79-10%.
& Ja(2Jb +a) '3(2\/Z—JE)=§; " 5 '(\/E+3ﬁ)(\/§—3ﬁ)=i;
(Vb —Na)2Vb +a)  2Ja 2 SWx+3dy)  10(Vx =3Jy) 10
0 (Vx-5)(Vx+6) 2Jx+12 Jx+6 Jx+5 1

(x+5)(Vx=5) Jx+5 x+5 2(Jx+6) 2

B a) A teljes lakossag éves energiasziikséglete 8,5- 101 J, ennek 1%-a: 8,5-10'3 J. Egy turbina
365 nap alatt 40000-9-3600-365 =4,73- 10ty energidt ad. A két érték hanyadosa: 179,7,
tehat 180 szélturbina megépitésére van sziikség.

b) A teljes lakossdg éves energiasziikséglete 8,5-10' J, ennek 82%-a: 6,97 - 10" J.
Mivel egy 1 m? teriiletd napkollektor 1800-0,70 = 1260 W teljesitményt nyiijt, ezért 365 nap
alatt 1260-11-3600-365=1,82-1010J energidt ad. A két érték hanyadosa: 3,83 - 10° m?, tehat
ekkora teriiletti napkollektorokra van sziikség. (3,83 - 10° m? = 0,383 km?2.)

@30 Az 1000000 = 100000- 1,06* egyenlet megolddsa: x =
éri el a betét az 1000000 forintot. lg1,06

Atirva 10-es alapii logaritmusra:
1g3 1g4 1g5 gn+1) _

g2 1g3 Ig4 ~~  lgn

=39,5. A gyermek 40 éves korara

7,

Ig(n+1)
Ig2

A irjuk 4t a gyokoket tortkitevds hatvanyra, majd alkalmazzuk a logaritmus azonossagait:
1

egyszer(sitések utdn: =7, amib6l Ig (n + 1) =1g27, tehdt n=127.

1

i 57!—]
1\25
log, logs \*V... X5 =log, logs ([(55) D =log
5

5

1 2 n—1 n
T {(1)(1)@ .(1)}:1+2+m+(n_1)+n:n<n+1>,
5 25 sn-1 5n 11\5) \5 5 5 2

5

L
55TS -

W=
S ]

logs5

=



ALGEBRA ES SZAMELMELET - OSSZEFOGLALAS

Miiveletek racionalis kifejezésekkel — megoldasok
a) f(x) =-30x — 34, behelyettesitve: f (— 9 = 36;
b) f(x) =—-24x + 120, behelyettesitve: f (— 9 =176;

c) f(x) =102x + 5, behelyettesitve: f(—%j =-233.

a) Igaz, mert 1642 — 24ab + 9b* = (4a — 3b)>.
b) Nem, mert 4a — 3b = -5 is lehet.

a) (7-5a)(7 + 5a); b) b(10b + 9)(10b — 9);
¢) (c—12)% d) 20— d)%;

e) 5(e - 6)% f) f(T -4~

a) (6p* + 4’ b) (p—q)* vagy (q-p)%
c) —(p+ D% d) —(a+3)%

e) 3ab + 1)%; f) (a-2b)3

8) Om+z)(=m —-92); h) (m+z—p)(m+z+p);
i) —2m3z3(z + 2m); j) (b-m)(a+k);

k) (m—k)(5a + 1).

a) (a-3)a+7); b) (2b +5)(b +3);

¢) (4c—1)(5¢ = 2); d) d(6d +7)(7d + 6).

Hasznaljuk a gyoktényezss Osszefiiggést: a(x —xp)(x — x,).

3
2(a+)-(a+2) a+2. b) (b-7)-(b-2) ) b7
—2(a+ )(a 4) 4-a 6(b+1)-(b-2) 6(b+1)

a)

a) Ertelmezés: a # 0, egyszerusités utdn: a — 4;
b) Ertelmezés: b # 2, egyszer(sités utan: 2b;

c) Ertelmezés: ¢ # 4, egyszertisités utan: ¢?;
d) Ertelmezés: d # 7, egyszerdsités utan: d —7;

e) Ertelmezés: e # 12 és e #—12, egyszerisités utdn: 12;
e+

f) Ertelmezés: f# 10, egyszerdsités utdn:

f-10"
g) Ertelmezés: g # —6, egyszerisités utdn: £- o
g+

, 1 1y 1
& x + =+ 20— =47
X

X, X



b)

c)

d)

Wy

g)

h)

)

7

a)

b)

c)

d)

e)

beR, b¢—§, b =0, b;r&2
2 2

ceR, c#-5, ¢c#0, c#5
deR, d#-2, d#0
ecR, e#-3, e#-2, e;ﬁ—é, e#0, e;r&i
2 3
1
fEIR, f¢—5, f¢4
geR, g#3, g#-3, g#0, g#5, g#-5
g heR, g h#0, h#-g
ieR, i#-3, i;t—E
4
i,jER, i#—j

Ertelmezési tartomany

xeR, x;t—é, x;zr&é
2 2

xeR, x#-2, x#2

aeR, ail
3
beR, b;t—é
2

ceR, c#-6, c#6

A miivelet eredménye

a
3a—-1

2b+3
5b

d-2

(e=1)-(e+2)
e2-(e+3)

2
3(ﬂ]
f-4
2

8
(g+3)g-95)

g—h

2
2(i+3)
3(2-3i+9)

50— )

4@+ j)

A miivelet eredménye




Ertelmezési tartoméany A miivelet eredménye

f) deR, d#-10, d#10 -1

S(e + 156)(6 -3)

2) eeR, e#+-3, e#3 _S5e+16
2e+3)e—-3) 2e+6
h) feR, f#-3 _ =5
’ (f +3)?
. 1
i) geR, g#-5 g#2 e —
2-g
.2_ .
J JER, j#-2, j#2 R

Q-2+

9a% —4b> (3a+2b)(3a—-2b) _

1
30a +20b 10(3a + 2b) 2’
1543 1543 1543 3

b) = ==
9a% —12a*b +4a®?  a3-(9a2 —12-ab+4b?) @ -(3a-2b7? 5

(5229 )

16 — 2x 6 2 6x-2 28
ED e ————=——=-=; b) =<2
2-x2+x) 21 7 5x-2 23

@& Ha a+ b +c =0, akkor ¢ =—a — b. Irjuk ezt be a kifejezésbe:
aA+a* (—a-b)—ab(-a-b)+b* - (—a-b)+ b3 =
=a®—a’—a?h +a?b + ab® - ab* - b3 + B> =0.

@B A feltételbsl: x2z + y2z = y2x + z2x, atrendezve: xz(x —z) = y%- (x — z), mivel x # z, ezért xz = y?,

ami annyit jelent, hogy =2
y

EEB Alakitsuk 4t a kifejezést:

(k 9) (1 3 1) K3-27 k2+9+3k  k3-27  (k-3)k*+3k+9)

—_—— - —=+—|= : = = =k— 3,

3 k2)°3 k2 k) 3k? 3k2 k2+3k+9 k2 +3k+9

ezértha keZt = (k-3)eZ.

Egyenletek, egyenlétienségek — megoldasok

a) x=26; b) x =65; c) x=%; d) nincs megoldas;
6 3 25

e) x 5 f) x g g8) ) o



i) x;=0 vagy x,=-1 vagy x3=§

k) x; =—4 vagy x,=-2;

a) x;=-3, x,=1;

b) xy=-4, x,=2;

.16
J)x==2

va x, =4
gy X4 25

1
[) x#15; x; =0 vagy x, =-7 vagy x3:5.

C))Cl:—z, x2:3; d)xl=1, X2:2.

y y y y
X2
5
Ix] 9 ) 5 5
? —Ix|+3 B ‘
_\._ E‘ o L L 2 :
-3 : L 12 : 1 3 x )
i 0
-5 -5 5| /x*-6 L
3x-2
68 46
a) x,=-3, x,=4,; b) x,=4, x,=—; C) Xy=—, Xr=—.
) X1 2 ) X 2 ) X o 2T

a) x B X ——é'

175 "2 7 )
b) az egyenlet alaphalmaza: x e R\ {0}; x,= 3 xy=-1;
c) x —E X, = é

100 T2

1 7
d) x;,==, x,=——;
) x| 30 2 5

e) az egyenlet alaphalmaza:
f) az egyenlet alaphalmaza:
g) az egyenlet alaphalmaza:

h) X1 =0, X2=9;
. 1
i) x; =0, xzzz;
]) x1=5, XZ=—5;
k) x1=0, X2:—10,
[) x;=2, xp=-4;

m) az egyenlet alaphalmaza:
n) az egyenlet alaphalmaza:

0) az egyenlet alaphalmaza:

a) Példdul: x> - 2x—15=0;

xeR\{5}; x=7, x,=3;
xeR\{-6}; x;=0, x,=-4;
xeR\{-3}; x;,=2, x,=-6;

x e R\{3}; azonosség;
xeR\{-5}; x=5;
xeR\{-4}; x,=0, x,=1.

b) példaul: 15x% + 7x -2 =0;
c) akét gyok 2 és 8, tehat példdul: x> — 10x + 16 = 0;
d) a mésik gyok: x, =3+ V7, tehét példaul: x% — 6x +2 = 0.

204



Az egyenlet Az egyenlet
alaphalmaza megoldasa alaphalmaza megoldasa
a) xzE x:z b) xg§ x:_§
5 5 3 3
1 1 .
¢) x<O0 vagy xZE x=—; d) %) nincs
5 1 .
e >= x=4 >— nincs
) T f) ie
g) xeR x1=6, x,=-6 h) ng x:E
8 8
i) xeR x=-4 J) %) nincs
) 2
k) x<20 x=20 ) xeR x=-2 és y:_g
5 _
m) y=>1 x=§ n) -5<x<5 x=4
11 18 2
=5; b) x=—; =—; d) 26; == =3;
a) x ) X 2 c) x 3 ) e)x 5 f) x
g) x=1; h)x:%; l)x=§; j) x=-3; k)x:—%; 1) x=4,
m) x=—
Az egyenlet
alaphalmaza kapott gyok(ok) megoldasa
1
a) xX>—— x=40 x =40
2
b) x>—— x=—l x=—l
5 5
c) (%) nincs nincs
d) x>4 x>4 x>4
e) x>—, xz1 x=3 w=23



8 MEGOLDASOK - 12. EVFOLYAM

Az egyenlet
alaphalmaza kapott gyok(ok) megoldasa
f) x>2, x#3 x1=0, x,=5 =5
2 _ _ _ _
g) x>§ xl—2, x2—1 x1—2, x2—1
h) x>4 X1=7, x2=—1 x=7
i) )c>2 x=6 x=6
7
s 2 3 s 1 4, 2 s
3r Vi3 n
In=3p 2= PDa=g n=5y
c) -1 <x<3; d) x<1
y y
5 5
[x+2[-1

1x=2 | I
X5 18 5
2X

13 ] 1 7
9 |2 o |l # el

i 8 10
g) ]-1;4[; h) —oo;——] U [—;oo[.

i 7 7
ma)le_;; b)x>—%; C)XS%’
d)x<—%; e)xsg; f)x>§;
g) —%<x<%; h) x2>2-2; i) x<l1.



Az egyenldtlenség Az egyenldtlenség

alaphalmaza megoldasa alaphalmaza megoldasa
a) x>0 x=10000 b) x>0 x>%
c) x>0 0<x<+7 d) x<10 x<9,5
x>+/26 vagy 3
e) x<-5vagyx>5 >= x=6
) & x<—26 7 75
g) x>l l<x<§ h) x>l l<x£9
5 5 5 5 5 5
—2 < x<—+/3 vagy

i) x<-3vagy x>3
) & P<x<2

a) Eredetileg 36 darabot vitt ki a piacra.
b) 5 darabot adott Mari néninek.

A gondolt szdm legyen x. Ekkor a kapott szdmok: 8 +x, 5+x, 3 +x. A gondolt szdm az 1.
A 3x + 5x =200 egyenlet alapjdn a szdmok: 75 és 125.
A 7(x —6) =4x — 6 egyenlet alapjan a fit 12 éves, az apa pedig 48.

A téblazat segitségével a kovetkezd egyenletrendszerhez jutunk:

Idépont Anya Szonja
x-4=6(-4) , 4 éve x-4 y-4
x+5=3(+5)
. . most X y
amibdl kapjuk, hogy x =40 és y = 10.
5 év mulva X+5 y+5

Tehat Szonja most 10 éves, az anyukdja pedig 40.

a) 4 évvel ezel6tt volt Moricka anyukdja 4-szer annyi idSs, mint 6 (mert ekkor 6 8, anyukdja
pedig 32 éves volt).

b) 12 év mulva lesz Mdricka anyukdja 2-szer annyi idGs, mint a fia. Ekkor életkoruk 24 és 48 év lesz.

Ha a szdmjegyek x és 10— x, a 10x + (10 —x) — 72 = 10(10 — x) + x egyenlet alapjdn a keresett
szam 91.

A gondolt szdm a 63.
A 31x+12=32(x—1)—4 egyenlet megolddsabdl: 48 sort jelolt ki, és 1500 facsemetét fog eliiltetni.

Ha a szdmok x +100 és x, akkora 4 = x+100-4 egyenlet alapjan a két szdm 132 és 32.
X

48 nap alatt végez 5 munkds napi 3 6éra munkdval.
Még 5 6rat kell Andrasnak egyediil dolgoznia.

2 g sziikséges a 92%-o0s kénsavbol.



a) 17 orakor taldlkoznak.
b) Bdlint 8 km-t, Gdbor 4 km-t tett meg a taldlkozasukig.

a) Mivel a tehervonat 5 6rakor indult, és 4 6ra 48 percet toltott tton, 9 6ra 48 perckor érte utol
az IC, mert az 8 6rakor indult, de csak 1 dra 48 percet toltott tton.

b) 144 km-t tettek meg taldlkozasukig.

ETH Ha tegnap x km-t futott: x —7 = x+3

, amibdl adédik, hogy tegnap 12 km-t, ma 15 km-t futott.

EB o) Az % + % =1 egyenlet megolddsa: x = % Koriilbeliil 9 6ra 5 perckor végeznek.

b) Az % + % =1 egyenlet megolddsa: x = % Koriilbeliil 10 6ra 4 perckor végez az djabb gép

a takaritassal.

c) Az % + % =1 egyenlet megoldasa: x = 4,8. Pontosan 10 6ra 48 perckor végeznek.

D a) 40 km.

b) A kerékpérosoknak elég délutin fél haromkor elindulni.

BB a) Az 52x=28(x + 3) egyenlet megolddsabdl: 3,5 liter alkoholra

van sziikség. (=)

b) Az 52-3 =(x+ 3)-30 egyenlet megoldasabdl: 2,2 liter tiszta

viz kell.

c) Az 52x=3-28 egyenlet megolddsabol: 1,62 liter alkohol

és 1,38 liter viz 6sszekeverése lesz megfeleld.

% Liter P
Alkohol 52 X 52x
Viz 0 3 0

Keverék 28 x+3 28(x +3)

@1 Csak az lehet, hogy az alap 3x, a szér 7x, ekkor a keriilet 17x = 221. Innen a hdromszdg alapja

39 cm, a szara 91 cm.

Grid) a) Az abszolit érték értelmezése alapjan:

11x-7, ha 11x-72>0, azaz x_l,
1x—7|= 171
7-11x, ha 11x-7<0, azaz x<1—1;
19
19-9x, ha 19-9x>0, azaz 3 > X,
[19 — 9x| = 0
9x—-19, ha 19-9x<0, azaz E <x
7-11x - 11x-7 11x-7
19 - 9x 19— 9x 9% -19

2~



Ha%Sx<%, akkor 11x-7=19-9x = x=1,3;

Ha x =2 39, akkor 11x—7=9x-19 = x=-6, ami nem felel meg a feltételnek.

Az egyenlet megolddsa: x; =—6, x, = 1,3.

A vizsgalt Lty
tartomany alakja, gyoke megoldasa

26 . . .

x < —= 14 — 3x =—3x - 26, nincs gyok nincs
b) —%Sx<% 14-3x=3x+26 = x=-2 x=-2

14 . . .
xZ? 3x—14 =3x + 26, nincs gyok nincs
xZ—% 5)c+13=L65 = x=0 x=0

9
x<—§ —5x—13=x+65 = x=-5 xp=-5
xZ% 2x—-3=-9-8x = x=-0,6 nincs
d)

3
x<§ -2x+3=-9-8x = x=-2 x=-2

11 .
XZZ 4dx—-11=2x-7 = x=2 nincs

e)

11 .
x<z “4x+11=2x-7 = x=3 nincs
x<—% —x+2-3x-1=5 = x=-1 x;=-1

f) —%Sx<2 —x+2+3x+1=5 = x=1 xn=1
2<x x—2+3x+1=5 = x=1,5 nincs



A

vizsgalt
tartomany

x<-2

g) -2<x<5

h) 3<x<4

)

7

x<0

k) 0<x<5

Ix-1l-6=5

D

x-1l-6=-5

x=5

Az egyenlet

alakja, gyoke

—x-2+5-x=10 = x=-3,5
x+2+5-x=10, nincs gyok
xX+2+x-5=10 = x=6,5
3—x—-@4-x)=2x+1 = x=-1

x—3—-(4-x)=2x+1, nincs gyok

x—-3-(x-4)=2x+1 = x=0

_x+65

S5x+13 x=0
Sx+13= 2+ x=0
spe13=218 o g
5x+13=_x+89 = x=E
13

30-x)+(=x)=25 = x=-25

35-x)+x=25 = x=-5

3x-5)+x=25 = x=10

lx-11=11 = x=12 vagy x=-10

x-1l=1 = x=2 vagy x=0

megoldasa

X1 = —3,5

nincs

nincs

nincs

nincs

X1 = —2,5

nincs

.X2=10

X1 = 12, .X2=—10

X3=2, X4=O



@@ o) Behelyettesitve x értékét, a 2a® — 16a + 24 = 0 egyenletet kapjuk, amelynek megolddsai:
a = 2, a) = 6.
b) Az egyenlet diszkrimindnsa: D = 9a% —4(2a% —a— 1) = a® + 4a + 4 = (a + 2)*> > 0. Tehit minden
valds paraméter érték esetén lesz valés megoldésa az egyenletnek.

B3 a) Egy oldalra rendezve és kiemelve: (x + 1)[2(2x + 1)(2x + 3) — (x + 2)(x + 3)] = 0.
Ebbdl (x + 1)(7x2 + 11x) = 0, megolddsai: x; =1, x, =0, x3= —%.
b) Az egyenlet alaphalmaza: x < -8 vagy x > 4.
Megolddsok: x; = -8, x, = 4, illetve az x> — 3x — 10 = 0 egyenletbdl: x; =5 (az x, =—2 nem
felel meg a feltételeknek).

¢) Az x—2=a jelolést bevezetve az a® — 5a + 6 = 0 egyenlethez jutunk, melynek gydkei: a; = 3,
a, =2. EbbSl: x; =5, x, =4.

d) A c) feladathoz hasonl6an az x> + x = a jelolést bevezetve: a® — 2a — 24 = 0. Ennek gyokei:
a; =6, a, =—4. Ebbdl:
vagy x2+x-6=0 = x;=2, x,=-3,
vagy x?+x +4 =0, nincs megoldas.

e) Az x? +x+ 1 =a jelolést bevezetve: a(a+1)-30=0 = a®+a—-30=0. Az egyenlet gyokei:
a,; =5, a, =-6, amibdl:

1+
vagy x> +x-4=0 = x1’2=1_T\/ﬁ,
vagy x?+x+ 7 =0, nincs megoldds.
a) Az n(n2— 3 _ 252 egyenlet megolddsai: n; =24, ny =—-21. A sokszognek 24 oldala van.
b) Az n(nz— 3) =n+ 250 egyenlet megolddsai: n; =25, ny =—20. A sokszdgnek 25 oldala van.
Az "D _ 465 1 Iddsai: ny =31, ny = —30. A sokszognek 31 oldal
c) Az = egyenlet megolddsai: n; =31, ny, =—-30. A sokszdgne oldala van.
5271
A vizsgalt Az egyenlet
tartomany atrendezésének modja, gyoke megoldasa
a) x> _% négyzetre emelés utdn: x; =3, x,=-1 w=3
b) x< 4 négyzetre emelés utan: x;=-1, x,= 4 xX= 4
5 9 g
c) x 2% négyzetre emelés utan: x; =8, x,=1 x =8, =1
d) x> _% négyzetre emelés utan: x; =0, x, =475 x=4,5
e) x> % négyzetre emelés utdn: x; =4, x, =2 nincs



Az egyenlet

A vizsgalt
P atrendezésének médja, gyoke
f) x> A négyzetre emelés utdn: x; =0, x, =3
8
beszorzas és négyzetre emelés utan:
g) x>3 x1=4, x2=12
h) x<-3vagy x> 1 négyzetre emelés utdn: x; =1, x,=-4
2
a gyokvondsok elvégzése utdn:
i) xeR lx-3|+[x+4]=11,
amib6l x; =-6, x, =5
: A oo Koo et 13
J) x=4 két négyzetre emelés utdn: x; =35, x,= —
1
k) x20 atszorozva és rendezve: x; = T X, =—1
1) x>3 beszorzas és rendezés utan: x; =7, x, =-1
m) x20 a Jx = a tj valtoz6 bevezetésével: x =16
n) S<x<4 atszorzas és Eégyzetrf emelés utan:
X1 = 3, Xy = —4
B a) x=0; b) x= 4
3 1
c) ==, x,=-4; d) x,=——, x,=3;
) x| 5y 2 ) X R
e) x1=0, x=-2; f)xp1 =25 xy=-4,
1 3
—; h) x,=4, x,==;
g) x > ) X 2775
. 1 . 1
1 —. xX= —,
) x 3 J) 3
k) x=1, [) alaphalmaz: x 20; x; =0,
1
m) alaphalmaz: x>0; x,=—, x,=0; n) x=—;
) alap 1575 2 ) >
8
o) alaphalmaz: x > -1; x:—a; p)x=2

Xy = 0,4;



x=7 =9 egyenlet gyoke: x = -4, ez nem megoldas.
3x+9

3x2+8

2x -1

az x = | megoldésa az eredeti egyenletnek.

a) Az egyenlet alaphalmaza: x > % Az

b) Az egyenlet alaphalmaza: x > % A =5x + 6 egyenlet gyokei: x; =1, x, =-2. Csak

c) Az egyenlet alaphalmaza: x > % A (2x+3)%=(4x + 1)(2x - 3) egyenlet gydkei: x; =6,
Xy = —%. Csak az x = 6 megolddsa az eredeti egyenletnek.

(2x — 4)? 34

d) Az egyenlet alaphalmaza: % <x<l4. Ald—x= 0 egyenlet gyokei: x; =35, x, = ER

3x —
Mindkett6 megoldasa az eredeti egyenletnek.

e) Az egyenlet alaphalmaza: x > % A (9x-14)(3x + 10) = 100 egyenlet gyokei: x, =%,
X, =—4. Csak az x = ry megolddsa az eredeti egyenletnek.

8 23x+8 1 1

Az egyenlet alaphalmaza: x >——. A ———— =— egyenlet gyokei: x;, =4, x, =——.
f) gy p >3 Grid? 4 gy gy 1 257,

Mindkett6 megolddsa az eredeti egyenletnek.

g) Az egyenlet alaphalmaza: x > 0. A lgx-re misodfoku egyenletbdl 1gx; =3, Igx, =—1, ameg-
oldasok: x; = 1000, x, =0,1.

h) Az egyenlet alaphalmaza: x >0, x # 0,1, x # 10°. A lgx-re méasodfoki egyenletbsl 1gx, = 3,
lgx, =2, amegoldasok: x; = 1000, x, = 100.

i) Az egyenlet alaphalmaza: x > —1; x # 0. A logaritmus definici6ja alapjan 2x% + 1 = (x + 1),
aminek gyokei: x; =2, x, =0. Csak az x = 2 megoldas.

j) Az egyenlet alaphalmaza: x> %, x #1. A logaritmus azonossdgait felhaszndlva kapjuk

a 6x2 —23x — 35 = 0 egyenletet, amelynek gyokei: xX1=5, xy= —%. Csak az x =5 megoldds.
k) Az egyenlet alaphalmaza: x >2. A megoldds x = 4.
[) Az egyenlet alaphalmaza: x >0, x # 1. A megoldas x = 2.
m) Az egyenlet alaphalmaza: x > —-2. A megoldds x = 1.

n) Az egyenlet alaphalmaza: x > 4. A megoldds x = 8.

a) Azels§ egyenlet gydkei: x; = 8, x, = 2; a mésodik egyenleté: x; = 8, x, = —3. Mindkét egyen-
letnek megolddsa: x = 8.

b) Az els6 egyenlet értelmezési tartomdnya: x >0, gyokei: x; =

N W

3 X
, X, =——, de csak az elsé
2

felel meg. A mésodik egyenlet gyokei: x; = %, Xy = % Mindkét egyenlet megolddsa: x = %

BB o x=r. x=-1: D) 1=0, x=2
c)x 5_” __7_”. d)x T X _E x__z . __5_”.
T T T 1= RT e BEoT =T
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W) =Tk, xy= 1 kiez: b)y=Tikn x= T+l T kiez
3 9 3 3 12 2
r T 11x
¢) x=—+k-=, keZ; d) x=——+kn, keZ,
2 "2 12
o) x="Eik. T kez: ) x=-Frkn x,=-Fiin kileZ:
12 2’ ’ S T T
T T
g) x1=5+k7r, x,=2Ir, kleZ, h)x:k-g, ke Z.

a) A masodfoku egyenletbdl sinx =1, azaz x; = % +2kn, keZ,

vagy sinx=—%, amibdl x2=%+2kﬂ, x3=—%+2m, kleZ.

b) A masodfokii egyenletbdl cos x =+/3, aminek nincs megoldésa;
vagy cosx = ? amib6l x, = % + 2k, x,= —% +2Ir, kleZ.

¢) Mivel sin?x = 1 — cos?x, a masodfokd egyenletbdl cosx =1, azaz x| =2krn, keZ;
vagy cosx = % amibdl x, = % +2km, x3= —% +2Im, k,le”Z.

2

d) Mivel cos?x = 1 —sinx, a masodfoki egyenletbSl sinx = 4, aminek nincs megolddsa;

vagy sinx = % amibdl x; = % +2km, x,= 5?” +2n, kleZ.

e) Az egyenlet alaphalmaza: x # % +kn, keZ.

Beszorzds és szorzattd alakitds utdn sin x =0, amib6l x; =kr, ke Z;

2 )
vagy cosxz%, amibdl x, :%+2kn, x3:—%+21ﬂ, k,leZ.

f) Az egyenlet alaphalmaza: x # krw, ke Z.
Beszorzas és szorzattd alakitds utdn sinx =0, amibdl x; = 5 +km, keZ;

vagy sinx:—?, amibdl x2:4?n+2k7r, x3=—§+217r, k,leZ.

g) Az egyenlet alaphalmaza: x # % +2km, keZ.

2 2

Atszorzas és az 1 —sin®x = cos2x helyettesités utdn cos2x —cosx =0, amibsl cosx- (cosx— 1) =0.

Ez két esetben teljesiil: ha cosx =0 vagy cosx=1.

T P ‘. P . 3n
Ha cosx=0 = x= 5 + kr, de az értelmezési tartomdny miatt x; = ? +2kn, ke Z.

Ha cosx=1 = x,=2In, [eZ.



h) A cos’x —cos?x =0 egyenletbsl kiemeléssel kapjuk: cos?x-(cosx — 1) =0, ami teljesiil,

ha cosx=0 = x1:£+k7t, keZ vagy cosx=1 = x,=2In, leZ.
2

i) Ha cosx # 0, leoszthatunk vele, igy:

1_sin’x = l—t2x = £—|t xl
3 cos’x 3 g 3 g

ami csak akkor teljesiil, ha x; = % +kr, keZ vagy x,= 5?” +lin, leZ.

Megjegyzés: Ha cosx =0, akkor sinx = 0-nak is teljesiilni kellene, ez pedig nem lehetséges.
J) Kéttényezss szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0. Ekkor cosx =0 vagy tgx=0.
A tgx miatt az alaphalmaz: x # g +km, keZ. Hacosx=0, akkor x = % +km, keZ, nem
teljesiilhet, ha tgx =0, akkor x=Ix, [€ Z, ez j6 megoldas.
k) Mivel cosx #0, mert ekkor sinx =0 kellene, hogy legyen, de ez nem lehetséges, ezért:

X # % +km, ke Z. Osszuk el az egyenletet cos”x-szel: tg?x +3-tgx — 4 =0 egyenletet kapjuk,

amibsl tgx =1 = x1=%+k7r, keZ, vagy tgx=-4 = x,~-133+in, leZ.

[) Az egyenlet alaphalmaza: ctgx miatt x # km, ke Z.
Abal oldalon a ctg?x, a jobb oldalon pedig a 3 kiemelése utan: ctg?x(1 + ctgx) = 3(1 + ctgx).
Szorzatta alakitds utdn: (ctgZx —3)(1 + ctgx) = 0. Ha a szorzat elsé tagja 0, akkor:

ctgx=+J3 = x1:%+kﬂ, keZ és x2=%+ln, leZ,;

ha a mésodik tagja 0, akkor:
ctgx=-1 = x3:—%+nﬂ, neZ.

D a) x e |3; +o]; b) xe]_%;oo[;

c)xe]—z;é[; d)xe]—oo;—é]u]é;oo[;
25 6 8
e) xe]—oo;%]u]&oo[; f) xe[—lO;% [;

8) xe]_°°§—9[U]—%;°°[; h) xe —1;%[.
5279 a)xe]_oo;_Z]u[i;w[; b)xe[ﬁ;f];
113 1's
c) xe]_w;?]; d) xe R.



8 MEGOLDASOK - 12. EVFOLYAM

B0 o xe Jos-3[ U 12 mre]-23
A ¢
o ve|-Zia| vTnel, e 20l ulsel;
i xe T4 U] 4] jxe |t ool =L
o xe [-5-3[U14:6]; D relem -3l |52 o5l
mxeleiilo |33 W xe e —alu 1[0 2 ];

0) xe] Z[U]Z 3[;

B3 a) Az egyenlbtlenség megoldasa: —% <x< 1—31, a keresett halmaz: {0; 1; 2; 3}.

b) Az egyenlétlenség megolddsa: % < x <8, a keresett halmaz: {1; 2; 3;4; 5; 6; 7; 8}.
n(n 3)

B A100<

n<-12,72 vagy n>15,72.
A misodik egyenl6tlenség: n> — 3n — 400 < 0, ennek megolddsa: —18,56 < n < 21,56.

<200 egyenldtlenség-rendszer elsd része: 0 < n® — 3n — 200, ennek megolddsa:

A pozitiv szdmok halmazdn az egyenlStlenségek kozos megolddsa: 15,72 < n < 21,56.

A lehetséges sokszogek €s a keresett szogek nagysaga:

Oldalszam 16 17 18 19 20 21
Szogek nagysaga 157,5° ~ 158,82° 160° ~161,05° 162° ~162,86°
9
@B o) xe ek b) x € [-19; ol
5 3+1g5
c)xe]—oo;—2]u[§;oo[; d)xe]Tg;oo[.

e) Az egyenl6tlenség alaphalmaza: x > % A megoldas: % <x< g
f) Az egyenl6tlenség alaphalmaza: x > 1. A megoldds: x > 1.
g) Az egyenlbtlenség alaphalmaza: x > % A megoldas: % <x<2.

h) Az egyenlGtlenség alaphalmaza: x > 2. A megoldas: x = 3.



ALGEBRA ES SZAMELMELET - OSSZEFOGLALAS

i) Az egyenl6tlenség alaphalmaza: x > 4%. A megoldas: x > 6.
j) Az egyenl6tlenség alaphalmaza: x >4, x #5. A megoldds: x> 5.
k) Megoldas: 4 <x< ﬂ
3 3 | |
[) Az egyenlétlenség alaphalmaza: 3 < x <3. Amegoldas: 3 <x<1.
m) Megoldés: x > —1.
n) Megoldas: 0 <x< 1.

1 .
D a) Az egyenlStlenség megoldésa ~3 < x £4, az adott intervallumon: 2 <x <4,

b) Az egyenl6tlenség értelmezési tartomdnya: x > % A logaritmus azonossagait felhasznalva
a 2x2—17x + 21 < 0 egyenlétlenséget kapjuk, ennek megolddsa: %< x <7, ami benne van

az értelmezési tartomdnyban. Az adott intervallumon a megoldds: 2 < x < 5.

T 1lr S5t T
el—;—1|; b) xel|0;—| U |—; 21 |;
& o e[ 71 pwelo | | Fae]
c) xe[O;E]u 2—”3—ﬂ U 5—7[;27r ; d) xe[O;lg—ﬂ]u[Bﬂ;43n]u[47ﬂ;27t];
2 3°2 3 24 24 24 24
@I Minden feladatndl haszndljuk a Viete-formuldkat.

a) Kérdés xf +x7 értéke. Haszndljuk fel, hogy x{ + x5 = (x; + x,)? — 2x,x,. Ekkor a Viete-

formuldkkal nyert x; + x, = 11 és x;x, =3 helyettesitése utdn 121 —2-3 = 115-6t kapunk
eredményiil.

b . c_ 3 . » . ‘s
b) x{+Xy=——== és x;x,=—=—=. Az x{x, + x,x§ szorzatté alakitdsa utdn helyettesitéssel
1thRETES == X2 + XX

kapjuk az eredményt:

35 15
xle(xl + xZ) = —E . 5 = —Z

c) Kérdés 1 + € értéke. Ezt atalakitva kapjuk (lasd b) feladat):

X1 X2
Xta S, (_ Z) __5
xx, 2\ 2 7
. L 14 « P 3+4/7
d) Alkalmasan vdlasszuk mdsik gyokként az els6 konjugaltjat: x, = . Ekkor
X|+ Xy = b S és  xx et
1ThETES = =5

amibdl leolvashatjuk, hogy a =2, b=-6, c=1.

Helyettesités utdn a keresett masodfoki egyenlet: 2x% — 6x + 1 = 0.



a) Legyen a=x>-3x—15,az a+2 - 5 0 egyenlet megoldésai: a; =-5, a, = 3.
a

5288

Visszahelyettesitve az x> —3x—-10=0 és x?—-3x-18 =0 egyenleteket kapjuk. Ezek meg-
olddsai: x; =5, x,=-2 és x3=6, xy,=-3.

b) Csoportositsuk a tagokat:
(x—2-vx=1)+(2y-2-J2y-1)+(32-2-B3z-1)=0.
Mindegyik zardjelben egy-egy teljes négyzet all:

(Va—T-1 +(2y—1- 1)+ (3 -1-1)’=0.
A bal oldal értékkészlete miatt a megoldas: x =2, y=1, z= %
c) Ertelmezés: -1 <x< 1, x#0. A jobb oldal ilyen x-ek esetén: 13<14 — /1 — x2 <14,

A bal oldal 7(x + l), csak akkor van megoldés, ha x > 0. Ekkor viszont 7(x + l] >14.
X X
Csak akkor van megoldds, ha mindkét oldal 14-gyel egyenld, tehat x = 1.
d) Ertelmezés: x <3 vagy x > 5. Vezessiink be j viltozot, legyen y = log; (x> — 8x + 15). Ekkor
az egyenlet: > — (log335 + 1)y + log;35 = 0, megolddsai: y, = 1, y, =log;35. Ezekbdl
xX1=2,x=6 é x3=-2, x,=10. Mindegyik megolddsa az egyenletnek.

Ha x =1, akkor y = 1. Ha x = 2, nincs megoldds. Ha x = 3, akkor y = 3. Ha x = 4, nincs

megoldds. Ha x = 5, akkor x! nulldra végzddik, tehdt az 1!+2!+ 3!+ ... +x! Osszeg 3-ra
végzddik, ami nem lehet egy négyzetszam utolso jegye.

Tehat a megoldas: x=1, y=1 és x=3, y=3.

Egyenletrendszerek — megoldasok

A keresett szamok: 33; 8; 14.

a) x==2, y=-T; b) x =5, y=§;
2 5 7
c)x=—, y=-3; d x==, y=——;
)x=2.y ) x=2, ¥y=-3
1 9 1 1
e) x=-g, y=-7; x==, y=o
) 5 V=3 f) > V=3
1 1 5
x==, y=-=; h x=0, y=2;
g x=2, y=-7 ) y=3
. . 11 2
)xp=4, y=8, =8, y=4 J)x=-1, y=-2, =3 T
k)x=1, y=2; ) x=2, y=-1, xzz—%’ =4
m) x=4, y=%; n) x=10, y=100;
0) x=4, y=28.



X Ha a meggy éra x, a cseresznye ara y, akkor a 3x +3y i 1920
oldanunk: x = 210, y = 270. 5x +3y=1860

Tehat a meggy dra 210 Ft/kg, a cseresznye dra 270 Ft/kg.

} egyenletrendszert kell meg-

BEB A kovetkezd egyenletrendszert frhatjuk fel:
x=y+40

1
—-(x+y)=40
5 (x+y)

Ennek megolddsébdl a személyaut6 sebessége 120 kTm, a kamioné 80 kTm

&8 Az . 3(}; B 1291x :—-Z} egyenletrendszert megoldva: x = 13, y = 252.
y+30=21x

Tehat a 252-t és a 282-t osztottuk, és a hdnyados mindkét esetben 13.

EXD a) Az elsé egyenletet szorzatté alakitjuk:
x+ )= +x-y=20 = x-yk+y+1)=20 = x-y=4.
Ezt megoldva az x + y =4 egyenlettel, adodik a megoldds: x =4 és y=0.
3

1 ‘
b) xl:E’ y=-3 é x,=-1, yZ:E.

c)x =17, yy=2 é x,=-394, y,=-35,6.
d) A maésodik egyenletet 2-vel szorozva, majd hozzdadva az els§ egyenlethez:
(x+y)2=9, amibsl |x+y|l=3.
Ebbdl a kovetkezd egyenletrendszerekhez jutunk:
x+y=3} és x+y=—3}‘
xy =2 xy =2
Az els6 egyenletrendszerbdl: x; =1, y; =2 és x, =2, y, = 1; a mdsodik egyenletrendszerbdl:
X3 = —2, V3= —1 és Xq4 = —1, Y4 = -2.
e) x,=3, y=12, x,=-3, y,=—12, x3=6J2, y;=32, x,=-6V2, y,=-32.
f) Helyettesitsiik az y—4 =a és x + 1 = b véltozokat. Az igy kapott
4_3
ab=12

egyenletrendszer megolddsai: a; =6, by =2 és a, =—06, b, =—2. Ebbdl a megolddsokra adddik:
X1 = 1, = 10 és XZ:—3, y2:—2.

4 11
x, =7, =-5, x,=—, =——.
g) x| )| 253 2=y

h) Atalakitva az egyenleteket, azt kapjuk, hogy:
xy(x =)= —12}
X+ (- y) =4



Vezessiik be az xy = a és x —y = b véltozokat. Ekkor:
ab=-12
a+b=4 |’

ennek a megolddsai: a; =6, by =-2 és a, =—-2, b, = 6. Ebbdl a megolddsokra adddik:
x =VT-1, yy=VT+1; x,=-1-7, y,=1-T,

m a)x=5’ y=_1'
b) x=3, y=5.

c) Az egyenletrendszer alaphalmaza: x > -1, y > 3. Gyokei: x; =2, y;=7; x,=-3.4, y,=-2,
de csak az els§ szdmpdr a megoldds.

d) Az egyenletrendszer alaphalmaza: x > 0, y > 0. Megoldas: x =27, y =512.

e) Az egyenletrendszer alaphalmaza: x>0, y >0, x+y> 1. Megoldds: x; =1, y; =2; x, =2,
Yo = 1.
f) Az egyenletrendszer alaphalmaza: x >y és x >—y és x + y>> 13. Megoldds: x=8, y="17.

g) Az egyenletrendszer alaphalmaza: 3x >y. Megoldés: x; = %, y=-8 x,=-3, y,=—19.
1

h) Megoldas: x =-2, yl=m.

EE[ Legyenek a befogdk a és b. A kovetkezs egyenletrendszer irhat6 fel:

a? + b2 =392
@=270 ’
2

Ennek pozitiv megoldédsai a befogdk: 15 cm és 36 cm.

x2+y2=724

egyenletrendszer irhato fel.
3x+3y+x—-y=116

irigd Ha a négyzetek oldala x és y, akkor az

A megolddsok: x; =26,4, y; =52 és x, =20, y, =18, az elsd esetben nem érdemes foldterii-
letekrdl besz€lni.

B o) Az egyenletrendszer megolddsai: x; =7, y; =1 és x,=3, y,=4.
A két pont: A(7; 1), B(3; 4), tavolsaguk 5 egység.
b) Az egyenletrendszer megolddsai: x; =4, yy =1 és x, =6, y,=-3.

Akét pont: P(4; 1), Q(6; —3), tavolsaguk PQ =~/20 egység.

EZED) A kovetkezs egyenletrendszert kell megoldani:

x+y+2z=2010
x=9y+9
72=9y+82

A keresett szdmok: x =918, y =101 és z=991.



@ Osszeadva a két egyenletet: (x +y)>=16. Ha x+y=4, akkor az x(x + 6y) =27 egyenletbe

helyettesitve az 5x? — 24x + 27 = 0 egyenletet kapjuk, hogy x; =3, y; =1 és Xy = %, Yo = 15—1
Ha x+y=-4, akkor az 5x24+24x+27=0 egyenlethez jutunk, amibdl x; =-3, y; =-1 és
9 11
Xy ===, Yy =——.
2575 Y2 5

BB Ha a fitk szdma x és a labméretiik atlaga y, akkor xy + (x + 8)(y —4) = 39,5(2x + 8), 4trendezve
és szorzatta alakitva:

2xy + 8y — 83x—348 =0,
2y(x +4) - 83(x +4) =16,
2y - 83)(x+4) = 16.
Mivel az els6 tényezd pdratlan, csak a 2y — 83 =1, x +4 =16 ad megoldast: x =12 és y =42.
Tehat 20 lany és 12 fid jar az osztdlyba.

Z

) o 1
=1. Atalakités és rendezés utan x% + 1 = xy, amibSl y = x + —.
y Xy X

Mivel az egész szamok halmazan keressiik, a megoldds: x; =1 vagy x, =-1.
A megoldasok: (1;2;2) és (-1;-2;2).

@B Ertelmezés: y, z # 0. Kivonva egymdsbdl a két egyenletet: 2 + 2 0, amib6l z =xy (x #0).
y

. . x—1 x+1
Visszahelyettesitve: +

@B Ertelmezés: x, y, z#0. A harmadik egyenlet a kozos nevezdre hozds utdn:
X2+ xy+xz+yz

0’
XyZ
Gty -+
XyZ

Ez csak akkor lehetséges, ha a szdmlalé 0, amibdl két eset adddik.
I eset: x=—y.

A mésodik egyenletbe helyettesitve: 72011 = 22011 teh4t 7z = 2. Az elsS egyenletbe mindkét ered-
ményt befrva: 2y* + 24 =178, amibdl y; =3, y,=-3 és x;=-3, x, =3.

IL eset: x =-z.

A fenti médszert alkalmazva ezittal azt kapjuk, hogy y =2. Ekkor a megolddsok: z; =3, z,=-3
és x;=-3, x,=3.

Tehét az egyenletrendszer megoldésai a (—3; 3; 2), (3; —3; 2), (-3;2; 3), (3; 2; —3) szdmharmasok.



FUGGVENYEK — 0SSZEFOGLALAS

A fiiggvény fogalma, grafikonja, egyszerii tulajdonsagai
— megoldasok

A fliggvények grafikonjai az dbran lathatéak. (=) \ -
Megjegyzés: Az e) feladatban elGbb dtalakitést végziink: 9 9 ¢
SNb) a)
6 2x
XH——— = xP3-x = x> -x+3. 3
2 2 9

a) c; b) d, c) e||f; d) d.

a) Alinedris fliggvények éltalanos hozzarendelési szabalya: x> mx + b, vagy masként: y = mx + b.
Behelyettesitve az A(3; 1), B(-1; 3) koordinatdkat x, y helyére:

1=3m+b} 5

amibdl b= 5 és m= —% = ahozzdrendelési szabdly: y = —%x + 2

3=—-m+b 2
b) Az a) feladathoz hasonldan:
b=-2 é&s m=% = y=§x—2
c)y=3; d) y=-3x; e) c; f) d; g) b; h) a,d.
3 3 1
a) x— 5x+2; b)x=—zx+5; c)x=—Zx+4; d) x— 5.

a) Ertékkészlet: veR, ye [2; 5].
Zgrushely: nincs. !
Monotonitds: m >0, m = —, szigordan monoton novekvd. Z /a)'

a

3
b) Ertékkészlet: ye R, y € [-5; 4]. >§

Zgrushely: x=1.

Monotonitds: m <0, m =—1 szigordan monoton csokkeng.

L. ) . —_ c)
c) Ertekkeszlet.' y=-3. k
Zérushely: nincs.

Monotonitds: m = 0, konstans, igy monoton nd, vagy monoton
csokken (de nem szigoru értelemben).
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d) Ertékkészlet: ye R, y e [-2; 4].
Zérushely: x = 0, egyenes ardnyossag fiiggvény.

Monotonitds: m >0 |m = 3) szigordan monoton novekvd.

a) fix)= —%x +4;

8+12

b=,

_5’
4
c) x =3, mert: —5-3+4=0.

4
5x—2. y

f)=
Az y tengelyta % -0 -2 =-2-bdl ered§ (0; —2) pontban;

az x tengelyt pedig a ix —2=0-bdl ered6 (E, 0) pontban metszi
a fiiggvény. (=) 3 2 1. / 5 X
A, D és E illeszkedik f(x)-re; %
B, C, D és F illeszkedik g(x)-re.

Jx)=x-2, hax#-2;
gix)=x+4, ha x#4,
h(x)=x+3, ha x#2.

5
f(x)>0, ha xe ]2;5[;
g(x) >0, haxe]—4;4[u]4;5[; 1

h(x)>0, ha xe |-3;2[ U ]2; 5[. s Ll

<@
=

N

m\§7

a) x#4. c) y d)
Ertelmezési tartomdny: ’

xeR\ {4}. 7

b) Ertelmezési tartomany: 5
xeR.
¢) Ertékkészlet (yeR): 1
yel[-3;71u]7:9[. -5 P 45 X -5 P 45 X

d) Ertékkészlet (y € R): / /

ye[-3;9[.



a) , b) ,
X 2%
X 3x
X—>12x -3 5
5
X 3x +1|
X—2x -3
1 1
-5 -1/1 5 X -5 -1 1 5
X—3x+1
5315 e} y 7 \
5 X—>x-3 5 X=>lx=3| 5
X>2-1x=3|
1 1 1
-] 1 5 X -] 1 5 -] 1 5 X
Lo, -3 -3
b) y Y
5 XX +2 X x+2| 5
E)
-5 1 X
! ! Xi—>-2-|x+2|
-] 1 5 X -5 21 ] 1
c) ”
5
X—=2-x-1+3
1




a) A fiiggvény hozzéarendelési szabdlya: f(x) = —(x — 2)* + 4.
b) A ]4; 5[ intervallumon.
c) A fiiggvény a [0; 2] intervallumon szigorian monoton ng.

d) Afiiggvénynek két zérushelye van: x =0 és x =4.

a) y b) y

7\)(H—2x2+1 ; /\

-5 Ly 5 X -5 f 5 X
-5 5
d) y

X (X +272 +2

Ertékkészlet: y € [-8;9].
Zérushely: x = 0.
Az értelmezési tartomanyon szigortian monoton novekva.

c)

X (x =22

\

-5 Ll 5 X
y
fx)
5
1
-5 AN 5 X

-5




a) f(x) =-1 akkor, ha

“1=(x-42-2 = 1=@x-4?
amibdl x; =5, x, = 3.

Tehat f(5)=-1 és f(3)=-1.

g(x) =—1 akkor, ha

1= —(_x + 5)2 = X1 = —4, Xy = —6
Tehat g(—4) =-1 és g(-6) =-1.

b) A, C és D illeszkedik f-re;
B és E illeszkedik g-re;

F egyik grafikonra sem illeszkedik.

a) y

X=X, x>0

5 ———

1 X
X>+/x =3 x>0

Ert. tartomdny: x = 0.

-5

d)

y
5
X >v=x, x<0

-5

X=X =4, x<0

=5

Ert. tartomédny: x < 0.

Y
f(x)
5
1
10 s LIS \/ 10 X
5
gt
b) » c) ’
5 5
XX +4, x2-4 X=X, x>0
/ 1
I 5 X R 5 X
XX +4-2, x2-4
X -2x, x>0
-5 -5
Ert. tartomdny: x > —4. Ert. tartomdany: x > 0.
e) y oy X 2Vx =1, x 21
X—>3-x,x<3 5
e |
\ g X—>x =1, x>1
-5 [ X
X»—)%~\/3—X,XS3 4l 1 5 X
5
-5

Ert. tartomdny: x < 3. Ert. tartomany: x > 1.

B3 o) A négyzetgyokfiiggvény grafikonjat eltoltuk az x tengely mentén jobbra 1 egységgel, majd
tiikkroztiik az x tengelyre, ezutdn kétszeresére ,,nyudjtottuk” az y tengely mentén, végiil 1 egy-
séggel felfelé toltuk az y tengely mentén.

b) A kapott fiiggvény hozzarendelési szabdlya: x+=> -2 -+vx—1+1.

&R o y

b)

=

fx) =22 = xe|[7;].

g)<0 = xe]o;4].
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a) f(x)=3- 1 (x #0); igen, forditott ardnyossag. y
x
5
| : (x)
Sl 5 X
5 o
b) gx)= 5 x; linedris fliggvény.
c) h(x)=—- 1 5 +2 (x#2); linedris tortfiiggvény. ,
LLASSCS
TP K,_
af 1 T .
d) i(x)= w; hax#-3 = i(x)=x-3; linedris fliggvény (x #-3).
X+
e) jx)= igx — g hax#2 = jx)= %; linedris fliggvény, konstans (x # 2).
x a—

a) (4); maximum helye: x = 2; maximum értéke: y = 3;

b) (4); minimum helye: x = —1; minimum értéke: y =—1;

¢) (3); minimum helye: x = 2; minimum értéke: y = 0.

a) (=3;2), (-6;4), (0;0); b) (2;6), (0;0), (4;4);
c) (7;6), (0;1), (21;16); d) (12;3), (4;1), (39;6).

1 2 6 8 6
PIERER S

e




hx)

i 1 X

d) Ae;nincs megoldés], B(7;-6), CG;—4). y
-
-1 X
a) g; b) i c) h; d) f.
(5328 OIS b) c) h; d) i.
a) v b) o c) y

5
y=2x-3
5 1 X 2 1 N2 X y=Ix-3|
= -1
y=-x+1 :

3 12 3 X N 12 X % o 1 2 X
— | — —
yi—i xX#2
Pox=2"

g) ,
’\2 y=~2-x,x<2
1\
& 12 X
-1




y
5
1
1] 1
5331 I , b) , c) .
1 5
5
-5 1] 1 X
y=-2.2%+1 y=%-2"*1+1 y=2%-2
N T 5 N 1 5 X
-5 -1 1 hodf N | | | | | x__

Megoldéds: 0<x<3; -2<y<5.

a) Mivel: .
x=3,y=7 = y=a"-1 = T7=d°-1 = a=2, e
a fiiggvény hozzarendelési szabdlya: 2 1t
X 25— 1.
b) Ertékkészlet: y € [0; 7][. 1
1 3 9 X

c) Ertékkészlet: y € [1; 7].




a) 7 D)

d)

1
EFD a) A grafikon alapjan: a~! =3, amib6l a=-—.

lx
b xe-(g)

c) x+— 3%

1 x-3
"”H@ ’
l)C
e) xH(g) -2.

y
5,
— e xo¥743
1
-5 4l 5 X
y
f

EEED a) Behelyettesitve a (9; 2) pontpart az y = log,x hozzdrendelésbe, mivel a > 0, ezért a = 3 adodik.

A keresett hozzdrendelési szabdly: x > logsx.

b) f3)=1;
f(=1) nincs értelmezve;
f()=0.
a b

5

= |092§(X -3)

N7 )

c)

y=logq(x +1)
2

_13
=1

1 3 5 X



d)

=
E

-1 A\ © [fim 2mX
- 2 2
—

@M f: x— —cosx, xe[-m x];
g x——sinx, xe[-m; ];

h: x| 2sinx|, xe[-m; 7).

B Az a) feladat egyenlStlenségének bal oldaldt dtalakithatjuk: 3x — 6 — 2x + 4 = x — 2.

@ i ) ) 4 xisl2-2x
5
X (x=2)2
1 i
-5 _1% 3 5 X
X>x-2
xe[2;3]; xe |-3;00; ¢) x € |—o0; 0] U [3. oo[.
(5342 )| v b) b c) y
: 5
1 : \
y=1+—1,x¢31 J
¥ =x2+2x e ; il +lx+2]
AT . L 10 P . y=Ix=1l+Ix+
-1 1 u -2 ?1 3 X !
4 4 :
3 4 12 X
—




d) y
2
’\1\y=‘/2—x,XSZ
2 12 X
i
(5343 Je))
}4
1 2 3 4 X
4
-2 y=Ix-2|-2
-3

&M o f;
(5345 YK

b) h;

b) f;

e) y
5
y=Ix-3l+Ix-2|
3
1
B 1 4 X
b) y C) y
1
=———+1 x=-1
il AR TN
;
/\ x
1 2 3 4 X T _n L\/X
2\ 2
-1
-2
T T
x=0, X = 7[,——,0,_,”,
2 2
e) :
3y=|ogz [x -2|
1\ | /
N\ ! /3 5 X
- 3
—

d) i.

d) g.

BB Az a) feladat kifejezését dtalakithatiuk: (Vx—2) =lx - 2I.

a) Ert. tartomany: x € R.

S

Ertékkészlet: y € [0; 5].

..... . 232

b) Ert. tartomany: x € R. c) Ert. tartomény: x>2, xeR.
y y

5 5

Ertékkészlet: y e [-5;2][. Ertékkészlet: y € [0; 2[.



a) x#7.
Ertelmezési tartomdny: x € R\ {7}.
Ertékkészlet: y = 1.

b) x#1.
x—7, ha
_7|= ’
lx-7] {7—x, ha
ezért

|x — 7| 1, ha
8: =
x=7 -1, ha

Ertelmezési tartomdany: x € R\ {7}.
Ertékkészlet: y=1 és y=—1.

D a) Ertelmezési tartomdny: x € R.

b) Mivel 3*-1#0 = x#0. Ertelmezési tartomdany: x € R\ {0}.

¢) Ertékkészlet:

10
e|l—:4|
g [9 ]

d) Ertékkészlet:

x =7,
x<7,

x>,
x<7.

ye[%;Z[u]Z%].

Ez felirhat6 a kovetkezG alakban is:

10
ye[§,4:|\{2}.

@M o) Ertelmezési tartomdny: x € R, x> 0.
b) Ertelmezési tartomény: x € R, x> 0.
¢) Ertékkészlet: y e |-2; 1].

[ 5 7 10 X

y

1 g
A

11 57 10«

2

X —logyx




d) Ertékkészlet: y € [0; 2[.

EH) a) Zérushelyek: x; =-3 és x,=9.
b) x=-4, x=-2, x=8, x=10.

Misként jelolve:

JEH =1 f2) =1, f@) =1, f(10)=1.

ED o) f: x— sinx, g: x> cosx;

-1 1 2

& ) Az f fiiggvény hozzéarendelését frjuk gy:

X
f(x)—m

X»—)‘|091X‘
2

4 1 4 X
4
17
5
1
= 1 5 10 X
2 B+l _J6+2
V22 2
V2 V2
g2 2 N2
1 1
7+7
2 2
c) y

1

=1+ —-,
x—-1

igy mar konny( dbrdzolni a grafikonjat.
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b) A fiiggvény grafikonjat egy paraboladarab és egy egyenes sza-

kasz egymdshoz fiizése adja.
A g fliggvény hozzarendelési szabélyat igy irhatjuk &t:
—2)? <x<
a(r) = (x-=2)*+2, ha 0<x<2,
—x+4, ha 2<x<4.

y=9(x)
)
-1 1 2 4 X
c) Afiiggvény grafikonja: p
4
y=h(x)
BOR 12 X
B a) A fiiggvény hozzédrendelési szabélya:
—x—-1, ha -3<x<0,
£ ]1-3:9] >R, f(x)=] x2-1, ha 0<x<3,
%x+7, ha 3<x<09.
b) Ertékkészlet: yE [—1; 10];
c) -3<x<2, masként xe |-3;2].
EE) ) Azt—idS grafikon az dbrén lathato. ,
b) Marci dtja reggel 7 6ratdl az y = 20x fiigg- 123
vénnyel irhat6 le. Jend ttja reggel 7 6ratol 140 1
(ha ekkor indult volna) az y=—-30x+ 180 1o il
fiiggvénnyel jellemezhetS. Ebb6l: 8
18 3 N Marci
20x=-30x+180 = x=—=3=. i
5 5 " .
Reggel 7 6ratdl szamitva 3 6ra 36 perc mulva ~ . - SR

taldlkoznak, azaz 10 6ra 36 perckor.
¢) Marci 1 6ra alatt 20 kilométert tesz meg, igy mivel § 3 6ra 36 percet biciklizett 7 6ratdl, egye-
nes ardnyossaggal szdmolva 72 kilométert tett meg.

Jend 9 orakor indult, 6 10 6ra 36 percig csak 1 d6ra 36 percet toltott titon. Mivel 1 6ra alatt
30 kilométert tesz meg, ezért 1 o6ra 36 perc alatt 48 kilométert tett meg.



B @) A kozos értelmezési tartomdny: x > 1. Az egyenlet bal oldalat alakitsuk at:

\/x—2\/x—1 +\/x+2\/x—1 :\/(\/x—l—l)2+\/(\/x—l+l)2:

=Jx—T+1+Jx- —1|={2W“L ha  x>2,

2, ha

Ezutén abrazoljuk egy koordinéta-rendszerben a kovetkezd fiigg-
vények grafikonjat:

f: x|—>\/x—1+1+|\/x— —1|, 1< x,

1
g x— , 1<
x—1

Az f és g fiiggvény értéke csak az x = 3 helyen egyenld, itt
mindkét fiiggvény értéke 2. 2

b) Abrézoljuk egy koordinata-rendszerben az a) feladatban szerepld
f fliggvény és a
h: x> logys(x—1), x>1
fliggvény grafikonjat.
A h fiiggvény x > 1 esetén csokken, az f fiiggvény el6szor kons-
tans, majd 2-t6l nd, igy legfeljebb egy kozos pontja van a két
grafikonnak.

Ezaz x = %-nél van, itt mindkét fliggvény értéke 2.

¢) Abrazoljuk egy koordinita-rendszerben az aldbbi fiiggvények
grafikonjat:
fraxr 27l

g: xi—)L-(|x+l|+|x—1|).

22

Mivel mindkét fliiggvény paros, az dbra szimmetrikus az y ten-
gelyre. 0 < x < 2-re f csokken, igy itt legfeljebb egy kdzds pontja
van a nem csokkend g fiiggvény grafikonjaval.

Ez x =% esetén teljesiil. Az egyenlet gyokei tehat —% és %

Abrizoljuk egy koordinata-rendszerben a kivetkezd fiiggvények
grafikonjat:
fo)=1-1gxl+I1+1gxl, 0<x,

g(x):4~(l—|x;5|), 0<x

A fliggvények tulajdonsagaibodl kovetkezik, hogy a két grafikonnak

z

. . . 5 15 .
két metszéspontja van: x = ) és x = > értéknél.

Mindkét helyen mindkét fiiggvény értéke 2.

1< x<2.

-1

-1

o
N

5

>



Miiveletek fiiggvényekkel — megoldasok

B A fiiggvény és inverzének grafikonja az y = x egyenletl egyenesre nézve egymds tiikkorképei.

A dolog természetébdl kovetkezik, hogy a fliggvény €s inverze esetén az értékkészlet és az értel-
mezési tartomdny helyet cserél: a fiiggvény értelmezési tartomdnya az inverz fiiggvény érték-
készlete, és a fiiggvény értékkészlete az inverz fliggvény értelmezési tartomanya.

IZ

a) y b) y c)

y=x+4

d) f)

y=x2+1

y =logyx

ED o) (f+90)=f(x)+gx)=x+1+2x+3=3x+4.
A fiiggvény értelmezési tartomdnya a valés szdmok halmaza.

b) (f-g)(x) =f(x)-g(x) = (x + 1) (2x + 3) = 2x° + 5x + 3.
A fiiggvény értelmezési tartomdnya a valés szdmok halmaza.




gx) 2x+3 2-(x+1)+1

1
f) x+1 2+

x+1

(o

A fiiggvény értelmezési tartoméanya: R\{-1}.

x+1

d) (fog)x)=Q2x+3)+1=2x+4.
A fiiggvény értelmezé€si tartoménya a valds szamok halmaza.

e) (gof)(x)=2(x+1)+3=2x+5.
A fiiggvény értelmezési tartomdnya a valés szdmok halmaza.

BT A kapott fiiggvények:
(aca)(x) = m =4x, értelmezési tartomdnya a nemnegativ szdmok halmaza;
(bob)(x) = (x2)2 = x*, értelmezési tartomanya a valds szdmok halmaza;
(coc)x)=(x+1)+1=x+2, értelmezési tartomdnya a valds szimok halmaza;
(aob)(x) = x/x_2 =|x|, értelmezési tartomanya a valds szimok halmaza;
(aoc)(x) =[x+ 1, értelmezési tartomdnya: [—1; oo[;
(boa)(x) = (\/; )2 =x, értelmezési tartomdnya a nemnegativ szdmok halmaza;
(boc)(x) = (x + 1)%, értelmezési tartomédnya a valés szamok halmaza;
(coa)(x) =~[x +1, értelmezési tartomdnya a nemnegativ szamok halmaza;

(cob)(x) =x% + 1, értelmezési tartomanya a valés szdmok halmaza.




1 N 1
G fog: f(g(x))=?, x>0; gof: g(f(X))=(;) =2 x>0, /7 gog fof

fof: f(f(x))=%=x, x>0; gog: glgx) = (x2)2=x4, x> 0.
X

fog=gof

EIA Példaul f(x) =x + 2 és g(x) = x + 3. Ekkor
(fog)x)=(x+3)+2=x+5,

z

€s
. (gof ) =(x+2)+3=x+5
teljesiil.

@B o) Az allitas igaz. Ha ugyanis az f és g fiiggvény az [a; b] intervallumon szigordan monoton
novo, akkor az intervallum barmely x|, x, elemeire x; < x, esetén f(x|) <f(x,) és g(x;) < g(xy).
Az utébbi két egyenlStlenség megfeleld oldalait dsszeadva f(x;) + g(x;) <f(x,) + g(x,), amibdl
kovetkezik, hogy az f+ g fiiggvény is szigordan monoton né az | a; b] intervallumon.
b) Az éllitds nem igaz. Vizsgaljuk példaul a [0; 2] intervallumon y
az f(x)=x és a g(x) =x—2 fliggvényeket. Mindkét fiiggvény T
szigorian monoton nd az adott intervallumon (meredekségiik

pozitiv), mig szorzatukra (f-g)(x) =x-(x—2). A kapott fiigg- -1 1 X
vény grafikonja alapjan lathat6, hogy a [0; 2] intervallumon -
nem szigordan monoton nova.
D o) Példdul [-4; 1]. b) Példdul [-2; 4]. ¢) Példaul [-3; 3].
d) Példaul [-4; -2]. e) Példaul [0; 1].
D a) A fiiggvény értelmezési tartomanya [—4; 0], hozzarendelési szabalya: f(x) = (x + 2)2 - 3.
b) Az dbra egy lehetséges megolddst mutat. Y
A fiiggvény hozzarendelési szabdlya: 3
_x-3, ha —6<x<-4, \ 1
fx) = (x+2)2-3, ha -4<x<0; S ST/IAN =
——x+1, ha O0<x <2, f
2 -3
-4

Fiiggvénytulajdonsagok — megoldasok
Az értelmezési tartomdny az egyes esetekben:
3 3
a) R\{E}’ D) [5’0{’ ¢) R\{-2;2};

d) |—o0; —2] U[2; o[; e) |—oo; 0] U[1; oo[;
f) x2+x—6=(x+3)(x=2) >0, igy az értelmezési tartomdny: |—oo; =3 U[2; oo[.



a) x‘?zo és x#—1.

X+

A hanyados akkor 0, ha x = 3, akkor pozitiv,ha x—3>0¢és x+1>0 = x>3 vagy x—3<0
ésx+1<0 = x<-1.

Ertelmezési tartomény: x € |—co; —1[ U [3; e[, x€R.
b) Jx miatt: x>0, valamint 4 —J/x 20 = x#16.
Ertelmezési tartomdny: x € [0; «o[ \ {16}, xeR.
Zérushely: Vx =3=0 = x=9.
c) x=2>0 = x> 2. Ertelmezési tartomany: x € |2; e[, xeR.
Zérushely: x =-2.
d) sinx#0 = x#kn, ke Z. Ertelmezési tartomany: {x e R|x#kx, ke Z}.
Zérushely: x =-3.
e) Ertelmezési tartomdny: x € R, x # %

2x =17 2x -7 1 L
= = — konstans fliggvény.
4x-14 22x-T7) 2

Zg€rushely: nincs, mert

f) x>0 és Igx#0 = x# 1. Tehdt az értelmezési tartomdny: x € |0; oo[ \ {1}.
Zg€rushely: x=9.

g) Ertelmezési tartomdny: x>0 és x>—1 miatt x € ]0; co.
Zgrushely: x = 1.

h) x>0, x#1, dx-1>0 = x>%. Ertelmezési tartomany: xe]i;w[\{l}.

Zgérushely: x = %

B ) A logaritmus miatt:

1 —0 o—
42 -5x+1>0 = x<g vagy x> 1. — —
A négyzetgyok miatt: 0 % 1 %
1g(4x2—5x+1)20 = 4x2-Sx+12>1.
Ebbdl: 5
4x2-5x>0 = x(4x-5)>0 = x<0 vagy XZZ.
, o . 5
Ertelmezési tartomdny: x € R, x e ]—e0; 0] U Z;oo .
b) A logaritmus miatt: 5
x-4>0 = x>4. o
A tort miatt: . —
lg(x-4)#0 = x=#5. 0 3 4 5

A négyzetgyok miatt:
x-320 = x23.

Ertelmezési tartomany: x e R, x¢€ 14:5[ U ]5; o].



—x2+18x-17>0 = x?2-18x+17<0 = 1<x<17.
1 és 17 kozott 6 db primszam van: 2; 3; 5; 7; 11; 13.

G 3=V2-x = x=-7.

Egy adott fiiggvény x tengelymetszetét az y = 0-val, az y tengelymetszetét az x = O behelyette-
sitésével kapjuk.

a) Az x tengelyt g—nél, az y tengelyt —5-nél metszi.

b) Az x tengelyt 3-ndl metszi, az y tengelyt nem metszi.

c) A fiiggvény az origén halad at.

d) Az x tengelyt 1-nél, az y tengelyt —1-nél metszi.

e) Az x tengelyt az 1 helyen metszi, az y tengelyt nem metszi.

f) Az x tengelyta —2 helyen, az y tengelyt —3-ndl metszi.

a) y b) ¢) y
y=x
2
y=lgx y=2"-1
1 — 1
; B
/1 2 3 10 X B 1 X
1 1 X - -
1
y e [0;4]; yel-1;1]; ye}—zﬁ[.
a) Ertékkészlete: y € [0; 2]. b) Ertékkészlete: y € [-4; 0].
c) Ertékkészlete: y € [0; 1]. d) Ertékkészlete: [1; 3].
Példaul:

a) x—>x2+4, x—lx-3/+7, x—3-x+5;
b) x—>-x2-3, x>—-|x-2|-5, x—-lx|-1;
c) x—>Jx=5, x—>x-3)2% x—lx+7l;
d) x—(x=2)2-5, x—=lx+7-5;
e) x—>-x2+6, x—>—|x-1+6.
a) x=—; b) x=-3¢é x=0; c)x:—é; d) x=-1.
2 3
D o) 3 -x=0 = x(x2-1)=x(x—1)(x+ 1) =0, tehit a zérushelyek: x1=0,x=-16 x3=1.
b) (x—2)-logyx=0, hax-2=0, azaz x; =2, vagy log,x=0, azaz x, =1.

x2—5x+6_(x—2)(x—3)
x-3 x-3

c) =0, ha x=2.



d) x*>=5-1x|+6 =0, zérushelyek: x; =2, x, =3, x3=-2, x, =-3.

e) Vdx - x> =0, x,=0, x,=4.

T T
tg|l——x|=0, O<x<m x=—.
f) g(z xj xX<m x >

)C3—

g) x=x(x+1), x=0, xy=-1.

Legnagyobb érték: y =8 az x =0 helyen.

a) Maximuma van az x = 2 helyen, értéke: y = 3.
b) Minimuma van az x = 0 helyen, értéke: y =-35.
¢) Maximuma van az x = -2 helyen, értéke: y = 0.
d) Maximuma van az x =5 helyen, értéke: y = 0.
¢) Minimuma van az x = 0 helyen, értéke: y = 4.
f) Minimuma van az x =0 helyen, értéke: y =-3.

RIE) a) A fliggvény legnagyobb értéke f(0) = 2,
legkisebb értéke f(m) =-2.

=23j +ﬁ
/Y sm(x 2)
_T WE X
21 2 2
-2

b) Afiiggvény legnagyobb értéke f(0) =f(4) =4,

y
legkisebb értéke f(x) =2, ha 1 <x<3. 4 »
) y=Ix=1+Ix=3|
-1 1 5 X
¢) Alogaritmus azonossdgat felhaszndlva h(x) igy irhaté: P
h(x)=2+logyx, 1<x<4. 4
A fiiggvény legnagyobb értéke h(4) =4, , ¥y =2+logyx
legkisebb értéke h(1) =2. 1
-1 1 4 5 X
d) A k(x) igy irhato: y
k(x)=3-(x-1)?, 0<x<2.
=3-(x-12
A fiiggvény legnagyobb értéke k(1) = 3, T
legkisebb értéke k(0) = k(2) = 2. 1
-1 1 2 5 X




e) A j(x) igy irhaté:

JZ
@) =|@-2)?-4]. W r=lo-2p-g)
A fiiggvény legnagyobb értéke j(2) = 4,
legkisebb értéke j(0) =j(4) = 0. 1
= 1 2 4 X

f) A fiiggvény szigorian csokken az értelmezési tartomanyban, igy legnagyobb értéke O,
legkisebb értéke —2.

g) A fiiggvény [0; 2]-ban csokken, legnagyobb értéke 0, legkisebb értéke —4.
h) A fiiggvény legnagyobb értéke 1, legkisebb értéke 0.
A pozitiv osztok szamat foglaljuk tablazatba:

Szam 1 2 3 4 5 6

Pozitiv osztok szama 1 2 2 3 2 4

a) Ertékkészlet: {1;2;3;4}.
b) Minimuma van az x = 1 helyen, értéke: y = 1; maximuma van az x = 6 helyen, értéke: y =4.
c¢) Nincs z€rushelye a fiiggvénynek.
G o) f(x)=10(x2-2x+1)=10(x — 1)~
Zérushely: x =1 helyen.
Minimum helye: x =1, értéke: y =0.
b) gx) = (x =T
Zérushely: x =7 helyen.
Minimum helye: x =7, értéke: y = 0.

2 2 2
c) h(x):—(x2+5x—6)=—|:(x+§)—g—%:lz—{(x+§) —ﬁ:lz—(x+§)+£.
2) 4 4 2) 4 2) 4

Zérushely: x; =1 és x, =—6.

Maximum helye: x = —%, értéke: 2—9

2 2 2
d) i(x)=3{x2—§x+l}=3 (x—é)—é+2 =3 (x—éj—g =3(x—§)—£.
3 3 6/ 36 36 6/ 36 6/ 12
5++/13 5-+/13
6 T 6

Zérushely: x| =

Minimum helye: x = é, értéke: —E.
6 12



2 2 2
y j<x)=4[xz_1x_z}=4[(x_1)_L_%H(x_i)_2}4@_1)_@.
2 2 4 16 16 4 16 4 4

Zérushely: x;=-1, x, =

N | W

Minimum helye: x = i értéke: —%.

2 2 2
" km:_s[xz_&Hé}_{(xﬁj_&2}_5[@2)_ﬂ}_s(x_ﬁ) 49
5 5 5) 25 25 5/ 25 5 5

Zgrushely: x;= % Xy =3.

Maximum helye: x = %, értéke: 4—59

Barmilyen helyes megoldas j6, példaul: [—4; 0], [3: 9], [5; 7] stb.
a) Ertelmezési tartomdny: x € 1-4;4]; (xeR).
Ertékkészlet: y € [-2; 4].
b) Zérushely: x; =-2 és x, =1.
¢) Minimuma van a fiiggvénynek az x = 0 helyen, értéke y =—-2.
Maximuma van az x = 3 helyen, értéke y = 4.
d)f>0 = xe|-4;-2[u]1;4].
e) f<0 = xe|-2;1[.
f) Szigortian monoton csokkend, ha x € |-4; 0] U [3; 4].
ED o) Az f definicidjat igy érdemes dtalakitani:
f) =@+ 1)2+4.

A fliggvény képe egy parabola, amelynek tengelypontja a (—1; 4) pontban van, és ,.felfelé nyilik”,
tehdt |—oo; —1]-ban csokken, [—1; +oo[-ban nd.
b) A fiiggvény definicidja igy irhato: p
-2x, ha x<0,

g(x)=|x|—x={ 0. ha x>0, ‘

A fiiggvény |—oco; 0]-ban csokken, [0; +oo[ -ban konstans, tigabb L
értelemben nevezhetjiik novekvonek és csokkendnek is. y=g(x)

] 1 X

c) Az 1-nél nagyobb alapu exponencidlis fiiggvény a teljes értelmezési tartomanyaban né.



1 1
d) A fliggvény a }—oo; 5} -ban csokken, az [g, oo[-ban ng.

EIB a) Abrizoljuk az f(x) =x —x2, —2<x<2 fiiggvény grafikonjat:

A fiiggvény képe egy parabola darabja, tengelypontja e, i) -ban
van, lefelé , nyilik”. Igy a fiiggvény [-2; 0,5]-ban né, [0,5; 2]-ban

csokken. A 0,5 helyen maximuma van, a maximum értéke 0,25,
a —2 helyen minimuma van, a minimum értéke —6.

b) Abrazoljuk a g(x) = sin2x, —% <x < & fliggvény grafikonjat:
3

A fiiggvény [—E; —E] -ban, valamint [E; —ﬂ} -ban csokken,
2 4 4 4

—%;% -ban, valamint a [%, n} -ban nd. Maximuma van

Vs L, .. T, 3
a Z helyen, itt értéke 1, minimuma van a —Z ésa T helye-

ken, itt értéke —1.

c) A fiiggvény a teljes értelmezési tartomdnydban szigorian nd,
sz€lsGértéke nincs.

d) A fiiggvény ]|—oo; O[-ban csokken, |0; +oo[-ban né. Szélsé-
értéke nincs.

<

NI}

y =sin2x

-1

—

y =2log, x

3 X
=i

y=log, x|+ 6

©




e) A fiiggvény [-2; 0]-ban csokken, [0; 2]-ban né, az x = 0 helyen

y
minimuma van, itt az értéke y=1, az x=-2 és x =2 helyen
maximuma van, itt az értéke y = 4.
y=2|x\
-
@£ o 1 2 X
S T T Lo
f) Abrazoljuk a k(x) =ltgx|, —=<x<= fiiggvény grafikonjat: , ‘
2 2 yi=lgx|
A fiiggvény } —%; 0} -ban csokken, [0; g[—ban né. Az x=0
helyen minimuma van, itt az értéke y =0. Maximuma nincs | t
a figgvénynek. ‘ ‘
A 1 iz X
2 12
| | |
g) Afiiggvény [0; 1]-ban ng, [1; 2]-ban csokken, az x = 1 helyen P
maximuma van, itt az értéke y=1, az x=0 és x =2 helyen
minimuma van, értéke ezeken a helyeken y = 0.
y =Ix2-2x|
;
=l 1 2 X
B a) paratlan fiiggvény; b) paratlan fiiggvény;
¢) se nem pdros, se nem pdaratlan; d) paratlan fiiggvény;
e) paros fliggvény; f) paros fliggvény;
g) pératlan fiigvény; h) afiiggvény se nem paros, se nem pdratlan.
2 T
a) m; b) 4Ar; c) 2m; d) B e) >
a) Péros, periodikus 27 szerint. b) Pératlan, periodikus 27 szerint.
¢) Péros, periodikus barmely pozitiv valés szdm szerint.
d) Pératlan, periodikus% szerint. e) Nem pdros, nem pdratlan, nem periodikus.
o o 2 .
f) Pératlan, nem periodikus. g) Pératlan, periodikus ?n szerint.
h) Paros, periodikus 47 szerint. i) Péros, nem periodikus.
& a) 4.; b) 1; c) 1; d) 4.
e) 2, f) 45 g) 2 h) 3.



& a) /2)=9+2-3*=9+162=171, g(32)=32-log,32=32-5=160.
f2) > g(32).
b) A diszkrimindns O = érinti x tengelyt a parabola (1 zérushely van).

f(2010) = 2010 miatt felfelé nyil6 a parabola, s mert van pozitiv értéke a paraboldnak, kizdrdlag
a (4) lehet a megoldas.

G a) Ertelmezési tartomany: x € |-3; 11]. )
Ertékkészlet: y e [-2;9]. 8
Zérushely: x; =1 és x, =9. /\
Minimum helye: x = 11, értéke: y = —2. :
Maximum helye: x =-2, értéke: y =9.

A filiggvény szigorian monoton ndvekvd

a |-3;-2] és [1; 5]-on, szigortan monoton <IN SR 5 \Q: 1
csokkend a [-2; 1] és [5; 11]-on.

b) f(-1)=8; f(1)=0; f(3)=2; f(—4)-nek nincs értelme, mert x = —4, ami nem esik az értel-
mezé€si tartoméanyba; f(10) =—1.

c) fx)<0 = xe]9;11].

EB a) f: x—Ix-3]-1. )
b) Zérushelyek: f-nél: x; =2 és x, =4, \5
gnél: x;=-28&s x,=2. /
¢) ye [1:5]. Lasd abra. 1\ J /
d) x1=2,x=3,x3=4,x4=5, x5=06, xg=7. + \1\ 117 37"(3;_51) it
7(0;-2)

EEEB) Az f,-bol az f fiiggvény grafikonjat egy V(-2; 1) vektorral valé
eltolassal kaptuk. Az eredeti fiiggvény tengelypontja 7(0; 0), az f
fliggvényé T°(-2; -1).

a) ye[-1;8].
b) Pozitiv az adott fiiggvény, ha x € [-5; =3[ U ]-1;0].
c) fD=0, f(-2)=-1, f(-4)=3.

d) f(-4) =3 és f(0) = 3, vagyis a fliggvény az x=—-4 ésaz x=0 5
helyen veszi fel a 3 értéket.

© <

3

<i

@D o) x+— x> - 2x zérushelyei x; =0, x, =2, mert x> -2x=0 = x(x-2)=0.
f(1,3)= 1,32-2-1,3=1,69-2,6 =-0,91.

b) g(x) = —|x| +7 maximum értéke: y =7, amit az x = 0 helyen vesz fel. Jel6lése: g(0)=7.

¢) Mivel a szinuszfiiggvény korlatos, a sinx értékkészlete y € [-1; 1].
A -2 transzformdci6 az y tengely mentén 2 egységgel lefelé tolja el a sinx fliggvényt, ezért
sinx — 2 értékkészlete: [-3; —1].

d) logy(2x-20)-120 = x =11 esetén. (Ertelmezési tartomany: x > 10.)



e) Atalakitds utdn:

j=lx-31+1.
A keresett fiiggvényérték: 8
J-jB) _3-1 —1
Jj(2) 2 1

-1

B A négyzetgyok miatt:
—x24+2x+1520 = x2-2x-15<0 = ha-3<x<5.

Szintén a négyzetgyok miatt:

2costx—120 = cosan% = —%+2k7t§7rx£§+2k7t, keZ = —%+2k£x$%+2k.

a) A halmaz: A = [—3; 5], a B halmaz: B = [—%+2k;%+2k} keZ.

b)
A‘ Py
B=AnB o——o ° o
- -2 4 10 1 5 ! : ;
3
ans=[g)o ) e B 0 155
33 3°3 3’3 373
c) te )
i B o————o ° - O
—é —:9_ —I1 (IJ !1 é :'3 éll é
—- O O (o, O o—90 o——o A\B
AV A RUN NN V) Loe ) FUR KRS ORI
3 33 3’3 373 3
ED ) ¢ =|Jx—472 -2|=[lx-4l-2|. ;

b) Ha p < 0, akkor a g(x) = p egyenletnek
nincs megoldésa.

Ha p =0, akkor 2 megoldds van.
Ha 0 < p <2, akkor 4 megoldas van.
Ha p =2, akkor 3 megoldés létezik.

Ha p > 2, akkor 2 megoldds van.



) Az x2 + bx + ¢ teljes négyzetté alakitasat elvégezve:

S
X+—|-—+c.
2) 4
Mivel a sz€Is6érték az a = 1 (a > 0) miatt kizarlag minimum lehet, ezért csak ezt kell vizsgdlnunk.
Igy a felfelé nyil6 parabola tengelypontja C(—2; 4). Tehdt az eredeti x —> x> parabolét az x tengely

mentén balra 2 egységgel és az y tengely mentén fel 4 egységgel toltuk el, ezért a teljes négyzet
y = (x +2)% + 4 alaki:

é =2 = b=4,
2
valamint

2
—b—+c:4 = c=8.
4

Tehat az adott f fliggvény hozzarendelési szabalya:
x> x2+4x+8, vagyis x> (x +2)>+4.

a) Ertékkészlet: y € [4; 8].
b) Példaul: g: ]-3;0] > R, x> —(x +2)> + 4. ¢
Ekkor az értékkészlet: y € [0; 4], y e R (Id. dbra: g).

BB Az f definicidjat rjuk 4t igy:
x2+1+1

f(x):W,

Mivel x2+ 1> 1 barmely x € R-re, a szdmtani és mértani kozép kozti egyenlétlenség alapjan:

2 2

x“+1+1 X +2

O<J@2+1)-1<s—— = 2< .
2 VxZ+1

Az egyenl6ség csak akkor lehet igaz, ha x* + 1 = 1, azaz x = 0. Az f fiiggvény legkisebb értéke
tehat 2, és ezt az x = 0 helyen veszi fel.

e R.

BT A két négyzet teriiletosszegét leir6 fiiggvény (az dbra jeloléseit

kovetve):
fx) = (a—x)2+x2, 0<x<a.
A szamtani és négyzetes kozép kozti egyenlGtlenség alapjan: (a-xp
X2
(a—x)?+x2 S[a-x+x 2 g2
> U2 )T a-x X

és egyenlGség csak akkor van, ha a két szdm egyenld, azaz a —x = x, tehat x =—.



Azt kaptuk, hogy a két részre rajzolt négyzetek teriiletének dsszege akkor a legkisebb, ha a részek

egyenl§k, tehat mindegyik % hosszusagu.

2
< .. .. a
Ekkor a két teriilet 6sszege ER

A feladatot a kozepek kozti egyenlStlenség alkalmazdsa nélkiil is megoldhatjuk, ha a kovetkezd
atalakitdsokat elvégezziik:

f)=(a—x)? + x2=2x2 - 2ax + a2,

2
Jx)= 2{( - g) - %Z:I +d?,

2 2
f(x)=2(x—g)+%, 0<x<a.

299

A kapott mdsodfokd fiiggvény grafikonja ,.felfelé nyilé
. .. L . a?
minimuma, a minimum értéke pedig 5

parabola, melynek az x = % helyen van

@I Tegyiik fel, hogy x; < x,. Mutassuk meg, hogy ekkor f(x;) < f(x,). Ez teljesiil, mert
f06) = f(xy) = (x5 = x?) +3(x, —x)) > 0,

hiszen az 0sszeg mindkét tagja pozitiv.

@M Azonos atalakitdssal az f definici6jat igy frhatjuk:
fx) =x2- (x* = 6x2 + 12) = x2- ((x2 -3)2+3)>0.

Ez nyilvén igaz, hiszen x? >0, (x?—3)2>0, (x*-3)?>+ 3> 0. Az is ldthatd, hogy f(x) =0 csak

akkor teljesiil, ha x = 0. A fiiggvény legkisebb értéke tehdt 0, és ezt a O helyen veszi fel a fiiggvény.
@B Alakitsuk 4t a fiiggvényt megado kifejezést:

f(x)=3x2-2(a+b+c)-x+a*+b>+c*=

a+b+c2 a+b+c2
Y I (I

3
A1 1z L . ey a+b+c .
A kapott alakbol vildgos, hogy a fiiggvény a legkisebb értékét az x = C— helyen veszi fel.
ETE A beirt téglalap oldalai legyenek x és y. Az ébra jeldlései szerint P
az ABC, és az APQ, hasonl6. Ennek alapjén: 5
AN
_ mi
MY M azaz y:m—ﬂx:ﬁ(a—x). P—-\0
X a a a
A téglalap teriilete: |
xy=ﬁx-(a—x), ahol O<x<a. B ;X C
a



@ irjuk 4t f(x)-et a kovetkezd alakba:

+2.

f(x):x—1+L=x—3+
x=3 X -

Mivel x> 3, x—3 >0, és ismert egyenlStlenség, hogy egy pozitiv szdm €s reciprokdnak dsszege
legaldbb 2, csak akkor 2, haaszdm 1. Ezért f(x) 24, és x—3 =1, x =4 esetén lesz az értéke 4.



GEOMETRIA — 0SSZEFOGLALAS

Alapveto fogalmak — megoldasok

Legyen a két it az e és az f egyenes. Azon pontok, amelyek e-t8] kétszer akkora tdvolsdgra vannak,
mint f-t6l, lehetnek a két egyenes kozott, és lehetnek f altal meghatarozott azon félsikban,
amelyik nem tartalmazza e-t.

Ezek a pontok az dbran 14thaté e-vel és f-fel parhuzamos g, és g, egyenesek pontjai.

Hasonl6an azon pontok, amelyek f-t6l kétszer akkora tdvolsdgra vannak, mint e-t8l, az e-vel
és f-fel parhuzamos g3 és g, egyenesek pontjai.

Az adott tulajdonsdgui pontok az dbran pirossal jelolt pontok. u
2¢cm
6cm
6cm 2.cm

Az adott tulajdonsdgui pontok az dbrdn pirossal jelolt pontok.

A 2010 pontot ugy kell megadni, hogy egy gomb feliiletén helyezkedjenek el.

A térben ezek a pontok egy hengerpaldston, vagy az azt lezaré két félgombon helyezkedhetnek el.



a) A 10 pont a térben (120 ) egyenest hatdroz meg.

b) A 10 pont a térben (130 ) haromszoget hatdroz meg.

Egy tetraéder lapjainak sikjai 15 részre osztjak a teret.

a) A szog nagysdga: 100°.
b) A szdg nagysdga: 130°

a) Akeresett szogek: 36° és 54°.
b) A keresett szogek: 60° és 30°

A 48°-0s szognek a szogfelezdje a masik parhuzamos egyenest 24°-os szogben metszi.

A szdgek nagysdga: 75° és 105°.

A négy szogfelezd egyenes téglalapot hatiroz meg.

A visszavert fénysugar 40°-os szogben fordul el.

Az oldalfelez6 mer6legesek metszéspontja éppen a 10 cm-es oldal felezGpontja, tehat a tadvolsag 0.
A BC oldal a metszéspontbdl 125°-0s szogben latszik.

A hdromszog oldalainak hossza:

a= 6 + 6 =15,72 cm,
tg35° tg40°

= 6 + 6 =~ 29,54 cm,
tgl5°  tg40°

6 + L =30,96 cm.

c=——
tgl5°  tg35°

A telek negyedik oldala 30 m.

A négyzetes oszlop alaplapja a testatlojaval 54,74°-0s szoget zar be.

A szabdlyos négyoldalu gila
a) alaplapja az oldaléllel 79,98°; b) alaplapja az oldallappal 82,87°;
c) két szemben levé oldallapja 14,26° szdget zér be.

A szabdlyos oktaéder csticsainak szdma hat, ezért a csicsokon dthaladé egyenesek szdma: (g)

9t

Az A csticson dthaladd 5 egyenes koziil kett6t (Sj =10-féleképpen valaszthatunk. A kedvezd esetek

szama 10. 2

Az 0sszes eset szama:

Igy annak a valészintisége, hogy mind a két kivalasztott egyenes athalad az oktaéder A csticsan:
10 2

—=—=0,096.
105 21



8) = 56-féleképpen valaszthatunk ki.

@8 Egy a éld kocka nyolc csticsa koziil harmat (3

Egy kocka csicsai 56 hdromszoget hatiroznak meg.
Ezek kozott a hdromszogek kozott azok szdma, amelyeknek

minden oldala av/2 hossziisagi, a kocka csticsainak szdmaval
egyezik meg, azaz 8 darab ilyen haromszog van. Teriiletiik %
a

osszege: )
2) -3
8. (a\/_# =442 . /3.

Azon hdromszogek szdma, amelyeknek két oldala a, egy pedig
a2 hossziisagi, a lapok szdmanak a négyszeresese, azaz 24.

Tertiletiik 6sszege: 5

24 L 1242
2

Azon haromszogek szdma, amelyeknek oldalai a, a2 és a3

a
a
hossziisdgiak, az élek szdmdnak a kétszerese, azaz 24. Teriiletiik 4'
a
a

osszege:
a-af2
2

24 =12a%-2.

A hdromszogek teriileteinek az 0sszege:
4a? 3 +12a2+12a2 -2 =4a®- (V3 +3+32) =
=400 (V3 +3+3v2) = 3589,88 cm?
@) Jelolje a mellékelt dbrdn a kit helyét K, a fa helyét F.
A virdgagyas pontjai az F kozéppontd 3 méter sugard koron

beliil azok a pontok, amelyek a KF' szakasz felez6merdlegesének 3 m
K pontot tartalmaz6 félsikjaban vannak. o :

A virdgagyds egy r = 3 m sugaru korszelet teriilete. A korszelet ,
o kozépponti szogét a TFA derékszogl haromszogbdl szamit- o2m | 4
hatjuk: o 2 L g
cos—=— = a=96,38"
2 3
A virdgagyas teriilete igy szamolhato, hogy az o kozépponti szogli B

korcikk tertiletébdl kivonjuk az ABF hdromszog teriiletét:
a r2.sina 3. . 96,38° 3 32 .5in96,38°

T=r%r- _— T
360° 2 360° 2

=310 m2




A park kozéppontja legyen O, egy oldala AB.
Az ABO derékszogli haromszog befogdinak B
hossza 30 m, illetve 50 m. - : )
Mivel O ponttdl a sétany 40 méterre halad, az O
kozéppontd, 40 m sugard kor az AB oldalt egy
belsé D pontban metszi, igy a sétany két koriv.

A koriv hosszanak kiszdmitdsdhoz sziikség van
az v 8 kozépponti szogére.

Az dbra jelolései alapjan az o szoget az AOB
derékszogl haromszogbdl szamolhatjuk:

tga=@ =  o=59,04°
30 -

A BOD hiaromszdgben ismert két oldal és a hosszabbikkal szemben levé szog. A szinusztétel alap-
jan a B szog szamolhat6:

sinf 30

§in59,04° 40

(A B tompaszog nem lehet, mert nem a leghosszabb oldallal szemkozti sz6g.)

= sinﬁ:%-sin59,04° = [=40,03°

A BOD hiromszog y szoge:
180° — 59,04° — 40,03° = 80,93°.

Mivel a rombusz 4tl6i merdlegesen metszik egymast:
gz 90°-80,93°=9,07° = §=18,14°
Az egyik sétany hossza:

1818 12,66 m.
60°

l=2'r'7t'i=2'40'71:
360°

A tengelyes szimmetria miatt a masik sétany hossza is 12,66 m.

@) Az AC és BC oldalegyenesektdl egyenld tavol
1év3§ pontok halmaza a hdromszog C csticsdnal ) S RN ;
1év6 kiilsS és belsd szogfelez6k. A kiilsé szog- P S
felezS egyenese legyen e, a bels6 szogfelezd y : R
egyenese f.

Az A és B csucsoktol egyenld tavol 1évS pontok i
halmaza az AB oldal m oldalfelez6 merSlegese. !

a) Mivel AC # BC, abels6 szogfelez6 nem eshet \
egybe az oldalfelez6 merdlegessel. Ez azt b
jelenti, hogy a két szogfelezének az oldal-
felez6 merdGlegessel egy-egy metszéspontja
van, tehat két olyan pont van, amely a harom-
sz0g AC és BC oldalegyeneseitdl, valamint
az A és a B csucstdl is egyenl§ tavol van.

Az m-nek f-fel vett metszéspontja legyen F, e-vel vett metszéspontja E.

sz

b) Ismert, hogy egy haromszog belsd szogfelezGje és a szemben 1évS oldal felezGmerdlegese
a hdromszog koré irhaté koron metszik egymadst, vagyis az F pont rajta van a hdromszog koré
irhat6 koron.



A kor AB hudrjanak m felez6merGlegesére illeszkedik a kor egyik atmérGje.

Egy szognek és mellékszogének felezGje merdleges egymadsra, tehdt e merdleges f-re.

Ezek alapjén az m, f és e egyenesek derékszogli haromszoget hatdroznak meg. Ennek a derék-
sz0gl haromszognek a C-nél van derékszoge, amely az dtfogd F csucsdval egyiitt rajta van
az ABC haromszog koré irhat6 korén.

A Thalész-tétel megforditdsa értelmében a haromszog E csicsa is pontja ennek a kornek, és
az FE tavolsdg az ABC haromszog koré irhatd korének atmérdje.

A két metszéspont tdvolsaga 20 cm.

EF5) Az ABCD téglalap oldalainak hossza AB =18 m és BC =12 m,

@ED a) Ahdromszég AB oldala, a haromszog A csticsabdl kiindulé

és az atlok metszéspontja O. b \.\F" .
A téglalap sikjaban a szemben levé A és C csticsoktdl egyenld i
tavol 1évS pontok halmaza az AC 4tl6 felezGmerdlegese. Ez az

egyenes az AB oldalt egy P pontban metszi. Legyen AP = PC = x. 0) X 12

A PBC derékszogli haromszog atfogéja x, egyik befogdja 18 — x,

masik befogdja 12. A hdromszogben felirva a Pitagorasz-tételt: p 5 X A o
=X

2=(18-x?2+122 = x=13.
Az AB oldalon a B csucstdl 18 — 13 = 5 méter tavolsagra taldlhaté egy, a feladat feltételeit kielé-
gitd pont.
A tengelyes és kozéppontos szimmetria miatt a telek hatardn négy pont van (P, Q, R és §), ame-
lyek a telek valamely két szemkozti sarkatdl egyenld tavol vannak.

A négy pont koziil kettG-kettS a telek hosszabbik oldalan helyezkedik el, a sarkokt6l 5 m tavolsagra.
A P pontnak a téglalap AB, BC, CD és AD oldalatdl vett tdvol-

sédga rendre legyen a, b, ¢ €s d. - D ¢
A téglalap cstcsainak P ponttdl vett tdvolsdagai a Pitagorasz- n
tétellel a, b, ¢ és d segitségével megadhatok: 10 e
102=c2 +d?, R
52=a? +d> N4 P b ]
’ A B i
112 = a? + b2 A B

A PC =+/b? + c? tdvolsagot kell meghatdroznunk.

Az elbbi egyenletek koziil az els6t és harmadikat adjuk 6ssze, majd az Osszegbdl vonjuk ki
a masodikat.

A 196 = b? + ¢? 6sszefiiggéshez jutunk, ahonnan PC = 14 adédik.
A téglalap C csicsa a P ponttdl 14 cm tdvolsdgra van.

belsd szogfelezdje és a B csicsbol a belsS szogfelezdre bocsa-
tott merGleges egy fél szabdlyos haromszoget hatdroz meg.
A fél szabdlyos haromszog rovidebbik befogéja az AB atfogd
fele, ami a B csucsnak a szogfelez6tdl vett tavolsiga, vagyis
5 cm.

Hasonldan adddik, hogy C csticsnak a szogfelezStél vett ta-
volsdga 4 cm.




b) Az ABC haromszog harmadik oldala koszinusztétellel szaimolhaté:
BC?=102+82-2-10-8-cos60° = BC =221 (=9,17).

Egy haromszog belsé szogfelezdje a szemben levs oldalt a szomszédos oldalak ardnyaban
osztja. Tehdt az A csdcsbodl kiindul6 belsé szogfelez6 a BC oldalt

23T, 10 _ 1021 a8 821

= =5,09 cm-es ¢€s ——— = 4,07 cm-es
10+8 9 10 +8 9

részekre osztja.

E@EBD Az ABC héiromszog belsd szogfelezSinek met-
széspontja a hdromszog beirt korének O kozép-
pontja. A haromszog szogei o, S és ¥, tovabba
legyen > f2>7.
Egy haromszdgben nagyobb szoggel szemben
nagyobb oldal van.
A BOC haromszogben:

Byr o oczos

2 2
Az AOB héromszogben:

as.B _ opsoa
272

Tehdt az O kozépponttdl mért tdvolsdgokra fennall:
OC = OB = OA.

Egy haromszog beirt korének kozéppontja attdl a csicstdl van a legtdvolabb, amelyik csicsnal
a legkisebb szog van.

EEB A hdromszog A, B és C cstcsainak a sikra esé merGleges vetiilete legyen rendre A, B” és C’.
A haromszog BC oldaldnak felezGpontja F, a haromszog sdlypontja S, és ezek merdleges
vetiiletei F~ és S”.

A BB’C’C négyszog trapéz, amelynek kozépvonala FF’, igy hossza az alapok szdmtani kozepe:

FF’=6+9=E.
2 2

A

3

M

. . 1
Az AAF’F négyszog szintén egy trapéz, az alapjainak hossza 3 cm és 75 cm.

Egy haromszog silypontja a silyvonalnak a csticstdl tdvolabbi harmadolopontja. Tehat az AAF’F
trapéz szdrainak a hosszabbik alaphoz kozelebbi harmadolépontjait 6sszekots szakasz hosszat



keressiik. A trapézban hiizzunk parhuzamost az A csdcson keresztiil az AF’ szérral. Ez a parhu-
zamos az SS’ szakaszt S, az FF’ szakaszt F” pontokban metszi. Az AS”S és AF”F harom-
szogek hasonldak, mivel szogeik paronként egyenldk. A megfelel§ oldalak hosszdnak ardnyat

felirva:
5 —ﬁ = S ”=£-FF”=2-(E—3J=3 = S85=8557+8"§'=3+3=6.
FF” AF AF 3\2

A hdromszog stlypontjdnak a siktdl vett tdvolsdga 6 cm.

Az A, illetve B pontoknak a két stk metszésvonaldra esé merd-
leges vetiilete legyen A, illetve B’.

Mivel az AA’ egyenes merdleges a B-t tartalmazo sikra, tehdt
merdleges a stk Osszes egyenesére, igy A'B-re is. Ez alapjan
az AAB haromszognek az A'-nél 1év6 szoge derékszog. Thalész
tételének megforditdsa alapjan a derékszogi cstcs rajta van
AB Thalész-korén. Tehdt az A pontnak az AB szakasz F felezd-
pontjatdl vett tdvolsdga:

A—B:IO cm.
2

Hasonl6éan a BB” merGleges az A-t tartalmazd sikra, tehdt merdleges a sik 0sszes egyenesére, igy
AB’-reis. Tehata BB’A derékszogil haromszogben a B’ cstcsnak az AB szakasz F felez&pontjatdl
vett tdvolsdga szintén
g AB
—=10cm.
2

Egy szabdlyos 6tszog oldalegyenesei a sikot 1 +3-5 =16 részre
osztjak.

Az 6tszog alapu egyenes hasab alap- és fed6lapjanak sikjai par-
huzamosak egymadssal, igy a térben ez a két sik az oldallapok
sikjaival 3-16 =48 térrészt hoz létre.

2
Az a oldalud szabalyos tetraéder magassagdnak hossza m = a\/g.

A szabdlyos tetraéder magassdgai egyben a sulyvonalai is, amelyek negyedelve, a stlypontban
metszik egymast. A szabdlyos tetraéder silypontja a tetraéder minden csicsatol

3 3 2 J6

—m=—-a.|l—=a+-—
4 4 N3 4

tdvolsdgra van.
Mivel a = 12, ez a tavolsag: 3J6 (cm).
Egy 12 cm éli szabélyos tetraéder stilypontja a tetraéder minden csticsat6l 3v/6 cm tavolsagra van.

sz

Egy iddpillanatban a labda kozéppontjanak a tdvolsdga a pad é1ét6l a labda aktudlis sugardnak
hossza. A kozéppontnak a faltdl vett tdvolsaga ekkor szintén sugarnyi. Ezért a kozéppont egy olyan
parabolaiven mozgott, amelynek vezéregyenese a fal egyenese, fokuszpontja a pad élének pontja.



@ED Az x oldald ABC szabélyos haromszog A, B
és C csucsan 4thalad6 egyenesek legyenek
rendre a, b és ¢ Ugy, hogy az a egyenes b és ¢
kozott halad. Az A csticsnak b és ¢ egyenesre
vonatkozd merdleges vetiiletei legyenek E és F,
a B csucsnak ¢ egyenesre vonatkozé merdleges
vetiilete G.

Az AFC derékszogl haromszogbdl Pitagorasz
tétele alapjan:
FC=+/x?-32

Ugyanigy az AEB, illetve a BGC haromszogbdl:
EB=+x?-12 és CG=+/x*-42%
Mivel EB = FC + CG, x-re a kovetkezd Osszefliggést kapjuk:
Jx2-1=x2-9+Jx2-16.
Négyzetre emelések és rendezések utdn:
0=x2-(3x2-52).
Mivel x haromszog oldala, igy csak pozitiv érték lehet:

e [52 _ 156
3 3

= 4,16 cm.

A haromszog oldala

156
3

@ED Egy a oldali szabdlyos ABC héromszog P belsd pontjanak
az oldalaktdl vett tdvolsdga legyen x, y és z.

A hdromszog teriilete felirhaté az ABP, BCP, illetve ACP hirom-
a-a-sin60°

szogek teriiletének Osszegeként és az —————  Osszefiig-
Lecal 2
géssel:
a-x a-y a-z a*-\3
—t—+—= ,
2 2 2 4

x+y+z:§=9\/§(cm).

Az ABCD szabalyos hdaromoldald gila ABC alaplapjdnak egy
belsé P pontjdban az alaplapra éllitott merdlegesnek az ABD
sikkal vett P; metszéspontjabdl allitsunk merdlegest az AB alap-
élre. A merdleges talppontja legyen C’. A hdrom mer6leges egye-
nes tétele alapjdn C’P egyenes is merdleges AB-re, tehdta PC’P
sz0g a gula alaplapjdnak és oldallapjanak bezart szoge, vagyis 45°.
A P|C’P derékszogli hdromszogben:

PP
PC’

=tg45° = PP =PC’-tg45°=PC’=x.

Hasonléan: PP, =y és PP;=z. A PP,, PP, és PP; szakaszok hosszdnak 0sszege:
PP, + PP, + PPy=x+y+z=9%/3.

A PP,, PP, és PP; szakaszok hosszdnak 6sszege 9v/3 cm.



Geometriai transzformaciok — megoldasok

A kitoltott tablazat:

Fixpontok

Fixegyenesek

Invarians egyenesek

Példa invarians korre

Szogtarto
Tavolsagtarto

Egyenes és képe
parhuzamos?
Koriiljarasi iranyt
megtartja?

Identikus
transzformacio

minden pont

minden egyenes

minden egyenes

minden kor

igen
igen

igen

igen

Tengelyes
tiikrozés

a tengely pontjai
a tengely
a tengely

s a ra meréleges
egyenesek

kor, melynek
kozéppontja a tengelyre
illeszkedik
igen
igen

nem feltétlentil

nem

Megfelel$ egybevagdsagi transzformaciok példaul:
1. A két kor kozéppontjat 0sszekots szakasz felezGmerdSlegesére vonatkozo tengelyes tiikrozés.

Forgatas
(mely nem identitas)

a forgatas kozeppontja
nincsen
o =k-180°
(k egész szam) esetén
a centrumot tartalmazo

egyenesek, kiilonben
nincsen

a centrum kozéppontd
korok

igen
igen

nem feltétlenil

igen

Eltolas
(mely nem identitas)

nincsen

nincsen

az eltolas
vektoraval parhuzamos
egyenesek

nincsen

igen
igen

igen

igen

2. A két kor kozéppontjat 6sszekotd szakasz F felezGpontjara vonatkozé kézéppontos tiikrozés.

sz

3. Az egyik kor kozéppontjdbdl a masik kor kdzéppontjaba mutatd vektorral torténd eltolds.

a) Hamis.
e) lgaz.

b) Igaz.

f) Hamis.

¢) Hamis.
g) lgaz.

d) Hamis.

h) Igaz.

a) A szabdlyos 13 oldald sokszognek 13 szimmetriatengelye van. Ezek kozott egyetlen olyan
sincsen, amely tartalmazza a sokszog valamelyik 4tlgjat.

b) A szabdlyos 14 oldali sokszognek 14 szimmetriatengelye van. Ezek kozott 7 olyan van,
amelyik a sokszog valamelyik atl6jat tartalmazza.

A paralelogrammadk koziil a téglalapok és a rombuszok tengelyesen szimmetrikusak.

A deltoidok koziil a rombuszok kdzéppontosan szimmetrikusak.

a) Igen. Ha a trapéz téglalap, akkor barmelyik oldalegyenesére is tiikrozziik, szintén téglalapot,

igy persze paralelogrammat kapunk.

b) Igen. A trapézt a révidebb alap egyenesére tiikrozve konkav hatszoget kapunk.

c) Igen.
d) Igen.

e) Nem. Egy ilyen rombusznak csak két szimmetriatengelye van, a két 4tl6t tartalmazd egyenes.

Ezek viszont a rombuszt nem trapézokra, hanem haromszogekre bontjak.



a) Igen. Ha az egyik szar felezGpontjdra tiikroziink, akkor paralelogrammat kapunk.

b) Igen. Konkdv hatszoget kapunk, ha a rovidebb alap felez&pontjdra tiikroziink.

c) Igen. d) Igen. e) Igen.

A kialakul6 nyolcszognek két, egymdsra merdleges szimmetriatengelye van, ezek a téglalapnak is
szimmetriatengelyei.

A nyolcszog kdzéppontosan is szimmetrikus (ezért persze forgasszimmetridt is mutat), kozéppontja
a téglalap kozéppontjaval egybeesik.

a) Az egyes forgatdsok a kiinduldsi alakzatot a kovetkezs helyzetbe viszik.

b) Az 4bréakrodl leolvashatd, hogy a lila sikidom a négyzet teriiletének 25%-a.

sz

a) Az x tengely mentén 2 egységgel torténd eltolds, majd az x tengelyre vonatkozé tengelyes
tiikrozés, végiil az y tengely mentén 1 egységgel torténd eltolds.

b) A hozzarendelési szabaly: x> |x +2| - 1.
c¢) Ahozzédrendelési szabdly: x> —|x+ 1] - 1.

a) lIgaz. b) Hamis. ¢) Hamis. d) Hamis.
e) Igaz. f) Igaz. g) Hamis.
Az atfogé hossza 17 cm, a befogdk hossza 2,6 cm és 16,8 cm (A =0,2).

a) Bels6 hasonlésagi kozéppontu kicsinyités. (A pontot és a képét a hasonldsagi kozéppont elva-
lasztja, | Al < 1.)

b) Kiils6 hasonlésagi kozéppontd nagyités. (A pontot és a képét a hasonldsdgi kozéppont nem va-
lasztjael, A > 1.)

c) Bels6 hasonlésdgi kozéppontud nagyitds.
Az eredeti 6tszog legkisebb oldala 14 cm, ezért A = %

A kérdezett 6tszog tobbi oldala: 15 cm, 14 cm, 10 cm, 21 cm.
a) Igen, 4 :%. b) Nem.

K, =12 cm, ezért A = 2. Akeresett haromszog oldalai: @’ =8 cm, b’=10cm, ¢’ =6 cm.

A négyzetek oldalait jelolje a és a’.
a)a=9cm, a’ =18 cm; b)a=12cm, a’ =15cm.

A hasonldsédgi ardny és a felszinek ardnya:
V.2 o 223 gy Aope?
Vv 8 2 A 4



@) A kitoltott tablazat:

a b c d X y
3cm 5¢cm 4cm %z6,67 cm %=5,625 cm  15c¢m
20
= =2,22¢cm 4cm 3,5¢cm 6,3 cm 2,5¢cm 7cm
2.cm 4cm 2,15¢cm 4,3 cm 3cm 9cm
3,2cm 5,6 cm 4cm 7cm 4 cm 11cm

@) Alkalmazzuk a parhuzamos szelSk tételét:
BP _AD 3% Tx

—_— e = =
BE AE BE 1,2+ BE
A keresett szakasz hossza: BE=0,9 dm =9 cm.

@@ Alkalmazzuk a szogfelezbtételt:
a;=333cm, a,=2,67cm; by=3cm, by=5cm; c¢;=429cm, ¢,=5,71 cm.

@IB Az AB szakaszt 6t egyenld részre kell osztani. A szerkesztés
menete az dbrdn nyomon kovethetd. A szabélyos 6tszog oldala
az AP, szakasz hosszdval egyezik meg.

ETF) a) A feladathoz készitett dbra:

b) A 13-as tton az els? utkeresztezddés tavolsaga a telepiilés koz- S
pontjatol: 25
a 2,5 .
—=——, ebbdl a=4,17km. R y
5 3
X
¢) Afeltételek szerint x = 7 km. Ebbd] kovetkezik, hogy % = % o

amibdl y = 11,2 km. A két ut kozott tehdt 11,2 km a tdvolsag
N P A 5 P 3 0
a hosszabb 06sszekotd uton.

. . . 14
BT a) A kiegészitd haromszog egyenld szard, alapja 6 cm, szédrainak hossza 3 - 4,67 cm.
b) A trapéz atléi 2:5 ardnyban osztjak egymdst.

a) At6 teriilete a valésagban 0,14 km?.
b) A t6 teriilete a térképen 0,875 cm?.

A tejfol ara koriilbeliil 0,69 €.

a) Anégyzetek oldala 6 m, 10 m, illetve 14 m.
b) A kockék élének hossza 3 m, 9 m és 24 m.



a) Az EGHJKM hatszog tengelyesen szimmetrikus, tengelye
az ABC haromszog t tengelyével esik egybe.

b) A CKJ hiaromszog hasonlé a CAB hiaromszoghoz (szogeik
megegyeznek), a hasonldsdg ardnya i, ezért:

KJ=1~AB.
4

A szogek egyenlGsége okdn az MAE és HGB hiromszo-
gek is hasonlék a CAB haromszoghoz, amibdl:

ME=Y.Bc & HG=L.acC
4 4

Az EGHJKM hatszog kertilete:
Keoryxm = MK + KJ +JH + HG + GE + EM =

_3 B+ ac+2 Bo=3. B+ ac + BO).
4 4 4 4

Ez utébbi mutatja, hogy a hatszog keriilete az ABC haromszog keriiletének %—szerese.

c) Mivel a hasonl6 sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsdag ardnyanak négyzete, ezért:

1 1 1
Texi=— Tiper Tyap=—"T, és  Tyop=—"Tyipc-
CKJ =g t4aBC MAE = ¢ ABC HGB = ¢ " fABC

A kiszamolt teriiletek 0sszegét az ABC hdromszog teriiletébdl kivonva azt kapjuk, hogy:

13
TeGHiRM = E “Typc-

A hatszog teriilete az ABC haromszog teriiletének %—szorosa.

T @) Ha a két vagas merSleges egymdsra és mindkett dtmegy _
anégyzet O kozéppontjan, akkor az dbra az O kozépponti .
k-90°-o0s (k egész szdm) forgatdsokra nézve invaridns, igy
példaul a DFOE négyszoget az O pont koriili 90°-os for-

gatds az AGOF négyszogbe viszi at, ezért a két négyszog ('0
teriilete megegyezik. Nyilvdnval6an a tobbi keletkezd négy- F SN

szog terlilete is ugyanakkora, mint a DFOE négyszogé.

b) Tegyiik fel, hogy az EG és FH egyenesek (melyeket az dbran .
szaggatott vonalak jelolnek) egyenld teriiletd részekre bontjak b i Z 5
az ABCD négyzetet. Ebbdl kovetkezik, hogy az EDAG és R
GBCE trapézok teriilete megegyezik (épp az ABCD négyzet o
teriiletének fele). Ha a négyzet oldala a, akkor a teriiletek (,«0
egyenl8ségébdl: Fl AL,
ED+AG _GB+CE 2l
2 2 ’ ’
ED+ AG=GB+CE. A G, £



Mivel az utolsé egyenlGségben szereplS négy szakasz hosszanak Osszege 2a, ezért:
ED+AG=GB+ CE=a.

Azonban az is teljesiil, hogy:

ED+EC=GB+AG=a,
igy:

AG=EC és ED=GB.
Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy GB az ED (tovdbbd AG az EC) szakasz O pontra vonatkozd
tiikorképe, ezért EG sziikségképpen dthalad a négyzet O kdzéppontjan. Hasonldan bizonyithatd
az FH egyenesre is.

Mar csak azt kell megmutatnunk, hogy az EG egyenes merGleges az FH egyenesre. Ha ez nem
teljesiilne, akkor az O pontban az EG egyenesre emelt merSleges az F-tdl kiilonbozd F, illetve
a H-tdl kiilonbozé H’ pontokban metszené az ABCD négyzet oldalait. Az a) feladat ered-
ménye alapjan az EDF’0O négyszog teriilete az ABCD négyzet teriiletének negyedrészével lenne
egyenld. Ekkor azonban az EDFO négyszog teriilete szemldtomdst nagyobb lenne (vagy ha F
a DF’ szakasz belsd pontja, akkor kisebb), mint az EDF’O négyszog teriilete, de azzal semmi-
képpen nem lehetne egyenld, ezért az EG és FH egyenesek nem oszthatjdk egyenld teriiletd
részekre az ABCD négyzetet. Ez mutatja, hogy EG és FH valéban merSlegesek egymadsra.

a) Atiikorképek az dbra jeloléseinek megfelelGen
0,, 0, és 05. Atiikrozés tdvolsdgtarto, ezért
a BO,CO,AO; hatsz6g minden oldala a BO,
CO vagy az AO szakaszok valamelyikével
egyenld hosszisdgd. Mivel a felsorolt szaka-
szok mindegyike az ABC haromszog koré
irhat6 kor egy-egy sugara, ezért a kapott hat-
sz0g minden oldala egyenlS hosszu.

b) Az a) feladat eredményei alapjan a BO,CO,
CO,AO0 és AO;BO négyszdgek oldalai meg-
egyeznek, ezért mindegyik rombusz.

c) Az AOC< az ABC haromszog koré irhatd
korben a B-t nem tartalmazo koriven nyugvo kézépponti szog, ezért a keriileti és kozépponti
szogek tétele alapjan:

AOC =2 = 140"
Ugyanilyen megfontoldsok alapjan:
BOC¥=2a=130° és AOBX=2y=90°
A tiikrozés szogtartd tulajdonsdga alapjan:
BOC¥=BOC¥=130°% AO,C<=A0C<=140° & AO;B<=A0B¥=90°
Az OBC¥< tiikorképe a BC egyenesre vonatkozdan az O;BC<, tovabbd az OBA< tiikorképe
az AB egyenesre vonatkozdan az O;BA<, ezért:
O;BO < = O3BAS + B+ O\BCE  miatt O3BO;¥=OBAS + 3+ OBCx=2f = 140"
Ugyanigy:
O0,CO,X=2y=90° é O,AO;¥ =20 =130°

A kialakul6 hatszog szemkozti szogei megegyeznek, a kiilonb6z8 szogek nagysaga 90°, 130°,
illetve 140°.



d) Akialakul6 hatszog teriilete kétszerese az ABC hdromszog teriiletének. Az ABC haromszogben
a szinusztétel alapjan: AC = 6,22 cm.

Az ABC hédromszog teriilete:

T\pe :wz 13,19 cm2

A kialakul6 hatszog teriilete koriilbeliil 26,38 cm?.

a) A megadott pontokat paralelogrammava kell kiegésziteni. Ezt 3 kiilonb6z6 mddon tehetjiik meg

attol fiiggben, hogy az ABC hdromszog melyik oldala lesz a paralelogramma atldja.

Ha a paralelogrammdnak BC az egyik atldja, akkor a BC szakasz H(3,5; 4) felez&pontja
a paralelogramma kozéppontja, ezért negyedik csicsa az A pont H-ra vonatkozo tiikkorképe
(1. dbra). Ebbdl kovetkezik, hogy a paralelogramma hidnyz6 csticsa A’'(4; 10).

A2.és a3. dbra a masik két paralelogrammat mutatja. Ezek negyedik csucsa B’(—2; —2), illetve
C’(8;-2).

1. dbra 2. dbra 3. abra

b) A megadott pontokat 6sszesen 6 kiilonboz6 modon egészithetjiik ki tengelyesen szimmetrikus

négyszoggé.

Deltoidot haromféleképpen kaphatunk att6l fiiggden, hogy az ABC haromszog melyik oldal-
egyenese tartalmazza a deltoid szimmetriadtl6jat. Ha az AC szakasz a deltoid szimmetriadtldja,
akkor a hidnyz6 cstcs éppen a B pont AC egyenesre vonatkozo tiikorképe (4. dbra). Az AC
egyenes egyenlete 3x + y =7, a B ponton dtmend, AC-re merdleges egyenes egyenlete pedig
x—3y=-6. Akét egyenes metszéspontja K(1,5;2,5). A deltoid negyedik csticsa a B pont K-ra
vonatkoz6 tikkorképe, azaz B’(-3; 1).

A masik két deltoidot az 5. és a 6. dbrak mutatjdk. A hidnyz6 csticsok koordinétdi A’(3; 10)
és C’(9; 0).

-1

) T

4. &bra 6. dbra



Hurtrapézokbdl szintén 3 taldlhat6 attdl fiiggen, hogy az ABC haromszog melyik oldala
az egyik alapja. Ha az AB szakasz, akkor a trapéz szimmetriatengelye az AB szakasz felezd-
merdlegese: x + 2y = 6,5. A mdsik alapot tartalmazo egyenes dtmegy a C ponton és parhuza-
mos az AB szakasszal, ezért egyenlete y = 2x + 2. A kapott két egyenes metszéspontja, azaz
a H(0,5; 3) pont, a révidebb alap felezGpontja (7. dbra). A hirtrapéz hidnyzo csticsa C’(0; 2).
A tovabbi hurtrapézokat a 8. és a 9. dbrak mutatjak. Ezek hidnyz6 csicsa B’(7; 1) és A'(4; -2).

-5

7. dbra

-5

tengelye az AD 4tlét tartalmazo egyenes.

b) Mivel a szimmetriatengely tartalmazza a négyszog egyik
atlojat, ezért az ABDB’ négyszog deltoid.

¢) Az els6 hajtogatds az ABC haromszog AD szogfelezGje mentén

tortént.

d) A feladathoz tartoz6 1. dbra alapjén:

8. dbra

igrd a) Az ABDB’ négyszog tengelyesen szimmetrikus, szimmetria-

AC =+/18%2+82=2-97 =19,70 cm,

valamint

tg ABCS = % =2,25 = ABCY=66,04°

Az ABC haromszogben a szogfelezGtétel alapjan:

DC 19,70

= BD=8,83cm.

-5

19,70 cm

9. dbra

.\ 19,70 cm
Y

16 cm

Az ABDB’ deltoid teriilete kétszer akkora, mint az ABD haromszog teriilete, ezért:

A madartorzs teriilete koriilbeliil 129,11 cm?.

Typpp =2+

AB - BD - sin ABD<

a) Az ABO és FGO haromszogek hasonléak, mert mindkettd

derékszogd, és az O csicsndl 1évs szogeik csicsszogek

b) Mivel az ABCD négyzet teriilete négyszer akkora, mint a BEFG
négyzet teriilete, tovdbba hasonlé sikidomok teriiletének
ardnya a hasonldésdg ardnydnak négyzete, ezért az ABCD
négyzet oldala 12 cm. Ekkor az ABO és FGO hdromszogek
hasonlésdganak ardnya 2: 1, ezért az O pont a BG szakasz
G-hez kozelebbi harmadolépontja. Ebbél kovetkezik, hogy
OB=4cm, OG=2cmés OC =8 cm.

~16-8,83-5in66,04°~129,11 cm?

D C
R G _F
‘:Quf\”/’
A 12 B 6 E



Az O pontnak a négyzetek tovabbi csticsaitél mért tdvolsagat Pitagorasz tételével szamolhatjuk:
OA=4J10 =12,65cm, OE=213=721cm,
OF =24/10=6,32cm, OD =413 =14,42 cm.

¢) Akis négyzetet az O pontra vonatkozd A =-2 aranyud kozéppontos hasonldsiaggal lehet a nagy
négyzetbe 4tvinni.

a) Mivel ismert, hogy
OF 0G 1
oA 0B %
ezért a parhuzamos szelSk tételének meg-
forditasa alapjan FGIAB-vel. Hasonl6an:

oC 0D 1

OH Ol 2
ebbél kovetkezik, hogy HIIlCD.
Az ABCD trapézban ABIICD, ezért FG és
HI egymadssal parhuzamos szakaszokkal pér-
huzamos, amibdl persze azonnal kovetkezik,
hogy FGlHI, igy az FGHI négyszog valo-
ban trapéz.

2

Megjegyzés: A parhuzamos szelSk tételének megforditdsa helyett hivatkozhatunk az OFG
és OAB, illetve az OCD és OHI hiaromszogek hasonldsdgdra is (egy szog kozos, és a szoget
kozrefogo oldalak ardnya egyenld).

b) Az OCD és OAB hiaromszogek hasonlok egymdshoz (szogeik paronként egyenlSk), tovabba
AB =2-CD, ezértha az OCD hdromszog CD oldaldhoz tartoz6 magassag m, akkor az OAB
haromszég AB oldaldhoz tartoz6 magassidg 2m (1d. dbra).

Ebbdl adédéan az ABCD trapéz teriilete:

Tusco =¥ -(m +2m) = 18m.

A parhuzamos szelGszakaszok tételébdl (vagy az OFG és OAB hiromszogek hasonl6sdgabol)
adddik, hogy: |
FG=Z-AB=20m,

ezért az OF G haromszog FG oldaldhoz tartozé magassdg az OAB haromszog megfelel6 magas-
saganak (azaz 2m-nek) a negyede, vagyis %
Hasonldan igazolhat6, hogy HI = 8 cm, és az OHI haromszogben a HI oldalhoz 2m hosszui

magassag tartozik.
Az FGHI trapéz magassaga:

n +2m= ém,
2 2
tertilete pedig:
T - LZ . ém = ém
FGHI 2 5 >



Ha a DP egyenes az AB egyenest a G pontban

Az FGHI és ABCD trapézok teriiletének ardnya:

>,
TrGhr _2 zé'
Tigep 18m 36

¢) Haaz ABCD trapéz alapjai AB =a és CD = ¢, akkor FG =— és HI =2c. Haaz OCD héarom-

IR

sz0g CD oldaldhoz tartozé magassdga ezittal is m, akkor az OAB haromszog AB oldaldhoz

£ m hosszii magassag tartozik, ezért az ABCD trapéz magassaga (1 + E) -m. Az FGHI trapéz
c

c
magassiga:
l(a ) 8c+a
2m+—-|— -m|= -m
4 \c 4c

A két trapéz teriiletének egyenlGségébdl:

a
—+2c
a+c ( a) 4 8c+a
N+=|m=——"m
2 c 2 4c

s

Az egyszertsitések elvégzése, valamint mindkét oldal 4-gyel val6 szorzdsa utdn:
16(a + ¢)* = (a + 8¢)~

Az alapok pozitivak, mindkét oldalbdl gyokot vonhatunk az abszoliit érték megjelenése nélkiil,

fgy: 4(a+c)=a+ 8.

A zargjel felbontdsa utan végiil pedig L % addédik. Ahhoz, hogy a két trapéz teriilete meg-
c

egyezzen, sziikséges, hogy az ABCD trapéz alapjainak ardnya 4 legyen. Belathatjuk, hogy
feltételiink elegendd is egyben. 3

metszi és BE =y, akkor a parhuzamos szeld-
szakaszok tételét alkalmazva az AGD<-re azt
kapjuk, hogy:

y_4
20 24’
y=?z3,330m.

Ekkor:

BF=BE+EF=?+5=? (= 8,33 cm),

FC=20—BF:§ (=11,67 cm).

Az ABF és KCF hiromszogek hasonlok egymdshoz (szdgeik pdronként megegyeznek), ezért:

AB_ KC 20 _KC
BF - CF’ azaz é_ﬁ’
3 3

amibsl KC =28 cm.



a) Az ADE, CEF és FBG haromszogek mindegyike derékszogi
és rendelkezik 60°-0s szoggel csakigy, mint az ACD harom-
sz0g. Ebbdl kovetkezik, hogy a felsorolt hdromszdgek mind-
egyike hasonl6 a tobbihez.

b) Az ADE derékszogli haromszog atfogdja feleakkora, mint
a hozza hasonlé ACD hiaromszogé, ezért hasonlésdguk

ardnya %, amibdl:

1 1
7:4DE=Z'7:4CD=§'7:43C'

A két haromszog hasonldsdgabdl az is kovetkezik, hogy:
AE=1~AD=1~AC,
2 4

tehat:

CE=3.AC.
4

Ez azt is jelenti, hogy a CEF hdromszog atfogdja %—szerese az ACD haromszog atfogéjanak.

Mivel a két haromszdg hasonlé egymdashoz, ezért:

9 9
Tepr =— Tuep = —  Type-
CEF 16 ACD 32 ABC

A két haromszog hasonldsagabdl tovabba:

CF = -AD=§-CB,

AW

ezért:

FB=>.CB=2.AC.
8 8

Ekkor viszont az ACD és FBG haromszogek hasonlésaganak ardanya %, amibdl kovetkezik,
hogy:
N o 2B 25,
FBG = g4 " 1ACD = 58 " "ABC

299

Az ABC hiromszog csucsaindl ,.kimarad6

1 9 25 77
Lyipe + Tegr + Trpe = (— + )

részek teriiletosszege:

—+— =— Tin-.
8 32 128) ABCT o8 ABC
A tervek szerint a tulipannal teleiiltetett rész teriilete:
51

Tperc = @ “Thpcs

azaz a teljes virdgadgydsnak koriilbeliil 39,84%-a borul tulipdnba.




a) Ha az ABC haromszog oldalfelezd pontjait P, Q és R jeldli,
akkor az ABS haromszog E sulypontja 2: 1 ardnyban osztja
az SP szakaszt. Ugyanigy 2:1 ardnyban osztja az F' pont
az SQ, illetve a G pont az SR szakaszokat. Mivel ekkor

SE _SF 2

SPSQ 3’
igy a parhuzamos szeldk tételének megforditdsa alapjan EF és
PQ parhuzamos, és ugyanigy GF parhuzamos RQ-val, illetve
GE pédrhuzamos RP-vel. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy az
EFG haromszog szogei paronként megegyeznek a POR harom- /
sz0g szogeivel, igy a két hdromszog hasonlé egymdshoz. <
Mivel a POR hiaromszog oldalai a CAB hiaromszog kozép-
vonalai, igy e két haromszog megfeleld oldalai paronként parhuzamosak, ezért hasonlék egy-
mashoz. Ebbdl adédéan az EFG haromszog is hasonlé a CAB haromszoghoz.

b) Az EFG hiaromszog oldalai: GF =2 cm, GE=3cm és EF =4 cm.

¢) Az EFG hiromszoget az S kozéppontd A, = % aranyu kozéppontos hasonldsdggal lehet a POR

hiromszogbe atvinni. A POR hdromszoget szintén S kozéppontd, 1, =-2 ardnyd kozéppontos
hasonlésag viszi &t a CAB haromszogbe. Ebbdl adéddan az EFG haromszoget az S kdzéppont,
A =-3 ardnyud kozéppontos hasonldsaggal lehet a CAB haromszdgbe vinni.

a) Mivel a DABX és a DCM$ szarai paronként merdlegesek
egymasra, ezért merdleges szaru szogpart alkotnak, igy egyenld
nagysaguiak (az dbran o jeldli). Ebbdl kovetkezik, hogy az
ABD és a CMD haromszogekben két-két szog megegyezik,
igy a két haromszog hasonld. Mivel mindkét hdromszog
atfogoja 8 cm, ezért a két hdromszog egybevagd egymassal.
kezik, hogy az o szoggel szemkdzti befogéik is megegyez-
nek, azaz BD = MD = x. Ez azt is jelenti, hogy az MBD derék-
sz0gl haromszog egyenl§ szard, azaz MBD< = 45°. Vegyiik
még észre, hogy az ABM hdromszog AB oldaldhoz tartozé
magassdgvonala megfelezi az AB oldalt, ezért az ABM
haromszog is egyenld szard, amibdl adddik, hogy ABM< = a. Az ABD derékszogli haromszog
hegyesszogeinek Osszegére:

o+ o +45°=90°
ahonnan o =22,5° Az ABC haromszog szogei ezért 67,5°% 67,5° és 45°

a) Az ABCD négyszog trapéz, melynek alapjai

AB és CD. A forgatds miatt ugyanis:
APB< = CPD< = 30°

Thalész tétele alapjan az APB és CPD harom-

szogek derékszogliek, ebbdl kovetkezik, hogy
PABY = PCDX = 60°,

amit gy is értelmezhetiink, hogy AB és CD

60°-0s szoget zarnak be ugyanazzal az egye-

nessel, ezért parhuzamosak. Az ABCD négy-

szog tehat trapéz.




b) Az APB és CPD derékszogii haromszogek egyik hegyesszoge 30°, ezért ,,félszabédlyos’ harom-
szogek. Az ilyen haromszogeket a hosszabb befog6t tartalmazé egyenesre vonatkozo tiikro-
zéssel szabdlyos hdromszoggé egészithetjiik ki. Ennek megfelelGen:

AB=R, DC=r, m=BD=-3-(R+r),

AB+DC 3
7;1153CD=T'm=7'(1'3+r)2.

a) A kozéppontokat Osszekotd OQ egyenesen
két olyan pont van, amelyekbdl kozos érintd
hizhat6 a korokhoz. Ha az dbra jeloléseit ko-
vetve a bels6 érint6k metszéspontja P, akkor
az OPF héaromszog hasonlé6 QPE harom-
sz0ghoz, hiszen mindkét haromszog derék-
sz0gl, tovabbd a P cstcsndl cstcsszogek

alakulnak ki. A megfelel6 oldalaik ardnyéra:

PO OF PO 3

—=—, azaz ———=—,

PQ OQE 16-PO 5
amibSl PO =6 cm. A belsd hasonldsagi pont a kisebb kor kdzéppontjatdl 6 cm tdvolsdgra
talalhato.

2 2z

A koz0s kiilsé érintSket az alabbi dbra mu-
tatja. Az ROT és RQU haromszdgek hasonlé-
sdga alapjan:

RO OT RO 3

—=—, azaz ————=-—.
RO QU 16+ RO 5

A kapott egyenletbdl RO =24 cm. A két kor

kiils6 hasonlésagi pontja a kisebb kor kozép-

pontjatdl 24 cm tdvolsdgra taldlhato.

v 2

b) Akozos belsé érintSket tartalmazo dbra EF szakaszanak hosszat kérdezi a feladat. Pitagorasz
tételét alkalmazva a POF és PQE haromszogekben kapjuk, hogy:

PF =27 =33 (= 5,20 cm),
PE =75 =5J/3 (= 8,66 cm).
Az EF szakasz hossza 8/3 =~ 13,86 cm.

@I o) A derékszogl haromszog dtfogdhoz tartozd 5

magassaga a hdromszoget két hasonl6 harom- .

szogre bontja, amelyek az eredeti harom- e 45

szoghoz is hasonlék. Ha BC =a és AC = b, SN yil

tovédbbd a BCT hdromszogbe frtkor sugara r, 4 o8] /A, ¢

az ACT haromszogbe irté pedig R, akkor g K y

a részharomszogek hasonldsédga alapjan: m/ ¢
r_a B Q>
R ey .

A Q pont illeszkedik a derékszogli CTAX ¢ B A
szogfelezGjére, ezért CTQ< =45° Ehhez

hasonléan persze CTO< = 45° is teljesiil, ezért QTOX =45° +45°=90°, igy a QOT haromszog
derékszogd.




Az OTD és QTE egyenl§ szaru derékszogli haromszogek hasonlok, ezért megfeleld oldalaik

aranydra:
L9
R QT
Az (1) és (2) egyenlGségek bal oldala megegyezik, ezért jobb oldalaik is egyenldk, igy:
OT _a
oT b

Ez azt jelenti, hogy a QOT és ABC hdromszogekben egy-egy szog, valamint a szoget kozre-
fogd oldalak ardnya megegyezik, és igy a hdromszogek valdban hasonldk.

b) Forgassuk el a QOT haromszoget a T pont
koriil —45°kal. Ekkor a T pont helyben
marad, OTB< = 45° miatt pedig az O pont
képe illeszkedik a BC szakaszra.

Mivel X

TOQ% = ABC% = 3, al”
ezért az OQ szakasz elforgatott képe parhuza-
mos a BC szakasszal. Ekkor viszont az OQ
egyenes az OQ szakasz elforgatott képével
és a BC szakasszal ugyanazt a szoget, éppen
a forgatds 45°-0s sz0gét zdrja be.

C A

Osszefoglalva, ha az OQ egyenes a BC szakaszt P-ben, az AC szakaszt pedig R-ben metszi,
akkor CPRX =45° ezért a PRC haromszog valdban egyenld szard derékszogli haromszog.

@B Vizsgiljuk meg el6szor az ABEF négyszoget.
Mivel AEBX=AFBX=90° ezért az E és F
pontok illeszkednek az AB 4tmérdj(i Thalész-
korre (k;), vagyis az ABEF négyszog hirnégy-
sz0g. Mivel a hirnégyszog belsd szoge meg-
egyezik a vele szemkozti szog kiilsG szogével,

ezért az dbra jeloléseit kovetve:
BAFX=0OEF¥=0a, ABES<=OFE<=}.
Ha most megnézziik az ABO és EFO harom-
szogeket, akkor lathatjuk, hogy benniik a szogek
paronként megegyeznek, ezért a haromszogek

hasonlék egymdshoz. Pontosan ugyanigy igazol-
hatd, hogy a CDGH hurnégyszogben:
CDGX=GHO< =6, DCHX=OGH<=yY,

Az dbra tovabbi hdrnégyszogeket rejt. Ilyen
példaul az ADHE négyszog. Az ADE és ADH derékszogl haromszogek derékszogid csicsai
illeszkednek az AD szakasz Thalész-korére (k,). Ekkor a DAH< és a DEHX egyarant a Thalész-
kor DH korivén nyugszanak, igy a keriileti szogek tétele alapjan DAH< = DEH< = . Pontosan
ugyanigy igazolhatd, hogy az dbrdn azonos médon megjeldlt tovabbi szogparok is megegyeznek.
Az ABCD és EFGH négyszogeket paronként hasonl6 hdromszogekre bonthatjuk: EFO,~ABO,;
Ezek alapjan az EFGH és ABCD négyszogek valéban hasonlék egymdshoz.




Vektorok. Szdgfiiggvények — megoldasok

a)HG:l-E'; b)ﬁ:é-ﬂé—l-/w;
4 4 3

== 2 —= = S [—

c)ED=§-AD—AB; d)IF=—AB—§-AD.

a) |E| =104/2 cm;

b) Az A csticsbél a CD oldal felez6pontjaba mutaté vektor hossza 5v/5 cm.

Igaz allitds: C, D. Hamis 4llitas: A és B.

Egy szabdlyos tizszog kozéppontjabol a csicsokba mutatd vektorok dsszege nullvektor.

) P L ., , a+¢c
Az E csticsbdl a gila magassaganak talppontjdba mutatd vektor

Az G-b ésaz @+ b vektor derékszoget zar be.

AvV= % -AB + AD vektor a végpontja a paralelogramma DC oldaldnak C-hez kozelebbi harma-

dolépontja.

A csénak 241 =15,52 % sebességgel mozog.

Az erdk eredGje 44/19 = 17,44 N.

ErB A két egységvektor 4ltal bezart szog

a) 30°% b) 120°% c) 90°.
A kifejezések pontos értéke:
143 1
; b) 0; ) —.
a) 3 ) c) T

EXD Az o konkdv szdg tobbi szogfiiggvényének értéke:
V3

a) cosa:i?, tg(x:i?, ctgoczirx/§;

b) sina =-0,8, tga=—§, ctgoc=—§;

. 5 12 12

c) sina=——, coso=——, ctgo = —;

13 13 5

d) sinoc——L cosoc—i tgar=——

N, N

E@rH A kifejezések novekvd sorrendje:

ctg390° -1 2

x/§c0s240°=—§<lg(00587r)=0<tg2010°:?<sin2?n=?< ! \/§+1.



EVFOLYAM

@D A kifejezések értelmezési tartomdnya:

a)xe]R\{%[},keZ; b) xeR;
c)xe]R\{%r},keZ; d)x=%+k7r,keZ.
A kifejezések egyszeridbb alakja:
a) _1 b) cosx; c) 0; d) 0.
sin x
s1nx:i£.
3
V3
a) Sypo = - b) S»910=0.

A Nap sugarai a Foldre 55,56° szdgben esnek.

A 828 m magas épiiletet 83,11° szogben latjuk.

a) Az emelkedd 4,37%-os. b) Ahegy 349 m magas.

A két épiilet egymastol 34,87 m-re van.

A létraval a maximadlis szerelési magassdg 3,84 m, tehdt fel tudja szerelni a mester a csilldrt.
A hordé6 1,75-szor fordul meg a tengelye koriil.

A szogek szdrai a szabélyos haromszog szemkozti oldalat két 9v/3 - tg15° = 4,18 cm, tovabba
két 9 — 93 - tg15° = 4,82 cm hosszu részekre osztjak.

A rombusz

a) tompaszoge 126,87°; b) atléinak hossza 8,95 cm és 17,88 cm.
a) keriilete 79,22 cm; b) teriilete 334,42 cm?;

c) beirhat6 korének sugara 8,44 cm.

a) keriilete 122,46 cm; b) teriilete 1131,38 cm?.

Ha egyenes mentén gyalogolunk, 0,66%-kal rovidebb utat tettiink volna meg.
A haromszog 10 cm-es oldaldval szemben levé szog 14,48°.
Az asztronautdk a Foldet 2,28%-o0s szogben lattdk.

A hegy legaldbb 3149 m magas.

A két kor kozos
a) kiilsé érint6i 15,32°; b) belsé érintGi 83,62° szoget zarnak be.
. 2 , P . b -
Mivel az ﬁ vektor d vektorral megegyezd irdnyu egységvektor, és ﬁ vektor b vektorral
a b

megegyezd irdnyud egységvektor, a két vektor rombuszt feszit ki. Mivel a rombusz atl6ja felezi

—

. a b o R . ~
arombusz szogét, az — + — vektor 15°-0s szoget zar be d vektorral.

-

lal 12|



EFB Az ABC haromszog AB oldalanak felezSpontja F, AC oldaldnak

€
C-hez kozelebbi harmadoldpontja H.
FH = A - AF = 4C - 4B, z
Az FH vektor hossza koszinusztétellel az AFH haromszdgben
szdmolhato: 72°
FH?>= AF?+ AH?> -2 AF - AH -cos72° = FH ~7,68. A F B

Az AB oldal felez&pontjabdl az AC oldal C-hez kozelebbi
harmadolépontjaba mutatd vektor hossza 7,68 cm.

. . 1
EFD «) A b és ¢ vektorok altal bezért szog 60° Tehdt b-¢ =1-1-cos60° = >

b) Az @+ b vektor hossza kétszer akkora, mint az egységoldald
szabdlyos hdromszog magassaga,

avbl=2 -
Az abran lathaté ABCD szabdlyos tetraéderben az AB ¢l
felez6pontja F.
Az @+ b vektor ¢ vektorral bezart szoge az o = CDF<.

A CDF haromszog CD oldala egységnyi, a masik két oldala
az egységnyi oldald szabalyos hdromszog magassaga:

CF:DF:?.

Ennek az egyenl§ szard haromszognek az alaphoz tartozé magassagat behiizva az o szogre
felirhat6:

fgy a mivelet eredménye:

(&+Z)-E’:|(3+I;|-|E’|-cosoc:x/§-l-%:1.

c) Mivel egy szabalyos tetraéder kitérG élei merSlegesek egymasra, az d - b vektor merdleges
a ¢ vektorra, tehat (Zi - I;) -¢=0.

) a) A logaritmusfiiggvény értelmezési tartomdnya miatt:
sinx>0 = 2kn<x<n+2knm, keZ.
A tort nevezdjében nem dllhat 0, ezért:

cosxz0 = xe]R\{%+lﬂ}, leZ.
A kifejezés értelmezési tartomdnya a két halmaz metszete:
X E]Znﬂ;§+ 2nn[u]g+2nn;n +2nmw [ neZ.
log, sin x

A kifejezés egyszeriibb alakja: = =tgx.
COSX  COSX




e 2

b) Anégyzetgyokjel alatt 4116 tort mindig pozitiv értéket vesz fel. A tort nevez§jében nem allhat 0,
ezért x #0, €s a ctg miatt x # kn, k € Z. A kifejezés értelmezési tartomanya:

x e R\ {kn}, keZ.

A kifejezés egyszertibb alakja:

sinZx

1+

/1 +ctg?x cos’x \/coszx + sin’x 1
x? x? cos?x- x>  |cosx|-|x|
Mivel cosx nem 0, a kifejezés atirhaté a kovetkezd alakba:
sin x

. ——+3

2smx+3cosx: COS X :2tgx+3

Scosx —2sinx 5 _, SIMX  5-2tgx
COSX

1 3+l
J3-1 2

Mivel tgx = , akifejezés tovabb alakithatd:

2@_{_3
2tgx+3 2 _J3+4 19483

5-2tgx o, B+l 4-V3 13
2
A kifejezés értéke M
13
1 1 . . . P
Az — 5 5— =— Osszefiiggés bal oldalat alakitva:
sin“a +cos“o +tgeor 9
1 1 1 cos?a 5
) 2 1, 3, snla en? 2, cosTe
sin“o +cos“o +tgcor 1+tgta |4 Sin7e sin“ o+ costa
cos?a
Ez alapjan cos?o = é, amib6l coso =+
Ha o hegyesszog, akkor cosa = 3 ez esetben:
1

a2=102+222—2-10-22-cosa=102+222—2-10-22-§ = a=20,91cm.
Ha o tompaszog, akkor coso = —%, ez esetben:

a2=102+222—2-10~22~cosa=102+222—2~10-22-(—%) = a=27,03cm.
A haromszog harmadik oldala 20,91 cm vagy 27,03 cm.

Alakitsuk 4t a fiiggvény hozzdrendelési szabalyat:
f(x) = —cos2x + 2sinx — 1= —(1 — sinx) + 2sinx — I =sin?x + 2sinx — 2 =(sinx +1)2 - 3.
Induljunk ki a szinuszfiiggvény értékkészletébdl: —1 <sinx <1, vagyis 0 <sinx + 1 <2.

A masodfoku fiiggvény a nemnegativ valés szamok halmazan szigordan monoton névekvd,
tehdt 0 < (sinx + 1)2< 4, amibsl -3 < (sinx + 1)2 -3 < 1.

Az f(x) = —cos?x + 2sinx — 1 fiiggvény értékkészlete a [-3; 1] intervallum.



EFD Mivel a koszinuszfiiggvény 27 szerint periodikus, igy az a,, = cosn - 5 sorozat tagjai is periodiku-

san ismétlédnek:

an=cosn-%=cos(n~%+2k7[)=cos(n+12k)-%=an+12k, nkeZ.

A sorozat periddusa 12:

alzcoszzﬁ; 612=COSZ'£=1; a3:cos3-£:0; a4:cos4-£:—l;
6 2 6 2 6 6 2

a5=0085-£=—£; a6:cos6-£:—l; a7:cos7-£:—£; a8=COSS'£=—l;
6 2 6 6 2 6 2

a9:c059-£:0; alO:coslo-E:l; a11=cosll-£=£; a12:c0512-£:1.
6 6 2 6 2 6

Egy peridduson beliil a 12 tag koziil 4 irraciondlis.

Mivel 200 = 16- 12 + 8, az irraciondlis tagok szdmat megkapjuk gy, hogy vessziik a 16 periédus
4-16 szadmd irraciondlis tagjdt, és ehhez még hozzavessziik a soron kovetkez8 a o3 = ay, aj97 = as
€s ayq99 = ay irraciondlis tagokat.

A sorozat els§ 200 tagja kozott tehat 4-16 + 3 = 67 irraciondlis szdm van.

A 200 tag kozil kettdt (230) -féleképpen valaszthatunk ki. Az 6sszes eset szdma (2

go). Akedvezd

esetek szdma (627 )

Annak a valdszintisége, hogy mind a két kivalasztott szam irraciondlis lesz:

(67) 67 - 66
2 5
2 _ 21 ~0ll.
200\ 200-199 ~ 19900
2 2

EFA a) Azingakét sz€1s6 helyzete kozti elfordulds szoge egy 20 cm

sugard kor 8 cm hosszu hiirjdhoz tartozé ¢ kdzépponti szog.
Az 4bra jeloléseit haszndlva az ATO derékszogl hiarom-
sz0gbdl:

sin—=—=— = @=23,07°

Az inga végpontja egy lengés alatt a kor AB {vhosszdnak 20cm

megfeleld utat tesz meg:

=220 = - 297 g 05em.
360° 360°
Huszonnégy 6ra alatt az inga végpontja A

§=24-60-50-i45=579600 cm,
azaz megkozelitGleg 5,8 km utat tesz meg.

b) Anagymutaté 2 6ra 20 perc alatt kétszer korbefordult, majd a 12 6rds helyzetéhez képest még
360° - % =120°ot fordult el.



A kismutatd éranként 30°-ot fordul el, igy a kismutatd 2 6ra 20 perc alatt 60° + 30° - % =70°%o0s

szoggel fordul el a 12 6rds helyzetéhez képest.
A kis- és nagymutaté 2 6ra 20 perckor 120° — 70° = 50° szoget zdr be.
A két mutat6 végpontjanak d tavolsagat koszinusztétellel hatarozhatjuk meg:
d*=7*+52-2-7-5-c0s50° = d=5,39 cm.
A két mutat6 végpontja 2 éra 20 perckor 5,39 cm tdvolsdgra van egymastol.
EFE) Az 4bran lithaté ABCD rombusz oldalainak fe-
lezGpontjai dltal meghatarozott négyszog EFGH.

Az ABC haromszogben EF kozépvonal, tehit

EF = A_2C és EFAC. Az ABC haromszog ha-

hasonl6 az EBF haromszoghoz, és a hasonlosag

ardnya 5 Mivel hasonl6 sikidomok teriiletének
aranya a hasonldsag aranyanak a négyzete, ezért:

Tepr = i - Ty pc- Ugyanilyen megfontoldssal az ADC haromszdgben: Ty = % ‘Tipc-

Ezek alapjan: |

1 1
“Thpe + 1 TLipc =Z‘(7ABC + TADC):Z'E{BCD'

P

Tepr + Tup =

Hasonldan beléthato, hogy Tpys + Treg = i “Thpcep -

Ezzel bebizonyitottuk, hogy egy négyszog oldalfelez&pontjai dltal meghatarozott négyszog teriilete
fele az eredeti négyszog teriiletének.

A rombusz oldaldnak hossza legyen a. Teriilete:
a’-sin140°=2-100 = a=~17,64.
A rombusz oldaldnak hossza 17,64 cm.
EFD Az egyenlS szari haromszdg alaphoz tartozé magassdga m,

szara b, az alapja pedig a hosszusidgu. Ha a szdmtani sorozat
differencidja d, akkor m=a—-d és b=a +d.

Az alaphoz tartozé magassag két egybevagd derékszogli harom-
szogre bontja az egyenld szard hdromszoget.

Felirva a Pitagorasz-tételt:

2
b2=m2+(g),
2

2
(a+d)2:(a—d)2+@ .

SIS
[NC1ESY

Mivel a nem lehet 0, az egyenletet rendezve az a = 16d 6sszefiiggéshez jutunk.
A haromszog alapon fekvd o szogére felirhatd:

. m a-d 16d-d 15

sihng=—=——=——=—

b a+d 16d+d 17

A haromszog szogei 61,93° 61,93° és 56,14°.

= o=61,93°



EFH A szabdlyos sokszog befrt korének sugara legyen r, koré irt korének sugara R.
r2r=1087r = r=6J3,
R?>-w=1447 = R=12.

A szabdlyos sokszog két szomszédos A és B csucsdt a sokszog O kozéppontjaval 6sszekdtve olyan
egyenld szdrd hdromszoget kapunk, amelynek szdra R, magassdga r. A hdromszog o szarszogére

felirhato:
a r 63 3
COS—=—=——=— o =60°.
R 12 2
. . 360° .
a) A szabalyos sokszog —— =6 oldald. G

b) A szabdlyos hatszog oldala a koré irhaté korének sugara,
azaz 12 cm.

c) Az dbran 14that6 egyenes gula alaplapjdnak az oldallapjdval
bezdrt o szoge az FOG derékszogli haromszogbdl:

tgor = Go = 20 = o=062,54°
FO 6J3 /)
A
A gula alaplapja az oldallapjaval 62,54°-0s szoget zar be. F B

EH) Alakitsuk 4t a kifejezést:

Jsin?x + 4cos2x + v cos?x + 4sinx =

= J(1—cos2x)2 + dcostx + /(1 —sinZx)2 + 4sin’x =

= J(1 + cos2x)2 + /(1 + sin2x)2 = 1 + cos2x + 1 + sinZx = 3.

Alkalmazzuk a megfeleld trigonometrikus Osszefiiggéseket:

SOOI e e i |

2

COS— — COS2X 1
:4~3—:2-(—5—c052xj:—1—2-(1—2-sin2x):4~sin2x—3;

2
b) tg2x + 1 sin2x +1  sin%x + cos?x + 2sinx - cosx (sin x + cos x)2
g2x = = : = : — =
cos2x  cos2x cos?x — sin?x (cosx + sinx) - (cos x — sin x)
COSX + sinx
CcOSXx — sinx

EF) Haszndljuk fel a két tag 6sszegének négyzetére és kobére vonatkozd nevezetes azonossagot,
valamint a sin?x + cos?x = 1 Osszefiiggést:
4 4 2

sin*x + cos*x = (sin®x + cos?x)? — 2sin%x - cos®x = 1 — 2sin%x - cos?x,
sinfx + cos®x = (sin%x + cos?x)? — 3sin*x - cos?x — 3sin?x - cos*x =
= (sin%x + cos?x)?— 3sinx - cosZx - (sin?x + cos?x) = 1 — 3sin?x - cosZx.



Ez alapjan a kifejezés dtalakithato:

(sin®x + cos®x) - p2 + (sin*x + cos*x) - p — 4(sin*x + cos*x) =
= (1 —3sin%x - cos2x) - p2 + (1 = 2sin%x - cos2x) - p — 4(1 — 2sin%x - cos?x) =
=p2+p—4—-03p%+2p-28)-(sin®x - cos2x).
Ez a kifejezés akkor lesz x-t6l fiiggetlen, ha 3p? +2p — 8 =0.
. . 4
Az egyenlet gyokei: p, =—2 és p, = 3

Ha a p paraméter értéke —2 vagy % akkor a kifejezés értéke x-tGl fiiggetlen dllando.

Az egyenl6ség igazoldsahoz elég beldtni, hogy:
4-t-ctgo+4-t-ctgB+4-t-ctgy=a*+b*+c

A kotangens szogfliggvény definicigjat és a haromszog teriiletére vonatkozd trigonometrikus
Osszefiiggéseket haszndlva a bal oldal tovabb alakithato:

4t -ctgor + 4t - ctg B+ 4t - ctgy =

=4.bc-sma‘cosa 4.ac-s1n[3'cosﬁ+4‘ab-smy.cosy=

2 sino 2 sin 3 2 siny
=2bc - coso + 2ac - cos B + 2ab - cosy.

A koszinusztétel alapjén:
2bc - cosa + 2ac - cos B+ 2ab - cosy =

=2+ -a)+(@@+-b)+ (@ + - D) =a? +b* + 2
Ezzel a bizonyitandd egyenl&séget belattuk.
Tekintsiik a mellékelt dbra jeloléseit. A torony te- PR .
teje legyen A, talppontja 7, a felsG % része AB. ’

Tekintsiink egy a tornyot tartalmazo, a talaj sik-
jara merGleges sikot.

Vegyiik AB szakasz azon latészogkorivét, ame-
lyik érinti a talaj egyenesét.
Ha az AB szakasz az E és G érintési pontbdl
a szog alatt latszik, akkor a latszogkoriven
kiviil 1évé minden pontbdl o-ndl kisebb szog
alatt latszik.

Tehit az AB szakasz a talaj egyenesének E és G érintési pontjabol 1atszik a legnagyobb szog alatt.

Ennek a 14t6szogkorivnek a sugara az AB szakasz F felezpontjdnak T ponttdl vett tdvolsiga:
2~6O+l-§~60=42m.
5 25

Az ET = OF tavolsadgot az OAF derékszogid haromszogbdl hatdrozhatjuk meg:
OF = ET =~/42% - 182 = 12J/10.

A torony felsd % része a vizszintes sikon egy olyan kor keriiletének pontjaibdl latszik a legnagyobb



szogben, amelynek sugara 12/10 = 37,95 m, és kézéppontja a torony talppontja.

Az o szog a kertlileti és kozépponti szogek tétele alapjan egyenlS az AOF<-gel, amely az AOF

haromszogbdl szamithato:

sina=F—A=§ = o=2538°

A torony felsG % része a vizszintes sikon legfeljebb 25,38 szog alatt latszik.

Nevezetes sikidomok tulajdonsagai — megoldasok

A hdromszog-egyenlGtlenségbdl: 4 < ¢ < 18. Lehetséges értékek c-re: 5, 7, 11, 13, 17 (cm).
90°, 45° és 45°

A két szogfelezd 62,5°-o0s szoget zar be egymassal.

A két magassagvonal 55°-0s szdget zar be egymadssal.

70°.

Nem lehetnek. A kozépvonalak hossza nem elégiti ki a haromszog-egyenlGtlenséget.

Az AB tdvolsig lehetséges értékei: 9 km, 10 km, 11 km, 12 km és 13 km.

a) Hamis. b) lgaz. c) Igaz. d) Hamis. ¢) Hamis. f) lgaz.
g) Hamis. h) Hamis. i) Igaz.
EFL) Ha a keriileti szoget ¢, akkor a hozza tartozé kdzépponti szoget 2¢ jeldli, tehat 3o = 22,5° A ke-

resett szogek: . .
o=75=—(ad), 20=15"=—(rad).
24 12

EZM A hdromszog belss szogei: 70° 65° 45°
&8 o) R=8cm; b) R=6,5cm; c) R=4,58 cm.
a) derékszog; b) tompaszogi; c) hegyesszogt; d) derékszogd.

ETB a) A miésik befogé hossza koriilbeliil 71,69 cm, az atfogd 96,77 cm.
b) A kortilirt kor sugara kb. 48,39 cm.
c) A beirt kor sugara kb. 19,96 cm.

d) Az AB oldalhoz tartoz6 sulyvonal 48,39 cm, a BC oldalhoz tartoz6 78,71 cm, az AC oldalhoz
tartoz6 74,23 cm.

m a b C m p q
28 45 53 1220 ~2377 757834 ~14,79 % ~ 38,21
24+/5 ~ 53,67 125 ~ 26,83 60 24 48 12
25 %ng %4604 7 24 §~zo4
48 (vagy 55) 55 (vagy 48) 73 % 2324 (3325) 3325 (2:;(3)4)



EZH El6szor alkalmazva a magassagtételt, ered, hogy az dtfogé: ¢ = 10 cm. Majd példdul befogo-
tételekkel szamolva: a =2/5 cm, b=4/5 cm.

BT a) A szinusztétel alapjan sin o = 0,7329. Két ilyen hdromszog van. Az egyikben o = 47,13°,

y = 112,87° és AB = 18,86 cm. A masik haromszogben o = 132,87°, y =27,13° és AB=9,33 cm.

b) A szinusztétel alapjan sin o = 1,0004. Mivel sin o < 1 mindig teljesiil, ezért nincsen ilyen hdrom-
szOg. Ha valaki két tizedesjegyre kerekit, akkor sin o = 1,00, ezdltal a-ra 90° adédna. A hiba az,

hogy a sino maximumat a kozelit§ érték lefelé kerekitése utdn kaptuk, igy természetesen
nem létezik ilyen hdromszog.

a) Az Andrisfalva és Csabahdza kozti tit hossza pontosan /3-szorosa a Barnabsfalva és Csabahaza
kozti it hosszanak.

b) A kétut 30°-os szoget zar be egymassal.

a) lIgaz. b) Hamis. c) Hamis.
d) Hamis. e) Hamis. f) Hamis.
g) Igaz. h) lgaz. i) Hamis.

a)

75° 40°

A deltoid két oldaldnak hossza 61 cm, madsik két oldala /521 = 22,83 cm. A deltoid szogei
140,80°, 140,80°, 57,62° 20,78° A deltoid teriilete 880 cm?.

A rombusz 4tléinak hossza 8 cm és 12 cm, teriilete 48 cm?, kiilonb6z4 szogei 112,62° és 67,38°

BB A paralelogramma teriilete 75 cm?. A kozépvonalak hossza 5,13 cm és 16,92 cm. A paralelog-

ramma kiilonbozd szogei 59,78° és 120,22°.

a) Igen, a 27 oldali sokszogek.
b) Nincs ilyen sokszog.

A sokszognek 12 oldala van. A belsG szogek 6sszege 1800° a kiils6 szogek 0sszege 360°.
A szabdlyos sokszognek 8 oldala, és igy 8 szimmetriatengelye van. A sokszog belsd szoge 135°.

A sokszognek 6 oldala van.

A hurnégyszog szemkozti szogeinek osszege 180° Mivel a deltoidnak biztosan van két egyenld

nagysagu szemkozti szoge, ezért ezek csak 90°-osak lehetnek. Ha egy deltoid hirnégyszog, akkor
a szimmetriadtlojaval szemkozti szogek 90°-osak. Ebbdl az is kovetkezik, hogy a négyszog koré
irt kor kozéppontja a szimmetriadtlé felez6pontja.

B ) A téglalapok; b) a rombuszok.



Harom ilyen deltoid van. Ezekben a masik két szog: 25° és 200° 110° és 115° illetve 112,5°
és 112,5°

A tovabbi belsG szogek: 105° 125° és 55°
Az érintészakaszok hossza 16 cm. A két érint6 hajlasszoge 73,74°.

a) Ahur a kor kozéppontjabol 38,94%-0s szogben latszik. A szog mértéke radidnban 0,68.

b) Ahur a hosszabb koriv pontjaibdl 19,47° (0,34 radidn), a révidebb koriv pontjaibdl pedig 160,53°
(2,80 radidn) szog alatt latszik.

c¢) Akisebb korcikk teriilete 12,23 cm?, a nagyobbé 100,86 cm?.
d) Akisebb koriv hossza 4,08 cm, a nagyobbé 33,62 cm.

e) AKkisebb korszelet teriilete 0,92 cm?, a nagyobbé 112,18 cm?.
A hdromszog S sulypontja 2 : 1 ardnyban osztja fel a stlyvonala-

kat, amit az abrén is bejeldltiink. A pirossal megjelolt harom-
szogekben a haromszog-egyenldtlenség alapjan:

az ADS hiromszogben zsa + lsc > E,
3 3 2

a BES hédromszogben 2sb + lsa > ﬁ,
3 3 2

a CFS héromszégben %sc + %sb > g

A harom egyenlétlenség megfelelS oldalainak osszege

1
sa+sb+sc>5-(a+b+c),

ez éppen a bizonyitand6 egyenlétlenség elsé fele.
Alkalmazzuk ismét a haromszog-egyenl6tlenséget, ezittal:

az ADC héaromszogben b + s S
2

az ABE héromszdgben c+%>sa, = %-(a+b+c)>sa+sb+sc,

a BCF hdromszogben a+ g > Sp.

ami éppen a mdsodik bizonyitand6 egyenlGtlenség.

A hdromszog két kiils6 szogét 3x, illetve 4x alakban kereshetjiik. Hirom eset lehetséges.

I. Ha a hdromszog 65°-os szoge a 3x nagysagu szog mellékszoge, akkor 3x = 180° — 65° = 115°,
ebbdl x = 38,33° A hdromszog egy tovabbi kiils6 szoge 4x = 153,33° a mellette fekvd bels
sz0g pedig 26,67°. A haromszog belsd szogei 65° 26,67° és 88,33°

II. Ha a hdromszog 65°-0s szoge a 4x nagysagu kiilsd szog mellékszoge, akkor 4x = 115° x =28,75°.

2

A hdromszog egy tovabbi kiilsé szoge 86,25° A hdromszog belsd szogei 65° 93,75° és 21,25°

III. Ha az adott ardnyu kiilsé szogek egyike sem mellékszoge a 65°-0s szognek, akkor a mésik két
belsd szog 180°—3x és 180° —4x, igy a belsd szogekre: 180° —3x + 180° — 4x + 65° = 180°.
Az egyenlet megolddsa x = 35° a haromszog belsé szogei pedig 65° 75° és 40°.



BB a) Az ébrajeloléseit kovetve AT =5 cm, BT =8 cm, BQ =5 cm.
Az ABQ derékszogl haromszdgben Pitagorasz tétele alapjan:

m2=132-52 = m,=12cm.
Ha CQ = x, akkor a hdromszog teriiletét kétféleképpen felirva:
13-mC=(x+5)-12 mc=£-(x+5).
2 2 13
Pitagorasz tételét alkalmazva, ezittal a BCT hdromszogben:
m2+82=(x+5)>

144
—(x+52+8=(x+5)
T (x+5) (x+5)
(r+5) = 169-64'
25
Felhaszndlva, hogy a bal oldalon 4ll6 hatvany alapja pozitiv:
13-8

x+5=T=20,80m.

A haromszog BC oldala 20,8 cm.
A hiaromszog AB oldaldhoz tartoz6 magassaga:

m =%'(x+5)=19,20m.

c

Az AC oldalt az ACT haromszogre felirt Pitagorasz-tétellel szamolhatjuk:

b*=5%+19,2%
A haromszog AC oldala 19,84 cm hosszisagu.

b) A hdromszog szogeit szogfiiggvények segitségével célszeri kiszdmolni. Az ACT hiromszoégben

tga = %, amib8l o = 75,40°. A BCT haromszogben tg 3 = % tehat B = 67,38°

A haromszog szogei 75,40°% 67,38° és 37,22°

BT @) Az ABC hiromszog S sulypontja a silyvonalakat a cstcstol
szamitva 2:1 ardnyban osztja. Mivel a CT stlyvonal hossza
CT =55 = 7,42 cm, ezért:

CS=%-CT=%-\/§z4,94cm.
A stlypont a C csucstdl 4,94 cm tdvolsdgra taldlhato.

b) Az MAT és az MCE< szogek szérai paronként merGlegesek
egymadsra, ezért a két szog ugyanakkora, az dbra jelolé-
seivel: MAT< = MCE< = o. Ekkor viszont az MAT és BCT
haromszogek szogei paronként megegyeznek, ezért a harom-
szogek hasonlok. A megfelel§ oldalaik ardnyédra:

MT_BT _ MT_ 3
AT CT 3 V550

Qe

N
i) ol
T
6

Az MT tavolsagra MT = 1,21 cm adddik, ezért az ABC haromszog magassagpontja a C cstcstol

7,42 - 1,21 =6,21 cm tdvolsigra van.



¢) Az ABC hiaromszogbe irt kor Q kozéppontja illeszkedik a belsd szogfelezdkre. Az ABC harom-

sz0g B cstcsanal 1év6 B szogre:

B
cosff=—=—- = = 67,98°.
P BC 8 P

Ha a hdromszogbe irt kor sugara QT = r, akkor a QBT derékszogl haromszdgben:

B r ,
tg—=—, r=2,02 cm.
g 773 gy

A Q ponta C csucstdl 7,42 — 2,02 = 5,40 cm tavolsdgra van.

d) A hdromszog koré irt kor O kozéppontja illeszkedik az oldalfelez6 merdlegesekre. Ha az AC
oldal felez6pontja F, akkor a COF haromszog derékszogd, és o hegyesszoge megegyezik
a CAT héaromszog megfelel§ hegyesszogével. A két haromszog igy hasonld, amibdl:
Q:C_A = C—O:—S = C(CO=431cm.
CF CT 4 55

A koriilirt kor kozéppontja 4,31 cm tdvolsédgra taldlhaté a C csidcstol.

i) Az épiilet tetejét B, talppontjat A, az els6 megfigyelési pontot
D jeloli az dbréan. Ha a D ponttdl szdmitva még 30 métert tadvo-
lodunk az épiilettdl, akkor olyan C pontba jutunk, ahonnan .
a B ponthoz tartoz6 emelkedési szog (amely véltészoge a hozza PR X
tartozé depresszids szognek) 26° Ha az épiilet magassiga x,
akkor az ADB és ACB derékszogd haromszogekbdl: 2530\ '42\

X

T AD+30°

Mindkét egyenletbdl kifejezve AD-t, azt kapjuk, hogy:
X X

tgd2°  tg26°

X
tgd2°=—— és tg26°
g AD g

A kapott egyenlet megoldédsa:

x=30-tg26 -tg42 ~31.93m
tg42° —tg26°

Az épiilet magassdga 31,93 méter.

ET) Az dbrdn a hegy csicsat C, a felhd helyét F, a felhd tiikorképét
a téban F” jeloli. A t6 tiikrének szintje legyen az e egyenes, w e
amely az FF’ szakasz felezGmerGlegese. BZ_\__[ 287"+,

Az FBC hiaromszdgben: ! %
o X é

tg28° ==, ; ‘| 800
y H

Az F’BC haromszogben: . \ /!
o X+1600 s /

tg72° = —+—. :
Az egyenletrendszert megoldva: P
_ 1600 - tg28° P

= ~334,15. v
tg72° — tg28° ¥

A felhé a hegycstcs felett 334 méterre van. F



BT Tekintsiik az dbra jeloléseit. A lejtds ut elejét

5570

5571

jelolje A, a végét B, az emlékoszlop tetejét
az M pont.
Az ABM hiromszogben ismert az AB oldal:
AB =100 m, és arajta levd két szog:
BAM<< =4,2°,
ABM<=90°-18,3°=71,7°

A hdromszog harmadik szoge:
180° —4,2°—71,7° = 104,1°.

Az ABM haromszogben felirva a szinusztételt, az emlékoszlop MB magassaga meghatirozhato:

MB  sin4,2°

=——— = MB=7,55m.
100 sinl04,1°

Az emlékoszlop 7,55 m magas.

Az ABC hiromszdgben a koszinusztétel alapjan:
352 =252 +30%-2-25-30-cosa,
cosa =0,2,
o =78,46°

Az élményfiird§ az AB oldal F felezGpontjdba keriil, ezért
a feladat az ABC hdromszog CF stlyvonaldnak hosszat kérdezi.
Az ACF hiromszogben ismét a koszinusztétel alapjén:
CF? =252 +15%-2-25-15-c0s78,46°5,
CF =26,5 km.

A tervezett utszakasz hossza 26,5 km.

a) Atarsasag tjat az dbra mutatja. A B pontban a fordulds szoge Eszak
az ABC héromszog kiils§ szoge.

Az ABC hiaromszogben a koszinusztétel alapjan:
AC? =170% + 402 -2-70-40 - cos 150°.
A miveletek elvégzése utin AC = 106,5.
A tarsasdg a kiindul6 helyétdl 1égvonalban 106,5 km tévol-
sdgra kertiilt.

b) Az ABC hiaromszdgben ezittal a szinusztétel alapjdn:
sinBACL 40

. = = sinBAC¥ =0,1878.
sin150°  106,5

Mivel a BACX egészen biztosan hegyesszog, ezért:
BAC< = 10,82°

A pihendhelyet a kiinduldsi hellyel 6sszek6t6 egyenes ut
o =45°-10,82° = 34,18°-0s
szbget zdrna be az északi irdnnyal.



a) A 14 cm oldali négyzetbdl kivaghato legnagyobb kor sugara
7 cm. A szabalyos tizenkétszog egy oldaldhoz tartoz6 kézép-
ponti sz6g 30° Ebbdl kovetkezik, hogy az dbra jelolései
alapjan:

AB

AB
sinl15° = 2 ——, ahonnan AB=3,62cm.
7 14

Alegnagyobb kivdghato szabdlyos tizenkétszog oldala 3,62 cm.

b) A kor alaku kartonlap teriilete:
Tisr = 497 = 153,94 cm?.

A tizenkétszog teriilete az ABO haromszog teriiletének 12-szerese, azaz:

Ty, = 12-%:147 cm?,
Mivel & = (0,9549, ezért a kor alakd kartonnak 100 — 95,49 =4,51%-a vész karba.
kor
c) Anégyzet teriilete 196 cm?, ezért % = %-ed része, azaz 25%-a vész karba.

ckye) Jelolje a hegy csticsat A, az A pontnak az autdut sikjara esd

A
vetiiletét D, a telepiiléseket B és C. Ha a hegy magassiga x, A
<60%
akkor az ABD derékszogl haromszogben sin45° = ﬁ, ebbdl p
AB=xJ2. Az ACD derékszogli haromszogben sin40° = Ax_C’ J\
X
amibdl pedig AC = . 3
pedig AC=—— B

Végiil az ABC haromszogben a koszinusztétel alapjan:

2
—\2 X p X
BCZ:(X 2) +(sin40°) —2-(x 2).sm

- cos60°.

00

Felhaszndlva, hogy BC = 3500 m, a miveletek elvégzése utdn x = 2349 m adddik.
A hegy csucsa az tt sikja felett 2349 m magassdgban van.

a) Ahosszabb alap 10 cm, a szdrakat dsszekots
kozépvonal (az dbrdn EG) hossza 6 cm.

b) Thalész tételének megforditdsa alapjan az O
pont illeszkedik az AB szakasz folé emelt
Thalész-korre, ezért ha F az AB szakasz
felez&pontja, akkor FO a kor sugara, azaz
FO =5 cm. Ugyanigy lathat6, hogy HO a CD
alap felével egyenls: HO =1 cm. Az ABO
és CDO derékszogli haromszogek hasonlok,
az O pontra vonatkoz6 kdzéppontos hasonld-
sdggal egymdsba vihetSk, amibdl kovet-
kezik, hogy az F, O és H pontok egy egyenesre illeszkednek. Ebbdl adédéan az FH kozép-
vonal hossza: FH=FO + HO =6 cm.




c) A kozépvonalak végpontjai az EFGH paralelogrammat fogjdk kozre. Mivel EF a BDA,,
GH pedig a BDC, kozépvonala, ezért mindkét szakasz parhuzamos a BD 4tléval. Hasonl6an
igazolhatd, hogy az EH és FG szakaszok parhuzamosak az AC 4tléval. A feltételek alapjdn
a trapéz atléi merSlegesek egymadsra, ezért az EFGH négyszog oldalai is, azaz EFGH téglalap.

a) A szogfelez6k kozos pontja a négyszog mind
a négy oldalatdl ugyanakkora tavolsdgra van,
ezért a négyszognek van beirt kore, vagyis
érinténégyszogrdl van szo.

b) Az ABCD négyszog szogeit a szokdsos mo-
don jeloljiik. Az ABO haromszogben:

AOBX = 1800_(9+ﬁj,
272

valamint a CDO hiromszogben:

COD< =180° — (1+§).
272

A két szoget Osszeadva, és felhaszndlva, hogy a négyszog belsd szogeinek dsszege 360°:
g) =360°— 360 =180°.

Megjegyzés: Az érinténégyszogben természetesen BOCS + DOA< = 180° is teljesiil.

AOB{+C0D4=360°—(9+E+1+
27272

a) Az OAQB négyszdg minden oldala 3 cm,
ezért a négyszog rombusz. Az dbra jeloléseit

kovetve az OTB derékszogl haromszogben: d
BT?=0B*>-0T*=3? - @2: 1
2 4
ebbdl BT = g =~1,66 cm.
Az OAQB rombusz teriilete: A

5-3,32_ 8,29 cm?

b) Az OTB,-ben cosa = 2;’5, amibdl o =33,56°. A korok kozos része két olyan 3 cm sugart kor-

szelet egyesitésébdl dll, amelyekhez 2o = 67,12° kozépponti szog tartozik. Az OA és OB suga-
rak altal hatarolt korcikk teriilete:
2.
t=3—7r 200=5,27 cm?
360°
A megfeleld korszelet teriilete:
8,29

A két kor kozos részének teriilete 2,25 cm?2.
A ko6z0s rész keriilete két egybevago koriv hosszabdl all:
K=2.23% 67.12°~7,03 cm.
360°

c) A megfelel§ latészog 180° — o = 146,44°.



i) o) A feltételek szerint az dbrdn azonos médon megjelolt szogek

megegyeznek. Az ABC,, bels szogeinek osszegére felirhato:
200+ 2B+ 2y =180°% amibdl o+ B+ y =90° Haa P ponton
és a hdromszog egy-egy csticsdn dtmend egyenesek a harom-
sz0g oldalait az E, F és G pontokban metszik (Id. dbra),
akkor példdul az ACG,-ben az A és C csicsokndl 1évE
szogek Osszege y+ o+ B=90° ezért a haromszog derék-
szogl, és a CP egyenes merdleges AB-re. Ugyanigy lathatd,
hogy AP mer6leges BC-re, €s BP merdleges AC-re. A P pont
tehét az ABC, magassdgpontja. Forditva: az ABC, magassag-
pontja nyilvan mindhdrom feltételt kielégiti.

b) Haa P pont az ABC, koré irt kor kdzéppontja, akkor a ke-

riileti és kozépponti szogek tétele értelmében a szogekre
vonatkozo Osszes feltétel teljesiil. Megmutatjuk, hogy a koriil-
irt kor kozéppontjan kiviil méas pont nem tehet eleget egyide-
jileg mindharom feltételnek.

Az elsé feltétel alapjan ugyanis a P pont illeszkedik az AB
szakasz 2y szogi 1atoészogkorivére (pontosabban a haromszog
belsejébe esd korivre). A masodik feltétel szerint a P pont
rajta van a BC szakasz 2o szogl 1at6szogkorivén is. A két
korivnek a B pont kozds pontja, igy ezen kiviil mar csak egy
kozos pontjuk lehet, ez pedig éppen a P pont. Ugyanakkor
korébbi megjegyzésiink alapjan a koriilirt kor kézéppontja
szintén rajta van mindkét koron, ezért P és a kozéppont sziik-
ségképpen megegyezik. Nyilvdnvald, hogy ekkor P a har-
madik oldal megfelel6 latészogkorivén is rajta van.

¢) A P pont egybeesik az ABC, beirt korének kozéppontjaval.

El6bb megmutatjuk, hogy a beirt kor kozéppontja eleget tesz
a feltételeknek. Valdban, ha P a beirt kor kozéppontja, akkor
az ABP, szbgeinek Osszege

&P APBs=180° = APBx=90°+YL.
272 2

A masik két feltétel teljesiilése hasonlé mddszerrel igazolhat6.

A b) feladatban ismertetett mdodszer értelemszerd modosita-
sdval igazolhatd, hogy a beirt kor kdozéppontjan kiviil mas
pont nem tehet egyidejileg eleget mindhdrom feltételnek.

A hatsz6g minden szdge 120° kiils6 szogei 60°-osak, ezért az
dbra jelolései alapjan az ED és AB oldalegyenesek egy-
massal 60° + 60° + 60° = 180°-0s szoget zdrnak be, ezért
EDI|IAB. Ugyanigy bizonyithat6, hogy EFI BC, és FAlCD.

b) Huzzunk parhuzamost az F ponton keresztiil AB-vel (és igy

persze ED-vel is), a B ponton at FA-val (és CD-vel), végiil
a D ponton it EF-fel (és BC-vel). A keletkez$ egyenesek
a HlJ,-et fogjdk kozre (Id. dbra). Ebben a hdromszdgben
a H csucsnél 1év4 belsd szog szdrai paronként ellentétes ira-
nydak az ABCDEF hatszog E csucsandl 1évd, az dbran meg-
jelolt kiilsé szog szdraival, igy a két szog valtoszog. Ebbdl
kovetkezik, hogy a HIJ, H csticsdndl 60°-os szog taldlhato.




A haromszog J cstcsandl taldlhaté belsé szog, valamint a hatszog F csicsdndl 1évé kiilsd
szog egyalldsu, ezért a HIJ, J cstcsdndl is 60°-os szog van. Ebbdl mar kovetkezik, hogy
a HIJ, szabdlyos. Lathatd, hogy az ABCDEF hatszog az ABIF, BCDJ, DEFH paralelogram-

mdkra, valamint a H1J szabdlyos haromszdgre bonthato.

¢) A paralelogramma szemkozti oldalai egyenlSk, ezért FI = AB és FH = ED, amibdl kovetkezik,
hogy HI = FI- FH =AB — ED. Hasonléan: JI=BJ—-Bl=CD-AF és JH=HD-JD = FE - BC.
Mivel a HI1J, oldalai egyenlSk, ezért AB— ED = CD —AF = FE - BC, igy az ABCDEF hatszog

szemkozti oldalai hosszanak kiilonbsége megegyezik.

Az E'F’C’, F'D'A és D’E’B,-ekben a koszinusz-
tétel alapjan:

x2:2b2+la2—2-§b-la-cos(lSO"—y),
4 4 2 2
y2=202+lb2—2-§c-lb-cos(180°—oc),
4 4 2
z2=2a2+1c2—2-§a-1c-cos(180°—ﬁ).
4 2
Mivel cos (180° — x) = —cosx, ezért:

2=2p2ilary %ba-cosy,

y2= %c2+ ll)2+ écb-cosoz,

9 1 3
2_72 2 2
Z*=—a“+—c“+—ac-cosp.
4 4 2 P
Ha az ABC, a megfelel§ oldalra felirt koszinusztételbdl kifejezziik az utolsé tagokban szerepld

szorzatokat, akkor kapjuk, hogy:

a’+b* - c?

ba-cosy =———,
2

2+ b%-a?

cb-cosqg =———,
2

a’+c2-p?

ac-cosﬁ=T.

A kapott 0sszefiiggéseket visszahelyettesitve az x, y, z oldalak négyzetét tartalmaz6 sorokba:
x2=3b2+a? - §c2,
4
2 22,12 3 2
y-=3¢c*+ b* - —a",
4
2 a2, .2 39
z“=3a“+c” - Zb .

A megfelel§ oldalak 6sszege:
x2+y2 472 13

13
2 2 2 _ 2 2 2
X + +z — la*+ b+ = - J = ==,
Y 4 ( ) a’?+b*>+c* 4



GEOMETRIA - OSSZEFOGLALAS

ETI a) Az A csicsbol indul6 szogfelezd a BC oldalt az F pontban
metszi (Id. dbra). Az ABC, teriiletére:

Type =Tapr + Tcar
.o .o
b.c.sina_c-fa-s1n5+b-fa-s1n3
2 2 2

. . .o o (o O s
Mivel sino=2- sm—-cosE, ezért s1n5-vel torténd egy-

szerlsités utan:
o
2bc - cos—

2

o
bc-2-cos—=c-f, +b-f , ebbdl =
¢ 2 ¢ Ja Ja Ja b+c

tehat éppen a bizonyitandd Osszefiiggést kapjuk.

b) Az a) feladat abrdjanak jeloléseit kovetve a szogfelezGtétel alapjan:

BF ¢ BF c ac
—_ = = =— = BF = .
FC b a—-BF b b+c

Az ABF,-ben a koszinusztétel alapjan:

ac
fi=ct+ [b

+c

2
-2-c- ac -COSABF <.
b+c

A fenti Osszefiiggésben szerepld ABF¥ koszinuszit kifejezhetjiik az ABC, oldalai segitségével.
Ennek érdekében a koszinusztételt ezittal az ABC,-ben is felirjuk:

a’+c? - p?

2ac

b2=a%+c?-2ac-cosABF¥ = cosABF<=

Ha a kapott 0sszefiiggést a szogfelez6 négyzetét tartalmazo egyenlGségbe visszahelyettesitjiik,
akkor:

2
) ac ac a*+c?>-b?
S=ct+ —2c- : .
b+c b+c 2ac
Az egyszer(sitések elvégzése és kozos nevezdre hozds utdn:
c2-b+c)l+a*t—c-(b+c)- (a2+ - bz)
(b+c)? '

fa2

A szamldléban végezziik el a kijelolt miveleteket:
5 b2c? +2bc3 + ¢* + a’c? — abe — a*c? — 3b — ¢* + b3 + b*c? _

Ja (b +c)? B

_ 2b%c? + b3 - aPbe + bc
(b+c)?

Vegyiik észre, hogy a szamldléban bc kiemelhetd, igy kapjuk, hogy:
- bc-(2bc+cz—az+b2)_ bc-((b+c)2—a2)
“ (b +c)? (b+c)?
Eppen ezt kellett igazolnunk.




BT Az EGCF négyszdg hirnégyszog. Mivel az F pont az ADE .
haromszog koré irt kor egy pontja, ezért az ADEF négyszog
hiarnégyszog, igy kdvetve az dbra jeloléseit:

DEF< =180°- o
Ugyanigy hirnégyszog a BDEG négyszog is, igy:
DEG< =180°- .
Ekkor az EGCF négyszogben az E csticsndl 1évé szog:
FEG¥ =360°-(180°— o) — (180° - B) = a + .
Az EGCF négyszog E és C csucsaindl 1évS szogek Osszege:
FEGX + FCG& = o+ + y=180°,
hiszen éppen az ABC haromszog szdgeinek dsszegét kapjuk.

A hurnégyszogek tételének megforditdsa alapjan az EGCF négyszog valéban hirnégyszog.

BFB «) Ahdromszogbe irt kir O kdzéppontja illesz-
kedik az A és B cstcsokbdl indulé szogfele-
z6re, ezért példdul:

oABs =%,
2

Az AC oldalhoz irhaté kor Q kozéppontja
illeszkedik a B csticsndl taldlhatd belsd szog
szogfelezGjére, valamint az A és C csicsok-
ndl taldlhato kiilsé szogek szogfelezdjére.

Ezérta QA egyenes az AB oldalegyenessel
90° — % szoget zar be. Ebbdl kovetkezik, hogy QAO< = 90°.

Ugyanigy lathato be, hogy az AOCQ négyszog C csicsdndl is 90°-0s szdg van.
A hdrnégyszogek tételének megforditdsa alapjan az AOCQ négyszog hurnégyszog.

Megjegyzés: Ahdromszog egy belsS szogének felezGje mindig merdleges a szomszédos kiilsé

sz0g felezbjére.

b) Az AOCQ négyszog koré irt kor egybeesik az OQ szakasz Thalész-korével, ezért G kozép-
pontja az OQ szakasz felezGpontja.

Koordinata-geometria — megoldasok

a) (27; -14); b) @-b=-29; ¢)lal=5, |bl=+/33.
d) A két vektor hajlasszoge 142,82°.
SR PO O N B

R R = BN RN

Mindkét vektor hossza 1.



=0, a két vektor merdleges egymdsra.

)a-b
b) @-b =13, akét vektor hegyesszoget zar be egymadssal.
)d-b

=-2, a két vektor tompaszoget zar be egymassal.

a) AB=4J10 =12,65.

1
A felez&pont F(—1; 1), a harmadolépontok pedig (—3; g) és (1; 5)

b) AB=213=7,21.
A felez6pont F(6; 2), a harmadolépontok pedig (?, 1) és (?, 3).

a) Mivel AB=5J2, AC = BC =5, ezért a hdromszog egyenl$ szari. Pitagorasz tételének meg-
forditdsa alapjan a hdromszog derékszog(i, mivel AC? + BC? = AB.

b) A haromszog sulypontja S G, —l)

3
S 5V (L 3) 25
¢) Az ABC hiaromszog koré irt kor egyenlete |x — ) +|y+ ) = >
iR A keresett pont a hdromszog silypontja, melynek koordinatai S(3; 2).
a) Akét falu tavolsaga 7,62 km.
b) Abuszmegill6 a (—g; —lj koordinétdji pontban taldlhatd.
c) Az 6sszekots ut egyenlete —3x + 7y = -2.
d) Azt csak a C pontban taldlhaté telepiilésen halad keresztiil.
e) 23,20°ot.
a) x+7Ty=11; b)y+2=x/§(x—7); c) 3x+4y=-17, d) 2x+ 5y =11,
e)y=%x; f) x=-6; g)3x-2y=3; h) x+4y=18.
a) x+y=1; b) y=3x-1; c)y=1; d) x—5y=13.
BT Kétilyen egyenes van. Ezek egyenlete y = x — 3, illetve y = —x - 1.
a) x+ 5y =22, illetve y = 5x + 20; b) y=135, illetve x =-3;
c) x=-3, illetve y=5; d) y=4x+ 17, illetve x + 4y = 17.
Az adott egyenlet(i egyenesre merdleges egyenesek: a és b. Az egyenessel csak a d egyenes par-
huzamos.
BB «) (-2;0) é (5;0); b) (0;-10) és (0; 1); ¢) (-4;-3) és (7;-0).



a) ’

-3 1 X
-1

V(2; 1), n(1;-2),

m= l o =26,57°%
2

1(3;5),
~-30,96°

m=-2,

i(2; 1),
o ~—63,43°

a) (x+5)2+(y—2)2=9;
d) (x=3)2+(y+2)2=52;

v(0; 1), #(1;0),

nincs meredekség, o =90°;

T
e

b) (x=3)>+(y+7)*>=82;

e) x2+ (y+2)2=10.

f) y

0(1;-3), r=45

0(0;-2), r=—;

N | L

c) (x—2)2+(y+2)2=%;

a) Az AC és BD atlok felez&pontja egybeesik az origdval, ezért az ABCD négyszog paralelog-
ramma. Az E(S; 1) ésaz E(—l; 5) vektorok skalaris szorzata AB-AD=5- -)+1-5=0,
ezért a négyszog AB és AD oldalai merGlegesek egymadsra, igy az ABCD négyszog téglalap.
Végiil AB = AD =+/26, igy a négyszog valéban négyzet.

b) (2;3).

c)5x+y=0; x-5y=0; 2x+3y=0; -3x+2y=0.



1
d) A beirt kor egyenlete x% + y? = ?3, a négyzet koré frhat6 kor egyenlete x2 + y2 = 13.

e) Az adott egyenes dthalad a négyzet kozéppontjan, igy annak teriiletét megfelezi. Ebbsl
kovetkezGen mindkét keletkezs trapéz teriilete 13 egység.

ETD a) A test egy kirbefordulas alkalmdval 107 = 31,42 egység utat tesz meg.
b) Atest C pont kivételével az dsszes tobbi ponton dthalad.
c) Atest akortaz E pontban érint egyenesen haladna tovabb. Ennek egyenlete 4x — 3y = -16.

@I Meghatdrozzuk mindkét egyenes irdnytangensét:

4
4x +ky=30 esetén (4 k) = Vk,-4) = m= _E’
kx +16y =28 esetén i(k;16) = V(16;—-k) = m= —%.
Két parhuzamos egyenes irdnytangense megegyezik:
A _k k=28
k 16
BT Meghatdrozzuk mindkét egyenes irdnytangensét:
mx—y=2 esetén i(m;—-1) = ¥(l;m) = m =?,
(= - 5
Sx =T7y=12 esetén n(5;-7) = W7;5) = m= ;
Két merSleges egyenes irdnytangensének szorzata —1:
5 7
m-—=-1 = m=——.
7 5
EIB Az dbra jeloléseit haszndlva P pontbdl merdlegest dllitunk az adott y
e: 2x —y =6 egyenesre. Ennek az egyenesnek az egyenlete: sl
2
1

g x+2y=8.

A két egyenes metszéspontja M(4; 2) pont. M és az adott P(2; 3)
pont tavolsaga a kérdés: -

[PM|=J4 =22 +2-3) =5.

A pont és az adott egyenes tavolsiga /5 egység.

BT a) Az egyenesek egyenletébdl 4116 egyenletrendszer megolddsa utdn kapjuk, hogy a két egyenes
az A(4; —2) pontban metszi egymast.

b) Az a egyenes egy normdlvektora 7i,(—2;3), a b egyenesé 7,(4;5).
A két vektor hossza |ﬁa| =13 és |ﬁb| = /41, skaldris szorzatuk i, - 7i, = 7. Ha a két egyenes
altal bezart szog ¢, akkor:

coso = amib8l o =72,3°

7
V1341

A két egyenes 72,3°-0s szoget zar be egymdssal.



14
c) Az a egyenes az y tengelytaz F (0; —?) pontban, a b egyenes N

az x tengelytaz £ (5, O) pontban metszi. Ha az origét O jeldli,

akkor a feladat az OFAF négyszog teriiletét kérdezi. Az OEA

haromszog OE oldala E, az ehhez tartoz6 magassag 2, ezért:

3.9

2 3
Topy =5—=—.
OEA ) )

Az OFA hdromszogben OF = %, az ehhez tartoz6 magassdg 4, ezért Typ, = 2—38

Az OFEAF négyszog teriilete:
BYSZO8 3 28 65

T, =—+—
OEAF 2 3 6

@I Az ABC, silypontja S @, —%) Az M magassagpont koordindtait ,

két magassdgvonal metszéspontjaként kereshetjiik. Mivel az AB oldal C
parhuzamos az x tengellyel, ezért a hozza tartoz6 magassdgvonal
egyenlete x=4. A BC oldalhoz tartoz6 magassagvonal egy normal- 1
vektora CB(1; —5), egy pontja pedig A, ezért egyenlete x — Sy =9. S s by
A két magassagvonal metszéspontja M(4; —1).

A stlypont és a magassdgpont tadvolsdga:

ormfo G 825 i,

ETB a) Vegyiik észre, hogy a megadott cstics koordinatdi kielégitik az s,
egyenes egyenletét, ezért az csak a hdromszog A cstcsa lehet,
igy A(2;4). Ahdromszog S stlypontjdnak koordindtdit a suly-
vonalak egyenletébdl allo

S;0 —Sx+3y=2
sy 1lx+6y=4

S0

egyenletrendszer megolddsa adja. Az egyenletrendszer megolddsa

x=0,y= % ezért a haromszog S sdlypontja S (0; %)

Mivel az F felezpont nem illeszkedik az s, stlyvonalra, ezért biztosan valamelyik A csticsot is
tartalmaz6 oldal felezGpontja. Az A pont F pontra vonatkozo tiikorképének koordindtdi (2; —3),
err6l lathato, hogy illeszkedik az s;, silyvonalra, ezért csak a B pont lehet, tehdt B(2; —3).
Ha a C cstcs koordinatdi C(cy; ¢,), akkor a silypont koordinatdira:

2+24¢ 0 & 44+(-3)+c, =2’

3 3 3

amibdl C(—4; 1).
A haromszog csucsai tehat A(2; 4), B(2; -3), C(-4; 1).

b) A harmadik silyvonal egyenlete s.: x + 12y = 8.



EID a) Az AC egyenes egyenlete y = 2x — 5. )

b) A deltoid tulajdonsdgai alapjdn a hidnyzé B cstcs illeszkedik
a D ponton dtmend, AC egyenesre merdleges egyenesre, tovdb-
ba az atlok O metszéspontja éppen a BD atl6 felezGpontja.

A D pontbdl az AC egyenesre dllitott meréleges egyenes egyen-
lete x + 2y =5. Az O pont koordindtdit az

2x-5=y
x+2y=5

egyenletrendszer megolddsa adja. Az egyenletrendszer megoldédsa utdan O(3; 1) addédik. Korabbi
megjegyzésiink alapjdn az O pont a BD szakasz felezGpontja, ezért ha B(x; y), akkor:

XHEI) g YA
2 2
ahonnan B(9; -2).

c) A deltoid teriilete az atlok szorzatanak fele, azaz:

AC - BD
Typep = —2 .
Mivel
AC=+45=3J5 és BD=+/180 =65,
ezért:
3J5 645 ;
Typep = —5 - 45 teriiletegység.
i A helyesen kitoltott tdblazat:
Allitas lgaz Hamis
Az ABCD négyszog trapéz. X
Az ABCD négysz6g harnégyszog. X
Az ABCD négyszdg érint6négyszog. X
Az ABCD négyszognek minden szoge kisebb, mint 120°. X
A négyszdog atloi a (—3; g] pontban metszik egymast. X
Az &tlok metszéspontja az AC atlo C-hez kozelebbi negyedel6pontja. X

* Az ABCD négyszog trapéz, mert AB(8; 0) és DC(2; 0), vagyis AB =4-DC. Mivel ez azt is
jelenti, hogy a két vektor parhuzamos egymassal, ezért a négyszog valdban trapéz, amely-
ben AB és CD az alapok.

* Az ABCD négyszdg hiirnégyszog, hiszen AD = BC =5, ezért a trapéz szdrai egyenl$ hosszdak
(és nem paralelogramma), igy hurtrapézrdl van sz6.

* Az ABCD négyszog érinténégyszog.

Mivel
AD +BC=5+5=10, valamint AB+CD=8+2=10,

ezért a négyszog szemkozti oldalainak 6sszege megegyezik. Az érinténégyszogek tételének
megforditdsa alapjdn ABCD val6ban érinténégyszog.



e Az ABCD négyszognek van 120°-nal nagyobb szoge. Ha a trapéz
D csticsabdl indulé magassaganak talppontja 7, akkor az ATD
derékszogl haromszogben:

AT 3
t = =— i = 36,870
eh=0p=y p /4
Az ABCD trapéz D csicséanal 16v6 szog: y / L ’
ADCX = +90°236,87°+90° = 126,87°, !
valéban 120°-ndl nagyobb. Megjegyezziik, hogy a kerekités miatt
haszndltunk egyenlStlenséget.

6

. 3 .
* Anégyszog atléi nem a (— 3; 5) pontban metszik egymdst. Az ABO, és a COD, hasonld, hasonl6-
sdguk ardnya a trapéz alapjainak ardnya, azaz A = 7

Ebbdl kovetkezik, hogy a trapéz atléi 1:4 ardnyban osztjdk egymast, azaz az atlok metszés-
pontja éppen a CA szakasz C-hez kozelebbi 6todolGpontja.

Az osztopont koordinétéira vonatkozé osszefiiggés alapjan:

0(1'(—7)"'4'(_2);1.(_2)4_4.2), azaz O(—S;éj.
5 5 >

A kapott pont nem egyezik meg a (—3; %) ponttal.

* Az elmondottakbdl kdvetkezik, hogy az O pont nem negyedelSpontja az AC atlonak.

a) Az AC és BC egyenesek egyenletébdl 4ll6 egyenletrendszer megolddsa utdn kapjuk, hogy
C(1;3). Az AC és AB egyenesek metszéspontja A(1; —3). Végiil a BC és AB egyenesek k6zos
pontja B(6; —1).
Az ABC, csucsainak ismeretében a tdvolsdgok mar kdnnyen kiszdmolhatok:
AC=6km, AB=+29=54km, BC=+41~6,4km.

b) A feladat az ABC, A cstcsandl taldlhaté o szdget kérdezi. y
Az AB egyenes egyenletébdl leolvashat6 az egyenes meredek- \

™

sége: myp = %, azaz az abra jelolései alapjan tg 3 = %

Az AB egyenes iranyszoge ebbdl kovetkezGen = 21,8° v
Mivel a haromszog AC oldalegyenese az x tengellyel 90°-os

szoget zar be, ezért o =90° — B = 68,2°, /A
Az A telepiilésen taldlkoz6 utak 68,2°-0s szogben metszik —
egymast.

c¢) Az ABC, teriiletét legkonnyebb a b oldal, valamint a hozz4 tartozé magassdg segitségével
kiszdmolni. Mivel b =6 km és m;, =5 km, ezért a hdrom ttszakasz dltal kozrefogott teriilet
15 km?.

d) Akeresett pont az ABC, koré frhat6 kor O kozéppontja. Az O pont koordinatait az oldalfelezd
merdGlegesek metszéspontjaként szamolhatjuk ki.

Az AC oldalfelezd merSlegese egybeesik az x tengellyel, ezért egyenlete y = 0.



A BC oldal felez6pontja F G, l). Az oldalfelez6 merdleges egy normélvektora B_C"(—S ;4),

i lete:
gy egyenlete o7
-S5x+4y= -

A megfelel§ egyenletrendszer megolddsa utan 0(12—7; 0).
A szeméttelep helyét az O(E; OJ pont jeloli ki a koordindta-rendszerben.
EIR) Az elsSként adott kor egyenlete:
(x+2)%+(y+3)>=32,
ezért kozéppontja az O;(—2; —3) pont, sugara 7, =~/32 = 4/2.
A maésodikként adott kor egyenlete:
(=42 +(-3)*=8,
ezért kozéppontja az 0,(4; 3) pont, sugara r, = /8 = 24/2.
Mivel a két kor kozéppontjanak tavolsdgira 0,0, = /72 = 6J/2 teljesiil, ezért 0,0, = r, + r,, ami-
bdl kovetkezik, hogy a két kor érinti egymast.
A két kor E érintési pontja az 0,0, szakaszt a sugarak ardnyaban osztja, azaz:
OE 1n 42
—_— === 2
EO, r, A2
Ez azt jelenti, hogy az E pont az 0,0, szakasz O,-hoz kozelebbi harmadoldpontja, ezért:
E(1~(—2)+2.4. 1-(—3)+2.3)
3 ’ 3 '

A két kor kozos pontja az E(2; 1) pont.

B3 «) Az egyenes egyenletébdl y = x + 1, amit a kor egyenletébe visszahelyettesitve:
Xrx+1D2-2x-2(x+1)=11.
A miiveletek elvégzése utdn: 2x% — 2x — 12 = 0. Az egyenlet megolddsai: x, = 3 és x, = 2.
A metszéspontok A(3;4) és B(-2;-1).
b) A k kor egyenlete (x + 1)> + (y + 4)2 =25, az e egyenesé x + 7y = —4.
Az egyenes egyenletébdl x + 1 =—-3 — 7y, amit a kor egyenletébe helyettesitve:
(=3-7y)%+ (y+4)2=25.
A miiveletek elvégzése utdn: 50y% + 50y = 0. Az egyenlet megolddsa utin kapjuk a metszés-
pontok koordinatdit: A(—4; 0) és B(3; -1).

EID o) A kor egyenletét dtalakitva: ,
(x+5)%+ (y+1)?>=25, °
ezért kozéppontja az O(-5; —1) pont, sugara r = 5. B

b) A metszéspontok koordinatéit az

(x+5%+@y+1)?r=25
Tx+9=y

egyenletrendszer megoldésai adjak.



Az y értékét az elsG egyenletbe visszahelyettesitve, majd a miiveleteket elvégezve a kovetkezd
egyenlethez jutunk:

(x +5)% + (7x +10)%2 = 25,
x2+3x+2=0.
Az egyenlet megolddsai: x; =-1 és x, =—2. Az egyenes a kort az A(-2; -5) és a B(-1;2)
pontokban metszi.

c) A kor sugara merdleges az érintési ponthoz tartozé sugarra. Ebbdl kovetkezik, hogy az A pont-
beli érintdnek az OA(3; —4) vektor egy normdlvektora, igy az €érint§ egyenes egyenlete:

3x -4y =14.
A B pontbeli érint§ egy normélvektora az OB (4;3) vektor, egyenlete pedig 4x —3y = 2.
d) Az AB hir hosszaAB = /50 =5V2. Az OAB,-ben: )
OA2+ OB =52+ 52 =50, ezért OA%+ OB*=AB>. :
Pitagorasz tételének megforditdsa alapjan az OAB, derékszog(. 3B

Megjegyezziik, hogy ezt onnan is lathatjuk, hogy OA-OB =0,
ezért a két vektor merGleges egymadsra.

Ennek megfelelden a kérdéses korszelet teriilete egy negyedkor
és egy derékszogl haromszog teriiletének kiilonbsége, azaz:

5. 55 _25

Tiorszelet = T - T = I (m-2)="713.

a) A c kor egyenletét dtalakitva (x — 1)2 + (y + 3)% = 10, amibdl a kor ,
kozéppontja O(1; —3), sugara r =~/10. Haaz O pontot a meg- k

adott vektorral eltoljuk, akkor a Q(5; 1) pontot kapjuk, és mivel
az eltolas a kor sugarat nem véltoztatja meg, ezért a k kor egyenlete
(x—5)% + (y— 1)? = 10. Akétkor metszéspontjait a korok egyenle-
tébdl allé

10 X

(x-1%+@y+3)2=10
(x=52+@y-1)2=10

egyenletrendszer megoldasai adjak. A megfelel§ oldalak kiilonbsége 8x + 8y — 16 =0, amibdl
y =2 —x. Az egyenletrendszer megolddsai: x; =2, y; =08&s x, =4, y, =-2.
A két kor kozos pontjai A(2; 0) és B(4; —-2).

b) Az AOBQ négyszog minden oldala r =+/10, ezért a négyszog rombusz. Az 4tlék hossza
00 =4/2 és AB=22. Az AOBQ rombusz teriilete az atlok szorzatdnak a fele, azaz:

W22

2

T = 8.

A 14tészdgkorivekre vonatkozé tétel alapjan az ilyen tulajdonsagu
pontok halmaza két, az AB szakaszra nézve szimmetrikusan elhe-
lyezked§ koriv (melyeket az dbrdn pirossal jeloltiink). Ha a 14t6-
korivek pontjaibdl az AB szakasz 45°-0s szog alatt l14tszik, akkor
a kozépponti és keriileti szogek tétele alapjan a latokorivek kozép-
pontjdbdl az AB szakasz 90°-os szog alatt latszik. Ezért a keresett
korivek kozéppontja illeszkedik az AB szakasz Thalész-korére,
valamint természetesen a szakaszfelez§ merdlegesére is.




A korivek kozéppontjanak koordindtdit (az dbran Q; és Q,) a két emlitett alakzat metszés-
pontjaként szdmolhatjuk ki.

Az AB szakasz felez&pontja (egyben Thalész-korének kozéppontja) O(2; 1). A szakaszfelezd
merdleges egyenlete x + 2y = 4.

A megfelelS Thalész-kor egyenlete OA =+/5 miatt (x —2)2 + (y — 1)2 = 5. A szakaszfelez6 merd-
leges egyenletébdl x =4 — 2y, amit a Thalész-kor egyenletébe helyettesitve, majd az elsd tagbol
4-et kiemelve adddik, hogy:
2-29*+(-1)7*=5,
4-(1-y?+@y-1?%=5,
5-(y-1)?=5.
A kapott egyenldség csak ugy teljesiilhet, ha y =2 vagy y =0. A két 1at6szogkoriv kozéppontja
tehdt 0,(0; 2) és 0,(4; 0).
A lat6szogkorivek sugara ugyanakkora: r = QA =Q,A = V10, egyenletiik:
ki: x2+(y—-2)2=10, ky: (x—4)*+y*=10.
A feladat feltételeinek a k; korvonalnak azok a pontjai felelnek meg, amelyek az AB egyenes

»felett” vannak. Mivel az AB egyenes egyenlete y = 2x — 3, ezért a k; kornek azok a pontjai tar-
toznak a latészogkorivhez, amelyek koordinataira y > 2x — 3 teljesiil.

A k, kornek azok a pontjai felelnek meg, amelyek az AB egyenes ,,alatt” vannak, azaz amelyek
koordinétdira y < 2x — 3 teljesiil.

Megjegyzés: A piros latokorivek kiegészits koriveibdl az AB szakasz 135°-0s szog alatt 14tszik.

Haegy P pontbdl az AB szakasz 60°-os szog alatt latszik, akkor P
illeszkedik az AB szakaszhoz tartoz6é 60°-os latészogkorivek vala-
melyikére.

Haa C pontaz AB szakasz végpontjaival szabdlyos hdromszoget alkot,
akkor a C pontbdl az AB szakasz biztosan 60°-0s szog alatt 1atszik.

E két megéllapitasbol kovetkezik, hogy az AB szakasz 60°-os 14t6-
szogkorivei megegyeznek a szabdlyos ABC, koré irhaté korok
megfelel§ koriveivel. Két olyan pont van, amelyek az A és B pon-
tokkal szabdlyos haromszoget fognak kozre. Mindkett§ illeszkedik
az y tengelyre, tovabbd a két pont egymads tiikorképe az x tengelyre
vonatkozdan. Az y tengely pozitiv felére illeszked§ megfelel6 pont masodik koordinatdja éppen
a szabdlyos hdromszog magassdgaval egyenld.

AB -3

Mivel AB =2/3, amibdl a hdromszog magassiga m = =3, ezért a megfelel§ szabalyos

hdromszog harmadik csicsa C(0; 3). Az y tengely negativ felére illeszkedd cstics koordindtai
C’(0; -3) (1d. abra).
A szabdlyos haromszog koré irhaté kor kozéppontja egybeesik stlypontjaval, sugara pedig a ma-
gassag % része, ezért az ABC, koré frhat6 kor kozéppontja O(0; 1), sugara 2, egyenlete:

ki: x2+(y—-1)2=4.
Hasonl6éan az ABC), koré irt kor egyenlete:

ky: x*>+(y+1)>=4.

Az AB szakasz 60°-os 1dtészogkorivei: a k| kor x tengely ,.feletti” ive, illetve a k, kor x tengely
alatti” ive.



Vildgos, hogy ez utébbi nem metszi az adott —2x + 3y = 9 egyenletl egyenest, ezért az egyenes
azon pontjai, amelyekbdl az AB szakasz 60°-o0s szog alatt latszik, csakis a k; koron lehetnek.
Az ilyen tulajdonsdgui pontok koordindtdit ennek megfeleléen az

x2+(y—l)2:4}

-2x+3y=9
P . 24 23
egyenletrendszer megoldasai adjak: x; =0, y; =3 és x,= ETY Vo= 'ER
Két olyan pont van az adott egyenletd egyenesen, amelyekbdl az AB szakasz 60°-o0s szog alatt
24 2
latszik, ezek koordinatai: C(0; 3) és P (_B; g)

a) A k kor egyenlete (x —2)% + (y +2)% = 1, tehét a kor kozéppontja O(2; —2), sugara pedig 1.

Az érintGk egyenletét y = mx — 4, illetve a kényelmesebb mx —y — 4 =0 alakban kereshetjiik.
Mindkét érintd r =1 egység tdvolsdgra halad a kor O kdzéppontjdtdl, ezért a pont és egyenes
tdvolsdgdra vonatkoz6 formula alapjén:

2m+2 -4
m?+1

M:L

=1, azaz ‘

m2+ 1
Ha mindkét oldalt négyzetre emeljiik, akkor:

_7)2
GMZ2 1 ebbsl  3m>—8m+3=0.
m-+1
Az egyenlet megolddsai: m; = 4 +3ﬁ és m, = 4 _3ﬁ.
A P pontbdl a k korhoz hiizhato érint6k egyenlete:
447 ) 4-1
= 3 x—4 és y= 3 -x —4.

b) Afeltételek alapjan a ¢ kor sugara 3. A két
kort és kozos érintdiket az dbra mutatja.
Ha az egyik érint6 érintési pontjait E €s F,
a c kor kozéppontjat pedig Q jeldli, akkor
a POE, és PQF, hasonl6, megfelel§ olda-
laik ardnydra pedig:

PO 1

PO 3

A kapott egyenl&ségbdl leolvashatd, hogy
az O pont éppen a PQ szakasz P-hez ko-
zelebbi harmadoldpontja, ezért ha Q(x; y),
akkor az osztépont koordinataira vonatkozo
Osszefliggés alapjan:

2-0+1-x _

3

Az egyenletek megolddsa utdn a Q pontra
Q(6; 2) adodik. A ¢ kor egyenlete:

(x—62+(y—2)2=0.

0 g 2Dy
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c) Akét kort és a kozos belsd érintGket az dbra
mutatja. Ha az dbra jeloléseit kovetve a ki-
alakuld érintési pontokat ezdttal is E és F
jeloli, akkor a POE,, és PQF, ismét hasonlo,
a megfeleld oldalaik ardnyadra eziittal is:

PO _1

PO 3
Ezittal azonban a P pont elvélasztja az O és
Q pontokat, ezért P az OQ szakasz O-hoz
kozelebbi negyedelSpontja. Ha a Q pont
koordinatai ismét Q(x; y), akkor:

1~xZ3~2:O és 1-y+3-(—2):

Az egyenletek megolddsa utdn a Q pontra
Q(-6;-10) adddik. A ¢ kor egyenlete:

(x+6)>+ (y+ 10)>=09.

4.

@3B a) A parabola egyenletét talakitva y = (x — 3)> — 2. Az egyenletbél leolvashatd, hogy a parabola
tengelypontja a C(3; —2) pont, paramétere p = % fokuszpontjanak koordinatai F (3; —9

b) A parabola vezéregyenesének egyenlete v: y= —%.

c) Az A pont illeszkedik a paraboldra, ezért az érinté meredeksége az f: x+> x* — 6x + 7 fiigg-
vény derivéltjdnak x, =1 helyen vett helyettesitési értéke. Mivel f”(x) = 2x — 6, ezért az érint§
meredeksége —4, egyenlete: y —2 =—4(x — 1), vagy atrendezve: y = —4x + 6.

d) Az origé koriil +90°-kal elforgatott parabola tengelypontjat ugy kapjuk, hogy a C pontot
+90°-kal elforgatjuk az origé koriil. A elforgatott parabola tengelypontja C’(2; 3). A kapott
parabola paramétere nem véltozik, tengelye viszont az x tengellyel parhuzamos (,,balra nyilik™),
ezért egyenlete: x —2 = —(y — 3)?, vagy atrendezve: x = —y% + 6y — 7.

Az orig6 koriil —90°-kal elforgatott parabola tengelypontja C”(2; 3). A kapott parabola (mely
,jobbra nyilik”) egyenlete: x + 2 = (y + 3)2, vagy atrendezve: x = y2 + 6y + 7.

k) Ha az dbranak megfelelGen az e egyenes meredekségét m jeldli,
akkor egyenlete: y— 1 =m(x —1). Mivel az f egyenes meredek-
sége m — 3, ezért egyenlete: y—1=(m—3)(x + 1). Akét egyenes
metszéspontjdnak koordinatdit az P

y—l=m-(x-1)
y—1=(m-3)-(x+1)

egyenletrendszer megolddsa adja. Mivel a két egyenlet bal oldalan

ugyanaz a kifejezés 4ll, ezért a jobb oldalak is megegyeznek, igy BR1T 74
mx—1)=(m-3)(x+1). — ,/ \//e —f
A miveletek elvégzése, valamint rendezés utdn: x = m3— 3.



A kapott értéket az elsG egyenletbe visszairva, majd y értékét kifejezve kapjuk, hogy

_ 2m? - 6m +3
=
ezért az e és f egyenesek P metszéspontjanak koordinatdi:
P(zm-z»_ 2m2—6m+3]

’

3 3

L o +
A P pont elsé koordindtdjabol a meredekséget kifejezve m = 3

koordinatdja: 2
2.(3x+3) 6. 3X*3 4

3, tehat a P pont masodik

2 2

y= 3

A miveletek elvégzése utdn y = %xz - % adddik.

2

Eredményiink alapjdn az e és f egyenesek P metszéspontja illeszkedik az y = %x - % egyenletd

parabolara.
Szamitdsaink ,,megfordithatdk™, ezért a parabola minden pontja egy-egy e, illetve f egyenes met-
széspontja.





