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12.1. LOGIKA, BIZONYITASI MODSZEREK

Logikai feladatok, kijelentések — megoldasok

a) Nem. b) Igen. c) Nem. d) Igen. e) Nem. f) Igen.
a) Nem. b) Igen, igaz. ¢) Igen, hamis.

d) Nem. e) Igen, értéke fiigg a helyzettSl. f) Igen, hamis.

a) lgaz. b) Hamis. c) lgaz. d) lgaz. e¢) Hamis.

A helyes tippek: 1, 1, 2, X, 1, X.
a) Hamis. b) lgaz. c) Igaz.

Nem, ugyanis
a) nem kijelentés (paradoxon);
b) kijelentés, amelynek logikai értéke a kovetkezd mondattdl fiigg.

a) Hétfén, kedden, szerdan, pénteken, szombaton.
b) Csiitortokon, vasarnap.

a) Minden nap. b) Soha.

Beteg nem lehet, mert akkor nem mondhatna igazat. Egészséges orvos sem lehet, hiszen 6k igazat
mondanak. A megoldds b), vagyis egészséges dpolt.

Nandi és Oszi kijelentései ellentmondanak egymdsnak. Ha mindkettSt igaznak fogadnank el,
akkor paradoxonhoz jutnank, tehat valamelyiknek hamisnak kell lennie. Viszont igy Laci és Marci
igazat szolnak, azaz Nandi volt a tettes (€s kozben kideriilt az is, hogy Nandi az, aki hazudik).

Tudjuk, hogy kettejiik koziil az egyik igazat mond, a masik hazudik. Mivel a jelenlegi dllapotukrél
egyeldre nincs informdcionk, ezért olyan kérdést kell egyikiiknek szegezni, amellyel a jol ismert
multbeli helyzet utdn érdekldiink. Példdul:

»Te vagy a kirdlylany?”  vagy , Régen a hdzastdrsad mindig igazat mondott?”

Ha a kirdlylany valasza ,,igen”, akkor igazat mond (tehat a juhdsz éppen hazudik). Ha a vélasza
,»hem”, akkor hazudds napja van (tehét a juhdsz igazat mond).

Ha a juhdsz valasza ,,nem”, akkor igazat mond (tehat a kirdlylany éppen hazudik). Ha a vélasza
»igen”, akkor hazudés napja van (tehat a kirdlylany igazat mond).

Az els6 megjegyzés miatt Tivadar csak Kis, Fekete vagy Fehér lehet. Mivel Feketével és Fehérrel
mas iskoldba jart, Tivadar vezetékneve Kis. Az els6 megjegyzés miatt Kisnek hivhattdk volna még
Konrddot (¥is, Nagy, Fehér) vagy Csillat (kis, Nagy, Fekete). Konrdd és Emma vezetéknevei
ellentétek, igy csak szinek lehetnek: Fehér Konrdd, Fekete Emma és Nagy Csilla.

A legkisebb Osszeget akkor kapjuk, ha a lehet§ legalacsonyabb helyezésekkel rendelkez6k mon-
danak igazat (azaz az els6 10), mindenki mds pedig azt mondja, hogy elsd lett. Ekkor az 6sszeg
55 +40=95.

Alegnagyobb 6sszeget tigy halljuk, ha az utolsé 10 mond igazat, és minden el6ttiik érkezd utolsé-
nak vallja magat. Ekkor az 0sszeg 2455.



(IED Tekintsiik végig a lehetSségeket Jozsi szemszdgébal.
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El6szor tegyiik fel, hogy J6zsi beteg (azaz pont forditva l14tja a valésdgot, mint kellene). Ekkor Jani
nem beteg, tehat egészséges (amit hisz, az ugy is van). Ekkor viszont J6zsi orvos. Ajjaj, J6zsi beteg
orvos! (Janirdl azonkiviil, hogy egészséges, nem tudunk semmit.)

Misodszor tegyiik fel, hogy J6zsi egészséges. Ezek szerint Jani beteg, tehdt J6zsi nem orvos, hanem
apolt. Ajjaj, ekkor J6zsi egészséges apolt! (Janirdl azonkiviil, hogy beteg, nem tudunk tobbet.)

Bérhogy is nézziik, J6zsi vagy beteg orvos, vagy egészséges dpolt. Barmelyik is, nem kellene
az intézetben tartézkodnia. Janirdl a feltételek alapjan nem tudunk nyilatkozni.

a) Ha az elsé mondat igaz, akkor sajét igazsagat llitja. Igy a masodik mondatnak hamisnak kell
lennie. Ha az els6 mondat hamis, akkor a masodik igaz.

Tehat a két mondat koziil pontosan az egyik igaz.

b) Ha az els6 mondat igaz, akkor a masodik mondat hamis. Ha az els6 mondat hamis, akkor
a masodik mondat igaz.

A két mondat koziil pontosan az egyik igaz.

c) Ha az els6 mondat igaz, akkor a mdsodik mondat is igaz. Azonban akkor az elsé mondat hamis.
Igy ellentmondasra jutunk. Ha az elsé mondat hamis, akkor a mdsodik mondat is hamis. Ami
azt jelenti, hogy az elsé mondat igaz. Igy is ellentmonddsra jutunk.

Ez a mondatpar paradoxon. A két mondatnak nem tudunk dgy logikai értéket tulajdonitani, hogy
teljesiiljon. A mondatpar tagjait nem tekinthetjiik kijelentéseknek.

d) Ha az els6 mondat igaz, akkor a masodik mondat hamis. Ha az els6 mondat hamis, akkor
a masodik mondat igaz.

Ismét arra jutunk, hogy a két mondat koziil pontosan egy igaz, és egy hamis.

Induljunk ki valamelyik allitdsbol, és probaljunk meg kovetkeztetéseket levonni. Kezdjiik a leg-
egyértelmtbbel. (Zardjelben az 4llitdsok sorszdma, melyekbdl adédik.)

Aki ropit eszik, kdzépen iil. (2)
Mivel sem Kéroly, sem Zsolt nem iszik kélat, azt csak Pista ihat. (1, 3)

Mivel Zsolt jobbjén iszik Pista kolét és a sor sz€1én iil, igy csak a jobb szélen iilhet. Ugyanebbdl
adaddik, hogy kozépen iil Zsolt és a bal oldalon Karoly. (3, 5)

A pattogatott kukoricat balra kellett adni, tehat Pista pattogatott kukoricat €s Karoly sés mogyorot
eszik. (4)

Karoly szomszédja Zsolt, igy 6 iszik gyombért, Karoly pedig jeges teat. (6)

A fidk igy iilnek a moziban:

Mozivaszon
jeges tea gyombér kola
$0S mogyoro ropi pattogatott kukorica
Karoly Zsolt Pista

Ismét kezdjiik egy teljesen egyértelmi kijelentéssel. (Zardjelben az allitdsok sorszdma, melyekbdl
adodik.)

A fidk nem egymds mellett iilnek. (1)

Mivel Feri nem szereti a gyiimolcsleveket és az egyik fid gyiimolcslevet iszik, igy Lori narancslevet
iszik. (2, 8)



Mivel Angi kakadt, Kati tedt iszik, Feri nem szereti a gylimolcslevet és Lori narancslevet iszik, igy
Hugi baracklevet és Feri vizet iszik. (2, 3, 9)

AKki szendvicset eszik, vizet iszik hozza, ezért Feri szendvicset eszik. (5)

Mivel rantottat és f6tt tojast Lori mellett esznek, piritdst ehet Lori vagy a Feri mellett (de nem
a fidk kozott egyediil) 16 lany. Lorir6l azonban tudjuk, hogy narancslevet iszik: ekkor nem
Iényeges az az informdcio, hogy a piritost evs nem tedt kér. Tehat piritost a Feri mellett iil6 1any

s

eszik. (7, el6z6)

Hugir6l mar tudjuk, hogy baracklevet iszik és Lori mellett iil. Szabad még a tea és a kakad helye:
mivel a piritost ev6 nem kér tedt, igy 6 csak kakadt ihat, tehat § Angéla. (6, 10, 3)

Mivel ételnek mar csak egy szabad hely maradt, igy Lori halat

eszik. (el6zGek) Ferenc

Angi egyik szomszédja siiti maganak a reggelit — Feri nem,
mert hideg szendvicset eszik. Ebb6l kovetkezik, hogy a Lori
és Angi kozott Ul6 rantottat eszik, a fidk kozott iil6 pedig fott
tojast. (3)

Mivel a rantottat reggelizé nem gytimolcslevet kért, igy csak tedt
ihat: 6 Kati. (4)

Kovetkezésképpen Hugi a két fia kozott f6tt tojast reggelizik
baracklével. (el6z6)

A reggelizékre és az altaluk fogyasztott ételekre, italokra egy
példa az abran lathato.

Logikai miiveletek — negacio, konjunkcid, diszjunkcio

— megoldasok
a) —A; b) AAB; c) AVB;
d) (AAB)VC; e) —=(AAB); f) (AAB)A(=C)A(=D);

g) (AAB)V(CAD,).

(1) a) Félek a dolgozattdl.
b) Van olyan film, amit még nem lattam.
¢) Van olyan szarka, amelyiknek a farka egyszind.
d) Minden révid nyaku zsiraf rosszul fésiilt.
e) Barmely geometriai rendszerben a haromszog belsS szogeinek osszege 180°.
f) Létezik olyan érettségi feladatsor, amelyben nincs ilyen feladat.
g) Minden hollé6 fekete.
h) Létezik olyan héttel oszthat6 szam, amely 5-tel is oszthato.
i) Van két egyenes, melyek nem metszik egymast.

(1) a) Hideg van és fazom.
b) 6l feloltozom vagy mozogni kell.
¢) Mozogni kell €s nem fazom.
d) Nem igaz, hogy fazom és mozogni kell, vagy jol fel6ltozom.
e) Hideg van és fazom, vagy jol fel6ltozom és nem kell mozogni.



LOGIKA, BIZONYiTASI MODSZEREK

a) lgaz. b) lgaz. ¢) Hamis. d) Hamis. e) lgaz. f) Igaz.

A és D, illetve B és C egymads tagaddsai.

a) Nem bilidrdozok j6l vagy nem golfozok jol.

b) Nem vagy Kata és nem is vagy Kldra.

c) Nem igaz, hogy James vagy Bond vagyok.

d) Nem igaz, hogy a boltba megyek és felporszivozok.

(I3 a) —A = Van olyan trapéz, melynek nincsenek parhuzamos oldalai vagy vannak egyenld szogei.
— B = Barmely deltoidnak vannak egyenld szogei.
—C = Minden négyzetnek van olyan oldala, mely nem egységnyi és teriilete sem az.
b) A kitoltott tablazat:

Allitas ~ Tagadas

A = Minden trapéznak van két parhuzamos oldala és minden szdge kiilonboz6. hamis igaz
B = Van olyan deltoid, melynek minden szdge kiilonb6za. hamis igaz
C = Létezik olyan négyzet, melynek minden oldala vagy teriilete egységnyi. igaz hamis

@) a) Ot lehetSség van.
1. Az illet6 mindent megtanul.
2. Csak a verset tanulja meg.
3. A verset megtanulja, azonkiviil csak matek hazit ir.
4. A verset megtanulja, azonkiviil csak fizika hazit ir.
5. Csak a redl targyak hazijat késziti el.
b) Hérom lehet&ség van, de minden esetben meg kell nézni a filmet.
1. Elkésziti mindkét ételt.
2. Csak réantottat siit.
3. Csak bundds kenyeret siit.

(II”4) a) Minden nap minden érajanak minden percében csak rad gondolok.
b) Barmely egyiittesnek van olyan szdma, amelyben minden versszakot megértek.
¢) Van olyan étel, amit akdrhogyan is készitenek el, barmikor hajlandé vagyok megenni.

a) Négy lehetGség van: Karcsi koran kelt vagy nem, illetve sokat dolgozott vagy nem. Ha tényleg
koran kelt és sokat dolgozott (azaz mindkettd igaz), akkor annak a tagaddsa hamis. Minden més
esetben valamelyik (vagy mindkettd) kijelentés hamis, igy tényleg nem igaz, hogy egyszerre
teljesiilnek. Ekkor az allit4s igaz.

b) Ha szinvak vagyok, akkor az allitas igaz, barmilyen is a labda. Ha nem vagyok szinvak és a labda

valéban gomboly( és piros, akkor is igaz. Ha viszont nem vagyok szinvak és a labda valamelyik
jellemzgje (esetleg mind a kett§) hamis, akkor az dsszetett llitds hamis.

c) Haelalszom, akkor az 4llitds hamis, fiiggetleniil az el6adast6l. Ha nem alszom el és az elGadés
nem volt sem rovid, sem izgalmas, akkor is hamis. Ha viszont nem aludtam el és az elGadas két
jellemzgje koziil legaldbb az egyik teljesiil, akkor igaz a kijelentés.



() a) Volt nehéz feladat, vagy olyan, amit nem oldottam meg.
b) Ebben a pizzéridban van rossz iz{ pizza, és minden pizzdt megkostoltunk.

c) Barmely hdromszégnek van olyan szoge, ami nem derékszog.
d) Van olyan Rubik-kocka, amelynek barmely oldaldn van olyan szin, ami nem kék.

a) Elegendd, ha D hamis.
b) Sziikséges, hogy mind a négy kijelentés hamis legyen.
c) Az elsé kettd vagy a masodik kettd kijelentésnek egyszerre kell hamisnak lennie.
d) Az elsé kett§ kijelentésnek kell egyszerre igaznak lennie, vagy a masodik kettének egyszerre
hamisnak.
Mivel a formuldk mindegyikében két kijelentés (véltozd) szerepel, igy értékeik (igaz vagy hamis)
Osszesen négy esetet adnak:
i—i, i—-h, h—i, h—h.
A legegyszertibb, ha készitiink mindharom formuldhoz egy-egy igazsdgtdbldzatot.
A piros oszlop mindegyik esetre érvényes, a végeredményt a zold oszlop mutatja.

28 a4 <8 D) A B Vo) RN VI
i i h h Y i Qi i i h
i h | i fo i h h h h i h h h h
hoi h h h hohoidQ i N
h h hohoi h h h i i h h h i i

A feladatban az els6 két formula harom kijelentést tartalmaz, melyek mindegyike lehet igaz vagy
hamis, ezért a lehet&ségek szama:

23=38,
azaz ennyi sora van az igazsigtablazatnak.

A c¢) kérdésben négy formula szerepel, ott 16 soros a tdbldzat. A végeredményt most is a zold
oszlop jeloli.

4B c D a A B v RN BV
[ A 0 A A A R h h i 0 i
i i h h i i i h h h h i [ h
i h i /A O A I BT B h h h i i
i h h i i h h i h h h h h h
h i i i h h i 0 i [ T BT R A
h i h i h h i i h A A
h h i i h h h i i i i h 0
h h h i h h h i h i h h h h



i 0 h i h @ i i h h [ i
i i h h h i i i h h h h
i h 0 i i h h i i i i
i h i h i i h h i i i h
i h h i U (A IR/ 1 BT T R
i h h h i i h h h h h h
I /A B i h h 0 i i i i
h i i h i h h @i i i i h
h @i h i T U A B T R
h i h h i h h i h h h h
h h i i i h h h i i i i
h h i h i h h h @i i i h
h h h i O T I/ 1 /A /TR BRI B
h h h h i h h h h h h h

Logikai miiveletek — implikacid, ekvivalencia — megoldasok

(158 a) A—>B; b) (AVB)—=C; ¢) (AAB)=C; d) A—(BA—C);
¢) A (BVO); f) (BVvC)—A)A(A—>(BVC)); g) AB.

(IF1) a) Ha egy négyszdg négyzet, akkor paralelogramma. Igaz.
b) Ha egy négyszog paralelogramma, akkor rombusz. Hamis.
c) Egy négyszog pontosan akkor paralelogramma, ha két-két szemkozti oldala egyenld. Igaz.
d) Ha a négyszog két-két szemkozti és két-két szomszédos oldala egyenld, akkor rombusz. Igaz.

e) Haegy négyszog két-két szemkozti és két-két szomszédos oldala egyenld, tovabba szogei egyen-
16k, akkor négyzet. Igaz.

f) Haegy négyszog két-két szemkozti és két-két szomszédos oldala egyenld, vagy szogei egyenldk,
akkor rombusz. Hamis.

g) Egy négyszog pontosan akkor négyzet, ha rombusz és szogei egyenldk. Igaz.

(IFH a) Thalész tétele.
b) B.



a) A megforditdsa: Ha egy négyszog paralelogramma, akkor atléi felezik egymast.

B megforditdsa: Ha egy hdromszog belsS szogeinek felezSi egy pontban metszik egymadst,
akkor sdlypontja a haromszogon kiviilre esik.

C megforditdsa: Ha egy fliggvény feliilr6l korldtos, akkor van minimuma.
D megforditdsa: Ha egy egész szam oszthatd 21-gyel, akkor oszthat6 7-tel.
b) A Kkitoltott tablazat:

Allitas Megforditas

A = Ha egy négyszog atldi felezik egymast, akkor az paralelogramma. igaz igaz

B = Ha egy haromszdg.sﬂlypon}ja a haromszogon kiviilre esik, akkor belsé szdgeinek felezdi igaz il
egy pontban metszik egymast.

C = Ha egy fiiggvénynek van minimuma, akkor feliilrél korlatos. hamis hamis

D = Ha egy egész szam oszthato 7-tel, akkor oszthato 21-gyel. hamis igaz

a) A Pitagorasz-tétel megfogalmazhat6 ekvivalenciaként.
b) Ez a kijelentés igaz, de megforditidsa nem.

c) A Thalész-tétel is megfogalmazhaté ekvivalenciaként.
d) Megforditdsa sem igaz.

Figyeljiik meg, hogy a feltétel mindig teljesiil.

a) Igy az implikéci6 akkor vélik igazzd, ha a kovetkeztetés is igaz.
A befejezés barmilyen igaz kijelentés lehet, példdul: 2 + 2 = 4.

b) Igaz feltétel mellett az implikacié akkor valik hamissd, ha a kovetkeztetés hamis.
A befejezés barmilyen hamis kijelentés lehet, példaul: 2 +2 =5.

Figyeljiik meg, hogy a kdvetkezmény hamis.

a) Az implikaci6 akkor vélik igazza, ha a feltétel hamis.
A kiegészités barmilyen hamis kijelentés lehet.

b) Az implikacié akkor hamis, ha a feltétel igaz.
A kiegészités barmilyen igaz kijelentés lehet.

a) Mivel A feltétele hamis, igy az implikacié kovetkezményétdl fiiggetlentil valik igazza.
Az A mondat kipontozott részére barmit frva az implikaci6 igaz. (Hiszen h—i=i és h—h=1.)
b) Mivel B kovetkezménye igaz, akdrmit is frunk feltételnek, az implikdci6 teljesiil. (Hiszen
i—i=iés h—i=i.)
¢) Az a) pontban ismertetett megfontoldsok miatt az implikécié nem lehet hamis.
d) A b) pontban latott megfontoldsok miatt az implikdcié nem lehet hamis.

a) A keresett formulak:
(AAB)—C =Ha n 3-mal és 8-cal oszthatd, akkor 24-gyel is oszthatd.
D——F =Ha n paros, akkor nem prim.
E<>(AvB) = n pontosan akkor oszthaté 12-vel, ha 3-mal vagy 8-cal oszthatd.
(FA—=A)—D = Ha n prim és nem oszthaté 3-mal, akkor paros.
b) Alogikai értékek: igaz, hamis, hamis, hamis.

.................. - 10



(1’7 Figyeljiik meg a kovetkezdket:
— A-bdl kovetkezik D, tehdtaz A és D kijelentések ugyanarrdl a szdmrdl szélnak.
— B és C kizérjak egymast, tehat egyik az egyik, masik a mésik szdmra vonatkozik.
— Amire A és D vonatkozik, az nem lehet prim, azaz A és D kizérja E-t.
Ezek alapjéan két eset lehetséges.

L eset: Az egyik szdmra A, D, B; amasikra E, C vonatkozik. Az egyetlen 5-tel oszthatd prim az 5.
Az A, D, B kovetelményeknek végtelen sok szdm megfelel, legkisebb koziiliik a 6.

IL. eset: Az egyik szdmra A, D, C; a mdsikra E, B vonatkozik. Az egyetlen péros prim a 2.
Az A, D, C kovetelményeknek végtelen sok szdm megfelel, legkisebb koziiliik a 15.

(B a) Az A kijelentés csak abban az egy esetben hamis, ha hideg van és nem fazom. Ekkor a B kijelen-
tés is hamis, hiszen nem igaz, hogy nincs hideg és nem fizom. Minden mds esetben A és B is
igaz. A és B ekvivalens dllitdsok.

b) Az A kijelentés csak akkor hamis, ha piszkédlnak és mégsem leszek mérges. B hamis, ha egy-
részt nem igaz, hogy nem piszkdlnak, masrészt nem igaz, hogy mérges vagyok. Minden mas
esetben A és B isigaz. A és B ekvivalens allitdsok.

c) Az A kijelentés pontosan akkor lesz hamis, ha siit a nap és mégsem j6 a kedvem. Ebben az esetben
a B kijelentés feltétele (nem jo a kedvem) igaz, de a kovetkezmény (nem siit a nap) nem teljesiil,
azaz B is hamis. Amennyiben a kedvem jo, akkor B igaz. Utoljdra azt gondoljuk meg, ha rossz
a kedvem €s a nap se siit: ekkor igaz B feltétele és kovetkezménye is, azaz maga B kijelentés.
Kimondhatjuk, A és B ekvivalens 4llitdsok.

Megjegyzés: Jelolje C =siit anap, D = j6 a kedvem. Ekkor formuldkkal lefrva az éllitdsokat:
A=C—-D és B=(—-D)—(=0C).

d) Trjuk fel formuldkkal a kijelentéseket. Jelolje M = most igent mond, § = soha nem mond igent.
Ekkor A = (—M)—S. A B illitas felirdsdhoz azt gondoljuk meg, hogy az ,.egyszer igent mond”
megegyezik a ,,nem igaz, hogy sohasem mond igent” kijelentéssel. Tehat B = (—=S)—>M.
Vegyiik észre, hogy ez a forma megegyezik a c¢) feladatban latottal, csak C helyére (—M)-t
és D helyére S-t kell irnunk! Tehdt itt is teljesiil, hogy A és B dllitdsok ekvivalensek.

LOEYY A keresett tablazatok:

A B )"0 58 (Ca v B )"0 S8 Ta S B

A (B > A

fi /T h i i /T A A N N
i h i h h h h h i h h i h h h h i i
h i h i i A I h h i h i i h i h h
h h h i h i i h h i h h i h i h i h

@08 o) Felhasznélva a kettSs tagadast, hogy a diszjunkcié kommutativ és A—B = (—A)VB:
A—B=(—A)VvB =Bv(=A) = —=(=B)v(—A) = (—B)—>(—-A).
b) Az egyes 1épéseket a szdmok magyardzzak:
(A—>B)—C=(1)=[(=A)VB]=>C=(2)=—[(—wA)VB]vC=(3)=[Ar(=B)|vC=
= @) = (AVOA[(=B)VC] = (5) = [~(= AWV CIA[(=B)V C] = (6) = [(=A) > CA[B—C].
(1), (2) és (6): Az implikdcié mar megismert atirdsa diszjunkciéra, A—B = (—=A)VB.
(3): De Morgan-azonossag diszjunkciéra, —(AvB) = (—A)A(=B).



(4): a diszjunkcio disztributiv a konjunkciora, (AAB)vC = (AvC)A(BVC).

(5): kettSs tagadds, A = —(—=A).

Megjegyzés: Az a) pontban latott azonossag alapjan alkothatjuk meg a kontrapozicionak neve-
zett bizonyitasi eljarast. A ,,ha ..., akkor ...” éllitisban megforditjuk és letagadjuk a feltételt
és a kovetkezményt, majd ezt az allitast bizonyitjuk. Ilyet alkalmaztunk pl. ebben a kijelentésben:
Ha o, B, y egy haromszog bels szogei, akkor legaldbb az egyik szog legaldbb 60°-0s.

A kontrapozicids 4llités:

Ha nem igaz, hogy o = 60° vagy B = 60° vagy v = 60° akkor ¢, B, ¥ nem egy haromszog
belsd szogei.

A kontrapozicids 4llitds bizonyitdsa:

A letagadott feltételt a De Morgan-azonossdg alapjan dtirhatjuk o <60° és < 60° és y < 60°
alakban. Igy o + 8 + y < 3-60° = 180° Mivel bizonyitottuk, hogy minden haromszog belsé
szogeinek osszege 180° ezért o, B, v nem lehetnek ugyanazon haromszog szogei. (Természe-
tesen kijelentésiink csak az euklideszi geometridban érvényes.)

Teljes indukcié (emelt szintii tananyag) — megoldasok

LIE[ A sorok sorszdma szerinti teljes indukciét alkalmazunk. S, jeloli a k-adik sorban levé szamok
Osszegét.

4047

1.
2.
3.

A 0-adik sorban lev 1-esre teljesiil, hogy az dsszeg S, =1 =20.
Tegyiik fel, hogy (t.f.h.) a k-adik sorban az 6sszeg S = 2X.
Kérdés, hogy Sy, =2k teljesiil-e.

Mivel minden sorban dupldn szdmoljuk az el6z6 sorban elGfordulé szamokat (egyszer jobbra
le, egyszer balra le, illetve az els§ és az utolsé 1-est odairjuk), igy az ott keletkezd Gsszeg is
duplija lesz az el6z6nek:

Spa1=2-8,=(2)=2.2k=2k+1,

Az n kitevd szerinti teljes indukcioét alkalmazunk.

1.
2.
3.

A legkisebb természetes szamra, n = O-ra teljesiil az allitds: 3 [2.70+1=3,
T.fh. n = k-ra teljesiil az 4llitds: 3]2- 7K + 1.
Kérdés, hogy n=k+ 1 esetén 3|2-75+1 + 1 teljesiil-e.
Alakitsuk 4t a kifejezést:
2.7k 4 1=2.7-7k+ 1=7-2- 7"+ 1) - 6.
Az indukcios feltevés miatt a zdrdjeles kifejezés (és annak hétszerese) oszthatd 3-mal, az
utolsé 6-os oszthaté 3-mal, igy kiilonbségiik is.

Minden esetben n szerinti indukciot alkalmazunk.
a) 1. n=0-ra: 2|02-0=0.

2. Tfh. n=k-ra 2| k*> - k.
3. Kérdés, hogy n =k + 1 esetén igaz-e, hogy 2|(k + 1)2 — (k + 1).
Alakitsuk 4t:
k+ 12—+ D) =k?+2k+1-k-1=k>+k=k*—k+ 2k

Az els6 két tag kiilonbsége az indukcids feltevés miatt oszthatd 2-vel, a 2k tag pedig péros.
Tehat az 4llitds igaz.

........................ .12



b) 1. n=0-ra: 27110+ 18-0-1=0.
2. Tfh. n=k-ra 27/ 10% + 18k — 1.
3. Kérdés, hogy n =k + 1-re 27|10%*1 + 18- (k+ 1) — 1 teljesiil-e.
Alakitsuk at:
10F*1 + 18- (k+1)—1=10-10F+ 18k + 17 = 10- (10X + 18k — 1) — 162k + 27.

A zérgjeles kifejezés oszthat6 27-tel (az indukcids feltevés miatt), mint ahogy 162 és 27 is.
Igy az egész kifejezés oszthatd 27-tel.

¢) 1.n=0-ra6/03+11-0=0.
2. T.fh. n=k esetén 6| k3 + 11k.
3. Kérdés, hogy n=k+ 1 esetén 6| (k+ 1)3 + 11-(k + 1) teljesiil-e.
Alakitsuk 4t:
k+12+11-(k+ 1) =k3+3k>+ 3k + 1 + 11k + 11 = k> + 11k + 3k- (k+ 1) + 12.
Az els6 két tag 0sszege az indukcids feltevés miatt oszthaté 6-tal. A szorzat oszthaté 3-mal,
és mivel két egymdst kovetd szdm is szerepel benne, az egyik biztosan pdros. Tehat
3k-(k + 1) is oszthat6 6-tal. Végiil 6112, igy 6 az egész kifejezésnek is osztéja.
Ismét n szerinti indukciét alkalmazunk.
1. n=0-ra az 4llitas teljesiil: 1=(1+a)?>1+0-a=1.
2. T.fh. n = k-ra igaz, hogy (1 +a)*>1+k-a.
3. Kérdés, hogy ekkor (1 + a)**!1>1+ (k+1)-a teljesiil-e.
Kezdjiik atalakitani a bal oldalt:
A+a)*'=(l+a)-(1+a)f>1+a)-(1+k-a)=
=l+a+ka+k-a’>1+a+k-a=1+k+1)-a.

Az elsé egyenlGtlenségnél kihaszndltuk az indukcids feltevést, a masodikndl egész egyszeriden
elhagytunk egy nemnegativ tagot (k természetes szdm, a2 > 0).

1I-(1+1)-2-1+1)
) 1. n=1-re 12= =
6

2. Tfh. n=kra 12+22+32 ...+ k2

1.
_ k(1) k1)

6
3. Kérdés, hogy n=k+ 1re 12422+ 32 4.+ K2+ (k+12 = KFD* +62) Ck+3) ozee,
12+22+32+...+k2+(k+1)2=k'(k+1)6'(2k+1)+(k+1)2=
. . . 2 . .
kD @hrD) 6 k1P ke @k D6 (kD)
6 6 6
2 .
:(k+1)-2k +7k+6=(k+1)-(k+2) 6(2k+3)'
Pontosan ezt kerestiik.
@) 7 szerinti teljes indukciét alkalmazunk. . .
1. A kiindul6 érték n =2, erre az 4llitds teljesiil: —-=>——. Atalakitva 62 >8, négyzetre
emelve mindkét oldalt: 72 > 64. 2 47202

2. T.f.h. n =k esetén léE>L
2 4 2k~ 2k
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3. Kérdés, hogy n =k + 1 esetén teljesiil-e: 13 .= krD-1 !

2 477 2-(k+1 >2;/(k+1)'

Az indukcids feltevés szerint igaz, hiszen minden szorzétényez§ pozitiv szam:
13 2k-1 2-(k+1)-1 1 2-(k+1)-1 2k +1
_— . > . = .
2 4 2k 2-(k+1) " 2k 2-(k+1)  k-(k+1)

Kérdés, hogy ez a csokkentett érték vajon nagyobb-e még a kérdéses ;—nél. Szorozzuk
meg mindkét oldalt 4/k - (k + 1)-gyel: 2J(k +1)
2k +1 1

WNE-k+1) 2Jk+ D)’
2k +1>2k - (k+ 1).

Négyzetre emelve mindkét oldalt, kapjuk az igaz 4k> + 4k + 1 > 4k> + 4k egyenlGtlenséget.

A 1. n=1-re: %+%+1:M>1.

4 24
T 1 1 1
2. T.fh. n = k-ra az allitas teljestil: —— + ——+ ...+ ——>1.
k+1 k+2 3k +1
3. Kérdés, hogy n =k + 1-re teljesiil-e: + ! +...+ ! > 1.
k+D+1 k+1D+2 3-k+1)+1
1 1 1 1 1 1 1
+ +...+ = + +...+ +...+ =
k+D+1 (k+1)+2 3-k+1)+1 k+2 k+3 3k +1 3k+4
1 1 1 1 1 1
= + + +...+ +... -—>
k+1 k+2 k+3 3k+1 3k+4 k+1
1 1 1 1
+

+ - .
3k+2 3k+3 3k+4 k+1
Ha most az utols6 négy tag 0sszege pozitiv, akkor ez az 6sszeg is nagyobb, mint 1.

Legyenx =3k+3 >0, igy k+1=§>0.
Ekkor:

1 1 1 3 1 1 2
+—+ —-—= + —-—=
x-1 x x+1 x x-1 x+1 «x
xx+D+x-(x-1)=2-(x2-1) 2
— = > 0.
x-(x2=1) x-(x2-1)

EE) Vizsgiljuk meg az elsé néhdny sszeget:
1=1; 1+3=4; 1+3+5=9; 1+3+5+7=16;

Egyrészt azt latjuk, hogy az 0sszeg négyzetszam. Mdsrészt az utolso, n-edik szam elGall 2n — 1)
alakban. Sejtésiink tehat igy sz6l: az elsé n pératlan szdm Osszege n?

Bizonyitsuk n szerinti teljes indukcidval.

1. n=1-re az allitas teljestil.

2. Tfh. n =k esetén az allitas teljesiil: 1 +3 + ... + 2k—1) = k2.

3. Kérdés, hogy n=k+1-re 1 +3+ ...+ 2k—1)+ 2k + 1) = (k+ 1)? teljesiil-e.
T4+3+ .. +QRk=D+QRk+ 1) =k +2k+1=(k+1)>2



10141-9.1-10 81 _

0O 1.n=1re3=——— ——=— =3,
n=e 27 27
, 10k+1-9k 10
2. Tfh. n=k esetén 3+33+333+...+33...3=2—7.
10¥*2-9.(k+1)-10

3. Kérdés, hogy 3+33+333+...+33...3+33...33=

teljesiil-e.

27
(Az utols6 33...33 szdm (k + 1) darab 3-as szdmjegyet tartalmaz.)
Hasznéljuk fel az indukcids feltevést, majd vizsgaljuk meg, egyenld-e a két oldal:

k+1 _ _ k+2 _ Q. _
10 Ok 10+33...33=10 9-(k+1) 10’ /97
27 27
10-10K = 9%k — 10 +27-33...33=100- 10 - 9k — 19, /+ 9k, +10, —10 - 10*
81-11...11=90-10k -9, /:9

9-11...11=10k+1 1,
99...99 =10k+1 1,

ez pedig igaz, mert a bal oldalon (k + 1) darab 9-es szdmjegyet taldlunk.

@) Az egyenesek szdma szerinti teljes indukciét alkalmazunk.

1. Egy egyenes (n = 1) a sikot két részre osztja: az egyiket pirosra, a masikat zoldre szinezziik.

2. Tf.h. n =k egyenes esetén kiszineztiik a feltételeknek megfelelden a ,,térképet”.

3. Meg tudjuk-e ezt tenni még egy (k + 1)-edik egyenes berajzoldsa esetén? Igen, ugyanis beraj-

zolva az ujabb vonalat, ez két részre osztja a térképet. Az egyik oldalt hagyjuk meg ugy szi-
nezve, ahogy eddig is volt. A mdsik felén minden rész szinét valtoztassuk az ellenkezgjére. Igy

—ezen az oldalon a szomszédos részek kiilonbozg szinei kiillonbozék maradnak;

— azok a részek, amelyekbe az Gj egyenes belemetsz, két szinlek lesznek, az egyenes két olda-
l4n kiilonbozd szineket taldlunk.

Igy elérjiik, hogy tovabbra se legyenek oldalszomszédos, azonos szind részek.

.n=0esetén 11]20°0+1 1 32:0+2 -2 4 9=11,

2. T.fh. n=k-ra 11]20k+1 4 32k+2 =2 .64k 4+ 9.0k

. Kérdés, hogy n =k + 1-re vajon 11[20-k+D+14 32:(k+D+2 teljesiil-e.

26-(k+1)+1 + 32-(k+1)+2 - 26k+7 + 32k+4 - 64~2~64k+ 9,9,9k -
=64-(2-645+9.95) - 64-9-9k+9.(2.64K+9.9K) —9.2. 64k,
A két zardjelben levd kifejezés az indukcids feltevés szerint oszthaté 11-gyel, ezért koncent-
rdljunk a maradék két tagra. Kiemelve bel6liik (—1)-et, kapjuk:

64-9-95+9.2.64k=9.(2-64%+9-9%) + 55-9.9,
Itt a zérdjeles kifejezés az indukcids feltevés szerint ismét oszthatd 11-gyel, mint ahogy az utolsé
tagban levd 55-0s egyiitthatd is. Készen vagyunk: az dsszes tagrdl kimutattuk, hogy oszthat6 11-gyel.
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a) Kezdjiik néhany eset megvizsgaldsaval:
11<3l 21<3% 5 61<35% 71537 81>38
Sejtésiink: barmely n =7 egész szdmra n! > 3".
A bizonyitdst teljes indukcidval végezziik.
1. n=7-re az 4llités teljesiil: 5040 = 7! > 37 = 2187.
2. T.fh. n =k értékre teljesiil az allitas: k! > 3k,
3. Kérdés, hogy (k+ 1)! > 3k+1 teljesiil-e. Induljunk ki a faktoridlisbdl, hasznaljuk az indukciés
feltevést:
(k+D!=kl-(k+1)>(k+1)-3k
Ha ez utébbi kifejezés nagyobb vagy egyenld, mint 3K+ = 3. 3, akkor készen is vagyunk:
(k+1)-3k>3.3k9
Osszuk le mindkét oldalt a pozitiv 3*-nal, igy k + 1 >3, ami természetesen teljesiil,
hiszen k > 6.
b) Vizsgiljunk meg néhany értéket:
30503 31>13; 32>23; 33=33; 34>43; 35553
Ugy tiinik, 3-nal nagyobb és kisebb értékekre teljesiil az 4llitds, csak 3-ra nem (ekkor egyen-
16ség 4ll fenn). A bizonyitandé 4llitds tehdt: barmely n >3 természetes szdmra 3" > n3.
Megjegyzés: Ha megengedjiik az egyenl&séget, akkor n = 0-t6l kimondhatjuk az allitast.
1. n=4 esetén 81 = 3* > 43 = 64.
2. Tfh. n=k-ra 3> k3.

3. Kérdés, hogy 3¥*! > (k+ 1)3 teljesiil-e. E16szor alakitsuk 4t a bal oldalt, majd hasznaljuk fel
az indukci6s feltételt:

3kr1=3.3k5 343,
Ha igaz, hogy 3-k3 > (k + 1)3, akkor készen is vagyunk.
Fejtsiik ki a zdr6jelet, vonjunk ki mindkét oldalbdl &>-t:
23 >3k + 3k + 1.
Osszuk el mindkét oldalt k-val (k> 3), és rendezziink a tort kivételével egy oldalra:

2k2—3k—321.
k

A parabola zérushelyei:

+ ’
kl 2= 3_ 33, azaz k]z—0,69 éS k2:2,19
’ 4

Ne feledjiik, hogy szdmunkra csak a k > 3 egész értékek lényegesek!
Ezekre % kisebb 1-nél, a parabola pedig pozitiv egész értékeket vesz fel, tehat az egyenlGt-
lenség teljesiil.
Figyeljiikk meg alaposan az 6sszeget. Mivel a szinuszfiiggvény 27 szerint periodikus, valamint
sin g) =1, sin (3?”) =—1, ezért a kérdéses Osszeg megegyezik a

-1+2-3+4-5+6-T+...
valtakozo elGjeld osszeggel.



Az alabbi tablazatban n az dsszeadandd véltakozé elGjeld szdmok szamat jeloli, S, pedig az
Osszegiiket.

n 1 2 3 4 5 6 7
-1 1+2 1-3 2+4 2-5 -3+6 3-7
S, -1 1 -2 2 -3 3 -4
_n+1 n _n+1 n _n+1 n _n+1
2 2 2 2 2 2 2

A probléma az, hogy 6sszegiink a véltakozé elGjel miatt kétféleképpen viselkedik: mds lesz paros
sok és mds pdratlan sok szdm 6sszegére. Az indukcidt csak két 1épésben végezhetjiik el. Egyszer

igazolnunk kell a parosrol pdratlanra torténd 1€pés helyességét, egyszer pedig a paratlanrdl parosra
1épés helyességét. Ehhez frjunk fel két kiindul6 értéket és két indukcids feltevést.

Kezdjiik a paratlan esettel.

I+1

1. n=1-re az éllitas igaz, —1=1"-sin (%+1-7‘L’)=— -1.

n+l_ 2k—-1+1_
2 2

2. T.Lh. n =2k - 1)-re az éllitds teljesiil, azaz S, = S,;_;=— —k.

3. Kérdés, hogy n = 2k-ra igaz-e az dllitas: S, = g vagy masképp S,; = % =k.

S2k=S2k_l+2k=—k+2k=k.

Pératlanrdl parosra tehat at tudunk lépni. Gondoljunk bele, a parosrdl paratlanra 4tlépd indukcidhoz
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nincs sziikség kezdGérték-vizsgdlatra, ugyanis az n =1 kezdGértéket megvizsgaltuk, és utdna
igazoltuk a réla valo tovabblépést. A masodik n =2 érték igazsidga ebbdl mar kovetkezik.

Lassuk a péros eseteket.
2. Tf.h. n =2k-ra az 4llits teljesiil, azaz S,; = % =—=k
3. Kérdés, hogy n =2k + 1-re igaz-e.

2k+2  (2k+D+1_ n+l
2 2 2

S, =Sp 1 =Sy —Qk+1)=k-2k-1=—k-1=—

Megjegyzés: Erdemes megvizsgilni a kovetkezd osszeget is (az utolsé tagban sin-t vagy cos-t frunk
aszerint, mire jon ki a véltakozd 1€pés):

1-sin(l-£)+2-cos(2-E)+3~sin(3-£)+4-cos(4~E)+...+n-Sin(wz).
2 2 2 2 cos 2

A probléma kettds. Egyrészt a 2. indukcids feltevésben gyakorlatilag barmilyen k-ra feltessziik,
hogy minden n < k-ra igaz a feltétel. Ez azonban csak n = k = 0-ra igaz, barmely anndl nagyobb
értékre nem teljesiil a feltétel.

Masrészt a 3. pontban kifejtett gondolatmenetben két értékre, k-ra és (k — 1)-re is alkalmazzuk
az indukcios feltételt, holott a kezdGérték-vizsgalatot csak egy értékre végeztiik el (n = O-ra). Persze
a feladatban ezt nem is végezhetjiik el tobbre, hiszen csak a” = 1 barmely a-ra.

Megjegyzés: Természetesen, ha tobb kezdGértékre is meg tudjuk dllapitani az allitds igazsdgat,
akkor ezeket fel is haszndlhatjuk a bizonyitasban.
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Vegyes feladatok — megoldasok

a) Hamis. Példdul 2 +3 =5.

b) Hamis. Mindkett$ kisebb vagy egyenld, mint 1, de ha az egyik 1, a mdsik 0.
c) Igaz. Négyzetszam csak 0 vagy 1 maradékot adhat hdrommal osztva.

d) Igaz. Példaul f(x)=0.

a) Nem, mert a De Morgan-azonossagok szerint B-ben ,,vagy” miiveletnek kell szerepelni.
b) Igen, hiszen a miveletek disztributivak.

a) Kinyitottam a siitSt vagy kivettem a télat, és megégettem a kezem.
Nem igaz, hogy kinyitottam a siit6t és kivettem a télat.
Kinyitottam a siit6t és kivettem a tdlat, vagy nem vettem ki a tdlat és megégettem a kezem.
b) Nem nyitottam ki a siit6t és nem vettem ki a tdlat, vagy nem égettem meg a kezem.
Kinyitottam a siit6t és kivettem a télat.

Nem nyitottam ki a siitét vagy nem vettem ki a tdlat, és kivettem a tdlat vagy nem égettem meg
a kezem.

a) B&(AAC); Allitas

lgaz Hamis
b) (CAB)—(=A). ) N
a
c) Ha esik az esd, akkor probara megyek vagy faradt vagyok.
d) Probéra megyek és nem vagyok féradt, de esik az esé. ) &
A bolondokhdza eme lakdja Griilt orvos. o :
d) X

A kitoltott tablazat: (=)

1. n=0-ra 6/0-(0* +5) =0.
2. Tfh. n=k esetén 6|k- (k2 +5) = k> + 5k.
3. Kérdés, hogy n=k+ 1 esetén 6| (k+1)-[(k+ 1)*>+ 5] teljesiil-e.
(k+1)-[(k+1)?+5] =(k+1)- [k +2k+6]=k> +3k> + 8k + 6 =
=k3+5k+3k2+3k+6=k3+5k+3k-(k+ 1) +6.

Az els6 két tag Osszege, azaz k3 + 5k az indukciés feltevés miatt oszthaté 6-tal. A szorzat
oszthat6 3-mal és az egyik tényezdje biztosan pdros, tehat oszthaté 6-tal.

A meggondoldssal két probléma is van. Egyrészt az indukcids feltevés hibds, nyilvan lehet mar két
lednyt is taldlni, akiknek kiilonboz§ szind a haja. Mdsrészt ha ez igaz is lenne, a bizonyitds elve
akkor sem mikodik n = 1-r8l n = 2-re valé atlépéskor. Egymast dtfedd csoportok 1étrehozdsdban
gondolkodunk, de 2 {6 esetén 1 f6s csoportok lesznek, melyek kozott nincs atfedés.



12.2. SZAMSOROZATOK

A sorozat fogalma, példak sorozatokra — megoldasok

a) 615:—2, a20=28; b) b5=75, b20=0; C) C5=—100, C20=200;
d) ds=53, dyy=17703; e) es=/19, ey, =8; f) fs=N21=5, fo=-11;
45 397
g) 8s 820="77 ) hs hy 17
a) a,=4+n; b) b,=2n-5; c) c,=-2""1
d) d,=(-1)"*1; ¢) ey=; £) £, =""7;
n
1, ha n=3k+1,
g) g,=log,m; h) h,=<2, ha n=3k+2,
3, ha n=3k
a) - by, ¢
3] ° 3 ° ° ° 3
) . . 7 2 R R kT
1 . ° 1 . o o 1
1 5 n 1 5 n 1 5 n
ay 0y 03 04 05 Ag b2=b4=b6 b1=b3=b5 C1CyC5Cs
01 3 5 v 9 9 1 B 2
d) d, e) @ f) i
2 2 ° ° °
1 . Mo cocccassonzasos f 1
1 e 5 2 ¢ 1 5 4
-1 o . 1 o -1
) ® e =2 ° ° °
1 5 n
dgdsd, d; dy ad, €4 €y €364 €5 fo=fy=lg fi=fa=f5
R = 0 1 1 2 es 3 2 A 0 1 2
a) 16; 4; 1; i; %; 6i4; b) 2006; 2002; 1998; 1994; 1990; 1986;

c) N3 N7 V1L V15 V19, V23,
a0 =1, Sa010 = 6030.

(1) dsn = 12=b25; b) Cl12:4: b99; C) [ 1 :b67;
1 7
d) aj,=—<byy=—; e) a-=3>b;=2.
) ag 5 <=3 ) ary 7
0 a) n=6; b) n=10; c)n=11;
d) n=12; e) n=2%; f)n=1;5;13;17; ...



Példak rekurziv sorozatokra — megoldasok

a)5; 4 2 -2 -10; b) 5, 6; 3; 12; -15;
o5 22 o 1D, R
39 27 81 2 6 24 24

Epitsiik fel a sorozatot: a; = 1, a, =2, ay =4 és a negyedik tagtdl kezdve:

ap=a,_+a, »+a, 3

tehdt a tovabbi tagok:
ay = 7, as = 13, dg = 24, ar; = 44, ag = 81, ag = 149, ajp= 274.
Tehat 274-féleképpen érhetiink fel.

A sorozat tagjai: 1; 1; 1; 15 1, ..., tehét ayyo=1 és Sy;0=2010.

() A sorozat tagjai: 1; 1;0;—1;—1; 0; 1; 15 ..., lathatd, hogy egy hatos peridédus utdn tjra ugyanazok
a szamok lesznek a sorozat elemei.

Mivel 2009 = 6-334 + 5, a 2009-edik tag —1 lesz.
Egy periddusban a szdmok 6sszege 0, mivel a hatodik elem is 0, az els6 2009 tag dsszege is 0.

L) Vizsgaljuk meg a sorozat tagjait:

a3=q+1;
p

ag =

A tagok ismétlGdnek, a periddus 6t. Tehat:

a) Lehet, példdul: 1; 2009; 2010; ...
b) Ha a mésodik tag x, a sorozat tagjai:

1; x;
A 2"-3.(1 + x) = 1000 egyenlet legnagyobb megoldasa n = 6, ekkor x = 124,

a+1l ptq+l
p__ _ptg+l  _ pg _p+D)-@+D) p _p+l
q rPq g+1 P-q g+l ¢
| P
&4_1 1
_q o _p+l_
a6_p+q+1_p’ a7—p+1—q.
P q q
p+qg+1
14 = ="
Pq
T+x; 2:(1+x); 4-(1+x); 8- (1+x); ...; a,=2"3-(1 +x).

Szamtani sorozatok — megoldasok

a) a;; =23;
a) 46;

a) 2773-adik;
d=-1.

a) 116;

b) ase=158; ¢) ayy =101, d) a0 = 6020.
b) 91, c) 9721.

b) 3016-odik; ¢) nem tagja a sorozatnak.

b) 798.



(0 a) ag=23+5-5=48 km. b) S; =266 km.
A vildgesics 158 kg.

a) ay=76és d=3. b) Sy =2620.
a) ay=50 és d=—4. b) Sso =—2400.

(1) Igen, mivel
1IW5-1_3/5+1+8J/5-2

2 2
505-3

d= .
2

A sorozat kiilonbsége:

(D a) A kovetkezs egyenletrendszert kell megoldani:
a1+2d+a1+7d=34}
a+d+a+10d =46

A megoldés: a; =-10 és d =6.
b) 2012 = ay3q.
(IEB Az aldbbi egyenletrendszert kell megoldani:
ay +(a; +3d)=38
(a; +6d)—(a; +2d)=16 }
A megoldads: d=4 és a; =13.
a) 92; b) 101; c) 7860.

CIEE) A kovetkezs egyenletrendszert kell megoldani:
(ay+4d)- (a;+9d)=—25
2a,+8d=10 |
A megoldas: a; =13 és d=-2.

Az egyenletrendszeriink:
3a,+3d = -9}

3a;+9d =39
A megoldas: d =8 és a; =-11.

(D Az egyenletrendszeriink a kovetkezd:
8a, +28d = 14}

4a,+26d =1

A megoldas: d=—l és q =z.
2 2

LIE) A feltétel szerint:
a+a,+az+a,  4a +6d

= = l, amibsl  d =2a,.
as+ag+a;+ag 4a;+22d 3
A keresett ardny:

a+a,+az+...+a,  10a+45d

1
ay Fap+a+...+ay, 10a,+145d 3




A feltétel alapjan:

at+ay+azt+agtas (a5 —4d)+(as—3d)+ (a5 —2d)+ (a5 — d) + as

g+ ag+ag+ag+ay (as+d)+(as+2d)+ (as +3d) + (as + 4d) + (as + 5d)
~50-10d _ 1
T50+15d 5
40

ebbdl pedig a sorozat differencidja: d = ITR

a) Mivel a; =3 és d =8, ezért: a, =2011 =251 -8 + 3, amibdl leolvashatd, hogy n = 252.
A 2011 =3+ (n—1)-8 egyenlet megolddsabdl szintén n = 252 adddik.
Tehat 252 hazhoz kézbesitett levelet a postas.

b) Mivel a; = 6 és d = 10, tovdbbd az utolsé 6-ra végz6dd hdzszam a 2006, ezért felirhato:
a, =2006 =200-10 + 6, amibdl leolvashato, hogy n =201.

A 2006 =6+ (n—1)-10 egyenlet megolddsdbdl szintén n =201 addédik.
Tehat 201 hazhoz kézbesitett levelet a postds.

(ll+(1k

LIEE) A szamtani sorozat elsG k elemének Osszege S, = -k, ez alapjan: k= 28.
g€ Oy PJ

A1) A kovetkezd egyenletet kell megoldanunk:
217+ —1)-10
2

Rendezett alakja: 5n2 + 12n — 1472 = 0, megolddsai n, = 16 és n, = —18,4. Természetesen csak
a pozitiv egész szam lehet megoldas. Tehat 16 szdmot adtunk Gssze.

n=1472.

@I Az aldbbi egyenletrendszert kell megoldani:
50102 2 *3-(n-D

6895 = 2a +32-(n +9)

(n +10) '

Az a; kiejtése utdn a 3n” —347n + 10020 = 0 egyenletet kapjuk, amelynek pozitiv egész megoldésa:
n =60, ebbdl a; =-5.
(BIB a) A kovetkezs egyenletet kapjuk:
44+ (n-1)-5 2
—— =~ .n=385, ahonnan 5n°+39n-770=0.
Ennek pozitiv megolddsa: n = 9,12, tehdt 10 nap alatt ki tudja olvasni a konyvet.
b) Sy =378, tehdt a tizedik napra csak 7 oldal olvasnival6 marad.

CA[E) Egy vdgasnal 9-cel nd a lapok szdma, ha 6sszesen k darab lapot vdgtunk el:
2010=30+9% = k=220.
Tehat 220 lap szétvagasaval létrejohetett 2010 darab, valdszintleg jol szdmolt az illetd.
I Az aldbbi egyenlStlenséget kell megoldanunk:

10000< 13+ 17-(n—1) <99999.

Azt kapjuk, hogy 588,47 <n <5882,53. Az els6 otjegy(i tag: asgg = 10009, az utolsé otjegyd
tag: asgg, = 99990. Tehdt a sorozatnak 5294 6tjegy tagja van.

........................ . 22



SZAMSOROZATOK

Ha a koz€épsd oldal b és a sorozat kiilonbsége d, akkor az oldalak:
b-d; b; b+d.
Ha az utébbi az atfogd, akkor Pitagorasz tétele alapjan:
(b-d)?+b*=(b+d)>
amib6l b2 = 4bd. Mivel b # 0, ezért b =4d.
Tehét a haromszog oldalai: 3d; 4d; 5d.
Az egyik hegyesszog:

sinoz:ﬁ:E = o=36,87°
5d 5

A masik hegyesszog: =53,13°
303 Ha az oldalak hossza:
b-d, b; b+d,
a kertiletbdl: b =40. A masik feltételbol:
(40—d)- (40 +d) = 1431, azaz 1600 —d>= 1413,
amibdl d =13 vagy d=-13.
Igy az oldalak hossza: 27 cm, 40 cm és 53 cm.
A teriiletet Héron-képlettel érdemes szdmolni: 7' = 526,5 cm?.

(3lrd Az n oldald konvex sokszog bels6 szogeinek Osszege: (n —2)-180° A szdmtani sorozat miatt:
(1-2)-180° = 142,5 J2r 172,5 o,

melynek megolddsa: n = 16.

Az els6 201 természetes szdm Osszege:
I+2+3+...+201 =201-101 =20301.
Ha az 6sszegbe k helyett —k keriil, akkor 2k-val csokken. Mivel kezdetben pératlan volt az 6sszeg,
nem kaphatunk 2010-et.

(A1) Példdul nincs 3-ra végz8dS négyzetszdm, ezért az a, = 10n + 3 megfelel, de megoldds lehet
ab,=16n+17 is.
Ha az elsG szdm ab, akkor a szamok:
10a + b; 10b+ a; 100a + b.

Mivel szamtani sorozatot alkotnak:

10p+q=0a+b+100a+b w6l b=6a.

2
Csak a 16; 61; 106 szamhdrmas felel meg.

A feltételek alapjan:

m=a;+(k-1)-d
k=a1+(m—1)-d}
Kivonva egymasbdl:
m—k=d-[(k=1)—(m-1)]=d-(k—m),
ahonnan, mivel k # m, adédik, hogy:
d=-1 é ay=k+m-1, tehdt a,=k+m-1-(n—-1)=k+m—n.
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LAhr) Jeloljiik az a,, | sorozat els§ elemét a-gyel, kiilonbségét pedig d-vel. frjuk fela (b
n 18y g g
altalanos tagjat:

.} sorozat

_ Qs,_4 +as), ‘5_2a1+(10n—6)~d
" 2 2
=(5a; - 15d)+25d - n =(5a, — 15d)+ (n — 1) - 25d + 25d = (5a; + 10d) + (n — 1) - 25d.

b

-5=5a;+25n-d -15d =

Az altaldnos tag azt mutatja, hogy egy olyan szdmtani sorozatot kapunk, melynek elsd eleme:
b, =5a; + 10d, differencidja pedig D = 25d.

Mértani sorozatok — megoldasok

A sorozat elsd hat tagja:

PR R DR SRR | <
7 Ty BTt MMTase” 0T 20487 0T 16384
A keresett tagok:
a4 5 2
a=—=——; ag=a,-q-=45;, aq=-1215.
1 e 27 6=d4°4 9
Mivel:
ive a1 . 1
== q==7

Igy a tizedik elem, illetve az elsG tiz tag Gsszege:

10
1)9 5 (_2) ~1 1705
e

-1

[u—

2 128

I
0 |

Mivel

4_9 _ _ -
q' = =16 = g¢g=2 vagy g=-2.
1
Az elsé esetben: ag=-384 és Sg=-765. Amadsodik esetben: ag =384 és Sg=255.

Mivel
e N R
ag 4 2 2
Az els§ esetben:
a = % =896 és So=1764.
A masodik esetben:
a1=%=—896 és  Sg=-588.

Mivel g =1, ezért minden tag 23, igy Sq = 207.

Mivel q= —1, ezért SIOO =0.



SZAMSOROZATOK

Ha a mértani sorozat elemei:
1+x; 8+x; 22+x;
akkor
B+x)?=(1+x)(22+x).
Megoldva az egyenletet: x = 6, tehdt a sorozatunk:
7, 14; 28.
A sorozat hdnyadosa: g = 2.
(3P40 A hosszak olyan mértani sorozatot alkotnak, ahol ¢ = 1,25 és a; = 1.
A kovetkez§ egyenletet kell megoldanunk:

15=1-1,25""1
Tizes alapu logaritmussal szdmolva:
=1+ el =13,14.
1g1,25

Tehat a 14. napon éri el a 15 méteres hossziisdgot.

a7 Keressiik az alabbi egyenl6tlenség megolddsait:
10000 < 3-57-1<99999,
Tizes alapu logaritmussal szdmolva:

1g3333,33 <1g5"~! <1g33333,
azaz

1g3333,33sn_lglg33333’
Ig5 Ig5

ahonnan
6,04<n<7,47.

Tehat a sorozatnak csak a hetedik tagja 6tjegyd. Valoban: a; = 46 875.
A kovetkez§ egyenletrendszert frhatjuk fel:
a,-q*+a;-qg*>=80
al-q4—a1-q2=240}7
kiemelés utan:
a;-q>-(1+¢q)=80
a - g% (g>-1)= 240}
Mivel g #-1, a mdsodik és els§ egyenlet hanyadosabdl adédik, hogy:
-1_,
qg+1

’

tehat g =4, a sorozat els6 eleme a; = 1.
a) Az alabbi egyenletrendszert kell megoldani:
a-(1+¢g)=15
a-q* - (1+q)=60]

Megoldésai:
a;=5é8qg=2 vagy a;=-15¢és qg=-2.



(f MEGOLDASOK - 12. EVFOLYAM

QAR

b) A megoldast a
%+16+16q:56, azaz  2¢%>-5¢+2=0

egyenletbdl kapjuk:
q=2és a =8 vagy q:% és a; =32.

c) Akovetkezs egyenletrendszert kell megoldani:
al-(1+q+q2)=57
a-(1-¢)=15 }
Elosztva a két egyenletet, adédik hogy:
24¢% +5¢ - 14 =0.
Megold4sai:

q=§ és ay=27 vagy q=—% és a; = 64.

d) Az aldbbi egyenletrendszert kell megoldani:
a;-(1+¢) =160
a ¢ -(1+q)=1215|"
A két egyenlet hanyadosabol:
5243
32°

ebbdl adédik, hogy: 3

== és q =64.

q 5 1

(B A kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:
al-(1+q+q2+q3):468
a;-q*-(1+q+q>+¢)=292500|

Az egyenletek osztasaval kapjuk, hogy ¢* = 625, amibSl ¢ =5 vagy g =-5.

A megoldas: 9
a;=34és g=5 vagy al:_E és g=-5.
(ZF) Mivel:
7+4f
5+3V3) =97+ 563,
T (5 4309)-

a négyzetre emelés és a nevezd gyéktelenitése utdn:

2

V3+2 2

——=|=(7+4J3) =97 +56V3,
[2 -3 ( )

ezért az 4llitas igaz. A mértani sorozat hanyadosa:

g=~3-1.



Ha a szdmtani sorozat differenciaja d, a feltétel szerint:
(10-d)?=(10-2d)- (10 + 2d).
Az egyenlet két megoldésa:
dl =0 és d2 =4,
A szdmtani sorozat els$ tagjai és a mértani sorozat hanyadosai:
d=0 esettn a;=10 és g=1, illetve d=4 esetén a;=-2 é ¢g=3.

JIFE) Az {a,} szémtani sorozatra vonatkoz feltételbsl: a, = 2, igy a szdmok:

2—-d; 2; 2+d.
A {b,} mértani sorozat els§ harom eleme:
T7-d; 4, 3+d.

Ebbdl:

42=(1-d)-3+4d),
ennek megoldasai:

dl =5 és d2=—1.

Az elsé esetben: g; =2 és b; =2, amasodik esetben: g, = % és b =8.
4P4) A mértani sorozat elemei: .
—; 125 12q.
q
A szamtani sorozat elemei: o
—+4; 15, 12¢g+1.
q
A szamtani sorozat tulajdonsagabol:
12 +4+12g+1
15= qf, ahonnan  12¢% —25¢ +12=0,
ezt megoldva:
_4 és 3
q 3 92 4
Ha a legkisebb oldal a, és a sorozat hanyadosa g, ¢ > 1, akkor az oldalak:
. )
a, aq; aq-.

Pitagorasz tétele alapjan: 5
a® + (aq) = (ag?)"

Mivel a # 0, eloszthatjuk az egyenletet, és a g* — g> — 1 = 0 negyedfoki egyenlethez jutunk.

Megoldva:
£ N 1£45
(q )1,2 = 5
mivel g2 > 0, ezért adédik, hogy:
2 eVs 145
7= =V
A haromszog hegyesszogei: |
a
cosq=—=—,
ag>  q*

ebbdl o =51,83° a méasik szog f=38,17°



4132

Az oldalak hossza:
9; 9g; 94>
A Kertilet:
19 =9+ 9¢ + 942,
ebbdl:
_2 és -2
4 3 92 3

Természetesen csak a g = % megoldads.

A haromszog oldalai: 9 cm, 6 cm, 4 cm.

Alegnagyobb szog a leghosszabb oldallal szemben van, koszinusztétellel szdimolva:
2442_02
cosa = % = a=127,17°

A haromszog legnagyobb szoge o = 127,17°

A kovetkezd egyenletrendszert kell megoldani:
al + az + a3 = 63
a2 . (al +a3) = 810 )
A megolddshoz vezessiink be 4j valtozot, legyen x = a; + a3, a kapott
a,+x=63
a-x =810

egyenletrendszer megolddsai: a, =45 és x =18, vagy a, =18 és x =45.

I. Ha a, =45 és x =18, akkora 18 = % + 45¢ egyenletnek nincs megolddsa.

II. Ha a, =18 és x =45, akkor a 45= % + 18¢g egyenlet megolddsai €s a keresett sorozat:
q1=2, ay=9 vagy q2=%, a, = 36.

Legyenek a szdmtani sorozat tagjai:
ay=x—d; ay=x; ay=x+d; d#0.
A mértani sorozat elemei:
b, =ay-a,=(x-d)-x; b,=a,-ay=x-(x+d); b,, =ay a;=x>-d>.

A mértani sorozat tulajdonsdga alapjén: b2 =b,_,-b,,, vagyis:

-+ d)] = (—d) x - (x2 = d2).
A miveletek elvégzése utan, mivel d #0, x #0, x + d # 0, adddik, hogy: d = 3x.

A szdmtani sorozat tagjai:
ay=-2x; a,=x; a3=4x.
A mértani sorozat elemei:
b, =-2x% b,=4x* b,,,=-8x>

n—1

A keresett hdnyados: g =-2.

.................. . 28



PARLY Jeloljiik x-szel a sorozat 6todik tagjat:

g+xq=—40 rg=T
. ebbdl mivel x#0: 7 "
. . 1 , 68
— +xq> =68 pril i
q 1 *
Felhaszndlva, hogy 2
[re3)=e3
q q
a kapott egyenlet: 2
(—_ 40) = @ +2
X X

Ennek megoldésai: x; = 16 és x, = -50.
Az els6t visszahelyettesitve:

1 5 1
+—=—=, ebbdl =-2 és =-=,
q " 5 q1 2 2

a sorozat elsé tagjai pedig:
{a1}1= 1 éS {a1}2=256

A masodik esetben g + 1 = % Ennek nincs megoldésa.
q

Kamatszamitas, torlesztorészletek kiszamitasa
— megoldasok

180000 1,07!% = 354 087 F.
9800-0,97'0 = 7227 6.
500000 - 1,068 — 500 000 = 796 924 — 500 000 = 296 924 Ft lesz a haszon.
1000000 1,08%-1,06'5 = 3521330 Ft.
A 118000 x30 = 170000 egyenlet megolddsa: x = 1,0122, ami 1,22%-os éves novekedést jelent.

A 0,87*=0,5 egyenlet megoldasa:
L _1g05
120,87

Ha nem lesz valtozas, koriilbeliil 5 év malva mar felére csokken a fecskék szama.

4,98.

A 6506300 =4800000-x° egyenlet megolddsa: x = 1,052, tehdt a bank 5,2%-o0s kamatot adott.

Az 1,047* = 3 egyenlet megoldésa:
o= 1g3
121,047

tehat 24 év alatt novekszik haromszorosara a betétiink.

=23,92,
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(BIB) A keresett Osszeg kiszdmitdsa:
(200000 - 1,045 + 200000 - 1,045'3 + 200000 - 1,045'2 + ... + 200000) - 1,045¢ =
=200000 - (1 +1,045+1,045% +...+ 1,04514) -1,0456 =
1,045 -1
1,045-1
Tehat 5413249 Ft lesz a szdmldn a gyermek 20 éves kordban.

G A 250000- 1,05 = 400000 egyenletbsl: 1,05% = 1,6, ahonnan: x =

=200000 - -1,0456 = 5413249,

Igl,6
1g1,05
Tehat 10 év mulva, azaz 2010 janudrjaban éri el a betét a 400 000 Ft-ot.

(A3 Az elsé bank 6t év miilva
1000000 - 1,04° + 700000 - 1,063 = 2166 742 Ft-ot fizet.
A masodik bank 6t év milva
1700000 -1,01920 = 2477038 Ft-ot fizet.
Tehat a Petak Bankot érdemes valasztani.

s O,

Ha az évenként felvett 6sszeg x, akkor az alabbi egyenletet kell megoldanunk:
{[(108-1,05-x)-1,05-x]-...- 1,05 - x} = 0.

Atrendezve:
108-1,0529 = x- (1,051 +1,0518 + ... +1),
vagyis
x= M =8024258,72 = 8024259 Ft
T L,05%0-1 ’ '

1,05-1
Tehat évente 8 024 259 Ft-ot vehet fel a bankbdl.

(3CY) a) Ha x a havi torlesztérészlet, akkor a kdvetkezs egyenletet kell megoldani:

8 180 8 179 8 178
15.106~(1+ ) —x~(1+—) —x~(1+—) — .= x=0.
12100 12100 12100

A megoldés:

_15-10%-1,006667'3
© 1,006667'80 — 1
1,006667 — 1

=143372 Ft.

Tehat a havi dij: 143372 Ft.
b) Az évente fizetend$ Osszeg legyen y. Ekkor az egyenletiink:
15-109- 1,085 —y- (1,08 + 1,083 + ... + 1) = 0.

A megoldas: . s
= M =1752443,
1,085-1
1,08 -1
ebbdl a havi dij: 146037 Ft.
c) Az elsé esetben a M =1,72, amasodik esetben a w =1,752-szeresét kell
15000000 15000000

visszafizetni.
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Vegyes feladatok — megoldasok

A megadott szdmtani sorozat adatai:
ap = —2, d= 5, S30 =2115.
A megadott mértani sorozat adatai:
Célszer a sorozatok elsd néhdny tagjat kiszadmitani, majd a kialakult sejtést a definiciok segit-
a
el q | igazolni.
a

ségével [an +1—a, =d, illetve
n

Szamtani sorozatok: a), b), d), j), k).
Meértani sorozatok: c), g), h), i).

S30 = 63033 — 195.
A kovetkezd egyenlGtlenséget kapjuk:
500<7+%-(n—1)<1000,

ennek megoldasa:
1151,33 <n < 2318.
Tehat 1166 tag felel meg.
A hédrom tag szorzatdbdl a, = 105.
A hdrom tag 0sszegébdl:

% +105+105¢g =1687.

. 1
Az egyenlet megoldésai: g, =15 és ¢, = 5

A feltételnek megfelelS sorozatok: a; =7, g=15 és a; =1575, g = %

Mivel
a,=S,-S, =2n*-Tn-[2-(n-1)>=7-(n-1)] =4n -9,

a sorozat szdmtani, a; =—5 és d =4.

Szamtani sorozat, ahol: d =11, a; = 1008, ag;g = 9995, és az 0sszeg: Sg13 =4500227.
A feltételekbdl adédik: ¢'7 = 120 §, azaz ¢ = 171@.
18 3 3
) 108 .
a) Mivel az ay-q* =108, azaz a ¢* = 18 =6 egyenlet megolddsa

_lg6  1g6

T leq 20
]g17?

nem egész szam, ezért a 108 nem tagja a sorozatnak.

b) Mivel a;z-q* =800, ezért ¢g* = 800 _ @ az egyenlet megolddsa: x = 34, tehdt a sorozat

37. tagja 800. 18 9

=16,056
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e

Z

Az egyenletek hdnyadosait véve: ¢ =4, azaz q, =2 vagy g, = —2.
Visszahelyettesités utdn a kovetkezd négy sorozat adodik:

1 1 1 1
a=—,q=2 va a=—-—,qg=2 va a=—, q=-2 va a=—-—, g=-2
1261 gYIzq gy12q gy12q

A feltételekbdl az aldbbi egyenletrendszert kapjuk:
1 1 1 7 |
— 4 + 2:_
a a-q a-q- 3

Az egyenletek hanyadosat véve: (a; - q)? = % Ebbdl a;-g = % vagy a;-q= —%.

Mivel a,-a,-asy = (a,)’, akeresett szorzat: % vagy —27‘7.
. I 45 | .
(BE) a) Mivel a kiilonbség: d = i llz, ezért a szamok:

3; 141; 251; 362; 48.
4 2 4
b) Mivel g* =16, ebbdl q =2 vagy q,=-2.
A lehetséges szamok:
3; 6; 12; 24; 48 vagy 3; —6; 12; -24; 48.

@) Mivel az elsS hdrom tag dsszege 18, ezért a szdmtani sorozatban a, = 6.

A szamtani sorozat elemei:
6-d;, 6; 6+d,
a mértani sorozat elemei:
7-d; 6; 6+d.
A mértani sorozat tulajdonsaga alapjan:
62=(7-d)-(6+4d).
Az egyenlet megoldésai: d; =3 és d, =-2.

Az elsé esetben a szdmtani sorozatban a; = 3 és a mértani sorozatban g = —.
2 2
A masodik esetben a szdmtani sorozatban a; = 8 és a mértani sorozatban g = 3

(B3 Az elsé feltétel alapjan a szdmokra:
aj+a,-q+a; q*>=114.
A szamtani sorozat miatt:
aj-q=a;+3d (1) és ay;-g*>=a,+24d (2).
(1)-bdl (2)-be helyettesitve:
al'qzzal +8-(a;-q—ay).
Mivel a; # 0, adddik, hogy:
q*>—8q+7=0, ebbsl ¢q,=7és g,=1.
Ha g =7, az elsé feltételbe visszahelyettesitve: a; =2, a szdmok: 2; 14; 98.
Ha g =1, akkor a; =38, a szdmok: 38; 38; 38.

........................ . 32



2= 2SS 52— x(Tx+10).

A masodik egyenlet megolddsai: x; =5 és x, = g Az els6be helyettesitve: y; =—5 és y, = %
Tehét a négy szam:

-5; 5; 15; 45 vagy E; é; —é; E
9 9 9 9
b) Az els esetben a kiilonbség 10, a hanyados 3, a mdsodik esetben a kiilonbség —% = —%, a ha-

nyados pedig —5.
a) 41,9-10%-1,054* = 51710230.

41,9-100

TG = 39238020.

b)
c) Ha az évenkénti csokkenésnek megfelels szorzészam p, akkor 48,8 - p3 = 38, ahonnan:

p=38 _0,0512.
48,8

Tehat évente 4,88%-kal csokken a termelés.
d) Jelolje x a 2013 utdn eltelt évek szdmdt. A 0,97* = 0,74 egyenletbdl:
_1g0,74
120,97

10 év mulva, azaz 2023-ban éri el a termelés a 2013-as év 74%-at.

=9,89.

[A[@ Ha {logsa,} szamtani sorozat, akkor:

logsa, ;+logsa,,,
5 .

Ebbdl a logaritmusfiiggvény monotonitasat felhasznédlva kapjuk, hogy:

2 _
Ay =dp_1"Apy1>

ami azt jelenti, hogy az {a,} mértani sorozat.

logsa, =

A keresett elem kiszamitasa:

a =1 ésa—l = -1 és a -
! +78 1753 % 0T 5y
a) Akﬁlbnbség:d:b;a,l’gyaszémok:
a b+4a  2b+3a 3b+2a 4b+a. b

5 5 5 5

b) Ahényados: g = i/z, igy a szdmok:
a

a; Ya*-b, Y -b% Va2 b3 Ya-b* b
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12.3. TERGEOMETRIA

Térelemek — megoldasok

a) A pontok (120) =45 egyenest hatdroznak meg.

b) Minimalisan 1 sikot hatdroznak meg a pontok.

¢) Maximélisan (130 ) =120 sikot hatdroznak meg a pontok.

Ha barmely két sik parhuzamos, akkor a metszésvonalak szdma 0. A metszésvonalak szdmanak

maximuma: (120) =45.

a) Az ébra egy ilyen sikot mutat. A kdvetkezs sikok felelnek meg
a feltételnek: H

BEG, BED, AFH, AFC, DGB, DGE, HCF, HCA. ‘» G
£ V

A kocka csucsai koziil 6sszesen 8 sik tartalmaz pontosan
3 csucsot.

b) A sik a kockdnak 3 vagy 4 csucsdt tartalmazhatja. A 3 csicsot
tartalmaz6 sikokbdl 8 darab van. A 4 csucsot tartalmazo sikok @
vagy a kocka két parhuzamos helyzet( lapatldjat tartal- A
mazzak, vagy a kocka valamelyik lapjat. Mindkét fajta sikbol B
6 darab van. A legaldbb 3 cstcsot tartalmazé sikok szdma 20.
a) BF, CG, DH,
b) AD, BC, AE, BF, FG, EH, CG, DH;
c¢) CG, DH, EH, FG.

a) 90°; b) 90°; c) 90°; d) 0°% e) 45°; f) 60°%
g) 45°

Az AC egyenes kitér§ helyzetl az FB, HF, ED és HG egyenesekkel. Az AC egyenes parhuzamos
az EG egyenessel.

a) a\/z; b) a3

A lapatlok hossza: 3v/2 ~ 4,24 cm, illetve 3710 = 9,49 cm.
A testatlék hossza: 3J11 = 9,95 cm.

A kocka éle: 48 =443 = 6,93 cm.

Koriilbeliil 54,74°-ot.

60°-ot. (Lasd a 4168. feladat abr4jat.)

Koriilbeliil 35,26°-ot.

Hérom kiilonboz6 tavolsdg 1ép fel: % als g 3a

2



A piros szakaszok normdl transzverzdlisainak a kocka valamely lapjara vagy belsejébe esd részét
minden esetben zold szinnel jeloltiik meg.

a) " b) . c) H

N&

B B B

a) Az EB és FG szakaszok tavolsiga %, hajlasszogiik 90°.

b) Az EB és GC szakaszok tdvolsdga a, hajlasszogiik 45°.
¢) Az EB és DG szakaszok tavolsaga a, hajlasszogiik 90°.

A keletkezd hdromszog szabdlyos, oldaldnak hossza: % =3,5 cm.

. . 2 . . .
A kialakul6é négyszog minden oldala %, tehdt rombusz. Mivel 4tl6i a kocka két szemkozti

lapjanak kozéppontjat kotik 0ssze, ezért 4tldi is ugyanakkordk, igy valéban négyzetrdl van sz6.
Természetesen szogeirdl is konnyen belathatd, hogy 90°-osak.
2
a
A keletkez8 négyzet teriilete: >

@ 3a. b) 2.5a. b G
¢) A kocka lapjain halad6 legrévidebb PH 1t megtaldlasahoz E 3
készitsiik el a kocka sikbeli halgjat. A lapokon vezet§ leg- Q\

rovidebb ut a P pontot a H ponttal 6sszekotd szakasz lesz. 7
Az abran lathaté hélo esetén a PHG derékszogld harom- 7 B

szogben: .
PH = |a* + éa :a\/ﬁ.
2 2
a13

A legrovidebb 1t hossza:

Megjegyzés: Ha a legrovidebb PH dtaz EF élta Q pontban

metszi, akkor a PQF és PHG hiromszogek hasonldsdgat o
felhaszndlva meghatdrozhatjuk a Q pont F' csticstdl valo tavol- E 4"
sagat, hiszen:

OF _PF_1 o HG_EF N

HG PG 3 3 3
ezért Q akocka EF élének F-hez kozelebbi harmadolépontja. y ‘ c
A kocka lapjain vezet$ egyik legrovidebb PH utat az dbra ]
szemlélteti.



Nem a fenti az egyetlen legrovidebb tt, amely a kocka lapjain a P pontb6l a H pontba vezet.
Javasoljuk az FG élen keresztiilhalad6 tt, valamint a kocka ahhoz tartozé haldjanak meg-
keresését is.

A teljes precizitdshoz hozzétartozik az AE, illetve a CG éleken keresztiilvezetd utak vizsga-

lata is. Az ilyen utak koziil a legrovidebb hossza azonban avl7 , ami nagyobb, mint az EF élen

athaladé legrovidebb 1t hossza.

8B a) Az alaplap élei (AB, BC, CD, DA) 12 cm hosszdak. Az oldallapokon taldlhat6 élek (AO, BO,

CO és DO) hossza Pitagorasz tételével szdimolhatd. Példdul az AOE derékszogii hdromszdgben
AO? = AE? + OE?, azaz

2
A0 =122 +(6v2)", amibSl AO =216 =66 ~ 14,70 cm.
A gtla oldaléleinek hossza koriilbeliil 14,70 cm.

b) A gila ADO oldallapja és ABCD alaplapja altal bezart szog H
megegyezik az OQV derékszogli haromszog Q csticsdnal 1évs P
szogével, ahol Q az AD él felez6pontja, V pedig az ABCD E AW

alaplap kozéppontja. Az ADO, alaphoz tartozé magassiga
Pitagorasz tételével szdmolva:

00 =65 =~ 13,42 cm.

Mivel OV =12 cm, ezért: c
A
sin(OQV<X) = % =0,8944 = OQV< =6343° %

A gtla oldallapja és alaplapja dltal bezart szog koriilbeliil 63,43°.

sz

c) Akeresett szog megegyezik példdul az OAV derékszogl hdromszog A csicsandl 1évs szogével.
Az OAV),-ben:
12

66

A gila oldaléle az alaplappal koriilbeliil 54,74°-0s szbget zar be.

sin(OAVY) = =0,8165 = OAV=54,74°

d) Az OA oldalél és az AD alapél éltal bezdrt szoget az OAQ derékszogl haromszogbdl szdmol-
hatjuk ki:
00 _6/5
AQ 6
A gila oldaléle az alapéllel koriilbeliil 65,91°-0s szdget zdr be.

tg(OAQ) = =2,2361 = OAQ¥=65091°.

e) Jeloljik 7T-vel az ADO, A csuicsdb6l indulé magassaga-
nak DO oldalon 1év§ talppontjat. Ekkor a 7 pont egyben
a DCO, C csicsabdl indulé magassdgdnak is talppontja,
ezért a két szomszédos oldallap hajlasszoge megegyezik

az AT és CT magassagok hajlasszogével.

A két sik dltal bezart o szoget az ACT egyenl$ szard hdrom-
sz0g oldalaibdl fogjuk kiszdmolni.




El6bb kiszdmoljuk az AT szakasz hosszit. Az ADO, alap-
hoz tartoz6 magassdga a b) feladat alapjan:

00 =65 = 13,42 cm.
A hiromszog tertiletét kétféleképpen szdmitva:
66 - AT 12645
22

AT = 12\/§ ~10,95 cm.

Végiil az ACT,-ben a koszinusztétel alapjdn:
AC?=AT?+ CT?-2-AT-CT-cosc.

’

Mivel AC =122 (=16,97 cm), ezért: 1[5 o 1[5
3 5 6 6
288:120+120—2—12~\/2'12~\/g'cosa,
cosa =-0,2. A 122 ¢

A gula két oldallapja 101,54%-0s szdget zar be egymaéssal.

A kocka csticsai koziil 6sszesen @
a) Szabalyos haromszoget tgy kaphatunk, ha kivalasztunk
egy csucsot, valamint a cstcsra illeszkedd két lapatld csticstol
kiilonbozd végpontjait (ilyen példaul az dbran szerepld BEG). ‘» G
Mivel egy csticshoz 3 lapatld csatlakozik, ezért koziiliik 2-t £ <(
osszesen 3-féleképpen lehet kivalasztani. Ez azt jelenti, hogy
a kocka minden csucsa 3 darab szabdlyos haromszogre illesz-
kedik (példdul a B cstcs a BEG, BED, BDG hiromszdgekre).
Mivel 8 cstics van, ezért a hdromszogek szdma 24, de minden A
hdromszoget mind a hdrom csticsdndl egyszer szamoltunk,
igy Osszesen 8 darab szabdlyos hdromszog valaszthat6 ki

L p e 81
a kocka csticsai koziil, ezért a keresett valdszindség: % = ;

) = 56-féleképpen lehet harmat kivalasztani.

b) Derékszogl haromszogbdl kétféle van.

I. A kocka valamelyik lapjara illeszked haromszog. Minden lapon 4 derékszogli haromszog
taldlhat6 (példaul a BCGF lapon a BCG, CGF, GFB, FBC hiromszogek). Ebbdl a fajta
haromszogbdl tehat 6sszesen 24 darab van.

II. A kocka valamelyik 4tlos sikjara illeszkedd haromszog. Minden ilyen sikon 4 derékszogt
haromszog taldlhaté (példdul az ACGE sikon az ACG, CGE, GEA, EAC hiromszogek).
Mivel osszesen 6 atlos sik van, ezért az ilyen tipusu haromszogek szdma szintén 24.

Osszesen 48 darab derékszog(i hdromszog vilaszthaté ki a kocka csticsai koziil, ezért a keresett
. ..., 48 6
valészintlség: — =—.
56 7
(bl Igaz. A két metszésvonal nem lehet kitérd helyzeti, mert egy sikban vannak, ugyanis mindkettd
benne van a parhuzamosokat metsz§ sikban. Ugyanakkor nem lehet a két egyenes metszd helyzetd
sem, mert a feltételek alapjan kiilonb6z6, egymassal parhuzamos sikokban taldlhatok. Ebbdl ado-

ddan a két kialakul6 metszésvonal csakis parhuzamos lehet egymadssal.



BB o) Az AE éllel a GF, BC, KJ élek parhuzamosak.

b) Az ED egyenesre a kovetkez§ élek merSlegesek: EF, AG, BK, CJ, HI (illetve az 6sszeillesztés
utdn vele megegyezd LM).

oz

c) Az EF egyenessel kitérs helyzeti élek: DC (illetve az Osszeillesztés utdn vele megegyezd LC),
BC,AB,MJ, KJ.

a) Az édbra azt a fiigg6leges sikmetszetet mutatja, amelyik tar-
talmazza a Csobénc (C’), valamint a Szent Gyorgy-hegy (G’)
csucsat is. A két hegycstcs vizszintes sikon 1€vé vetiiletét C,
illetve G jeloli. A térképen mért 15 cm a valésagban 6000 mé-
ternek felel meg, ezért CG = 6000 méter. Ha a CGG’C’
derékszogi trapéz C’ csucsabdl indulé magassagénak talp- 376 415

pontjat T jeloli, akkor a G’C’T derékszogli haromszogben:
GC?2=CT?’+G’T?,

G’C? = 60007 + (415 — 376)?, & 6000 G
G’C’=+/36001521,
G’C’ = 6000,1 m.

A két hegycsiics tdvolsdga 6000,1 méter.

b) A G°C’Ty-ben:
6000

A/36001521

A Csobanc tetejérdl a Szent Gyorgy-hegy teteje 0,37°-0s ,,emelkedési szog” alatt latszik (gyakor-
latilag egy vonalban vannak).

coso = o =0,37°

Megjegyzés: cos o négy tizedesjegyre kerekitett értéke 1,0000, amibdl o-ra 0°-ot kapndnk,
ami azért lenne furcsa, mert a Szent Gyorgy-hegy a magasabb.

2 2 .2

Ha a cos o kiszdmoldsakor a G’C’ tdvolsag a) feladatban kapott kozelits értékét hasznaljuk,
akkor o= 0,33° adddik.

A feladat mutatja, hogy még a négy tizedesjegyre torténd kerekités sem mindig ad hd képet
a valésagrol.

Tekintsiik az ABCDEFGH kocka BF élének K, illetve CD élé-
nek L felezGpontjat. Mivel KB mer6leges az ABCD lap sikjéra, &
igy merdleges annak minden egyenesére, ezért az LKB hirom- £
szog derékszogl. A hdromszog LB befogdjanak hossza konnyen 6
kiszdmolhaté az LBC derékszogl hdromszogbdl. Pitagorasz
tétele alapjan ugyanis:

2
5 V5
LB =a?+|2]| =242 LB=a™>. 4 ’
a +(2] ¢ = a= p BC
Végiil az LKB haromszogben:

5 ’ 3 3
LK>=LB*+BK>=>a?+|%| =242 = LK=a/>.
47 "2) 2 2

s 2

Konnyen belathatd, hogy barmely két kitérd helyzetd él felezGpontja ugyanekkora tavolsdgra
van egymastol.



a) Ha az ABCD alaplap 4tl6i 4ltal bezért sz6g ¢, akkor az atlok

% szoget zarnak be a téglalap megfelelS oldalaval (1d. dbra). 0 ¢
Az ABC derékszogli haromszogben:
o 15 "”) 15
gz = %,
o =73,74° " % s

Az alaplap két atlja 73,74°-0s szoget zar be egymadssal.
b) Az AC atl6 hossza 25 cm (Pitagorasz-tétel). Az dbra ACG

haromszogében: e
., AC
cos60°=—, E F
AG
AG =50 cm.

A téglatest testatlgja 50 cm hosszd.

c) Atéglatest GC, illetve a GC-vel parhuzamos éleinek hossza:

253 = 43,30 cm. ﬂ b

A két egyenes hajldsszogét igy a legegyszeriibb
kiszdmolni, ha az egyiket onmagdval parhuza-

mosan a mdsik egyenes egy pontjiba toljuk. . o~
Példaul helyezziink az ABCDEFGH kocka A\V

»mellé” egy ugyanakkora éld kockat az abran
lithaté médon. Mivel GPIIHF, ezért az AG
testatld és a HF lapatld hajlasszoge megegyezik
az AG szakasz, valamint az Uj kocka GP lap- A
B

atlgja altal bezart szoggel.

A keresett szoget az AGP hiromszog oldalaibdl
szamolhatjuk. Ha a kocka élét a jeldli, akkor az AG testatlé hossza: AG = a~/3, a GP lapitl6
hossza: GP = a+/2, mig az AP szakasz hossza Pitagorasz tételének alkalmazasaval AP = av/5.
Vegyiik észre, hogy AG? + GP? = AP?, hiszen:
2 2 2
(@V3)” +(av2) = (a5),

ezért Pitagorasz tételének megforditdsa alapjan az AGP haromszog derékszogl. Az AG testétld,
valamint a HF lapatl6 tehat merGleges egymadsra.

a) Mivel a HAF hdromszdg minden oldala a kocka lapatl6javal

egyenld (Id. dbra), ezért a haromszog szabdlyos. Ebbdl ‘» F
kovetkezik, hogy H 4
HAF< = 60°
B
D



b) Ha a kocka éle a hosszusdgu, akkor az ADG haromszog
oldalai:

AD=a, GD=aJ2 és AG=a3. .
Mivel AD? + DG? = AG?, ezért a haromszog derékszog(, igy
ADG< = 90"
Megjegyzés: Mivel AD merSleges a DCGH sikra, ezért an-
nak minden egyenesére is merdleges, amibdl szintén adédik,
hogy ADG< = 90°.
¢) A b) feladathoz hasonlé mddszerrel belathatd, hogy
FGD< =90°

(=)
(s+)

F
H
d) Ha a kocka éle a, akkor a BDF derékszogli haromszogben:
a _2
tgBDF{=—=—
£ a2 2 B
BDF<¥ = 35,26° D

B3 o) A PHF haromszog derékszogl, hiszen PF merGleges az
EFGH sikra, igy merSleges annak minden egyenesére. A hdrom-
sz0g oldalai:

PF=5cm, FH =102 =14,14 cm.
Pitagorasz tétele alapjan:

PH? =524+ (1042)",

PH =15cm.

b) Az EKH derékszogli haromszogben:
KH? = EK? + EH?> =5+ 10? = 125,

m
D

amibdl:
KH =5J5~=11,18 cm.

Az a) feladat eredménye alapjan PH = 15 cm. Nyilvanval6
tovabbd, hogy KP =10 cm. Mivel
KH? + KP? =125 +100 = 225 = PH?,

ezért Pitagorasz tételének megforditdsa alapjan a PHK
haromszog derékszogi.

=X

amiNg

b S
o

Megjegyzés: Ez abbdl is kovetkezik, hogy a KP szakasz merdleges a kocka AEHD lapjéra.
c¢) Az EPF derékszogl hdromszdgben:

H

o EP?=10%+5%=125, T

amibdl: E (
EP=5J5=11,18 cm.

Az EPF és GPF haromszogek egybevdgdsagabol kovetkezik,
hogy:

& GP =5J5~=11,18 cm, | ¢
tehit az EGP hiromszog egyenld szard (EP = GP). Mivel EG B

a kocka lapatloja, ezért:
EG=10J2 = 14,14 cm.



d) Az LPE derékszdgl haromszdgben:
2
PI? =5 +(5J5) =150,

azaz
PL =56 =~12,25cm.

Az LPG hiromszog egyenl§ szard, hiszen
GP=GL=5J5=11,18 cm. A

Jeloljiik T-vel az E pont ABCD sikra esG merdleges vetiiletét,
valamint P-vel az ADE egyenl$ szari haromszog E csicsabol
indulé magassaganak AD alapra illeszkedd talppontjat. Az EPT
derékszogl haromszogben PT =2 m és ET =4 m. Az ADE
tetdsik a vizszintes ABCD sikkal bezdrt szogére:

tgo =2,
o= 63°
Az ADE és BCF tetSsikok a vizszintes sikkal 63°-os szoget o A
zarnak be. P 2 T

A madsik két tetGsik vizszintessel bezart szogét hasonlé mod-
szerrel szamolhatjuk ki. Ha Q jeloli az ABFE trapéz E csicsabol
hizott magassdg AB szakaszra illeszkedd talppontjat, akkor
az EQT héaromszog befogbi: ET=4m és TQ =2,5 m.

A tetGsik vizszintessel bezart  szogére: 4

4
tgep=—1,
gB 23
B =58
Az ABFE és DCFE tetGsikok a vizszintes sikkal 58°-0s szbdget
zarnak be.

a) Az EBD hiaromszog minden oldala a kocka egy-egy lapétl6ja, ezért az EBD, minden oldala
10v/2 = 14,14 cm hosszisagi, igy a hiromszog valdban szabalyos.

b) Az ABCD négyzet kdzéppontjat jeloljiik O-val. Ekkor AO
és BD anégyzet egy-egy atldjara illeszkedik, ezért merdle-
gesek egymadsra.

Masrészt EO az EBD szabdlyos hdromszog egyik magas-
sdga, ezért EO is merSleges BD-re.

Osszefoglalva: AO és EO egyaréant merdleges az ABCD és
EBD sikok metszésvonaldra, ezért a két sik hajlasszoge éppen
az EOA<. Az OEA derékszogi haromszogben:

10

tg EOA% = —0_ = /3,
& 1042 V2
2
EOAX = 54.74°

Az ABCD alaplap sikja az EBD sikkal 54,74%-os szoget zar be.



] MEGOLDASOK - 12. EVFOLYAM

(3D a) A helikopter, amelynek helyét az dbran P-vel jeloltiik, illesz-

kedik az ABCD téglalap sikjdnak A pontban emelt merSleges i
egyenesére. Ebbdl kovetkezGen az AP egyenes merdleges
az ABCD sik minden egyenesére, igy a BPA, CPA és DPA 133
hdromszdgek mindegyike derékszogdi. A BPA,-bdl: 120
AB? =130? - 120% = 2500, o ¢
AB=50m.
A B

A CPA,-bSl:
AC?=133%2-120% =3289,
AC =573m.
A szintén derékszogi ABC,-bdl:
BC?=AC? - AB?,
BC?=3289 — 2500 = 789,
BC =28,1 m.
A leszéllopdlya oldalai 28,1 m, illetve 50 m hossziak.
b) A PDA,-bdl:
PD? = PA% + AD? = 120% + 789 = 15189,
amibdll PD = 123,2 méter.

¢) Afeladat az ACP<-et kérdezi. A CPA,-bdl:

sin ACP< = @,
133
ACP<X = 64,5°

A C pontbdl a helikopter kortilbeliil 64,5°-0s emelkedési szogben latszik.

d) Tegylik fel, hogy a helikopter x méteres magassdgban van, amikor a D pontbdl kétszer akkora
sz0g alatt 1atszik, mint a C pontbdl. Ha a helikopter helyét ekkor is P jeloli, akkor

X X X X
tg ACP<=—= és tgADPX=——= .
s AC ~ V3289 s AD /789
Mivel a feltételek szerint ADP X =2-ACP <, ezért a megfelel§ addicids Osszefiiggés alapjan:
tg ADP% = Ztgzﬂ
1-tg=ACPX
A kapott értékeket behelyettesitve:
X
2.
X _ /3289
V789 X ( X )2 '
/3289
Rendezés utan azt kapjuk, hogy:
5 ( /789 )
x“=3289-1-2 - ——|,
/3289

x =8,2m.

A helikopter 8,2 méter magasan van, amikor a D pontbdl kétszer akkora szogben latszik,
mint a C pontbdl.
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Tegyiik fel, hogy az e egyenes merdleges az S sik
két metsz6 helyzetl egyenesére. Célunk annak
igazolésa, hogy az e egyenes az S sik minden Py
egyenesére merdleges.

Két egyenes hajlasszoge nem vdltozik, ha kozii- 4
likk az egyiket onmagdval parhuzamosan eltoljuk,
ezért ,fogjuk meg” az § sikon azt a két egye- M A

nest, amelyre az ¢ egyenes merdleges, majd 7 X\C c
toljuk el azokat tigy, hogy dtmenjenek az S sik s A
és az e egyenes M metszéspontjan. Jeloljiik g
az eltolt egyeneseket a-val és b-vel, ekkor az o b
e egyenes merGleges a-ra és b-re is. EI6z6
megjegyzésiink alapjan elegendé megmutatni,
hogy az e egyenes merdleges az 9sszes olyan
egyenesre, amely az S sikban halad, és d&tmegy
az M ponton. Legyen ¢ egy a-t6l és b-tdl is kiilonbozs egyenes (I1d. dbra). Megmutatjuk, hogy
az e egyenes merdleges a ¢ egyenesre.

Vegylink fel az S sikban egy tetszbleges, de az M pontot nem tartalmaz6 egyenest, amely metszi
az a, b és ¢ egyenesek mindegyikét. A metszéspontokat jelolje rendre A, B és C. Vegyiink fel
tovabba egy P (M-t6l kiilonboz8) pontot az e egyenesen, majd tiikkrozziik az M pontra, igy
kapjuk a P’ pontot. Ekkor persze MP = MP".

Vizsgéljuk meg a kialakulé dbrat. Az dbrdban tobb egyenld szard hdromszoget is felfedezhetiink.
Mivel e és a mer6legesek egymdsra, ezérta PMA, és P°MA, egybevigé (két-két oldal + altaluk
kozbezart szog), amibdl addédik, hogy PA = P’A, igy a PP’A, valoban egyenld szdrd. Ugyanigy
belathatd, hogy egyenld szari a PP’B,, is.

Az eddigi eredményeinket 0sszefoglalva lathatjuk, hogy PA = P’A és PB = P’B. Ebbdl azonnal
kovetkezik, hogy az ABP, egybevagd az ABP)-gel, hiszen oldalaik hossza paronként megegyezik.
Az egybevdgdsdg miatt a megfeleld szogeik is egyenldk, igy példdul PBC¥ = P’ BC<. Ebbdl
addédodan Gjabb haromszogekrdl lathatjuk be, hogy egybevagdak: a PBC, és P’BC, ugyanis
két-két oldalban (PB = P’'B és BC kozos oldal), valamint az dltaluk bezart szogiikben megegyezik,
ezért valoban egybevigdak. Ebbdl kovetkezik, hogy PC = P°C, azaz a PP’C, egyenld szaru.
Mivel M a PP’ alap felez8pontja, ezért CM a hdromszog egyik magassdga, amibdl kovetkezik,
hogy az e egyenes merdleges a ¢ egyenesre. Eppen ezt kellett bizonyitanunk.

a) Akocka GH éle merSleges az ADHE lap sikjéra, ezért merd-

leges annak minden egyenesére, igy az AGH, derékszogu, .
a derékszogd csucs a H pontndl van. E dv
A H pont AG testatlotd] valo tdvolsdga megegyezik az AGH,

AG étfogdjahoz tartozé HT magassaganak hosszaval (1d. dbra).
Az AGH, oldalai:
HG=a, AH=aJ2 é AG=a3. .

A haromszog teriiletét kétféleképpen felirva:

AH-HG AG-HT a2 -a af3-HT 2
5 = 5 = 5 = > = HT =q,|-.

A H pont az AG testétl6tol a\/g = g egység tdvolsigra van.



b) Az ABP derékszogli hdromszogben:

H
2 2
AP2=g2 +|2 2 = AP_a\/— G
2 4 2 E /

A GPF, és az APB, egybevago (két-két oldal + dltaluk bezart

sz0g), ezért dtfogdik ugyanakkordk, igy: q{
C
Ar=ors % p /

Az AGP, tehit egyenld szaru, az alaphoz tartozé magassagat
(P ésaz AG testatlo tavolsagat) az APO,-bdl szamithatjuk:
2
OP2 = AP2 - AO? = Si_3i a- = OP:i
4 4 2 V2

2
A P pont az AG testatl6tdl % egység tavolsagra van.

Megjegyzés: Az OP szakasz hossza ,rdnézésre” is megmondhatd, hiszen OP parhuzamos

a kocka HF lapatléjaval, hossza pedig annak éppen fele.
¢) A BCGF lap kozéppontjat Q, a Q pont merdleges vetiiletét

H
az AG testatlon S jeloli az dbran. .
A Q pont AG testatl6tol valo tdvolsdga megegyezik az SQ E 4'
szakasz hosszaval.

Figyeljiik meg az dbra GOS és GAB hdromszogeit. Mindkét
haromszog derékszogl (a derékszogek S-nél, illetve B-nél
vannak), tovabbd a G csucsaikndl 1évS szogiik kozos.

A
Ebbdl kovetkezik, hogy a két haromszog hasonlé egymashoz.
A megfelel§ oldalaik ardnydra:
a2
s0_ 6o _ so_ 5 V2 6 .
AB  AG a a3 23 6

A BCGF lap kozéppontja az AG testatlotol % egység tdvolsdgra van.

a) Tekintsiik az dbrén lathaté AGK haromszoget. A hdromszog
AK oldalat az AKB derékszogli haromszogbdl konnyen ki
tudjuk szdmolni:

AK2=AB?+ KB?2=a?+|=
2 2

c
AL
B
a6
6
H

(a)z = AK—a\/_ EG

Mivel az AKB, és GKC, egybevagé, ezért AK = GK, igy 4
az AGK, egyenl6 szard. Ebbdl kovetkezik, hogy ha az AG »
@
=

testatlo felez6pontja T, akkor a KT szakasz az AGK egyenl§
sz4rd hdromsz0g magassaga, és igy merdleges az AG alapra.

Ezt tgy is megfogalmazhatjuk, hogy a KT szakasz hossza megegyezik a K pont AG testatl6tol

valé tavolsagaval.

Konnyen beldthatd, hogy az L, M, N, O és P pontok mindegyike egy-egy, az AGK,-gel
kovetkezik, hogy a
felsorolt pontok mindegyike ugyanakkora tdvolsdgra taldlhaté a kocka AG testdtléjatdl.

egybevdgd haromszoget alkot az AG testitlé két végpontjdval, amibdl

Ez a tdvolsdg éppen a KT szakasz hossza.
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b) A KT szakasz hosszat az ATK derékszogl haromszdgbdl igy szamithatjuk ki:
KT2=AK2_AT2=§a2_§a2=la2 = KT:M.
4 4 2 2

¢) Mivel a KGT,-ben a T csticsndl derékszog van, ezért a K pont

A K,L,M, N, O, P pontok mindegyike % tdvolsdgra van az AG testatlotol.

Megjegyzés: A KT szakasz hosszdt az dbra alapjan is meghatarozhatjuk. Mivel T a kocka
kozéppontja, T a KN szakaszra esik, €s azt felezi. KN hossza pedig megegyezik az ABCD
lapatléjanak hosszdval, vagyis KN = av/2. Igy
_KN _aV2

2 2

KT

szoget alkot a T és a G pontokkal, ezért az 0sszes csucs
illeszkedik az emlitett sikra. Ez persze azt is jelenti, hogy
a hatszog cstcsai egy sikban fekszenek. Ez a sik 90°-os szoget

z4r be a kocka AG testitléjdval.
A >
s c

illeszkedik a T pontban az AG testdtléra emelt merdSleges e N
sikra. A KLMNOP hatszog 0sszes csticsa derékszogii harom- ‘&b G

Egy masik bizonyitast is adunk arra vonatkozdan, hogy a KLMNOP hatszog csucsai egy sikban
fekszenek.

Mivel az LO szakasz a BDHF téglalap kozépvonala, ezért
LO pérhuzamos a kocka FH, illetve BD lapétldival. N

=
Az MN szakasz kozépvonala az FHE,-nek, ezért MN és FH </

&L
szintén parhuzamos egymadssal. /
Végiil: KP a BDC, kdzépvonala, amibdl kovetkezik, hogy VA

o A

H

KP péarhuzamos a BD lapétléval.

Osszefoglalva: az LO, MN, KP szakaszok parhuzamosak
egymadssal. Mivel két pairhuzamos egyenes (szakasz) mindig
egy sikban fekszik, ezért az L, O, M, N pontok, valamint
az L, O, K, P pontok egy-egy sikban fekszenek. E két sik azonban megegyezik egymadssal,
mivel a kocka, és igy a KLMNOP hatszog is kozéppontosan szimmetrikus az LO szakasz
felez6pontjara, ami csak ugy lehetséges, ha a hat pont valéban egy sikon helyezkedik el.

A

d) Az a) feladatban mar kiszdmoltuk az AKG hdromszog oldalait:

AK:KG:a%, AG = /3.

A koszinusztétel alapjan:

3a? :éa2 +§a2 —2~(a-£)~(a-£)~COSAKG<,
4 4 2 2

amibdl a miveletek elvégzése utan:

coOSAKGX = —%.



L) a) Ha o =0° azaz az AB szakasz parhuzamos az S sikkal, akkor

GiE8) @) Az EBD, szabélyos, minden oldala a megadott ABCDEFGH

AB’ = AB, azaz A—i =1. Ha o =90° vagyis az AB szakasz

merdleges az S sikra, akkor AB’ =0, azaz E =0.

Mais esetekben hiizzunk az A’ ponton 4t padrhuzamost az
AB egyenessel, majd jeloljik B”-vel a BB’ egyenessel vald
metszéspontjat. Az AAB”B négyszog paralelogramma, ezért
AB” = AB.

A B”BA’ derékszogli haromszogben:

by ty 5> 1)

A fenti 0sszefiiggés azokban az esetekben is érvényes, ha o = 0°% vagy o = 90°.

b) Az a) feladat eredménye alapjdn az AB’ szakasz hossza akkor minimadlis, ha o = 90° Az AB’
szakasz hossza akkor maximalis, ha o = 0°

kocka lapatléja, azaz 1052 = 14,14 cm. p
A hdromszog EO magassdganak (I1d. dbra) hossza: ‘» G

E0=10\/§~?:5\/€z12,25cm.

Az EBD, teriilete: y b
102 -5/6 ¢
2

Tepp = =50V/3 = 86,60 cm>. 5

b) Az EBD,-nek az ABCD sikra vonatkoz6é merdleges vetiilete az ABD,..
c) Az ABD egyenlG szart haromszog T teriiletére:

BD-AO

—

T =
Az OFA derékszogli haromszogben:

AO
cosq = —,
EO

ha ezt behelyettesitjiik a teriiletképletbe, azt kapjuk, hogy:
BD-EO-cosae _ BD - EO
5 =

Vegyiik észre, hogy az EO szakasz az EBD, BD oldaldhoz tartoz6 magassaga, ezért az utolsé
egyenl@ség jobb oldaldn szerepl§ tort éppen az EBD,, teriilete, tehat

T =Tgpp-cosa.

T = - COS Q.

d) Az ABD egyenl§ szard derékszogli haromszog teriilete:

AB-AD 10-10 _
2 2

Igy felhaszndlva az a) és c¢) feladatok eredményeit:

T = 50 cm?2

T=Tgpp-cosa = 50=50/3-cosa = cosa= = o =54,74°

5l



Testek osztalyozasa, szabalyos testek — megoldasok

Az alabbi 2 dbra lehet egy kocka sikbeli hdl6zata. A szemkozti
lapokat szinezéssel jeloltiik meg.

a) 24,
b) 24,
c) 8.

Osszesen 11 kiilonboz6 sikbeli hdléja van egy kockanak.

a) Barnabds maximum 21 darab kockdt haszndlhatott fel. Az dbra a tornyot
feliilnézetben mutatja, az egyes négyzetekbe azt irtuk, hogy ott hany
kockat helyezett egymasra.

b) Lehetséges, hogy Barnabds a torony megépitéséhez pontosan 10 darab
kockat hasznélt fel. Egy ilyen torony feliilnézeti képét az dbra mutatja.
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A Bc A "
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a) Szabdlyos haromszogben lehet a kockat metszeni, amint azt az el6z6 dbra mutatja.

b) A kocka metszhetd négyzetben.

c) A kockét lehet szabdlyos hatszogben metszeni.

Ennek igazoldsdhoz tekintsiik az dbra szerinti 6 él felez6pontjat, azaz a K, L, M, N, O és P
pontokat. Megmutatjuk, hogy a felsorolt pontokat tartalmazé sik szabdlyos hatszogben metszi
a kockat. Ehhez a kovetkezdket kell igazolnunk:

1.
2.

A hat pont egy sikon fekszik. Ezt kozvetleniil igazoltuk a 4197. feladatban.

A KLMNOP hatszog minden oldala egyenld. Ez konnyen beldthatd, hiszen ha a kocka é1ét
a jeloli, akkor a KLMNOP hatsz6g minden oldala dtfogéja egy-egy olyan egyenld szard

derékszogli haromszognek, amelynek befogdi g hosszisaguk. Péld4ul a KL szakasz a KLB,
az LM szakasz az LMF derékszogl hdaromszog dtfogdja. Ebbdl kovetkezik, hogy a KLMNOP

hatsz6g minden oldala % hossziisdga.

. A KLMNOP hatszog minden szoge egyenld. Megmutatjuk, hogy példdul a K és M csu-

csoknal taldlhaté szogek ugyanakkorak. Ehhez tekintsiik az LPK és LNM haromszogeket.
Mindkét hdromszog egyenld szard, szdraik egyenld hosszdak, tovdbbd LP = LN, hiszen
mindkét szakasz a kocka két kitérS helyzetd élének felez&pontjat koti 6ssze (1d. 4187.
feladat). Ebbdl adddik, hogy a két haromszog egybeviagd, ezért megfelels szogeik is meg-

egyeznek, igy a KLMNOP hatszogben a K és M cstcsokndl ugyanakkora szogek vannak.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a KLMNOP hatszog szabdlyos.

Megjegyzés: A 4235. feladatban egy mdsik mddszert is taldlhatunk annak igazoldséra, hogy
a hatszog szogei egyenldk.

d) A kocka szabdlyos nyolcszogben nem metszhetd, mert csak 6 lapja van, igy sikmetszeteinek
legfeljebb 6 oldala lehet.

22,5 cm.
63 =10,4 cm.

1242

—=8,49 cm.
2

a) Alevigott testet egy szabdlyos hdromszog és 3 egyenld szard derékszogil hdromszog hatdrolja.

b) Alevagott test egy szabdlyos haromoldalu gula (tetraéder).

c) A visszamarad¢ testnek 7 lapja, 10 csticsa és 15 éle van.

d) Mivel 10+ 7 =15+ 2, vagyis a cstcsok és lapok szdmanak 6sszege 2-vel nagyobb az élek
szamanal, ezért az Euler-féle poliédertétel teljesiil a visszamaradé testre.

e) Atestet 3 négyzet, egy szabdlyos hdromszog, valamint 3 egybevdgé otszog hatdrolja.

a) A visszamarad¢ test az abran lathatd. A testet 6 négyzet,
valamint 8 szabdlyos hdromszog hatdrolja.

b) A testnek 14 lapja, 12 csuicsa, valamint 24 éle van.

c) Mivel 12 + 14 =24 + 2, vagyis a csticsok és lapok szamanak
Osszege 2-vel nagyobb az élek szdmanal, ezért az Euler-féle
poliédertétel teljesiil a visszamaradd testre.




Szabalyos tetraéder Kocka Oktaéder Dodekaéder Ikozaéder

IR oLy,

Test neve Lapok szama Csicsok szama Elek szama
Kocka 6 8 12
Szabalyos tetraéder 4 4 6
Oktaéder 8 6 12
Haromszog alapa hasab ) 6 9
Haromszog alapa gila 4 4 6
Négyzet alapa hasab 6 8 12
Négyzet alapi gila 5 5 8
Otszog alapi hasab 7 10 15
Otszog alapi gila 6 6 10
Tizenkétszog alapu hasab 14 24 36
Tizenkétszog alapu gula 13 13 24

A csticsok és lapok szdmdnak 6sszege minden esetben 2-vel nagyobb az élek szdmdnal.
A hasabnak 6 oldallapja van.

A guldnak 12 oldallapja van.

a) (n—1)-720°% b) (n—1)-360°.

Ha a szabdlyos hatoldalu gula oldallapjai szabalyos haromszogek
lennének, akkor az dbrdn a-val jelolt szakaszok hossza meg-
egyezne. Ekkor a narancsszinnel jelolt derékszogli haromszog
atfogéja ugyanakkora lenne, mint az egyik befogdja, ami lehe-
tetlen. Ebbdl kovetkezik, hogy a szabalyos hatoldald gila oldal-
lapjai nem lehetnek szabdlyos haromszogek.

a) 73,74°; b) 73,74
c) 118,07° d) 60°.

Az alkot6 és az alaplap sikja 4ltal bezart szoget o, a kip nyilasszogét ¢ jeloli.
a) o =67,38°% ¢=45,24°% b) o =67,38°% ¢@=45,24°% c) a=53,13% ¢=73,74°

60°.



a) 54,74°; b) 75,04°.

63,43°.

(F73) Az ABCD szabdlyos tetraéder D cstcsabol indulé magassdgdnak
talppontjat 7-vel jeloltiik. Mivel a T pont egyben az ABC,, suly-

pontja is, ezért az AT szakasz az ABC, sulyvonaldnak %—

szorosa. A szabdlyos haromszog sulypontja és magassagpontja
egybeesik, ezért az ABC szabdlyos hdromszog stlyvonaldnak
hossza megegyezik a magassdganak hosszéval, igy:

AT:%.M:M. B

3 2 3

Az ADT), derékszogd, hiszen DT mer6leges az ABC alaplap sikjdra, igy merdleges annak minden
egyenesére is. Pitagorasz tételébdl kovetkezik, hogy:

2 2
DTZ:AD2—AT2:a2—(§j:2% = DT=a\E.

1 p . , L . 2 aJb .
Az a éld szabdlyos tetraéder csticsa a szemkozti laptol a\/; = T\/— tavolsagra van.

(F#8) Az ABCD szabdlyos tetraéder ABC és ACD lapjainak hajlds-
sz0gét a két lap kozos egyenesére (AC) a sikokon beliil emelt
merdlegesek hajldsszogeként szdmolhatjuk. Mivel az ABC és
ACD haromszogek szabdlyosak, ezért az AC oldalhoz tartozd
magassagaik az AC szakasz Q felezGpontjdban metszik egymast.
Ebbdl kovetkezik, hogy a két lap hajldsszoge megegyezik c
a DOB<-gel (1d. abra). ‘

Ha az ABCD tetraéder €leinek hossza a, és a DOB, D-bdl in-
dulé magassdgvonaldnak talppontja 7, akkor a 4221. feladat B

eredménye alapjan:
DT = a\/z
3

f
or 3

A DQT derékszogi haromszogben:

sin(DOB) = =—.
(DOB%) DO DO
A DQ szakasz a magassdg az ACD szabdlyos hdromszogben, ezért:

amibdl kovetkezik, hogy:

3
.
sin(DOBY) = —\% - ¥

2
DQB% = 70,53°

A szabdlyos tetraéder két szomszédos lapja 70,53°-o0s szoget zar be egymadssal.
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(¥78) Ha az ABCD szabalyos tetraéder éleinek hossza a, ésa D csi-

csdbdl indulé magassdganak talppontja 7, akkor az AD él és
az ABC alaplap 4ltal bezért sz6g megegyezik a DAT-gel.

A 4221. feladat eredménye alapjan:

DT = a\/z
3

igy az ADT derékszogli haromszogben:

a\F .
sin (DATS) = —5 = \E —  DATS ~54,74°
a

A szabalyos tetraéder éle az élt nem tartalmazo lapjaval 54,74°-0s szoget zar be.

Az ABCDEFGH kocka két kitéré helyzeti lapatldjanak végpont-
jai egy szabalyos tetraéder csucsai. Példaként tekintsiik az A, C, H

H és F pontokat, és hizzuk meg az dbran is lathaté lapatlokat. E
A kialakul6 ACFH tetraéder minden éle a kockdnak egy-egy G

lapatldja, ezért a tetraédert négy szabdlyos haromszog hatarolja.

Ebbdl kovetkezik, hogy az ACFH tetraéder szabdlyos. a

Ha a kocka éle a, akkor a keletkezd szabdlyos tetraéder éleinek

hossza: a~/2. A c
B a

A 4224. feladatban megmutattuk, hogy a szabdlyos tetraéder kockaba foglalhat6 (1d. 4224. feladat
abrdja). Azt is belattuk, hogy a szabdlyos tetraéder éle a tartalmazo kocka élének J2-szorose, ezért
ha a kocka éle x, akkor x\2= a, amibdl:

a2
2

X

. . . . . . a2
Az a élu szabdlyos tetraédert tartalmazo kocka éle tehat —

s 2

A 4224. feladat dbrdjan szereplG szabdlyos tetraéder AC és FH éle kitérs helyzetiek, tavolsdguk

2
éppen a kocka élének hosszaval egyenls, azaz %. A tartalmazo kocka AC és FH lapatldja

2 2

merdleges egymasra, ezért a szabdlyos tetraéder kitérd helyzetd élei is merGlegesek egymadsra.

a) A tetraéder ,,csonkoldsa” utan az abran lathat6
testet kapjuk. A masik dbra a test sikbeli hal6- D
jat mutatja.

b) A visszamarad¢ testnek 8 lapja, 6 csicsa
és 12 éle van. Megjegyezziik, hogy egy sza-
balyos oktaéder marad vissza a tetraéderbdl. c

c) Mivel 8 + 6 =12 + 2, ezért a lapok és csu- 4
csok szdmanak Osszege 2-vel nagyobb az élek T
szamandl, igy az Euler-féle poliédertétel tel-
jesiil a testre.

B



a) AKkeletkez8 FABCDE test minden €le ugyanakkora hosszi-

sdgu, hiszen barmely éle a kocka két szomszédos lapjdnak
kozéppontjat koti 6ssze (I1d. abra). Haaz A és E pontokat tar-
talmazé lapok kozos élének felezGpontja G, akkor az AEG
derékszogi haromszogben:

AE?2=AG?+EG?=102+10%2 = AE=10J2 ~ 14,14 cm.
Az FABCDE test minden €le 14,14 cm hosszisagu.
b) A testnek 8 lapja, 6 cstcsa és 12 éle van.
¢) Az FABCDE testet szabdlyos haromszogek hatdroljdk. A keletkezd test egy szabdlyos oktaéder.

Az dbrén lathaté FABCDE szabdlyos oktaéderben példaként meg-

vizsgéljuk, hogy az AB él a tobbi éllel mekkora szoget zar be.
A szabdlyos oktaéder lapjai szabalyos haromszogek, igy az AB €l
a kovetkezd szakaszokkal 60°-os szoget zar be: AF, BF, AE, BE.
A 4227. feladatban lattuk, hogy a szabdlyos oktaéder csucsai egy
kocka lapjainak kozéppontjai (ld. dbra). EbbSl adédéan az ABCD

négyszog négyzet, ezért az AB él a DC éllel parhuzamos (igy

azzal 0°-0s szoget zdr be), tovabba a kovetkez§ élekre merdleges

(igy azokkal 90°-0s szdget zdr be): AD, BC.

Ahidnyz6 4 él (DF, CF, DE, CE) mindegyike kitér6 helyzetid az AB éllel. Kitér6 egyenesek (sza-
kaszok) hajlasszoge alatt a tér egy tetszéleges pontjan dtmend, veliik parhuzamos, metsz§ helyzetd
egyenesek hajlasszogét értjiik. Vegylik észre, hogy a DC él parhuzamos az AB éllel, ezért az AB
és DE élek hajlasszoge megegyezik a DC és DE élek hajlasszogével, ami 60°. Ugyanigy belathato,
hogy AB a mdsik 3 hidnyz06 éllel is 60°-os szoget zar be.

z

A szabdlyos oktaéder két éle tehat a kovetkez6 szogek valamelyikét zarja be egymadssal: 0° 60° és 90°.

A szabdlyos oktaédernek 3 testitldja van, amelyeket az dbran

zo6lddel jeloltiink meg. Mindegyik testatld egy-egy 10 cm oldald
négyzetnek az atlja (pl. az AC testatlé az ABCD négyzet étloja),

ezért hosszuk 10v2 = 14,14 cm. Bérmely két testatlot is valaszt-

juk ki, azok biztosan egy négyzet atl6i (pl. az AC és BD testatlok A
az ABCD négyzet atloi), ezért a szabdlyos oktaéder barmely két
testatléja merdleges egymasra.

.
o

n
\

a) Az ébrén lathat6 derékszogli haromszogben:

tgl5° = % amibsl  m~1,34 cm.

Az ék ,,magassdga” koriilbeliil 1,34 cm.

b) Akockat egy téglalapban metszettiik el, melynek egyik (az dbran
lathaté négyzet sikjara merdleges) oldala 5 cm, a masik oldala

pedig: 5
= 5, 1 8 cm. / m
cos15° 15°

A kocka sikmetszetének teriilete megkozelitsleg 25,90 cm?.

c) A kockdbdl egy derékszogil haromszog, illetve egy derékszogi trapéz alapi egyenes hasdb
keletkezik. Az 4bra a két test alaplapjat mutatja.
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(4231 7)) Agi a dobotetraéderrel 4, a dobdoktaéderrel 8, a dobododekaéderrel 12, a dobdikozaéderrel

pedig 20 kiilonbozd szamot dobhat. A 4 testtel 0sszesen 4 - 8- 12-20 = 7680-féle dobds végez-
heté.
A primszédmok 1-t61 20-ig: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. Ahhoz, hogy mindegyik testtel primszamot
dobjunk, a tetraéderrel 2, az oktaéderrel 4, a dodekaéderrel 5, mig az ikozaéderrel 8 szdmot
dobhatunk. Ezért a primszdmok dobdsa szempontjabol kedvezd esetek szdma 2 -4 -5 -8 = 320,
annak a val6szindsége pedig, hogy mindegyik testtel primszamot dobunk:

320 0,0417.
7680

b) Mivel 4 + 8 + 12 + 20 = 44, ezért a dobott pontok Osszege az alabbi esetekben lehet legalabb 42.

1. A pontok dsszege 44. Ez csak tigy lehetséges, ha Agi mindegyik testtel a lehetd legnagyobb
szamot dobja. A pontok dsszege 1 esetben lehet 44.

2. A dobott pontok Gsszege 43. Ekkor Aginak egy kivételével mindegyik testtel a lehetd leg-
nagyobb szamot kell dobnia, a maradék testtel pedig a legnagyobb szamndl 1-gyel kisebbet.
Attol fiiggden, hogy melyik testtel nem dob maximalis értéket, ez az eset 4-féleképpen
kovetkezhet be.

3. A dobott pontok 6sszege 42. Ekkor vagy két testtel dob 1-gyel kisebbet, mint a maximalis
érték, vagy egy testtel dob 2-vel kisebbet a maximumnal, mig a tobbi testtel a legnagyobb

értéket kell dobnia. Az els§ valtozat @) = 6-féleképpen, a masodik pedig 4-féleképpen
kovetkezhet be.

A kedvezd esetek szdma tehdt: 1 +4 + 10 = 15, annak a valdszindsége pedig, hogy legaldbb
42 a dobott pontok Osszege: s

—— =(,00195.

7680

(¥XB Az FABCDE szabélyos oktaéder ADE és CDE lapjainak hajlés-
sz0gét fogjuk kiszdmolni. A térben vald jobb tdjékozddds
érdekében az dbrdn megjelenitettiik azt a kockat is, amelynek
kozéppontjai az oktaéder csicspontjai. A két lap hajlasszoge meg-
egyezik az ADE, valamint a CDE szabdlyos hdromszogek AT,
illetve CT magassagainak hajlasszogével. A keresett szoget pél-
dédul az ACT egyenld szart haromszdg oldalaibdl szdmolhatjuk ki.

Ha az oktaéder minden éle a hosszisagu, akkor az AT, illetve

CT magassdg: AT =CT = % (egy-egy a oldalu szabdlyos

héromszog magassagai), mig AC =av/2 (az a oldali ABCD négyzet 4tl6ja). Ha a két szom-
szédos lap hajldsszogét a-val jeldljiik, akkor az ACT),-ben a koszinusztétel alapjén:
AC?=AT?+CT?-2-AT -CT -coso,
3a> 3a® a3 a3
=—+—-2
4 4 2

2a?

Rendezés utan: |
coso = —5, amib6l o =109,47°.

A szabdlyos oktaéder két szomszédos lapja 109,47°-0s szoget zar be egymassal.



(*Z8) a) Az FABCDE szabélyos oktaédert, valamint a lapjait ,.€rint6” E
beirt kockdt az dbra mutatja (a D pont takards miatt nem

lathat6). A szobor magassdga megegyezik az FE szakasz

hosszdval. Mivel FE az AFCE négyzet atlja, a négyzet

oldala pedig 1 méter, ezért a szobor magassdga:

\/521,41 m. g e a

b) Feladatunk a szabdlyos oktaéderbe irt kocka KL élének
kiszamitasa. A feltételek alapjan K és L az ABE, illetve
a BCE szabdlyos haromszogek kozéppontja. Az dbran G-vel

jeloltiik az AB, H-val pedig a BC szakasz felez&pontjat. F

Vizsgéljuk meg a GHE,-et. Mivel GE és HE magassag egy-egy 1 m oldald szabdlyos harom-
szogben, ezért:
V3
GE =HE = B3 (m).

Ebbdl kovetkezik, hogy a GHE, egyenls szérd. A hdromszog GH alapja kdzépvonal a szintén
egyenld szdrd ACB,-ben, ezért:
GH = AC = ﬁ (m),
2 2
hiszen AC pedig egy 1 m oldali négyzet 4tldja (természetesen az ABCD négyzetrdl van sz0).
Végiil vegyiik alaposan szemiigyre a KLE,-et. Mivel K az ABE,, L pedig a BCE, silypontja,
ezért e pontok 2: 1 ardnyban osztjdk a megfeleld haromszogek EG, illetve EH sulyvonalait.
Ebbdl azonban az is kovetkezik, hogy a GHE,-et az E kozéppontu % ardnyu kozéppontos

hasonlésag éppen a KLE, viszi 4t. Az emlitett kozéppontos hasonlésdg a GH szakaszt a KL
szakaszba viszi, ezért:
2 2 V2 2

KL==.GH==.22=-Y%(m).
3 3 27 3

Az oktaéder belsejében elhelyezett kocka éleinek hossza koriilbeliil 0,47 m.

X} A jobb térbeli tdjékozodds érdekében az ACHF szabalyos tetra- H

édert belefoglaltuk az ABCDEFGH kockaba az dbran l4that6 E
moédon (a D pont takards miatt nem latszik). A tetraéder AF, CF, G
CH és AH éleinek felezGpontja rendre P, Q, R és S. Megmu-

tatjuk, hogy a PQRS négyszog rombusz, azaz a szabalyos
tetraéder metszhet§ rombuszban.

Mivel a PQ szakasz kozépvonal az ACF,-ben, ezért:

_AC c
PO="7 () .
tovibba PQ péarhuzamos AC-vel. Hasonlé megfontoldssal lathatjuk, hogy SR kozépvonal
az ACH,-ben, amibdl kovetkezik, hogy:

AC
SR=—" (2
> 2
tovabba SR is parhuzamos AC-vel. Osszefoglalva: PQ és SR ugyanazzal a szakasszal parhuza-
mos, amibdl kovetkezik, hogy PQ és SR egymadssal is pairhuzamos. Mdsrészt PQ = SR, igy végiil
az is kovetkezik, hogy a PORS négyszog paralelogramma.



Ugyanigy beldthat6, hogy OR kozépvonal az FHC,-ben, amibdl kovetkezik, hogy:

FH
OR=—, (3)
2
illetve PS kozépvonal az FHA,-ben, amibdl pedig:
PS = % ()]

Az (1), (2), (3) és (4) egyenlGségek alaposabb vizsgdlata utdn megéllapithatjuk, hogy a PORS
négyszog minden oldala az ABCDEFGH kocka valamelyik lapdtléjdnak a felével egyenld
hossziséagu.

Mivel a kockanak minden lapétl6ja ugyanakkora, ezért ugyanez érvényes a PORS négyszog olda-
laira is. Ebbdl mar kovetkezik, hogy a PORS paralelogramma valéban rombusz.

Megjegyzés: A PORS sik parhuzamos az ABCDEFGH kocka ABCD, illetve EFGH lapjaival,
tovadbba a tetraéder FH és AC éleivel.

Az aldbbi dbra azt mutatja, hogy a szabdlyos tetraéder egyik élé-
vel parhuzamos sikok mind paralelogramméban metszik a tetra-
édert (amennyiben metszik).

Megmutatjuk, hogy a szabdlyos oktaédert lehet szabalyos hat-
szogben metszeni.

Jeloljik az FABCDE szabdlyos oktaéder AB, AE, DE, DC,
CF és BF éleinek felezGpontjat az abra szerint a G, H, I, J, K,
L pontokkal. A GHIJKL hatszog szabélyos. Ennek igazoldsdhoz
az alabbiakat kell végiggondolnunk.

1. A hat pont egy sikban fekszik. A HI szakasz kozépvonal
az ADE hédromszogben, ezért HI és AD parhuzamos egy-
massal. A GJ szakasz kozépvonal az ABCD négyzetben,
ezért GJ szintén parhuzamos AD-vel. Ez azt is jelenti, hogy
GJ és HI egyarant parhuzamos az oktaéder AD élével, amibdl kovetkezik, hogy HI és GJ
parhuzamos egymadssal. Hasonléan mutathaté meg, hogy GJ és LK szintén parhuzamos
egymdssal. Ekkor azonban a GJ és a HI, valamint a GJ és az LK szakaszok parhuzamosak
egymassal, ezért végpontjaik, azaz a G, J, H, I, valamint a G, J, L, K pontok egy-egy sikra illesz-
kednek. E két stk azonban egybeesik egymadssal, hiszen a szabalyos oktaéder, és igy a GHIJKL
hatszog is kozéppontosan szimmetrikus a GJ szakasz felezGpontjdval, ami csak tigy lehetséges,
ha a GHIJKL hatszbg csucsai egy sikban fekszenek.

2. A GHIJKL hatszog oldalai egyenlSk. Vegyiik észre, hogy a hatszog minden oldala k6zépvonal
a szabdlyos oktaéder egy-egy lapjan: példaul /H kozépvonal az ADE haromszogben, GH kozép-
vonal a BEA haromszogben és igy tovabb. Ebbdl adédik, hogy a hatsz6g minden oldala feleakkora,
mint az FABCDE szabdlyos oktaéder éle, igy a hatszog minden oldala egyenl6 hosszisagu.



3. A GHIJKL hatszog minden szoge 120°-o0s. Példaként meg-

sz

mutatjuk ezt a hatszog H és I csucsaindl 1évE szogekrdl. Ha H % /
a szabdlyos oktaéder éleinek hossza a, akkor a GJIH trapéz
oldalainak hossza (1d. 4dbra):

HI=1J=GH = g illetve GJ=a.

Ha a trapéz rovidebb alapjanak végpontjait (H és I) Ossze-
kotjiik a hosszabb alap felez6pontjaval (az dbrdn az O pont),
akkor ezzel a trapézt harom szabalyos haromszogre bonthatjuk fel, amibdl kovetkezik, hogy
a H és I csticsokndl valéban 120°-os szogek vannak.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a GHIJKL sik a szabdlyos oktaédert valoban szabalyos hatszogben
metszi.

(FED o) Kossiik 6ssze a P pontot az ABC szabélyos hdromszog csi-

b) Az dbra jeloléseinek megfelelGen vdlasszuk ki az ABCD

csaival, ezzel a haromszoget harom kisebb haromszogre, a BCP,
CAP, illetve ABP haromszogekre bontottuk. A hdrom kelet-
kez6 haromszognek egy-egy oldala éppen a hosszisagu.
Vegyiik észre még, hogy a PX, PY, PZ szakaszok mindegyike
az a hosszisagu oldalhoz tartoz6 magassag az egyes harom-
szogekben. Ezek alapjdn az ABC hdromszog teriilete:

Typc =Tpcp + Teap + Thpps

a-PX a-PY a-PZ
Typc = > + > + >

=§-(PX+PY+PZ),

s

ahol m az ABC hdromszdg magassdganak hosszat jeloli. Egyszerdsités utan azt kapjuk, hogy:
PX + PY + PZ=m.

Mivel a jobb oldal nem fiigg a P pont kivalasztasatdl, ezért bebizonyitottuk, hogy a PX, PY,
PZ szakaszok hosszdnak 0sszege (a P pont helyzetétdl fiiggetleniil) az ABC haromszog magas-
sagaval egyenld.

Megjegyzés: A PX + PY + PZ Osszeget a szabalyos haromszog oldaldval is kifejezhetjiik.
Ha a haromszog oldalainak hossza a, akkor:

PX+PY+PZ=—“‘2/§.

szabdlyos tetraéder ABC alaplapjanak belsejében a P pontot.
Tegyiik fel, hogy a P pontban az ABC sikra emelt merdleges
egyenes az ACD lap sikjat az X pontban metszi. Jeloljiik X -vel
az X pontnak az ACD szabdlyos haromszog AC oldalara esd
merdleges vetiiletét (1d. dbra).

Ha a szabdlyos tetraéder két szomszédos lapjanak hajlasszogét
a-val jeloljiik, akkor az XX’P derékszogl hdromszogben
XX°P< = « teljesiil. Az XX°P derékszogli haromszogben igy:

tga:ﬂ, amibl PX=PX’-tgo.
PX’



e

El6z6 gondolatmenetiinkben nem volt 1ényeges szerepe annak, hogy az X pont az ACD lap sik-
jara illeszkedik. Ezért hasonlé megfontoldsok utdn azt kapjuk, hogy ha a P pontban az ABC lap
sikjara emelt merdleges egyenes a CBD, illetve ABD sikokkal valé metszéspontja Y és Z,
tovdbbad Y’ és Z° e két pont merdleges vetiilete az ABC haromszog megfelel$ oldalara, akkor:

PY=PY -tga és PZ=PZ -tga.
Ebbdl kovetkezik, hogy:
PX+ PY+ PZ=tga-(PX’ + PY + PZ).
Mivel a P pont az ABC szabdlyos haromszog belsejében fekszik, tovdbbd a PX’, PY’ ésa PZ’

szakaszok merdlegesek a haromszog egy-egy oldaldra, ezért az a) feladat eredményét fel-

haszndlva:
PX’ + PY’ + PZ’ =m,
ahol m az ABC hdromszog magassdga. Osszefoglalva:
PX+PY+PZ=m-tga,

igy az 0sszeg valdban fiiggetlen a P pont helyzetétdl.

Megjegyzés: A PX + PY + PZ dsszeget a szabdlyos tetraéder élével is kifejezhetjiik. Ha a tetra-
éder minden élének hossza a, akkor az ABC hdromszdg magassdga:

a3
m=—-.
2
A szabalyos tetraéder két szomszédos lapjanak o hajlasszogére:
tgor =22
(ez egyszerden kovetkezik a 4222. feladat eredményeibdl).

Ebbdl kovetkezGen:
PX + PY + PZ = a\/6.

A teriilet fogalma, a sokszdgek teriilete — megoldasok

a) 2200 cm?;  b) 2025 cm?;  ¢) 1450 cm?;  d) 6800 cm?.

(FFD o) 54 cm?; b) 6,16 cm?;,  ¢) 39,92 cm?;,  d) 630 cm?.

e) A beirt kor oldalakkal valé érintési pontjat rendre E, F, illetve
G jeldli (1d. dbra). Mivel a kor egy kiilsé pontjabdl a korhoz
ugyanakkora érintGszakaszok huzhatok, ezért:

BE=BF=x, CF=CG=13-x, AE=AG=2.
Az ABC derékszogi haromszog befogodira teljesiil:
AB=x+2, AC=15-x,
ezért Pitagorasz tétele alapjan:
(x+22%+(15-x)?%=132%
A miveletek elvégzése utan:
2x2 - 26x+60=0,
x2—13x+30=0.

A kapott egyenlet megolddsai: x; =3 és x, = 10. A hdromszog
befogdi: AB=5 cm és AC =12 cm (vagy forditva).

A hiromszog teriilete: 30 cm?.



] MEGOLDASOK - 12. EVFOLYAM

(7% 8 cm.
20 a) 4 cm; b) 2,8 cm.

A téglalap teriilete nagyobb. Ha a paralelogramma két szomszédos oldala a és b, az altaluk
bezart szog o, akkor teriilete T=a - b - sin . Rogzitett oldalak mellett a teriilet akkor maximalis,
ha o =90°

a) A teriilet 21 cm?. A paralelogramma magassdgainak hossza 3 cm, illetve 7 cm.
b) T=4,44 cm?Z. A magassagok: 1,85 cm és 1,2 cm.

c) T=176,67 cm?. A magassigok hossza: 14,72 cm és 10,39 cm.

d) T=38,07 cm?. A magassdgok hossza: 4,59 cm és 6,80 cm.

a) T=10,5 cm?. A paralelogramma minden oldala 3,81 cm hosszii. A magassagok hossza: 2,76 cm.
b) T=3,09 cm?. Az oldalak hossza: 1,24 cm és 2,78 cm. A magassagok hossza: 2,49 cm és 1,11 cm.
¢) T=18,13 cm?. Az oldalak hossza: 3,71 cm és 5,54 cm. A magassagok hossza: 4,89 cm és 3,27 cm.

0 ) 90°; b) 30°% c) 31,86°% d) 60,81°.
6v/3 = 10,39 cm?.
A trapéz teriilete: 36 cm?.
A trapéz teriilete: 35 cm?.

a) A szabdlyos hatszog teriilete: 21643 =~ 374,1 cm?2

' 262 5
b) A szabdlyos nyolcszog teriilete: 8 - _f82ay 695,3 cm?
12- 7?8"
c) A szabdlyos tizszog teriilete: 10 - LA 1108,0 cm?
Az 6tszog teriilete koriilbeliil 65,71 cm?,
a) A hétszog teriilete koriilbeliil 30,34 cm?.
b) A hétszog teriilete 24,63 cm?2.
A két sikidom teriiletének aranya: . 3 -=11,20.

Ha a nagy adag dra 1400 Ft, akkor a kis adagot legfeljebb 1400 - Lz = 972,22 Ft-ért érdemes
megrendelni. A kis adag tirés csusza megér 950 Ft-ot. 1,2

A csalddi haz kicsinyitett képének teriilete:
2
110- (ﬁ) =0,06875 m2, azaz 68750 mmZ2

Az Ad-es lap teriilete:
210-297 = 62 370 mm?.

A tervrajz nem fér el az A4-es lapon.
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(FE} Az ébra jeloléseinek megfelelden: az ABCD négyszog atloi
az O pontban metszik egymdst, tovdbbd T, p = 8 cm? és
Teop = 12 cm?. Mivel az AOB és COB héromszogekben az AO,
illetve a CO alaphoz ugyanakkora magassag tartozik (az dbran
my), ezért a két haromszog teriiletének ardnya megegyezik az AO
és CO oldalak ardnydval, igy AO =8x és CO = 12x alakban
felirhatd. Vegyiik észre, hogy az AOD és COD hdaromszogekben
szintén ugyanakkora magassag tartozik az AO, illetve CO olda-
lakhoz (az dbran m,), ezért a két hdromszog teriiletének ardnydra
teljesiil, hogy
8x - my B
Top__2 _2
T 12xemy 3
2 A

TC OD

Mivel a két hdromszog teriiletének dsszege 30 cm?, ezért Tyop = 12 cm? és Top = 18 cm?.
Az 4tlék berajzoldsa utdn keletkezé masik két hdromszog teriilete 12 cm?, illetve 18 cm?.
) o) AzerdSkicsinyitett képe az ABCD paralelogramma, amelyben

AB=35cm, BC=4cm és AC=7cm. Az ABC hdrom- 7 —°
szogben a koszinusztétel alapjan: Lo

AC?= AB + BC? -2 AB - BC - cosp, ooy
72=3,52+42-2.3,5-4-cosf, R
cosff=-0,7411,
B ~137,83°

Az ABCD paralelogramma teriilete:
T=AB-BC-sinf3 = 9,40 cm?.
Mivel az erd6 az ABCD paralelogramma 40 000-szeresére nagyitott képe, ezért az erd

teriilete:
T =40000%-9,40 = 1,504 - 109 cm?, ami 150,4 ha.

Megjegyzés: Az ABC haromszog teriilete Heron képletével is szamolhatd.
b) Az ABCD paralelogramma A csticsdndl 1év§ szogre:
o =180°-f=42,17°
Az ABD haromszogben koszinusztétel segitségével kapjuk, hogy:
BD = 2,74 cm.
Az erd6t atszel6 megfeleld turistadt hossza:
40000-2,74-1073 km = 1,1 km.

¢) Haaz ABCD paralelogramma atldinak hajldsszogét ¢ jeloli, akkor a paralelogramma teriiletére:

9,40 = AC-BD-sm(p’
2
sin@ = (0,9802,
¢ =78,58"

Az erdSben kijelolt turistautak 78,58°-0s szogben metszik egymast.



(¥ a) Ha az ABCD téglalap oldalai AB = a, BC = b, akkor az SRD
derékszogl haromszog teriilete:

)
Tp=22 ) 1,

2 16
Ehhez hasonléan:
1 2
(2
Tope =—————==—ab,
ROC 2 10°
DN G s
Trop=—"—<>=—ab, Tpsy=-—"~—-">=—ab.
PoB 2 40 s 2 32"
A derékszogl haromszogek teriiletének osszege:
iab+iab+iab+iab= 10+16+12+45ab=ﬁab.
16 10 40 32 160 160

A PQRS négyszog teriilete:

Tpors =Tapcp — Tsgp + Troce + Tpop + Tpsa) =
83 77 77

cab- S gLy
160" T160" T 160 ABCD

A PQORS négyszog teriilete az ABCD téglalap teriiletének 48,125%-a.

b) A PS és QR szakaszok nem parhuzamosak egymdssal. Mivel:
AP _AS 3
A8 AD 4
ezérta PSA és BDA derékszogl haromszogek befogdinak ardnya megegyezik, igy a két hdrom-
szog hasonld, amibdl kovetkezik, hogy PS parhuzamos a BD étldval.

Masrészt: R 1 5
—=—, illetve Q:—,
CD 2 CB 5
ezért:
CR €O
CD CB’

Ebbdl kovetkezik, hogy OR nem parhuzamos BD-vel, igy persze PS-sel sem.

Tekintsiink egy olyan ABCD négyszoget, amelynek teriiletét
az EF kozépvonala megfelezi (1d. dbra), azaz: D

Nl

Tyerp = Tgper- (1)
Mivel az F pont felezi a CD oldalt, ezért a DFE, és a CFE,
egy-egy oldala ugyanakkora, tovdbbd megegyezik az ezekhez az
oldalakhoz tartozé magassdguk is (az dbrdn az m-mel jelolt
szakasz). Ebbsl kovetkezik, hogy a két haromszog teriilete
egyenld, azaz:

Tpre=Tcrg- (2)



...............................................................................................................

Az (1) és (2) egyenl&ségek megfelel oldalainak kiilonbsége alapjan:
Taerp = Tpre = Teper = Tores
Taep = Tepce-
Vegyiik észre, hogy az AED és az EBC haromszogekben AE = EB, ezért teriiletiik csak ugy
egyezhet meg, ha az ugyanakkora oldalaikhoz tartozé magassaguk is egyenld, vagyis x; = x,).

Ekkor viszont a D és C pontok ugyanakkora tdvolsdgra vannak az AB egyenestdl, amib6l
kovetkezik, hogy DC és AB parhuzamosak. Ez azt jelenti, hogy az ABCD négyszog trapéz.

() Az ABCD hirtrapézba irhat6 kor a trapéz AB alapjat az F,
CD alapjat az E felezGpontban érinti.

A korhoz egy kiilsé pontjabdl hiizott érintGszakaszai egyenld
hosszuak, ezért:

AG=AF=135cm és DG =DE=6cm.
Ebbdl kovetkezik, hogy:
AD=AG+DG=19,5 cm.
Az ATD derékszog(i hdromszog AT befogdjanak hossza:
27-12

AT =

=7,5cm.

Pitagorasz tétele alapjéan:
DT?=AD?>-AT?> = DT=419,5-17,5> = DT=18cm.

A trapéz teriilete:

_27+12

T -18=351 cm?2

Mivel DT ugyanakkora, mint EF, azaz a kor atmérdje, ezért a trapézba irhatd kor sugara 9 cm.

() Vizsgaljuk meg eldszor Csilla javaslatat. A hdz sarkait jeldljiik
az dbranak megfeleléen a D, E, F' és G pontokkal, a DEFG
négyzet oldalat pedig y-nal. Mivel az ABC,, és a GFC, szogei
paronként megegyeznek (a derékszog kozos, tovabbi megfeleld
szogeik egydllasu szogek), ezért a két haromszog hasonld. Ha
az ABC, étfogdjahoz tartozé CT magassdganak hosszit m jeloli,
tovabbd CT a GF szakaszt a P pontban metszi, akkor a hdrom-
szogekben az egymdsnak megfelel§ szakaszok ardnyara:

AB_CT . AB__m
GF CP’ y m-y
Az egyenl6ségbdl y értékét kifejezve:
_ m-AB
Y m+ AB’

Az ABC, itfogdja:
AB =~24% + 252 = /1201 (= 34,66 cm).

A haromszog teriiletét kétféleképpen felirva:

AB-m _AC-CB 2425 .
2 2 ~ V1201 U




Ebbdl kovetkezden:

600  AAT
y= V1201 1201 _ 600v1201
~ 600 1801
++/1201
V1201
y=11,55 m.
Nézziik most Csaba javaslatit. Ha a hdz C-t6l kiilonboz6 sarkait B
az dbranak megfelelGen a P, Q, R pontokkal, a PORC négyzet
oldalait pedig x-szel jeloljiik, akkor az ABC, hasonlé az AQP,-
hoz, ezért:
A _cB AN
AP PQ’ =
25 24 X
25-x  x S o
24 .25 ¢ %5 ’
X = =12,24 m.

Lathato, hogy Csaba terve alapjan épitenének nagyobb alapteriiletd hdzat.

) a) A 4257. feladat eredménye alapjén, ha az ABCD négyszog teriiletét az AB és CD oldalt dssze-
kotd kozépvonala megfelezi, akkor a négyszog trapéz, amelynek alapjai AB és CD. A feltételek
szerint azonban a négyszog teriiletét a BC és DA oldalakat dsszekotS kozépvonala is megfelezi,
ezért BC és DA szintén parhuzamosak. Ezek alapjan az 6rokolt telek szemkozti oldalai par-
huzamosak, azaz a telek paralelogramma alakd.

b) A paralelogramma étlgja két egybevdgd haromszogre bontja a paralelogrammat, ezért Andrés
és Béla kiilon-kiilon akkora teriiletd részt 6rokolt, mint amekkora a megadott oldalak 4ltal haté-
rolt hdromszog teriilete. A hdromszog teriiletét pl. Heron képletével szamolhatjuk. Mivel:

L _18+15+224

=27,7m,
2

ezért a teriilet:
T = \/27,7 -(27,7-18)-(27,7-15)-(27,7 - 22,4) = 134,48 m2

Andrés és Béla kiilon-kiilon koriilbeliil 134,48 m? teriiletd telekrészt 6rokoltek.

(3 a) Az ABC szabdlyos haromszdg C cstcsanal H : G
60°-0s, a C csticshoz illeszkedd négyzeteken 320-30° 5 30°
,belil” 90°-o0s szogek vannak (Id. dbra).
Ebbdl kivetkezik, hogy: S
HCGX =360° - (90° + 90° + 60°) = 120°. 60

Mivel a HCG, egyenl§ szért (mivel CH és
CG ugyanakkordk, mint a szabalyos harom-
szog oldalai), ezért a HG alapon 30°-0s szdgek Ta 5 Bl
vannak, amibdl kovetkezik, hogy: ‘

IHG< =90° + 30° = 120°

Ugyanez a hatszog tobbi szogére is bizo-
nyithatd, tehat a DEFGHI hatsz6g minden
szoge 120°-os.
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b) A DEFGHI hatszog tengelyesen szimmetrikus az ABC, magassdgvonalaira, tovabbd forgds-

szimmetridt mutat az ABC, magassagpontja koriili, k- 120°-os forgatdsokra nézve (k € Z).

¢) A DEFGHI hatszog teriilete a kovetkezd sikidomok teriiletének 0sszege: az ABC szabalyos

haromszog, harom darab 10 cm oldald négyzet, valamint hdrom darab egyenld szard egybevago
haromszdg (GHC,, IDA, és EFB,). Az ABC szabalyos haromszog teriilete:

1()(10-\/§

T, = % =253 = 43,30 cm?

A hiromszog oldalaira rajzolt hdrom négyzet teriiletének dsszege:
T, =3-10%=300 cm?.
A GHC, teriilete:

TGHC = w = 25\/§ =~ 43,30 cm?

Az ABC, cstcsaihoz illeszked$ hdrom egybevagd hdromszog teriiletének dsszege:
Ty =3 Tyye = 7543 = 129,90 cm?
A DEFGHI hatszog teriilete:
T =T, +T,+T;=1003 + 300 = 473,21 cm>.

Megjegyzések:

1. Ha az utols6 szdmitdsndl a kordbbi kozelits értékeket adjuk dssze, és nem csak a legvégén
végezziik el a kerekitést, akkor 473,20 cm>-t kapunk eredményként.

2. Vegyiik észre, hogy az ABC, és GHC, teriilete megegyezik. Ez persze nyilvanvald, ha figye-
lembe vessziik, hogy két-két oldaluk megegyezik, tovabba az egyenld oldalak dltal bezart
szdgek (60° és 120°) szinusza szintén megegyezik.

d) A GEl, szabdlyos. Ahhoz, hogy ezt beldssuk, H G

vizsgéljuk meg a GIH, IED, EGF harom-
szogeket.

A haromszogekben két-két oldal, valamint
az altaluk kozrefogott szogek egyenldk.
Ebbdl kovetkezik, hogy az abran megjelolt
hiaromszogek egybevdgdk, ami mutatja,
hogy a GEI, oldalai egyenl6k, azaz valéban
szabdlyos hdromszog.

A GEl, oldalanak hosszat a GIH-bdl sza-

mithatjuk ki. Ehhez sziikségilink van a GH
oldal hosszara is.

A GHC,-b] koszinusztétellel szamolva: ? £

GH?=10%>+10%-2-10-10-c0s120° = GH =+/300 =103 ~17,32 cm.
Alkalmazva a koszinusztételt, ezittal a GHI,-re:
2
GI2 =102 +(103) =210 (10v3) -c0s120° =  GI =10y4 ++/3 ~23.94 cm.
Végiil a GEI szabélyos hdromszog teriilete:

(oJa+) -2

Tom = 5 2 = (100 +253) - V/3 = 248 21cm?




(FIA Az abra jeldlései alapjan:

AOB< = 360

= 45°,

ezért az ABO egyenl§ szart hiromszog OT ma-
gassdga 22,5°0s szoget zar be az OA szarral.
Mivel az ADC, és az AOT, hasonld, ezért
ADCY =A0TX =22,5° igy:
tg22,5° = £,
CD
AC =5-1g22,5°=2,07 cm.

A képkeret belsé oldala:
DE =AB -2-AC = 45,86 cm.

A keretbe elhelyezhet$ vaszon teriilete:
45,86

DE-OP o " 2.1g22,5°
2 2
A szdmolasok elvégzése utan azt kapjuk, hogy a vészon teriilete koriilbeliil 1,02 m2.

2

T=8-Tpy =8- ~10154,86 cm?.

(FIF) Az ABCDEF szabdlyos hatszog O kozéppontjat tiikrozziik az
oldalfelezd pontokra, igy az dbra szerinti KLMNPQ szabélyos
hatszoget kapjuk. Ha az AB oldal felez6pontja G, akkor OG
az ABO szabdlyos hdromszog magassaga, ezért:

0G=8-§=4—\/§:6,93cm.

A tiikrozés miatt G az OK szakasz felez6pontja, amibdl:
OK =83 =13,86 cm.

Az OKL haromszog szintén szabélyos, ezért a KLMNPQ hatszog
oldalainak hossza:

8v3 = 13,86 cm.
Végiil a KLMNPQ hatszog teriilete:

(33)- (843) 2
T=6- . 2 _ 2883 ~ 498,83 cm2

A keletkezd hatszog teriilete koriilbeliil 498,83 cm?.

(D a) A haromszog kdzépvonalai a haromszoget négy egybevagd

hdromszogre bontjak (1d. dbra), ezért ha az oldalfelezd pontok 2
F, G és H, akkor: T
ABC _ 4.
A F B



b) Ha az ABCD négyzet oldalfelezG pontjai F, G, H és I, akkor:
Tapcp _ 2.
TrGur

¢) Haaz ABCDEFG szabdlyos hatszog oldala a, akkor a hatszog
teriilete:
2 V3

a .
2 .33 .

Tapcper =6 2 2
A hatszog oldalfelezd pontjai dltal kozrefogott GHIJKL
hatszog szintén szabdlyos, és O kozéppontja egybeesik az
ABCDEF hatszog kozéppontjaval. Mivel az OGH,, is sza-
bélyos, ezért a GHIJKL hatszog minden oldala ugyanakkora,
mint OG.

Az OG szakasz magassag az ABO szabdlyos haromszogben, ezért:

0G = ﬁ‘
2
A GHIJKL hatszog teriilete:
ax/g)z. V3
2) 2 93
TonkL =6 ) ) -a’
A két hatszog teriiletének ardnya:
N3 e
Tapcper _ 2 _4
Tonukr N3 a2 3

d) Az ABCDEFGH szabélyos nyolcszog oldalfelez$ pontjai
a JKLMNOPQ szintén szabdlyos nyolcszoget fogjak kozre,
ezért ha a nyolcszogek kozos kozéppontja T, akkor a JKT és
az ABT héaromszogek hasonlok egymashoz (1d. dbra). Ebbdl

adddoéan: JK T
AB AT
Az ATJ derékszogli hdromszogbdl:
sin67,5° = £
AT

Visszahelyettesitve az elsG egyenl&ségbe:

E =sin67,5°.
AB

—

H C
G
F B




Ezt gy is megfogalmazhatjuk, hogy az ABCDEFGH nyolcszoget egy A= sin67,5° ardnyd
hasonldsagi transzformdacié viszi at a JKLMNOPQ nyolcszogbe. Mivel hasonld sikidomok
terliletének ardnya a hasonlésdg ardnydnak négyzete, ezért:

Tikmnoro —in267.5°
TypcpEFGH T
azaz
7ZLXBCDEFGH — 1 =1.17.
Tk mnoro sin%67,5°

e) Asorozat tagjait a,, jeloli. A d) feladat levezetésébdl lathatjuk, hogy a két sokszog hasonlé egy-
mashoz, a hasonlésag ardnydt ugyantgy szamolhatjuk ki, mint ahogy a nyolcszog esetében tettiik.

A sokszogek kozos kozéppontjandl kialakuld szog ebben az esetben nem 22,5° hanem 180 ,
n

a hasonldsdg (amelyik az eredeti sokszoget a kbzéppontok éltal kdzrefogott sokszogbe viszi ét)

ardnya pedig sin (90" _ 180 ), ezért:
n
1 1

n= 180° = 180° .
sin2 (900 _ 80) 0052 (80)
n n

180°
n

a

— 0°, a koszinuszfiiggvény folytonossdga miatt pedig:

(180")
cos —1.
n

Ha n tart végtelenbe, akkor

Az a, sorozat hatarértéke 1.

@ b) 9 d)
H H H H
E E E a E a
‘ 6 % g % G " 6
X V X y
A A A A
’ ¢ c ¢ ) ¢
B B B B
a) A sikmetszet a BFHD téglalap. A téglalap FH oldala a kocka egyik lapatldja, ezért:
FH =5J2 =7,07 cm,
igy a sikmetszet teriilete koriilbeliil 35,35 cm?,
b) A sikmetszet a PKHG téglalap. A téglalap GP oldala a GPF derékszogl haromszogbdl:
GP =+/5%+2,52~5,59 cm,
igy a sikmetszet teriilete koriilbeliil 27,95 cm?,

c) A sikmetszet eziittal is a PKHG téglalap, amelynek teriilete koriilbeliil 27,95 cm?.

d) A BPQ sik akocka CD élét annak R felezGpontjdban metszi, ezért a stkmetszet a BFOR tégla-
lap. A sikmetszet teriilete koriilbeliil 27,95 cm?.
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G0 a) Az ABC, oldalait és szogeit a szokdsos médon

jeloljiik. A HGC,, derékszog(, befogéi a és b, D
igy a hdromszog egybevidgé az ABCy-gel,

tehat tertiletiik is megegyezik. Megmutatjuk, ¢

hogy az ADI, és FEB, teriilete is ugyan-
akkora, mint az ABC, teriilete. b N

o
Az ADI,-ben Al=b és AD = c, tovibba £
IAD< = 180° — «, ezért teriilete: b ¢

bc-sin(180° - ) bc -sino b c
Typr = > == y Ch

Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon éppen a a 18075

az ABC, teriilete szerepel, ezért:

Tipr=Typc-

Ugyani ondolkodva:
syamey e ac-sin(180°- B) ac-sinf
Trpp = > -,

azaz:
Trgp = Thpc-

Ezzel igazoltuk, hogy a HGC,, ADI, és FEB, teriilete megegyezik az ABC) teriiletével.

b) A DEFGHI hatszog teriiletére:

Tpercur =4 Tape + Tanc + Tpegr + Tagep =
ab

:4-7+b2+a2+c2=(a+b)2+cz.
A feltételek szerint a + b = 10, ezért:
Lathatd, hogy a hatszog teriilete akkor a lehet§ legkisebb, ha az ABC, &tfogéjdra rajzolt

c oldald négyzet teriilete minimalis. Pitagorasz tétele alapjan azonban c? = a? + b2, majd
felhaszndlva, hogy a befogdk 0sszege dllando:

c?=a’>+(10-a)*>=2a*-20a + 100 =2+ (a - 5)* + 50.
A teljes négyzetté alakitott sorrdl leolvashatd, hogy az ABC,, 4tfogdjdra rajzolt négyzet teriilete
legaldbb 50 cm?, és pontosan akkor a legkisebb, ha a = 5 cm, és ebbdl kovetkezen b =5 cm.

Osszefoglalva: a DEFGHI hatszog teriilete minimalis, ha az ABC,, egyenld szart, azaz befogéi
5 cm hosszidak. Ekkor a hatszog teriilete 150 cm?.

a) Elébb az ABC hegyesszogli hdromszoget vizsgaljuk. Az ACBX

a hdromszog koré frhaté korben a C-t nem tartalmazé AB kor-
iven nyugvé keriileti szog. Ugyanezen a koriven nyugszik
az AABY is, igy a kertileti szogek tétele alapjan:

ACBX = AABL = .
Thalész tétele alapjan az ABA” hdaromszog derékszogt, ezért
a CAT, és az AAB, két szoge megegyezik, tehit a két harom-
sz0g valéban hasonlé egymdshoz.
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Tompaszogl hdromszog esetén a T pont a BC oldalon kiviil
fekszik. Ebben az esetben a CAT),-ben:

ACT% = 180° - 7.

Az AABC négyszog hiirnégyszog, ezért szemkozti szogeinek
Osszege 180° amibdl:

AABX =180° -7,
ami mutatja, hogy a CAT, és AAB, szogei ezittal is egyen- } /
16k, 1gy a két haromszog hasonld egymashoz.

b) Felhaszndlva a CAT, és AAB, hasonlosagit, azt kapjuk, hogy:
AT _AC  om,_ b be

a

= = —HA=— = m;=—.
AB AA c 2R 2R
Az ABC, teriilete:

T=%"  amibsl T =%
2 R

¢) Derékszogl haromszogben a T pont egybeesik a C, az A’ pont pedig a B csticcsal, ezért

a CAT, és AAB, nem jon létre. A derékszogii haromszogben ¢ = 2R, ezért:
7= _ab c_ab c _abc
2 2 ¢ 2 2R 4R

A teriiletképlet derékszogli haromszogre is érvényes.

a) Akorhoz egy kiilsG pontjabol hiizott érintGszakaszok hossza c
megegyezik, ezért:

AD=AF=x, BD=BE=y é CE=CF=z.

A hdromszog oldalai az érintGszakaszok segitségével:

y+z=a, (1)
x+z=b, (2)
x+y=c. (3)

A kapott egyenldségek megfelel oldalainak 6sszegébdl:
2c+y+z)=2s, tehit x+y+z=5.

Ha az utols6 egyenlGségbdl rendre kivonjuk az (1), (2) és (3) egyenl&ségek megfeleld oldalat,

akkor adédik, hogy: .
x=s—-a, y=s—-b é z=s-c.

Eppen ezt kellett igazolnunk.
b) Ezuttal is felhasznaljuk, hogy egy kiils§ pontbdl a korhoz

huizott érintészakaszok egyenld hossziak, ezért:

AG=AH, BG=BK és CH-=CK.
Ezek alapjan:

2-AG=AG+AH=(c+BG)+ (b+CH)=
=(c+BK)+(b+CK)=c+(BK+CK)+b=
=c+a+b=2s,

tehat AG = AH = s, amit bizonyitani kellett.
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¢) Az O pont a haromszog belsd szogfelezdinek
metszéspontja, ezért:

OBD< :E.
2

A Q pontilleszkedik a B cstcsndl talalhaté
kiils6 szog szogfelezjére. Mivel a harom-
szog egy belsd, valamint a mellette fekvd
kiils6 szogének szogfelezGje merbleges egy-
masra, ezért OBO< =90° amibdl kovetke-
zik, hogy a BOQG< szarai paronként merd-
legesek az OBD< szdraira, azaz a két szog
merdleges szard szogpart alkot, ezért: =

BOG% = OBDX = g

(nyilvdnvald, hogy mindkét szog hegyesszog). Lathatd, hogy a BOD, és a QBG, szogei meg-
egyeznek, ezért a két haromszog valéban hasonld egymashoz.
d) Az a) feladat dbrdja alapjan:
a-r b-r c-r_r-(a+b+c)_r s

Typc =Tpco + Tcao + Tapo = —— 7 T3 7

e) A c) feladat dbrdja alapjan ABQC négyszog teriiletét kétféleképpen is felirhatjuk:
Tipoc = Thapo + Taco, illetve Typoc = Thpc + Tpco-

Mivel az ABQ \-ben és az ACQ \-ben az AB = ¢, illetve az AC = b oldalakhoz tartozé magassag
egyarant 7, hosszisagu, ezért:
cr, br, (b+to)r,

T = + a . 1
ABOCT o T 9 2 M
Mivel a BCQ \-ben a BC = a oldalhoz szintén r, hosszisagi magassag tartozik, ezért:
a-r,
Thpoc = Tapc + —* 2
(1) és (2) alapjan:
(b+c)-ra_T LA
5 Tlact o
majd kifejezve az ABC, teriiletét:
QK:UHT};—wQ:b+§—Wm=222;;25Q:@_@4b

f) A BOD, és QBG, hasonl6sdga alapjan (lasd a c¢) feladat dbrdjat):

d =S_b = r-r=06-b-(s-o0).
s—c T,
> r . . .
A d) feladat alapjan r = —, mig az e) feladat alapjin r, = , igy:
s —
Ll —-b)G-o,
s s—a

amibdl atrendezés utan:
T?2=s-(s—a)-(s—b)-(s—¢) = T=\/s-(s—a)-(s—b)-(s—c).
Ezzel igazoltuk Heron képletét.




HT) Ha a P pont egybeesik az AC 4tl6 felezGpontjaval, akkor DP
az ACD,, mig BP az ACB, egy-egy stlyvonala. A hdromszog
sulyvonala megfelezi a haromszog teriiletét, ezért:

Tipp =Tcrp €8 Typp = Tcpp-
A két egyenl6ség megfelel§ oldalainak 6sszeaddsa utan lathatjuk,

hogy:
Tygrp = Tpcpp-

ezért az AC atlo P felez&pontja megfelel a feltételeknek.

Huzzunk ezutdn parhuzamost az AC szakasz felezGpontjan at

a BD éatléval. A parhuzamos metssze a CD oldalt E-ben, a CB oldalt pedig F-ben. Legyen
P’ az EF szakasz egy tetszGleges pontja. Ekkor a DBPP’ (vagy a DBP’P) négyszog trapéz, igy
a DBP, és DBP’, koz6s DB oldaldhoz ugyanakkora magassag tartozik, ezért a két haromszog
tertilete is egyenld. Ebbdl kovetkezik, hogy:

Tygpp = Tppa + Ippp = Ippa + Ippp = Tappp-

azaz ha a P’ pont az EF szakaszon valtozik, akkor az ABP’D négyszog teriilete dllandd, igy
az EF szakasz minden pontja megfelel a feltételeknek.

Végiil megmutatjuk, hogy az ABCD négyszog belsejében nincs

tovabbi olyan pont, amelyre teljesiilne a feladat feltétele. Nyilvan- 2
vald, hogy ilyen pont nem lehet az ABD,, belsejében. 2
Ha a Q pont a DBFE trapéz belsejében van, akkor biztosan
taldlunk az EF szakaszon olyan P’ pontot (lisd dbra), amelyre ¢
a DBP’, belsejében tartalmazza a Q pontot.
Ekkor a DBQ , teriilete kisebb, mint a DBP’, teriilete, igy az / F
ABQD négyszog teriilete is kisebb, mint az ABP’D négyszog )
teriilete.
Ha viszont a Q pont az EFC, belsS pontja, és a BQ szakasz
D

az EF szakaszt a P’ pontban metszi, akkor lathat6, hogy:

Ippo > Tpsp:

igy az ABQD négyszog teriilete biztosan nagyobb, mint az ABCD
négyszog teriiletének fele. A

Ezzel megmutattuk, hogy kizdrdlag az EF szakasz pontjai felel-
nek meg a feltételnek.

Jeloljiik az 4tlok hajlasszogét @-vel, tovdbbd legyen az O pontot
a csucsokkal 0sszekotd szakaszok hossza rendre:

OC=e|, OA=e,, OB=f; és OD=f,.
Ekkor a megfelel§ haromszogek teriiletére igaz, hogy:
_ fi-e,-sin(180° — @)

Typo = > )
e, - f,-sin(180° — ¢)
Tepo = ) .



Az ABCD négyszogon beliil kialakulé mdsik két haromszog teriiletére igaz, hogy:

e - fi-sing
Tyeo=—"—"1—"—" 12 ;
fo-€ sing
TDAO=f'

Mivel sin(180° — @) = sin ¢, ezért a két-két ,,szemkozti” négyszog teriiletének szorzata:

o _f1'€2'Sin(p,el‘fz‘Sin(P_el'ez'fl'fz'Sinz(p
ABO " “CDO — 2 ) = 4 s
Torr - T, _el'fl'Sin‘P'fz‘ez‘SiH(P_el-ez-fl-fz-sinz(p
BCO *DAO — = .

2 2

A ,,;szemkozti” négyszogek teriiletének szorzata valéban egyenld.

a) A 4270. feladat allitdsa alapjén:
Tygo Tepo = Teco " Tpao-
azaz
8-2=4-Typ.
amibdl
Tpao = 4 cm?.

Az ABCD négyszog teriilete:
8+2+4+4=18cm?

Tigp=Tipo + Tpao=8+4=12 sz,

Tipc = Tapo + Tpco = 8 +4 =12 cm?,

b) Mivel
valamint
ezért

Tipp = Typc-

4

Ha a két hdromszdg kozos AB oldaldhoz az ABD,-ben m;, az ABC,-ben pedig m, magassig

tartozik, akkor:

AB-m; AB-m,

2
ml = mz.

2

Ez azt is jelenti, hogy a C és D pontok ugyanakkora tdvolsdgra vannak az AB szakasztol, ezért
CD parhuzamos AB-vel. Ebbdl kovetkezik, hogy az ABCD négyszog valoban trapéz.

a) A metsz6 sik az A, P és Q pontokon kiviil
még a kocka DH és BF éleit metszi. Ha a sik
a DH éltaz R, a BF éltaz S pontban metszi,
akkor a sitkmetszet az ASPOR 06tszog.

b) A QP szakasz kozépvonala a HFG,-nek,
ezért QP parhuzamos a kocka HF lapatl6-
javal. Mivel egy sik parhuzamos sikokbdl
parhuzamos egyeneseket metsz ki, ezért
az APQ sik a kocka ABCD alaplapjanak
sikjat is egy HF-fel parhuzamos egyenesben
metszi.




Ebbdl kovetkezik, hogy haa QR egyenes a DC egyenest az X, a PS egyenes a CB egyenest
pedig az Y pontban metszi, akkor XY parhuzamos HF-fel és igy parhuzamos a BD lapatlo-
val is. Ekkor azonban az ABDX négyszog paralelogramma, ezért:

DX=BA=18cm és BY=DA =18 cm.

Vizsgaljuk meg az XDR és QHR haromszogeket. Mindkét haromszog derékszogd, valamint
az R csdcsndl 1év§ szogeik cstcsszogek, ezért a két hdromszodg hasonld egymdshoz. A meg-
feleld oldalaikra:

DR _DX _,
HR HQ

ezért az R pont a DH él D-hez kozelebbi harmadoldpontja, igy:
DR=12cm és HR=6cm.

2

Ugyanilyen megfontoldsbdl:
BS=12cm és FS=6cm.

Az ASPQR 6tszog minden oldala atfogdja egy-egy olyan derékszogii haromszognek, amelynek
befogdi illeszkednek a kocka éleire, igy mar konnyen kiszdmithatjuk az 6tszog oldalait:

OP =92 +92 =92 (=12,73 cm),
PS=0R=+/92+62 =313 (= 10,82 cm),
AR = AS =182 + 122 =6J13 (= 21,63 cm).

Mivel az RSBD négyszog is paralelogramma (sGt igazabol téglalap), ezért:
RS =182 (= 25,46 cm).

Az 0tszog teriilete az RSA egyenl( szard haromszog, valamint
az RSPQ hurtrapéz teriiletének osszege.

Az RSA, teriiletét Heron képletével szamolhatjuk:
2
Trsa = (6V13 + 9VZ) - (02)- (6413 - 942) =

=54/17 (=222,65cm?).

Az RSPQ hirtrapéz teriiletéhez sziikségiink van a trapéz QT
magassagara. Az RQT derékszdgli haromszdgben:

_18V2-9V2 92
2 2
Pitagorasz tétele alapjan:

2
oT = \/(3\/6)2 - (?) - 3\E7 (=8,75 cm).

Az RSPQ trapéz teriilete:

182 +92 17 8W17
TRSPQ:T'?’ 5T T (

RT

(= 6,36 cm).

~166,99 cm?).

Az ASPQOR 06tszog teriilete:
Tyspor = SW1T + @ =17 - % (~ 389,63 cm?).
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A kor és részeinek teriilete — megoldasok

Az abrédk alapjan egy paralelogramma teriiletével kozelithetjiik a kor teriiletét. A paralelogramma
egyik oldala r, a masik oldala a kor keriiletének nyolcadrésze. Ha a korcikkek kozépponti szogét
csokkentjiik, akkor a paralelogramma szogei egyre jobban ,,megkdzelitik” a 90°-os szoget, igy
a paralelogramma hatarhelyzete egy téglalap. A fentiek alapjan a kor T teriiletére a kdvetkezd
becslést adhatjuk:

er.K
4

nyoleadkors AMIbSL T =r-Kegs, azaz T=r-r-mw= r2.m.
a) t=14,18cm?, i=5,67 cm;

b) t=169,65cm?, i=~2827cm;

c) t=405,57 cm?, i~ 62,40 cm;

d) =335l cm?, i=8,38 cm;

e) t=203,58 cm?, i=22,62cm.

a) a= 85,94° b) a=1299,95°% c) a=120,03°
11,18 cm?, illetve 67,36 cm?.

A hiir hossza 12,90 cm. A nagyobb korszelet teriilete 435,96 cm?.
a) T=74,99 cm?; b) T =254,47 cm?.

111,33 cm?.

351,86 cm?.

2

A kisebb korgy(irt teriilete 167 = 50,27 cm?, a nagyobbé 247 = 75,40 cm?.
A motivumokat egy 1157 = 361,28 cm? teriilet(i részen helyezték el.

a) 125 Ft-ba; b) 540 Ft-ba; c¢) 160 Ft-ba; d) 955 Ft-ba.
Lathatd, hogy a gyakorlatban a pizza dra nem egyenesen ardnyos a teriiletével.

A haromszog koré irt kor sugara kétszer akkora, mint a beirt kor sugara, ezért teriiletiik aranya 4.

(B Az aszfaltozdsra varé teriilet a kivetkezd részekbdl tevédik dssze: 8 darab téglalap alaki rész
a pavilon oldalai mentén, illetve 8 darab korcikk alaki rész a pavilon sarkaindl. Egy-egy téglalap
alaki rész szélessége 0,5 m, hosszisdga 2 m, igy a téglalap alaku részek teriiletének Gsszege:

T,=8-0,5-2=8 m>

Akorcikkek sugara 0,5 m. A szabdlyos nyolcszog egy belsd szoge 135°-os, ezért egy korcikk kozép-
ponti szoge:
360° — (135° + 90° + 90°) = 45°.

sz

Mivel 8-45°=360° ezért a pavilon nyolc sarkdndl 1évé korcikkekbdl éppen egy 0,5 m sugard kort
lehet ,,0sszedllitani”. A korcikkek teriiletosszege ennek megfelelGen:

T,=0,5% - 7=0,8 m?.

Osszesen 8,8 m? teriiletd részt kell leaszfaltozni.
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a nagyobb teriiletdé:

r<fe(57]) =

— b%?=(a+b)-(a—-b) azonossagot, a két teriilet aranya:
R+r—2r‘R+r+2r

Felhasznélva az a?

t_ 2 2 _R+3r
T 2R+R+r 2R-R-r 3R+r
2 2
a) Ez a kor a két koncentrikus kor kozépkore, amelynek sugara:
r+R
H=——.
2

A korgytrd szélességét felezd kor sugara a két hatdrol6 kor sugardnak szamtani kozepe.

b) Ha a keresett kor sugara r,, akkor:

r22-7z:—r2-7r _r
amibdl a tortek eltiintetése és egyszerdsités utan:
r22-R— r2R=r-R>—r- r22.
Az ry-t tartalmazo tagokat egy oldalra csoportositva:
r22-R+r-r22=r-R2+r2-R,

r22~(R+r)=r-R~(R+r),

rf=r-R,
ry=~r-R.
A korgyfrit r: R teriiletardnyu részekre oszt6 kor sugara a két hatarol6 kor sugardnak mértani

kozepe.

2

c) Akorgyurd teriiletét felezd kor sugarat r;-mal jelolve:

R>rm-ri{m=r{n-r’*m

2 2

amibdl egyszerdsités és rendezés utdn:

2 R2+ 72 R2+ 2
}’3 = = r3 = .
2 2

A korgyird teriiletét felez6 kor sugara a két hatarol6 kor sugardnak négyzetes kdzepe.

d) Mivel a kapott kozepek koziil a mértani a legkisebb, anndl nagyobb a szdmtani, végiil a négy-
zetes a legnagyobb, ezért:
ry <r 1 <r 3.
Megjegyzés: Akozepek kozott ezuttal egyenlGség nem fordulhat el§ a R > r feltétel miatt. A ko-
rok koziil a legkisebb a ,,bels§” korhoz van kozelebb, az a) feladatban kapott kor a hatarold
koroktdl egyenld tdvolsdgra van, mig a ¢) feladat kore a , kiils6” hatdrol6 korhoz van kozelebb.
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a) Az azonos szinnel jelolt részek teriiletosszegét konnyebb
kiszdmolni, ha az azonos szineket egymas mellé forgatjuk (1d.
abra). A tabla fekete része két korgyftrticikket alkot. Mindkét

rész a megfeleld korgytrd teriiletének fele, ezért a feketével
jelolt tertilet:

[312-232) .7+ (182-102) -z ]=
= 3287 ~1030,44 cm?

le

N | —

b) A zolddel megjelolt részek teriiletdsszege:
T2=(102—52)-7r+%-[(362—312)-7r+(232—182)-7t]=
=3457 =~ 1083,85 cm?

c) A pirossal megjelolt részek teriilete kozvetlentil is szamolhat6, de akér ugy is, hogy a ,,legkiilsG”
kor teriiletébdl kivonjuk a tobbi szinnel megjelolt részek teriiletét. A legnagyobb kor teriilete:

T=3627=12967 =~ 4071,50 cm?.
Mivel a kék és fekete részek teriilete megegyezik, ezért a piros teriiletrészek 0sszege:
Ty=T-2-T) - T, = 129671 — 6567 — 3457 = 2957 = 926,77 cm>.

Bence a piros részt az aldbbi valdszintiséggel taldlja el:

L} = 295 =0,2276.
T 1296

a) Jeldljiik az eredeti hungarocelltabla sarkait az A, B, C és D
pontokkal, a két kivagott kor kozéppontjat O-val és Q-val.
Az O kozéppontu kor az ACB egyenld szard derékszogl
haromszog beirt kore. A kor r sugardt az ACB hdromszog
tertiletébdl szamolhatjuk ki. Mivel a haromszog befogéi 2 m
hosszuak, ezért:

Tycp=2m’.
Ha a haromszog keriiletének felét s jeloli, akkor:
s:%:Q{.}ﬁzS’éLl m.

Az ismert teriiletképlet alapjan:

Tycp 2
=ACB - = -2 _ [2~0,59m.
" K} 242

Az egyik céltabla teriilete:

tehat a tablanak koriilbeliil

# 100 = 46%-a

veszett karba.
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Lathatd, hogy Marci a sdrga részt 5-szor akkora valészintséggel taldlja el, mint a pirosat.

G a) A virdgtart6 tetejét teljes egészében lefedd teritdk koziil
a haromszog koré irhat6 kor sugara a legkisebb. Az ABC sza-
balyos haromszog koré irhaté kor O kozéppontja egybeesik
a haromszog magassagpontjaval, valamint beirhaté korének
kozéppontjaval is. Ha a C csticsbdl indulé magassdgvonal
talppontja T, akkor az AOT derékszogl haromszog A csu-
csandl 30°-os szog van, ezért ha a koriilirt kor sugara R, akkor:

R §
AT N
c0s30°=—, 30§ B v

R=¥z20,21 cm. 5

A viragtartét lefeds legkisebb kor alaki teritd teriilete koriilbeliil 1282,82 cm?.

s oz

b) A virdgtarton elférd legnagyobb kor alapu cserép r sugara megegyezik az ABC,-be irt kor
sugardval. Az AOT derékszdgli haromszogbdl:

p
tg30° = —,
£ AT
r=£-§z10,100m.
3 2

A legnagyobb virdgeserép alapteriilete koriilbeliil 320,70 cm?.

2 2z

c) AteritS és a virdgeserép alapkore sugardnak ardnya 2.

d) A terit6 teriilete a virdgcserép alapteriiletének 4-szerese.

(I3 A korcikkbdl kivaghat6 legnagyobb kor érinti a hatdrol6 korivet,
valamint a korcikk két sugarat. Ebbdl kovetkezik, hogy a kiva-
gand6 kor Q kozéppontja illeszkedik a koreikk kdzépponti szo-
gének szogfelezGjére. Ha a korcikk sugardt R, a korét r jeloli,
tovabba a korcikk hatdrol6 korivével vald érintési pont E, az OA

sugdrral pedig F (1d. dbra), akkor az OQF derékszogl hdrom-
szogben:
r = O_Q

sin30°=—— =
0 2
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Mivel az O, Q és E pontok egy egyenesre illeszkednek, ezért:
OQ=0E-QE=R-r,

igy:
& R-r R
r = = —
2 3
A korcikk teriilete: )
7= R -n,
6
a beirt kor teriilete:
R
t= s
9
a hulladéké pedig:
RZ-1

Thaitagek =T — 1= T

igy a hulladék a korcikknek 33,33%-a.

(B a) Az aldbbi dbrdn berajzoltuk az ABCD négyzet oldalfelezd
pontjait, valamint az igy kialakult FGHI négyzetet. A satiro-
zassal megjelolt rész teriilete jol lathatéan feleakkora, mint
az eredeti dbran megjelolt részek teriiletdsszege. Ha az ABCD
négyzet oldala a, akkor az dbran sziirkével jelolt korszeletek
teriiletosszege az ABCD négyzetbe irt kor, valamint az FGHI
négyzet teriiletének kiilonbsége, azaz:

2 2
_fay @& _ o, m-2
T_(z) T 2—a 1 4 ¥ B

Az eredeti dbra sziirkével jelolt sikidomainak teriiletosszege:

2-T=a2-ﬂ_2,
2

ami a négyzet teriiletének 57%-a.
b) Az ABCD négyzetbe irt koron kiviil esd részek teriiletdsszege:
2
leaz_(ﬂj.n:a2.4‘_”. g
2 4

A koron beliili részt dsszesen § korszeletre bonthatjuk, melyek / e
koziil az abran sziirkével jelolt 2 korszelet teriiletosszege
az IH atmérGjd, U kozéppontd félkor és az THO derékszogd
haromszog teriiletének kiilonbsége, azaz:

2
(aﬁ). aa

4) " 272 _,m-2
2 2 16

Az eredetileg sziirkével jelolt részek teriiletosszege:

4-r T-2 2
T=T1+4~T2=a2(—+4' ):%

T2:

4 16
A négyzetnek tehat pont a fele, azaz 50%-a van beszinezve.



(I8 a) Az OAQB négyszdg minden oldala 12 cm, ezért a négyszog
rombusz. A rombusz OQ étldja szintén 12 cm, AB atlgja
pedig az AOQ és BOQ szabdlyos hdromszdgek magassdgai-
nak 0sszege, azaz:

AB:2-12-§: 12J3 (=20,78 cm).

Az OAQB rombusz teriilete:

Toags = % =723 (=124,71 cm?).

b) Asziirkével megjelolt rész az OAQB rombuszra, valamint 4 darab egybevagé korszeletre bont-
haté. Egy ilyen korszelet teriilete kiszdmolhaté a 60°-os kdzépponti szoggel rendelkezd korcikk,
valamint a 12 cm oldalu szabalyos haromszog teriiletének kiilonbségeként, azaz:

122-£

r=2 T 22 =247 - 36J3 (=~ 13,04 cm?).

A sziirke rész teriilete:
T =Tpppp+4-1=T2/3 +961 — 1443 = 967 — 724/3 =~ 176,89 cm?.

CEED) A hirom kor kozéppontja altal kozrefogott ABC, oldalai a suga-
rakbdl adédnak: AB=5cm, BC=7cm, AC =6 cm (Id. abra).
Ha az érintési pontokat E, F' és G jeloli, akkor a feladat a kor-
ivek altal hatdrolt EFG sikidom teriiletét kérdezi. E sikidom

teriiletét megkapjuk, ha az ABC), teriiletébdl kivonjuk az ABC,, c
csucsai mint kozéppontok koré irt korcikkek teriiletét (az egyik

ilyen korcikk példdul az A kozépponti o kézépponti szogl, 2 cm A A
sugaru korcikk). 4

Az ABC, teriiletét Heron képletével szamolhatjuk:
Tisc=~9-4-2-3=6J6 (=14,70 cm?).
A haromszog szogeit koszinusztétellel szamithatjuk ki:

2,62 2 ‘ '
cosa = 0T L ibsl o= 78460 o
2.5.6 5 oo
A hdromszog tovabbi szogei: = 57,12° y=44,42°

A haromszog csucsai koré irt korcikkek teriilete:

2. .

Iy = 2—7ra =~2.74 cm?,
360°
2. .

g = 2B 4 49em?
360°
2. 7.

1, = Ay 6,20 cm2
360°

Ha az ABC), teriiletébdl kivonjuk a korcikkek teriiletét, a korok altal hatdrolt sikidom terii-
letére 1,27 cm? adédik.



CFH A telek teriilete 225 m?. Az dbra jeloléseit

(I o) Egy hold alaki tészta teriiletét tigy szdmolhatjuk ki, hogy

kovetve tegyiik fel, hogy Béla bicsi az 6nt6z6-
berendezést az O pontba, a telek A cstcsdhoz
rakta legkdzelebb. A meglocsolt teriilet a kdvet-
kez6 részekre bonthaté: az 1 m oldali AGOH
négyzet, a 4 m hosszi atfogéval rendelkezd
EOG és FHO egybevagd derékszogl harom-
szogek, valamint az O kozéppontd, az dbrén
a-val jelolt kozépponti szogli, 4 m sugard
korcikk.

Az AGOH négyzet teriilete 1 m?.
Az EOG hiaromszogben:

cosf3 = i, amib8l S =75,52°

Az EOG (és a vele egybevigé FHO) hirom- S
sz0g teriilete:

1-4-sinf

Troc = ~1,94 m2.

A korcikk alaki rész kdzépponti szogére:
o =360°-90°-2f=118,96°
tertilete pedig:
4.1«
360°
Béla bacsi az ontozSberendezéssel koriilbeliil
1+2-1,94 + 16,61 = 21,49 m?
teriilet( részt tud meglocsolni a kertjébdl, ami a kertnek kortilbeliil 9,6%-a.

Tiorcikk = ~16,61 m>

a 4 cm sugart kor teriiletébdl kivonjuk a két metsz$ helyzetd
kor kozos részének teriiletét. A két kor kozos része tovabb
bonthaté az ADBC rombuszra (ld. dbra), valamint négy
egybevago korszeletre; az egyik ilyen korszeletet a BC hur
vagjale az A kozéppontd, 60°-os kozépponti szoggel rendel-
kez6 korcikkbdl. A korcikk tertilete:

4% .7
Tkércikk = T = 8,38 sz.

Az ABC szabdlyos haromszog teriilete:

S

42.

: 2 _4/3~6,93cm?

Typc =

ezért a megfeleld korszelet teriilete:

— ~ 2
Tktirszelet - dercikk - YABC - 1’45 cm-.

Az ADBC rombusz teriilete kétszerese az ABC haromszog teriiletének, azaz:
Typpe = &/3 = 13,86 cm?
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A két szomszédos kor kozos részének teriilete:
= ~ 2
Tmetszet - 7;4DBC +4- derszelet =~ 19,66 cm~.

Egy hold alakd tészta teriilete:
421 —19,66 = 30,61 cm?.

b) A két kor kozos részébe irt EFGH négyzet
teriiletét kérdezi a feladat. Az dbra szimmet-
rikus az AB egyenesre, valamint az AB sza-
kasz O felezpontjdra. Mindezekbdl kovetke- H G
zik, hogy az O pont egyben a négyzet kdzép- Nt
pontja is, ezért AOG< = 135°. Haa GO sza- FX
kasz hosszat x jeloli, akkor az AOG harom- A o Y
szdgben a koszinusztétel alapjan:

AG? = AO* + GO? -2- AO-GO - cos135°, £ 7
V2

42=22+x2+2~2~x~7,

amibdl rendezés utdn:
X2+ 232 x-12=0.
Az egyenlet megolddsai:
=14 -2 és x,=-14 -2
Mivel x, negativ, ezért:
x=+14 -2 =233 cm.
Az EFGH négyzet atl6ja 2x, ezért a négyzet oldala:
a=xV2=(V14 -v2)-V2=2J7-2=329 cm.
A négyzet alaku tésztdk teriilete:
a?=32-8J7 ~10,83 cm?

A térfogat fogalma, a hasab és a henger térfogata
— megoldasok

a) A kocka lapétldja: 7,5\/5 =10,61 cm.
b) A kocka testatlgja: 7,5\/§ ~12,99 cm.

a) Akocka felszine: 1200 cm?.
b) Akocka térfogata: 20002 ~ 2828,43 cm?,

a) A kocka felszine: 100,77 cm?.
b) Akocka térfogata: 68,82 cm?.

A két kocka éle 7 cm és 12 cm.
A négyzetes oszlop térfogata: 250 cm?.

A téglatest felszine: 286 cm?.

........................ . 80



A tekercs 162 g aluminiumbdl késziilt.

Egy raklapnyi tégla tomege: 1,085 tonna.

a) A téglatest térfogata: 1080 cm?.
b) A téglatest felszine: 636 cm?.

a) Ahaséb felszine: 7243 + 720 =~ 844,71 cm?2

b) A haséb térfogata: 72043 =~ 1247,08 cm3,

a) A haséb felszine: 17283 + 6048 = 9040,98 cm?2

b) Ahasdb térfogata: 36288+/3 =~ 62852,66 cm?

a) A hasab felszine: 18/91 + 760 = 931,71 cm?2

b) A hasib térfogata: 18091 = 1717,09 cm?,

A hasdb egy éle: 5 cm.

A hasab térfogata: 3888 cm?.

A ferde hasab térfogata: 5508,32 cm?.

A forgéstest térfogata: 1257 = 392,70 cm?, a felszine: 1007 = 314,16 cm?.

a) A forgéstest térfogata: 360 = 1130,97 cm?, a felszine: 1927 = 603,19 cm?.
b) A forgistest térfogata: 3007 = 942,48 cm?, a felszine: 1707 = 534,07 cm?.

A pohérba megkozelitSleg 1,70 dl viz fér.

A korhenger térfogata: 2887 = 904,78 cm?, a felszine: 1767 = 552,92 cm?.

A korhenger térfogata lehet 10807 = 3392,92 cm? vagy 27007 = 8482,30 cm’.
A bogre térfogata megkozelitSleg 3,85 dl, igy elfér benne a kakad.

A korhenger felszine: 231,83 cm?, térfogata: 225,08 cm’.

A henger térfogata: 4257 = 1335,18 cm?.

A henger térfogata: 15367 = 4825,49 cm?.

a) Atest 8-1+ 12-3 =44 egységkockabdl all, tehat térfogata 44 térfogategység.

b) Az eredeti kocka 6 oldallapjabol 6- (52 - 32) =96 teriiletegység maradt meg, ehhez még a 12 él
mentén beliil 12-6 =72 teriiletegység adddik, tehat a test felszine 168 teriiletegység.

Az dbran lathatd a éld kocka HB testitlojanak a G csucstdl mért H
tdvolsdga GT. A BGH derékszogli haromszog teriiletét kétféle- ? G
képpen felirva: E w
a3 - GT _a- a2
2 2
/316,33 _a-aJ2 g
2 2 A
a=20. B

A kocka térfogata 8000 cm?.



] MEGOLDASOK - 12. EVFOLYAM

(EFE) BefektetS Béla mobiltelefonjanak térfogata:
V =abc=108,8-46,2-11,7 = 58 810,75 mm? = 58,81075 cm?.
a) Az aranyrdd tomege:
m=V-p=1135,05 gramm.

b) Az aranyrad 1135,05

= 36,49 uncia tomegd, amelynek dra:
36,49-1161-182 = 7710410 forint.

[l

c¢) A 7000 tonna arany térfogata 362,69 m3. Ha ennyi aranyat hézagmentesen elhelyeznének
a 10x20 méteres medencébe, akkor ,,csak” 1,81 m magasan allna benne az arany, tehat a teljes
mennyiség elférne az tiszémedencében.
EF3 A csomag hosszisdga legyen 3x, szélessége 2x, magassdga x:
2-3x+4-2x+6-x+20=260 = x=12.
a) A csomag oldalélei: 36 cm, 24 cm és 12 cm.
b) A becsomagoldshoz sziikséges papir teriilete:
A 2-(ab+ac+bc)
0,96 0,96 -
_2:(36-24+36-12+12-24)
- 0,96

=3300 cm? =33 dm?2

c) A téglatest testatloja:
e=a+ b2 +c? =362 +242 + 122 = 44,90 cm,

tehat nem fér el a csomagban egy 50 cm hosszu rid.

[EF® Legyen a téglatest ABCD lapjanak két éle 3x
és 4x hosszusagu. Az dbra jeloléseit haszndlva
lathatjuk, hogy a BDH, egy szabdlyos harom- G
szog fele. A haromszog hosszabbik befogéja E
az 5x hosszisagu lapatld, a révidebbik befogd
a téglatest harmadik éle, az 4tfogé pedig a tégla-
test testdtléja.

A hiromszogben ismert 6sszefiiggések alapjan c
a téglatest harmadik élének hossza: A

4x
HD=@=$=250m, B
2 2

illetve a téglatest 50 cm-es HB testatljara fennall:

50-§=5x = x=5/3.
A téglatest éleinek hossza: 153 cm, 20v/3 cm és 25 cm.
a) A téglatest felszine:
A=2-(ab+ac+bc)=2-(15/3 2043 +15J3 - 25+ 2043 - 25) =
=1800 + 17503 =~ 4831,09 cm?.

b) A téglatest térfogata:
V=a-b-c=15/3-204325=22500 cm?



(B Legyen a négyzet alapi egyenes hasdb alapéle a,

a
oldaléle m hosszisagu. < a2 4>

A sikmetszetek teriiletébdl: —
a2 -m= 60\/—
ava? + m? =65

Az egyenletrendszert megoldva: a =5, m = 12.

m
a) Ahasab felszine: A = 2a% + 4am =290 cm?. Q? <

b) Ahasidb térfogata: V=a?-m =300 cm’.

2. in28540
Az btszog teriilete: T=5- M
2 -sin72°
a) A hasab felszine: s s
A=2T +k-m=2-5-2 505 4022 21100,22 cm?
2 -sin72°
b) A haséb térfogata: ,
VT -m=5.5"50"% o) 2420 43em?
2 -sin72°

CEF) a) A szabdlyos nyolcszog alapi hasdb
alapéle: a=2-15-sin22,5%

2. o
fedGlapjanak teriilete: 7 =8- %
A bevonando feliilet:
2. qi o
T+8-am=8-%+8-2-15-sin22,5°-8z1371,150m2.

b) A szabdlyos tizszog alapt hasab
alapéle: bH=2-15-sin18%;
fedSlapjanak teriilete: 7°=10- M
A bevonando feliilet:
T°+10-bm’=10- M +10-2-15-sin18°-10 = 1588,31 cm?

1588’3; -100 —100 = 15,84

A Vera 10. sziiletésnapjara késziilt tortdn a bevonandé feliilet

szdzalékkal lesz nagyobb, mint a 8. sziiletésnapjara készitett tortan.

(EFE) Ha a hasdb alapéle a, akkor a befestendd teriilet:

1+ Asig = @ \/_+253a 6,28 m>

Rendezés utdn a megoldand6 mésodfokd egyenlet:
V3-a?+30a-25,12=0.
Az egyenlet pozitiv megolddsa 0,80. A hirdetSoszlop alapéle 80 cm.



(EEI) Mivel a hasab két oldallapja 70°31°-0s szdget zar be, és a teriiletiik ardnya 2 : 3, az alaplap olyan
hidromszog, amelyben két oldal hosszat felirhatjuk 2x és 3x alakban, a két oldal dltal bezart szog
pedig 70°31".

Mivel a hasab harmadik oldallapjénak teriilete 120 cm?, és a hasdb magassdga 20 cm, a hiromszog
harmadik oldala 6 cm hosszu.

A koszinusztételt felirva a haromszogben:
6% = (2x)* + (3x)> =2+ (2x)- (3x) - c0s 70°31" = x=2.
Az alaplap oldalélei 4 cm, 6 cm és 6 cm hossziak.

A hasab térfogata:
_4-6-5in70°31

V=T-m 5 .20 = 226,26 cm3,
A csatorna keresztmetszetének teriilete:
a+c 6+8
T=T-mtrapéz=—~3=21m2.

a) A csatorna egy 6ra alatt legfeljebb annyi vizet tud elvezetni, amennyi egy 21 m? alapteriiletd
és 1,4-3600 = 5040 m magassdgu hasab térfogata:

V=T-m=21-5040 = 105840 m?>.

b) Ha a csatorna félig van vizzel, akkor a viz egy olyan trapéz alaku keresztmetszeten folyik le,

8 .
=7 m, magassiga 1,5 m. A keresztmetszet teriilete:
7+6

amelynek alapjai 6 m és

T 1,5=9,75m>2

Igy a csatorna dltal egy 6ra alatt elvezetett vizmennyiség annyi, mint egy 9,75 m? alapteriiletd
és 0,9-3600 = 3240 m magassdgu hasab térfogata:

V=T"-m=9,75-3240 = 31590 m>.

Akocka éle a = 10 cm. A feladatban megadott sik az dbréan 14that6
kockat két a magassagu hasabra vagja ketté.

A PEHQFG hasab alaplapja a PEH derékszogl hdromszog,

amelynek befogdi a és a hosszisagiak, atfogdja pedig ﬁ
hosszisagu. 2 2
A PEH haromszog teriilete és keriilete:
TPEH:a—2 és kPEH:S—a+ﬁ.
4 2 2

» NS T NIem

A PEHQFG hasab térfogata és felszine:
3
Veenorc = Tpen - a = % =250 cm?,

2
a 3a a\/Sj 4 ++/5
A =2 -Topy +kppy-a=2-—+|—+ ca= -a*=311,80 cm?,
PEHQFG PEH T Kppp - @ 4 (2 > a 2 a
Az ABCDPQGH haséb térfogatit megkapjuk gy, hogy a kocka térfogatdbdl kivonjuk a PEHQFG
haséb térfogatat:




Az ABCDPQGH hasab alaplapja a PADH derékszogt trapéz, melynek teriilete és kertilete:

3a2 50 a5
Tpapy = > @ kpapy = St

Az ABCDPQGH haséb felszine:

3a> (sa ﬁ)_a

Apseprocr =2 Tpapn + Kpapr - a=2- v +|=

2 2
= 8+2\/§ -a®=511,80 cm?2

A paralelepipedon alaplapjanak teriilete:

T=15-30-sin42°
A paralelepipedon magassaga:
m=24-sin75°
24
8% o)

A paralelepipedon térfogata:
V=T-m=15-30-sin42°-24-sin75° =

- 3
=~ 6980,37 cm”. m

sz

Ha az dszémedencében 90 cm magasan 4ll a viz, akkor a benne 1év6 viz térfogata:
V=r2-7-m=1,8%7-0,9 m.
a) Mivel a csapbdl 6ranként 30-60 = 1800 liter = 1,8 m3 viz folyik, a medence ennyi vizzel
2.r1.
1.8°-7-0.9 _ 5,00
1,8

oOra alatt tolthetd fel.

b) A vizdijunk éves emelkedése:
6-V-542=6-1,8%7-0,9-542 = 29791 forint.

oz 2

Az a él4 épitSkocka térfogata egyenld egy olyan henger térfogatdval, amely alapkorének sugara
11 cm, magassdga | cm:

aAd=rtazm=112 11 = a=724.
Bendeguz épitSkockdja 7,24 cm éld.

A maximadlisan felfoghaté csapadék mennyisége:
Vi=T-m;=120-8-10"3=0,96 m>.
A hord¢ térfogata:
V=r2mmy=0427-12=0,60m3,
tehdt a hord6 megtelt esévizzel.
A kéd egyszeri festéséhez a kad paldstjat és alaplapjat kétszer kell lefesteni. Hairomszori festéshez
a lefestendd tertilet:
A=3-2-(r> m+2r-m-m)=3-2-(0,75%* n+ 1,57 1,5) = 53,01 m?,
ennek lefestéséhez 2,39 kg festék sziikséges.
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CEED A cs6 kiilsS atmérdje 5,4 + 0,6 = 6 cm, tehdt az elkészitéséhez sziikséges fém térfogata:

V=n-(rE—r?) -mey = n- (32 -2,72)-200 = 1074,42 cm?.
A cs6 tomege:
m=V-p=1074,42-72~7736 g = 7,74 kg.

CEE) A henger magassdga:
m = 20-sin 80°,
az alapkorének sugara:
. 20 cm
r=10-sin80°.
A henger térfogata:
V=r2-g-m=6001cm3.

CEIT) A fahaséb alaplapjdt a parhuzamos sikok hdrom részre osztjdk.
A mellékelt dbran lathat6 szinezett korszelet 77 teriiletének meg-
hatdrozasahoz el6szor ki kell szdmitanunk az o = AOBX ko6z€Ep-
ponti szoget.

Mivel az atmér6t az AB hir harmadolja, az AOB egyenl§ szdri
haromszog AB oldaldhoz tartoz6 OT magassdga 5 cm, igy:

cosg = i = o =141,06°.
2 15
A korszelet teriilete:

141,06° 15%-sin141,06°
3600 2
Az egyik levagott rész térfogata:

=151 ~ 206,26 cm?.

Vy =T myeq = 9281,7 cm?,
my=V,-p=9281,7-0,71 = 6590 g = 6,59 kg.

A masik levagott rész ezzel egybevago, tehat ugyanekkora a tomege.

tomege:

Az egész hasab térfogata:
V=152 7145 ~31808 cm?,

m=V-p=31808-0,71 ~22580 g = 22,58 kg.

A harmadik rész tomegét megkapjuk gy, hogy az egész fahasab tomegébdl kivonjuk az m; tdmeg
kétszeresét:

tomege:

my=m-2-m; =940kg.
A keletkezett részek tomege: 6,59 kg, 6,59 kg és 9,40 kg.

CEIE) A téglatest élei legyenek a, b és ¢ hosszisdgtak. A feladat feltétele szerint:

a+b+c=18, valamint e=+/a?+ b2+ 2 =110.

Mivel
(@+b+c)=a%+b%*+c%+2-(ab + ac + be),
az eléz6eket felhasznélva:
182=110+ 2 (ab + ac + bc).
A téglatest felszine:
A=2-(ab+ac+ bc) =214 cm?.



(BIA A téglatest éleinek hossza legyen a, b és c. Az e hosszisdgi
testatlénak az élekkel bezart szoge legyen o, S és v.

A szogek koszinuszai:

a b c
cosa=—, cosfB=—, cosy=-—.
e e e

Mivel e =+/a? + b? + ¢2, a koszinuszok négyzetosszege:
a’> b> c?
cos? o +cos? B +cos?y = —+— +—
e- e~ e
a) Az el6zbek alapjan:
c0s223° + c0s?72° + cos?y=1 = y=76,17°
A testatlonak a harmadik éllel bezdrt szoge 76,17°.
b) A téglatest éleinek hossza:
a=280-c0s23° b=80-cos72° és c¢=80-cos76,17°
A téglatest térfogata:
V =803-c0s23° cos72°- cos 76,17° = 34 813,88 cm?.

CE¥8) o) A romboédert hat egybevdgd rombusz haté-

rolja. Egy rombusz teriilete: ] &
T ombus, = 182 - $in60° = 1624/3, F
tehdt a romboéder felszine:
A=6-Tpus = 616243 =9723 =
~C

=1683,55 cm>
18

b) Az abran lathat6 ABCDEFGH romboéder tengelyesen szimmetrikus az ACGE testatlé sikjara,

ezért az E csticsbdl az ABCD alaplapra bocsdtott merSleges T talppontja rajta van
az AC lapatlon. Az E csicsbdl az AD oldalélre bocsatott merdleges talppontja legyen K.
A hiarom meréleges egyenes tétele alapjan KT egyenese is merdleges az AD oldal egyenesére.
Az AKE derékszogl haromszogben:

AK =18 cos60°,

EK =18 -5in60° = 9/3.
Mivel ABCD rombusz, és T pont rajta van az AC lapatlon, ezért a KAT< =30° Az ATK derék-
szogl haromszdgben:

KT = AK -tg30° =18 - cos60° - tg30° = 3/3.

A romboéder ET magassaganak hosszat a KTE derékszogl haromszogbdl Pitagorasz tételével
szamolhatjuk:

m=ET =NJEK> — KT? = \|(%/3)* = (3J3)" = v216 = 6J6.

A romboéder térfogata:
V=T,

ombusz

-m=1623 - 6J6 =2916V2 ~ 4123,85 cm3,



(B A téglatest EC testatlojat tartalmazza az AB éllel parhuzamos H

EFCD sik. Az EC és AB Kkitér§ egyenesek tdvolsdganak meg- p G
hatdrozdsdhoz elég kiszdmitani az EFCD sik és az AB egyene- ' <

sének d tavolsagat. ’

Az ADHE sik merSleges az EFCD sikra, igy a d tavolsag a tégla- > ©
test A csucsdnak ED lapatl6to]l mért tdvolsaga. A

Legyen AE =3x, AD = 4x és AB = 5x hosszusagd. Az ED lap-

atlo a Pitagorasz-tétel alapjan Sx hosszusdgu. Az ADE derékszogl haromszog teriiletét kétféle-

képpen szamolva:
3x-4x  5x-d N 12

d=—x.
2 2 5
A feladat feltétele szerint d = 2,4 m, igy x = 1.

A téglatest élei 3 m, 4 m és 5 m hossziak, igy a téglatest térfogata:
V =abc =60 m>.
Az 4bran lathat6 kocka éle legyen a hosszisédgu. Pitagorasz

7 2z

tétele alapjan az F és D csticsoktdl a feladatban szerepld élek
felez6pontjanak mindegyike # tavolsagra van, tehat az FD

szakasz felez&merGleges sikja mind a hat pontot tartalmazza.
A felez6pontok sikbeli hatszoget hatdroznak meg.

A hat felez6pontot rendre 0sszekotd szakaszok mindegyikének
hossza feleakkora, mint a kocka egy lapatldja, tehat a hatszog
mindegyik oldala egyenl$ hosszu.

Ezen hatszog koré kor irhatd, mivel a kocka éleinek felezGpontjai a kocka kdzéppontjatdl feleolyan
tdvol vannak, mint a kocka egy lapatl6janak hossza.

Az a sikbeli hatszog, amely koré kor irhatd és oldalai egyenl$ hossziak, szabdlyos hatszog. Ezzel
az allitasunkat bebizonyitottuk.

Képzeletben vigjuk a nagy a éld kockét 8

egybevago kis kockdra. A 4345. feladat alapjan

tudjuk, hogy az 4j test lapjai minden ilyen kis
kockét szabdlyos hatszogben metszenek.

a) Akis kockat metszé sik a kis kockét két egy-
bevagd testre vagja szét, mivel a l1étrejott
egyik test a masiknak a kis kocka kozép-
pontjdra vonatkozé tiikdrképe. Ebbdl kovet-
kezik, hogy a két rész térfogata is egyenld.

Minden kis kocka térfogatdnak fele tartozik
az Uj testhez, tehdt a test térfogata:

3 3
V=a—=£=864cm3.
2 2

b) Az \j testet hatdrolé négyzetek atldi feleolyan hossziiak, mint a nagy kocka éle, tehit teriilete:

2
a
Ll

négyzet — T = E =18 cm?



Az j testet hatdrol6 nyolc szabdlyos hatszog oldaléle a nagy kocka lapétl6janak negyede, tehat

teriilete:
av?2 :
(4 )'ﬁ_&/@cﬂ

Thatszég =06- 4 16
A test felszine:
A=6-Tosayser + 8 Thaissog =018 +8-2743 =

=108 + 2163 ~ 482,12 cm?2.

Legyen a haséb alaplapja a oldald szabélyos
haromszog.

Ha a haromszogbdl szabalyos tizenkétszoget
akarunk késziteni, beirhat6 korének sugara leg-
feljebb akkora lehet, mint a szabélyos harom-
szdgbe irhaté kor sugara.

Mivel a szabdlyos hdromszog 120°-ra nézve,
a szabdlyos tizenkétszog pedig 30°-ra nézve
forgdsszimmetrikus, ezért a haromszogbdl ki
lehet vagni egy olyan szabdlyos tizenkétszoget,
amelynek beirhat6 kore egyben a haromszog
beirhat6 kore is.

Ennek a kdrnek a sugara a szabalyos haromszog
magassdganak harmada:

Lol a3_af3
3 2 6

a) A szabdlyos tizenkétszog b oldaléle egy olyan egyenld$ szdrd hiaromszog alapja, amelynek
szarszoge 30° az alaphoz tartoz6 magassiga pedig r.

Ebbdl kovetkezben:
b=2r-tgl5°= ? -tg15° = 0,15 m.
A hasab alapéle 0,15 m.

b) Az elszéllitand6 hulladék térfogata a hdromszog alapu és tizenkétszog alapu hasab térfogatdnak
a kiilonbsége:

a?-J3 b-r
V:Théromszég'm_nizenkétszég'mzm'( 1 _12.7 =
a3 15 a3
az,\/g ?’tg 'T
=m:- -12- —
4 2

12
- 1’54 L (V3 4-1g157) = 0.2476 m? = 247.6 dm’

A hulladék tomege:
Myyiiadek = V- p = 247,6- 2,85 = 705,66 kg.



EIE) A téglatest élei legyenek a, b és ¢ hosszusaguak.

[rjuk fel a szamtani és mértani kozép kozti osszefiiggést az ab, ac és be pozitiv kifejezésekre:

WZ 3ab -ac - be,

2-(ab+ac+bc)=6-Ja?- b2,
A26-3V2
Egy téglatest felszine mindig nagyobb vagy egyenld, mint a térfogata négyzetébdl vont kobgyok

hatszorosa.

Mivel ekvivalens 4talakitdsokat végeztiink, egyenldség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha az ab,
ac és bc kifejezések szamtani és mértani kozépe egyenld.

Ismert, hogy ez csak akkor teljesiil, ha:
ab=ac=bc & a=b=c.

A 125 cm? térfogatd téglatestek koziil az 5 cm éld kocka felszine a legkisebb.

A henger alapkorének sugara legyen r, magassiaga m.

A henger felszine:
A=2r -1 -(r+m),

A henger térfogata:
V=r2m-m.

A térfogat kifejezésébe helyettesitsiik be m-et, igy a térfogatot r fliggvényeként frjuk fel:

V(r):rz-ﬂ"(i_ )=r.é_r3,m reR*%
2r-m 2

Ennek a fliggvénynek ott lehet maximuma, ahol az els§ derivéltja O:

A
Virn==-3r2-1.
(r) 2 r

Pozitiv r-eket tekintve, ennek a fiiggvénynek r = ,6i helyen van zérushelye.
b1

Az els6 derivilt elGjele, ha 0 < r< /i, akkor pozitiv, ha fi < r, akkor negativ, tehat r = /i
6r 6r 6r

esetén V(r) fiiggvénynek maximuma van.

Az egyenl§ felszini egyenes korhengerek koziil annak a térfogata maximalis, amely alapkorének

sugara:
/A
r=,—,
6r
A A fA fA
m= —r= - — =2, —.
2r-m A 6r 6r
2. |—-m
6r

A henger térfogata tehat akkor a legnagyobb, ha alapkorének atmérdje és magassaga egyenld hossza.

magassaga:

........................ . 90



A gula és a kup térfogata

A tdblazat hidnyz6 adatai:

Alaplap Alapeél Oldalel Testmagassag Felszin Térfogat
négyzet 10 cm 534 cm 22 cm 100 + 20+/509 =~ 551,22 cm? @ ~ 733,33 cm?
négyzet 2dm 26 cm 2119 cm 1360 cm? 800‘3/11_9 ~2908,99 cm?
négyzet 10410 ~ 31,62 cm 30.cm 20 cm 1000 + 200~/65 ~ 2612,45 cm? 20300 ~ 6666,67 cm®
négyzet 20 cm 2./491 ~ 44,32 cm 42 cm 400 + 80~/466 ~ 2126,96 cm? 5600 cm?
f}ﬁgﬁgggg 12.dm 847 ~2117cm 20 cm 3643 + 36103 ~427,71cm2 24043 = 415,69 cm®
f}é‘}‘grﬂgggg 18cm 15 cm 3/13=10,82cm 324+ 8143 ~ 464,30 cm? 814/39 ~ 505,84 cm?
fé?:’z"l(')éos 12cm 434 ~2332cm 20 cm 2163 + 72127 = 118552cm? 144043 = 2494,15 cm®
fé?:’zac')éos 24 ¢m 30 cm 18 cm 8643 + 432421~ 3476,16cm?2 518443 ~ 8978,95 o

a) A Kheopsz-piramis térfogata:
14 :T'Tm ~2655317 m? = 2,66 km?>.

b) A Kheopsz-piramis alaplapjanak és az oldallapjanak a hajlasszoge megkozelitSleg 52°.

a) A gila felszine:

A= Ty + Apge =100 (V2 + 1) = 241,42 cm?

paldst

b) A giila térfogata:
g g Tom 500

3

1% ~166,67 cm3,

a) A gtla alapéle: 18 cm.

b) A gula felszine:
A= Ty + Apuigey =324 +10813 ~ 713,40 cm?.

A tablazat hidnyz6 adatai:

Alapkor sugara Kap magassaga Alkoto hossza Felszin Térfogat
6 cm 10 cm 2434 ~ 11,66 cm 127-(3+/34) ~ 332,92 cm? 1207 ~ 377,00 cm®
105 = 22,36 cm 20 cm 30 cm 1007-(5+ 3v5) ~ 3678,24 cm? 10200 m ~1047198 cm3
7cm 5411 = 16,58 cm 18cm 1757 = 549,78 cm2 257VT_ gt 9 o
10 cm 2dm 10v5~2236cm  100z-(1++/5) ~1016,64 cm2 @n ~2094,40 cm3
8cm 6.cm 10 cm 1447 ~ 452,39 cm? 1287 ~ 402,12 cm3



a) Az egyenes korkup felszine: A = 163,30 cm?.

b) Az egyenes korkup térfogata: V= 138,73 cm?.
A koktélospohdrba megkozelitSleg 6 dl ital tolthetd.

a) A forgistest felszine: A = 3007 = 942,48 cm?, térfogata: V = 2407 = 753,98 cm?.
b) Aforgastest felszine: A =90n = 282,74 cm?2, térfogata: V=1007 = 314,16 cmd,

a) A forgaskup alapkorének sugara: r = ? = 3,33 cm.

b) A forgaskip nyilasszoge: ¢ = 49,25°.

c) Aforgaskip térfogata: V = 2008¥” ~ 84,62 cm’.

d) A forgaskup felszine: A= %TE ~118,68 cm2

125J15
kN3

A forgaskup kiteritett paldstjanak kézépponti szoge 216°.

=91,05 cm?.

A forgéskup térfogata: V =

a) Az egyenes korkup felszine: A = 802,46 cm?.
b) Az egyenes korkip térfogata: V = 1487,44 cm?,

Tekintsiik a mellékelt dbrét. A Pitagorasz-tétel megforditdsa alapjan
az ACE, egy olyan egyenl§ szaru derékszogii haromszog, amely-
nek befogdi 18 cm hossziak. A gila testmagassaga az alaplap
AC 4tléjanak a fele:

oot BT

a) A gula felszine az alaplap és négy 18 cm oldald szabdlyos
haromszog teriiletének az osszege:

2,
A=T+Apalést=182+4~M

=182 (1+/3) = 885,18 cm2.
b) A giila térfogata:

Vv

. 2.9.
=T m=18 9 \/§=972\/§

3 ~1374,62 cm?3,

Tekintsiik a mellékelt abrat. Legyen a gula alapéle a hosszu-
sdgui. Az EFG, afeladat szovege szerint szabalyos hdromszog,
igy a gila testmagassdga a szabalyos hdromszog magassaga:

m= %, illetve az oldallapok magassdga a szabdlyos harom- b

szdg a oldala: m, = a.

A gula térfogatabol adéddan: c
2 a\/§ A 4] a

T-m “ry F

= = 1478=—=

o

V=



a) A gila magasséga:
a3
m=T=4\/§z6,930m.

b) A gila b oldaléle az AFE derékszogl haromszogbdl szamithato:

2
b=AF2 +EF? = @ +a? =42+ 82 = J30 = 45 ~ 8,94 cm.

c) A gila felszine:

a-m 82
A=T+Apalést=a2+4-T°=82+4-7=1920m2.

(Ef) Haa giila alaplapjanak teriilete 7, akkor egy oldallap teriilete 3 T. i
Igy a gula felszine: 4

A=T+3%T = 202,65=§T = T =62,35cm?2

A gula alaplapja a oldald szabélyos haromszog, ezért:

a*-\3 a*-\3
4 4

T = = a=12cm.

= 6235=

. a
A gula m testmagassdagdnak meghatdrozasiahoz szamitsuk ki B

az oldallap m_ magassdgat az oldallap teriiletébdl:
amy_3p o =770,
4

3
Toldallap = Z T, azaz

Az 4bra jeloléseit hasznélva a gila testmagassdganak S talppontja az ABC szabdlyos haromszog
sulypontja.

A stlypont a hdromszdg AF stlyvonaldnak a csucstdl tdvolabbi harmadolépontja. Az SFD derék-
sz0gl haromszdgben a Pitagorasz-tétel alapjan a gila m testmagassdga szamithato:

2
m=~DF? - SF? = \/7,792 - (# - %) ~ 6,98 cm.

Igy a giila térfogata:
_T-m _62,35-6,98

=145,07 cm3.
3

Vv

(B Az ABC alaplap egyenl szari derékszog(i harom-
szog, dtfogéja: AB = 10/2, az atfogéhoz tartozé
magassiga pedig az atfogé fele: CF = 5/2.

Mivel az ABC alaplap és az ABD oldallap bezart
szoge 45° az FCD haromszog is egyenl$ szart
derékszogl haromszog. A

A gtla testmagassaga: ‘
m=CF =5J2.

B

Az ABD oldallap magassdga:
my = DF = CF -2 =10. A



(4366

A gula térfogata:

y=im__2 ; ~117,85 cm3.

A gula felszine:

10-5V2 10¥2-10 _
2

A=Typc+2 Tyep + Typp =50 +2-
=50-(1+2J2)=191,42 cm?

A befedendg feliilet egy olyan szabdlyos 6toldali gtila paldstjdanak K
a teriilete, amelynek az alapéle 2 m.

Haszndljuk az abra jeloléseit. A gila magassdganak talppontja
a szabdlyos 0tszog koriilirhaté korének T kozéppontja. Az ABT

z. 2z

egyenld szard haromszog alapja AB = 2, a T-nél 1év{ szarszoge

360 =72° Ahdromszog TF magassdga: TF = !

tg36° %
F
A TFK derékszogli haromszogben ismert TF befogo, illetve
az F cstcsnadl 1év6 szog: A

TF 1

" cos48 tg36° - cos48°

A paldst teriilete: 1

2. -
tg36°-cos48° 5

2 tg36° - cos48°
10,2810

=~10,28 m2

Tpalést =5-Typg=5-

A tetd befedéséhez (a veszteséget is figyelembe véve) =115 cserepet kell vasarolnunk.

Tekintsiik az dbra jeloléseit. Legyen AB =20 cm E
és BC =12 cm, felez6pontjaik rendre F és G,
valamint a testmagassag talppontja 7.
A gila magassdga a térfogatbdl szamithato:
3V _3-1200 _
T 12-20
Mivel a gula csicsdbdl az alaplapra bocsétott
merdleges talppontja a téglalap atléinak metszés-
pontja, a gila minden oldaléle egyenl§ hosszu, vagyis az oldallap haromszogek egyenld szardak.

15cm

A F B

a) Afelszin kiszamitdsdhoz meg kell hatdroznunk az ABE illetve a BCE oldallapok magassagait.
Az EFT derékszogl haromszogbdl:

EF =JET? + FT? =152 + 62 =3J29.
Az EGT derékszogi haromszogbdl:
EG =+ET? + GT? =152 + 102 = 5J/13.

20'23“29 +2- 12';‘@ ~ 779,44 cm?,

A gula felszine:




b) Az oldalélnek az alaplappal bezart o szogét a TBE derékszogli haromszogbdl szamitjuk.
A TB szakasz az ABCD téglalap atl6janak a fele:

TB = % 202 + 122 =234,

Az o sz0g meghatdrozasa:
m 15

tgor = —=——+
84 T8 2
A gula oldaléleinek az alaplappal bezart szoge 52,14

= o=5214°

a) A feladatban leirt ,,csillagtest” felszine hat

E
20 cm alapéld, 30 cm magas szabdlyos négy- /
oldalu gula palédstjanak felszine.
Az dbra alapjan a fent leirt gila egy egyenld
szaru oldallapjdnak alapja 20 cm. A gila .
magassaga Pitagorasz-tétellel az FTE derék-
szogl haromszogbdl szamithato: (-

$ F
B

my = J(ET)?+ (FT)? = 10J/10.

A gila egy oldallapjnak teriilete:

W:mo\/ﬁ

Théromszég =
A ,csillagtest” felszine:
A=24 T gomsuse = 24 - 100510 = 7589,47 cm?

b) A ,csillagtest” térfogata:

202%-30
V:Vkocka+6'vg ’

=203+6 =32000 cm?3.

dla

CEIT) Legyen a kocka €le a, a =30 cm.

a) A keletkezett test felszine 6 nyolcszogbdl és 8 hdromszog-
bal all.

A nyolcszog teriiletét megkapjuk tigy, hogy az a oldalui négyzet
teriiletébdl kivonjuk négy % befogdju egyenld szard derék-

sz0gl hdromszog teriiletét:

2
(aj
3)  7a* 7-900
Tn)’Olcsz(jg =a’-4. T = ? =——— =700 cm?2

A hatérolé haromszogek mindegyike # oldald szabdlyos haromszog:

2

(aﬁ e
3 a* N3 9003

Théromsztig = 4 = 18 = 18

=503 cm?2

A test felszine:
A=6- Tnyolcszﬁg +8- Théromszﬁg =6-700 +8-503 = 4892,82 cm?
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b) A test térfogatanak meghatdrozasiahoz az a él{ kocka térfogatdbdl ki kell vonni a cstcsoknal

1év6 nyolc tetraéder térfogatat.
2 £ . . fox s a Loz P
A tetraéderek térfogatdnak meghatarozasahoz tekintsiik alapnak az 3 befogdju egyenld szard

Lo 2% o’ T £ .. 4 Lo a
derékszogl haromszoget. A tetraéder magassdga —, térfogata:

5 3

a

S

T-m_ 5 3_ad
Vietragder = T = 3 = 16_2 (z 166,67 cm3).
A test térfogata: s \
a Tla
V= vkocka -8 vtetraéder = a3 — 0 16_2 = —1 =25 666,67 cm3.

A gula alaplapjaval parhuzamos sik a gildbol az alaplaphoz hasonl6 stkidomot metsz ki. A hasonldsag

4372

15-8 7
15 15
Mivel hasonl6 sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsdg ardnyanak négyzetével egyenld, az alap-

lap T teriiletére fennall:
100 (7Y 22500
— == = T===""
T 15 49

ardnya

A gula térfogata:
22500 15
y=Tom_ 49— 12500 595 95 ems
3 3 49
A kup alakd tolcsér alkotdja 30 cm, az alapkorének r sugarara fenndll:
2-r-n:2-30-n-£, innen r:E:IOcm.
360° 3

a) A kip magassaga:
m=~302 —102 = 20v2 =~ 28,28 cm.
b) A kup térfogata:
r2og-m (102 -7-2042 20002
3 3 -
A tolcsérbe megkozelitSleg 2,96 liter pattogatott kukorica fér.

V= T =2961,92 cm?,

Ha a séderkup alapkorének sugara r, akkor a magassagét a fél
nyildsszog segitségével felirhatjuk r fiiggvényében:
r
m= .
tg50°
A kup térfogatdra felirhatjuk:
2. . 3. . °
y=l_rm = r:3/ﬂz1,32.
3 3-tg50° V4

Ebbdl az alapkor atmérdje: d = 2,64 m.

96



a) Mivel az alapkor dtmérdje tobb mint 2 méter, a séder nem fér el a kikészitett folidn.

|[6-1250°
" VY T 11lm.

b) A séderkip magassdga:

m= =
g50° tg50°

LEJE) Az dbra szerint az ABC,-ben legyen AB =30 cm, AC =42 cm,
és a két oldal 4ltal bezart szog 100°.

Mivel a hdromszog tompaszogl és a leghosszabb oldala koriil
forgatjuk meg, a keletkezett forgastest két kipbol all. A kipok 30
alaplapja kozos, valamint az alaplapok sugara a haromszog
leghosszabb oldaldhoz tartozé magassaga.

A hdromszog harmadik a = m; + m, oldaldnak hosszét koszinusz-
tétellel szamithatjuk: 4

a’>=30%+422-2-30-42-¢c0s100° = a=55,69.
A haromszog teriiletét rjuk fel kétféleképpen:
a-m, b-c-siny
2 2

Ebbdl kapjuk, hogy:
P gy . _r_b-c-siny_42'30'Sin100°

“ a 55,69
A kup alaplapjanak sugara 22,28 cm.

=22,28.

a) Aforgastest felszine a keletkezett két forgdskip palastjabol 4ll:
A=r-mw-ay+r-mw-a,=r-n-(a;+a,) =
=22.287- (30 + 42) = 5039,62 cm?.
b) A forgastest térfogata a keletkezett két forgaskup térfogatdnak az 6sszege. Vegyiik figyelembe,

hogy a magassdgok dsszege a megforgatott haromszog a oldaldnak hossza:

r2emem rrmemy, r’eom r’er

3 3 3

a) Ha a hurtrapézt a hosszabbik alapja koriil
forgatjuk meg, a forgdstest egy hengerbdl
és két egybevago kipbol 4ll. i
A kiip alkotéjdnak hossza: 18l=r

a=+152+152 =152 cm. ‘ ‘ ——————————— —
! Mhenger ]
A forgéstest térfogata: ’
V= Vhenger +2: Vklip = ‘

r2 /A mkﬁp -
3
=152 7-40 = 28274,33 cm’.

A forgéstest felszine:

V=

-a=28949,18 cm?,

30

— 42
=r 'E'mhenger+2~

A= Ahengerpalést +2- Akﬁppalést =2r-m- Mpenger T 2rem-a=

=27 70 (Mpgnger + @) = 2157+ (30 +15/2) = 4826,73 cm?



b) Ha a hurtrapézt a révidebbik alapja koriil

forgatjuk meg, a forgdstest egy olyan henger 80
lesz, amelybdl , kivagtuk™ a két kipot. Mhenger

A forgéstest térfogata:
V= Vhenger -2 Vklip =

2
r= -7 my,,

=r2. 7. _o. 7 Tkip _

=77 T Mpenoer 2 =

=152 7-50 = 35342,92 cm?>.
A forgéstest felszine:
A= Ahengerpalést +2- Aklippalést =2r-z- Mpyenger T 2re-m-a=

=27 70 (Mpenger + @) =215 -7+ (60 +15V2) =~ 7654,16 cm™

Ha a korkup nyildsszoge ¢, akkor a tengelymetszet teriilete:

a®-sing
Ttengelymetszet = T >
2. g
556=259  hibsl @~ 44e,
2 a=4

Az alkotd, a testmagassag és a sugdr alkotta derékszog(i harom-

szogben:

r=4-sin22°=1,50 és m=4-cos22°=3,71.
A kup térfogata:

2.
v="2 g 74 dmd
3
EJ() A feladatban szerepld két kuip hasonlé egymdshoz, mivel nyildsszogeik egyenlSk. A hasonldsdag

. 12 .
ardnya a sugaraik ardnya: 20 = % Térfogataik ardnya a hasonlésag ardnydnak a kobe.

A megmaradt rész térfogata a két kip térfogatanak a kiilonbsége:

3 2. .
Vevi—v,=v, () vioy [ 272207740 98 125447
5 125 3 125

~13136,05 cm?.

a) Tekintsiik a kip leghosszabb és legrovidebb alkot6jét tartalmazo sikmetszetét. Ez a sikmetszet
egy haromszog, melynek oldalai 40 cm, 32 cm és 20 cm hossziak. A 20 cm hosszisagu oldal-
hoz tartoz6 magassag a kup testmagassaga. Ennek meghatarozasahoz irjuk fel a haromszdgben
a koszinusztételt:

40% =322 +20>-2-32-20-cosc, ebbsl coso=0,1375 = «a=82,1°
Felhaszndlva, hogy m = 32 sin «, kapjuk, hogy m = 31,70.
A kup magassdga megkozelitSleg 31,70 cm.
Megjegyzés: m értékét kozvetleniil meghatdrozhattuk volna a Heron-képlet alkalmazasaval.
b) A kip térfogata:

2 2.
remem 10773170 3319 62 em?,




a) Tekintsiik a mellékelt dbrat. A gila AC és AB élének felezs- D
pontja legyen E és F.
Az E és F pontokon athaladd, az AD éllel parhuzamos sik H
az ACD és ABD sikokat az AD éllel parhuzamos egyenesben 616

metszi, igy az EH és FG szakaszok az ACD és ABD oldal-

lapok kozépvonalai. ¢

A kozépvonal tulajdonsiga miatt EH = FG = 3./6, valamint A < 18

a H és G pontok a DC és DB élek felezGpontjai. Hasonléan F g

HG és EF a BCD, és BCA, kozépvonalai, ezért HG = EF = 9. B

Tehdt az EFGH négyszog szemben 1évS oldalai egyenl$ hosszdak, vagyis a négyszog parale-
logramma.

Vizsgaljuk meg a paralelogramma EG és HF atldjanak hosszat.
Az FCH és EBG haromszoget vizsgalva:
1. EB = FC, mivel a szabdlyos hdromszog silyvonalai;
2. HC = GB, mivel mindkett§ egy-egy (egyenld hosszusagu) oldalél fele;
3. HCF< = EBG¥, mivel ezek a teraéder egyenld hosszisagu oldaléleinek az alaplappal bezart
szogei.
Ez alapjan FCH, és EBG, egybevago, tehat HF = EG, vagyis az EFGH paralelogramma
téglalap.
A téglalap alaku sikmetszet teriilete:
T=a-b=3J6-9=27/6 = 66,14 cm>.

b) Az ABCD tetraéder ABC alaplapjdnak terii-

D
lete: )
r=13 4\5:81\5. H
|

Az alaplaphoz tartoz6 DT magassaga az ab- c c
ran lathaté ATD derékszdgl hdromszogbdl
hatdrozhat6 meg. A hiromszog dtfogdja A A ‘F

B B

a tetraéder éle: AD = 616, az AT befogéja
az ABC szabélyos hdromszog magassaganak
a kétharmada:

AT 1832 6v/3.
2 3
A Pitagorasz-tétel alapjan:
m=(6v6) —(643) =63
Az ABCD tetraéder térfogata:
V= Tém = 81\53. 6J3 =486 cm?,

Tekintsiik az EFGH sik éltal a tetraéderbdl lemetszett AFEDGH testet. Ezt a gila ABC alap-
lapjanak sikjaval parhuzamos HGI sik egy ferde hasdbra és egy gulara osztja.

Az IGHD gila hasonl6 az eredeti ABCD guildhoz, a hasonldsag ardnya 1:2. Hasonl6 testek
térfogatanak ardnya a hasonldsag ardnyéanak a kobe:

1
Vicrp = gV-



Az MBD és az NBD sikok merdlegesek egy-

Az AFEIGH test egy ferde hasdb, amelynek az AFE alaplapja az eredeti giula ABC alap-
lapjdhoz hasonld, a hasonl6sag ardnya 1:2. Hasonl6 sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsag
ardnyédnak a négyzete: 1

Tyre = 4 .

A hasidb magassiga a gila magassdgédnak fele, igy a hasab térfogata:
1, m 3T-m 3
V, =T - —=—-—==V.
AFEIGH = 41 "5 =9 ™3 3

Az EFGH sik altal a tetraéderbdl lemetszett AFEHGD test térfogata:

L3y ty b use=243em’
g '8 2 2

Az EFGH sik az ABCD tetraédert két egyenld, 243 cm? térfogatd részre osztja.

madsra, mert a téglalap sikjaval bezart szogiik
30° illetve 60°.

A tetraéder térfogatdnak kiszdmitdsahoz elég
meghatdrozni az MBD, teriiletét és kiszadmi-
tani a tetraéder ezen lapjdhoz tartozo magassag
hosszat.

Az MBD, mer6leges vetiilete az ABD,,, és a két
haromszog sikja éltal bezart szog 30° ezért:

12-16
byap = —AED_ = 2 — 643,
MBD ™ 0s30° ﬁ

2

Az MNBD tetraéder N csicsdbdl indulé magassaga az MBD és az NBD sikok mer&legessége
alapjan a mellékelt dbra szerint az NQ szakasz. Mivel az NBD sik a téglalap sikjaval 60° szoget
zar be, NOC< = 60°.
Az NQ szakasz hosszat az NCQ fél szabdlyos haromszog alapjdn szamolhatjuk:

NQO=2-0C.

Az ABCD téglalap BD 4tl6janak hossza a Pitagorasz-tétel alapjan:
BD =+/162 + 122 =20.

A QC szakasz a BDC derékszogi haromszog atfogdjdhoz tartozd magassaga, amelyet kiszamit-
hatunk dgy, hogy felirjuk a haromszog teriiletét kétféleképpen:

12:16 _20-0C _ ch?.

2 2

Tehat:

NQ=2-QC=%.

A tetraéder térfogata:

96

~ 709,45 cm3,
3 3

Viunep =



a) Ahhoz, hogy a padlds térfogatdt meghata-
rozzuk, vegyiik az E és F pontokon dthaladd,
az alaplapra merdleges sikokat. Ezek a sikok
a padlas térfogatit egy hdromszog alapui
hasdbra, valamint két téglalap alakd gulara
bontjak.

Mivel a tet6 minden oldalrél 60°-os szoget
zar be a vizszintessel, a hasdb haromszog alap-
lapja egy 10 m oldald szabdlyos haromszog,
magassaga pedig:

m;=20-2-5=10m.

A haséb térfogata:

1023
4

10 =2504/3 m3

Vhasab =1 - my =

A két téglalap alakd guilat dsszetolva egy 10 m alapéld szabalyos négyoldald guldt kapunk.
A gula oldallapjai az alaplappal 60°-os szoget zarnak be, tehat a gila magassaga a 10 m oldald
szabdlyos hdromszog magassaga:

nmy

:%:i@m

A guila térfogata tehat:
T-m, 10%>-5/3 5003
Vgljla = = = m-.
3 3 3
A padlas térfogata légkobméterben:

Vg = 2505 03125015

V' =Vhasap + g

~ 721,69 m’.

b) A tetd felszinét alkoto lapok sikjai 60°-os szoget zarnak be a vizszintessel, és ezeknek a viz-
szintesre es6 merdleges vetiiletei a 10 m és 20 m oldald téglalapot adjdk.

Igy a sikidomok merdleges vetiiletének teriiletére vonatkozé dsszefiiggés alapjdn a tetd felszine:

_ Tapep _ 200 _ 400 m2
cos60°

1
2

A tet$ befedéséhez a 18% hulladék miatt % ~ 488 m? cserepet kell vds4rolnunk.

s

c) Akipceseréppel 4-AE + EF hosszusdgot kell lefedniink. Az AE él hossza az ATE derékszog(

hdromsz6gbdl szdmithato:
AE =52+ 102 =5/5.
A lefedendd hosszusag:
4-AE+EF =10+4-5/5=10+20J/5 m.
Mivel a sziikséges kipcserepek szdma:
(10 +20V5)-5-1,2 = 328,33,

ezért 329 darab cserepet kell megvasarolni.



CEID) Legyen a giila alaki ajandéktargy térfogata V. Ha az alaplapjara allitott giildban fele magassag-
ban 4ll a folyadék, akkor ezt ugy is felfoghatjuk, hogy a gulét elmetszettiik egy, az alaplapjaval
parhuzamos sikkal a magassdganak felénél. Mivel a lemetszett rész az eredetihez hasonlé gulat ad,
és a hasonldsdg ardnya 1:2, a lemetszett gila térfogata ugy ardnylik az eredeti gila térfogatahoz,

mint a hasonldsdg ardnyanak a kobe. A lemetszett rész térfogata tehat éV, a folyadék térfogata
7
edig —V.
pedig 3
Ha megforditjuk a gilat, akkor tekinthetjiik igy, hogy ismét elmetszettiik az alaplap sikjaval parhu-
zamosan, de most a lemetszett rész térfogata a %V. Innen a hasonlésdg ardnya: i/g A guldban

ekkor £ -10 = 9,56 cm magasan 4ll a folyadék.

Ismert, hogy a tetraéder silyvonalai negyedelve metszik egymast. Ez azt jelenti, hogy barmely
csdcsot a szemben 1év6 lap stlypontjaval 6sszekotve, ennek a szakasznak a lap sdlypontjdhoz
kozelebbi negyedelSpontja a tetraéder S silypontja.

A tetraéder cstcsai és a lapok stilypontjai a tetraéder S silypontjira vonatkozé A = -3 aranyu
térbeli kicsinyitéssel feleltethetSk meg egymasnak. Tehdt az eredeti tetraéder €s a lapjainak suly-
pontjai dltal meghatdrozott tetraéder hasonlé egymdshoz, és a hasonldsdg aranya 3

Ismert, hogy hasonlé sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsag ardnyanak a négyzete, a hasonld
testek térfogatdnak ardnya pedig a hasonlésdg ardnyanak kobe.

Igy a tetraéder lapjainak sdlypontjai dltal meghatdrozott tetraéder felszine az eredeti tetraéder
3

felszinének (5) = §—szerese, térfogata pedig az eredeti tetraéder térfogatanak (5) = E—szerese.

Az dbran lathatd ABCD szabdlyos tetraéder BC

élén 1év6 H pontra igaz, hogy
BH:HC=1:2.

D
“ C
a) Az ADH sik a tetraédert két djabb tetra- 8
éderre bontja, amelyek magassdga megegye- 12
zik az ABCD tetraéder m magassagaval. ¢
y ; A 12
12 -
B

Ha az ABC, teriilete 7, akkor az ABH,
teriilete %T, az AHC, teriilete pedig %T

Tehat: | ’
7T -m 1 gT -m 2
VagHD = 373 Vapcp,  valamint  Vyep = T3 73 Vascp-

2-a3
Ismert, hogy a szabdlyos tetraéder térfogata V = \/—1—20, igy a két rész térfogata:

1 1 V2123
VABHD=§VABCD=§‘ 2 =482 ~67,88 cm?,
2 2 J2-123
Varep = 3 Vagep = 3 \/_12 =962 = 135,76 cm?.
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b) A két tetraéder felszinének kiszdmitdsahoz meg kell adnunk
az AHD, teriiletét.
Ennek a haromszognek két oldala egyenl§ hosszid, mivel
AH és DH egyarant a 12 cm oldald szabalyos hdromszog
egyik csicsat koti Ossze a szemben 1év§ oldal harmadold-
pontjaval.
Az AHB/-bdl koszinusztétellel szamithaté AH:

AH?2=122+42-2-12-4-cos60° = AH =4/7.

Az ADH, két szdra 47 cm, alapja 12 cm hosszi. A Pitagorasz-tétellel szamithatjuk a harom-
szog alaphoz tartozé magassagat:

(4V7)* - 62 =2J10.
Az ADH, teriilete:
% =12J109.

Tapu =
Hasznéljuk ki, hogy:

1 . 2
Tygr = Tppu = 3 Type, lletve  Tyopy=Tpey = 3 Typcs

és irjuk fel a két tetraéder felszinét:

1 5
Apgup = Tapp + Tupp +2 - Typp = ]:4HD+YZABC+2'§7:LXBC:7:4HD+§7:43C:
2,
:12JE+§- 122-3 =12J19 + 60+/3 = 156,23 cm?,

2
AAHCD=7:4HD+YjL\CD+2'TAHC=TAHD+7:43C+2'§TABC=7:4HD+§Y:ABC=

2.,
5] 12

=1219 + 84/3 = 198,80 cm?

Tekintsiik a mellékelt 4brat. A keletkezett részek
olyan kuipszerd testek, amelyek magassagai
az eredeti forgaskiip m magassiagaval egyenldk.

A két kupszerd test alaplapja az a két korszelet,
amelyet az abran lathat6 AB hdr hoz létre az
alapkoron. Ezek teriiletének meghatdrozasdhoz
szamoljuk ki az AB hir és az alapkor kozéppont-
jénak d tavolsagat:

25
tg80°
Ez alapjan szdmolhat6 az dbran lathato kisebbik korszelet o kozépponti szoge:
25
cos = 4 _ 1e80° = a=127,69°
2 10 10

A kisebbik korszelet teriilete:
127,69° 102 -sin127,69°

~ 71,86 cmZ
360° 2

T7,=10%-n




A kisebbik rész térfogata:

Ti;-m 71,86-25
3

A nagyobbik rész térfogatit megkaphatjuk ugy, hogy a teljes gula térfogatabdl kivonjuk a kisebbik

rész térfogatat:

V= ~ 598,83 cm?>.

2.1
v, = 107725 508 83-2019,16 cm®
Legyen a forgdskip és a henger alapkorének sugara r, magassdga m. Ha a forgdskip alkotéja a,
akkor: 3 3
a=A~rc+m*.

A forgashenger és a forgaskup felszinének ardnya:

Apenger _ 2r-m-(r+m) _ 2(r+m)
Agp  rrr+a)  rarZem?
A feladat feltétele alapjan:
2r+m) 8

redriem? 5

Ekvivalens atalakitdsok utdn a kovetkezd egyenletet kapjuk:

1572~ 10r-m - 9m? = 0.
Mivel a forgaskiip nyildsszogére van sziikségiink, elég az egyenletbdl L—et, a fél nyilasszog tan-
gensét kifejezniink: , m

+
15.(L) ~10-L_9-0 = (L] _10+ved0
m m mj; 5 30

Mivel a hegyesszog tangense nem lehet negativ:

tg£=L=10+8\/ﬁ=5+m S p=99.28°
2 m 30 15

A kup nyilasszoge 99,28°.

Legyen a forgdskip alapkorének sugara r, magassaga m, alkotdja a. A feladat feltétele alapjan:

2r~m:90'
2

Ismert, hogy a =/r? + m?, tehét az els6 egyenlet gy is {rhaté:

rom <r+\/r +m) 634,86 = r2+r Zemi=3080

A masodik egyenletbdl m = —, amit az elsébe behelyettes1tve

{ 90 634 86

90 _63486

’,.

r-mw-(r+a)=634,86 és

Négyzetre emelés és rendezés utan 2 = 81. Mivel r pozitiv,  =9. Akip magassiga m = 2 =10.
r

A kup térfogata: 2 2
vl 7; m_ 9 7; 10 =2707 ~ 848,23 cm?>.




......

AXkiilsS kdp és a belsd kiip hasonld, mivel nyildsszogiik egyenld.

Tekintsiik a test tengelymetszetét.

Az dbra jeloléseit haszndlva a TBC haromszog hasonl6é a DC’C
haromszoghoz, mivel szogeik paronként egyenlSk. A két harom-
sz0g megfelel§ oldalai hosszanak ardnya egyenlG:

& _1C | pocp.TC€_5.40_4
C’D TB TB 30
A CC’ szakasz hossza a Pitagorasz-tétel alapjan 5 cm. A 5 "

30
Ez alapjan a bels6 kip magassaga: 40 —3 — 5 = 32.

3
A két kup hasonlésagédnak ardnya, a magassagaik ardnya: % = %, tehat a térfogataik aranya: @j .

2 2

A bakelit térfogatat a kiilsé és belsd kipok térfogatanak kiilonbsége adja:

3
4
V= Viiitss — Velss = Viilss — (g) Viiilss =
_ 61 61.302-71“40

= 2 Vi = —— = 58567 =~ 18397,17 cm® ~ 18,40 dm3
125 125 3

a) A test tdbmege:
m=p-V=13-18,40 =23,92 kg.

o

b) Arkhimédész torvénye alapjan ha egy test dtlagos stirtisége kisebb, mint a vizé, akkor ugy uszik
a vizen, hogy a test tomegével megegyezd tomegd vizet szorit ki.

Mivel az atlagsirtség

_ m _ 2392kg < kg
Pitag =y = 3768dm3  dm3 TV
ezért a test uszik.

A csticsdval lefelé forditott test olyan mélyen meriil a vizbe, hogy a viz alatti forgaskdp tér-
fogata 23,92 dm3 = 23920 cm?. A viz alatti forgaskip hasonl6 a kiils6 forgdskiiphoz. Hasonl6-
sdguk ardnya a magassagaik ardnya, amelynek kobe a térfogataik ardnya.

Ha a test &~ cm mélyen meriil a vizbe, akkor:
( h )3 23920

—— = h=3437.
40

~ 37680

A csticsdval lefelé forditott test 34,37 cm mélyre meriil a vizben.

Legyen a korlapbdl késziilt kup alapkrének sugara r, alkotdja a = 20 cm.
A kivdgandé korcikk ivhossza éppen a kip alapkorének kertilete:

i=2r-m
A Pitagorasz-tétel alapjan a kip magassaga:

m=a?-r? =\/202—r2,

tehat a kup térfogata:

2. 7. 2_ 2
yortme202—r =§‘\/7

400r* — rS.
3
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Ez ut6bbi pozitiv kifejezés maximuma helyett elég keresni az aldbbi fliggvény maximumat:
f(r)=400r* -5 (r>0).
Ennek a fliggvénynek ott lehet maximuma, ahol az elsé derivaltja O:
f(r) = 160073 — 673 = 13 (1600 6r2).

Pozitiv r-eket tekintve, ennek a fiiggvénynek » = @ = f% helyen van zérushelye.

80

. fSOO c
—— <r, tehat r =, [— esetén
3 3
L o 800 . . L1 s
A kup térfogata akkor maximalis, ha r = = vagyis a kivagand6 korcikk ivhossza:

i=2r-w=2- /8(;0 T

Ebbdl kiszamolhat6 a 20 cm sugarl’l korcikk o kozépponti szoge:

S

Az elsé derivalt eljele pozitiv, ha 0 <r < f% és negativ, ha

f(r) fliggvénynek maximuma van.

2:200m-——=2- 800 T =  0=293,94°
360° 3
Egy 293,94° kozépponti szogi korcikket kell kivagnunk ahhoz, hogy a kip térfogata a legnagyobb

legyen.

A csonka gula és a csonka kip — megoldasok

A négyzet alapu csonka gila térfogata: 9250 cm?.

A szabélyos hiaromszog alapt csonka gila térfogata: 570~/3 = 987,27 cm?,
A csonka gtila magassaga: 30 cm.

A tartdlyba 2100 liter folyadék fér.

A bura elkészitéséhez 2083,53 cm? vidszon sziikséges.

a) A csonka gila egy oldallapjdnak a magassdga: 26 cm.
b) A csonka gula oldalélének a hossza: 26,12 cm.

A csonka gtla fed6lapjanak éle: 7 cm.
A fez 24,71 cm magas.

Az egyenes csonka kip
a) alkotdja: 12,37 cm; b) felszine: 1128,74 cm?;
c) térfogata: 2752,04 cm?.

Az egyenes csonka kip
a) feddlapjanak sugara: 9 cm; b) felszine: 5467 =~ 1715,31 cm?;
c) térfogata: 11767 = 3694,51 cm?.



...............................................................................................................

Az egyenes csonka kup
a) magassaga: 10 cm; b) alkotdja: 16,40 cm; c) felszine: 2801,67 cm?2.

a) Az egyenes csonka korkip felszine: 23007 = 7225,66 cm?.

b) Az egyenes csonka korkup térfogata: M -7 = 34462,19 cm’.

A keletkezett forgdstest egyenes csonka korkip, amelynek felszine: 987 = 307,88 cm?, térfogata

pedig: 98\/1_% =397,47 cm3,

Az egyenes csonka kip
a) alkotdja: 15 cm; b) magassaga: 13,75 cm; c) térfogata: 17 408,35 cm?.
@ITE) Tekintsiik az dbrdn ldthat6 ABCDAB,C,D; négyzet alapi
egyenes csonka gulat.

Vegyiik a csonka gila C; és D, cstcsain 4thaladd, az alaplapra
merdleges LKCD; hurtrapéz sikmetszetét.

A trapéz alapjainak hossza a = 12 cm és ¢ = 6 cm, valamint magas-
sdga m =8 cm.

a) A csonka gula oldallapjanak magassdga az LKC|D,; trapéz
szara, amelynek hossza a Pitagorasz-tétel alapjan:

moz\/m2+(a;j2:\/82 (122 6) J73 =8,54.

A csonka giila oldallapjanak a magassaga: /73 = 8,54 cm.

b) A csonka gila b oldalélének hosszit a csonka giila BCC, B, oldallapjanak segitségével Pitagorasz
tételével szamithatjuk:

2
b=\/m02+ (a;C) :\/(\/ﬁ)2+ (122 6) =/82 = 9,06.
A csonka giila oldaléle: /82 = 9,06 cm.

c¢) A csonka gila oldallapjanak és alaplapjdnak o hajlasszoge az LKC D, trapéz K csticsandl levd
szbge, amelynek nagysdga a TKC| derékszogl haromszogbdl:
wa=—"—=8 o o694
a-c 3
2

A csonka gtila oldallapjénak és alaplapjanak hajlasszoge: 69,44°.

d) A csonka gila térfogata:

V_E (T+VT-1+1)= % (@ +a-c+c?)= 2 (122+12-6+6%) =672 cm?
e) A csonka gtla felszine:
A=T+t+Apalést=a2+c2+4-w=122+62+4-w=

=180 + 3673 ~ 487,58 cm2.
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Hasznaljuk a 4403. feladat jeloléseit: a =12 cm, c =4 cm és b= 15 cm.

4406

a) A csonka gila oldallapjdnak m, magassdga a BCCB, trapézbdl a Pitagorasz-tétel alapjan

szamolhato:
a—c) 12— 4V
= bZ_( > ) = 152—(7) =\/209 z14’46

A csonka gtila oldallapjdnak a magassaga: 14,46 cm.

b) A csonka gula testmagassaga az LKC D, trapéz magassiga. Hossza a Pitagorasz-tétel alapjdn:

=+/193 =13,89.

A testmagassaga: 13,89 cm.

c¢) A csonka gila oldaléle és az alaplapja dltal bezart 8 szog a TCC, szog, amely a TCC; derék-

sz0gl haromszogbdl szinusz szogfiiggvénnyel meghatdrozhaté:
inf="" s :?3 = B=~67,84°

A csonka gtila oldalélének az alaplappal bezart szoge: 67,84°.
d) A csonka gila térfogata:

V—g (T+T1+1)= % (@+a-c+ 2)=2O—8;193z963,2lcm3.

e) A csonka gila felszine:

m,-(a+c)

A=T+t+A =a’+c*+4- =160 + 327209 = 622,62 cm?,

paldst

Legyen a =18 cm, ¢ =10 cm.
A négyzet alapd egyenes csonka gtla felszine:
“(a+o)
A=T+t+A . =a2+c2+4-m,
Apalast 2

amibdl a csonka gila oldallapjdnak m, magassdgdra m, =15 adddik.

A 4403. feladat dbrdjat haszndlva a csonka gula testmagassdga az LKC;D, trapéz magassiga.

Hossza a Pitagorasz-tétel alapjan:
209 = 14,46.

A csonka gula térfogata:
V=%-(T+\/T-t +t)=%-(a2+a~c+c2)=60— ';209z2910,64cm3.

Mivel a szabalyos négyzet alapi csonka giila alapteriilete 36 cm?, az alapéle a = 6 cm. A fedélap
teriilete 18 cm?, tehat a fed6lap ¢ éle ¢ =3v2 cm.

Mivel ismerjiik a csonka gula térfogatat, a
V_? (T +JT-t+1)= % (@+a-c+c?)

képlet alkalmazdsaval a magassdga kiszamithato:

= —30 : (37_ \/E) =~ 6,80 cm.



4407

A 4403. feladat 4dbrdjat haszndlva, a csonka giila oldallapjdnak magassidga az LKC D, trapéz
szdra, amelynek hossza a Pitagorasz-tétel alapjan:

(0]

2 2
m.=.|m2+ (“;Cj :\/6,802+ (6 _23‘/5) ~6.86.

A szabdlyos négyzet alapt csonka gila egy oldallapjanak teriilete:

m,-(a+c)

Toldallap = T = 35,13 cm?,

Ha a szabdlyos négyzet alapu csonka giila alapéle a = 20 cm, akkor az alaplap teriilete 7 =400 cm?,
a fed6lapé =100 cm?, ahonnan a fedGlap éle ¢ = 10 cm.

A palast teriilete:
p Apatis = 5+ 100 = 500 cm?,

és mivel négy egybevagd szimmetrikus trapézbdl 4ll, ezért egy trapéz teriilete 125 cm?.
Az oldallap m, magassdga szdmithato a teriiletbdl:
. 2-T, 2-12 2
Ttrapéz = T (Cl_+ %) = mg,= trapéz > = —5
2 (a+c) 20+10 3

A 4403. feladat dbrdjat haszndlva a csonka gila testmagassaga az LKC|D, trapéz magassaga.
Hossza Pitagorasz-tétel alapjan:

\/ ) (a_cjz \/(25)2 (20_10)2 20
m= mo - = — = = —.
2 3 2 3
A csonka gula térfogata:
V_g (T+VT1+1)=" 3 (e +a-c+c¥)= @zlsss,smmi

A félig megtoltott virdgladaban 1évs virdgfold térfogata egy olyan
szabalyos négyoldali csonka gila térfogatdval egyezik meg, amely-

nek magassaga a csonka giila magassaganak fele, m = % =10 cm,

az alapéle 14 cm, a feddlap éle pedig a 1dda trapéz oldallapjdnak
20+14 17 em

a kozépvonala ¢ =
A virdgfold térfogata'

v_g (T+T-1+1)=2 3 (@ +ac+c?)= 130 (142 41417 +172) = 2410 cm®
A virdgladdban 2410 cm?3 = 2,41 liter virdgfold van.
Az egyenes csonka kip alaki badogvodor alapkorének sugara
r=10 cm, fedSkorének sugara R = 13 cm, a magassaga pedig
m =36 cm. P
a) A vodor térfogata:

v=mT'”-(R2+R-r+r2)= g

=307 (102 41013+ 13?) = 47887 = 15041,95 cm®

A vodorbe 15 liter viz fér.



b) A vodor a alkotéjanak hosszat a Pitagorasz-tétellel szamithatjuk:
a=+m?+ (R -r)? =1305 = 3J145.

Az egy vodor elkészitéséhez sziikséges badog mennyisége:
A=(R+a-(R+r)-n=(100+69145) - © cm2,

A tobbletértéket is figyelembe véve 1000 vodorhoz
1000 - (100 +69+/145 ) - 7 - 1,18 = 3450809 cm?,
azaz 345,08 m? badog sziikséges.

(I3l Az egyenes csonka kup felszinét az

A=(r2+R*+a-R+1)-7 a

képlet alapjan szdmolva a 0 = 2 + 10r — 96 mdsodfoki egyen-
letet kapjuk, melynek megolddsai:

— _ _ a
= 10+22:6 & 1= 10 22:—16.
2 2
a) Az fedGlap sugara csak pozitiv szam lehet, igy » = 6 cm. &

b) Az egyenes csonka kip m magassagit a Pitagorasz-tétellel
meghatarozhatjuk:

m=1Ja? = (R—-r)? =102 - (12-6)2 =8 cm.

A csonka gila térfogata:

V=mT'”-(R2+R-r+r2)=8?”-(122+12-6+62)=672nz2111,150m3.

A csonka kip alkot6ja a két kor sugaranak a kiilonbsége:
a=30-15=15cm.

Az alapkor keriilete a 30 cm sugard kor 150°-o0s kdzépponti
sz0géhez tartozo v hossza:

150°
360

Az feddékor keriilete a 15 cm sugard kor 150°-0s kozépponti
szogéhez tartozo {v hossza:

2:-R-n=2-30-1- R=2—250m.

2-R-m
150°

360°

2or-m=2-15-7-

a) A csonka kip felszine:

A=(R2+ r2+a-(R+r))-ﬂ:=%ﬂz1497,17cm2.

b) A térfogat meghatarozasahoz sziikségiink van a csonka gila m magassagéra. A Pitagorasz-tétel

alapjan: .
m=./a*-(r — R)? :,f152—(§—§) = 41‘19 cm.

A csonka kup térfogata:

_21875-4119 -

v=""" (R4 R-r+r?) 7 ~3904,54 cm3.
3 192



(EP Ha az egyenes csonka kipot az alaplappal parhuzamos sikkal
magassaganak felénél két részre vagjuk, akkor a sikmetszet egy
olyan kor, amelynek sugara az alapkor és fed6kor sugardnak
szamtani kozepe. Az alapkor sugara R = 30 cm, a fedSlap sugara

r =20 cm, a sikmetszet sugara p = % =25cm.

Alevéagott felsd csonka kiip alapkorének sugara p = 25 cm, fed6-
korének sugara r = 20 cm, magassaga pedig m = 30 cm. A felsé
csonka kip a alkot6janak hossza a Pitagorasz-tétel alapjan:

a=m?+(p-r?=4925=5/37 cm.

A leviagott felsd csonka kup felszine:
A=(p2+r2+a-(p+r)-n=(1025+225/37)- 7 ~7519,78 cm2.
A levagott felsG csonka kup térfogata:

% =”’T"’-(p2 +p-r+712)=152507 = 47909,29 cm’

5B a) Az alsé egyenes korhenger térfogata:
Vi=R* m-m=24x dm?. a— S .
A kozépsd egyenes csonka kup alaki rész térfogata: m’=1,5 dm

v=m'”-(R2+R-r+r2)=£n dm? y m'=14dm
2703 15

A fels6 hengeres részben 1,5 — 0,2 = 1,3 dm magassagig allhat
méz, ennek térfogata:

V3:r2-71"m”=£75 dm?, m=6dm

A bodonbe onthets méz térfogata legfeljebb:

V=%+V2+V3=§5—07n=89,74dm3. ...................... 3

— 2R=4dm —»

Tehat a bodonbe m, ¢, = V- p = 125,64 kg méz fér.
b) A bddon fenekéhez, illetve az alsé hengeres rész palastjdhoz
A =R’ m=4x dm?, illetve A,=2R-7-m=24x dm?
badoglemez sziikséges.

A kozéps6 csonka kup paldstjat az alkoté segitségével hatdrozhatjuk meg. Az alkotd hosszét
a Pitagorasz-tétellel szdmitjuk:
74

a=Jm)?+R-r?*=1,42+2-1)> ==~ dm,

igy a palast felszine:

V74 374

A3=a-(R+r)-7r:T-(2+1)-7I=T-ﬂ dm?

A fels6 hengeres rész palastja:
Ay=2r-m-m” =3r dm?.
A bodon elkészitéséhez sziikséges badog mennyisége a 8%-o0s tobblettel egyiitt:

155+ 374
5

A=(A + A+ Ay+Ay)-1,08= 71,08~ 122,69 dm>



LI3EY) Az eredeti giila térfogata:

y=Lom '3’" = 40007 cm’.

A levégott gila hasonlé az eredetihez, €s térfogata:
40007 — 10007 = 30007 cm?.
A levagott és eredeti gula térfogatdnak ardnya a hasonlésdg ardnydnak a kobe, igy:
5 = 530007 =F‘
40007 4

Ha a csonka giila keresett magassaga m, akkor a levdgott gila magassaga 40 — m.

A levégott és az eredeti gila magassdgdnak ardnya:

l=40—m N 3§=40—m = m=40(1_§/§)z3,66cm.
40 4 40 4

A csonka gula magassdga: 3,66 cm.

(I a) A medencében 1évG viz térfogatdnak meghatdrozdsahoz

ki kell szamolnunk, hogy a viz feliilete hany négyzetméter.
Ehhez meg kell adnunk annak a szabalyos hatszognek az
oldalhosszat, amelyet az alappal parhuzamos sik metsz ki
a csonka gulabdl.

Tekintsiik a medence egy ABCD hiirtrapéz oldallapjat, amely-
nek két alapja 12 m és 9 m. Az el6bb emlitett hatszog oldala
a trapéz szdrainak a kisebbik alaphoz kozelebbi harmadol6-
pontjait 6sszekoté D’C’ szakasz.

Huizzunk parhuzamost az AD szarral B csicson keresztiil.
Ez a parhuzamos DC-t E-ben, D’C’-t E’-ben metszi. A létre- D am ERSimEe

jott ABED négyszog szemben 1év6 oldalai parhuzamosak,
tehdt paralelogramma, ezért DE =9 m és EC =3 m.

Mivel D’C’ parhuzamos az alapokkal, a parhuzamos szel6-
szakaszok tételét felirva az EBC szogre:
EC BC 3 3
A szabdlyos hatszog alaku vizfeliilet oldaléle:
DC=1+9=10m.
A medencében 1év{ viz egy olyan csonka giila térfogatdval egyezik meg, amelynek magassdga
2 m, az alaplapja 9 m oldaly, fedSlapja 10 m oldali szabalyos hatszog.

92.J3 2433
4 2

Az alaplap tertilete:

T=6-

A fedGlap teriilete:

2,
=619 4J§=150ﬁ.

A medencében 1év6 viz térfogata:

V=%~(T+\/T-f +t)=§-(24§/§ +,/24‘72"/§ -1503 +150ﬁ)=271ﬁz469,39m3.




...............................................................................................................

b) Az a) részhez hasonlé gondolatmenet alapjan jarunk el.

Ebben az esetben a hurtrapéz oldallapnak a szdrak hosszab- . S
bik alap felé es6 harmadolépontjait 6sszekdté6 D”’C™ szakasz R o
hosszat kell meghatdroznunk. E =
A szabdlyos hatszog alaku vizfeliilet oldaléle:

D”C”=9+§~3=11m. g ? 8

A medencében 1év§ viz egy olyan csonka giila térfogatdval egyezik meg, amelynek magassaga
4 m, az alaplapja 9 m oldald, fedSlapja 11 m oldald szabdlyos hatszog.

Az alaplap teriilete:

2.
7. 23 _ 2433
4 2
A feddlap teriilete:
e 11233633
4 2

A medencében 1évé viz térfogata:

V=%-(T+\/T-t +t):%-(24;/§+,/24§5.363‘5 +363\/§j=602\/§z1042,69m3.

@ Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

Az egyenes csonka gtila alaplapjdnak éle legyen a, fed6lapjanak
éle c, testmagassdga m, oldallapjanak magassdga m,.

Mivel a paldst teriiletének harmada az ACC’A’ trapéz teriilete:

3'm-(a\/§+0\/§)_4‘m0-(a+c)
2 2
A2
m=T-m0.

a) Acsonka gila A’ csticsdnak az ABCD alaplapra esé merdleges vetiilete legyen 7, az AB alap-
élre esd merdleges vetiilete pedig K.

A csonka gula alaplapjanak és az oldallapjanak o hajldsszogét a KTA derékszogl harom-
sz0gbdl meghatdrozhatjuk:

sino = - = 22 =  a~70,53°
m 3

A csonka gtila alaplapjanak és az oldallapjanak hajlasszoge: 70,53°.

o

b) Az ATK derékszogl haromszogben Pitagorasz tételét felirva:

3V 1
KT = m02—m2: (m-m)—m2=—

Mivel A pont T mer6leges vetiilete rajta van az ABCD négyzet 4tl6jan, az AKT haromszog
egyenld szdrd derékszogli haromszog:

1 1

AT=KT -\2=—=-m-2=-m.

22 2
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Tekintsiik az 4tl6s ACC’A’ hirtrapéz sikmetszetet.

Az ACC’A hirtrapéz AC alapjdn az AT szakasz hossza az
alapok kiilonbségének a fele:
AT = Lo W22
2 2

Mivel az atlok merdlegesek egymadsra, az atlok M metszés-
pontjaaz A, C illetve az A, C’ pontokkal egyenld szérd derék-
sz0gl haromszoget hatdroz meg. A derékszogli haromszogek
atfogéhoz tartoz6 magassdga az atfogo fele, tehdt a csonka giila m magassaga AC és AC’
szakaszok Osszegének a fele:

a2 + 2
m=————.
2
Hasznaljuk fel, hogy a csonka gitila testmagassdga 30 cm:
30— a2 er 2
15= a\/i ; C\/E

Az egyenletrendszert megoldva:

a:#zM,SZCm és c=¥z10,6lcm-

A csonka gtila térfogata:

V=%~(T+\/T—-t+t)=%-(a2+a-c+cz)=

? . [(45;/5)2+ 45f : 152/5 + (lsfjj = 14625 cm®

A mellékelt dbra jel6léseit haszndlva a csonka o
gila ABC alaplapjanak éle a =10 cm, AB'C’
fedSlapjanak éle ¢ = 8 cm. Az oldallap magas-
sdga legyen m,, a testmagassig m.

a) Mivel egy oldallapjanak teriilete az alaplap és
feddlap teriiletének mértani kozepe, felirhato:

my-(a+c) |a®- 3‘C2'\/§
S 4

mo-(a+c)_a-c-x/§
2 4
a-c-3 203
my = = .
2-(a+c) 9

A levélnehez€k oldallapjanak a magassaga:

203

m,=——=3,85cm.



b) A csonka gila térfogatanak meghatdrozasahoz sziikség van a test m magassiagara. Az A’ csucs
AB alapélre es6 mer6leges vetiilete K. Az ABB’A’ hirtrapézbdl AK meghatdrozhato:

a-c 10-8

AK = =——=1cm.

2

Mivel az A’ cstcsnak az alaplapra es§ T merdleges vetiilete rajta van a szabdlyos haromszog
alaplapjanak az A csucsabol kiindulé magassagan, az AKT derékszogl haromszog egy fél

szabalyos haromszog, vagyis:
AK 1 J§

NN

irjuk fel Pitagorasz tételét a KTA’ haromszogben A csonka gtla testmagassdga:

m=m2—KT? = 1/ —“117~3 8lcm

A levélnehezék térfogata:

KT =

J1173
2 2 2 2,
V:%-(T+~/T-t+t)= ; _(04\/_+ 04\/__8 \/—+8 \/5):

4 4
_6l 5
391 =~ 134,02 cm3 = 0,13402 dm3,

A levélnehezék tomege:
Myehezek = V- P = 0,13402-8 = 1,07 kg.

LI3K) Jelolje O annak a kdpszer( testnek a csticsdt, amelybdl a csonka 0

kupszerd testet szarmaztattuk. A fedGlapnak O-tdl vett tavolsaga i
legyen x. Ha a csonka kipszerd test magassdga m, akkor az 7%
alaplapnak O-tdl vett tdvolsdga m + x, a metsz$ siknak pedig g% X

2 . , m
ugyanezen ponttol vett tdvolsaga B + X.

-
A csonka kupszerd test alaplapjanak teriilete legyen 7, fedd- A

lapjaé 1, a sikmetszet teriilete A. o
Az O pontra vonatkozd térbeli kzéppontos hasonldsdggal a fent
emlitett sikidomok egymdsba vihetSk. A teriiletiik ardnya az O-t6l

vett tdvolsdguk négyzetével egyenesen ardnyos, igy felirhato:

m
Jt X . WA x+5
= é .

N3

N3

= s
T x+m Jr X

Az elsé egyenletbdl x = \/{ nj/_ ezt a masodik egyenletbe behelyettesitve:
NS LN O S S ek (N 1
2x t-m 2 2
JT Ji

Tehat:

A=

)

T+t
(\/T+\/;)2_T+t+2\/T-t 2 T
2 4 2

amit bizonyitani kellett.



A csonka kup térfogatit felezS kor sikmetszetnek a sugara legyen p,
a csonka kip magassdga m, a felsG csonka kip magassaga m’.
Tekintsiik a csonka ktip alap-, illetve fedSkore kozéppontjara illesz-
kedd, az alaplap sikjara merdleges sikmetszetet. Ez trapéz alakai.

Az ABCD trapéz alapjai AB = 2R, illetve CD =2r. A csonka
kup alapokkal parhuzamos kor sikmetszetének dtmérdje a trapéz
alapjaival parhuzamos EF = 2p szakasz.

A 2R-2r H 2r B

Huzzunk parhuzamost a D csticson keresztiil a CB szdrral. Ez a padrhuzamos AB oldalt H, az EF
szakaszt G pontban metszi.
Az AHD, és az EGD, hasonld, mivel szogei paronként egyenlSk. A hasonlésdg ardnya:

m’ m _2p-2r p-r

m m 2R-2r R-r

A felsd csonka kup térfogata az egész csonka kup térfogatanak fele, tehat:

MR (024 g2

3 (p +p r+r) 1 m (pz_,_p,r_,_rz) 1
p =—, amibdl =
" (R2+R-r+r2) 2 m (R2+R-r+r? 2

yp 3 m p-r
Az utébbi egyenletbe behelyettesitve az — = R ardnyt:
m -r

p—r'(P2+p~r+r2)=l . pP-r_1 . p:3R3+r3
R-r (R2+R-r+r2) 2 R -3 2 2

L . . . R3+ 73
A csonka kiup térfogatat felezd sik kormetszetének a sugara: p =3 / 5

¥F) Az egyenes csonka kiip paléstjanak teriiletét felezd kor sikmet-
szetnek a sugara legyen p, a csonka kup alkotdja a, és a fels§
csonka kup alkotéja a’.

A 4419. feladat megoldasahoz hasonléan tekintsiik a csonka kip
alap-, illetve fed6kore kozéppontjara illeszkedd, az alaplap
sikjara mer6leges ABCD hurtrapéz sikmetszetet.

B

A miér emlitett feladat megolddsaban leirtak alapjan az AHD,, és az EGD,, hasonld, mivel szdgei
paronként egyenlSk. A hasonldsdg ardnya:

a a 2p-2r p-r
a a 2R-2r R-r
A fels6 csonka kup paldstjanak teriilete feleakkora, mint az egész csonka kup paldstja, tehat:
a-(p+r)-n_1
a-R+r)-x T2
Az utobbi egyenletbe behelyettesitve az %’ = Z — : aranyt:

_ 2 _ .2 2 2
por oan L por 1 R
R-r (R+r) 2 RZ-r2 2 2

: [R2+ 72
A csonka kup palastjanak teriiletét felezd sik sikmetszetének a sugara: p = ; =




(@) A tdl alapkorének sugara R = 10 cm, a fedSkor sugara r = 15 cm,

magassidga m =9 cm.
Az livegtal térfogata: ‘ ’

Vg = mT” (R2+R-r+r2)=142571 ~ 4476,77 cm? m ‘a-
N
A tdlban a tej m’ cm magasan 4all, és szintje p cm sugart kor- lm
lapot hatdroz meg. A tej térfogata:

4 mT'n-(R2+R-p+p2)=20000rn3.

ej:

A két térfogat hanyadosat felirva:

m’-n. 5 ' )
E= 3 (R +R p+p ), bl 2000 =£‘ (102+10p+p2) ‘
Va "™ (R24R-r+r2) 14257 m (102+10-15+152)
3

A 4419. feladat alapjéan:

m_ r—R _15-10

Behelyettesitve a kapott aranyt:
2000 _p-10 (102+10p+p?) _ p3_103 - _§/4750000
1425z 15-10 (1()2+ 10-15 + 152) 153 -10°

A két liter tej a talban

+1000 = 12,73 cm.
251

g PR _g 1273-10

m=m =4,91cm
r—R 15-10

magasan all.

A gomb térfogata és felszine — megoldasok

A gomb térfogata: 22 449,30 cm?.

A gomb felszine:

a) 165,39 cm?; b) 605,21 cm?.
A gomb térfogata:
a) 3908,82 cm?; b) 1486,91 cm3.

A gomb felszine 9-szeresére, térfogata 27-szeresére ndétt, ha a sugarat haromszorosara noveltiik.

Az ejtSernyd 282,74 m? szovetbdl késziilt.

A hdrom gomb felszinének az 6sszege =1,44-szorosa az eredeti gomb felszinének.

g
Zoli zsebét huizza le jobban a benne levd tiveggolyd.
Az dgytigoly6 térfogata 82,30 cm3-rel csokkent.

A vizfelszin teriilete megkozelitsleg 3,408 - 108 km?.

A megtett tdvolsdg: 204,26 km.



4438

4440

a) A Vénusz sugara: 6051 km.
b) A Vénusz térfogata a Fold térfogatdnak 0,85-szorosa.

A hengeres rész 3,43 m magas.

7 2 72

A hidroglébusz belsd atmérdjének 8,74 m-nek kell lennie.
A sik 24 cm tavolsdgra halad a gomb kdzéppontjatol.

00z cm3, felszine: 1007 cm?2.

a) A gomb térfogata: >
b) A gomb térfogata: 153 849,31 cm?, felszine: 13 885,06 cm?.

A két gomb sugara legyen R és R + 2.
Felszineik 0sszege:
4-R>- 7w+ 4-(R+2)? m=2060,88.
Az egyenletet rendezve az R + 2R — 80 = 0 masodfoku egyenlethez jutunk, amelynek megold4sai:
R, =8 ¢és R, =-10. Ez utébbi nem lehet kor sugara.
A két gomb sugara 8 és 10 cm.

A két gobmb sugara legyen R és R + 2.

Térfogataik kiilonbsége:
4.(R+2¥3n 4-R-z

3

Az egyenletet rendezve az R% + 2R — 168 = 0 mésodfoki egyenlethez jutunk, amelynek meg-
olddsai: R; =12 és R, =—-14. Utébbi nem lehet kor sugara.

=4255,81.

A két gomb sugara 12 cm és 14 cm.

A téglatest csticsai koriil szerkesztett gomboknek a téglatest belsejébe esd részei egyiitt egy 3 cm
sugard gombot adnak ki.

A megmaradt test térfogata:

4-R3 & 4.3%. 1

V=a-b-c—T=8~10~12— =960 — 367 =~ 846,90 cm?,

A gomb sugara legyen R, a sikmetszet sugara r. Keressiik a gomb
kozéppontjanak a siktdl vald d tdvolsagat.

A gdmb R sugarat a térfogatabol meghatarozhatjuk:

. R3.
LRI 1000 = Re32000 _,[750
3 4r T

Az r sugaru kor teriilete fele a f6gomb teriiletének, tehat:
rz-ft=lR2-7r = r2=%R2.

Mivel R, r és d derékszogli hdromszoget hatdroznak meg:

2
d2=R2—r2=R2—1R2=1R2=1-(3@], amibdl d=—2-3—z4,39.
2 2 2 Nz 2

A gomb kozéppontjatdl a sik 4,39 cm-re van.




(M5 Tekintsiik a 10 cm sugari gomb fékorét egy ilyen tulajdonsagu
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P ponttal.

A feladat feltétele alapjan a P pontbdl a f6korhoz hazott érintd-
szakasz hossza 10 cm. A P pont a gdmb kozéppontjival és az
érintési ponttal egy 10 cm befogdju egyenld szart derékszogd
haromszoget hatdroz meg. A haromszog 4tfogéja 1052 cm, ami
a P pontnak a gomb kdzéppontjatdl vett tdvolsiga.

A P pont rajta van az adott gsmbbel koncentrikus 102 cm su-
gard gdombon.

Hasonl6 megfontoldsbdl ez utébbi gomb minden pontjabdl
10 cm sugart érintdszakasz hizhat6 az eredeti gombhoz.

Az adott tulajdonsadgu pontok halmaza a 10 cm sugari gdmbbel koncentrikus 105/2 cm sugart gomb.

Legyen a nagyobb gomb sugara R, a kisebbé r. A kor stkmetszet
sugara p.

A hdrom sugér derékszogl haromszoget hatdroz meg, ezért:
P2=R>—r2
Annak a gombnek a felszine, amelyiknek a sugara p:
4~p2-7r:4~(R2—r2)~7r:4-R2~7r—4-r2-7r.

Ez éppen a bizonyitand¢ allitas.

A kiils6 gomb sugara 5 cm, a bels6 gombé 4.4 cm.
a) Az aluminium térfogatat megkapjuk, ha a kiilsé gomb térfogatdbdl kivonjuk a belsé gomb
<rfovatét:
térfogatat _4.53.”_4.(4’4)3'71_
3 3

1% ~ 166,78 cm3.

Az iireges gdomb tomege:
m=V-p=166,78-2,7 = 450,31 g.

b) AXkiils6é gombfelszin a belsének
4.5
4-(4,42 -1
A kiilsé gombfelszin 29,13%-kal nagyobb, mint a belsé.

-100% = 129,13%-a.

Ha a tekegoly6 tomege 2,8 kg, akkor a térfogata:
y="228_5am3
p 1,4

A goly6 térfogatdbdl R sugardra felirhato:

. R3.
YRI5 Red 2 am,
3 2r

A tekegoly6 az s = 16,5 m = 165 dm hosszud palyan
s 165

2‘R-& 2.3,1”
2r

n

= 33,60,

azaz kozel 34-szer fordul meg.



(T8 A szilvds gombbcok sugara R = 2 cm, a fazék alapkorének sugara r = 10 cm, a fazék magassdga
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a) Tekintsiink egy csapdgygoly6t, amely a csapégy kiils6 gyrd-

m =28 cm. A 20 darab szilvds gomboc térfogata:

.R3.
Vo0 LR -7
Ha vizbe tessziik mind a huszat, és a fazékban levé viz szintje 7 cm-rel megemelkedik, akkor:
-R3. . R3 .23
rz-n-h=20-4R—n - h=20.4—R=20.iz2’13_
3 3-r? 3-10?

A fazekat 28 —4 — 2,13 = 21,87 cm magasan toltsiik meg vizzel.

Tekintsiik az R sugard gobmbnek egy olyan f6korét, amelyik merSleges a metsz§ sikokra.
A sikoknak a f6korrel valé kozos pontjai az AB=2-12 cm és DC =2-5 cm parhuzamos htrok.

Bocsdssunk mer6Slegeseket a kor O kozéppontjdbdl a hdrokra, ezeknek a talppontjai 77 és 75,
amelyek tavolsdga 17 cm.

[rjuk fel Pitagorasz tételét az OAT, és ODT, derékszogli haromszigekben. Két eset lehetséges:
I. eset: Ha a kor kozéppontja a két hir kozott van:

I. eset
R> =122 +T,0?,
R?>=52+(17-T,0) ) 7, ,

A két egyenletet kivonva egymdsbdl 7,0 =5, ezt valamelyik
egyenletbe visszahelyettesitve R = 13 adddik.

IL. eset: Ha a kor kézéppontja nincs a két hur kozott:
R? =122+ T,0?,
R?=52+(17+ T,0)~

A két egyenletet kivonva egymdsbdl a 7,0 tdvolsdgra —5-6t
kapunk, ami nem lehetséges.

A gdomb sugara tehédt 13 cm.
A gomb térfogata:
4-R3-m _8788rm

3 ~9202,77 cm3,

V=

jét beliilrdl érinti.

A kozéppontokat tartalmaz6 sikmetszeten O legyen a csapagy-
gylrd, K a csapagygoly6 kozéppontja. Az O pontbdl a golyd
fékoréhez huzott érintSk €rintési pontjai A és B.

Az AOK derékszogl haromszogben:

OK:ﬁ—§:24,5 és AK:§:2,5.
2 2 2

Az O pontndl levs o kdzépponti szog nagysdga szdmolhatd:
2,5

n—=—— = o=I1171"
2 24,5

si

(o]

= 30,74, ateljes szog kisebb, mint 31¢, de nagyobb, mint 30¢, tehdt a csapagyba

o

Mivel 360
11,

elhelyezhetd golydk szdma legfeljebb 30.



......

4448

4449

b) A csapagygolyodk térfogatainak 6sszege:

4-R3-m 4.2,5 .1

V=30- 3 =30- ~1963,50 mm?=1,96 cm?,

A csapagygolyok tomegének az dsszege:
m=V-p=196-7,14= 13,99 g.

Abilidrdgoly6 sugara r = 26,2 mm. A négy golyd kézéppontja egy 2r oldali szabdlyos tetraédert

hatdroz meg, amelynek magassaga 2r - \/g

Az épitmény magassagét ugy kaphatjuk meg, hogy a tetraéder magassagdhoz még hozzdadjuk
az als6 golyok kozéppontjdnak az asztal lapjatdl mért r tdvolsdgat, valamint a felsé golyé kozép-
pontjanak a goly6 legmagasabb pontjatdl vett » tavolsagat. Az épitmény magassiga:

2r - (\/% + 1] ~ 905,18 mm = 9,52 cm.

Ha egy R sugarti gomb érint harom egymadsra merGleges sikot,
akkor a gobmb kozéppontjdnak a hdrom siktdl vett tdvolsdga R.
Tehat a gomb O kozéppontja egy R oldaléld kocka csucsa,
amelynek a sikok ko6zos M pontjatdl vett tdvolsdga a kocka 4tl6-
janak a hossza, vagyis OM = R\/3.

Ez alapjan mind a teniszlabda, mind a goly6 kozéppontja rajta
van egy, a fiok sarkdba képzeletben elhelyezett kocka testatls-
janak az egyenesén.

A teniszlabda kézéppontjanak ezen az atlén a saroktdl vett td-

volsaga 7. V3, az r sugarti goly6 kozéppontjanak ugyanettsl

a ponttdl vett tivolsdga r/3.
A goly6 és a teniszlabda érintik egymast, tehat a kozéppontjaik tdvolsdga a sugaraik hosszdnak

az 0sszege:
%-ﬁ—r 3=%+r - r=z-@=z-(\/§—l)2z0,94.

A goly6 sugara 0,94 cm.

Egymasba irt testek (kiegészité anyag) — megoldasok
a) A gomb felszine: 144m = 452,39 cm?.
b) A gomb térfogata: 2887 = 904,78 cm?.

a) A gomb felszine: 4327 = 1357,17 cm?2.
b) A gomb térfogata: 864 -/3 - =~ 4701,37 cm®,

A téglatest éleinek hossza: 22,28 cm, 33,43 cm és 44,57 cm.
A négyzetes oszlop térfogata: 87655,23 cm’.

A doboz paldstjanak a felszine: 487 = 150,80 cm?.

A doboz felszine: 608 cm?.
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a) Akip felszine: 100 - (1++/5)- 7 = 1016,64 cm?

b) A kip térfogata: 2000 2094,40 cm?,

a) A giila felszine: 1440 cm?.
b) A giila térfogata: 1920 cm?.

a) Akorkip felszine: 907 = 282,74 cm?.
b) A korkip térfogata: 1007 = 314,16 cm?.

27 2

A hasab magassdga a beirt gomb atmérdjével egyenld.

Mivel a beirt gomb érinti az oldallapokat, a gdmb kézéppontjan dthaladd, az alapokkal parhuzamos
sikmetszet egy 24 cm oldali szabdlyos haromszog. A beirt gobmb sugara ebbe a haromszogbe
frhat6 kor sugardval egyenld.

A szabdlyos hdromszog beirt korének sugara a hdromszog magassagdnak a harmada:

a3 1 24f _4f3

1 av3
32 3

A hasib magassaga:

2r =8/3 = 13,86 cm.

A kockdba irt gobmb sugara a kocka élének a fele: g
A kocka koré irt gomb sugara a kocka testatlgjanak a fele: %.
a2

A kocka éleit érint§ gomb sugara a lapatlé hosszanak a fele: -

A harom gomb hasonl6 egymashoz, és hasonldsdguk ardnya a sugaraik hosszanak ardnya.

a) Hasonl¢ testek felszinének az ardnya a hasonldsdg ardnydnak a négyzete, tehat a harom gdémb
felszinének az ardnya: 5 5 )
(2) : (ﬂ) : (@) =1:3:2.
2 2 2
b) Hasonl¢ testek térfogatanak az ardnya a hasonldsdg ardnydnak a kobe, tehdt a harom gomb

térfogatdnak az ardnya:
Ay (aBY (a2Y
B () (e

A téglatest élei legyenek a, b és ¢ hosszisaguak. Két lapjanak a teriilete:
a-b=48 = b=ﬁ és a-c=60 = c—@
a a

A téglatest koré irt gomb sugara a testatlo fele, tehdt:

Na? + b2+ 2
W=

= a?+b%+c2=200.
Az egyenletbe b és ¢ helyére az el6z6 Osszefiiggéseket helyettesitve:

a?+b2+c2=200 = a%+ (48) (60) 200 = a*-200a%+5904=0.
a a

A kapott masodfokiira visszavezethetd negyedfoki egyenletbdl a pozitiv értékei: a =6 és a=24/41.



Az els esetben a téglatest éleinek hossza: 6 cm, 8 cm és 10 cm, a térfogata: 480 cm?.

2441 3041
4

A misodik esetben a téglatest éleinek hossza: 2/41 cm, a1 cm és
1440441
g T cm-.

cm, a térfogata

pedi

144041
YT

A téglatest térfogata lehet 480 cm? vag ~224,89 cm?,

Legyen a szabdlyos hatszog alapu gila alapéle a, magassdga m.

A giila térfogata: az-3
6- .
v _Thatszﬁg'm_ 4 m—az.\/g-
gila = 3 - 3 T2 "

A gulabdl csiszolhatd legnagyobb térfogatii kip magassiga
a gila m magassagaval egyezik meg. A kip alapkorének a sugara
a szabdlyos hatszog beirt korének a sugara.

Egy a oldalu szabélyos hatszog beirt korének a sugara egy a oldald

) ) iy ) a3
szabdalyos haromszog magassaga: r = —.
A kup térfogata:
)
y rrrem \ 2 '”'m_az-mm
T3 3 4
A kup a gula térfogatanak
a’>-m-m
Viap 4 n
= 100 = —= - 100 = 90,69%-a.
Veita @23 23 ’
“m
2

A csiszolaskor keletkezett hulladék 9,31%.

I8 a) Vegyiik a gila alaplapjara merdleges, az alap-

lap kozépvonaldt tartalmazé sikot.

Ez a sik a gilabdl egy egyenld szard harom-
szoget, a beirt gombbdl egy f6kort metsz ki,
amely a hdromszog beirt kore.

A hiromszog alapja a = 12 cm, magassiga
m=30cm, szdra a gila oldallapjdnak m,
magassaga.

Az FTE derékszdgl haromszogbdl:

2
my = |m?+ @ = /936 = 6/26.

Jelolje a hdromszog beirt korének sugardt r. A hdromszog teriiletét kétféleképpen felirva:
a-m a+2-m, 12:30  12+2-6J26 30
=r-s=r — = =r: = r .
2 2 2 2 1++26

=492 cm.

A gulaba irhaté gobmb sugara: r = N

0
+/26



b) Vegyiik az alaplap atl6jat tartalmazd, az alaplapra merdleges E
sikot.

Ez a sik a gilabdl egy egyenld szard haromszoget, a koriilirt
gombbdl pedig egy f6kort metsz ki, amely az emlitett harom-
sz0g koriilirt kore.

Ahdromszog alapja av/2 = 12+/2 cm, magassdga m = 30 cm,
és a szdr hossza a gula b oldalélének a hosszuisaga.

Legyen a hdromszog koré irt kor sugara R, kdzéppontja O.
Az dbra jeloléseit haszndlva az AOT derékszogli haromszog
atfogdja R, egyik befogoja az alaplap atldjanak a fele, masik
befogdja m — R.
A Pitagorasz-tétel alapjan:
2 2
R2=(m—R)2+(@) =(30—R)2+(%) ,
2 2
_81
s
A gila koré irt gomb sugara R = % =16,2 cm.

R

a) A 4463. feladat a) részének megolddsa alapjan vegyiik a gila alaplapjdra merdleges, az alap-
lap kozépvonalat tartalmazoé sikot. A sikmetszet egy egyenld oldald haromszog, amelynek
beirhat6 kore a guldba irhaté gomb fékore.

Mivel egy szabdlyos haromszog beirt korének a sugara a magassaganak harmada, a beirt kor
sugara 10 cm.

b) A gula alapéle az a) részben emlitett szabalyos haromszog oldala, amely a magassdg hosszdnak
ismeretében kiszamithatd:
Wi
2

_av3
2

A 4463. feladat b) részének megolddsa alapjdn a koriilirt gomb R sugardra:
2 2
2 2 N2
av/ ):(30—R)2+( 03 - ),

2 _ _ R\ ik el - =
R2=(m R)+(2 >

m 30 a=20/3cm.

R=125.
A gila koré irt gomb sugara: R =25 cm.

(T8 Jelolje a giila alapélét a, magassagét m, a beirt
gomb sugarat r.
Vegyiik a gila alaplapjira merdleges, az alaplap
kozépvonalat tartalmazé sikot.
Ez a sik a gildbdl egy egyenlS szard harom-
szdget, a beirt gdmbbdl pedig egy f6kort metsz ki,
amely az emlitett hdromszog beirt kore.
Az 4bra jeloléseit haszndlva az egyenl$ szard
hiaromszog magassdga m = 32 cm, alapja a,
a beirt korének sugara r =8 cm.




...............................................................................................................

2
FE = m2+(ﬁj.
2

A sikmetszetben az FTE derékszogd hdromszog hasonlé az OKE derékszogli hdromszoghoz,
mivel FET hegyesszogiik kozos. A haromszogek megfeleld oldalainak ardnya egyenld:

2
FE FT ’"2+(a) 2
L 2 _2

- 2

OFE OK m-—r r

A haromszog szardnak hossza:

amibdl kapjuk, hogy:

2
32%(“) a
2 _2 = a=16J2.
32-8 8
A gula térfogata:

T-m _a®m_(16J2)-32 16384

V= = = ~5461,33 cm?.
3 3 3 3

Vegyiik a gula alaplapjdra merdleges, az alaplap magassdgat tartalmazé sikot. A gula alapéle
legyen a, magassaga m.

a) A gulaba irt r sugard gobmb O kozéppontja
rajta van a gula magassdgan, és az alaplapot D
a gila magassaganak talppontjaban, az oldal-
lapokat az oldallapok magassdgain érinti. m-r
Az édbra jeloléseit haszndlva tekintsiik az NE
FTD derékszogii haromszoget. A hdromszog
T cstcsa az a oldald szabalyos haromszog
sulypontja. A sdlypont harmadolja a suly- F
vonalat, amely (szabalyos haromszogrdl 1évén a
sz0) a magassdg is egyben, tehat: B

TF:M.E:@:&B_
2 3 6

A beirt gomb kozéppontja minden oldallaptdl r tdvolsdgra van, tehat OF = r és OT =r, ezért
OD=m-r.
A hiromszog FD atfogdja a Pitagorasz-tétel alapjan:

FD =~lm? + TF2 = /20 + (3J3)" = Ja27.

Az FTD derékszogi haromszog hasonl6 az OED derékszogli haromszoghtz, mivel FDT hegyes-
szogiik kozos. A haromszogek megfeleld oldalai hosszanak ardnya egyenld:

¥ _F 33 _ V427 -~ = 603
OE OD ro 20—r 33 ++/427°
603

A gulédba frhat6 gomb sugara: r = = 4,02 cm.

3V3 +/427



Ismert, hogy ha egy poliéderbe gdmb irhat6, akkor a gomb

b) A gilakoré irt R sugard gomb K kozéppontja
rajta van a giila magassagan. D
Az abra jeloléseit haszndlva tekintsiik az
ATD derékszogli haromszoget. A hdromszdg
T csucsa az a oldald szabdlyos haromszog
sulypontja. A sulypont harmadolja a stly-
vonalat, amely (szabédlyos haromszogrol 1évén R
sz0) a magassag is egyben, tehat:

R
-

3

=5

AT:ﬁ-g:§:6\/§, “ 4 o5

2 3
A gomb K kozéppontja a gila minden csicsdtdl R tavolsdgra van, tehat AK =R és KD =R,
ezért KT =m — R. Az AKT derékszogl haromszdgben a Pitagorasz-tétel alapjan:

R2=(m—R)2+AT2=(20—R)2+(6\/§)2 = R:%.

A gula koré irt gomb sugara: R = % =12,7 cm.

r sugara a poliéder térfogatanak és felszinének ismeretében
e 3.V
kiszamithat6: r = ——.
A 10

Mivel tetraéderbe irhaté gomb, elég a tetraéder térfogatat és fel-
szinét kiszamitani.

[A

A tetraéder ABC alaplapjéanak teriilete: ¢ < F
1 22 12
a tetraéder magassaga m = 10 cm, igy a tetraéder térfogata:
3 3
Az ADC ¢és BDC derékszogl hiromszogek teriilete a befogdk szorzatanak fele, ezért:

10-12

1% =240 cm3,

Az ABD,-ben a szimmetria miatt: AF = BF = 6y/2 cm.
Az alaphoz tartozé m, magassdg Pitagorasz tétele alapjén: m, =172 = 2443 cm.
Az ABD, teriilete:
A gula felszine:
A=Tyge+2 Tyep+ Typp =72 +2-60 +12:/86 =192 +12/86 cm>
A gulaba irhaté gomb sugara:
3.V 3.240 3-20

= = =~ 2,37 cm.
A 192+12J86 16++/36




v
a2

a) Vegyiik a giila ACE egyenl$ sz4rd hdromszog sikmetszetét. A haromszog alapja a gila alap-
lapjénak az 4tl6ja, vagyis a~/2 hosszisigi. A haromszog magassiga a gila m magassaga.
Az oldalél és az alaplap EAC szogére felirhatjuk:

m 10
teFACE=-"_ = (gEACi=——" = EAC¥~433I".
& w2 & 1572

2 2

A gula oldalélének az alaplappal bezart szoge 43,31°.
b) A guldba irt kocka élének hossza legyen x.

Ismét vegyiik a gila ACE egyenl§ szard hdromszog sikmetszetét. A kockdbdl ez a sikmetszet
egy olyan FGG’F’ téglalapot metsz ki, amelyiknek az FG = x+/2 hossziisagi oldala parhuza-
mos az ACE, AC alapjdval.

Az ACE, és az FGE, hasonl6, mivel szogeik paronként egyenlSk.

Felirhatjuk a két haromszdgben, hogy az alapok hosszanak aranya egyenlS a magassagok hossza-

nak ardnyaval:
m—x _xJ2 N 10-x «x

m a2 10 15
A gildba irt kocka éle 6 cm.

Az R sugari gombbe irt henger alapkorének sugara legyen r,

magassiga m —

A feltétel szerint a henger paléstjanak teriilete kétszerese az alap- 2

lap teriiletének, tehat:
2.2 n=2r-m-m = r=m.

Vegyiik a henger tengelymetszetét. Ez a tengelymetszet egy

téglalap, amelynek egyik oldala 27, a masik m hosszusagu, és

a téglalap atl6ja kétszer akkora, mint a gdmb R sugara.

A Pitagorasz-tételt felirva:
(2R)? = (2r)? + m?,
(2-10)2 =212 + 12,
r=4/5.

A henger alapkorének sugara és magassaga: r =m =45 cm.

A henger térfogata: )
V=r2-m-m=(4J/5)" 145 =3204/5 - = 2247,94 cm’.
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Mivel a gémb felszine 400z cm?, a gémb R sugara 10 cm.

Az dbra jeloléseit hasznalva azt 1atjuk, hogy az ABC, koré irhat6
korének sugara R, kozéppontja O, valamint a haromszdg szdr-
szoge 50° Az O kozéppontbdl az AC szarra bocsatott merdleges
talppontja K.

Az OKC derékszodgli haromszogbdl kifejezhetd a kip alkotdjdnak
hossza:
AC

0s25° = % =  a=AC=2R-cos25°~18,13 cm.

Az ATC derékszogli haromszogben:
c0s25° = cr = L,
AC 2R -cos25°
amibdl megkaphatjuk a kip m magassagit:
m=CT=2R-cos?25°= 16,43 cm.

Az ATC derékszogli haromszog
£ =sin25° = AT = AC -sin25°
AC

amibdl a kiip alapkorének r sugara:
r=AT=2R-c0s25°-sin25°= 7,66 cm.

a) A kup felszine:
A=r-n-(r+a)=17,66m (7,66 + 18,13) = 620,63 cm?.

b) A gdomb kozéppontjan dthaladd, a kup alaplapjdval parhuza-
mos sik a kiipbdl az eredetihez hasonld kiipot metsz le. Legyen
a hasonl6 kiip alapkorének sugara p. A hasonl6 kipok magas-
sagainak és az alapkorok sugardnak a hosszara felirhato:
p R r-R 7,66-10
—_= et p = — et p = —_—
r o m m 16,43
A sik 4ltal a kupbdl kimetszett kor tertilete:

T=p? 7=466% 1 =6822 cm?

= 4,66.

LTYal) A félgomb alakd iivegfeds kozéppontjaaz a =8 cm és b =10 cm
oldalu téglalap atléinak metszéspontja. Ha a sajt legnagyobb
m magassagat keressiik, akkor a téglalap dtldjanak a fele és az
m magassag egy olyan derékszogli haromszog befogdi, amely-
nek atfogéja a gdbmb R =15 cm hosszu sugara. A Pitagorasz-
tétel alapjan:

2 2
3.2 2 2
Rz—(—a b )+m2 = 152=(—8 + 10 )+m2,

B 2 2

amibdl a magassagra kapjuk, hogy m = 2./46.
A sajt magassiaga legfeljebb 2446 =~ 13,56 cm lehet.



A pontszeri fényforrés és a goly6 kor alakid drnyéka egy olyan
forgaskupot hatdroz meg, amelybe a golyd sugardval azonos
sugard gdmb irhato.

Vegyiik a kip dbran lathato tengelymetszetét.

A tengelymetszet olyan egyenld szdard hdromszog, amelynek
magassaga CT =24 cm, alapja AB=2-10=20cm, a beirt
korének sugara r. A haromszog szardnak hossza:

2
AC=,|CT? + (%) =242+ 102 =26 cm.

A sikmetszetben az ATC derékszogli haromszog hasonld az

OKC derékszdgli haromszoghdz, mivel ACT hegyesszogiik

kozos. A haromszogek megfelel§ oldalainak ardnya egyenld:
AC AT 26 10 20
_— = =— = .
oC OK 24—-r r 3

A goly6 atméréje 2r = 2—0 = 13,33 cm.

'Yk} Legyen a csonka kiip alapkorének sugara R, fedSkorének sugara r,
alkotdja a, magassaga m.
A csonka kiip tengelymetszete egy hurtrapéz, amely egyben érintG-
négyszog is. A hurtrapéz alapjai 2R, illetve 2r hosszisdguak.
A trapéz magassdga, ami a csonka kip magassaga is, a beirhat6
kor sugardnak a kétszeresével egyenls: m =2p. A htirtrapéz szarai
a csonka kup alkotéi.
Az érinténégyszogek tétele alapjan:

20=2R+2r = a=R+r.

Irjuk fel a csonka kip felszinének és térfogatdnak a hanyadosat:

A_m(RP+r2+a-R+7r) 3-(RP+r2+R+7)-(R+7)

v mT'”-(R2+R-r+r2) 20-(R?+R-r+7?)

_3-(2-R2+2-r2+2-R-r)_§
2p-(R2+R-r+r2) p

A csonka kup felszinének és térfogatdnak hanyadosa 3
P

LYY A vodor alapkorének sugara r =35 cm, fedSkorének sugara
R’ = 8 cm, magassdga m.

Vegyiink egy olyan sikot, amely metszi a vodrot, parhuzamos
az alaplappal, és érinti a vodorbe tett labdét.

Ennek a siknak a vodorrel vett sikmetszete egy R sugard kor.
Tekintsiik a vodor dbran lathat6 ABC’D’ hurtrapéz alaku tengely-
metszetét.

Az 4bréan lathat6 ABCD hurtrapéz egyben érintStrapéz is. A beirt
kor sugara p = 6 cm, az alapok hossza 2r, illetve 2R, magassaga

pedig 2p.
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Abeirt kor O kdzéppontja a hdrtrapéz B és C csucsokndl levd szogek felezdinek metszéspontja.
Ez a két szogfelezd, mivel a trapéz egy szdron nyugvo szogeinek 0sszege 180° derékszoget zar be.

A kiils6 pontbdl egy korhoz hizott érintGszakaszok hosszdnak egyenlsége alapjan KC = CE =R,
illetve TB = BE =r.

Az OBC derékszogli haromszdgben az dtfogéhoz tartozé magassdg OE = p, amely a BC atfogén
R és r hosszisagu szeleteket hoz 1étre. A magassagtétel alapjan:

2 2
p=JR-r = R=E = R=%=%.
r

A vodor m magassaganak kiszamitasiahoz az ABC'D” tengely-
metszet B csicsan keresztiil allitsunk mer6legest a trapéz alap- \
D

jéra. Az igy 1étrejott BLC, és BL’C’, hasonld, mivel szogeik
paronként egyenlSk. A két haromszog megfelelS oldalai hossza-

nak ardnya egyenld:
!_ ’_ _ m
m_R-r - m=2p-R r=2'6‘8 5=@‘
2p R-r R-r 36 _5 11
A vodor magassaga: m=%zl6,36 cm. A

A kup alapkorének sugara legyen r, magassdga m, alkot6ja a, a beirt gomb sugara R.
A feladat feltétele szerint:

Avip=2-Agsmy = 1 m-(r+a)=2-4-R*7 = r-(r+a)=8-R%
Tekintsiik a kup tengelymetszetét.

A tengelymetszet egy olyan egyenl§ szard haromszog, amelynek alapja 2r, magassdga m, szarai-
nak hossza a, és a haromszogbe irt kor sugara R.
Szamitsuk ki a hdromszog teriiletét kétféleképpen:
2-r-m:R.2-a+2-r — p=Im
2 2 a+r

Ezt beirva az r- (r + a) = 8- R? 6sszefiiggésbe:

o\ o2
r-(r+a)=8- rom = r+a=8~l.
a+r (r+a)2
Mivel m? = a? - r%: .
iaeg @) o r@en-@=n
(r+a)2 (r+a)2

amibdl kapjuk:
(r+a?=8-r-(a-r),

9.-r2-6-r-a+a*=0,
B-r—a)?=0.
Ez ut6bbi egyenl§ség pontosan akkor teljesiil, ha az alkoté hossza a sugar haromszorosa, vagyis

a fél nyilasszog szinusza % Mivel ez a sz0g csak hegyesszog lehet, a fél nyildsszog 19,47°.

A kup nyildsszoge 38,94°.



A kip alapkorének sugara legyen r, magassaga m, alkotdja a, a beirt gomb sugara R.

4477

A 4475. feladat megolddsa alapjan:
= (a+r)-R

’
A gomb és a kup térfogatdnak ardnya:
4-R3-n
Voomb 3 _4-R¥  4.R3  4.R?
“erem 2em . T . '
Viap % r2em o R@+1 roa+r)
r

A gomb és a kup felszinének ardnya:
Agomb __4-R*m__ 4-R?
Ap Trom-(a+r) re(a+r)

Ez alapjan egy tetszlleges forgdskipba irt gomb térfogatanak és a kup térfogatanak aranya
egyenld a gomb felszinének és a kip felszinének az ardnyéval.

A gomb felszine a kip felszinének harmada.

A pohdr egy m =12 cm magassagu, a = 13 cm alkotdju kdp. A kip
alapkorének sugara:
r=+a*-m?=4132-122 =5.

A pohiér térfogata:

v r2-7t-m=52-7t-12

A pohdrban lev§ koktél térfogatat egy, a pohdrhoz hasonlé kip
térfogata adja meg. A hasonldsdg ardnya a kiipok magassdgainak
. 7,5 5
ardnya: A=—==.
12 8
Hasonlo testek térfogatdnak ardnya a hasonldsdg ardnyanak a kobe:

3
Vioktal -3 = Viorel = 213. Voohis = (é) 1007 = 3125 T

Vohir 8 128

r-m
0Ssze-

A pohdr dltal meghatarozott kuipba irhaté gomb sugarat a 4475. feladat alapjan az R =

fiiggéssel szamolhatjuk: a+r

5-12 10
= =—ocm
13+5 3
A koktél kapjaba irhaté gomb sugara:
l-R:é-&:&>l cm,
8 3 24

2

tehat a beletett 2 cm atmérdjd ringlot a koktél teljesen ellepi.
A ringlészilva térfogata:

4-B.n 4n
Vszilvasz?'
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Ha a poharba beletessziik a szilvat, akkor a pohdrban levd koktél a szilvaval egyiitt egy 7 magas-
sdgu kupot alkot. A kup alapkorének sugara legyen 7”. Ez a kuip hasonld a pohar kipjdhoz, tehat
megfelel§ adatai hosszdnak hdnyadoséra egyenld:

r_ro eoplon S
m m 12
A h magassag kiszdmitdsa: )
(r’)-m-h
Vioktet + Vazitva =7
2
5
3125 4n (uh)'”'h
— Tt —=—"
128 3 3
h=7,63.

A pohdrban a koktél szintjének emelkedése:
h-75=763-7,5=0,13cm=1,3 mm.

LYyE) Jelolje az oktaéder élének hosszisdgat a, a = 30 cm.

a) Vegyiik az oktaéder két szemkozti parhuzamos
élének felezGpontjan dthalado, ezen élekre

merdleges sikmetszetét.
A rombusz alaku sikmetszet tartalmazza a beirt
gomb kozéppontjat, és a gomb fékore érinti
4

a rombusz oldalait.

A rombusz oldalanak hossza az a oldald )
szabdlyos haromszog magassaga:

b=%=15\/§.

A rombusz egyik 4tldja az oktaéder a élével egyenlS hosszu.
Keressiik a rombuszba irt kor sugardnak r hosszat.
A rombusz teriiletét egyrészt felirhatjuk r segitségével:

T, r-ﬁ=r-ﬁ=2r-§=r~ax/§=30\/§~r.

rombusz 2 2

Masrészt a rombusz teriilete egyenld két a alapu és b szdrd egyenld szard haromszog teriile-
tével. A haromszog alaphoz tartozé magassaga:

m=[b? - @2= J15v3)* - 152 = 1542,

amibdl a rombusz teriiletére kapjuk, hogy

Trombusz =2 an =30- 15\/5 = 450\/5.
A két kifejezés egyenlGségébdl:
4502
3043 - r = 45042 =N _5 /6.
’ "T3003

Az oktaéderbe irt gomb sugara: » = 56 ~ 12,25 cm.



b) Vegyiik az oktaéder két-két szemkozti csiicsan dthaladd
sikmetszetét. Ennek a négyszog alaku sikmetszetnek minden

oldala a hossziisdgu, atléinak hossza a2, a sikmetszet tehat
négyzet.

A négyzet atldinak metszéspontjatdl a szabdlyos oktaéder
. . aJ2 .
minden cstcsa > tdvolsagra van.

Tehat a szabélyos oktaéder koré irhaté gomb sugara:

N2 5121 em.
2

Vegyes feladatok I. - megoldasok

A visszamarado testnek 56 csucsa, 84 éle és 30 lapja van.

273
8

A sikmetszet teriilete: ~5,85cm2

a) y=90° B=33,69° o ~56,31° Ahiromszog ¢ oldala: 24/13 = 7,21 cm.
b) Két ilyen haromszog van.

Az egyikben y = 30° a harmadik oldal hossza pedig koriilbeliil 3,23 cm. A hdromsz6g mésik
két szoge: o = 111,73° és B = 38,27°.
A masik haromszogben y = 150° a harmadik oldal hossza kortilbeliil 9,67 cm. A hdromszog
tovabbi szogei: o = 18,15° és B = 11,85°

a) Mivel a megadott paralelogramma négyzet, barmely két szomszédos oldala 90°-0s szoget zar be
egymassal.

b) A megadott paralelogramma két szomszédos oldala 11,54°-0s vagy 168,46°-0s szdget zar be
egymaéssal.

o

A korgytricikk szélessége 4,75 cm. A kozépponti szoge o = % =2 radidn, azaz o = 114,59°.

a) A haromszog teriiletét Heron képletével szamolhatjuk:
T=+21-8-7-6=84cm?

b) A legkisebb kor alaku kartonlapnak a sugara, amelybdl a haromszoget kivaghattuk, éppen
a hdromszog koriilirt korének sugara. Ha a koriilirt kor sugara R, akkor:

R_a-b-c _13-14-15
4.T 4.84
A koriilirt kor teriilete koriilbeliil 207,39 cm?2.

=8,125 cm.

¢) A haromszoglapbdl kivaghaté legnagyobb kor a haromszogbe irhat6 kor. Ennek r sugarara:
re T _84

=—=4cm.
s

A legnagyobb kivdghat6 kor teriilete koriilbeliil 50,27 cm?.
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a) Mivel AB? + BC? = AC? teljesiil, ezért az ABC,, derékszogd, [
amelyben az AC oldal az atfogo. PN
Az ABCD négyszog teriiletére teljestil: 5 :
Typep = Tapc + Tacp- :’I D S \\‘.
Az ABC derékszogli haromszog teriilete: '\‘ 0 6 ’,'I

Typc = % =12 cm?>

Az ACD,, teriiletét Heron képletével szdmolhatjuk:
Tyep =\(4+V13) - (4 - VI3)- (VI3 +1)- (VI3 — 1) =+/3-12 = 6 cm?
Az ABCD négyszog teriilete:

b) Mivel az ABC, derékszogt, ezért ha 1étezik olyan kor, amelyre a négyszog Osszes csticsa
illeszkedik, akkor a hirnégyszogek tétele alapjan az ACD,-ben a D csucsndl szintén 90°-0s
szognek kellene lennie. Mivel:

2
32452 <(2J13),
ezért az ACD,, tompaszog(, vagyis az ABCD négyszognek nem létezik kortilirt kore (azaz nem

hirnégyszog).

¢) A b) részben lattuk, hogy az ACD, tompaszdgl, vagyis az AC atlé a D pontb6l 90°-ndl
nagyobb szog alatt latszik, tehdt a D pont az ABC, Thalész-korének bels6 pontja. Az ABCD
négyszoget teljes egészében lefed6 kor legalabb akkora sugard, mint az ABC, koré irt kor
sugara, ezért a legkisebb sugard kor, amely lefedi a négyszoget, éppen az AC szakasz Thalész-
kore. Ennek sugara +/13 cm, teriilete pedig 137 = 40,84 cm?.

d) A DAC,-ben a koszinusztétel alapjan:
P +(B) -5 3

DACK = =
o 2.3.(2413) V13

Az ABC derékszogl haromszogben:

6 3
COSACBYL = ——=—.
213 J13

A kapott eredményeket 0sszehasonlitva lathatjuk, hogy DACX = ACB<, ezért az AD és CB szaka-
szok parhuzamosak egymassal, igy az ABCD négyszog trapéz.

a) Alegbels6 futésav kozépkorének sugara:
r= @ =~ 63,66 m.
2r
Beliilrdl kifelé haladva a kovetkezé futésav kozépkorének sugara 64,66 m, hossza 406,3 méter.
A kovetkezd sav kozépkorének sugara 65,66 m, hossza 412,6 méter. A legkiilsG sav kozép-

korének sugara 66,66 méter, hossza 418,8 méter.

2

b) A korgytird teriilete:
2-p-m-m,

ahol p a kozépkorének sugara, m pedig a szélessége.
A képlet alkalmazdsédval az egyes futdsdvokra a kovetkezd teriileteket kapjuk:
400,0 m?, 406,3 m?, 412,6 m?, 418,8 m>.



Tegyiik fel, hogy az e egyenes megfelezi az ABC, keriiletét

és teriiletét. Ha az e egyenes az ABC,-et két masik haromszogre
bontja, azaz dtmegy a hdromszog egyik csdcsdn, akkor a két
részharomszog teriiletének egyenldségébdl kovetkezik, hogy az
e egyenes a hdromszog egyik stlyvonala, a keriiletek egyenl&sé-
gébdl pedig az kovetkezik, hogy a hdromszog egyenl$ szaru.
Mivel az egyenl§ szard haromszog csicsabdl indulé sulyvonal
egyben szogfelezd is, ezért az e egyenes valdban tartalmaz
olyan pontot, amely a hdromszog oldalait6l egyenld tdvolsagra
taldlhato, ugyanis a beirt kor kozéppontja megfelel a feltételeknek.

Ha az e egyenes nem megy 4t a haromszog egyetlen cstiicsan sem, akkor a haromszoget egy négy-
szogre és egy masik haromszogre bontja. Tegyiik fel, hogy az egyenes a haromszognek az AB
és BC oldalait metszi, AB-t G-ben és BC-t H-ban. Legyen AG = x, CH =y, tovabba ebbdl ad6-
déan GB =c—x és HB=a—y. Legyen tovdbbd O a B csucsbdl indul6 szogfelezs és az e egyenes
metszéspontja. Ekkor persze az O pont az AB és BC oldalaktdl egyforma tdvolsdgra taldlhatd,
amit r-rel jeloltiink. A GHB,, tertilete:

(c—0r (a—yr
Toyg = + .
GHB 2 5

Az AGHC négyszog teriilete:

]:LXGHC=7;1GO+THC0+TCAO=7+? 5

xr r br’
A

ahol ’ az O pont AC oldaltél mért tdvolsaga.
Mivel az e egyenes megfelezi az ABC), teriiletét, ezért:
(c-9r (a=yr_ar yr br
2 2 2 2 2
(c—=x)r+(@a-y)yr=xr+yr+br. (1)

2

Vegyiik figyelembe, hogy az e egyenes megfelezi az ABC, keriiletét is, ezért:
c—Xx+a-y=x+y+b,
amibdl r-rel vald szorzds utdn:
(c=x)yr+(@a-y)yr=xr+yr+br. (2)
Az (1) és (2) egyenlGségek bal oldaldn ugyanaz a kifejezés all, ezért a bal oldalon all6 mennyi-
ségek is megegyeznek, azaz:
Xr+yr+br’=xr+yr+br,

amibdl kovetkezik, hogy r = r’. Ez azt jelenti, hogy az O pont a hiromszdg mindhdrom oldalatdl
egyenl§ tavolsagra taldlhatd, amit éppen bizonyitanunk kellett.

Megjegyzés: Az O pont éppen a hdromszog beirt korének kdzéppontja.

A korcikkben az dbra szerint elhelyezett PORS négyzet oldalat A
jeloljiik x-szel. Az OPS derékszogil hdromszogben:
X x  x/3

tg60°=— = OP=-—F%=——.

s OP V33 y A7
Ebbdl kovetkezik, hogy az ORQ derékszogd haromszog oldalai: . .

0Q=x+£=x(l+£), RO=x, OR=12cm.
3 3 /60°
0 P X Q B



Az ORQ)-ben felirhatjuk Pitagorasz tételét:
2
x2-(1+?) +x2=122 = 362-7-'-32\/§ =144,

amibdl a PORS négyzet teriilete:

, 432
xi=—
7+243

A korcikkben az dbra szerint elhelyezett TUVW négyzet oldalat
y-nal jeloltiik. A feltételek szerint az UT szakasz parhuzamos
az AB hurral, amibdl kvetkezik, hogy az OUT), szdgei paronként
megegyeznek az OBA, szogeivel, azaz a két haromszdg hasonlo.
Mivel az OBA,, szabdlyos (OA = OB és a két oldal 60°-os szdget
fog kozre), ezért a hozza hasonlé OUT, is szabdlyos, igy OU =y.

~ 41,28 cm?2.

Tekintsiik ezutdn az OUW,-et. A haromszdg oldalai:
OU=y, UW=yw2 é OW=I12cm.
A haromszog megfelel§ szogére:

OUW< = OUTX + TUW< = 60° + 45° = 105°.
A koszinusztétel alapjan:
OW?=0U?+UW?-2-0U -UW - cos105°,

144 = y2 + 2y2 - 2y\/§ - y-cos105°
amibdl a miveletek elvégzése utdn a TUVW négyzet teriiletére adddik, hogy:
3= 144
3242 - cos105°

Eredményeink alapjan az elsé esetben kapunk nagyobb teriiletd négyzetet.

~ 38,58 cm2

Ha a fabdl késziilt kocka éleinek hossza x cm, valamint a darabolas utan keletkez kisebb kocka
éleinek hossza y cm (x > y), akkor a feltételek szerint a nagyobb kocka és a darabolds utdn kelet-
kez kisebb kocka térfogatanak kiilonbségére teljesiil, hogy: x3 — y3 = 152.

Az ismert nevezetes azonossdg alkalmazdsdval szorzattd alakitva kapjuk, hogy:

(x—y)- (xz +xy + y2) =152.
A bal oldalon szereplé szorzat tényezdi pozitiv egész szamok, tovabba lathatd, hogy a masodik
tényezG§ hatdrozottan nagyobb, mint az elsd, ezért a kovetkezd esetek lehetségesek.
Leset: x—y=1 és x2+xy+y?=152. Az els6 egyenletbdl x2 —2xy + y% = 1, amit a misodik
egyenletbdl kivonva kapjuk, hogy 3xy = 151. Mivel a 151 nem oszthaté 3-mal, ezért ez az eset
nem teljesiilhet.

IL eset: x —y =2 és x> + xy + y? = 76. A mésodik egyenletbSl kivonva az els§ egyenlet négyzetét:
3xy =72, azaz xy = 24. Tekintettel arra, hogy x pontosan 2-vel nagyobb y-ndl, konnyen belat-
hatjuk, hogy x =6, y=4.

I eset: x—y=4 és x2+xy+y?=38. A mar kétszer alkalmazott médszer most a 3xy = 22
egyenletre vezet. Mivel a 22 nem oszthaté 3-mal, ezért ez az eset nem teljesiilhet.

IV. eset: x—y =8 és x2+xy +y? = 19. Ezittal 3xy =—45. Mivel a bal oldalon pozitiv szimok
allnak, amelyek szorzata nem lehet negativ szdm, ezért ez az eset sem teljesiilhet.

A feltételeknek egyetlen kocka tesz eleget, amelynek élei 6 cm hossziak. Az ellendrzés mutatja,
hogy a 6 cm éld kocka valdban feldarabolhat6 az ismertetett médon.



Vegyes feladatok Il. — megoldasok

a) A téglatest felszine: 2248 cm?.
b) A téglatest térfogata: 6240 cm?.

A négyzetes hasab térfogata: 1685,11 cm?.
A padlastér legnagyobb magassdga: 8 m.

a) A sajtbdl megkozelitSleg 592 darab szokdsos méret( sajtot lehetett volna késziteni.
b) Egy ilyen minGségl 1,4 kg tomeg sajt elkészitéséhez megkozelitSleg 10 liter tej kellene.
c) MegkozelitSleg 183 napra lenne elegendd.

A hangyalesd larvdjanak megkozelitSleg 84 cm? térfogatd homokot kellett megmozgatnia.
Egy liter asziibol koriilbeliil 242 borbonbont lehet késziteni.

a) Akeletkezett forgdstest felszine: 3007 = 942,48 cm?.
b) Akeletkezett forgastest térfogata: 2407 = 753,98 cm?.

A lavorba megkozelitSleg 22 liter viz fér.
A golyok feliiletének az dsszege: 130,46 cm?.,
A négyzetes oszlop alapéle legyen a, oldaléle m hosszisagu.

A feladat feltételei alapjan: <
m I
—= =tg49°41’,
w2 F
m
a®-m=2880.
Az egyenletrendszer megolddsai: a = 12 és m = 20. 49°41° L
A négyzetes oszlop felszine: o >
a

2122 +48-20 = 1248 cm?.

(HI) A feladat szovege alapjan egy atlagos testalkatd ember térfogata:
V;=1,5-0,08=0,12 m>.
A 61don €16 6,9 millidrd ember térfogata:
V=6,9-10-0,12 = 0,828 - 10° m? = 0,828 km?.
A Balaton vizszintjének i emelkedésére felirhatjuk, hogy:
0,828 =h-594 = h=0,0014 km.
A Balaton vizszintje 1,4 m-rel emelkedne.

) a) Az UTP kabel keresztmetszete T = 2,75%- 7 mm?, tehat kétszer 20 méter térfogata:
V=2,75%-7-40000 = 950 332 mm? = 950,33 cm?.

A kébel tomege:

m;=V-p=950,33-0,8 = 760 g.
A cs6 tomege:

m, =20-0,5=10 dkg =100 g.

A cs6 és a kabel egyiittes tomege:

m=my +m, =860 g =86 dkg.



(I Tekintsiik a csatorna dbran 14thatd keresztmetszetét.

b) Az UTP kébel sugara R = 2,75 mm, a cs6be még behtizhato
legnagyobb sugaru kédbel sugara legyen r.
Vegyiik a bekdbelezett csé dbran lathaté keresztmetszetét. A
A hdrom kébel kor keresztmetszetének kozéppontjai egy ‘v‘
olyan egyenl§ szdrd haromszoget hatdroznak meg, amelynek '
alapja 2R, szdrai R + r, az alaphoz tartozé magassaga pedig

2R — r hossztisaguak. frjuk fel Pitagorasz tételét a magassag
altal l1étrehozott egyik derékszogii haromszdgben:

R+r*=R>+Q2R-r? = r=%R.

A csdbe legfeljebb 2r = %R = % -2,75=3,67 mm kiilsé 4tmérGjd kabel huzhatd.

Szamoljuk ki, hogy a keresztmetszetben mekkora teriilet(i részt
foglal el az atfoly6 viz. Ez egy 45 cm sugaru korszelet, amelyet
az AB hur hatarol. A hirnak a kor kozéppontjatdl vett tadvolsaga
a sugdr harmadrésze, azaz 15 cm. Ez alapjdn az o kozépponti
szogre felirhato:

cos%:E =  a~141,06°
A korszelet teriilete:
T2 g, 0 riesing o 141,060 457-sin141,06°

360° 2 360° 2
~1856,37 cm? ~ 0,19 m2.

A csatorna drdnként annyi vizet enged at, amekkora egy T alapteriiletd m = 0,8 - 3600 = 2880 m
magassagu hengerszerd test térfogata.

Orénként a csatorna V=T-m = 547,2 m3 vizet enged at.

A tetraéder magassiga legyen m =AD =20 cm, az alaplapja

az ABC,, melynek teriilete:
Typc = % =150 cm?
a) A tetraéder térfogata:
- 15-20 20
v="T-_2 =1000 cm®.
3 3

b) A felszin kiszdmitdsdhoz sziikségiink van az oldallapok
teriiletére.

Az ABC derékszogi hairomszogbdl:

BC =+15% +20% =25cm.
Mivel az ABC,, és az ABD,, egybevig6: DB =25 cm.
Az ACD derékszogii haromszogbdl: DC = 20v/2 cm.



(H Az dbrik jeloléseinek megfelelGen a giila magas-

A tetraéder BCD oldallapja egyenld szarti haromszog. Szérainak hossza 25 cm, alapja 20v/2 cm
hosszu, igy az alaphoz tartoz6 magassédga:

252 - (20{) J25=5V17 = Tyep= M =50+/34 cm?

A tetraéder mdasik harom oldallapjénak teriilete:
Tipc=Thpp = 150 cm? és Tyrp =200 cm?.
A tetraéder felszine:
A=2-Tipe+ Ticp + Tgep =2 150 + 200 + 50734 = 500 + 50+/34 = 791,55 cm?.

sdga m =2 m, az alaplap beirt korének sugara K

r=1m, alapéle pedig a. Az alaplap beirt kdre

az alapélt az él F felez6pontjandl érinti.

A BFO derékszogli haromszog O csicsdnal 1évs

szoge: 00" 1_ 36°, amibdl: = B
2 F
a

tg36° =% = a=2-1g36°m
a) A gula alaplapjanak teriilete:
=5-%z5-tg36"m2 o y=lm 3832wl

3
A giila térfogata 4,42 m>,

b) A palast felszinének kiszdmitdsdhoz sziikség van az oldallap m, magassdgira. Az OFK derék-
szogl haromszogben ismerjiik az OK és OF befogokat, igy az m,, atfogo:
my=\OK? + OF2 =y/22+ 12 =5 m.
A gila paldstjanak felszine:
A

=5.%:5-tg36°-\/§z8,12m2.

paldst

Az a =12 cm oldald szabdlyos ABC haromszoget e egyenes
koriil megforgatva egy olyan korhengert kapunk, amelybdl két
egybevago korkupot kivagtunk.

A két kip és a korhenger alapkorének a sugara a szabélyos harom-

. ) a3 ) ) .
sz0g magassaga: r = -~ A henger magassaga a haromszog

oldaldnak az a hossza, a kipok magassédga pedig %.

A kupok alkotéinak hossza a hdromszog a oldaldnak a hossza.

a) A henger és a két kup paldstjanak teriiletét 6sszeadva megkapjuk a forgastest felszinét:

o3

A= Ahengerpalalst'l-2 Akuppalast—zr T-a+2r-n-a=4r-m-a=4- T T-a=

=23 -7 a®>=23/3 7144 =1567,12 cm>.
A forgistest felszine: A = 1567,12 cm?.



(4506)

b) A forgastest térfogatat megkaphatjuk gy, hogy a henger térfogatabdl kivonjuk a két kup térfogatat:
2
YT My 2
V= Vhenger -2 Vkljp =rtz Mhenger ~ 2 L=rim (mhenger - _mklip) =

3
2
= (#) 7 (12 —%-6) =864m =~ 2714,34 cm’.

A forgdstest térfogata: V = 2714,34 cm?.

3

A csonka kip alaku tejf616s doboz fedSkorének sugara R = 4,25 cm, az alapkor sugara r = 3,25 cm,
az alkotdja a = 12 cm.

A csonka kiip m magassdga az a® = m? + (R — r)* Osszefiiggés alapjan:

m=+a?—(R-r?=+122-12 =143 cm.

A doboz térfogata:

V= mT” (R2+R-r+r?) =0T (4052 4 405,325 43,252) ~ 531,43 cm?
A tejfol sirdsége:
_ Mygigs) 450 g
= = = 0,85 .
1% 531,43 cm?

Az dbra jelolései szerint a gombbe irt kiip tengelymetszete az
ABC,. A hdromszodg koriilirhaté korének sugara R =20 cm,

a hdromszog szdrdnak a hossza a = % -2R =30 cm, ami a kiip

a alkotéjanak hossza is egyben.

Az AOC egyenl§ szari haromszogben az AC oldalhoz tartoz6
EO magassag behuzasdval kiszdmithaté az ABC egyenl§ szard
haromszog C cstcsandl levs o szdrszoge:

a EC
cos—=——
2 oC

A kertileti és kdzépponti szogek tétele alapjan:
AOBX =20 = AOF¥=cq.

Az AOF derékszodgl haromszogbdl meghatdrozhat6 a kip alapkorének sugara:

o s o aosase
2720

sing=— = sin82.82°=—" = r~19.84cm.
R 20

A gombbe irt kup felszine:
A=m-r-(r+a)=r-19,84-(19,84 + 30) = 3106,49 cm>.

Tekintsiik a mellékelt 4brdt. Legyen a gula alapéle a.

Mivel szabélyos hdromszog alapu guilardl van sz6, a D csticsnak
az alaplapra es6 merdleges vetiilete az ABC szabdlyos hdrom-
szdg S silypontja.

Egy hiromszogben a sudlypont a sudlyvonal cstcstdl tdvolabbi
harmadolépontja, tehat:

_af3 2_af3
2 3 3

AS




Az ASD fél szabélyos haromszogben:

SD=AD- % =143, tehit a giila testmagassaga: m = 14/3 cm,

valamint:

AS = % = ? =14, tehat a gila alapéle: a =14/3.

A gula oldallapjdnak magassdga a DBC egyenl§ szard haromszdgbdl szdmithato:

m, = DF =\ BD? — BF? = (282 — (145) 7413 em.

a) A gila felszine:

2, .
A=T+3.T, =% ﬁ+3~“ Mo — 1473 + 14739 =~ 1172,63 cm?2
ATy 2

b) A gula térfogata:
a>-\3
3

=2058 cm3.

() A siivegcukor alapkorének sugara r = 6 cm, magassdga m = 30 cm.
A kup alkotdjanak hossza:
a=~/m2+1r2 =302 + 62 = /936 = 6526 cm.

A kup paldstja egy a sugart korcikk, amelynek kozépponti szogét jelolje a. A korcikk {ivhossza
az alaplap kertiletével egyenlG:

2eam—2=2rr = 26261 —
360° 360°
a) Akip paldstjat az L ponton dthaladé alkotdja
mentén felvagjuk, és sikba kiteritjiik. A légy
altal megtett legrovidebb ut az igy kapott kor-
cikk [ hosszuisagu hurja. A hdr hossza annak
az egyenl$ szard haromszognek az alapja, N
amelynek szarszoge 70,60° szdra 6.26:

l=2-6-\/%-sinwz35,36.

Alégy altal megtett tit 35,36 cm.

b) Tekintsiik a kip P ponton 4thaladé tengely-
metszetét az dbran lathato jelolésekkel.

A parhuzamos szelGszakaszok tétele alapjan:
pPr_ 5
or> 30’
- 626+ =%,

A P pontnak a kip csticsatol vett tdvolsdga:

OP =626 — /26 = 526 cm.




A kup paldstjat a P ponton athaladé alkot6ja mentén felvag-
juk, és sikba kiteritjiikk. A hangya altal megtett legrévidebb tit
az igy kapott korcikk azon & hurjanak a hosszisaga, amelynek
végpontjai a hatdrolé sugarakon a kiip csticsatél 526 cm
tdvolsdgra vannak:

1=2-5-\/%-sinwz29,47.

A hangya dltal megtett it 29,47 cm.

c) Alégy akkor keriil a legkdzelebb a kip csicsdhoz, amikor az ut felét megtette. Ekkor a csucs-
tél vett tavolsag:

d= m-cos@ = 24,97 cm.

A hangya a kiindul6 helyzetében van legtdvolabb a kip csucsatdl. Ez a tavolsag:
OP =526 = 25,50 cm.
Mivel OP > d, a hangya és a 1égy taldlkozhat a stivegcukor feliiletén.
Tekintsiink egy olyan szabalyos négyoldali csonka giil4t, amely-

nek az alapéle 4 dm, a fedGlapjanak felezGpontjai dltal meghata- G
rozott négyzet oldala 2 dm, magassdga pedig 1,5 dm. AN AN N

Az emlékm talapzatat ennek a testnek a csonkoldsdval kapjuk N2 N V2
gy, hogy a fed6lap minden csicsédndl leviagunk egy-egy tetra- :
édert.

A feliilnézeti dbrdn az emlékmd talapzata az ABCDEFGH test. i i
Ha az ABCDAB’C’D’ csonka gila A, B’, C’ és D’ csticsaindl Aj,f .............. EB
levagjuk az EHAA, az EFB’B, az FGC’C és a HGD’D egybe- g 5
vago tetraédereket, akkor éppen a talapzatot kapjuk meg.

; - ._B

A HGD' egyenl§ szért derékszogl haromszog atfogéja 2, igy befogdi ~/2 hosszisagiak, ezért
az AB’C’D’ négyzet oldaldnak a hossza 2+/2.

m
%BCDA’B’C’D’:‘/:g'(T‘*VT't +1)=
:%-(42+4-2ﬁ+(2\/§)z):12+4ﬁ.
A levagandé egybevigé tetraéderek (pl. HGD'D) alaplapjanak teriilete a ~/2 befogéijii egyenld
szaru derékszogl haromszog teriilete, magassdga m = 1,5, igy:

T -m

s p 1
Ir's——-—=1 €s Vtetraéder = T 5

Az emlékmi térfogata:
1
V= Vigcpanen =4 Viewaeder =12+ 42 -4 2°

=10 + 42 = 15,66 dm3.

A talapzat tomege:
Mialapzat = V.p=15,66-2,7=4228 kg.



Mivel a rétegek magassaga mindig kettGvel n6, ezért a paros négyzetszamok adjdk meg a szom-
szédos rétegekben levd kockak darabszamat.

Az épitményben a kis kockdk szdma:
4+16+36+64+ 100+ 144 + 100 + 64 + 36 + 16 + 4 = 584.

b) Az épitmény elolnézetének teriilete megegyezik a legmagasabb fiiggbleges réteg teriiletével. Ezt

a feliiletet elol és hatul is le kell festeni. Az eléz6ek alapjan ez a két feliilet:
2-122 =288 cm?.
Az épitmény oldalnézetben kétkockanyi magassdgrol indul, és mindig djabb két kockaval

Py

novekszik, amig el nem éri a 12 kockdnyi magassdgot, majd onnan az eléz6 szabdly alapjan
kétkockdnyi magassagig csokken. Két oldalrdl a lefestendd feliilet:

2-2+4+6+8+10+12+10+8+6+4+2)=144 cm?

Feliilrdl az épitmény alapjanak megfeleld teriiletet kell lefesteni:
3+7+11+15+19+23+19+15+11+7+3 =133 cm?

A befestend? feliilet 6sszesen:
288 + 144 + 133 = 565 cm?.
c) Az elsé fiiggsleges réteg 22 darab kockébol 4ll, és ennyit takar el a masodik fiiggdleges réteg
nem sz€ls6 kockdibdl, igy ezeket nem kell befesteni.

A miésodik fiiggSleges réteg 4% darabot takar el, a harmadik 6%-t, és igy tovabb egészen az 6todik
fiiggSleges rétegig, ami 10% kocka festését nem engedi meg a hatodik legmagasabb rétegbdl.

EttSl kezdve a csokkend magassagu oldalon az el§z6khoz hasonléan gondolkodhatunk.
Az épitményben igy

22442462 +82+10%+ 82+ 6% +42+22=340
kockédnak nem lesz egy oldala sem befestve.



12.4. VALOSZINUSEG-SZAMITAS, STATISZTIKA

Geometriai valosziniiség — megoldasok

4
a =—=0,4.
) p 10

b) Nem, a végpont nem befolydsolja az intervallum hosszat.

=0,625; c) p_1L61~0 33.

0
=
o~
>

b) p=

<
<
AS]
|

N
>
o~
»

a) p= b) p=—=0,56.

NN E NN NN
\olm oolm

p=0,7= ;’ igy x =4,9. I-nek 4,9 hosszi intervallumnak kell lennie. P1. [8; 12,9].

B LIS 5974,
19 20 380
_12-5:08 2
12
15 _n.32
_515-2. 5700
5.15 75
a) P _ LS 0s: b) P _078m o0
bull 16,752~7'L' ’ ’ bull’s eye 16,752'7{5 ’ .

Tekintsiik az ablak nyitott (kék) részén kiviili darabokat.

I. megoldas: Ezek harom, az eredetihez hasonlé haromszoget
alkotnak. A szoveg alapjan tudjuk, hogy a kis haromszogek
oldalai feleakkordk, mint egy nagyobb hdromszog oldala. Mivel
két nagyobb és egy pici haromszog oldala kiadja az ablak als6

oldalét, igy a kis piros hdromszog oldala éppen é—e, a sarga

nagyobb haromszog oldala %-e, mig a felsG szines hdromszog
oldala g—e az ablak oldaldnak. A hasonlésdgndl igazoltak alapjan (hasonld alakzatok teriiletei

a hasonlésagi ardny négyzetével ardnyosak):

1, 4.9
T 25 25 25
P(betorl az ablakot) = nT:E:k 1 25 Bt

II. megoldas: A feladatot atdaraboldssal is megoldhatjuk. Szamoljuk 6ssze, hogy a bal alsé kis piros
haromszdget hanyszor mérhetjiik fel az dbra tobbi alkotéelemére. (A hasonldsag miatt ezt megtehetjiik.)
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(A Gyakorlatilag nyolc savot ldtunk a tablan a kozépkort is beleértve, igy a tdbla sugara 16 cm.
Bérmely sav teriiletét megkapjuk, ha a kiils§ hatarolé kor teriiletébdl kivonjuk a belsd hatarold kor

teriiletét.
22 42.7-22-1
=7 _0,015625; b) p=2T LT _,046875;
VP, ) P= e,
8-1-6>-1 122 7-10%- 7
DT 0,109375; d)y p=—""F 7 _0,171875;
c)p 162 -7 ) P 16% -7
e) =627 _ 4 140625: 1) _1 1027 600375:
LTI ’ P=" e ’

122.7-4%.1

=0,5.
162 -7

8 p=
h) Két dobdsbdl 15 pontot dgy érhetiink el, ha 9-et és 6-ot, vagy 6-ot és 9-et, vagy 8-at és 7-et,
vagy 7-et és 8-at dobunk:

42-71'—22-71'.102-7'[—82-%'

P(9és6 vagy 66s9)=2- ~0,01318,
( vagy ) 1621 162 -7
62-m—-42.1 8-71-6%-1
P(8és7 vagy 7és8)=2- . =0,01708.
( & ) 1627 1627

A két eredmény Osszege adja a kérdésre a vélaszt: p = 0,03.

(5% ElGszor szamitsuk ki a dupla 20 és a tripla 20 pontszamot adé részek teriileteit:

2. 115,752
1, <1675 7r2015,75 T S 105 em?.

2.7 2.
Ty = 10,75 7r20 9,75« -1 ~3.22 cm?.

s .z

Ezek utdn konnyebb kiszdmitani a sima 20 pontot érd teriiletet:
15752 - 7-15%-1
20
Fel vagyunk vértezve a valészintiségek kiszamitdsahoz sziikséges adatokkal.

Ty = — Tyyy = 38,61 - 3,22=35,39 cm?

a) P(D20) = Tiog ~0,1168; b) P(T20)= T2 ~0,0737.
Ty + Ty + Ty Tyo + Ty + Ty

e

c) Az el8z8 pontbodl:
P(20) =1 - P(D20) — P(T20) = 0,8096.
Két nyillal 80 pontot Ggy szerezhet David, ha két dupla 20-at, vagy egy tripla és egy sima 20-at,
vagy egy sima és egy tripla 20-at dob. Valészintiségeik Osszege:

P(80 pont) = P(D20) - P(D20) + 2- P(20) - P(T20) = 0,1328.
(3D Irjuk fel a valoszintséget. Jeldlje a kis kor sugardt r, a nagy korét R. Ekkor:

r2.m

pP=
R%-m

=0,01,

innen r=0,1-R.
Tehat a kozépkor sugara 10%-a kell, hogy legyen a tdbla sugaranak.
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CFH Irjuk fel a masodfoku egyenlet megoldoképletét, egyszerdsitsiink 2-vel:

+J16 —
e e

X127

Természetesen akkor lesz mindkét megoldas 1-nél nagyobb, ha a kisebb gyok is nagyobb 1-nél:

2-Jd—c>1.
Megoldésit a ¢ >3 valds szdmok adjdk. Igy a keresett val6szintiség:
_1
p 6

(F) Keressiik meg azokat a pontokat a koordindta-rendszerben,
amelyek kielégitik az egyenl6tlenséget. Az dbrdn ezeket a pon-
tokat latjuk a téglalappal egyiitt.

2
A valészintséget a teriiletek mértékébdl meghatarozhatjuk: /

4.2 1 - 32\
P=8%6 6

kyq) Képzeljiik el egy koordindta-rendszerben a fiird6be 1épések
lehetséges idSpontjait. Jancsi és Juliska 63-kor kelnek és 740-kor 7

hagyjék el a hazat. Tehat e két idGpont kozott tartézkodhatnak /

Jancsi

a fiird6szobaban (dbran zold négyzet). Mivel Juliskdnak 30 perc
sziikséges, hogy elkésziiljon, legkéssbb 719-kor meg kell kez-
denie a szépitkezést (fiiggdleges szaggatott vonal és attdl balra).
Jancsindl ez az id6 10 perc, igy 6 raér akar még 73%-kor is
bemenni a fiirdébe (vizszintes szaggatott vonal és attol lefelé).
fgy az eseménytér a tengelyek és a szaggatott vonalak kozé esd @ T sk
téglalap alakau teriilet.

700 4

Ha Jancsi 60-kor megy a fiirdSbe, akkor Julisnak 6*°-t61 szabad a palya. Ha Jancsi 6*-kor 1ép be,
akkor Julis 679-t51 mehet, stb. Ezeket a belépési pontokat a kék teriilet mutatja. Ha Julis 1ép be
el6szor rogton ébredés utdn, akkor Jancsi csak 7%°-t61 mehet be. Ha Julis csak 6*0-kor megy be,
akkor Jancsinak vérnia kell 7!0-ig stb. Ezt a barna részen ltjuk.

Orommel akkor vesznek biicstit, ha a fiirdére nem kellett varniuk. Ennek a valdszintségét a hdrom-
szogek teriileteinek Osszege és a téglalap teriiletének ardnya adja meg. A két haromszogbdl
készithetiink egy négyzetet:

P(6rom és boldogsag) = 2_?1 =0,375.

Hit ez bizony nem til sok... Erdemes lenne valami rendszert vinniiik a reggeli késziilédésbe.

) Az egyenletben m jeloli az egyenes meredekségét, ¢ pedig

N y
a fiiggbleges eltolds mértékét. S st

_1<m< N
Keressiink olyan egyeneseket, melyek kielégitik a metszésre fsms
kapott feltételt. )
Péld4ul ha ¢ = 3 lenne, akkor m értékét a [—1; 1] interval- T
lumbél valaszthatndnk tetszGlegesen. (Ez azonban nem felel V2T IR TR
meg a feladat megoldédsanak, hiszen ¢ értéke nem lehet 2-nél AW )
nagyobb.)
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Ha ¢ =2, akkor m legalédbb —%, legfeljebb % lehet.

Ha ¢ =1, akkor m legaldbb —%, legfeljebb % lehet. Hasonléan kapjuk a negativ c-re ad6dé

értékeket. Erdekes médon, ha ¢ = 0, akkor m nem vehet fel értéket, hiszen barhogy is adjuk meg,
az egyenes metszeni fogja a [—3; 3] intervallumon az x tengelyt.

Abrézoljuk egy m—c koordindta-rendszerben a lehetséges és
a feltételeknek megfelel§ paramétereket. Ezt 1atjuk a jobb oldali 2
abran, a piros szind rész a szamunkra kedvezg. A kérdezett vald-
szinlség:

Képzeljiik el a konyhédba val6 belépési id6pontokat egy derék- 4 Kéroly bécsi
szogl koordinata-rendszerben. Jeloljiik az abszcisszatengelyen 120
Irma néni, az ordindtatengelyen Karoly bacsi belépésének idejét. ] /

A tengelyeken mérjiik az egységet 6raban. Irma nénirdl ismert,
hogy 2 6rat tolt a konyhdban, Karoly bécsi ottlétének hosszat )
jelolje x. x nem lehet kisebb 0-ndl és nem lehet nagyobb 3-ndl, |
hiszen akkor mdr biztosan rdnyit egyikiik a mdsikra. Azt is ] g 3
tudjuk, hogy Irma néninek legkésébb 10%-kor el kell kezdeni
a f6z¢ést (fliggbleges szaggatott vonal).

T 3-x 12 rma néni

A piros szin{ rész azokat a pontokat jeloli, amikor Kéroly bécsi beléphet a konyhdba Irma néni utan.
Ezt biztosan ismerjiik. Nem ismerjiik x értékét. Annyit tudunk, hogy x befolydsolja az alsé zold
haromszog teriiletét, illetve magat az eseményteret is (a tengelyek és a veliik parhuzamos szaggatott
vonalak altal hatarolt téglalap). A z6ld haromszogbdl és a piros haromszognek az eseménytérbe esé
1ész€b0l Ossze tudunk dllitani egy (3 —x) oldali négyzetet. Az eseménytér egyik oldala biztosan 3
(Irma néni konyhaban toltott ideje miatt). Irjuk fel a teriiletegységek hanyadosat x fiiggvényében:
o . (3-x)?
P(nem zavarjdk egymast) = —————.

3-56-x)

Most prébaljunk meg valaszolni a kérdésekre.

a) Ha azt szeretnénk, hogy az ebédfézés megzavardsanak valdszindsége 0,5 alatt maradjon,

n 2z

akkor 0,5-nél nagyobba kell tenni az el6z8 valdszinliséget. Szorozzunk a nevezdvel (mivel
0 <x <3, az egyenldtlenség irdnya nem valtozik), majd rendezziink egy oldalra:

(3-x)? .
3-5-x)

" 2_4.
SIENGY SN 2036 & x=414

X127 5 )

0,5 = GB-x*>1,5-5-x = x2-45x+1,5>0.

Innen:

Feltételeinknek csak a kisebb érték felel meg. Mivel a masodfoku kifejezés egy felfelé nyild
parabola, igy az egyenl6tlenség megolddsa:

0<x<0,36.

Azaz ha Karoly bécsi 0,36 6rdndl (kb. 21 perc és 36 mdsodpercnél) kevesebb id6t tolt el
a konyhdban, akkor 50%-nal nagyobb a valdszinidsége, hogy nem akaddlyozza az ebédf6zést.
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b) Anndl kisebb a masik megzavardsanak valdszintisége, minél nagyobb a p =

(B3-x)
3-(5-x)

2
kifejezés

értéke. Vizsgdljuk a kifejezést a 0 < x < 3 intervallumon. Néhdny érték behelyettesitése utdn

azt sejtjiik, hogy x = 0-ra kapjuk a legnagyobb értéket, mégpedig p,,. = % Hogyan igazol-

hatnank ezt?

Azt mutatjuk meg, hogy p a p,.. értéknél csak kisebb lehet minden 0 < x < 3 esetén:

2
(B-x) <3

3-5-x) 5

Tiintessiik el a torteket, majd fejtsiik ki a zardjelet, és rendezziik az egyenlStlenséget egy

oldalra (pozitiv szdmmal szorzunk):
5-3-x?%<9-(5-x),
45 —30x + 5x2 < 45 - 9x,
5x2-21x <0,
x-(5x-21)<0.

Megoldasa:
0<x<4,2 (egyenes éllasu parabola).

Mivel ]0; 3[ < ]0; 4,2[, ezért valéban teljesiilnek a fenti egyenlGtlenségek.
Végeztiink: Karoly bacsi akkor akaddlyozza a legkisebb,

l_pmaxz_

5

val6szintséggel az ebéd elkészitését, ha 0 orat tolt el a konyhdban, azaz a kozelébe sem

megy.
Megjegyzés: Ezt Irma néni a fenti példa megolddsa nélkiil is nagyon jol tudja.
Varhatd érték (emelt szintii tananyag) — megoldasok

M=01-1+02-(-2)+0,3-3+0,4-(—4) =—1. Nem érdemes a jatékban részt venni.
M=04-1+03-(-2)+0,2-3+0,1-(-4) =0. Igazsagos a jaték.

M=l-1+l-2+l-3+l-4+l-5+l-6=l-(1+2+3+4+5+6):£:3,5.
6 6 6 6 6 6 6 6

a)MA=%~@MD+%8:—h b)MB=%40+%T—&=L
2)'\3 3) |2

= . 1145 +—
90 90 90 %0
(5) (SJ (5) (5)

75,5 —225 =-149,5. Nem érte meg.
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a) Az elsé porgetéskor akkor éri el a legnagyobb pontnovekedést, ha 3000-et forgat. Ezutan viszont
mindig kétszer a duplazot kell kiforgatnia, azaz maximum 20 000 pontot érhet el.

b) Akeréken nyolc mezd van és feltételezziik, hogy nem csalnak a jatékban, azaz minden mezGnek
ugyanakkora a valdszintisége. A duplaz6 2000-rel noveli, a felez6 1000-rel, a negyedeld 1500-zal,
a nullazé 2000-rel csokkenti a pontszdmot, ezért a porgetéskor varhatéan kaphat6 pontszam:

M= % -(~2000) + % -(~1500) + %.(—1000) + % -(~1000) +

+l-1000+1-2000+l-3000+l-2000=312,5.
8 8 8 8

A forgatds utdn a jatékosnak sok ilyen helyzetet tekintve dtlagosan

2000 + 312,5 =2312,5
pontja lesz.

¢) Halenulldzta magat, akkor a szamara negativ mezGket nem kell figyelembe venni, hiszen ennél
kevesebb pontja nem lehet. Hasonl6 a helyzet a dupldzdval is. Igy:

M =L.1000+ L2000 + L 3000 = 750.
8 8 8
Sok ilyen szitudcid utdn koriilbeliil 750 pont lesz a pontjainak 4tlaga.

d) 10000 pont esetén a dupldzé ugyanennyivel noveli a pontok szamat, illetve a felezd 5000-rel,
a negyedel$ 7500-zal, a nulldz6 10 000-rel csokkenti a pontokat. Teht:

M = %-(—10000) +%-(—7500) + %-(—5000) + %-(—1000) +

+ % -1000 +é-2000 + % -3000 + % -10000 =-937,5.

Ebben a szitudcioban (sok jatek atlagat tekintve) a jatékos pontszama 10000 —937,5 = 9062,5
pontra csokken. Ugy tlinik, hogy minél t6bb pontja van egy jatékosnak, az ardnyosan csokkentd
és a nullazé mezdk anndl jobban csokkentik a pontjait.

A jatékos nyereményét a jaték aranak kell egyenstlyba hozni. Azaz akdr a jatékos, akdr a jatékot
szervez6 Dani varhaté nyereménye 0 kell, hogy legyen. Mivel a jatékos nyereménye % -6 =2 jaték-

eurd, ezért a jaték drdnak is 2 eurdt kell valasztani. (Az egyiket minden forduléban ,,megnyeri”
valamelyik fél, a mésikat ,.elvesziti”.)

Tekintsiik Baldzs szempontjabol a bevételeket és a kiaddsokat. A jaték dra (2 eurd) Baldzsndl marad,
ha a jatékra befizetd veszit. Ha a jatékos nyer, akkor 6 eur6t fizet neki Baldzs. Ez csak 4 eurd vesz-
teség Baldzsnak, hiszen el6tte 2 eurdért a jatékos megvette a jatékot. A két esemény koziil az egyik
biztosan bekovetkezik: ha egyiknek x valdszintiséget tulajdonitunk, akkor a masik (1 —x) valo-
szinliséggel kovetkezik be.

A kérdés: hogyan vélasszuk meg a valdszintiségeket, hogy a jaték varhat6 értéke Baldzs szem-
pontjabol 1 legyen?
Irjuk fel a varhat6 értéket:

(1-x)-2+x-(-4) =1, amibol x=é.

Tehat Baldzsnak ugy kell meghirdetnie a jatékot, hogy a jatékos csak egy dobott szdm esetén
nyerjen. Példaul a hatos dobdésra fizet nyereményt, a tobbire nem.
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(D Tegyiik fel, hogy a kezdGesapat 10 tagjdbol x £6 rutinos. Ekkor (10 —x) f6 tapasztalatlan. Azt sze-
retnénk, ha vdrhatéan legaldbb hat {6 bertignd a tizenegyest:
0,8x +0,25-(10 — x) > 6,
0,55x 23,5,
x =>6,36.

Ezek szerint legaldbb hét tapasztalt jatékosnak kell lennie a csapatban.

(EL) a) Nyilvan akkor éri meg a jatékosnak, ha a jaték varhat6 értéke pozitiv. A vérhat6 értéket ndvel-
jik, ha a jatékos szamdra kedvezdtlen (negativ) nyereményeket a kisebb valdszintségi,
a kedvez§ (pozitiv) nyereményeket a nagyobb valdszin(iségl esetekhez rendeljiik. Példaul:
P(-4)=0,2; P(-2)=0,1; P(3)=0,3; P(1)=04
esetén a varhato érték mar pozitiv:
M=04-1+0,1-(-2)+0,3-3+0,2-(-4)=0,3.
b) Alegnagyobb vérhato érték akkor lehetséges, ha a legkedvez&tlenebb esethez (—4) rendeljiik
a legkisebb valdszintiséget, majd a kovetkezShoz a kovetkez6t stb.:
P(-4)=0,1; P(-2)=0,2 é P(3)=04; P(1)=0,3.
Ekkor a varhaté nyeremény:
M=03-1+02-(-2)+0,4-3+0,1-(-4)=0,7.

() @) Egy vanilids krémtirét a visszatevés nélkiili esetet tekintve legaldbb elsGre vagy legfeljebb hete-
dikre vehetiink ki a dobozbdl. Annak a valészintisége, hogy elsére ilyen keriil a keziinkbe, 0,4.
Tekintsiink egy kozbiilsS esetet, példdul azt, ha negyedikre vessziik ki a vanilidst: ebben az eset-
ben elsére, masodikra, harmadikra meggyest vagy kekszest kell kivenniink:

P(negyedik a vanilids) = 6544 = 0,0952.
109 8 7

Osszesen hét eset lehet, valészintiségeik az el6z6hoz hasonldan irhatok fel. A vérhaté érték:
4 04,6545, 6544654344,
10 10 9 10 9 8 10 9 8 7 10 9 8 7 6
65432466543214
1098765 109 87 65 4
Ha a dobozban 4 vanilids, 2 meggyes és 4 kekszes krémtird van, akkor visszatevés nélkiil
varhatéan masodikra vesziink ki vanilidst.

b) Ha visszatessziik a kivett krémtdrdkat, akkor a hizasok kozott nem véltoznak a valdszintiségek
értékei. Vagyis a vanilids kivételének valdszintsége 0,4; a nem vanilidsé minden esetben 0,6.
Rossz hir, hogy hiizhatunk folyamatosan nem vanilidsat, tehat akdr végtelen sok esetiink is lehet-
séges. Annak a valdszintisége, hogy csak negyedikre vessziik ki kedvenciinket:

P(negyedik a vanilids) = 0,63 - 0,4 = 0,0864.
Az elsé6 10 tagot kiszdmitva a vdrhat6 érték:
M=04-1+0,6-04-2+0,6>-0,4-3+0,6%-0,4-4+0,6*0,4-5+
+0,6°04-6+...+0,6% 0410 =2,42.

(Ha az els6 200 tagot irjuk fel, a varhaté érték akkor is csak 2,5-nek adddik.) Varhatdéan
masodikra vagy harmadikra fogjuk kivenni kedvenc krémtirénkat.

Megjegyzés: Bizonyithatd, hogy minden tagot szamba véve az Osszeg 2,5-nek addodik.
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(3 o) Jelblje x a jatékos éppen aktudlis pontszamét (0 < x). Ekkor a dupldzé x, a nulldzé —x,

a negyedel$ (— %Tx), a felezd (— %) ,megnyert” pontot jelent. A vdrhato érték x fliggvényében:

1 1 (3x\ 1 x
e S T e

+l-(—1000)+l-1000+1-2OOO+1-3000+l-x=
8 8 8 8 8

=1(5000—§- )=6zs_i.x.
8 4 32

Ez a varhatd érték azonban csak akkor szdmithatd, ha a jatékosnak van pontja. Ugyanis O pont

esetén az el6z0 szerencsekerekes feladat ¢) pontjdban kiszamitott 750 pont vdrhato.

A jatékosnak eredetileg x pontja volt, ezt novelte/csokkentette a fenti értékkel. fgy most pont-
jainak szdma:

.. p x+625—i-x=£~x+625, ha x>0,
Osszpontszam = 32 32

750, ha x=0.

Ez nem befolydsolja nagymértékben a jaték kimenetelét, hiszen ha x = 1, akkor varhat6an
626 pont lesz a kerék megforgatdsa utan.

7 7z

b) Az el6z6 pontban kiszamolt M(x) fiiggvény
szigordan monoton csokkend lineéris fligg-
vény, zérushelye x =4000. Ez az a pontszdm, |
amellyel ha rendelkezik a jatékos, akkor
a jaték igazsagos.

4800 1

4400

Ha ennél t6bb ponttal rendelkezik, akkor a ja- 40| <

ték a jatékos szamdra kedvezGtlen, hiszen nagy 500 ™

atlagban levonnak t6le valamennyi pontot. a0l

Ha 4000 pontnél kevesebbet gydjt, akkor 00!

a jaték kedvezd a jatékos szdmdra, hiszen a = 0k )\
varhat6 érték pozitiv. S6t: minél jobban [ N

eltériink ettSl az ért€ktSl, anndl tobbet nyer 1™ S

vagy veszit. -l } A A AT

Igy mar az is vildgos, hogy 800 N

—a legnagyobb varhaté nyereménye miért ‘%7

akkor van a jatékosnak, amikor éppen O] 250 550 7200 1600 2000 2400 2600 3300 3500 4000 4100 4800 5200
lenullazta magat;

— ha elég sokdig jatszik a jatékos, akkor a nyereménye 4000 pont kortil lesz. Ezt a varhat6 érték-

bdl megallapitott fiiggvény alapjan szemléltethetjiik is. Az x tengelyen az aktudlis pontszdmot,
az y tengelyen a forgatds utdni (varhatd) pontszdmot jeloljiik.
Ha példaul 1600 pontja van, akkor varhatéan 1975 pontja lesz. Az 1975 pontrdl djra forgatva
2291.4. Errdl 2258,4 stb. Mindig kozelebb kertil a 4000 ponthoz (sotétzold térottvonal, a hala-
dasi irdnyt a nyilak mutatjdk). Ha azonban 5200 pontja van, akkor varhatéan 5012,5 pontja
lesz a kerék porgetése utan. Ujra forgatva mar csak 4854,3 stb. (vildgoszold vonalak). Az egyet-
len stabil helyzet az dbran is 4000 pont (6nmagaba visszatérd bordo torottvonal).
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Statisztika — megoldasok
(7 95 f6.
[78) Legalabb az 5. helyre.
(1) A medidn (Q,) 5,5, Q1 =3, Q3 =6.

(53 a) 20 eurd.
b) A medidn (Qy) 3, O, =2, Qs = 4 darab.

(5771 A médusz 5.
Akvartilisek: Q) =3,5, 0, =5 (medidn), Q;=7.

a) 50; b) 51.

a) Jeles. b) J6.

(1) 65,4 m3.

() a) 9 mm; b) 3 mm.
4551 J4

(4552 4+4+75+x+11:7’ ahonnan x =9.

A keresett minta: 4, 4, 7, 9, 11.

(I A keresett oszlopdiagram:

8

6

4

¢ e il I

o |1k il
1 2 3 4 5

6

| 1 kozeli I W kozéptavoli | W tavoli
(3 Mivel 2ZK + 2KK + 3PK + BDK = 360°, igy: s
Ao intet
27K = 152,3°% e
2KK = 27,7°%
3PK = 69,2 )
kozép-
BDK = 110,8° el
kozeli



(Ff5 @) Mivel nincs kiugré adat, ezért a minimum Q, =1, a maximum Q,=7. Az alsé kvartilis
0, =2, amedidn Q, = 3, afelsd kvartilis pedig Q3 =4. Ezekbdl IR =4 -2 =2.
b) A jatékos mindig dobott legkevesebb 1 pontot biintet6bdl (mindig harcolt ki biintetédobdsokat
az ellenfél palankja alatt). Legaldbb a mérk6zések felében 2 és 4 pont kozott ért el taldlatot
a biintetGvonalrdl (/QR = 2, tehét erre elég stabilan lehet szamitani). A legjobb meccsén 7 pon-
tot dobott a biintetGvonalrol.

2

(ET) Roland a 10. mérkézésen az el§z6hoz viszo-
nyitva batrabban prébalkozott a kézéptavoli,
és méginkabb a tavoli dobdsokkal.

mérkdzés sorszdma
=

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%
| 1 kozeli | W kozéptavoli F M harompontos  F M biintetd

a) Alegnagyobb és legkisebb érték alapjén az osztélykoz: Raavon o merezee) (22-28) 3

27-9
T=6. Jo mérkdzés (15-21) 3
Kozepes mérkdzés (8-14) 4
b) A:10+9+27+24 2+21 2+20+11+12:17’9‘
10
0) Agyt:4-11+31-(§8+3-25:l7’3.

d) Az eltérés 0,6. Oka, hogy tobb érték is felsG kategoriahatar kozelébe esik (21, 27).

(EF) A rangsorba rendezett tiz adatra (1, 3,4,7,7,7,7,9, 9, 10) a kovetkezSket kapjuk:
Qp =1 (minimum), Q; =4 (als6 kvartilis), O, =7 (medidn),
05 =9 (fels6 kvartilis), Q4 = 10 (maximum).

Megéllapitjuk, hogy a lefelé kissé kil6gé mini-
mum nem esik tdvolabb Q; alsé kvartilistdl }—{ | H
az interkvartilis terjedelem (/QR = Q05— 0, =
=9 -4 =5) masfélszeresénél (Q; — 1,5-I0R = —t -2 é jl é é ——t—
=4-7,5<1=Q). Ez alapjan a dobozdiagram:

(ET) a) A zona kisérletek szdmait rangsorba dllitva
(3,5,5,6, 8,10, 10, 11, 12, 14) a medidn — | —
(05) 9, az alsé kvartilis (Q;) 5, a felsé (Q5)
11. Se a legnagyobb (14), se a legkisebb (3)
érték nem kiugré (/QR =9). A diagram:

T T T T T
10 11 12 13 14

nN
@odb
(=)
-
o
©

b) Abrézoljuk egyiitt a diagramokat! A felsén

a kisérletek (2ZK), az alsén a sikeres doba- }—{ | }—{

sok (27S) szamat latjuk.
A minimumok és az als¢ kvartilisek eggyel, ’2 3 4 é 6§ 7 8 9 150 151 152 153 154
a medianok masféllel, a felsG kvartilisek

kettével térnek el egymastol: }—l:l:l—{

IORy7x =11 -5=6, IQRy;5=9-4=5.
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A diagramok hasonld felépitésébdl, eltoltsagabol arra kovetkeztethetiink, hogy a jatékos nagy
valdszinlséggel meccsei jo részén hasonlo megbizhatosdggal dob kozelrdl pontokat. A szdza-
l1ékot pontosan megadni nem tudjuk. Valészintleg amikor a legtobbet dobta rd, akkor szerezte
a legtobb pontjat (14 dobasbdl 10 sikeres, 71%) és amikor a legkevesebbet, akkor a legkeve-
sebbet (3-bdl 2, 67%).

A valodi statisztikdkat tekintve megdllapitdsaink helyesek: a 10-b6l 5 meccsen volt a sikeres
dobdsok ardnya koriilbeliil 2/3 (64% és 71% kozott). A legkevesebb pontot az elsé meccsen
szerezte (3-bol 2), a legtobbet az utolso, tizedik meccsen érte el (14-bdl 10).

_18+27+29+31+40+30+23+22+35+36

D a) Ays= 0 = 29,1 perc.
(18-A)2+(27- A2 +(29—- A)2 + (31— A2 +(40— A)2 + (30— A)? +(23—- A2 +(22 - A)2 + (35— A)> + (36— A)?

b) Sidg = T = 6,49.
c) I=1]29,1-6,49;29,1 +6,49[ = ]22,61; 35,59[. Az intervallumba hat érték esik.

a) A rangsorba rendezett adatok:

9, 10, 11, 12, 20, 21, 21, 24, 24, 27.
Mep, =20,5.
b) AEp, = |9— Mel+110— Mel+|11— Me|+]12 - Mel+|20 — Me|+2-121— Me|+2-[24 — Me|+127 — Me| 5.5,

10

c) I1=1]20,5-5,5;20,5+5,5[ =]15; 26][.
Az adatok koziil 6t esik a megadott intervallumba.

a) A diagramok koziil nagy valosziniiséggel A) mutatja a tdmadd, B) pedig a véds lepattandk

szdmdt. Ugyanis B) minden jellemz§ értéke (minimuma, alsé- és felsd kvartilise, medidnja
1-gyel, maximuma pedig 3-mal) nagyobb, mint A) megfeleld értékei. Ez abbdl adddik, hogy

7o 2

majdnem mindig a véddjatékos van a paldnkhoz kizelebb, a timadét kiszoritva vdrja a lepattand
labdat, igy konnyebben eléri, mint az ellenfele.

b) Rangsorba rendezve az adatokat: 2,2, 3,4, 4,4, 5,6, 7. Mivel adiagramon Qp=2, Q| =3 és

03=5, 04 =7, ezért a hidnyz6 adat 3-ndl nem lehet kisebb és 5-nél nem lehet nagyobb. A széba
jové 3, 4, 5 értékek mindegyike megfeleld.

c) Azismert elemek rangsora: 2,2,3,4,5,5,5,6,7. Ahidnyzé kétadat Oy =2, 0, =3 és Q3 =5,

Q, =7 miatt ismét csak a 3, 4, 5 koziil keriilhet ki. Azonban 5 sem lehet, mert akkor a medidn
mar 5 lenne, igy marad 3 és 4. Egyikbdl sem lehet kett6 darab (akkor két médusz lenne): igy
a két hidnyz6 adat a 3 és a 4.

Képzeljiik el a rangsort: els6 eleme 2, az utolsé 7. Mivel a minta 12 elemd, igy O, =3, 0, =4
€s O3 =5 is két adat , kozé” esik, ezért a 3. és 4. elem csak 2 és 4 (I.), vagy két darab 3-as (II.)
lehet. Hasonl6an a 6. és 7. elem csak 4 €s 6 lehet: egyrészt mert 5 adat nincs, masrészt 3 és 7
nem lehet a median (4) miatt.

(I.) Arangsor: 2,2,2,4,4,4,4,4,4,6,X,7. Az X értéke csak 6 vagy 7 lehet, tehat 2 megoldas
van.

(II.) Arangsor: 2, X, 3,3,Y,4,4,4,4,6,Z,7. Minden bet helyén kétféle érték allhat (X lehet
2 vagy 3; Y lehet 3 vagy 4; Z lehet 6 vagy 7), ebben az esetben 23 = 8 megoldés van.
Osszesen 2 + 8 = 10 darab kiil6nb6z6 12 elemd, egészekbdl allé minta van, aminek értékeibdl
a megadott dobozdiagram 4ll eld.
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(B a) Arangsorbdl (9, 10, 11, 12, 20, 21, 21, 24, 24, 27) leolvashato, hogy

QO = 9, Ql = 11, Q2 = 20,5, Q3 = 24, Q4 = 27
fgy a keresett diagram:

b) Koz06s rendszerben dbrazolva konnyebb 0sszehasonlitani a diagramokat. A fels6 mutatja az Gszi
forduldkat:

A szurkol6 éltaldban a j6 meccsekre emlékszik. A diagramok jobb oldalat vizsgdlva szerinte
a jatékos teljesitménye romlott: legtobb dobott pontja, pontjainak felsé kvartilise és medidnja
is alacsonyabb volt a tavaszi fordulékban (sorban 27-r6l 24-re, 24-r8l 21-re, 20,5-r61 20-ra
csokkentek).

A statisztikdkat jobban bongészd szurkold ehhez hozzéteszi, hogy a diagramok bal oldaldn viszont
javuldst latunk: a minimum és az alsé kvartilis értéke nétt (elébbi 3 ponttal, utébbi viszont 7-tel!).

Mit gondolhat az edz6? Hasonlitsuk 0ssze az interkvartilis terjedelmeket is:
IQRs, =24 -11 =13,
IOR 4y, =21 — 18 =3,
A medidn valtozdsa gyakorlatilag elhanyagolhat6 (fél pont). Ezekbdl azt 4llapithatjuk meg, hogy
a jatékos teljesitménye tavaszra sokkal kiegyensulyozottabb lett, rdaddsul az 6szi idény fels

kvartiliséhez kozel: tavasszal a meccsei legaldbb felén 18 és 21 pont k6zott dobott, ami nagyon
j6 eredmény.

c) A keresett Q) és Q, értéke egyszeriien leolvashaté: Qy =9, O, =27 (mindkettS §szi adat).

A kvartilisek esetén figyelembe kell venniink, hogy 20 adatbdl dolgozunk, vagyis a medidn, az
also és felsd kvartilis is két adat (5. és 6., illetve 10. és 11., végiil 15. és 16. érték) szamtani
kozepe.
A mediant pontosan meg tudjuk adni. Tekintsiik a rangsorba rendezett §szi és tavaszi mintdt.
Tudjuk, hogy az Gszi els§ 6t mintaelem utolsé tagja 20, a mdsodik 6t elem els tagja 21.
Tavaszrdl nincs pontos adatunk, lehetne ez a két érték 20 és 20, 19 és 21 vagy 18 és 22.
Azonban tavasszal Q5 =21, ezért 22 nem lehet Q5 el6tt, vagyis tavasszal a két kozépss elem
csak 20 és 20 vagy 19 és 20 lehet. fgy a két mintat egyesitve a kozéps6 négy elem 20, 20, 20,
21 vagy 19, 20, 20, 21, azaz a teljes évre vonatkozé medidn értéke 20.

A tavaszi mintdban Q, =20, Q5 =21, tehdt a tavaszi rangsor 5., 6., 7. elemét ezek a szimok
adjdk. Mivel 21 szerepelt kétszer az 6szi mintdban is, igy a teljes éves rangsorban a 11.-t6l a 15.
elemig csak 20 és 21 fordul elS. Az Gszi minta 24, 24, 27 értéke, illetve a tavaszi minta
maximuma (24) az éves rangsorban az utolsé helyekre (17.-20.) keriil. Az egyetlen, amit
nem tudunk, az az éves rangsor 16. tagja, ami 21 és 24 kozott barmi lehet. Igy a teljes évre
vonatkoz6 Qs értéke négy féle lehet: 21, 21,5, 22 vagy 22,5.
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Az alsé kvartilist még kevésbé pontosan tudjuk meghatarozni. Annyi biztos, hogy az §szi adatok
és a tavaszi diagram minimuma (12) alapjan a teljes évi rangsor elsé 6t tagja 9, 10, 11, 12, 12.
Azonban a kovetkez6 érték 18-ig barmi lehet (a tavaszi mintdban van 18), tehdt a teljes évre
vonatkozé Q; érték 12, 12,5, ..., 15 koziil kertil ki.

A teljes minta ismert értékei:
9,10, 11, 12, 12, [, [, [, [, 20, 20, [, 21, 21, 21, [, 24, 24, 24, 27.

A négy egymadst kovetS ismeretlen hely koziil az elsé harom egyikére keriil a 18. Ezekbdl
a dobozdiagram:

(HD a) A szémtani atlag 85,25, ez kerekitve 85 pont.

b) A minta médusza a leggyakoribb elem: 83. A rangsorba rendezett minta medidnja a két kdzépsd
elem dtlaga, ez 84,5. A minta terjedelme: 94 — 76 = 18.

¢) Az osztalykozt valasszuk 18:3 = 6-nak. Igy az dbrén lathaté

NS . A kategdria (76-82) 2
gyakorisagi tablat kapjuk. S
A kategoria fels§ hatdra nem tartozik a kategdridhoz, kivéve R (82-%9) ¢
a C kategoriat. C kategoria (88-94) 3

d) A keresett diagram az dbran 14thatd. -

3

2
| ‘ |
0

A B C
kategoria

gyakorisag

() Alkossdk az n elemd mintdt az x,, x,, ..., x,, adatok. Ekkor a minta atlaga:
Aottty
n

a) Ha az elemeket kicseréljik x; + b, x, + b, ..., x,, + b-re, akkor A” dtlaguk:

x1+b+x2+b+...+xn+b=x1+x2+...+xn+n-b=

A=
n n
Xi+Xy+...+ X
=-1-=2 Lib=A+b.
n
b) Ha az elemeket kicseréljik c-x, c-x,, ..., ¢-x,-re, akkor A” atlaguk:
A,,=c-x1+c-x2+...+c-xn=c-(x1+x2+...+xn)=

n n

X1+X,+...+ X
—e atXte X, oy
n
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CE) Tételezziik fel, hogy az eredeti x,, x,, ..., x,, adatokbdl dll6 n elemd rangsor médusza Mo = x,,
(1 £m <n), medidnja Me. Az alsé és felsS kvartilisek kiszdmitdsa megegyezik a medidnnal.
Vegyiik észre, hogy a médusz nem az elemek nagysidgdhoz, hanem az elemek el&forduldsahoz
kapcsolddik, a medidn pedig az elem rangsorban elfoglalt helyzetéhez! A medidn paratlan sok elem

esetén (n=2k+ 1) a,kozéps6” elem (Me = x,;, 1), pdros sok szdm esetén a ,,k6zEépsd kettd” elem
X, +x
atlaga (Me = M}
2
a) Legyen az 4j minta x; + b, x, + b, ..., x,, + b. Az elemekhez hozzdadott b valés szdm sem

a gyakorisdgukon, sem a rangsorban elfoglalt helyzetiikon nem véltoztat. fgy az 4j modusz:
Mo’ =x,,+b=Mo +b.
Pératlan elemszdmu minta esetén (n = 2k + 1) az eltolt minta Me’ medidnja:
Me =x;,,.1+b=Me+b.
Péros elemszami mintdban (n = 2k) az Uj minta Me’” medidnja:
_xk+b+xk+1+b_xk+xk+1
2

£}

e +b=Me+b.

b) Hasonl6 a helyzet, ha ¢ valés szimmal szorozzuk a minta dsszes elemét:
Mo” =c-x;=c-Mo.
Pératlan elemszdmu mintdra:
Me” =c-x,,1=c-Me,
illetve paros elemszdmu mintdra:
C X+ C Xy Xp 4 Xy
5 =C

Me” = =c- Me.

Ez akkor is igy van, ha ¢ =0 vagy ¢ < 0. Utébbi esetben a rangsor megfordul, a maximalis
elem a minimalis lesz, és el6re keriil.

(57) Legyen az n elemd x|, x,, ..., x,, adatokbdl 4116 minta terjedelme R, szdrdsa s, abszoliit dtlagos
eltérése AE.
a) Legyenek az (j minta elemei x; + b, x, + b, ..., x,, + b. Ekkor a terjedelem nem viltozik:

s _ —
R = Xmax T b- (xmin + b) = Xmax ~ *min =R.

A szorés esetén haszndljuk ki, hogy a szdmtani atlag A + b-re véltozik:

\/(x1+b—(A+b))2+...+ (x,+b—(A+Db)’

n

:\/(xl—A)2+...+(xn—A)2 _,

n
Az abszolut 4tlagos eltérésben is haszndljuk ki, hogy a medidn Me + b-re véltozik:
E,:|x1+b—(Me+b)|+...+|xn+b—(Me+b)| _
n
3 |x1 —Me|+...+|xn —Me|

A

= AE.
n
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b) Legyenek az Uij minta elemei c-x;, ¢-x,, ..., ¢-x,. Ekkor a terjedelem:

R = C* Xmax — € Xmin = |C|'(xmax_xmin) = |C| ‘R.

Az abszoliit értéket haszndlnunk kell, ¢ <0 esetben a mintdban ugyanis a maximalis és a mini-
malis elem felcserélddik.

A szorés esetén haszndljuk ki, hogy a szdmtani atlag ¢ - A-ra valtozik:

s,z\/(C-xl—c-A)2+...+(c-xn_C.A)2 )

n

:|C|'S.

:\/02'(x1—A)2+ ot (x, — A)?
n

Az abszolut atlagos eltérésben is hasznéljuk ki, hogy a median ¢ - Me-re valtozik:

AE,_|c-xl—C-Me|+...+|c-xn—c-Me|_

n
:|C|'|x1 —Me|+...+|xn—Me|

=|c|- AE.

(51 Legyen a ¢ elem( minta rangsorba rendezve xy, x,, ..., x;. Csoportositsuk 6ket n darab osztdlyba,

x — X

legyen az osztalykoz Yma min — 4 > (), és jelolje az osztilykozepeket K, K5, ..., K,,. Essen

az egyes osztdlyokba rendre ry, 1y, ..., r, darab adat (r{ +r, + ... +1,=1).

Vizsgdljuk meg a minta elemeibdl szamitott A és a gyakorisdgi tabldzatbdl szamitott A* dtlag

eltérését:

Xj+xyg+...+x, n-Ki+n-Ky+..+r,-K,
t t

A~ 4]=

Parositsuk a minta elemeit a megfeleld osztilykozepekkel (az els6 r; darab elemet K;-gyel stb.):

(xl—K1)+‘..+(x,l—K1)+(x,]+1 —Kz) +...+(x, - K,)

t

Kihasznaljuk, hogy |a + b| <|al +|b| hidromszog-egyenlétlenség teljesiil akarmennyi értékre:

1= K| oot |2, = K [+ | = K|+ [ K
< <

t

Kihasznaljuk, hogy az adott kategéridba es6 elemek maximum az osztdlykoz felével térhetnek el
az osztalykozéptdl:

|

t-
< 2.4
t 2

|

Tehat a gyakorisagi tdblazatbol szamitott és a valddi dtlag legfeljebb az osztilykoz felével térhet el
egymastol.
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Legyen xy, x5, ..., x,, minta n elemd, szdmtani 4tlaga:
Aottty
b
n

szbrdsa pedig

sz\/(xl—A)2+ ot (x, — A)?
n

Azt akarjuk bizonyitani, hogy ha s képletében barmely X-re cseréljiik A-t, akkor nem kaphatunk
kisebb szdmot az eredeti s-nél. Ehhez megvizsgéljuk az X-t6l fiiggd (a tobbi adat rogzitett)

(= X+ .o+ (x, - X)?
n

kifejezést, hogy mely X-re van minimuma. Mivel nemnegativ mennyiség, ott van minimuma, ahol
a négyzetének is minimuma van:

= X)?+ ...+ (x, — X)?
n

A nevez6t sem kell figyelembe venniink, hiszen a minimumot csak a szamlal6 befolydsolja.
Igy elegendd a négyzeteket megvizsgalni:
=X+ o+ (0, =X =xf =20, X+ XP + .+ x 20, X + X2 =
=nX?=2X-(x; + ... +x,) +x + ... + X2

A kifejezés X-ben mdasodfokud, mégpedig egy felfelé nyil6 parabola (n > 0).

Tudjuk, hogy az ax?+ bx + ¢ (a>0) kifejezésnek x,;, = _b helyen van minimuma. Jelen
esetbena=n, b=-2-(x; + ... +x,). Igy: 2-a
X, = _—2.(x12+... +x,) —A
‘n

Azaz a szOrés a szamtani 4dtlagra minimalis.

Legyen az n elemd rangsor xi, x,, ..., x,. Medidnjdt jelolje Me, abszolit 4tlagos eltérését pedig

AE:|x1—Me|+...+|xn—Me|.

n

Két Iépésben bizonyitjuk az allitast. E16szor megvizsgéljuk pdratlan sok, majd paros sok elemd
mintdra. Mindkétszer belatjuk, hogy az abszolut dtlagos eltérésben Me helyére mas szamot irva,
nem kaphatunk AE-nél kisebb értéket.

I. eset: Ha n pératlan, akkor a medidn a minta k6z¢épsé eleme:

Me=x,, ahol k:";“l.

Lehetséges, hogy a mintdnak tobb eleme is megegyezik a medidnnal. Legyen az elsé ilyen elem

indexe e, az utols6é u.
Igy (u—e+ 1) darab elemre (akdr e = k vagy k = u):
X

e = =X = ... =x,=Me.
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Arangsorban az x, el6tti elemek kisebbek, az x,, utdn levék nagyobbak a medidnndl. Figyelembe
véve a nagysagrendi viszonyokat, az abszolut dtlagos eltérés abszolut érték nélkiili alakban is
irhat6:

Me—x)+..+(Me—x,_)+wu—e+1)-(Me—x;)+(x

n

el — Me)+ ...+ (x, — Me)

AE

Cseréljiik ki a kifejezésben Me-t X-re. AE nagysaga csak a szdmldléban taldlhaté X-t6l fligg:
nAEX)=X-x)+...+X—-x,_pD+u—e+1)- X—x)+ (. - X)+ ...+ (x, - X).

Noveljiik X értékét. Legyen kicsit nagyobb a medidnndl, de még
X <x,,. Ekkor az els6 u tag novekedni fog pontosan X — x; ér- ,
tékkel, a maradék tagok pedig pontosan ennyivel csokkennek. i tylx

-y
Mivel k = nT-I-l <u+1, tobb tag fog novekedni, mint amennyi » ! e

csokken. fgy az Osszeg csak novekedhet, mégpedig (2u —n)- (X —x;) N
értékkel. (Az dbrdn e = k = u. A piros vonalak AE csokkenését,

a vastag zoldek a novekedését jelzik.)

Ha X eléri x,, | értékét, akkor az (u + 1)-edik zar6jelben és mindazokban, ahol x,, , -gyel egyenld
értékek allnak, meg kell forditani a kiilonbséget:

nAEX)=X-xp+ ...+ X—-x,_pD+u-e+ 1) X-x)+X-x,, )+ ... +(x,— X).
Innent6l kezdve ezek a tagok az eddigi csdkkenés helyett mar névekedni fognak. Tehat még tobb
tag novekedik és kevesebb csokken, mint eddig. Igy tovdbb, minél inkdbb Me < X, anndl inkabb
AE < AE(X).

II. eset: Ha n paros, akkor a medidn a két k6zEps6 elem 4atlaga:

X, +Xx
Me:w, ahol k=£.
2 2

Ha a két kozépso elem egyenld, akkor az 1. esetnél leirtakat szordl széra alkalmazhatjuk. Ha kiilon-

bozbek, akkor a mintdban nincs olyan elem, amely megegyezne a medidnnal. S6t, az elemek

pontosan fele kisebb és fele nagyobb Me-nél. Abszoliit értékek nélkiil irva:
Me—x)+...+(Me —xp) + (xp . — Me)+ ...+ (x,, — Me)

n

AE

Ismét cseréljiik ki a kifejezésben Me-t X-re. AE nagysdga csak a szamlalotol fiigg:
nAEX)=X-xD+ ...+ X=-x)+ (1 - X))+ ... + (x, - X).
Viltoztassunk X értékén. Vdlasszuk nagyobbnak a medidnndl,

de még X <x; . legyen. Ekkor a tagok elsé fele novekedni, I

masodik fele csokkenni fog ugyanazon X — Me értékkel, azaz ? 9 I IX
az 0sszeg nem valtozik. j i i S Me
Amint X =x; 4, a (k+ 1)-edik zar6jelben és mindazokban, I

ahol x; . -gyel egyenld értékek dllnak, megforditjuk a kiilonb- e

séget:

nAEX)=X-x)+ ...+ X-x)+X-x, D+ ... +(x,- X).
Tovabb novelve X-et, az imént megforditott tagok mér nem csokkenni, hanem novekedni fognak.
Mivel igy tobb tag nd, mint csokken, az 6sszeg is novekedni fog. A gondolatmenet hasonléan
folytatddik, ha X > x; ;.

Megjegyzés: Mindkét gondolatmenet hasonléan végigvihetd, ha X értékét csokkentjiik Me-rdl.
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Vegyes feladatok — megoldasok

|7l =10, |1 =x, p:o,S:%. Ebbdl x = 5, ezért csak [ = |1; 6[ lehet.
5.7 1

1535 15
M=002-1+003-2+024-3+0,6-4+0.11-5 =375 év.

a) A csoportba 12-en jarnak.

4-2+5-7+2-12+1-17 _

b) Akiscs. = 12 7
2:242-7+5-12+3-17
Anagyes. = > =10,75~11.

a) Igen, Mo=2,0,=2,Me=0,=3¢és Q3=4.

b) Nem.
() A= AS5+9:125+6:20548-285+3-365 o .
30
s_ \/4‘(4’5_19’7)2+9_(12’5_19’7)2_}_6.(20,5_19’7)2+8.(28,5—19,7)2+3-(36,5—19,7)2 ~0.77:
30 o

1=19,93;29,47].

4-11-3/+9:12-3[+6-13-3/+8-14-3|+3:]5-3|

d) AE =
30

I=1]2;4].

I;

Ha a korong (r = 1,5 cm) teljes egészében egy négyzetbe esik, akkor a riaszt6 csendben marad. Elég
egy négyzetet tekinteniink. Ehhez a korong kézéppontjénak egy (10 —2-1,5) oldald négyzetbe kell
esnie. (Feltehetjiik, hogy érintésre még nem riaszt.) Tehat annak a valészindsége, hogy nem szdlal
meg a riasztd, illetve annak a valdszin(isége, hogy megszolal:

P(csend) = ﬁ, illetve  P(riaszt) = 1
100 100

A vilasz a kérdésre igen, a riasztd nagyobb valdszintiséggel kezd sziréndzni.
A vérhat6 érték:

M =((7)j-0,360~0,647~0 +G)~0,361-0,646~1+G)~0,362-0,645~2+
+ 3 -0,36”-0,64% -3+ 4 -0,36%-0,64° -4 + 5 -0,36°-0,64--5+

+ @)0,366 0,646 + (;)0,367 -0,640-7=2,52.

Tehat varhatéan két vagy harom sajat szamot fog hallani Zso6fi.
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a) A savdiagram szazalékai: elégtelen 13,3%, elégséges 30%, kozepes 20%, j6 26,7%, jeles 10%.
A kordiagram kozépponti szogei: elégtelen 48° elégséges 108°, kbzepes 72° j6 96° jeles 36°.
A dobozdiagramndl Qy=1, Q; =2 (a 8. adat), O, =3 (a 15. és 16. szdmtani atlaga), Q; =4
(a23.adat), O, =5.

| W clégtelen | 1 elégséges | W kozepes | W o | 0 jeles

10
O
8
7
6
: — E—
4 b 0% 6,7% 09
— sssssse—————
3
2
1
0
elégtelen elégséges kozepes j6 jeles 0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%
jeles (10%) elégtelen (13,3%)

—T

6 (26,7%)

elégséges (30%) }
0

kozepes (20%)

b) Az els6 harom diagramrodl leolvashatd, hogy a médusz az elégséges. A sdv és a kdrdiagramon
azt is lathatjuk, hogy a teljes mintdhoz hogyan viszonyulnak az egyes kategériak, példaul jo
jegyet az osztily negyede kapott. A dobozdiagramrél ebben az esetben nagyon kevés informacié
olvashaté le: biztosan volt egy-egy elégtelen €s jeles, illetve az elemszdm miatt a rangsor
8. eleme elégséges, a 23. eleme pedig j6. De az sem biztos, hogy valaki szerzett kdzepes
érdemjegyet.

c) Alegjobb 4tlagot akkor kapjuk, ha a rangsorban az utolsé hét jegy 5-0s, az el6tte levs hét jegy
4-es, aztdn nyolc jegy 3-as, hét jegy 2-es és csak az els§ jegy 1-es. Ekkor az atlag 3,4.
A legrosszabb étlagot ugyanigy felirva, csak az 1-est6l indulva kapjuk, értéke 2,6.



Kesziiljink az erettsegire!
Megoldasok

Rendszerezo osszefoglalas

Gondolkodasi modszerek
Algebra és szamelméletl
Fiiggvenyek

Geomelria

Eretiségi gyakorlo
feladatsorok




12.5. RENDSZEREZ0 0SSZEFOGLALAS
GONDOLKODASI MODSZEREK — 0SSZEFOGLALAS

Halmazok — megoldasok

a) Igen, |A|=0, A=0; b) Igen, |B| = oo;
c) Igen, |Cl=3, C={{2;3},{1;2;3},{2:3;4}}; d) Nem.
a) D, {a}, {b}, {c}, {a;b}, {a;c}, {b;c}, {a;b;c}.

@ diszjunkt minden mas részhalmazzal, rajta kiviil {a} és {b;c}, {b} és {a;c}, {c} és {a; b}
diszjunktak.

b) |Bl =6, |{B 9sszes részhalmaza}| =20=64.
A=({2;3;5;7}, B=1{1;3;5,7;9}.

a) AuB={1;2;3;5,7,9}; AnB=1{3;5;7}; A\B={2}; B\A={1,;9};
b) A={1;9}, B={2};

c) C={1;2;4;6;8;9}.

U={-4,-3;..58,9}, A={-44,5,6,7;8;9}; u

B=1{-3;0;3;6;9}. (A (8]
a) A Venn-diagram az dbran lathato. ’
b) A={-3;-2;-1;0;1;2;3}, B={-4;-2;-1;1;2:4;5;7; 8}. > 8

¢) AUB={-4,-3,0,3,4;5,6:7:8:9}, AnB={6,9), -

A\B={-4;4;5;7,8}, B\A={-3;0;3}.
A\B=ANB. U

a) AUB=ANB;

A Venn-diagram az dbran l4thato.

lUI=lIAUBlI+|AUB|I=|Al+|Bl-|IANnB|l+|AUBl=6+8-3+13=24.
|UI=|Al+|Bl-|AnBl+|AUB|; 12=4+5-x+3; x=0.
\Ul=|Al+|B\Al + |AGBl: 30=15+7+x: x=8.



a) I=12:5]; b) T=1-2;0];

¢) T={0} U ]2;7]; d) T=]-00;0] U ]2; o[
a) 1=[2;4[;

d) o——0 o—0
b) J=]1;5[; e) 0—0
C)K:]3;oo[; e ‘o o C
d) IN\I=]1;2[ U [4;5]; Jo o

e) InK=]3;4[; :
f) (K\H)ul= [2;4[U [S;oo[_ -1 0 1 2 3 4 5 6
a) 1=10°45°] U [180° 225°]; b) J=[30° 150°];

c) JNI=[30°45°]; d) T\J = ]150°; 180°[ U ]225°; 360°].

a) wh D) ) o
150° 30° 30° 15
180° 7

I o) Nullaelemii részhalmaz csak az iires halmaz lehet, tehit a vélasz 1. Kilencelemiiek azok a rész-
halmazok, melyeket tigy kapunk, hogy egy elemet elhagyunk A-bdl. Mivel 10-féleképpen tehet-
jiik ezt meg, a vélasz 10.

b) Annyi k-elemd részhalmaza van, ahdnyféleképpen a 10 elembdl ki tudunk vélasztani ismétlés

nélkiil k darabot. Tehat (120) =45, (lf) =210, (150) =252, (lgj — 45,

c) (ll? ) =120. Probalkozassal, vagy az el6z6 kérdésre adott vdlaszok figyelembevételével k =3,

illetve k=17.
@B Példdul ilyen a kovetkezS 4 halmaz: A = {1;2; 3}, B={1;2;4}, C={1;3;4}, D={2;3;4}.
@D @) Mindkét halmazt tobbféleképpen is felirhatjuk, példaul
P=(A\C)UBNC)\A é QO=MBUC\NANBNC(C).
b) Azt kell biztositanunk, hogy a két halmaz k6z6s része iires halmaz legyen:
[BNAUC)|\ANBNC)=0.
c) Azt kell biztositanunk, hogy a P Q-n kiviil esé része lires halmaz legyen:
A\BuUC)=0.

[rjuk -t a hirmas metszetbe. Ekkor c-t B és C kettSs metszetbe {0}
kell helyezniink, igy d csak A metszeteken kiviili részébe kertil-
het. (Kozben figyelembe vettiik, hogy az elemszamok egyen-
16k.) Ezek szerint:

ANBNC={a;e).




A megolddshoz toltsiink ki egy Venn-diagramot. A 2-t két helyre
frhatjuk, de a masodik feltétel a hdrmas metszetet kizarja. A 3-at
és a 4-et csak egy helyre frhatjuk ezek utdn. Az 5 két feltételben
is szerepel, igy csak egy helyre keriilhet. Végiil a 6-ot sem
irhatjuk kozépre.

A megoldds a diagramrol leolvashato:
A={2;3;45}, B={2;6}, C={1;5;6}.

IR a) A=1{7;8;9;10}, B={1;10}, C={5;6;7}.
b) A Venn-diagram az 4brdn lathato.
¢) Ures halmaz.
d) [(AUB)NC|=1, egyelemd {7}.

EH) a) Ha C iires halmaz, akkor:
A=1{2;3;56;7}, B={3;4;6;7}.
b) C eleme csak az 1 lehet. Ezt rogton két helyre is irhatjuk:
vagy a harmas metszetbe, vagy B és C kettds metszetbe. Igy:
C={1}, B={1;3,4:6;7}

2

és
A={1;2;3;5;6;7} vagy A ={2;3;5;6;7}.

@) a) A Venn-diagram az abran ldthato.
b) A-ba esé elemek Osszege 23, B-be 16, C-be 21.

(5022 )] 0,6x—8+8+0,8x—8=x,
1,4x -8 =x,

0,4x =8,

x =20.

20 6 dolgozik a Kiskunsagi Nemzeti Parkban.
b) |O\T|=416.

EF a) x-3+8—x+x+7—-x+12—x+x-4+x-4=20,

4 =x.
4 tanulé gydjtott eddig mindhdrom versenyz6tSl dedikalt

emléket.

b) 0 6. Nekik mar vagy mindharom versenyzétdl, vagy a masik
két emlitett egyikétSl van autogramja.

12-8-x+x+7-X)

16-B-x+x+12-x)

15— (7-x+x+12-X)




B A szoveg szerint a torpéken kiviil még 5-7 = 35 {6 jott el a mulatsdgra, azaz banyaszok dsszesen
42-en voltak. A szita-formula igy alakul, ha x-szel a narancssarga sapkds telepvezetd vajarok
szamat jeloljiik:

42=214+21+20-(7+7+6)+x.
Innen x = 0. Tehét ilyen banydsz nem vett részt a bulin.

EE) a) Alkalmazzuk a szita-formulat. A szdmba vett kutydk szdima [y

100, hiszen egy megszokott: )
100 = 64 + 60 + 56 — (41 + 22 + 35) + x, (23
ahol x jeloli a harmas metszet elemszdmat. Innen x = 18. ﬂ«
b) Beliilrdl kifelé haladva toltsiik ki az elemszdmokkal a Venn- w
diagramot, amelybdl leolvashat6 a kérdezett érték: 17 ilyen
kutya van. (Az elmenekiilt j6szdgrdl nincs informécionk.)

EH) a) Lehetséges, hogy senki sem kért egyszerre mindkét ételfajtabol (0). Maximum pedig a kisebb
elemszamu halmaz elemszamaval egyenl$ lehet a szamuk (8). Tehét 0 és 8 kozotti a szamuk.

b) Ha senki sem kérte egyiitt a levest és a f6ételt, akkor 8 + 10 = 18 & {ilt asztalhoz. Ha minden

7z

levest evd rendelt f6ételt is, akkor 8 + 10 — 8 = 10 f§ iilt le ebédelni a panzidban.

|C|=13. A szoveg alapjan ismertek a kovetkezok:
|Al=14, |BI=9, |[AnCI=7, |[AnBl=6, |[BNCl=4,
lAnBNCl=2, [AUBUCI|=3.
[rjuk fel a logikai szita-formulat az alaphalmazra kiegészitve:
lUI=lAUBUCI+IAUBUC|=|Al+|Bl+[CI-|ANCI-|AnBI-IBNCl+
+|ANBNCI+|/AUBUC|=13+144+9-7-6-4+2+3=24.

@) a) Helyettesitsiink be x = 1-et: % + % = % < 1. Nem megoldés az x = 1.
b) Taldlgatis helyett oldjuk meg a feladatot. A k6z0s nevezd 2x + 8, atrendezve a 2)6_68 >0
X +

tortet kapjuk. Egy tort akkor nemnegativ, ha szdmlaldjanak és nevezdjének azonos az elGjele
(a szamlalgja lehet nulla is). Ez két esetben lehetséges:

xX—620 (x26) és 2x+8>0 (x>-4), ekkor a megoldas x = 6;
x—6<0 (x<6) és 2x+ 8 <0 (x<—4), ekkor a megoldas x < —4.
Ebbdl 14thatd, hogy a legkisebb pozitiv megoldds az x = 6. Legnagyobb negativ megoldds nincs.

¢) A péros szamll6ju tortek egyszertsithetdk, gy nem valédiak. A tortek a [4, 6[-bél valdk:

B Rajzoljuk meg a transzformalt fiiggvényeket
ko6z06s koordinata-rendszerben.

a) L=/,

b) M =\\; //4
¢) LM =XXX.




EED Képzeljiink el egy tabldzatot, melynek felsd sordban felsoroljuk az U halmaz elemeit, els§
oszlopdban pedig a feladat A, A,, ..., A, halmazait. Az adott elem oszlopdnak és az adott halmaz
sordnak metszetében egy X-szel jeloljiik, hogy az elem beletartozik a halmazba.

Ijgy kell elhelyezniink az X jeleket, hogy pl. az Ay, A,, ..., A,_; halmazok mindegyikében szere-
peljen az n elem. Ugyanakkor A;, A,, ..., A, _,., A, halmazok mindegyikének eleme legyen (n — 1),
tovdbbd Ay, A, ..., A, 3, A, ;,A, halmazoknak eleme legyen (n—2) stb. Igy tulajdonképpen
ismerjiik az A; halmaz elemeit. Minden U-beli elem eleme, csak az 1 nem: A; = {2; 3; ..., n}.

Hasonl6an adddik ez igy a tobbi halmazra is.

Halmaz\Elem 1 2 3 n-2 n-1 n
A X X X X X
A, X X X X X
Ap_q X X X X X
A, X X X X X

Tekintsiik a halmazabrat. U

Irjuk fel a megadott feltételeket p, g, r, s segitségével. [A) (8)

2gq+r)=p+q+r+s 0
3r=r+s
10(g+r+s)=9(p+qg+r+s) p

Ez négy ismeretlen, de csak hdrom egyenlet. Nem tudjuk egyértelmiien megoldani, de azért pro-
baljuk meg. Alakitsuk at az egyenleteket, a kozE€ps6bdl mér ki van fejezve s.

qg+r=p+s
2r=s
qg+r+s=9p
g=p+r
q+3r=9p

A ¢ ismeretlen is ki van mdr fejezve az elsG egyenletbdl:

p+4r=9p,

ahonnan r =2p. Ekkor viszont ¢ =3p, s =4p. Mivel A, B, U egyike sem lires, a legkisebb pozi-

tiv szam, amit p helyére helyettesithetiink, p = 1. Igy |Al =5, |[Bl =6, |U| = 10.

a) Gondoljuk meg, hogy barmely J; halmaznak eleme a 0, de minden mds elemrdl ki lehet mu-
tatni, hogy el6bb-utébb mar nem esnek az intervallumokba: J; "J,NJ3 N ... ={0}.
Ugyanis tételezziik fel, hogy valamely i-re p (p > 0) € J;. Barmely pozitiv p-hez taldlunk olyan
m pozitiv egész értéket, amelyre 1 < p. Ha n>m, akkor p ¢ J,. Hasonl6 a meggondolds,
ha p <0. m

b) Az I, sorozat 6sszes elemébdl alkotott metszetnek nincs kozos eleme.

. 1 .
c¢) Elészoris J )\, = ]——; 0]. Ezen halmazoknak egyetlen kozos eleme a 0, azonban mds ilyen
n

elem nincs. Ezért J)\I; "L\, N J3\ ;..o = {0].



Kijelentések, események — megoldasok

a) A + B =Sz&p id6 lesz vagy kirandulni megyek. A - B = Szép id{ lesz és kirdndulni megyek.
b) A-B.
c) Barmilyen, ugyanis szép id6 esetén egyszerten teljesiilt az implikacid. Rossz id6 esetére pedig

nem 4llitottam semmit, tehat barmit csindlhatok — kirdndulhatok is — sz6szegés vétsége nélkiil.
a)lAl=10, |Bl=6, IC|=4.
b) A-B={6;12; 18} = hattal oszthat6 szamok;

B+ C=1{3;5;6;9;10; 12; 15; 18; 20} = harommal vagy ottel oszthaté szamok;

A-C = {5; 15} = 6ttel oszthat6 paratlan szdmok.

c¢) D = {5} = (olyan paratlan szam, ami hdrommal nem, de &ttel oszthaté) =A-B- C.
a) A+B+C=1{2;4,6;8}), AAB-C=A-B-C=A-B-C=A-B-C=@, B-A-C={6}.
b) {10} =A+B+C.

A helyesen kitoltott tdblazat: A B c D
Kijelentés H | | H
Megforditasa | H | H

a) Igen. A ,minden ember fenség” egy kovetkeztetés: Ha ember vagyok, akkor fenség vagyok.
A masodik kijelentés szerint ember vagyok, igy a feltétel teljesiil. Amibdl valdban kovetkezik,
hogy fenség vagyok.

b) Nem. Példaként épitsiink nddfedelet egy tizemeletes hazra. Nyilvdn ez az épiilet nadfedeles, de
nem tanya.

a) Tagadds: Van olyan deltoid, amelynek atl6i nem merdlegesek egymadsra. Ilyen deltoid nincs,
tehat az allitas igaz, a tagadas hamis.

b) Tagadas: Barmely haromszog legkisebb szoge legfeljebb 60°-0s. Ez igaz, a hdromszog legkisebb
szoge nem lehet nagyobb, mint 60°. Ugyanis az allitds igazsagat feltételezve:

60°<a<fB<y igy 180°=3-60°<a+ B+,
ami (legaldbbis az euklideszi geometriai rendszerben) nem igaz, hiszen o + f + y = 180° Tehat
az 4llitds hamis, a tagadds igaz.

c) Tagadds: Van olyan hattal oszthatd szdm, amely nem oszthato kilenccel. A tagadds igaz, pél-
ddul maga a 6 ilyen szdm. Az allitds hamis.

d) Tagadds: Barmely pozitiv egész primtényezds felbontdsdban szerepel a 17. Az allitds igaz, a ta-
gadds hamis.

e) Tagad4s: Volt olyan torpe, aki magasabb volt Héfehérkénél. Bar nem tudjuk pontosan a torté-
nelmi igazsagot, feltételezziik, hogy minden torpe joval alacsonyabb volt az illet6 holgynél.
Tehat az 4llitas igaz, a tagadds hamis.

f) Tagadds: Van alkalom, hogy lefrom azt: soha. Aki ezt a feladatot irdsban megoldja, arra a taga-
dés biztosan teljesiil. (Nagy valdszintiséggel a tobbiekre is.)

g) Az dllitas tagadasat ugy tudjuk meggondolni, ha atfogalmazzuk: A 7-nek minden hatvanya
oszthat6 3-mal. Igy mar vildgos a tagadds: Van olyan szdm, amely 7-nek hatvanya és nem
oszthat6 3-mal. Ut6bbi kijelentés igaz (pl. 49) és az allitds hamis.



h) ElGszor értelmezziik az eredeti mondatot.

Adjunk meg egy pozitiv «a szdget (pl. o = 1°) és vizsgdljuk meg, mely szabdlyos sokszogek
kiils6 szogei kisebbek o-nal.
Barmely konvex n-szog belsd szogeinek 0sszege (n—2)-180° A szabdlyos n-szog egy belsd
(n—2)-180° (n—2)-180° 360°

n n o

sz0gének nagysaga: . AKkiils6 szog mértéke 180° —

Ha most azt akarjuk, hogy ez a szdm 1°-nél kisebb legyen, akkor legyen n > 360. Tehat pl.
a 361 oldalu szabalyos sokszog minden kiils§ szoge kisebb, mint 1° (Az n =360 még éppen
nem megfeleld, hiszen az allitas teljesiiléséhez szigorian kisebb kell.)

o (o]

Hasonldéan 4ltaldban: ha < a, akkor n > . Igy biztosan tudunk barmely szoghoz

n
olyan n egész szamot mondani, amelynél tobb oldali sokszdgek kiilsd szogei kisebbek, mint
a megadott szog. Tehat az allitds igaz.

Tagadas: Létezik olyan o (o > 0) szog, amelyhez barhogy is adunk meg pozitiv egész n-t, van
olyan n-nél tobb csuicsu szabdlyos sokszdg, melynek kiils§ szoge nagyobb vagy egyenld,

mint o.
Mivel az 4llitds igaz, a tagadds hamis.

Kombinatorika — megoldasok

5!=120.
41 =24,
2.41-1=47.
6:2-31=51-2.41=72.
6! =720.
3.2=6.
453 =500 koziil 4 - 52 = 100 oszthat6 5-tel.
639 = 1944,
|

5-4.3= >! =60.

(5-3)!

!
L=17100720.
(30 - 5)!

T _
()
11
1)-ss

!

12! =13960.
71-41-1!



|
L=10
3121
a) 5! = 120; b) 51.25 = 3840; ¢) 10! = 3628 800.
_ ) 90 15
a) 8! = 40320; b) [ ] 81=3.13-105
!
24 9465511770,
81-81-8!
|
0 —20 5793510720,
51617121

b) A nevezd csokken: 5!-6!-7!-2! >5!-5!-6!-4!

¢ e Sle61T71-21 42 3
Igy az érték n6 ————— = — = 3,5-szeresére.
5!-51-6!-4! 12

!
L=3991680.
(12 -=7)!

! |
Q)Lz@loﬁ; b)3.L:9.1012.
(20 -12)! (19-11)!

411
8-365-1000
a) 10°=1000000; b) 3°=729; c) 3%-42=1296;

d) @-34-42 — 19440,

(2—a)5:((5))-25-610—(?)-24111+G)-23-a2—Gj-Zz-a3+G)~21-a4—(2)-20-(15:

=32-80-a+80-a%2-40-a3+10-a* - d>.

@B Csoportositsuk az utakat a hosszuk szerint.
a) Bérmerre is megyiink az A-bdl, minden 1t 3 hosszt, és 0sszesen 4 -3 -3 = 36 darab van beldle.

b) Akozvetlen levelekbe 1 hosszu ut visz, ebbdl 3 van. A kdvetkezd legkozelebbi levelek 3 hosszi
uton érhetdk el, ebbdl van 2-3 = 6. A legtavolabbi levelek 5 élre vannak, hozzdjuk 3-3-3 = 27-
féleképpen juthatunk el.

¢) Ebbdl a pontbdl 2, 4 vagy 6 ,.€lnyire” taldlunk leveleket, rendre 2,2-3 =6 és 3-3-3 =27 tton
érhetjiik el Gket.

EF A szdmokataz 1,2, 3, 5,7, 9 jegyekbdl allithatjuk dssze.

a) A jegyek csak tigy novekedhetnek, ha a fenti sorban irjuk dket, és az egyik szdmot elhagyjuk.
Osszesen 6 ilyen szdm van.

b) Két nem prim szdm van a felsoroltak kozott, az 1 és a 9. Kossiik Sket egybe, mostantél kezel-
jiik az 19-et egyetlen szamjegynek. Igy 5 jegybdl kell 4-jegyi szamot kredlni, raaddsul dgy,
hogy az 19 biztosan benne legyen. Ezt 4 helyre irhatjuk, a tobbi 3 helyre 4, 3, 2-féle jegyet
tehetiink a maradékbodl. Végiil az 1-et és 9-et megceserélhetjiik. Tehdt a lehetGségek szdma
4.2-4-3.2=192.

c) A fentiek koziil minden 2-re végz8d6 szdm oszthat6 4-gyel. Azaz 5-4-3-2 =120.



B a) Ekkor nagyon egyszerd dolgunk van, hiszen a 4 koziil barmelyik helyre barmelyik karaktert
frhatjuk a 15 lehet&ségbdl: 154 = 50625.

b) Vegyiik az ellentétes esetet, amikor nincsenek betiik, csak az 5 szdmjegy szerepelhet: 5. Ezt
kell kivonnunk az 6sszes lehetSségbdl: 154 — 5% = 50 000.

c) Ebben az esetben egyszerden az torténik, hogy megduplazzuk a bettik szdmét. Azaz nem 15,
hanem 25 lehet&ségbdl valaszthatunk egy-egy karaktert. Az eredmény 25% = 390 625.

@B Az adott fiiggvény értékkészlete harom érték: 0, 1 és (-1).
a) A hdrom érték mindegyike szerepelhet a négy hely barmelyikén: 3%.
b) Tételezziik fel, hogy a O szerepel kétszer, az 1 és a (—1) csupdn egyszer-egyszer. A lehetGségek
!
szama ekkor ﬁ Mivel a harom érték mindegyike el6fordulhat kétszer a négy helyen,

ezért az eredményt meg kell szoroznunk 3-mal: 3 - m =36

c) A szinuszfiiggvényre hagyatkozva négy helybdl kettén szerepel 0, de egymds mellett nem
lehetnek. Négy lehetGségiink van:
O’ 1$ Os (_1)’ Os (_1)7 0’ 1’ 1’ O$ (_1)5 03 (_1)5 03 1, 0

@1 a) Ha sorba mentek a tandrok képein, akkor
22!

2221+ 11=—==
(22 -12)!

-féleképpen

valaszthattak koziiliik.

b) A 14 lany mellé 8 fiinak kellett az osztalyba jarnia, és a 6 férfi tandr mellett 6 n§ kolléga kertilt

a tabldra. Az el6z4 rész alapjan a keresett érték:
14! 8!

. — =4,36-10'°.
(14-6)! (8-06)!

¢) Most csak az érdekel minket, melyik tandr melyik harom didkot vélasztotta. Képzeljiik gy,
hogy a tandrok sorban egymas utdn a tortdhoz mennek és kivalasztanak 3-3, illetve 2-2 szeletet.

22\ (19) (16) (13) (10} (7} (4) (2)_ ¢ 1015
kiilonbdz6 médon tehetik meg.

Az 500-as készlet 30%-a, azaz 150 darab pliissmaci selejtes. J6 koziiliik 500 — 150 = 350 darab.

Ezt 6sszesen

a) Ha nincs koztiik selejtes, akkor mind a 20-at a j6 macik koziil sikeriilt kivdlasztani (3255) ) -féle-
képp.

b) A két selejtest 150 darabbdl, a 18 6t 350 koziil valaszthattdk az ellenérok (1 ;0) . (31580) Kiilon-
b6z6 modon.

c) Halegalabb harom selejtes van, akkor lehet 3,4, ..., 20 is. Ez elég sok eset, térjiink 4t a komp-
lementer halmazra: nézziik azt, amikor csak 0, 1 vagy 2 selejt van a kivalasztott mintdban. Ezt

kell kivonnunk az 6sszes lehetséges valasztdsok szamabdl, (52000) -bol. Az eredmény:

- D01 )



/////

didk felel 10-szer: 210 a lehetSségek szama.

b) A feleletek idérendben kovetik egymast, igy el6szor is ki kell vdlasztanunka 10-bél azt
a 4 feleletet, amelyet a nem késziil§ didkoktol hallunk. Ezt (149 ) modon tehetjiik meg. A 4 rossz
feleletet 9 f6 produkélhatja, a 6 szépet pedig 21. Azaz az eredmény:

10} 44 ~16
(1) 021

c) ,.Legfeljebb hétszer” jelentése 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 alkalommal. Ilyen sok eseményt nem sze-
rencsés elkezdeni Osszeirni, térjlink 4t a komplementerre: 8, 9, 10 gyenge felelénk van. Utébbi

eset 910, elébbiek pedig b) esethez hasonléan adédnak: (190) 99211 és (lé) ) -98.212 Kikell

vonnunk az dsszes esetbdl, azaz ha barki akdrhdnyszor felelhet: 30! -bél.
3010 - 910 _ (190) 199211+ (15?) 198212

2)\2) 2
féleképpen adhat a babdkra: vagy az egyikre, vagy a mdsikra adja:

@ ' @ ' @ 123 = 13440,

b) Allitsuk sorba a babékat, legyen egy A, egy B és egy C baba. El6szor is Eszti kivalaszt hirom

BT a) Kétszoknyit, inget és kabatot (5), (8), (4) -féle modon valaszthat Eszti. Minden ruhafélét két-

szoknyat, hdrom inget és harom kabdtot. Ezeket G) @) @) -féleképpen veheti ki. Sorba

rakva a hdrom szoknyét, az A, B, C babdkkal 3! = 6-féleképp pdrosithatja Sket. Hasonl6 a helyzet
a tobbi ruhafélével is. Az eredmény:

() or-w

i) a) Ha barmelyik jelentkezd reklamfilmbe keriilhet, akkor 58 + 42 = 100 {f&bdl valasztunk 12-t:

(1 0]: 1015

0
12
b) A lanyok koziil kell kivdlasztanunk 7-et és a fitk koziil 5-6t:

58) (42) _ 104
(7) (5)~2,56 10"

c¢) Ha péarban szerepel egy fiu és egy lany, akkor mindkét nembdl ugyanannyi szerepld van, azaz 6.
Az eredmény:
58) (42) _ 1014
(6) (6)~2,12 10*+

d) Ha harmasaval mutatjak be a jelentkezdket, akkor 4 filmet fognak késziteni. fgy vagy 4 fid és
0 lanycsapat lesz, vagy 3 és 1, vagy 2 és 2,3 és 1, 4 €s 0. Az egyes eseteket az el6z6khoz hason-
16an szdmitjuk, de végiil 6ssze kell 6ket adnunk:

(42) ~3,49-10",

(13 () (5) (5 () (6 B3 (5 (6) 5



(15 +n)!
13!-2!- n!
majd szorozzunk fel a maradék nevezgvel:

14-15-...-(15+n) =813960-n!
Egyszersitsiink tjra 14 - 15-tel:
16-17-...-(15+n) =3876 - n!
Mindkét oldalon szorzatok szerepelnek, bontsuk fel a 3876-ot primtényezdkre: 3876 =2%-3-17-19.
16-17-...-(15+n)=2%2-3-17-19-n!
Hogy a 16 = 2%t megkapjuk, n >3 kell legyen. Ugyanakkor a bal oldalon is szerepelnie kell
a 19 primnek, ez éppen 15 + 4. Ellendrizziik le, valéban 16-17-18-19 = 3876 - 24.
Tehat 4 Tavol-Keletrdl szol6 regényt kap Jani.

lfdl Téma szerint rendezni a konyveket =406980-féle modon lehet. Egyszer(sitsiink,

Gy Pératlan jegyek az 1, 3, 5, 7 és 9. Mivel hdrommal oszthaté szdmokat keresiink, megkonnyiti az
esetek Osszegy(jtését, ha nem a szimokkal, hanem a 3-mal vett osztdsi maradékaikkal szdmolunk.
Ezek sorban: 1, 0, 2, 1, 0.

a) Ha minden szam kiilonboz6 kell legyen, akkor a négy maradék kozott csak egy 2-es, legfeljebb
két 1-es és legfeljebb két O lehet. (Péld4ul 0-0-0-0 vagy 1-1-1-0 nem lehet.) A 2-es maradéknak
mindenképpen szerepelnie kell, hiszen a 0-0-1-1 nem oszthaté 3-mal. A 2 mellé tenni kell
1-et is, a maradék kettd helyen viszont csak 0 maradék lehet. Tehat azt kell 6sszeszdmolni, hany
esetet frhatunk fel a 0-0-1-2 maradékokbdl. A 3, 9 és 5 biztosan a szdmjegyek kozé keriil.
1 maradékot adhat az 1 és a 7 is, itt tehdt valaszthatunk. Vagyis ezen szdmok szdma 2 - 4! =48.

2z

b) Az el6z8 gondolatot folytatva: 6t lehetGségiink van a maradékokat felirni igy, hogy a szdm
oszthat6 legyen 3-mal: 0-0-0-0, 0-0-1-2, 0-1-1-1, 0-2-2-2, 1-1-2-2. Nézziik sorban az 6t esetet.

0-0-0-0: Minden helyre két szdimjegyet, 3-at vagy 9-et irhatunk, ez 2% = 16 lehetdséget jelent.
0-0-1-2: A 0 maradékok helyére a 3 vagy a 9, az 1 helyére az 1 vagy a 7 keriilhet. A 2 maradék

. . . . 4!
fixen az 5 szamjegyet jelenti. A maradékokat egymas kozott EYRTRT = 12-féleképpen permu-

talhatjuk. Azon beliil 22-2 = 8 lehetSség van a szdmjegyek beifrdsara. Osszesen 128 = 96.

0-1-1-1: A O maradék (3 vagy 9) négy helyre keriilhet (az 1 helyére tovdbbra is 1 vagy 7 kertil).
Ezért a lehetSségek szdma ebben az esetben 4 - 2% = 64.

0-2-2-2: A 0 megint négy helyen éllhat (3 vagy 9), a 2 helyére csak 5-6t irhatunk. fgy 4.2=8
ilyen esetiink van.

!
1-1-2-2: A maradékokat 2'4 '2' = 6-féleképpen irhatjuk fel. A lehetSségek szdma 6-22 = 24,

A kérdésre a vdlasz a fenti esetek 0sszege: 16 + 96 + 64 + 8 + 24 = 208.

a) Jelolje a harom szobdt A, B, C. Mivel megkiilonboztetjiik 6ket, nem mindegy, hogy az A-ban
vannak 6-an, B-ben 2-en és C-ben senki, vagy A-ban senki, B-ben 6-an és C-ben 2-en. A leg-
egyszeribb, ha az A-ban levék szdma alapjén irjuk 6ssze a lehetGségeket.

A 66 655554444433333322222221111110000°0
B 210321043210543210654321062543216%5432
Cc 012012301234012345012345¢612345¢623456

Ez harminchat lehet&ség.



b) Most csak azt kell 6sszeszdmolnunk, a 8-at hanyféleképp bonthatjuk hdrom, hatndl nem
nagyobb nemnegativ egész dsszegére.

8=6+24+0=6+1+1=54+3+0=5+2+1=4+4+0=
=4+4+3+1=4+2+2=3+3+2

Ez nyolc lehetdség.

Megjegyzés. Az a) és b) kérdést megvalaszolhatjuk az alapjdn is, ha észrevessziik: a harom
kiilonb6z§ szamot tartalmazd (pl. 6-2-0) formédk 3! = 6 helyen fordulnak eld, a két kiilonb6z6t
tartalmazokat 3 helyen taldljuk meg (pl. 6-1-1), mig hdrom egyforma nem lehet. Mindkét
tipusbdl van 4 6sszeg, amely kiadja az 6sszesen 24 + 12 = 36 oszlopot.

e

c) Az el8z6 kérdésben targyalt esetekbdl indulunk ki.

Példaul az 5-2-1 esetben a nyolc f6bdl ki kell védlasztanunk 6tot az egyik, a még dgy nélkiil
maradt hadrom f6bdl kettét a mésik szobdba. A harmadik szobdba maradt egy f6 mar nem
véltoztat a lehetGségek szdman. Az Osszes esetet tekintve a lehetGségek szdma:

66046 006 B0+ BB )+
(O EHEH-C OGO 66

=28+56+56+168 + 70 + 280 + 420 + 560 =1638.

d) Ha megkiilonboztetjiik a személyeket és a szobdkat is, akkor az a) részben felirt tdblazatot kell
segitségiil hivhunk. Azonban nem irjuk fel mind a 36 lehet8séget!

s

Vegyiik észre, hogy barmelyik esetet tekintjiik is, az egyszertsitések miatt felirhat6 ismétléses
permutdcioként. Pl. a 4-3-1:
1) 8l 41 1! 8!

8.4. frd . . =
4)\3) \I)7 4141 31-11 1100 413111

1

Mivel nem szamit a 4-3-1 sorrend, igy a c) esetbdl €s a megjegyzésben emlitett kiilonb6zd
sorrendekbdl megadhatjuk a megoldast:

st (&) G0+ €60+ 6)-6)-6) #2660+
o3 ({003 ()06 6B+ ()6 B)-

=3!- (28456 +168 +280) + 3- (56 + 70 + 420 + 560) = 6510.

a) Képzeljiik el, ahogyan sorban sétdlnak el a hat szoba mellett és véletlenszerten kivéalasztjak
a szobdk lakéit. A megoldds ekkor:

23) (15) (11) (8) (5} (2

8)\4)\3) 3 3 \2f
Ha ugy képzeljiik el a dolgot, hogy a didkokat sorba éllitjuk €s minden szobanak készitiink egy
cimkét annyi példanyban, ahany f6 befogaddsara képes, akkor a megoldas:

23!
81-41.(31)3.2!

A két érték természetesen egyenld. (Ezt belathatjuk, ha kifejtjiik az elsé formdban felirtakat,
majd elvégezziik az egyszertsitéseket.)



b) Amennyiben az egyes szobdkon beliil megkiilonboztetjiik az dgyakat, akkor az els§ szobdba

betérd 8 didk 8!, a4 dgyasba betérék 4! stb. kiilonb6zd médon osztozhatnak. Tehat a megoldas:

!

L-S!-4!-(3!)3-Z!=23!
81-4!-(31)3.2!

¢) A 10 lany mellé nem keriilhetnek fitk, igy nekik kiilon szobak jarnak. Kétféleképpen felelhe-
tiink meg ezen feltételnek. Vagy a 8 és a 2 dgyas szoba a lanyoké, vagy két 3 és a 4 dgyas.

. 10! .
Ha az els6 verzi6 valésul meg, akkor a lanyok 10t modon koltdzhetnek be. Ha a masodik,

10! . . B2ty . 13!
akkor ————. A fitk az elsd lehet§ség esetén —————, a mdsodik esetben ————
4!.31.3!1 41.(31)3 8!-31.2!
kiilonbozd uton foglalhatjak el a szobdkat. Az Osszesitett eredmény:
10! 13! 10! 13!

81-21 41.(31)° ' 41.31-31 81.31.21"

Arra nem tértiink ki, hogy a szobdkat megkiilonboztetjiik-e egymastol. Az dgyak szamat
tekintve biztos. Ha ugyanis kiilonbséget tesziink koztiik, akkor a masodik esetben a ldnyok
haromféleképpen kaphatnak meg harom hiromdagyas szoba koziil kett6t (1.-2., 1.-3., 2.-3.).

Az eredmény eképpen modosul:
10! 13! 10! 13!
. +3- . .
81-2! 41.(31)} 4!.31.31 8!.31.2]

2 2

d) Ab)pontalapjan 10!-13!+3-10!-13!'=4-10!- 13! eredményt kapunk az egyszerdsitéseket
elvégezve.

Grafok — megoldasok

a) Alanyok a pontok, az élek az tizenetvéltasok. A pontok fok- A
szamai:
A:3, B:1, C. 2,D: 5 E: 1, F:2.
b) A beszélgetések szama:

3+1+2+5+1+2_7 E c
2 ' D
a) 6 beszélgetés tortént. J I
b) A beszélgetések szama:
24 o,
2 cs P
R

Az egyes pontokba még 2, 1, 1, 1, 1, 0 élnek kell csatlakozni, ami
2+1+1+1+1+O=3
2
Ujabb él berajzoldsat jelenti. Ez meg is valdsithatd, mert paros sok pdratlan foku pont szerepel.

........................ . 176



a) A graf az 4bran lathato.

b) Nincs ilyen graf: a 0 és 4 fokud pont kizarja egymdst.

Jelolje A, B, C, D, E az 5,4, 3,2, 1 fokd pontokat, F' fokszdma A
nem ismert. A mindenkivel szomszédos (F fokszdma legaldbb 1),
E csak A-val szomszédos. B nem lehet szomszédos E-vel, igy
mindenki massal igen (F fokszdma legaldbb 2). Mivel D mar
A-val és B-vel szomszédos, ezért massal nem lehet. C szomszé-
dos A-val és B-vel, de D-vel és E-vel nem lehet: F-fel szom-
szédosnak kell lennie, vagyis F fokszdma 3. F

. 8-7 . 83 .
A torna végén lejatszott 6sszes meccsek szama BN =28. Eddig - =12 mérkdzés zajlott le,

tehat 28 — 12 = 16 mérk6zést ldthat még a kitarté kdzonség.

0 vagy 2. Harom eset lehetséges, mindegyikben | IA. 2.

jelolje A a4, B a3 foku pontot.

I. eset: A és B nem szomszédos. 2 ° ” »
Ekkor B csatlakozik A hdrom szomszédjdhoz

(1,2,2,2,3,4). B B

II. eset: A és B szomszédok.
Ekkor vagy II/1. B csatlakozik A két szomszédjdhoz (0, 1, 2, 2, 3, 4) vagy II/2. B csatlakozik
a hatodik ponthoz, aminek igy csatlakoznia kell egy A szomszédhoz is (1, 2, 2, 2, 3, 4).

a) A hat foki pont hat mésik ponthoz csatlakozik: 7 pontnak mindenképp lennie kell. Es ez elég
is, hiszen a tobbi 7 élt biztosan berajzolhatjuk a hat pont k6z¢€ ugy, hogy egyszerti maradjon.
A graf legalabb 7 pontu.

b) Nincs a feltételek kozott, hogy osszefiiggd legyen a graf. Akkor vegyiik a hatfokd pontot
a szomszédaival egy 6nall6 részgrafnak, a fennmaradé 7 €l pedig mindig 2-2 kiilonboz§ pontot
kosson Ossze. fgy Osszesen 7 + 7-2 =21 pontbdl fog allni a graf. A graf legfeljebb 21 pontu.

a) Kettd.

b) Jelolje A azt a pontot, amelyhez 7 él csatlakozik. A graf osszefiiggd, hiszen egyszerd, és az A
pontja a tobbi 7 ponttal szomszédos. A graf nem kormentes, mert az A-n kiviili barmely két szom-
szédos pont az A-val egyiitt kort alkot. Az allitds hamis, mert a konjunkcio egyik tagja hamis.

c) 10 mezdényjatékos van. A 10 pontd teljes graf éleinek szdma 0-9 =45. Mivel most
7 4+4+4 2
F3+5+ ; T+t =17 €l van a grafban, igy 45— 17 =28 él még berajzolhatd.

Legfeljebb 28 passz torténhetett volna még a feltételek szerint.

a) Mivel a grafban 4 paratlan foku pont van, ezért a labda jatékostol jatékosig valo mozgédsa nem
rajzolhaté le egyetlen vonallal: ekkor ugyanis pontosan két paratlan fokd pontnak kellene
lennie (egy kezdd és egy végpontnak). Legaldbb egy jatékmegszakitds (szabadrigds, szoglet,
bedobas) tehat biztosan tortént.

b) Extrém esetben barmely passz utdn lehetett jatékmegszakitds, vagyis akdr 17 alkalommal is
(ha az atadést kapo jatékossal szemben minden esetben szabdlytalankodtak).



n-1<

”(”2"1)—(n—1):n—1<

1<(n—2)’
2

4<n.

a) A legnagyobb fokszdm a 4, igy az egyenld

fokszam lehet 4, 5, vagy 6.

Az els6 és az utolsé oszlop megvaldsithato,
a koz€éps6 nem (paratlan sok paratlan fokua
pont nem lehet).

Tehat a valasz: 6 vagy 13 élt kell berajzolni,
hogy egyenl$ legyen a pontok fokszdma.

b) A gratban az élek szdma:

0+1+2+3+3+3+4
2
Egy hétpontd grafnak lehet minden pontja

2 foku (ekkor az élek szdama (2-7):2 =7)
vagy 4 foku (ekkor (4-7):2 =14 él).

8.

(n—2)(n-1)

, /(n-1)

/-2

Minden pont fokszama 4
4
3

Az egyes pontoknal megjelend

(ijabb élvégek szama 1
1
1
0

Hianyzo fokszamok dsszege 12

Berajzolando djabb élek szama 6

NN NN RN I COM - I O e

S

19
X

EIB ..Sok” pontja nem lehet a grafnak, mert akkor a fanak kevés van, a komplementernek pedig tdl sok.

Tehat 4-nél nem lehet tobb pontja. 4 pontd megolddsunk van, 3 vagy 2 pontu ilyen graf nincs.
Az egyetlen gyokérpontbol all6 fa graf is megoldas.

N W W W e o o o

N
(3]

13

Mivel 7 < 8 < 14, ezért a 8 élt sehogy sem helyezhetjiik 4t gy, hogy minden pontba ugyanannyi

él csatlakozzon.

c) Jelolje f a graf 6sszes pontjdban elérni kivant fokszdmot. Ha n pdros, akkor f tetszéleges érték

lehet a {0; 1; ..., n— 1} halmazbdl. Ha n paratlan, akkor f csak paros szdm lehet az elébbi
halmazbdl. Az élek dthelyezésével akkor érhetd el a kivant helyzet, ha megfelel§ szdmd €1 all

rendelkezésiinkre, vagyis az élek szdma felirhaté valamely alkalmas f-re n - By alakban. Ha ez

megvaldsul, akkor viszont el is érhetd a kivant helyzet: vegyiik le a graf 6sszes élét és helyez-

ziik el a kivant alakzatban.

Tehat a feltétel sziikséges és elégséges is: egy n pontii grdf pontosan akkor alakithato dt az élek

dthelyezésével iigy, hogy minden pont fokszdma f legyen, ha n - 3 egész szam és ennyi darab

él taldlhato benne.

Valosziniiség-szamitas — megoldasok

Biztos esemény: az 0sszeg nemnegativ.
Lehetetlen esemény: a szorzat 11-gyel oszthato.

a) A komplementere 10 elemi eseménybdl tevédik 6ssze. Pl.: FFFI vagy IIIL
b) AB = {IFFI; IIFF},

A + B = {FFFF; FFFI; FFIF; FIFF; I1IF; IFII; FIIIL; I111}.



¢) Az eseménytér 2% = 16 elemi eseménybdl 4ll.
P(A)=0,375; P(AB)=0,125; P(A+B) =0.5.
e B 9 .4 RS ) ‘
a) Hétfén B=0,8; kedden E=0’75; szerdan 7z0,571; csiitortokon ﬁz0’833; pénteken

.. 20
edig ismét — = 0,833.
pedis 2

b) A valészintséget nem tudjuk pontosan megadni, igy 0,7-0,8 koriil lehet. (A relativ gyakorisd-
gok szamtani dtlaga 0,75, medidnjuk 0,8.)

G a) P=0,15; b) P =0,15 = 0,000076.

1
G —=0,1.
10

G 1- 2 ~0.36.
T



5110

5111

5112

9.8-7-6 _

S 200D 0,4,
10-9-8-7
4 1 03207 x=20.
X
0 _04; x=15.
10+ x
Y =025 x=4.
12+ x
9.

A kedvez§ esetek szdma 6!, ennyiféleképpen kovetkezhet egymads utdn a kockaval dobhaté hat
darab szam.

Az bsszes esetek szdma 6°, hiszen barmelyik dobdsra barmilyen értéket kaphatunk.

!
o =(0,015.

P:E

Az els6 helyre 9, a masodikra 8 és igy tovabb, a hetedikre 3 lehet&ségiink van szamjegyet irni.

A kedvezd esetek szdma . Az 0sszes eseteket megkapjuk, ha barmelyik helyre barmelyik

9-2)!
szdmjegyet frhatjuk: 97. Az eredmény:
9!
p=9=2'_0 000015,
97
a) . l, ebbdl x = 6. Az iires celldba 6-ot kell irni.
543+4+x 3

b) Az 6sszes érmék szdma 18, igy egy érmére 20°-os kdzépponti
sz0g jut. Azaz az aranyakra 100° a garasokra 60° a krajca-
rokra 80° és a tallérokra 120°.

c) Az azonos érméket egymds kozott permutdlva nem kapunk
mas elrendezést, igy ismétléses permutdciot kell szamolnunk:

18!
—  =514594080.
51-31-41-6!

<0,3;innen 2 < x. Erndének legaldbb harom Lajos-aranyra kell még szert tennie.

d
) 18+ x

a) 4 € veszteség ugy keletkezhet, ha a jatékban nem nyernek semmit. Ez pedig akkor kovetkezik
be, ha egy fejet €s egy irdst dobnak. Négy lehetGség van (piros, kék) érme sorrendben: (F; F),
(F; D), (F; D, (I, D). Koziiliik kett6 nem fizet semmit, tehat 0,5 valdszintiséggel bukjdk el a jaték
4 €-s arét.

b) 4 €-t akkor keresnek, ha a jatékban 8 €-t nyernek. Ezt kétféleképpen érhetik el: ha Petra a két
érmével (F; F)-et dob és Karola 4-est a kockaval; illetve ha Petra két irast dob az érmékkel
és Karola 5-0st. Ennek a valdszintsége 11 + 11 = i

46 46 12



5113

<) ™ piros Kék 1 2 3 4 5 6
fej fej 2 4 6 8 10 12
fej iras 0 0 0 0 0 0
irds fej 0 0 0 0 0 0
iras iras 4 5 6 7 8 9

d) A tablazatot atnézve a felsd sorban a 6, 8, 10, 12; illetve az als6 sorban az 5, 6, 7, 8, 9 esetek
azok, melyekben a lanyok tobbet nyernek, mint a jaték 4 €-s dra. Ez kilenc lehetGség, az 0sszes

esetek szama pedig 24. Azaz 2% = é

a) Az oszlopdiagram az dbrén lathato. ,
b) A tanuldk 4ltal dtlagosan gyjtétt pontok szdma: !
3-4+6-12,5+5-20,5+7-28,5+5-36,5:21’9807’ g
il
]
0
0-8

26
tehat kerekitve 22.

= 8-16  16-24 24-32 3240

. . . 12
c¢) Tizenketten irtak j6 vagy jeles dolgozatot a 26 f6b3l. A keresett valdszinlség —.

d) Az osztély tanul6i koziil (256) -féleképpen lehet kivdlasztani 6t f6t. (5) lehetSségiink van két

2
jeles és (3) j6 dolgozatot iré tanulé kivalasztasdra. Az eredmény:

GG
5)

a) Az azonos jegybdl all6 szdmok ¢ = 1 kvdciensd sorozatok: 111, 222, ..., 999. Ha az elsé két
jegy kiilonbozd, akkor a harmadik is. Ilyen szdm hat darab van:

124, 139, 248, 421, 842, 931.
A mértani sorozatot alkoté jegyekbdl 4116 szdmok szdma tehét 15.

=0,00532.

b) Az elGbbiekhez vegyiik hozza a kovetkezdket, illetve a forditottjukat
123, 135, 147, 159, 234, 246, 258, 345, 357, 369, 456, 468, 567, 579, 678, 789.

A fentieken kiviil lehetnek még 0-ra végzddd szamok is: 210, 420, 630, 840. igy a szamtani
vagy mértani sorozatot alkotd jegyekbdl all6 haromjegyd szamok szdma 15 +2-16 + 4 = 51.
Szdmtani sorozatot pedig 9 + 2-16 + 4 = 45 szdm szdmjegyei alkotnak.

P :£z0,882.
51

c) Csupa kiilonboz6 jegybdl all6 haromjegyl szdmok szdma 9-9 -8 = 648 (az elsd helyre nem
frhatunk O-t, utdna azt azonban mdr igen, de az els§ helyre irt szamot mar nem). A kiilonb6z38,
de szdmtani vagy mértani sorozatot add jegyekbdl dll6 haromjegy(i szdmok szdma 51 — 9 = 42.

P=1—£z0,935.
648



EEB o) Ha mindkét forduléban haromszorozunk 4-es dobéssal, akkor 10 €-32 =90 €.
b) Legkevesebb pénziink akkor lesz, ha minden alkalommal elveszitjiik a pénziink haromnegyedét.

3
1
Egy-egy forduléban ennek valészintisége i, igy harom fordul6 alatt (ZJ .

c) 10 €-bdl 15 € csak gy keletkezhet, ha egyszer haromszorozunk, egyszer feleziink és egyszer
nem torténik a pénzzel semmi. Azonban mindegy, hogy melyik torténés melyik korben esik
meg. A hdrom kiilonboz8 lehetGséget 3! = 6-féleképpen permutdlhatjuk. Mivel mindegyik

3
valészintisége %, ezért a kérdezett valdszintiség: P =6- (Z) =0,09375.

@D A .legaldbb 6tszor dobunk™ végtelen sok esetbdl all, foglalkozzunk a komplementerével: ha vagy
elsdre, vagy mdsodikra, harmadikra vagy negyedikre hatost dobunk. Nézziik sorban.

Elsére dobtunk hatost: 1
P (elsére hatos) = g

Maisodikra tgy dobhatunk hatost, ha elsdre mast dobtunk:

P(masodikra hatos) =

| W

A
<
Harmadikra tgy, ha az els§ kettd nem hatos volt:

5\ 1
P(harmadikra hatos) = (g) 3

Végiil negyedikre gy, ha elétte haromszor nem taléltuk el a hatost:
3
1
P(negyedikre hatos) = (%) 3

A keresett valdszintiség ezek Gsszege:
2 3
P=l+§~l+(§) l+(§) -1z0,5177.
6 6 6 \6/ 6 \6/ 6
Tehét annak nagyobb a valdszintisége, hogy az elsé négy dobdsra sikertil a hatos.
10 15
5 5
) a) P=—-—+=0,0047; b) P=—+%=0,056;
25 25
5 5
¢) Figyeljiik meg, hogy a csupa epres, csupa meggyes €s a vegyes esetek kiadnak minden lehet-

séges esetet, rdaddsul kizarjdk egymadst. Igy a vegyes valdszintiségét megkapjuk a masik kettd
Osszegének komplementereként:

P(vegyesen van epres és meggyes) = 1 — [P(csak epres) + P(csak meggyes)] = 0,9393.

Megjegyzés: Méas mddon is szamolhatunk, 6sszegezve az 1 eper — 4 meggy, 2 eper — 3 meggy,
3 eper — 2 meggy, 4 eper — 1 meggy eseteket.

GED Alkalmazzuk a val6szintség-szdmitds szita-formuldjdt a K: Kati nyer, J: Jani nyer eseményekre.
A szoveg alapjan P(K)=0,6; P(J)=0,5 és P(KJ)=0,25. Igy:
P(K+J)=P(K)+ P(J)-P(KJ)=0,6+0,5-0,25=0,85.



A dobozban volt 50 z6ld és 30 kék gyongy. Ha legaldbb kettS kék, akkor lehet 2, 3,4, 5, 6,7 vagy
8 kék. Ez elég sok eset, ldssuk a komplementerét. Ez csak két eset: 0 vagy 1 kék (és 8 vagy 7 zold).

4
30) (50) (30) (50
0)\8) (1)17
+
80 80
8 8
FH) a) P=0.25. b) P=0,25%=0,015625.

c) P=025%-0,753-0,25 = (0,25-0,75)> = 0,0066.
d) Sajnos nem tudjuk, melyik négy kérdésre ismeri a helyes vdlaszt Karoly, igy elsének ki kell

Az Osszes esetek szama mindkét esetben (6) fgy a keresett val6szintség:

1—

=0,88.

valasztanunk a hat kérdésbdl ezt a négyet (2) -féleképp (vagy éppen a kettS rosszat). Tudjuk,

sz

hogy minden j6 vdlasznak 0,25 a val6szintsége €s minden rossz vélasznak 0,75. A négy
helyes és kettS helytelen valdszintisége igy 0,25%-0,752. Osszesen:

P(négy jo, ketts rossz) = (?J -0,25%-0,75% = 0,033.
Megjegyzés: A feladatban visszatevéses mintavételt alkalmazunk. A ,,visszatevés™ itt azt jelenti,
hogy tobbszor adhat jo €s rossz vélaszt is Karoly.

aiFal A szabalyos haromszog azonos oldalhoz tartoz6 nevezetes vonalai (stlyvonal, magassag, szog-
felezd) egybeesnek. Igy beirt kdrének sugara megegyezik a magassag harmadaval, amit Pitagorasz

tételébdl ki tudunk szdmitani: m =~+/300, r = —. A valdszintiségek meghatarozasahoz a teriilete-

V3
ket kell kiszdmitanunk: T = 20V300 _ 10073, T = %
TO T
=—=—==0,6046.
@ P T, 33

b) Annak a valdszintisége, hogy nem taldljak el a szdmlapot, komplementere az el6bb kapott

értéknek: )
T T
=|——| |1 - —=|=0,1445.
P (&5) ( &E)

¢) Mér mindent tudunk, csak azt nem, hanyféleképpen rakhatjuk sorba a kettd lecsiszo és a harom

ott ragadd dobast: 3 2
5\ (7 T
=[] |—|-|1-—=|=0,3455.
P (3) (&5) ( 3«5)

a) Minden pakliban minden tipust lapbdl (dsz, kiraly, hetes stb.) négy darab van. Igy egy kihtdzott
figurds lap valészindsége ;—2 =0,5 és egy hetes valdsziniisége ;iz =0,125. Mivel nem tudjuk,
mely lapokon szerepelnek figurdk, ezért a kihdzott 7-bdl vdlasszunk ki erre a célra négyet
(ZJ -féleképpen.

A keresett val6szintiség: P = CJ -0,54-0,125% = 0,0043.



b) Legfeljebb ot figura jelenthet 0, 1, 2, 3, 4 vagy 5 lapot. Térjlink at a komplementer ,,mind a hét
figurds vagy egy nem az” esemény valdszintiségére:
P(legfeljebb 6t) =1 —[P (hét) + P(egy nem)] =

=1 @0,57 10,1250 — @-0,560,1251 ~0,9785.

A szoveg szerint A-ba 12 fid és 12 lany jar, a B-be 16 fit és 8 lany.
12 8) (12
8 0,4 b 2) 0,35; ZAY
a) % — Y, ) 20 ) ’ (/) 20
2 3
12\ (16) (12) (16
J 3) U1 1) \3 0.5
+ ~0,5;
) 28 28
4 4
e) A kovetkezs esetek lehetségesek: 4 f6 az A-bdl, 3 a B-bdl; 5 6 az A-bdl, 2 £6 a B-bdl; 6 {6
az A-bdl, 1 {6 a B-bdl. (A komplementerre nem érdemes attérni.)

,G0E) G666 56,
5 60 6 6

a) Ha minden kérdést passzol valaki és még szerencséje sincs, akkor négy alkalommal osztjdk el
hattal az éppen aktudlis pontjainak szdmat. 1296:6* = 1, azaz egyetlen pont a megszerezhetd
legkevesebb. A maximadlis pontszdmot akkor éri el a jatékos, ha minden esetben meg tudja
hdromszorozni pontjainak szamat: 1296 -3* = 104976. Ehhez szerencsésen kell dobnia, és
a vélaszt is tudnia kell mind a négy kérdésre.

=0,29;

b) A maximadlis ponthoz ismerni kell a helyes valaszokat, és négy alkalommal kell dobni 5-6st vagy
4

4
6-ost. Ennek val6szintsége (%) =(,0123. A minimdlis pontszimhoz (2) = (0,482 valdszint-
séggel jutunk, ha mindig passzolunk, és nem dobunk 6-ost.

¢) 5832 pontot akkor ér el egy jatékos, amennyiben kiindul6 pontszdmat 4,5-del szorozza meg,
5832:1296 = 4,5. Gondoljuk at, milyen egyiitthatok mddosithatjdk a pontszdmokat!

Ha tudja a valaszt, akkor az A vagy B lehetGséget valaszthatja. A dobastdl fiiggéen 3, % 2, %

a szorzotényezS. Amennyiben kihagyja a kérdést, akkor vagy nem valtozik a pont, vagy hatoda
1

lesz: 1, g a szorzo.

A 4.5 szorzétényezdt ezekbdl kétféleképpen kaphatjuk meg: 4,5 =33 - é =32.1. % (A feltétel

szerint ha megprébal vdlaszolni a kérdésre a jatékos, tudja a védlaszt.) Azaz vagy
—hdrom A lehet&séget valaszt, dobdsa 5 vagy 6 és egy kérdést passzol, de nem dob 6-ost, vagy

— kétszer valaszt A-t (dobdsa 5 vagy 6), egyszer B-t (dobdsa 1, 2 vagy 3), és egy kérdést nem
tud, de 6-ost dob.



Az elsé véltozat négyféleképp torténhet meg attdl fiiggden, melyik kérdést passzolja. Ennek

valdszintisége a feltételek mellett:

3
4. (2) . (é) =0,123.
6/ \6
!
A masodik eset % =12-féleképp valdsulhat meg:
1. )
2 (@ ) (0)-0mm
6/ \6/) \6

Az eredmény a kett§ Osszege, p = 0,234.

A legjobb, ha grafok segitségével tekintjiik 4t Kornélia barangoldsét az egyes esetekben.

a) Az elsé esetben az A oldal négy hiperhivatkozasabdl egy mutat B-re, B 6t linkjébdl egy mutat
C-re és igy tovabb egészen E-ig. A Nelli altal bejart utat a piros vonal mutatja. A keresett
valdszinilség az egyes lapok valasztasi valdszintiségeinek szorzata, vagyis

p1. 1 11 =0,00625.
2 4

. . 1 .
b) Ebben az esetben A-rél kozvetleniil is elérheti E-t 2 valészindséggel, illetve ugyanekkora val6-
1 . .
szinlséggel tovabbléphet B-re. B-r6l 3 valdszintiséggel jut E-re vagy ugyanennyi eséllyel megy

tovabb C-re és igy tovdbb. A keresett valdszintiség pedig

pot L T LT T LT T 433105
4 45 452 4524

o . N R
c) Az eldz6 esethez képest annyi véltozast tapasztalunk, hogy az A oldalrél ugyan most is 7 val6-
szinliséggel jut Kornélia E-re, dm minden mds utat védlasztva B-re jut 7 valészintiséggel. Hasonlé

1 . 4 A e
a helyzet a B lapon: 3 valoszintséggel kattint E-re és 3 valoszintséggel C-re. A valoszintség:

1 31 341 3411
4 45 452 4524
d) Akérdés ebben az esetben az, hogy mekkora valészintiséggel nem taldl Kornélia a n6i magazin
E oldaldra. Az A oldalon hdrom, B-n négy, C-n egy és D-n hdrom hiperhivatkozdsra is
kattinthatunk, hogy elkeriiljiik E-t. Tehat

Megjegyzés: Vegyik észre, hogy a c) és d) eset grafjaban lathaté kiilonbség a kérdések megvala-
szoldsaban nem jelent eltérést. Mindegy, hogy a D oldalrél mennyi ,,nem E” helyre juthat. Igy
vildgos, hogy a c) és d) részben kapott valdszinliségek dsszege miért 1 (komplementer események).



Statisztika — megoldasok

A minta terjedelme 12.

Kategoria Gyakorisag Relativ gyakorisag
A hdrom kategoéria: pe— 8 0.40
0-4, 4-8, 8-12. N
e e s Kozepes 7 0,35

A gyakorisagi tdbldzat:

Magas 5 0,25

(Osszesen 20 1
a) A 6 elemd minta rangsorban: 2,4, 4,7, 8, 11.

Bt
M€=Q2=324’ O1=n, Q=rs.

b) A7 elemd minta rangsora: 7, 11, 12, 13, 15, 16, 20.
M€=Q2=V4, Ql=r2, Q3=r5.
¢) A 8 elemd minta rangsora: 2, 3,3,5,5,6,7,9.

d) A9 elemd minta rangsora: 1,4, 8, 11, 11, 11, 15, 20, 43.
Me=Q, =rs, Ql=r2+r3, Q3=m.
2 2
Ezek alapjan a mintdkat jellemz6 kozépértékek:
Minta Atlag Modusz(ok) Also kvartilis Median Felsé kvartilis

a) 6 4 4 55 8

b) 13,43 — 11 13 16

c) 5 36s5 3 & 6,5

d) 13,78 11 6 11 17,5

Az a) minta terjedelme 11 —2 =9. Szérdsa és medidntdl vald abszolit dtlagos eltérése:
s_\/(2—6)2+2-(4—6)2+(7—6)2+(8—6)2+(11—6)2_3
= < =
_12-5,5/+2-14-5,5+|7-5,5/+|8 - 5,5/ +|11-5,5|
6
A c¢) minta terjedelme 9 —2 =7. Szdrdsa és medidntol valo abszoliit 4tlagos eltérése:
—5)2 (4 —5)2 (5 —5)2 _5)2 _5)2 _5\2
Sz\/(z 5°+2-(4-5°+2-(5 5; +(6-5+7-5-+09-5) = 375 =218,
12-51+2-14-5[+2-15-5+16 -5l +|7-5+19-5] 14

AAE —=1,75.
6 8

i

AAE =2,67.




a) A megoldashoz kordiagramot (vagy sdvdiagramot) készitlink, 00
mert ezen jOl latjuk az egyes kategdridk mekkora ,,szeletet”
tesznek ki az egészbdl.

72°

A relativ gyakorisdgok sorban:
0,2; 04; 0,3;

igy a kordiagramban a kategéridkhoz tartozé kozépponti
szogek rendre

0,2-360°=72° 0,5-360°=180° és 0,3-360°= 108" e ——
B

(Sdvdiagram esetén a sdv hosszdt szorozzuk a relativ gyako- ; -
risdagokkal.) 20% 50% 30%

252°

b) A megoldashoz oszlopdiagramot készitiink, mert az oszlopok
egymashoz viszonyitott magassagait els6 ranézésre atlatjuk.
A vizszintes tengelyen a kategoridkat, a fiigg6legesen pedig

a gyakorisdgokat dbrazoljuk. | | | I
-
A B c

¢) A megoldashoz dobozdiagramot készitiink. Ehhez sziikségiink
van a legkisebb (3), legnagyobb (8) elemre, illetve a kvarti- }—D:I—{
lisekre (Q; =5; O, =5.,5; O3 = 7). Akész diagramrdl leolvas-

hatd, hogy az adatok legaldbb fele 5 €s 7 kozé esik (azon beliil S

- M W A~ o

7 z

az 5-hoz kozelebb), a szE€lsS értékek pedig a 3 és a 8.

Atlagot az osztdlykozepek alapjan tudunk becsiilni. Ezek a kovetkezdk:
4+0:2’ 9+5:7, 14+10:12‘
2 2 2

A stlyozott dtlag a minta becsiilt atlaga:
7-2+11-7+2-12
20

=5,75.

a) A kozosség egyetlen méduszét a kozépkoriiak alkotjdk.
A fiatalok mésfélszer annyian vannak a k6zosségben, mint az aggkoriiak.
Mivel itt latunk értékeket, az osztalykozok segitségével becslést adhatunk az atlagéletkorra:
6-15+10-45+4-80 _
20 -

43.

b) A kozépkortiak a minta felét teszik ki. A medidn értéke is ebben a kategéridban van.

c) A kozosség legfiatalabb tagja is mar 10 éves, a legidGsebb pedig nagyjabol 87-88 éves.
A minta terjedelme kb. 87 — 10 =77 év.

A kozosség legalabb fele 20 és kb. 58-59 év kozotti, az emberek negyede kb. 48-49 és 58-59
kozotti.



a) Az (1) diagram készitGje az y tengely maximumdanak megnovelésével ,,elbagatellizdlja” a no-
vekedést: azt szeretné lattatni, hogy ezekben az években a korte dra gyakorlatilag véltozatlan.

A (2) és (3) diagram készit6i azt szeretnék bemutatni, hogy a korte a 2040-es évek elején nagyon
dragulni fog. Ehhez az y tengely minimumadt kozel valasztjdk a legkisebb értékhez. A (3) ké-
szit§je még csak nem is az éveket tiintette fel a vizszintes tengelyen.

A (4) diagram készitdje teljesen hibdsan dbrazolta kordiagramon az idébeli folyamatot, rdadasul

2041-et vette ,,elére”: igy az tlinik a legnagyobbnak, holott az a legkisebb érték!

b) 1ddbeli folyamatot helyesen dbrédzolni alapvetSen oszlop-, vagy vonaldiagrammal lehet, meg-
feleléen megvdlasztva a tengelyeken az egységeket. Igy redlisan latjuk a novekedés mértékét.
Példaul:

Ft Ft
25 25

% .___.——0——. ) ||
0

2041 2042 2043 2044 év 2041. év 2042. év 2043. év 2044. év

N

-
3
[

—
o
o

(3]
(31

Az dtlag jelentése, hogy lecserélve az adatokat erre az értékre, az 6sszérték valtozatlan marad. Tehat
ha a lanyok, illetve a fitik egymads fejére dllndnak, akkor 20-166 és 10-175 cm magasak lenné-
nek. Vagyis az osztdly dtlagmagassaga:

20-166+10-175

30

=1609.

EED Jelolje f a fidk szamat, ekkor a ldnyok szdma 3f, az egész osztdlyba 4f tanul6 jar. Jelolje y a 14-
nyok atlagmagassdgat, ekkor a fiiké y + 10. Felirva az osztdly atlagat:

f-O+10+3fy o
4f
Egyszertsitsiink f-fel és szorozzunk fel 4-gyel:
y+10+3y=4y+ 10 = 680.
Innen a lanyok 4tlagmagassaga y = 167,5 cm.

EED a) Akezds munkavallal6 valésziniileg olyan munkakdrbe keriil, amiben valdsziniileg a cégnél a leg-
tobben dolgoznak. Tehat érdemes a B céget valasztania, mert ott a fizetések médusza nagyobb.

b) Aki mar rendelkezik hosszabb gyakorlattal, az valdsziniileg mar magasabb besoroldsba kertil.
Az A cégnél a medidn kozelebb van az dtlaghoz, a médusz viszont tdvolabb van téle, tehét
tobben vannak az atlag koriil vagy az felett.

s

¢) Hosszu tdvon valdsziniileg a B cégnél éri meg dolgozni: mivel itt nagyobb a fizetések terje-
delme, ezért itt magasabb a vezetd beosztasban dolgozok fizetése (valosziniileg a kezdd fize-
tések mindkét helyen nagyjabol ugyanakkordk).
Ak a) Ilyen ok lehet:
(1) gyorsan pénzre van sziikségiink;
(2) nem annyira sietiink, de szeretnénk egy nagyobb Osszeget;
(3) a lehetd legtobb pénzt szeretnénk, amit aztdn nem is haszndlunk fel azonnal.

........................ - 188



b) A ketts koziil a B autét érdemes meghirdetniink a minimumadr kézelében: mivel hasonldéan
népszerdek, hasonld valészintiséggel viszik el az alacsony drfekvéstieket, viszont ezért tobbet
kapunk, mint az A-ért.

Az A autét érdemes meghirdetniink a fels§ kvartilis és a medidn kozott: az autdk egy jo
részét ott hirdetik, el6bb-utébb a miénk is gazdara taldl.

Donthetiink érzelmi alapon, a maximum mindkét tipusndl egyenlS: barmelyik autot
meghirdethetjiik.

Megjegyzés: A hasznalt autdk dra erdsen fligg az elhasznalodas mértékétsl. Egy bontd-
szokevényt nem lehet a maximum kozelében eladni, és egy valdban j6 allapotd autét sem
fognak meghirdetni nagyon olcsén.

a) A szorés és az AAE értékei kozott egyik esetben sincs kiugré eltérés. Az A cégnél az atlag,
a modusz és a medidn is ,,egylitt” mozog. Azonban a B-nél mig az atlag €s a médusz nem tér
el nagyon, addig a medidn az atlagtdl tobb mint egy szérdsnyit eltér: ez az elgépelt adat. Ha csak
egy jegyet iitottek félre, akkor a helyes adat a 34.

b) Abrazoljuk egy szdmegyenesen a megadott szimokat! A B cégnél 30 évnél fiatalabbak is
dolgoznak szép szammal, mig az A-ndl szinte mindenki tobb 10 éves tapasztalattal rendelkezik.
A B cég alkalmazottjai nagyjabol 10 évvel fiatalabbak az A cég dolgozdindl.

AAE Me  aaf
o i

A cég Mo e

Atlag
5 I

22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58

B cég Moe

|
ME e AAE

Az A dolgozéinak fele szinte mindenkinél idésebb a B cégben.

99,

Az A-ndl median < atlag, ezért az idGsebb 50% korban jobban ,,széthtiz”’: nagy valdszindséggel
taldlunk nyugdijkorhatdrhoz kozel esSket, pdlyakezdét szinte biztosan nem. A B-nél forditva
van: atlag < medidn, igy a fiatalabb 50% sz6rddik jobban szét: valészintileg sok palyakezddt
alkalmaznak (korban lefelé itt nem tudunk olyan sokat eltdvolodni, mint a mdsikndl felfelé, ezért
a szamuk kell, hogy nagyobb legyen), és szinte biztos, hogy nincsenek a nyugdijkorhatart még
csak megkozelitdk sem.

Mivel hét elemrdl van sz, ezért a rangsorba allitott r, ..., r; elemekre:
r=01=12, ry=0,=14, rg=05;=20.
Ha az egyetlen médusz hdromszor fordul eld, akkor r5 = r; = 20.
A terjedelem miatt r; =20 — 14 = 6.

Mir csak az a kérdés, hogy ry értéke mi lehet. Ezt a tobbi adat és az dtlag ismeretében ki tudjuk
szamitani: r3 = 13.
Egy lehetséges minta: 6, 12, 13, 14, 20, 20, 20.
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Van-e mésik megoldas?

Ha kétszer fordul el az egyetlen médusz, akkor vagy (1) rs = rg =20, vagy (2) rg =r; = 20.

Az (1) esetben r; = 21, aminél a terjedelem miatt r; = 7. fgy az 4tlag véltozatlansagéhoz legalabb
2-vel kellene csokkenteni a tobbi adatot, de mivel a tobbi mar adott, ezért csak ry valtozhatna. Am
a médusz miatt 12 < r3 < 14, tehdt ez nem lehetséges.

A (2) esetben a minta nagy része a terjedelem €s a modusz miatt rogzitett: 6, 12, 13, 14, rs, 20, 20.
Azonban az 4tlag miatt rs = 20, tehat nem kapunk 4j, a feltételeket kielégitd mintdt most sem.

A vélasz tehat igen, egyértelmiien meghatdrozzak a feltételek a mintat.
A minta medidnja 101, igy a t6le vett eltérések abszolutértékei 101 —x, 15, 15, y — 101. Ezeknek
Osszege 4-20 = 80, tehdt y —x =50, vagyis y =50 + x.
A szérdsnégyzet 441. A minta atlaga:
x+86+116+50+x 2x+252

0,5x + 63.
4 4

Irjuk fel a szérasnégyzetet és alakitsuk at:
[x = (0,5x +63)]* +[86 — (0,5x +63)] > +[116 — (0,5x + 63)]* +[50 + x — (0,5x + 63)]*
4
(0,5x — 63)2 +(23 - 0,5x)% + (53— 0,5x) + (0,5x — 13)% = 1764,
x2 — 152x + 7476 = 1764.

= 441,

Az x?—152x + 5712 = 0 egyenlet megolddsai: x; = 84 és x, = 68. Hozzdjuk tartozik y, = 134,
Nagysagrendileg (x < 86, 116 <y) megfelelnek, ellendrizziik Sket! A két minta medidnja meg-
egyezik.

Az elsé minta 84, 86, 116, 134. Atlaga 105, a mintaelemek &tlagtol valo eltérései —21, —19, 11,
29, mediantdl valé eltéréseinek abszolut értékei pedig 17, 15, 15, 33.

A masodik minta 68, 86, 116, 118. Atlaga 97, az atlagtdl valo eltérések —29, —11, 19, 21, a me-
diantdl valo eltérések abszolut értéke 33, 15, 15, 17.

Mivel az eltérések egyenldk, igy a szérasuk €s abszolut atlagos eltérésiik is egyenld.



ALGEBRA ES SZAMELMELET — 0SSZEFOGLALAS

Szamok és miiveletek — megoldasok

Egy lehetséges megoldas:

a)20+7-3-4-11=9; b) 13+9+6-5-13=10;
c)1+2-3+4-5=6; d 5+4-3-2-1=15;
e)5-6-7-8-9=-35; f) 10-3:6+4-5=25.

a) [1;2]; b) 1-2:3[; c) [-4:2]; d) 12:4];
e) () ) 18 g 1-2;3[; n) 1-3;71;
i) [-3;5]; Wi k) [2:4]0]7; 12 1 [-452[.
peldgul: L= 4 > 6 7 8 _2

33 132 132 132 132 132 33

Mivel % =0,03030303... és 3% =0,03125, megfelel példaul:

a =0,0304050607..., b =0,03040040004..., ¢=0,0306789101112...

A gondolt szdmok legyenek x €s y, ahol x > y. Felirhatjuk a kdvetkezd egyenletrendszert:
x—-y=8

x=2y+2}’ amibdl y=6 és x=14.

A két szdm Osszege: 20.
, S 248 P
a) Szamtani kozép: — =5, mértani kozép: v2 -8 =4.

b) Szamtani kozép: 1?7, mértani kozép: 4.

c) Szamtani k6zEp: 10, mértani kozép: 8.
d) Szamtani k6zép: 2, mértani kozép: 2.

a)¥:6, b=8; b)b=6: ¢) b=20; d)b=09;
e)b=2—5; f) b=736.
4
21 . 35 . .
a) ?:4,2, a keresett jegy 0; b) 2:5,83, a keresett jegy 3;
13

c) o= 1,857142, és 2010 = 6-335, a keresett jegy 2;

d) %=0’4117647058833529, és 2010 = 16-125 + 10, a keresett jegy 8.



a) 12 csomag.

b) 6 napra elegendd.

4+90-2 +288-3=1048 szdmjegyet irtak le.

Els6 jegyként 10 db, mésodik jegyként 9 + 10 + 10 = 29 db, harmadik jegyként 10 + 9 = 19, tehat
o0sszesen 58-szor irtak le az 5-0st.

@E) @) Hamis, példaul 15:5 =3.
b) Hamis, a 0-nak nem létezik reciproka.
c) lIgaz, példaul (-5)-(-7) =35.
d) Hamis, gondoljunk a tizedes tort alakra.
e) Igaz, példaul 7.
f) Hamis, példdul V64 =8 és /64 = 4.
EE) Mivel minden masodik szam péros, a nulldk szamat a szamok primtényezds felbontdsdban szerepls
0tosok szdma hatdrozza meg:
5, 10=5-2, 15=5-3, 20=5-22, 25=5% 30=5-3-2,
35=5-7, 40=5-23, 45=5.32, 50=5%-2, 55=5-11.

Mivel a szorzat primtényezdként 13 darab 6tost tartalmaz, ezért 13 nulldra végzddik.

@ Akkor tartalmazza a legkevesebb jegyet, ha a lehetd legtobb 9-es szerepel benne. A keresett szam
39999...99, tehat Osszesen 223 darab 9-est tartalmaz.
@) Ha a lehetd legkevesebb jegyet akarjuk felhaszndlni:
2000=2%-53=4.4.5.5.5=2-8-5-5-5,
a mdsodikbdl adédik a kisebb szdm: 25 558.

G a) % =1,3698, tehat 37%-kal kell felemelni az 4rat.

b) 0,73-0,7=0,511, tehat 51,1% lesz.
c) 0,73-1,45 =1,0585, tehat 105,85%-a lesz az ar az akcio elétti arnak.

EE) Mindkét alkalommal a 75 + 60 — 100 = 35% volt jelen.

Csak az els6 szinhdzlitogatdson 40%, csak a masodikon 25%
vett részt.

EE) 36% az 54 ember, a teljes Iétszdm 150 f6.

FED o) 198400 Ft: b) 61.29%: ¢) 163.16%.
1 215 503

5158 —; b) 2; —_— d) ——.

6E «) 3 ) 9 59 ) 1o

GE) a) 1623623 - 6232 =623 (1623 — 623) = 623 000;
b) 19562 - 9562 = (1956 — 956) - (1956 + 956) = 2912 000;

0) 3142-196 (314 +14)-(314 - 14)
328 328

=300.




Szamelmélet, oszthatosag — megoldasok

a) lgaz. b) Hamis. c) Igaz.

a) 15-tel val6 oszthat6sag:
(1) sziikséges, de nem elegend? feltétel példaul:
— a szamjegyek 0sszege oszthat6 legyen 3-mal;
— 0-ra vagy 5-re végzddjon az adott szam.
(2) elegendd, de nem sziikséges feltétel: az adott szdm oszthato legyen 30-cal.
(3) sziikséges és elegendd feltétel: oszthatd legyen 3-mal és 5-tel is.

b) 45-tel val6 oszthat6sag:
(1) sziikséges, de nem elegendd feltétel: az adott szdm O-ra vagy S-re végzddjon.
(2) elegendd, de nem sziikséges feltétel: az adott szdm oszthat6 legyen 90-nel.
(3) sziikséges és elegendd feltétel: a szdmjegyek 0sszege oszthatd legyen 9-cel, és O-ra vagy
5-re végz4djon az adott szdm.
c¢) 12-vel val6 oszthatésag:

(1) sziikséges, de nem elegend? feltétel: az utolsd 2 szamjegybdl all6 kétjegyd szam oszthatd
legyen 4-gyel.

(2) elegendd, de nem sziikséges feltétel: az adott szdm oszthat6 legyen 36-tal.

(3) sziikséges és elegendd feltétel: a szamjegyek Osszege oszthatd legyen 3-mal, és az utolsé
2 szamjegybdl allé kétjegyd szdm oszthato legyen 4-gyel.

a) Minden olyan pozitiv egész, mely a 15-hoz relativ prim: a # 3k, a # 51, k,l e Z".
b) a=24; 72; 120; ... 24 paratlan szamu pozitiv tobbszorose.

¢) a=20 vagy a=60.

d) a=3; 6; 12; 24; 48.

Hatdrozzuk meg a szdmlalé €s a nevezd legnagyobb kozos osztdjat.
a) (126;294)=2-3.7=42, E:M:E;
294 (2-3-7)-7 7
30 19 9 5 128
b) —; c) —; d) —; e) —; ———
) 49 ) 23 ) 64 ) 6 7) 3
a) Keressiik [60; 72] legkisebb kozos tobbszorosét, ezért primtényezds bontdsukat alkalmazzuk:
60=22.3.5, 72=32.23 [60;72] =23-32.5=360.
Igy az eredeti kifejezés atalakithato:
5 _7-2.3 55 42 25 17
22.3.5 32.23 23.32.5 23.32.5 360 360 360

b) Az a) feladathoz hasonlé eljarassal: [14; 5; 21] =210.
Az eredeti kifejezés atalakitdsa:
3 2 8 3.-3-5 2-2-3-7+ 8-2-5 _ 41

2.7 5 3.7 2.3-5-7 2:3-5-7 2-3.5-7_210




a) A esetén: [Ibdrmilyen természetes szam.

B esetén: Az egyik jel helyére pl. L] 2 tobbszorosei kell, hogy kertiljenek, igy a mdsik jel helyére
barmely természetes szam keriilhet.

C esetén: Az egyik jel (pl. A) helyére 3 tobbszorosei keriilnek, a masik jel helyére barmilyen
természetes szam keriilhet.
b) A esetén: [helyére 5 tobbszorosei kell, hogy keriiljenek.

B esetén: Az egyik jel helyére 2 tobbszorosei, a masik jel helyére barmely természetes szdm
keriilhet.

C esetén: Mindkét jel helyére barmely természetes szam irhato.

a) 11-2-5-sz6rose; b) 2-13-5-sz6rose; c) 11-2-szerese; d) 2-5-sz0rose;
e) 11-szerese; f) l-szerese; g) 11-5-sz0r0se; h) 13-5-szorose.

Primtényezds bontdsbol eredve: 60 = 22-31.51 a kitevSk eggyel novelt szorzata adja a pozitiv
osztok szdmat: 3-2-2 =12 pozitiv oszt6ja van a 60-nak.

Ellendrzés felsorolassal: 1; 2; 3; 4; 5; 6; 10; 12; 15; 20; 30; 60.
a) 39; b) 46; c) 322.
a) 10111101100,; b) 113230,4; c) 22031s.

a) a=0 vagy a=S§;

b) Ha x =0, akkor y lehetséges értékei: y = 1; 4;
Ha x =5, akkor y lehetséges értékei: y=2; 5

b

Ha a =4, akkor b lehetséges értékei: b =2;
Ha a =8, akkor b lehetséges értékei: b =1; 4;

2

7.

8.
c¢) Ha a =0, akkor b lehetséges értékei: b =0; 3; 6; 9.

5; 8.

7.
Mivel a legkisebb 6tjegyt szdm: 10000 = 19-526 + 6, ezért a megfeleld szdm a 10005.
Relativ primek: 297 és 800, illetve 297 és 560.
Van hdrom olyan szam, példdul: (210; 297; 560) =1; (210;297;800) =1; (297;560; 800) = 1.

Minden mds prim 6tszorose paratlan, ahhoz egyet adva paros, Osszetett szamot kapunk, tehat nincs
mds a feltételnek megfelel§ primszam.

A 28-nak a 28-adik hatvanydval oszthato.

a) A kitevSk pérosak, tehat négyzetszam.
b) Van pdratlan kitevd, tehat nem négyzetszam.
c) 842.97.25% =2126.314. 518 tch4t négyzetszam.

a) A szam oszthaté 3-mal.
b) A szam oszthaté 3-mal.
¢) A szam oszthat6 5-tel.

a) A szam péros és oszthatd 5-tel, tehat O-ra végzddik.
b) A szorzat pératlan és oszthaté 5-tel, tehat 5-re végzddik.
c) Az elsd hét primszam kozott a 2 és az 5 is szerepel, tehdt O-ra végzddik.

.................. . 194



Ha a; +a; +d+a; +2d =51, akkor a; + d = 17. Mivel mindhdrom tag primszam, a kovetkezd
megolddsok lehetségesek:

a; =11, ekkor d=6, vagy a;=35, ekkor d=12, vagy a;=3, ekkor d=14.

a) 1033 +8=10000...0 + 8 =1000...08. A szamjegyek dsszege 9, tehat oszthat6 9-cel.
53 db 53 db

b) 1019 -4 =1000...0
10 db
- 4
99...996. A szamjegyek Osszege oszthaté 3-mal, tehdt 10'0 — 4 oszthaté 3-mal.
9.db
c) lasd a b) feladatot: 100 — 4 oszthaté 3-mal és 101 — 4 pdros, ezért oszthaté 2-vel is. Ebbél
kovetkezik, hogy a szdm oszthat6 6-tal.

Akl a) Az utolsé jegy 0, a szam oszthatd 5-tel és 2-vel.
b) Aszam csak 9-es és 3-as jegyeket tartalmaz, 0sszegiik oszthaté 3-mal, a szdm is oszthaté 3-mal.
¢) A szdm utolsé hdrom jegye 872, ezért oszthaté 8-cal.

i) Anna 20 percenként, Bea 25 percenként ér fel. Mivel [20; 25] = 100, ezért legkozelebb 10 6ra
10 perckor fognak taldlkozni.

FEA Mivel 15=3-5¢és 1350=2-33-52,

v =019 €8 ¢ 35=15  2.3.5=30 3.5=135 2.33.5=270
a kovetkezd szamparok felelnek meg:

b 2.3%.52=1350 3%.52=675 2.3.52=150 3.52=175
kik) Jovore Félix 3p éves lesz, és tudjuk, hogy 21 <3p <71, ezért 7 <p <23. A széba johet§ primek
hdromszorosait vizsgalva Félix életkora idén 38 év lehet.

Az els6 szém az adott id6szakban 10, a mésodik pedig 01-t61 59-ig barmi lehet. A 10-hez relativ prim
minden olyan szdm, amely nem oszthaté sem 2-vel sem 5-tel, ezek mdsodik jegye 1; 3; 7 vagy 9.

1-t8l 59-ig 24 ilyen szadm van. Tehat a valdszintség: % =(0,4.

kR Ha a szam oszthaté 10-zel, akkor oszthaté 2-vel €s 5-tel. Ha 10 darab osztdja van, a primtényezds
felbontdsa lehet p,° vagy p;-p,'. Az els6 tipus nem johet széba, mert 2 és 5 is osztdja.

A misodik tipusbél a legkisebb: 5-2% = 80.
FED 302 = 6 + 5a + 4a® egyenlet pozitiv egész megolddsa: a = 8.
a=4, b=2, c=3.

k) Az atalakitdst a kovetkezd médon végezziik:
A_n—2_n+3—5_1 5

n+3  n+3 n+3

5 osztéi: £1 és *5, igy

n+3=1 esetén: n=-2 és A=-4,
n+3=5 ‘esetén: n=2 és A=0;
n+3=-1 esetén: n=—-4 és A=6;
n+3=-5 esetén: n=-8 és A=2.



B o) 2102+ D*8 5 8 lehetséges értékei: n=0; 1; 3; 7.
n+1 n+1 n+1
b) 3n+5:3-(n—5)+20:3+ 20 , n lehetséges értékei: n=6; 7; 9; 10; 15; 25.
n-5 n->5 n-5

1la — 12b = 4(2a — 5b) + 3a + 8b, ezért oszthaté 29-cel.
Mivel (x;y) =5, ezért x=>5m és y=5n, ahol (m;n)=1. Igy x+y=5m+ 5n =200, amibél
m + n = 40.
Mivel (m; n) =1, ezért a megfelel§ szamparok:
(1;39), (3;37), (7;33), (9;31), (11;29), (13;27), (17;23), (19;21), (21;19),
(23;17), (27;13), (29;11), (31;9), (33;7), (37;3) és (39;1).
Tehat 16 megfelel§ szampar van.

@FA Ha x =0, nem lehet, mert 25 = 32 nem felel meg.
Ha x > 1, a bal oldal oszthaté 9-cel, tehat 259x is oszthat6 9-cel, ez csak x =2 esetén teljesiil.
Ez valéban megoldds, mert 2592 = 2592,
FFE) Legyen a 22010 szamjegyeinek szama x, az 52010 szdmjegyeinek szdma y, ami azt jelenti, hogy:
1071 <2200 < 10°— 1, illetve 107~ ! < 52010 <107 - 1.
Osszeszorozva a két egyenl6tlenséget:

A o oldal 10¥+y=2 < 22010, 52010 < (10% — 1)(10 — 1).
JobDb olaal:
(10*-1DH(10P=1) =10 =10 - 10" + 1 < 10*+Y - 1.
Tehat:
10x+y—2 < 102010 < 10X+y — 1,

azelsé tag x + y— 1 jegyd, a harmadik tag x + y jegyd, amibdl kovetkezik, hogy x +y—1=2010,
tehat x + y = 2011.
A szamjegyek szdmanak Osszege 2011.

Akkor kapunk primszdmot, ha az egyik tényezd 1, a masik pedig prim.
L eset:
In3-63l=1, ha n3-63=-1, akkor n nem egész,
ha n®-63=1, akkor n=4, de |n2 — 65| =49 nem prim.
IL. eset:
In2-65/=1, ha n?2-65=1, akkor n nem egész,
ha n?-65=-1, akkor n=8, ekkor |n®-63/=449 prim,
n=-8, ekkor |n3-63|=575 nem prim.
Tehat n =8 esetén lesz a szorzat értéke primszam.

(k) Haszndljuk fel, hogy
@+l 4 p2k+1 = (q + b)(aZk —a* b+ a®* 2% + ... + bZk).
Allitsuk parokba az 9sszeg tagjait:
12011 4 20102011, 22011 4 20092011 | &s igy tovdbb.

Mivel az alapok 6sszegével, 2011-gyel minden 6sszeg, valamint a kimarado, utolso tag is oszthatd,
ezért az 4llitas igaz.



Hatvany, gyok, logaritmus — megoldasok

1

a) 1672.1283 =2-8.221 =213, b) V1024 -64 3=25.2"2=23,
. 32 28 . 0 \4/256—3-4‘1_2‘6-2‘2_24

Y5125 215 ’ Js-7.2-5 2-7.9°5 :
a) 227.55.74; b) 27.7-2.577, c) 3; d) 53.38.2-2,
a) 2; b) 7°; c) 1; d) g

4+6 26 3 . . . .
a)7?=2 =8, b) 54, C) 3, d) 2,
e) 35.

9

24 9. /a . 2,
a) Na-’; b) 3()?, c) 3(\)/;, d) 3.
a) %; b) 21+ N7, ¢) 10.

d) Egyszer(sités, a nevezdk gyoktelenitése, 6sszevonds €s a nevezetes azonossdgok alkalmazasa
utan:
[7(7 =/6) + 6(V7 +/6)]- (1347 +/6) =1177.
e) A d) feladathoz hasonldan:

13 6 ~ (e R e ) e
(\/g_ﬁ—2(2\/§+ﬁ)]~(5\/§—8x/7)—2(5J§+8ﬁ) (58 —8/7) = —496.

3 1 2 5
> b) ——<x<—; <-3 va — <X
a) x 7 ) 5 X 3 c) x gy > x
d)x>%, x#1; e)3<x<T, x+4 REE
1
1 1 1 1 -— 1
1 Zl=—= < 387 =2 < logJ6== < 4 2=—;

.
b) 32 =_2 <« 51—10g58=g < 9s1ng=3 < ]0g381:4;

-2
c) 1og11(;/%:% < (tg%) :% < 13al=1 < 10022 =4,
4 24 1
-3 b)-12; -—; d) -2; -2; -
a) 3 ) c) 5 ) e) f) >
5 . 4 .
g) —6; h) > i) 3 J) =3 k) —10; 0)9;



a) x=+/8; b) x =64, c)x:%; d) x=33;

1 V5 i
e) x=373; f) 2736, g)5; h)ﬁ:%: 3
) oso L. ) 3 oL
)27 = j) 3 2= 1) 3.
83
D a) 27157562 b b) a2,
D a) 3; b) (V37 +48) - (V57 - J/48) =9 =3;
)2 d) 1042 +14;
e) N2T =2 + 27 +32 +2J(N27 = N2) - (V27 +42) = 2427 + 2425 = 643 + 10;
VK

2) (93 -15v2 +1032 +1633) - (15v3 +14+/2 +124/3 -942 —2/3) =
=(25v3-5v2)- (253 +5v2) =625-3-25-2=1825;
h) 8/3x +20+/3x —10+/3x —4+/3x = 14/3x;
i) (NS +TN5 + 7T =5V5) - (V5 = 7N7) = (V5 +747) - (95 - 7V7) =81-5-49 - 7= 62;
J) (445345 — 242 +342) - (545 - 445 242 + 42)- (V2 +5) =
=(5+42) (¥5-42)- (V2 +3)=(¥25-¥4)- (V2 +43) = (N5 -2) - (V5 +42) = 3;
k) (333 - 435 +433 -33/5) - (Y9 + 15 +325) = (7133 - 73/5) - (9 + Y15 + 325 ) =
=7-(¥3-35)-(Y32+ Y35+ 52);
a® — b? azonossaggal: 7(3 —5) = 7(-2) = —14.

@0 ) (1 +5) +J(1-V5) =l1+ 51 +11- 5| =275
b) (143 —\1=B) =143l - 1= 3l=2.

D a) Igaz. b) Igaz. ¢) Hamis. d) Hamis.
D a) loge, (log,16 - 1ogs25) =logg, (4 -2) = %; b) 1g(25'08:2 . 4loe.5) = 1g(4 - 25) = 2;

¢) logy (4172625 — 71°216) = logy(5 - 4) = 0

d) (10g,04 + 10gy) 510827 = (log,, 20)!08:27 = 102,27 = |



& «) 135; b) 30; c) 20; d) %

2 238

log,2 _ (4l02,2)" — 72 _ 4. 3-log,3 _ _9.

e) 16082 = (4l0e.2) =22 = 4 [t =
53 125 10 10

3—-log;4 _ - . 1-1g3 _ - .
g)5 Sogd = 4 h) 10 Y

i) 16085 = (42) % = (4102.5) = 52 = 25, j) N7 =Y )] B o ST
k) 16023 = (24)10gz3: (2log23)4: 34 = 81;

) 6aeza? = (y212) 7 2 (12 0242)" 2 512 = 4006;

. @)logz 5: (2_3)10g25: (210g2 5)73: 5-3_ L

log 52

1 1 1 25
log,9 — I — — — .
}’l) 101g2+22'20g4 —E+4 4708, —E+ 9—54—12—7,
3
) (eed) (aoe3) 3 33 3
)% (ees) 3 2727 97
) 8log649 /6410g(‘49 \/§ 3
p = =_=—;

810g¢§ 5 (\/g log 5 5)2 52 25

q) N106+1236 = /106 . {/10!236 =103 /36 = 6000;

Liog, 36 1 1
7) 19-192 %7 =19, (19108536)2 = 19. 362 = 1936 = 114;

s) I8 -3103 = 20;
1) (592 25 = (52.2)?. 25 = 4. 25 = 100;

3 p9 p3
u) Az értelmezési tartomédnyon: =—;
3 plog,,S 2
A B \f
10g25
\/E (2log5
1
10,16 (a10.2\2_ 1 _ (glog,16)2 _~2_ 1 _1
w) 101g2+J§ — (3l02:2) _5+(9°g )2-2 =+ V16— 4=,

m a) (l610g23)15: 8115 — 36() — 9_30 415 . 530 — m’

60
b) (10g82)6O: (%) — ?;60 E 30-12-log,3_ 9-60-log,3 _ 3—60;

2 2 5 7.5-5 2l
c)7-(11<g,2—1g5)=7-1§:z5 —lg . 1g128 +1g5~ —lg(2 -5 ):lg;;




) VA8 =43 =203+ W3 =12 + 23 —ﬁ=\/ﬁ+ﬂ=\/ﬁ+zﬁ;
60  60-(3V2 +3)

e) abal oldal: =122 +4J3 = TV2 + 52 + 43,

N2-3 18-3
50- (V3 ++2
a jobb oldal: >0 = ( )=10\/§+5\/§=6\/§+5\/§+4\/§, ez a nagyobb;
23-2 12-2

1 1 245 490 1 1 255 765
f) ﬁ+35,29=210,35=211,35 34,93 ol 34 il 34  oll.35°

T =
10731072
@B a) 3.5-107; b) 2,79-10%.
& Ja(2Jb +a) '3(2\/Z—JE)=§; " 5 '(\/E+3ﬁ)(\/§—3ﬁ)=i;
(Vb —Na)2Vb +a)  2Ja 2 SWx+3dy)  10(Vx =3Jy) 10
0 (Vx-5)(Vx+6) 2Jx+12 Jx+6 Jx+5 1

(x+5)(Vx=5) Jx+5 x+5 2(Jx+6) 2

B a) A teljes lakossag éves energiasziikséglete 8,5- 101 J, ennek 1%-a: 8,5-10'3 J. Egy turbina
365 nap alatt 40000-9-3600-365 =4,73- 10ty energidt ad. A két érték hanyadosa: 179,7,
tehat 180 szélturbina megépitésére van sziikség.

b) A teljes lakossdg éves energiasziikséglete 8,5-10' J, ennek 82%-a: 6,97 - 10" J.
Mivel egy 1 m? teriiletd napkollektor 1800-0,70 = 1260 W teljesitményt nyiijt, ezért 365 nap
alatt 1260-11-3600-365=1,82-1010J energidt ad. A két érték hanyadosa: 3,83 - 10° m?, tehat
ekkora teriiletti napkollektorokra van sziikség. (3,83 - 10° m? = 0,383 km?2.)

@30 Az 1000000 = 100000- 1,06* egyenlet megolddsa: x =
éri el a betét az 1000000 forintot. lg1,06

Atirva 10-es alapii logaritmusra:
1g3 1g4 1g5 gn+1) _

g2 1g3 Ig4 ~~  lgn

=39,5. A gyermek 40 éves korara

7,

Ig(n+1)
Ig2

A irjuk 4t a gyokoket tortkitevds hatvanyra, majd alkalmazzuk a logaritmus azonossagait:
1

egyszer(sitések utdn: =7, amib6l Ig (n + 1) =1g27, tehdt n=127.

1

i 57!—]
1\25
log, logs \*V... X5 =log, logs ([(55) D =log
5

5

1 2 n—1 n
T {(1)(1)@ .(1)}:1+2+m+(n_1)+n:n<n+1>,
5 25 sn-1 5n 11\5) \5 5 5 2

5

L
55TS -

W=
S ]

logs5

=



ALGEBRA ES SZAMELMELET - OSSZEFOGLALAS

Miiveletek racionalis kifejezésekkel — megoldasok
a) f(x) =-30x — 34, behelyettesitve: f (— 9 = 36;
b) f(x) =—-24x + 120, behelyettesitve: f (— 9 =176;

c) f(x) =102x + 5, behelyettesitve: f(—%j =-233.

a) Igaz, mert 1642 — 24ab + 9b* = (4a — 3b)>.
b) Nem, mert 4a — 3b = -5 is lehet.

a) (7-5a)(7 + 5a); b) b(10b + 9)(10b — 9);
¢) (c—12)% d) 20— d)%;

e) 5(e - 6)% f) f(T -4~

a) (6p* + 4’ b) (p—q)* vagy (q-p)%
c) —(p+ D% d) —(a+3)%

e) 3ab + 1)%; f) (a-2b)3

8) Om+z)(=m —-92); h) (m+z—p)(m+z+p);
i) —2m3z3(z + 2m); j) (b-m)(a+k);

k) (m—k)(5a + 1).

a) (a-3)a+7); b) (2b +5)(b +3);

¢) (4c—1)(5¢ = 2); d) d(6d +7)(7d + 6).

Hasznaljuk a gyoktényezss Osszefiiggést: a(x —xp)(x — x,).

3
2(a+)-(a+2) a+2. b) (b-7)-(b-2) ) b7
—2(a+ )(a 4) 4-a 6(b+1)-(b-2) 6(b+1)

a)

a) Ertelmezés: a # 0, egyszerusités utdn: a — 4;
b) Ertelmezés: b # 2, egyszer(sités utan: 2b;

c) Ertelmezés: ¢ # 4, egyszertisités utan: ¢?;
d) Ertelmezés: d # 7, egyszerdsités utan: d —7;

e) Ertelmezés: e # 12 és e #—12, egyszerisités utdn: 12;
e+

f) Ertelmezés: f# 10, egyszerdsités utdn:

f-10"
g) Ertelmezés: g # —6, egyszerisités utdn: £- o
g+

, 1 1y 1
& x + =+ 20— =47
X

X, X



b)

c)

d)

Wy

g)

h)

)

7

a)

b)

c)

d)

e)

beR, b¢—§, b =0, b;r&2
2 2

ceR, c#-5, ¢c#0, c#5
deR, d#-2, d#0
ecR, e#-3, e#-2, e;ﬁ—é, e#0, e;r&i
2 3
1
fEIR, f¢—5, f¢4
geR, g#3, g#-3, g#0, g#5, g#-5
g heR, g h#0, h#-g
ieR, i#-3, i;t—E
4
i,jER, i#—j

Ertelmezési tartomany

xeR, x;t—é, x;zr&é
2 2

xeR, x#-2, x#2

aeR, ail
3
beR, b;t—é
2

ceR, c#-6, c#6

A miivelet eredménye

a
3a—-1

2b+3
5b

d-2

(e=1)-(e+2)
e2-(e+3)

2
3(ﬂ]
f-4
2

8
(g+3)g-95)

g—h

2
2(i+3)
3(2-3i+9)

50— )

4@+ j)

A miivelet eredménye




Ertelmezési tartoméany A miivelet eredménye

f) deR, d#-10, d#10 -1

S(e + 156)(6 -3)

2) eeR, e#+-3, e#3 _S5e+16
2e+3)e—-3) 2e+6
h) feR, f#-3 _ =5
’ (f +3)?
. 1
i) geR, g#-5 g#2 e —
2-g
.2_ .
J JER, j#-2, j#2 R

Q-2+

9a% —4b> (3a+2b)(3a—-2b) _

1
30a +20b 10(3a + 2b) 2’
1543 1543 1543 3

b) = ==
9a% —12a*b +4a®?  a3-(9a2 —12-ab+4b?) @ -(3a-2b7? 5

(5229 )

16 — 2x 6 2 6x-2 28
ED e ————=——=-=; b) =<2
2-x2+x) 21 7 5x-2 23

@& Ha a+ b +c =0, akkor ¢ =—a — b. Irjuk ezt be a kifejezésbe:
aA+a* (—a-b)—ab(-a-b)+b* - (—a-b)+ b3 =
=a®—a’—a?h +a?b + ab® - ab* - b3 + B> =0.

@B A feltételbsl: x2z + y2z = y2x + z2x, atrendezve: xz(x —z) = y%- (x — z), mivel x # z, ezért xz = y?,

ami annyit jelent, hogy =2
y

EEB Alakitsuk 4t a kifejezést:

(k 9) (1 3 1) K3-27 k2+9+3k  k3-27  (k-3)k*+3k+9)

—_—— - —=+—|= : = = =k— 3,

3 k2)°3 k2 k) 3k? 3k2 k2+3k+9 k2 +3k+9

ezértha keZt = (k-3)eZ.

Egyenletek, egyenlétienségek — megoldasok

a) x=26; b) x =65; c) x=%; d) nincs megoldas;
6 3 25

e) x 5 f) x g g8) ) o



i) x;=0 vagy x,=-1 vagy x3=§

k) x; =—4 vagy x,=-2;

a) x;=-3, x,=1;

b) xy=-4, x,=2;

.16
J)x==2

va x, =4
gy X4 25

1
[) x#15; x; =0 vagy x, =-7 vagy x3:5.

C))Cl:—z, x2:3; d)xl=1, X2:2.

y y y y
X2
5
Ix] 9 ) 5 5
? —Ix|+3 B ‘
_\._ E‘ o L L 2 :
-3 : L 12 : 1 3 x )
i 0
-5 -5 5| /x*-6 L
3x-2
68 46
a) x,=-3, x,=4,; b) x,=4, x,=—; C) Xy=—, Xr=—.
) X1 2 ) X 2 ) X o 2T

a) x B X ——é'

175 "2 7 )
b) az egyenlet alaphalmaza: x e R\ {0}; x,= 3 xy=-1;
c) x —E X, = é

100 T2

1 7
d) x;,==, x,=——;
) x| 30 2 5

e) az egyenlet alaphalmaza:
f) az egyenlet alaphalmaza:
g) az egyenlet alaphalmaza:

h) X1 =0, X2=9;
. 1
i) x; =0, xzzz;
]) x1=5, XZ=—5;
k) x1=0, X2:—10,
[) x;=2, xp=-4;

m) az egyenlet alaphalmaza:
n) az egyenlet alaphalmaza:

0) az egyenlet alaphalmaza:

a) Példdul: x> - 2x—15=0;

xeR\{5}; x=7, x,=3;
xeR\{-6}; x;=0, x,=-4;
xeR\{-3}; x;,=2, x,=-6;

x e R\{3}; azonosség;
xeR\{-5}; x=5;
xeR\{-4}; x,=0, x,=1.

b) példaul: 15x% + 7x -2 =0;
c) akét gyok 2 és 8, tehat példdul: x> — 10x + 16 = 0;
d) a mésik gyok: x, =3+ V7, tehét példaul: x% — 6x +2 = 0.

204



Az egyenlet Az egyenlet
alaphalmaza megoldasa alaphalmaza megoldasa
a) xzE x:z b) xg§ x:_§
5 5 3 3
1 1 .
¢) x<O0 vagy xZE x=—; d) %) nincs
5 1 .
e >= x=4 >— nincs
) T f) ie
g) xeR x1=6, x,=-6 h) ng x:E
8 8
i) xeR x=-4 J) %) nincs
) 2
k) x<20 x=20 ) xeR x=-2 és y:_g
5 _
m) y=>1 x=§ n) -5<x<5 x=4
11 18 2
=5; b) x=—; =—; d) 26; == =3;
a) x ) X 2 c) x 3 ) e)x 5 f) x
g) x=1; h)x:%; l)x=§; j) x=-3; k)x:—%; 1) x=4,
m) x=—
Az egyenlet
alaphalmaza kapott gyok(ok) megoldasa
1
a) xX>—— x=40 x =40
2
b) x>—— x=—l x=—l
5 5
c) (%) nincs nincs
d) x>4 x>4 x>4
e) x>—, xz1 x=3 w=23



8 MEGOLDASOK - 12. EVFOLYAM

Az egyenlet
alaphalmaza kapott gyok(ok) megoldasa
f) x>2, x#3 x1=0, x,=5 =5
2 _ _ _ _
g) x>§ xl—2, x2—1 x1—2, x2—1
h) x>4 X1=7, x2=—1 x=7
i) )c>2 x=6 x=6
7
s 2 3 s 1 4, 2 s
3r Vi3 n
In=3p 2= PDa=g n=5y
c) -1 <x<3; d) x<1
y y
5 5
[x+2[-1

1x=2 | I
X5 18 5
2X

13 ] 1 7
9 |2 o |l # el

i 8 10
g) ]-1;4[; h) —oo;——] U [—;oo[.

i 7 7
ma)le_;; b)x>—%; C)XS%’
d)x<—%; e)xsg; f)x>§;
g) —%<x<%; h) x2>2-2; i) x<l1.



Az egyenldtlenség Az egyenldtlenség

alaphalmaza megoldasa alaphalmaza megoldasa
a) x>0 x=10000 b) x>0 x>%
c) x>0 0<x<+7 d) x<10 x<9,5
x>+/26 vagy 3
e) x<-5vagyx>5 >= x=6
) & x<—26 7 75
g) x>l l<x<§ h) x>l l<x£9
5 5 5 5 5 5
—2 < x<—+/3 vagy

i) x<-3vagy x>3
) & P<x<2

a) Eredetileg 36 darabot vitt ki a piacra.
b) 5 darabot adott Mari néninek.

A gondolt szdm legyen x. Ekkor a kapott szdmok: 8 +x, 5+x, 3 +x. A gondolt szdm az 1.
A 3x + 5x =200 egyenlet alapjdn a szdmok: 75 és 125.
A 7(x —6) =4x — 6 egyenlet alapjan a fit 12 éves, az apa pedig 48.

A téblazat segitségével a kovetkezd egyenletrendszerhez jutunk:

Idépont Anya Szonja
x-4=6(-4) , 4 éve x-4 y-4
x+5=3(+5)
. . most X y
amibdl kapjuk, hogy x =40 és y = 10.
5 év mulva X+5 y+5

Tehat Szonja most 10 éves, az anyukdja pedig 40.

a) 4 évvel ezel6tt volt Moricka anyukdja 4-szer annyi idSs, mint 6 (mert ekkor 6 8, anyukdja
pedig 32 éves volt).

b) 12 év mulva lesz Mdricka anyukdja 2-szer annyi idGs, mint a fia. Ekkor életkoruk 24 és 48 év lesz.

Ha a szdmjegyek x és 10— x, a 10x + (10 —x) — 72 = 10(10 — x) + x egyenlet alapjdn a keresett
szam 91.

A gondolt szdm a 63.
A 31x+12=32(x—1)—4 egyenlet megolddsabdl: 48 sort jelolt ki, és 1500 facsemetét fog eliiltetni.

Ha a szdmok x +100 és x, akkora 4 = x+100-4 egyenlet alapjan a két szdm 132 és 32.
X

48 nap alatt végez 5 munkds napi 3 6éra munkdval.
Még 5 6rat kell Andrasnak egyediil dolgoznia.

2 g sziikséges a 92%-o0s kénsavbol.



a) 17 orakor taldlkoznak.
b) Bdlint 8 km-t, Gdbor 4 km-t tett meg a taldlkozasukig.

a) Mivel a tehervonat 5 6rakor indult, és 4 6ra 48 percet toltott tton, 9 6ra 48 perckor érte utol
az IC, mert az 8 6rakor indult, de csak 1 dra 48 percet toltott tton.

b) 144 km-t tettek meg taldlkozasukig.

ETH Ha tegnap x km-t futott: x —7 = x+3

, amibdl adédik, hogy tegnap 12 km-t, ma 15 km-t futott.

EB o) Az % + % =1 egyenlet megolddsa: x = % Koriilbeliil 9 6ra 5 perckor végeznek.

b) Az % + % =1 egyenlet megolddsa: x = % Koriilbeliil 10 6ra 4 perckor végez az djabb gép

a takaritassal.

c) Az % + % =1 egyenlet megoldasa: x = 4,8. Pontosan 10 6ra 48 perckor végeznek.

D a) 40 km.

b) A kerékpérosoknak elég délutin fél haromkor elindulni.

BB a) Az 52x=28(x + 3) egyenlet megolddsabdl: 3,5 liter alkoholra

van sziikség. (=)

b) Az 52-3 =(x+ 3)-30 egyenlet megoldasabdl: 2,2 liter tiszta

viz kell.

c) Az 52x=3-28 egyenlet megolddsabol: 1,62 liter alkohol

és 1,38 liter viz 6sszekeverése lesz megfeleld.

% Liter P
Alkohol 52 X 52x
Viz 0 3 0

Keverék 28 x+3 28(x +3)

@1 Csak az lehet, hogy az alap 3x, a szér 7x, ekkor a keriilet 17x = 221. Innen a hdromszdg alapja

39 cm, a szara 91 cm.

Grid) a) Az abszolit érték értelmezése alapjan:

11x-7, ha 11x-72>0, azaz x_l,
1x—7|= 171
7-11x, ha 11x-7<0, azaz x<1—1;
19
19-9x, ha 19-9x>0, azaz 3 > X,
[19 — 9x| = 0
9x—-19, ha 19-9x<0, azaz E <x
7-11x - 11x-7 11x-7
19 - 9x 19— 9x 9% -19

2~



Ha%Sx<%, akkor 11x-7=19-9x = x=1,3;

Ha x =2 39, akkor 11x—7=9x-19 = x=-6, ami nem felel meg a feltételnek.

Az egyenlet megolddsa: x; =—6, x, = 1,3.

A vizsgalt Lty
tartomany alakja, gyoke megoldasa

26 . . .

x < —= 14 — 3x =—3x - 26, nincs gyok nincs
b) —%Sx<% 14-3x=3x+26 = x=-2 x=-2

14 . . .
xZ? 3x—14 =3x + 26, nincs gyok nincs
xZ—% 5)c+13=L65 = x=0 x=0

9
x<—§ —5x—13=x+65 = x=-5 xp=-5
xZ% 2x—-3=-9-8x = x=-0,6 nincs
d)

3
x<§ -2x+3=-9-8x = x=-2 x=-2

11 .
XZZ 4dx—-11=2x-7 = x=2 nincs

e)

11 .
x<z “4x+11=2x-7 = x=3 nincs
x<—% —x+2-3x-1=5 = x=-1 x;=-1

f) —%Sx<2 —x+2+3x+1=5 = x=1 xn=1
2<x x—2+3x+1=5 = x=1,5 nincs



A

vizsgalt
tartomany

x<-2

g) -2<x<5

h) 3<x<4

)

7

x<0

k) 0<x<5

Ix-1l-6=5

D

x-1l-6=-5

x=5

Az egyenlet

alakja, gyoke

—x-2+5-x=10 = x=-3,5
x+2+5-x=10, nincs gyok
xX+2+x-5=10 = x=6,5
3—x—-@4-x)=2x+1 = x=-1

x—3—-(4-x)=2x+1, nincs gyok

x—-3-(x-4)=2x+1 = x=0

_x+65

S5x+13 x=0
Sx+13= 2+ x=0
spe13=218 o g
5x+13=_x+89 = x=E
13

30-x)+(=x)=25 = x=-25

35-x)+x=25 = x=-5

3x-5)+x=25 = x=10

lx-11=11 = x=12 vagy x=-10

x-1l=1 = x=2 vagy x=0

megoldasa

X1 = —3,5

nincs

nincs

nincs

nincs

X1 = —2,5

nincs

.X2=10

X1 = 12, .X2=—10

X3=2, X4=O



@@ o) Behelyettesitve x értékét, a 2a® — 16a + 24 = 0 egyenletet kapjuk, amelynek megolddsai:
a = 2, a) = 6.
b) Az egyenlet diszkrimindnsa: D = 9a% —4(2a% —a— 1) = a® + 4a + 4 = (a + 2)*> > 0. Tehit minden
valds paraméter érték esetén lesz valés megoldésa az egyenletnek.

B3 a) Egy oldalra rendezve és kiemelve: (x + 1)[2(2x + 1)(2x + 3) — (x + 2)(x + 3)] = 0.
Ebbdl (x + 1)(7x2 + 11x) = 0, megolddsai: x; =1, x, =0, x3= —%.
b) Az egyenlet alaphalmaza: x < -8 vagy x > 4.
Megolddsok: x; = -8, x, = 4, illetve az x> — 3x — 10 = 0 egyenletbdl: x; =5 (az x, =—2 nem
felel meg a feltételeknek).

¢) Az x—2=a jelolést bevezetve az a® — 5a + 6 = 0 egyenlethez jutunk, melynek gydkei: a; = 3,
a, =2. EbbSl: x; =5, x, =4.

d) A c) feladathoz hasonl6an az x> + x = a jelolést bevezetve: a® — 2a — 24 = 0. Ennek gyokei:
a; =6, a, =—4. Ebbdl:
vagy x2+x-6=0 = x;=2, x,=-3,
vagy x?+x +4 =0, nincs megoldas.

e) Az x? +x+ 1 =a jelolést bevezetve: a(a+1)-30=0 = a®+a—-30=0. Az egyenlet gyokei:
a,; =5, a, =-6, amibdl:

1+
vagy x> +x-4=0 = x1’2=1_T\/ﬁ,
vagy x?+x+ 7 =0, nincs megoldds.
a) Az n(n2— 3 _ 252 egyenlet megolddsai: n; =24, ny =—-21. A sokszognek 24 oldala van.
b) Az n(nz— 3) =n+ 250 egyenlet megolddsai: n; =25, ny =—20. A sokszdgnek 25 oldala van.
Az "D _ 465 1 Iddsai: ny =31, ny = —30. A sokszognek 31 oldal
c) Az = egyenlet megolddsai: n; =31, ny, =—-30. A sokszdgne oldala van.
5271
A vizsgalt Az egyenlet
tartomany atrendezésének modja, gyoke megoldasa
a) x> _% négyzetre emelés utdn: x; =3, x,=-1 w=3
b) x< 4 négyzetre emelés utan: x;=-1, x,= 4 xX= 4
5 9 g
c) x 2% négyzetre emelés utan: x; =8, x,=1 x =8, =1
d) x> _% négyzetre emelés utan: x; =0, x, =475 x=4,5
e) x> % négyzetre emelés utdn: x; =4, x, =2 nincs



Az egyenlet

A vizsgalt
P atrendezésének médja, gyoke
f) x> A négyzetre emelés utdn: x; =0, x, =3
8
beszorzas és négyzetre emelés utan:
g) x>3 x1=4, x2=12
h) x<-3vagy x> 1 négyzetre emelés utdn: x; =1, x,=-4
2
a gyokvondsok elvégzése utdn:
i) xeR lx-3|+[x+4]=11,
amib6l x; =-6, x, =5
: A oo Koo et 13
J) x=4 két négyzetre emelés utdn: x; =35, x,= —
1
k) x20 atszorozva és rendezve: x; = T X, =—1
1) x>3 beszorzas és rendezés utan: x; =7, x, =-1
m) x20 a Jx = a tj valtoz6 bevezetésével: x =16
n) S<x<4 atszorzas és Eégyzetrf emelés utan:
X1 = 3, Xy = —4
B a) x=0; b) x= 4
3 1
c) ==, x,=-4; d) x,=——, x,=3;
) x| 5y 2 ) X R
e) x1=0, x=-2; f)xp1 =25 xy=-4,
1 3
—; h) x,=4, x,==;
g) x > ) X 2775
. 1 . 1
1 —. xX= —,
) x 3 J) 3
k) x=1, [) alaphalmaz: x 20; x; =0,
1
m) alaphalmaz: x>0; x,=—, x,=0; n) x=—;
) alap 1575 2 ) >
8
o) alaphalmaz: x > -1; x:—a; p)x=2

Xy = 0,4;



x=7 =9 egyenlet gyoke: x = -4, ez nem megoldas.
3x+9

3x2+8

2x -1

az x = | megoldésa az eredeti egyenletnek.

a) Az egyenlet alaphalmaza: x > % Az

b) Az egyenlet alaphalmaza: x > % A =5x + 6 egyenlet gyokei: x; =1, x, =-2. Csak

c) Az egyenlet alaphalmaza: x > % A (2x+3)%=(4x + 1)(2x - 3) egyenlet gydkei: x; =6,
Xy = —%. Csak az x = 6 megolddsa az eredeti egyenletnek.

(2x — 4)? 34

d) Az egyenlet alaphalmaza: % <x<l4. Ald—x= 0 egyenlet gyokei: x; =35, x, = ER

3x —
Mindkett6 megoldasa az eredeti egyenletnek.

e) Az egyenlet alaphalmaza: x > % A (9x-14)(3x + 10) = 100 egyenlet gyokei: x, =%,
X, =—4. Csak az x = ry megolddsa az eredeti egyenletnek.

8 23x+8 1 1

Az egyenlet alaphalmaza: x >——. A ———— =— egyenlet gyokei: x;, =4, x, =——.
f) gy p >3 Grid? 4 gy gy 1 257,

Mindkett6 megolddsa az eredeti egyenletnek.

g) Az egyenlet alaphalmaza: x > 0. A lgx-re misodfoku egyenletbdl 1gx; =3, Igx, =—1, ameg-
oldasok: x; = 1000, x, =0,1.

h) Az egyenlet alaphalmaza: x >0, x # 0,1, x # 10°. A lgx-re méasodfoki egyenletbsl 1gx, = 3,
lgx, =2, amegoldasok: x; = 1000, x, = 100.

i) Az egyenlet alaphalmaza: x > —1; x # 0. A logaritmus definici6ja alapjan 2x% + 1 = (x + 1),
aminek gyokei: x; =2, x, =0. Csak az x = 2 megoldas.

j) Az egyenlet alaphalmaza: x> %, x #1. A logaritmus azonossdgait felhaszndlva kapjuk

a 6x2 —23x — 35 = 0 egyenletet, amelynek gyokei: xX1=5, xy= —%. Csak az x =5 megoldds.
k) Az egyenlet alaphalmaza: x >2. A megoldds x = 4.
[) Az egyenlet alaphalmaza: x >0, x # 1. A megoldas x = 2.
m) Az egyenlet alaphalmaza: x > —-2. A megoldds x = 1.

n) Az egyenlet alaphalmaza: x > 4. A megoldds x = 8.

a) Azels§ egyenlet gydkei: x; = 8, x, = 2; a mésodik egyenleté: x; = 8, x, = —3. Mindkét egyen-
letnek megolddsa: x = 8.

b) Az els6 egyenlet értelmezési tartomdnya: x >0, gyokei: x; =

N W

3 X
, X, =——, de csak az elsé
2

felel meg. A mésodik egyenlet gyokei: x; = %, Xy = % Mindkét egyenlet megolddsa: x = %

BB o x=r. x=-1: D) 1=0, x=2
c)x 5_” __7_”. d)x T X _E x__z . __5_”.
T T T 1= RT e BEoT =T
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W) =Tk, xy= 1 kiez: b)y=Tikn x= T+l T kiez
3 9 3 3 12 2
r T 11x
¢) x=—+k-=, keZ; d) x=——+kn, keZ,
2 "2 12
o) x="Eik. T kez: ) x=-Frkn x,=-Fiin kileZ:
12 2’ ’ S T T
T T
g) x1=5+k7r, x,=2Ir, kleZ, h)x:k-g, ke Z.

a) A masodfoku egyenletbdl sinx =1, azaz x; = % +2kn, keZ,

vagy sinx=—%, amibdl x2=%+2kﬂ, x3=—%+2m, kleZ.

b) A masodfokii egyenletbdl cos x =+/3, aminek nincs megoldésa;
vagy cosx = ? amib6l x, = % + 2k, x,= —% +2Ir, kleZ.

¢) Mivel sin?x = 1 — cos?x, a masodfokd egyenletbdl cosx =1, azaz x| =2krn, keZ;
vagy cosx = % amibdl x, = % +2km, x3= —% +2Im, k,le”Z.

2

d) Mivel cos?x = 1 —sinx, a masodfoki egyenletbSl sinx = 4, aminek nincs megolddsa;

vagy sinx = % amibdl x; = % +2km, x,= 5?” +2n, kleZ.

e) Az egyenlet alaphalmaza: x # % +kn, keZ.

Beszorzds és szorzattd alakitds utdn sin x =0, amib6l x; =kr, ke Z;

2 )
vagy cosxz%, amibdl x, :%+2kn, x3:—%+21ﬂ, k,leZ.

f) Az egyenlet alaphalmaza: x # krw, ke Z.
Beszorzas és szorzattd alakitds utdn sinx =0, amibdl x; = 5 +km, keZ;

vagy sinx:—?, amibdl x2:4?n+2k7r, x3=—§+217r, k,leZ.

g) Az egyenlet alaphalmaza: x # % +2km, keZ.

2 2

Atszorzas és az 1 —sin®x = cos2x helyettesités utdn cos2x —cosx =0, amibsl cosx- (cosx— 1) =0.

Ez két esetben teljesiil: ha cosx =0 vagy cosx=1.

T P ‘. P . 3n
Ha cosx=0 = x= 5 + kr, de az értelmezési tartomdny miatt x; = ? +2kn, ke Z.

Ha cosx=1 = x,=2In, [eZ.



h) A cos’x —cos?x =0 egyenletbsl kiemeléssel kapjuk: cos?x-(cosx — 1) =0, ami teljesiil,

ha cosx=0 = x1:£+k7t, keZ vagy cosx=1 = x,=2In, leZ.
2

i) Ha cosx # 0, leoszthatunk vele, igy:

1_sin’x = l—t2x = £—|t xl
3 cos’x 3 g 3 g

ami csak akkor teljesiil, ha x; = % +kr, keZ vagy x,= 5?” +lin, leZ.

Megjegyzés: Ha cosx =0, akkor sinx = 0-nak is teljesiilni kellene, ez pedig nem lehetséges.
J) Kéttényezss szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0. Ekkor cosx =0 vagy tgx=0.
A tgx miatt az alaphalmaz: x # g +km, keZ. Hacosx=0, akkor x = % +km, keZ, nem
teljesiilhet, ha tgx =0, akkor x=Ix, [€ Z, ez j6 megoldas.
k) Mivel cosx #0, mert ekkor sinx =0 kellene, hogy legyen, de ez nem lehetséges, ezért:

X # % +km, ke Z. Osszuk el az egyenletet cos”x-szel: tg?x +3-tgx — 4 =0 egyenletet kapjuk,

amibsl tgx =1 = x1=%+k7r, keZ, vagy tgx=-4 = x,~-133+in, leZ.

[) Az egyenlet alaphalmaza: ctgx miatt x # km, ke Z.
Abal oldalon a ctg?x, a jobb oldalon pedig a 3 kiemelése utan: ctg?x(1 + ctgx) = 3(1 + ctgx).
Szorzatta alakitds utdn: (ctgZx —3)(1 + ctgx) = 0. Ha a szorzat elsé tagja 0, akkor:

ctgx=+J3 = x1:%+kﬂ, keZ és x2=%+ln, leZ,;

ha a mésodik tagja 0, akkor:
ctgx=-1 = x3:—%+nﬂ, neZ.

D a) x e |3; +o]; b) xe]_%;oo[;

c)xe]—z;é[; d)xe]—oo;—é]u]é;oo[;
25 6 8
e) xe]—oo;%]u]&oo[; f) xe[—lO;% [;

8) xe]_°°§—9[U]—%;°°[; h) xe —1;%[.
5279 a)xe]_oo;_Z]u[i;w[; b)xe[ﬁ;f];
113 1's
c) xe]_w;?]; d) xe R.



8 MEGOLDASOK - 12. EVFOLYAM

B0 o xe Jos-3[ U 12 mre]-23
A ¢
o ve|-Zia| vTnel, e 20l ulsel;
i xe T4 U] 4] jxe |t ool =L
o xe [-5-3[U14:6]; D relem -3l |52 o5l
mxeleiilo |33 W xe e —alu 1[0 2 ];

0) xe] Z[U]Z 3[;

B3 a) Az egyenlbtlenség megoldasa: —% <x< 1—31, a keresett halmaz: {0; 1; 2; 3}.

b) Az egyenlétlenség megolddsa: % < x <8, a keresett halmaz: {1; 2; 3;4; 5; 6; 7; 8}.
n(n 3)

B A100<

n<-12,72 vagy n>15,72.
A misodik egyenl6tlenség: n> — 3n — 400 < 0, ennek megolddsa: —18,56 < n < 21,56.

<200 egyenldtlenség-rendszer elsd része: 0 < n® — 3n — 200, ennek megolddsa:

A pozitiv szdmok halmazdn az egyenlStlenségek kozos megolddsa: 15,72 < n < 21,56.

A lehetséges sokszogek €s a keresett szogek nagysaga:

Oldalszam 16 17 18 19 20 21
Szogek nagysaga 157,5° ~ 158,82° 160° ~161,05° 162° ~162,86°
9
@B o) xe ek b) x € [-19; ol
5 3+1g5
c)xe]—oo;—2]u[§;oo[; d)xe]Tg;oo[.

e) Az egyenl6tlenség alaphalmaza: x > % A megoldas: % <x< g
f) Az egyenl6tlenség alaphalmaza: x > 1. A megoldds: x > 1.
g) Az egyenlbtlenség alaphalmaza: x > % A megoldas: % <x<2.

h) Az egyenlGtlenség alaphalmaza: x > 2. A megoldas: x = 3.



ALGEBRA ES SZAMELMELET - OSSZEFOGLALAS

i) Az egyenl6tlenség alaphalmaza: x > 4%. A megoldas: x > 6.
j) Az egyenl6tlenség alaphalmaza: x >4, x #5. A megoldds: x> 5.
k) Megoldas: 4 <x< ﬂ
3 3 | |
[) Az egyenlétlenség alaphalmaza: 3 < x <3. Amegoldas: 3 <x<1.
m) Megoldés: x > —1.
n) Megoldas: 0 <x< 1.

1 .
D a) Az egyenlStlenség megoldésa ~3 < x £4, az adott intervallumon: 2 <x <4,

b) Az egyenl6tlenség értelmezési tartomdnya: x > % A logaritmus azonossagait felhasznalva
a 2x2—17x + 21 < 0 egyenlétlenséget kapjuk, ennek megolddsa: %< x <7, ami benne van

az értelmezési tartomdnyban. Az adott intervallumon a megoldds: 2 < x < 5.

T 1lr S5t T
el—;—1|; b) xel|0;—| U |—; 21 |;
& o e[ 71 pwelo | | Fae]
c) xe[O;E]u 2—”3—ﬂ U 5—7[;27r ; d) xe[O;lg—ﬂ]u[Bﬂ;43n]u[47ﬂ;27t];
2 3°2 3 24 24 24 24
@I Minden feladatndl haszndljuk a Viete-formuldkat.

a) Kérdés xf +x7 értéke. Haszndljuk fel, hogy x{ + x5 = (x; + x,)? — 2x,x,. Ekkor a Viete-

formuldkkal nyert x; + x, = 11 és x;x, =3 helyettesitése utdn 121 —2-3 = 115-6t kapunk
eredményiil.

b . c_ 3 . » . ‘s
b) x{+Xy=——== és x;x,=—=—=. Az x{x, + x,x§ szorzatté alakitdsa utdn helyettesitéssel
1thRETES == X2 + XX

kapjuk az eredményt:

35 15
xle(xl + xZ) = —E . 5 = —Z

c) Kérdés 1 + € értéke. Ezt atalakitva kapjuk (lasd b) feladat):

X1 X2
Xta S, (_ Z) __5
xx, 2\ 2 7
. L 14 « P 3+4/7
d) Alkalmasan vdlasszuk mdsik gyokként az els6 konjugaltjat: x, = . Ekkor
X|+ Xy = b S és  xx et
1ThETES = =5

amibdl leolvashatjuk, hogy a =2, b=-6, c=1.

Helyettesités utdn a keresett masodfoki egyenlet: 2x% — 6x + 1 = 0.



a) Legyen a=x>-3x—15,az a+2 - 5 0 egyenlet megoldésai: a; =-5, a, = 3.
a

5288

Visszahelyettesitve az x> —3x—-10=0 és x?—-3x-18 =0 egyenleteket kapjuk. Ezek meg-
olddsai: x; =5, x,=-2 és x3=6, xy,=-3.

b) Csoportositsuk a tagokat:
(x—2-vx=1)+(2y-2-J2y-1)+(32-2-B3z-1)=0.
Mindegyik zardjelben egy-egy teljes négyzet all:

(Va—T-1 +(2y—1- 1)+ (3 -1-1)’=0.
A bal oldal értékkészlete miatt a megoldas: x =2, y=1, z= %
c) Ertelmezés: -1 <x< 1, x#0. A jobb oldal ilyen x-ek esetén: 13<14 — /1 — x2 <14,

A bal oldal 7(x + l), csak akkor van megoldés, ha x > 0. Ekkor viszont 7(x + l] >14.
X X
Csak akkor van megoldds, ha mindkét oldal 14-gyel egyenld, tehat x = 1.
d) Ertelmezés: x <3 vagy x > 5. Vezessiink be j viltozot, legyen y = log; (x> — 8x + 15). Ekkor
az egyenlet: > — (log335 + 1)y + log;35 = 0, megolddsai: y, = 1, y, =log;35. Ezekbdl
xX1=2,x=6 é x3=-2, x,=10. Mindegyik megolddsa az egyenletnek.

Ha x =1, akkor y = 1. Ha x = 2, nincs megoldds. Ha x = 3, akkor y = 3. Ha x = 4, nincs

megoldds. Ha x = 5, akkor x! nulldra végzddik, tehdt az 1!+2!+ 3!+ ... +x! Osszeg 3-ra
végzddik, ami nem lehet egy négyzetszam utolso jegye.

Tehat a megoldas: x=1, y=1 és x=3, y=3.

Egyenletrendszerek — megoldasok

A keresett szamok: 33; 8; 14.

a) x==2, y=-T; b) x =5, y=§;
2 5 7
c)x=—, y=-3; d x==, y=——;
)x=2.y ) x=2, ¥y=-3
1 9 1 1
e) x=-g, y=-7; x==, y=o
) 5 V=3 f) > V=3
1 1 5
x==, y=-=; h x=0, y=2;
g x=2, y=-7 ) y=3
. . 11 2
)xp=4, y=8, =8, y=4 J)x=-1, y=-2, =3 T
k)x=1, y=2; ) x=2, y=-1, xzz—%’ =4
m) x=4, y=%; n) x=10, y=100;
0) x=4, y=28.



X Ha a meggy éra x, a cseresznye ara y, akkor a 3x +3y i 1920
oldanunk: x = 210, y = 270. 5x +3y=1860

Tehat a meggy dra 210 Ft/kg, a cseresznye dra 270 Ft/kg.

} egyenletrendszert kell meg-

BEB A kovetkezd egyenletrendszert frhatjuk fel:
x=y+40

1
—-(x+y)=40
5 (x+y)

Ennek megolddsébdl a személyaut6 sebessége 120 kTm, a kamioné 80 kTm

&8 Az . 3(}; B 1291x :—-Z} egyenletrendszert megoldva: x = 13, y = 252.
y+30=21x

Tehat a 252-t és a 282-t osztottuk, és a hdnyados mindkét esetben 13.

EXD a) Az elsé egyenletet szorzatté alakitjuk:
x+ )= +x-y=20 = x-yk+y+1)=20 = x-y=4.
Ezt megoldva az x + y =4 egyenlettel, adodik a megoldds: x =4 és y=0.
3

1 ‘
b) xl:E’ y=-3 é x,=-1, yZ:E.

c)x =17, yy=2 é x,=-394, y,=-35,6.
d) A maésodik egyenletet 2-vel szorozva, majd hozzdadva az els§ egyenlethez:
(x+y)2=9, amibsl |x+y|l=3.
Ebbdl a kovetkezd egyenletrendszerekhez jutunk:
x+y=3} és x+y=—3}‘
xy =2 xy =2
Az els6 egyenletrendszerbdl: x; =1, y; =2 és x, =2, y, = 1; a mdsodik egyenletrendszerbdl:
X3 = —2, V3= —1 és Xq4 = —1, Y4 = -2.
e) x,=3, y=12, x,=-3, y,=—12, x3=6J2, y;=32, x,=-6V2, y,=-32.
f) Helyettesitsiik az y—4 =a és x + 1 = b véltozokat. Az igy kapott
4_3
ab=12

egyenletrendszer megolddsai: a; =6, by =2 és a, =—06, b, =—2. Ebbdl a megolddsokra adddik:
X1 = 1, = 10 és XZ:—3, y2:—2.

4 11
x, =7, =-5, x,=—, =——.
g) x| )| 253 2=y

h) Atalakitva az egyenleteket, azt kapjuk, hogy:
xy(x =)= —12}
X+ (- y) =4



Vezessiik be az xy = a és x —y = b véltozokat. Ekkor:
ab=-12
a+b=4 |’

ennek a megolddsai: a; =6, by =-2 és a, =—-2, b, = 6. Ebbdl a megolddsokra adddik:
x =VT-1, yy=VT+1; x,=-1-7, y,=1-T,

m a)x=5’ y=_1'
b) x=3, y=5.

c) Az egyenletrendszer alaphalmaza: x > -1, y > 3. Gyokei: x; =2, y;=7; x,=-3.4, y,=-2,
de csak az els§ szdmpdr a megoldds.

d) Az egyenletrendszer alaphalmaza: x > 0, y > 0. Megoldas: x =27, y =512.

e) Az egyenletrendszer alaphalmaza: x>0, y >0, x+y> 1. Megoldds: x; =1, y; =2; x, =2,
Yo = 1.
f) Az egyenletrendszer alaphalmaza: x >y és x >—y és x + y>> 13. Megoldds: x=8, y="17.

g) Az egyenletrendszer alaphalmaza: 3x >y. Megoldés: x; = %, y=-8 x,=-3, y,=—19.
1

h) Megoldas: x =-2, yl=m.

EE[ Legyenek a befogdk a és b. A kovetkezs egyenletrendszer irhat6 fel:

a? + b2 =392
@=270 ’
2

Ennek pozitiv megoldédsai a befogdk: 15 cm és 36 cm.

x2+y2=724

egyenletrendszer irhato fel.
3x+3y+x—-y=116

irigd Ha a négyzetek oldala x és y, akkor az

A megolddsok: x; =26,4, y; =52 és x, =20, y, =18, az elsd esetben nem érdemes foldterii-
letekrdl besz€lni.

B o) Az egyenletrendszer megolddsai: x; =7, y; =1 és x,=3, y,=4.
A két pont: A(7; 1), B(3; 4), tavolsaguk 5 egység.
b) Az egyenletrendszer megolddsai: x; =4, yy =1 és x, =6, y,=-3.

Akét pont: P(4; 1), Q(6; —3), tavolsaguk PQ =~/20 egység.

EZED) A kovetkezs egyenletrendszert kell megoldani:

x+y+2z=2010
x=9y+9
72=9y+82

A keresett szdmok: x =918, y =101 és z=991.



@ Osszeadva a két egyenletet: (x +y)>=16. Ha x+y=4, akkor az x(x + 6y) =27 egyenletbe

helyettesitve az 5x? — 24x + 27 = 0 egyenletet kapjuk, hogy x; =3, y; =1 és Xy = %, Yo = 15—1
Ha x+y=-4, akkor az 5x24+24x+27=0 egyenlethez jutunk, amibdl x; =-3, y; =-1 és
9 11
Xy ===, Yy =——.
2575 Y2 5

BB Ha a fitk szdma x és a labméretiik atlaga y, akkor xy + (x + 8)(y —4) = 39,5(2x + 8), 4trendezve
és szorzatta alakitva:

2xy + 8y — 83x—348 =0,
2y(x +4) - 83(x +4) =16,
2y - 83)(x+4) = 16.
Mivel az els6 tényezd pdratlan, csak a 2y — 83 =1, x +4 =16 ad megoldast: x =12 és y =42.
Tehat 20 lany és 12 fid jar az osztdlyba.

Z

) o 1
=1. Atalakités és rendezés utan x% + 1 = xy, amibSl y = x + —.
y Xy X

Mivel az egész szamok halmazan keressiik, a megoldds: x; =1 vagy x, =-1.
A megoldasok: (1;2;2) és (-1;-2;2).

@B Ertelmezés: y, z # 0. Kivonva egymdsbdl a két egyenletet: 2 + 2 0, amib6l z =xy (x #0).
y

. . x—1 x+1
Visszahelyettesitve: +

@B Ertelmezés: x, y, z#0. A harmadik egyenlet a kozos nevezdre hozds utdn:
X2+ xy+xz+yz

0’
XyZ
Gty -+
XyZ

Ez csak akkor lehetséges, ha a szdmlalé 0, amibdl két eset adddik.
I eset: x=—y.

A mésodik egyenletbe helyettesitve: 72011 = 22011 teh4t 7z = 2. Az elsS egyenletbe mindkét ered-
ményt befrva: 2y* + 24 =178, amibdl y; =3, y,=-3 és x;=-3, x, =3.

IL eset: x =-z.

A fenti médszert alkalmazva ezittal azt kapjuk, hogy y =2. Ekkor a megolddsok: z; =3, z,=-3
és x;=-3, x,=3.

Tehét az egyenletrendszer megoldésai a (—3; 3; 2), (3; —3; 2), (-3;2; 3), (3; 2; —3) szdmharmasok.
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A fiiggvény fogalma, grafikonja, egyszerii tulajdonsagai
— megoldasok

A fliggvények grafikonjai az dbran lathatéak. (=) \ -
Megjegyzés: Az e) feladatban elGbb dtalakitést végziink: 9 9 ¢
SNb) a)
6 2x
XH——— = xP3-x = x> -x+3. 3
2 2 9

a) c; b) d, c) e||f; d) d.

a) Alinedris fliggvények éltalanos hozzarendelési szabalya: x> mx + b, vagy masként: y = mx + b.
Behelyettesitve az A(3; 1), B(-1; 3) koordinatdkat x, y helyére:

1=3m+b} 5

amibdl b= 5 és m= —% = ahozzdrendelési szabdly: y = —%x + 2

3=—-m+b 2
b) Az a) feladathoz hasonldan:
b=-2 é&s m=% = y=§x—2
c)y=3; d) y=-3x; e) c; f) d; g) b; h) a,d.
3 3 1
a) x— 5x+2; b)x=—zx+5; c)x=—Zx+4; d) x— 5.

a) Ertékkészlet: veR, ye [2; 5].
Zgrushely: nincs. !
Monotonitds: m >0, m = —, szigordan monoton novekvd. Z /a)'

a

3
b) Ertékkészlet: ye R, y € [-5; 4]. >§

Zgrushely: x=1.

Monotonitds: m <0, m =—1 szigordan monoton csokkeng.

L. ) . —_ c)
c) Ertekkeszlet.' y=-3. k
Zérushely: nincs.

Monotonitds: m = 0, konstans, igy monoton nd, vagy monoton
csokken (de nem szigoru értelemben).
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d) Ertékkészlet: ye R, y e [-2; 4].
Zérushely: x = 0, egyenes ardnyossag fiiggvény.

Monotonitds: m >0 |m = 3) szigordan monoton novekvd.

a) fix)= —%x +4;

8+12

b=,

_5’
4
c) x =3, mert: —5-3+4=0.

4
5x—2. y

f)=
Az y tengelyta % -0 -2 =-2-bdl ered§ (0; —2) pontban;

az x tengelyt pedig a ix —2=0-bdl ered6 (E, 0) pontban metszi
a fiiggvény. (=) 3 2 1. / 5 X
A, D és E illeszkedik f(x)-re; %
B, C, D és F illeszkedik g(x)-re.

Jx)=x-2, hax#-2;
gix)=x+4, ha x#4,
h(x)=x+3, ha x#2.

5
f(x)>0, ha xe ]2;5[;
g(x) >0, haxe]—4;4[u]4;5[; 1

h(x)>0, ha xe |-3;2[ U ]2; 5[. s Ll

<@
=

N

m\§7

a) x#4. c) y d)
Ertelmezési tartomdny: ’

xeR\ {4}. 7

b) Ertelmezési tartomany: 5
xeR.
¢) Ertékkészlet (yeR): 1
yel[-3;71u]7:9[. -5 P 45 X -5 P 45 X

d) Ertékkészlet (y € R): / /

ye[-3;9[.



a) , b) ,
X 2%
X 3x
X—>12x -3 5
5
X 3x +1|
X—2x -3
1 1
-5 -1/1 5 X -5 -1 1 5
X—3x+1
5315 e} y 7 \
5 X—>x-3 5 X=>lx=3| 5
X>2-1x=3|
1 1 1
-] 1 5 X -] 1 5 -] 1 5 X
Lo, -3 -3
b) y Y
5 XX +2 X x+2| 5
E)
-5 1 X
! ! Xi—>-2-|x+2|
-] 1 5 X -5 21 ] 1
c) ”
5
X—=2-x-1+3
1




a) A fiiggvény hozzéarendelési szabdlya: f(x) = —(x — 2)* + 4.
b) A ]4; 5[ intervallumon.
c) A fiiggvény a [0; 2] intervallumon szigorian monoton ng.

d) Afiiggvénynek két zérushelye van: x =0 és x =4.

a) y b) y

7\)(H—2x2+1 ; /\

-5 Ly 5 X -5 f 5 X
-5 5
d) y

X (X +272 +2

Ertékkészlet: y € [-8;9].
Zérushely: x = 0.
Az értelmezési tartomanyon szigortian monoton novekva.

c)

X (x =22

\

-5 Ll 5 X
y
fx)
5
1
-5 AN 5 X

-5




a) f(x) =-1 akkor, ha

“1=(x-42-2 = 1=@x-4?
amibdl x; =5, x, = 3.

Tehat f(5)=-1 és f(3)=-1.

g(x) =—1 akkor, ha

1= —(_x + 5)2 = X1 = —4, Xy = —6
Tehat g(—4) =-1 és g(-6) =-1.

b) A, C és D illeszkedik f-re;
B és E illeszkedik g-re;

F egyik grafikonra sem illeszkedik.

a) y

X=X, x>0

5 ———

1 X
X>+/x =3 x>0

Ert. tartomdny: x = 0.

-5

d)

y
5
X >v=x, x<0

-5

X=X =4, x<0

=5

Ert. tartomédny: x < 0.

Y
f(x)
5
1
10 s LIS \/ 10 X
5
gt
b) » c) ’
5 5
XX +4, x2-4 X=X, x>0
/ 1
I 5 X R 5 X
XX +4-2, x2-4
X -2x, x>0
-5 -5
Ert. tartomdny: x > —4. Ert. tartomdany: x > 0.
e) y oy X 2Vx =1, x 21
X—>3-x,x<3 5
e |
\ g X—>x =1, x>1
-5 [ X
X»—)%~\/3—X,XS3 4l 1 5 X
5
-5

Ert. tartomdny: x < 3. Ert. tartomany: x > 1.

B3 o) A négyzetgyokfiiggvény grafikonjat eltoltuk az x tengely mentén jobbra 1 egységgel, majd
tiikkroztiik az x tengelyre, ezutdn kétszeresére ,,nyudjtottuk” az y tengely mentén, végiil 1 egy-
séggel felfelé toltuk az y tengely mentén.

b) A kapott fiiggvény hozzarendelési szabdlya: x+=> -2 -+vx—1+1.

&R o y

b)

=

fx) =22 = xe|[7;].

g)<0 = xe]o;4].
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a) f(x)=3- 1 (x #0); igen, forditott ardnyossag. y
x
5
| : (x)
Sl 5 X
5 o
b) gx)= 5 x; linedris fliggvény.
c) h(x)=—- 1 5 +2 (x#2); linedris tortfiiggvény. ,
LLASSCS
TP K,_
af 1 T .
d) i(x)= w; hax#-3 = i(x)=x-3; linedris fliggvény (x #-3).
X+
e) jx)= igx — g hax#2 = jx)= %; linedris fliggvény, konstans (x # 2).
x a—

a) (4); maximum helye: x = 2; maximum értéke: y = 3;

b) (4); minimum helye: x = —1; minimum értéke: y =—1;

¢) (3); minimum helye: x = 2; minimum értéke: y = 0.

a) (=3;2), (-6;4), (0;0); b) (2;6), (0;0), (4;4);
c) (7;6), (0;1), (21;16); d) (12;3), (4;1), (39;6).

1 2 6 8 6
PIERER S

e




hx)

i 1 X

d) Ae;nincs megoldés], B(7;-6), CG;—4). y
-
-1 X
a) g; b) i c) h; d) f.
(5328 OIS b) c) h; d) i.
a) v b) o c) y

5
y=2x-3
5 1 X 2 1 N2 X y=Ix-3|
= -1
y=-x+1 :

3 12 3 X N 12 X % o 1 2 X
— | — —
yi—i xX#2
Pox=2"

g) ,
’\2 y=~2-x,x<2
1\
& 12 X
-1




y
5
1
1] 1
5331 I , b) , c) .
1 5
5
-5 1] 1 X
y=-2.2%+1 y=%-2"*1+1 y=2%-2
N T 5 N 1 5 X
-5 -1 1 hodf N | | | | | x__

Megoldéds: 0<x<3; -2<y<5.

a) Mivel: .
x=3,y=7 = y=a"-1 = T7=d°-1 = a=2, e
a fiiggvény hozzarendelési szabdlya: 2 1t
X 25— 1.
b) Ertékkészlet: y € [0; 7][. 1
1 3 9 X

c) Ertékkészlet: y € [1; 7].




a) 7 D)

d)

1
EFD a) A grafikon alapjan: a~! =3, amib6l a=-—.

lx
b xe-(g)

c) x+— 3%

1 x-3
"”H@ ’
l)C
e) xH(g) -2.

y
5,
— e xo¥743
1
-5 4l 5 X
y
f

EEED a) Behelyettesitve a (9; 2) pontpart az y = log,x hozzdrendelésbe, mivel a > 0, ezért a = 3 adodik.

A keresett hozzdrendelési szabdly: x > logsx.

b) f3)=1;
f(=1) nincs értelmezve;
f()=0.
a b

5

= |092§(X -3)

N7 )

c)

y=logq(x +1)
2

_13
=1

1 3 5 X



d)

=
E

-1 A\ © [fim 2mX
- 2 2
—

@M f: x— —cosx, xe[-m x];
g x——sinx, xe[-m; ];

h: x| 2sinx|, xe[-m; 7).

B Az a) feladat egyenlStlenségének bal oldaldt dtalakithatjuk: 3x — 6 — 2x + 4 = x — 2.

@ i ) ) 4 xisl2-2x
5
X (x=2)2
1 i
-5 _1% 3 5 X
X>x-2
xe[2;3]; xe |-3;00; ¢) x € |—o0; 0] U [3. oo[.
(5342 )| v b) b c) y
: 5
1 : \
y=1+—1,x¢31 J
¥ =x2+2x e ; il +lx+2]
AT . L 10 P . y=Ix=1l+Ix+
-1 1 u -2 ?1 3 X !
4 4 :
3 4 12 X
—




d) y
2
’\1\y=‘/2—x,XSZ
2 12 X
i
(5343 Je))
}4
1 2 3 4 X
4
-2 y=Ix-2|-2
-3

&M o f;
(5345 YK

b) h;

b) f;

e) y
5
y=Ix-3l+Ix-2|
3
1
B 1 4 X
b) y C) y
1
=———+1 x=-1
il AR TN
;
/\ x
1 2 3 4 X T _n L\/X
2\ 2
-1
-2
T T
x=0, X = 7[,——,0,_,”,
2 2
e) :
3y=|ogz [x -2|
1\ | /
N\ ! /3 5 X
- 3
—

d) i.

d) g.

BB Az a) feladat kifejezését dtalakithatiuk: (Vx—2) =lx - 2I.

a) Ert. tartomany: x € R.

S

Ertékkészlet: y € [0; 5].

..... . 232

b) Ert. tartomany: x € R. c) Ert. tartomény: x>2, xeR.
y y

5 5

Ertékkészlet: y e [-5;2][. Ertékkészlet: y € [0; 2[.



a) x#7.
Ertelmezési tartomdny: x € R\ {7}.
Ertékkészlet: y = 1.

b) x#1.
x—7, ha
_7|= ’
lx-7] {7—x, ha
ezért

|x — 7| 1, ha
8: =
x=7 -1, ha

Ertelmezési tartomdany: x € R\ {7}.
Ertékkészlet: y=1 és y=—1.

D a) Ertelmezési tartomdny: x € R.

b) Mivel 3*-1#0 = x#0. Ertelmezési tartomdany: x € R\ {0}.

¢) Ertékkészlet:

10
e|l—:4|
g [9 ]

d) Ertékkészlet:

x =7,
x<7,

x>,
x<7.

ye[%;Z[u]Z%].

Ez felirhat6 a kovetkezG alakban is:

10
ye[§,4:|\{2}.

@M o) Ertelmezési tartomdny: x € R, x> 0.
b) Ertelmezési tartomény: x € R, x> 0.
¢) Ertékkészlet: y e |-2; 1].

[ 5 7 10 X

y

1 g
A

11 57 10«

2

X —logyx




d) Ertékkészlet: y € [0; 2[.

EH) a) Zérushelyek: x; =-3 és x,=9.
b) x=-4, x=-2, x=8, x=10.

Misként jelolve:

JEH =1 f2) =1, f@) =1, f(10)=1.

ED o) f: x— sinx, g: x> cosx;

-1 1 2

& ) Az f fiiggvény hozzéarendelését frjuk gy:

X
f(x)—m

X»—)‘|091X‘
2

4 1 4 X
4
17
5
1
= 1 5 10 X
2 B+l _J6+2
V22 2
V2 V2
g2 2 N2
1 1
7+7
2 2
c) y

1

=1+ —-,
x—-1

igy mar konny( dbrdzolni a grafikonjat.
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b) A fiiggvény grafikonjat egy paraboladarab és egy egyenes sza-

kasz egymdshoz fiizése adja.
A g fliggvény hozzarendelési szabélyat igy irhatjuk &t:
—2)? <x<
a(r) = (x-=2)*+2, ha 0<x<2,
—x+4, ha 2<x<4.

y=9(x)
)
-1 1 2 4 X
c) Afiiggvény grafikonja: p
4
y=h(x)
BOR 12 X
B a) A fiiggvény hozzédrendelési szabélya:
—x—-1, ha -3<x<0,
£ ]1-3:9] >R, f(x)=] x2-1, ha 0<x<3,
%x+7, ha 3<x<09.
b) Ertékkészlet: yE [—1; 10];
c) -3<x<2, masként xe |-3;2].
EE) ) Azt—idS grafikon az dbrén lathato. ,
b) Marci dtja reggel 7 6ratdl az y = 20x fiigg- 123
vénnyel irhat6 le. Jend ttja reggel 7 6ratol 140 1
(ha ekkor indult volna) az y=—-30x+ 180 1o il
fiiggvénnyel jellemezhetS. Ebb6l: 8
18 3 N Marci
20x=-30x+180 = x=—=3=. i
5 5 " .
Reggel 7 6ratdl szamitva 3 6ra 36 perc mulva ~ . - SR

taldlkoznak, azaz 10 6ra 36 perckor.
¢) Marci 1 6ra alatt 20 kilométert tesz meg, igy mivel § 3 6ra 36 percet biciklizett 7 6ratdl, egye-
nes ardnyossaggal szdmolva 72 kilométert tett meg.

Jend 9 orakor indult, 6 10 6ra 36 percig csak 1 d6ra 36 percet toltott titon. Mivel 1 6ra alatt
30 kilométert tesz meg, ezért 1 o6ra 36 perc alatt 48 kilométert tett meg.



B @) A kozos értelmezési tartomdny: x > 1. Az egyenlet bal oldalat alakitsuk at:

\/x—2\/x—1 +\/x+2\/x—1 :\/(\/x—l—l)2+\/(\/x—l+l)2:

=Jx—T+1+Jx- —1|={2W“L ha  x>2,

2, ha

Ezutén abrazoljuk egy koordinéta-rendszerben a kovetkezd fiigg-
vények grafikonjat:

f: x|—>\/x—1+1+|\/x— —1|, 1< x,

1
g x— , 1<
x—1

Az f és g fiiggvény értéke csak az x = 3 helyen egyenld, itt
mindkét fiiggvény értéke 2. 2

b) Abrézoljuk egy koordinata-rendszerben az a) feladatban szerepld
f fliggvény és a
h: x> logys(x—1), x>1
fliggvény grafikonjat.
A h fiiggvény x > 1 esetén csokken, az f fiiggvény el6szor kons-
tans, majd 2-t6l nd, igy legfeljebb egy kozos pontja van a két
grafikonnak.

Ezaz x = %-nél van, itt mindkét fliggvény értéke 2.

¢) Abrazoljuk egy koordinita-rendszerben az aldbbi fiiggvények
grafikonjat:
fraxr 27l

g: xi—)L-(|x+l|+|x—1|).

22

Mivel mindkét fliiggvény paros, az dbra szimmetrikus az y ten-
gelyre. 0 < x < 2-re f csokken, igy itt legfeljebb egy kdzds pontja
van a nem csokkend g fiiggvény grafikonjaval.

Ez x =% esetén teljesiil. Az egyenlet gyokei tehat —% és %

Abrizoljuk egy koordinata-rendszerben a kivetkezd fiiggvények
grafikonjat:
fo)=1-1gxl+I1+1gxl, 0<x,

g(x):4~(l—|x;5|), 0<x

A fliggvények tulajdonsagaibodl kovetkezik, hogy a két grafikonnak

z

. . . 5 15 .
két metszéspontja van: x = ) és x = > értéknél.

Mindkét helyen mindkét fiiggvény értéke 2.

1< x<2.

-1

-1

o
N

5

>



Miiveletek fiiggvényekkel — megoldasok

B A fiiggvény és inverzének grafikonja az y = x egyenletl egyenesre nézve egymds tiikkorképei.

A dolog természetébdl kovetkezik, hogy a fliggvény €s inverze esetén az értékkészlet és az értel-
mezési tartomdny helyet cserél: a fiiggvény értelmezési tartomdnya az inverz fiiggvény érték-
készlete, és a fiiggvény értékkészlete az inverz fliggvény értelmezési tartomanya.

IZ

a) y b) y c)

y=x+4

d) f)

y=x2+1

y =logyx

ED o) (f+90)=f(x)+gx)=x+1+2x+3=3x+4.
A fiiggvény értelmezési tartomdnya a valés szdmok halmaza.

b) (f-g)(x) =f(x)-g(x) = (x + 1) (2x + 3) = 2x° + 5x + 3.
A fiiggvény értelmezési tartomdnya a valés szdmok halmaza.




gx) 2x+3 2-(x+1)+1

1
f) x+1 2+

x+1

(o

A fiiggvény értelmezési tartoméanya: R\{-1}.

x+1

d) (fog)x)=Q2x+3)+1=2x+4.
A fiiggvény értelmezé€si tartoménya a valds szamok halmaza.

e) (gof)(x)=2(x+1)+3=2x+5.
A fiiggvény értelmezési tartomdnya a valés szdmok halmaza.

BT A kapott fiiggvények:
(aca)(x) = m =4x, értelmezési tartomdnya a nemnegativ szdmok halmaza;
(bob)(x) = (x2)2 = x*, értelmezési tartomanya a valds szdmok halmaza;
(coc)x)=(x+1)+1=x+2, értelmezési tartomdnya a valds szimok halmaza;
(aob)(x) = x/x_2 =|x|, értelmezési tartomanya a valds szimok halmaza;
(aoc)(x) =[x+ 1, értelmezési tartomdnya: [—1; oo[;
(boa)(x) = (\/; )2 =x, értelmezési tartomdnya a nemnegativ szdmok halmaza;
(boc)(x) = (x + 1)%, értelmezési tartomédnya a valés szamok halmaza;
(coa)(x) =~[x +1, értelmezési tartomdnya a nemnegativ szamok halmaza;

(cob)(x) =x% + 1, értelmezési tartomanya a valés szdmok halmaza.




1 N 1
G fog: f(g(x))=?, x>0; gof: g(f(X))=(;) =2 x>0, /7 gog fof

fof: f(f(x))=%=x, x>0; gog: glgx) = (x2)2=x4, x> 0.
X

fog=gof

EIA Példaul f(x) =x + 2 és g(x) = x + 3. Ekkor
(fog)x)=(x+3)+2=x+5,

z

€s
. (gof ) =(x+2)+3=x+5
teljesiil.

@B o) Az allitas igaz. Ha ugyanis az f és g fiiggvény az [a; b] intervallumon szigordan monoton
novo, akkor az intervallum barmely x|, x, elemeire x; < x, esetén f(x|) <f(x,) és g(x;) < g(xy).
Az utébbi két egyenlStlenség megfeleld oldalait dsszeadva f(x;) + g(x;) <f(x,) + g(x,), amibdl
kovetkezik, hogy az f+ g fiiggvény is szigordan monoton né az | a; b] intervallumon.
b) Az éllitds nem igaz. Vizsgaljuk példaul a [0; 2] intervallumon y
az f(x)=x és a g(x) =x—2 fliggvényeket. Mindkét fiiggvény T
szigorian monoton nd az adott intervallumon (meredekségiik

pozitiv), mig szorzatukra (f-g)(x) =x-(x—2). A kapott fiigg- -1 1 X
vény grafikonja alapjan lathat6, hogy a [0; 2] intervallumon -
nem szigordan monoton nova.
D o) Példdul [-4; 1]. b) Példdul [-2; 4]. ¢) Példaul [-3; 3].
d) Példaul [-4; -2]. e) Példaul [0; 1].
D a) A fiiggvény értelmezési tartomanya [—4; 0], hozzarendelési szabalya: f(x) = (x + 2)2 - 3.
b) Az dbra egy lehetséges megolddst mutat. Y
A fiiggvény hozzarendelési szabdlya: 3
_x-3, ha —6<x<-4, \ 1
fx) = (x+2)2-3, ha -4<x<0; S ST/IAN =
——x+1, ha O0<x <2, f
2 -3
-4

Fiiggvénytulajdonsagok — megoldasok
Az értelmezési tartomdny az egyes esetekben:
3 3
a) R\{E}’ D) [5’0{’ ¢) R\{-2;2};

d) |—o0; —2] U[2; o[; e) |—oo; 0] U[1; oo[;
f) x2+x—6=(x+3)(x=2) >0, igy az értelmezési tartomdny: |—oo; =3 U[2; oo[.



a) x‘?zo és x#—1.

X+

A hanyados akkor 0, ha x = 3, akkor pozitiv,ha x—3>0¢és x+1>0 = x>3 vagy x—3<0
ésx+1<0 = x<-1.

Ertelmezési tartomény: x € |—co; —1[ U [3; e[, x€R.
b) Jx miatt: x>0, valamint 4 —J/x 20 = x#16.
Ertelmezési tartomdny: x € [0; «o[ \ {16}, xeR.
Zérushely: Vx =3=0 = x=9.
c) x=2>0 = x> 2. Ertelmezési tartomany: x € |2; e[, xeR.
Zérushely: x =-2.
d) sinx#0 = x#kn, ke Z. Ertelmezési tartomany: {x e R|x#kx, ke Z}.
Zérushely: x =-3.
e) Ertelmezési tartomdny: x € R, x # %

2x =17 2x -7 1 L
= = — konstans fliggvény.
4x-14 22x-T7) 2

Zg€rushely: nincs, mert

f) x>0 és Igx#0 = x# 1. Tehdt az értelmezési tartomdny: x € |0; oo[ \ {1}.
Zg€rushely: x=9.

g) Ertelmezési tartomdny: x>0 és x>—1 miatt x € ]0; co.
Zgrushely: x = 1.

h) x>0, x#1, dx-1>0 = x>%. Ertelmezési tartomany: xe]i;w[\{l}.

Zgérushely: x = %

B ) A logaritmus miatt:

1 —0 o—
42 -5x+1>0 = x<g vagy x> 1. — —
A négyzetgyok miatt: 0 % 1 %
1g(4x2—5x+1)20 = 4x2-Sx+12>1.
Ebbdl: 5
4x2-5x>0 = x(4x-5)>0 = x<0 vagy XZZ.
, o . 5
Ertelmezési tartomdny: x € R, x e ]—e0; 0] U Z;oo .
b) A logaritmus miatt: 5
x-4>0 = x>4. o
A tort miatt: . —
lg(x-4)#0 = x=#5. 0 3 4 5

A négyzetgyok miatt:
x-320 = x23.

Ertelmezési tartomany: x e R, x¢€ 14:5[ U ]5; o].



—x2+18x-17>0 = x?2-18x+17<0 = 1<x<17.
1 és 17 kozott 6 db primszam van: 2; 3; 5; 7; 11; 13.

G 3=V2-x = x=-7.

Egy adott fiiggvény x tengelymetszetét az y = 0-val, az y tengelymetszetét az x = O behelyette-
sitésével kapjuk.

a) Az x tengelyt g—nél, az y tengelyt —5-nél metszi.

b) Az x tengelyt 3-ndl metszi, az y tengelyt nem metszi.

c) A fiiggvény az origén halad at.

d) Az x tengelyt 1-nél, az y tengelyt —1-nél metszi.

e) Az x tengelyt az 1 helyen metszi, az y tengelyt nem metszi.

f) Az x tengelyta —2 helyen, az y tengelyt —3-ndl metszi.

a) y b) ¢) y
y=x
2
y=lgx y=2"-1
1 — 1
; B
/1 2 3 10 X B 1 X
1 1 X - -
1
y e [0;4]; yel-1;1]; ye}—zﬁ[.
a) Ertékkészlete: y € [0; 2]. b) Ertékkészlete: y € [-4; 0].
c) Ertékkészlete: y € [0; 1]. d) Ertékkészlete: [1; 3].
Példaul:

a) x—>x2+4, x—lx-3/+7, x—3-x+5;
b) x—>-x2-3, x>—-|x-2|-5, x—-lx|-1;
c) x—>Jx=5, x—>x-3)2% x—lx+7l;
d) x—(x=2)2-5, x—=lx+7-5;
e) x—>-x2+6, x—>—|x-1+6.
a) x=—; b) x=-3¢é x=0; c)x:—é; d) x=-1.
2 3
D o) 3 -x=0 = x(x2-1)=x(x—1)(x+ 1) =0, tehit a zérushelyek: x1=0,x=-16 x3=1.
b) (x—2)-logyx=0, hax-2=0, azaz x; =2, vagy log,x=0, azaz x, =1.

x2—5x+6_(x—2)(x—3)
x-3 x-3

c) =0, ha x=2.



d) x*>=5-1x|+6 =0, zérushelyek: x; =2, x, =3, x3=-2, x, =-3.

e) Vdx - x> =0, x,=0, x,=4.

T T
tg|l——x|=0, O<x<m x=—.
f) g(z xj xX<m x >

)C3—

g) x=x(x+1), x=0, xy=-1.

Legnagyobb érték: y =8 az x =0 helyen.

a) Maximuma van az x = 2 helyen, értéke: y = 3.
b) Minimuma van az x = 0 helyen, értéke: y =-35.
¢) Maximuma van az x = -2 helyen, értéke: y = 0.
d) Maximuma van az x =5 helyen, értéke: y = 0.
¢) Minimuma van az x = 0 helyen, értéke: y = 4.
f) Minimuma van az x =0 helyen, értéke: y =-3.

RIE) a) A fliggvény legnagyobb értéke f(0) = 2,
legkisebb értéke f(m) =-2.

=23j +ﬁ
/Y sm(x 2)
_T WE X
21 2 2
-2

b) Afiiggvény legnagyobb értéke f(0) =f(4) =4,

y
legkisebb értéke f(x) =2, ha 1 <x<3. 4 »
) y=Ix=1+Ix=3|
-1 1 5 X
¢) Alogaritmus azonossdgat felhaszndlva h(x) igy irhaté: P
h(x)=2+logyx, 1<x<4. 4
A fiiggvény legnagyobb értéke h(4) =4, , ¥y =2+logyx
legkisebb értéke h(1) =2. 1
-1 1 4 5 X
d) A k(x) igy irhato: y
k(x)=3-(x-1)?, 0<x<2.
=3-(x-12
A fiiggvény legnagyobb értéke k(1) = 3, T
legkisebb értéke k(0) = k(2) = 2. 1
-1 1 2 5 X




e) A j(x) igy irhaté:

JZ
@) =|@-2)?-4]. W r=lo-2p-g)
A fiiggvény legnagyobb értéke j(2) = 4,
legkisebb értéke j(0) =j(4) = 0. 1
= 1 2 4 X

f) A fiiggvény szigorian csokken az értelmezési tartomanyban, igy legnagyobb értéke O,
legkisebb értéke —2.

g) A fiiggvény [0; 2]-ban csokken, legnagyobb értéke 0, legkisebb értéke —4.
h) A fiiggvény legnagyobb értéke 1, legkisebb értéke 0.
A pozitiv osztok szamat foglaljuk tablazatba:

Szam 1 2 3 4 5 6

Pozitiv osztok szama 1 2 2 3 2 4

a) Ertékkészlet: {1;2;3;4}.
b) Minimuma van az x = 1 helyen, értéke: y = 1; maximuma van az x = 6 helyen, értéke: y =4.
c¢) Nincs z€rushelye a fiiggvénynek.
G o) f(x)=10(x2-2x+1)=10(x — 1)~
Zérushely: x =1 helyen.
Minimum helye: x =1, értéke: y =0.
b) gx) = (x =T
Zérushely: x =7 helyen.
Minimum helye: x =7, értéke: y = 0.

2 2 2
c) h(x):—(x2+5x—6)=—|:(x+§)—g—%:lz—{(x+§) —ﬁ:lz—(x+§)+£.
2) 4 4 2) 4 2) 4

Zérushely: x; =1 és x, =—6.

Maximum helye: x = —%, értéke: 2—9

2 2 2
d) i(x)=3{x2—§x+l}=3 (x—é)—é+2 =3 (x—éj—g =3(x—§)—£.
3 3 6/ 36 36 6/ 36 6/ 12
5++/13 5-+/13
6 T 6

Zérushely: x| =

Minimum helye: x = é, értéke: —E.
6 12



2 2 2
y j<x)=4[xz_1x_z}=4[(x_1)_L_%H(x_i)_2}4@_1)_@.
2 2 4 16 16 4 16 4 4

Zérushely: x;=-1, x, =

N | W

Minimum helye: x = i értéke: —%.

2 2 2
" km:_s[xz_&Hé}_{(xﬁj_&2}_5[@2)_ﬂ}_s(x_ﬁ) 49
5 5 5) 25 25 5/ 25 5 5

Zgrushely: x;= % Xy =3.

Maximum helye: x = %, értéke: 4—59

Barmilyen helyes megoldas j6, példaul: [—4; 0], [3: 9], [5; 7] stb.
a) Ertelmezési tartomdny: x € 1-4;4]; (xeR).
Ertékkészlet: y € [-2; 4].
b) Zérushely: x; =-2 és x, =1.
¢) Minimuma van a fiiggvénynek az x = 0 helyen, értéke y =—-2.
Maximuma van az x = 3 helyen, értéke y = 4.
d)f>0 = xe|-4;-2[u]1;4].
e) f<0 = xe|-2;1[.
f) Szigortian monoton csokkend, ha x € |-4; 0] U [3; 4].
ED o) Az f definicidjat igy érdemes dtalakitani:
f) =@+ 1)2+4.

A fliggvény képe egy parabola, amelynek tengelypontja a (—1; 4) pontban van, és ,.felfelé nyilik”,
tehdt |—oo; —1]-ban csokken, [—1; +oo[-ban nd.
b) A fiiggvény definicidja igy irhato: p
-2x, ha x<0,

g(x)=|x|—x={ 0. ha x>0, ‘

A fiiggvény |—oco; 0]-ban csokken, [0; +oo[ -ban konstans, tigabb L
értelemben nevezhetjiik novekvonek és csokkendnek is. y=g(x)

] 1 X

c) Az 1-nél nagyobb alapu exponencidlis fiiggvény a teljes értelmezési tartomanyaban né.



1 1
d) A fliggvény a }—oo; 5} -ban csokken, az [g, oo[-ban ng.

EIB a) Abrizoljuk az f(x) =x —x2, —2<x<2 fiiggvény grafikonjat:

A fiiggvény képe egy parabola darabja, tengelypontja e, i) -ban
van, lefelé , nyilik”. Igy a fiiggvény [-2; 0,5]-ban né, [0,5; 2]-ban

csokken. A 0,5 helyen maximuma van, a maximum értéke 0,25,
a —2 helyen minimuma van, a minimum értéke —6.

b) Abrazoljuk a g(x) = sin2x, —% <x < & fliggvény grafikonjat:
3

A fiiggvény [—E; —E] -ban, valamint [E; —ﬂ} -ban csokken,
2 4 4 4

—%;% -ban, valamint a [%, n} -ban nd. Maximuma van

Vs L, .. T, 3
a Z helyen, itt értéke 1, minimuma van a —Z ésa T helye-

ken, itt értéke —1.

c) A fiiggvény a teljes értelmezési tartomdnydban szigorian nd,
sz€lsGértéke nincs.

d) A fiiggvény ]|—oo; O[-ban csokken, |0; +oo[-ban né. Szélsé-
értéke nincs.

<

NI}

y =sin2x

-1

—

y =2log, x

3 X
=i

y=log, x|+ 6

©




e) A fiiggvény [-2; 0]-ban csokken, [0; 2]-ban né, az x = 0 helyen

y
minimuma van, itt az értéke y=1, az x=-2 és x =2 helyen
maximuma van, itt az értéke y = 4.
y=2|x\
-
@£ o 1 2 X
S T T Lo
f) Abrazoljuk a k(x) =ltgx|, —=<x<= fiiggvény grafikonjat: , ‘
2 2 yi=lgx|
A fiiggvény } —%; 0} -ban csokken, [0; g[—ban né. Az x=0
helyen minimuma van, itt az értéke y =0. Maximuma nincs | t
a figgvénynek. ‘ ‘
A 1 iz X
2 12
| | |
g) Afiiggvény [0; 1]-ban ng, [1; 2]-ban csokken, az x = 1 helyen P
maximuma van, itt az értéke y=1, az x=0 és x =2 helyen
minimuma van, értéke ezeken a helyeken y = 0.
y =Ix2-2x|
;
=l 1 2 X
B a) paratlan fiiggvény; b) paratlan fiiggvény;
¢) se nem pdros, se nem pdaratlan; d) paratlan fiiggvény;
e) paros fliggvény; f) paros fliggvény;
g) pératlan fiigvény; h) afiiggvény se nem paros, se nem pdratlan.
2 T
a) m; b) 4Ar; c) 2m; d) B e) >
a) Péros, periodikus 27 szerint. b) Pératlan, periodikus 27 szerint.
¢) Péros, periodikus barmely pozitiv valés szdm szerint.
d) Pératlan, periodikus% szerint. e) Nem pdros, nem pdratlan, nem periodikus.
o o 2 .
f) Pératlan, nem periodikus. g) Pératlan, periodikus ?n szerint.
h) Paros, periodikus 47 szerint. i) Péros, nem periodikus.
& a) 4.; b) 1; c) 1; d) 4.
e) 2, f) 45 g) 2 h) 3.



& a) /2)=9+2-3*=9+162=171, g(32)=32-log,32=32-5=160.
f2) > g(32).
b) A diszkrimindns O = érinti x tengelyt a parabola (1 zérushely van).

f(2010) = 2010 miatt felfelé nyil6 a parabola, s mert van pozitiv értéke a paraboldnak, kizdrdlag
a (4) lehet a megoldas.

G a) Ertelmezési tartomany: x € |-3; 11]. )
Ertékkészlet: y e [-2;9]. 8
Zérushely: x; =1 és x, =9. /\
Minimum helye: x = 11, értéke: y = —2. :
Maximum helye: x =-2, értéke: y =9.

A filiggvény szigorian monoton ndvekvd

a |-3;-2] és [1; 5]-on, szigortan monoton <IN SR 5 \Q: 1
csokkend a [-2; 1] és [5; 11]-on.

b) f(-1)=8; f(1)=0; f(3)=2; f(—4)-nek nincs értelme, mert x = —4, ami nem esik az értel-
mezé€si tartoméanyba; f(10) =—1.

c) fx)<0 = xe]9;11].

EB a) f: x—Ix-3]-1. )
b) Zérushelyek: f-nél: x; =2 és x, =4, \5
gnél: x;=-28&s x,=2. /
¢) ye [1:5]. Lasd abra. 1\ J /
d) x1=2,x=3,x3=4,x4=5, x5=06, xg=7. + \1\ 117 37"(3;_51) it
7(0;-2)

EEEB) Az f,-bol az f fiiggvény grafikonjat egy V(-2; 1) vektorral valé
eltolassal kaptuk. Az eredeti fiiggvény tengelypontja 7(0; 0), az f
fliggvényé T°(-2; -1).

a) ye[-1;8].
b) Pozitiv az adott fiiggvény, ha x € [-5; =3[ U ]-1;0].
c) fD=0, f(-2)=-1, f(-4)=3.

d) f(-4) =3 és f(0) = 3, vagyis a fliggvény az x=—-4 ésaz x=0 5
helyen veszi fel a 3 értéket.

© <

3

<i

@D o) x+— x> - 2x zérushelyei x; =0, x, =2, mert x> -2x=0 = x(x-2)=0.
f(1,3)= 1,32-2-1,3=1,69-2,6 =-0,91.

b) g(x) = —|x| +7 maximum értéke: y =7, amit az x = 0 helyen vesz fel. Jel6lése: g(0)=7.

¢) Mivel a szinuszfiiggvény korlatos, a sinx értékkészlete y € [-1; 1].
A -2 transzformdci6 az y tengely mentén 2 egységgel lefelé tolja el a sinx fliggvényt, ezért
sinx — 2 értékkészlete: [-3; —1].

d) logy(2x-20)-120 = x =11 esetén. (Ertelmezési tartomany: x > 10.)



e) Atalakitds utdn:

j=lx-31+1.
A keresett fiiggvényérték: 8
J-jB) _3-1 —1
Jj(2) 2 1

-1

B A négyzetgyok miatt:
—x24+2x+1520 = x2-2x-15<0 = ha-3<x<5.

Szintén a négyzetgyok miatt:

2costx—120 = cosan% = —%+2k7t§7rx£§+2k7t, keZ = —%+2k£x$%+2k.

a) A halmaz: A = [—3; 5], a B halmaz: B = [—%+2k;%+2k} keZ.

b)
A‘ Py
B=AnB o——o ° o
- -2 4 10 1 5 ! : ;
3
ans=[g)o ) e B 0 155
33 3°3 3’3 373
c) te )
i B o————o ° - O
—é —:9_ —I1 (IJ !1 é :'3 éll é
—- O O (o, O o—90 o——o A\B
AV A RUN NN V) Loe ) FUR KRS ORI
3 33 3’3 373 3
ED ) ¢ =|Jx—472 -2|=[lx-4l-2|. ;

b) Ha p < 0, akkor a g(x) = p egyenletnek
nincs megoldésa.

Ha p =0, akkor 2 megoldds van.
Ha 0 < p <2, akkor 4 megoldas van.
Ha p =2, akkor 3 megoldés létezik.

Ha p > 2, akkor 2 megoldds van.



) Az x2 + bx + ¢ teljes négyzetté alakitasat elvégezve:

S
X+—|-—+c.
2) 4
Mivel a sz€Is6érték az a = 1 (a > 0) miatt kizarlag minimum lehet, ezért csak ezt kell vizsgdlnunk.
Igy a felfelé nyil6 parabola tengelypontja C(—2; 4). Tehdt az eredeti x —> x> parabolét az x tengely

mentén balra 2 egységgel és az y tengely mentén fel 4 egységgel toltuk el, ezért a teljes négyzet
y = (x +2)% + 4 alaki:

é =2 = b=4,
2
valamint

2
—b—+c:4 = c=8.
4

Tehat az adott f fliggvény hozzarendelési szabalya:
x> x2+4x+8, vagyis x> (x +2)>+4.

a) Ertékkészlet: y € [4; 8].
b) Példaul: g: ]-3;0] > R, x> —(x +2)> + 4. ¢
Ekkor az értékkészlet: y € [0; 4], y e R (Id. dbra: g).

BB Az f definicidjat rjuk 4t igy:
x2+1+1

f(x):W,

Mivel x2+ 1> 1 barmely x € R-re, a szdmtani és mértani kozép kozti egyenlétlenség alapjan:

2 2

x“+1+1 X +2

O<J@2+1)-1<s—— = 2< .
2 VxZ+1

Az egyenl6ség csak akkor lehet igaz, ha x* + 1 = 1, azaz x = 0. Az f fiiggvény legkisebb értéke
tehat 2, és ezt az x = 0 helyen veszi fel.

e R.

BT A két négyzet teriiletosszegét leir6 fiiggvény (az dbra jeloléseit

kovetve):
fx) = (a—x)2+x2, 0<x<a.
A szamtani és négyzetes kozép kozti egyenlGtlenség alapjan: (a-xp
X2
(a—x)?+x2 S[a-x+x 2 g2
> U2 )T a-x X

és egyenlGség csak akkor van, ha a két szdm egyenld, azaz a —x = x, tehat x =—.



Azt kaptuk, hogy a két részre rajzolt négyzetek teriiletének dsszege akkor a legkisebb, ha a részek

egyenl§k, tehat mindegyik % hosszusagu.

2
< .. .. a
Ekkor a két teriilet 6sszege ER

A feladatot a kozepek kozti egyenlStlenség alkalmazdsa nélkiil is megoldhatjuk, ha a kovetkezd
atalakitdsokat elvégezziik:

f)=(a—x)? + x2=2x2 - 2ax + a2,

2
Jx)= 2{( - g) - %Z:I +d?,

2 2
f(x)=2(x—g)+%, 0<x<a.

299

A kapott mdsodfokd fiiggvény grafikonja ,.felfelé nyilé
. .. L . a?
minimuma, a minimum értéke pedig 5

parabola, melynek az x = % helyen van

@I Tegyiik fel, hogy x; < x,. Mutassuk meg, hogy ekkor f(x;) < f(x,). Ez teljesiil, mert
f06) = f(xy) = (x5 = x?) +3(x, —x)) > 0,

hiszen az 0sszeg mindkét tagja pozitiv.

@M Azonos atalakitdssal az f definici6jat igy frhatjuk:
fx) =x2- (x* = 6x2 + 12) = x2- ((x2 -3)2+3)>0.

Ez nyilvén igaz, hiszen x? >0, (x?—3)2>0, (x*-3)?>+ 3> 0. Az is ldthatd, hogy f(x) =0 csak

akkor teljesiil, ha x = 0. A fiiggvény legkisebb értéke tehdt 0, és ezt a O helyen veszi fel a fiiggvény.
@B Alakitsuk 4t a fiiggvényt megado kifejezést:

f(x)=3x2-2(a+b+c)-x+a*+b>+c*=

a+b+c2 a+b+c2
Y I (I

3
A1 1z L . ey a+b+c .
A kapott alakbol vildgos, hogy a fiiggvény a legkisebb értékét az x = C— helyen veszi fel.
ETE A beirt téglalap oldalai legyenek x és y. Az ébra jeldlései szerint P
az ABC, és az APQ, hasonl6. Ennek alapjén: 5
AN
_ mi
MY M azaz y:m—ﬂx:ﬁ(a—x). P—-\0
X a a a
A téglalap teriilete: |
xy=ﬁx-(a—x), ahol O<x<a. B ;X C
a



@ irjuk 4t f(x)-et a kovetkezd alakba:

+2.

f(x):x—1+L=x—3+
x=3 X -

Mivel x> 3, x—3 >0, és ismert egyenlStlenség, hogy egy pozitiv szdm €s reciprokdnak dsszege
legaldbb 2, csak akkor 2, haaszdm 1. Ezért f(x) 24, és x—3 =1, x =4 esetén lesz az értéke 4.



GEOMETRIA — 0SSZEFOGLALAS

Alapveto fogalmak — megoldasok

Legyen a két it az e és az f egyenes. Azon pontok, amelyek e-t8] kétszer akkora tdvolsdgra vannak,
mint f-t6l, lehetnek a két egyenes kozott, és lehetnek f altal meghatarozott azon félsikban,
amelyik nem tartalmazza e-t.

Ezek a pontok az dbran 14thaté e-vel és f-fel parhuzamos g, és g, egyenesek pontjai.

Hasonl6an azon pontok, amelyek f-t6l kétszer akkora tdvolsdgra vannak, mint e-t8l, az e-vel
és f-fel parhuzamos g3 és g, egyenesek pontjai.

Az adott tulajdonsdgui pontok az dbran pirossal jelolt pontok. u
2¢cm
6cm
6cm 2.cm

Az adott tulajdonsdgui pontok az dbrdn pirossal jelolt pontok.

A 2010 pontot ugy kell megadni, hogy egy gomb feliiletén helyezkedjenek el.

A térben ezek a pontok egy hengerpaldston, vagy az azt lezaré két félgombon helyezkedhetnek el.



a) A 10 pont a térben (120 ) egyenest hatdroz meg.

b) A 10 pont a térben (130 ) haromszoget hatdroz meg.

Egy tetraéder lapjainak sikjai 15 részre osztjak a teret.

a) A szog nagysdga: 100°.
b) A szdg nagysdga: 130°

a) Akeresett szogek: 36° és 54°.
b) A keresett szogek: 60° és 30°

A 48°-0s szognek a szogfelezdje a masik parhuzamos egyenest 24°-os szogben metszi.

A szdgek nagysdga: 75° és 105°.

A négy szogfelezd egyenes téglalapot hatiroz meg.

A visszavert fénysugar 40°-os szogben fordul el.

Az oldalfelez6 mer6legesek metszéspontja éppen a 10 cm-es oldal felezGpontja, tehat a tadvolsag 0.
A BC oldal a metszéspontbdl 125°-0s szogben latszik.

A hdromszog oldalainak hossza:

a= 6 + 6 =15,72 cm,
tg35° tg40°

= 6 + 6 =~ 29,54 cm,
tgl5°  tg40°

6 + L =30,96 cm.

c=——
tgl5°  tg35°

A telek negyedik oldala 30 m.

A négyzetes oszlop alaplapja a testatlojaval 54,74°-0s szoget zar be.

A szabdlyos négyoldalu gila
a) alaplapja az oldaléllel 79,98°; b) alaplapja az oldallappal 82,87°;
c) két szemben levé oldallapja 14,26° szdget zér be.

A szabdlyos oktaéder csticsainak szdma hat, ezért a csicsokon dthaladé egyenesek szdma: (g)

9t

Az A csticson dthaladd 5 egyenes koziil kett6t (Sj =10-féleképpen valaszthatunk. A kedvezd esetek

szama 10. 2

Az 0sszes eset szama:

Igy annak a valészintisége, hogy mind a két kivalasztott egyenes athalad az oktaéder A csticsan:
10 2

—=—=0,096.
105 21



8) = 56-féleképpen valaszthatunk ki.

@8 Egy a éld kocka nyolc csticsa koziil harmat (3

Egy kocka csicsai 56 hdromszoget hatiroznak meg.
Ezek kozott a hdromszogek kozott azok szdma, amelyeknek

minden oldala av/2 hossziisagi, a kocka csticsainak szdmaval
egyezik meg, azaz 8 darab ilyen haromszog van. Teriiletiik %
a

osszege: )
2) -3
8. (a\/_# =442 . /3.

Azon hdromszogek szdma, amelyeknek két oldala a, egy pedig
a2 hossziisagi, a lapok szdmanak a négyszeresese, azaz 24.

Tertiletiik 6sszege: 5

24 L 1242
2

Azon haromszogek szdma, amelyeknek oldalai a, a2 és a3

a
a
hossziisdgiak, az élek szdmdnak a kétszerese, azaz 24. Teriiletiik 4'
a
a

osszege:
a-af2
2

24 =12a%-2.

A hdromszogek teriileteinek az 0sszege:
4a? 3 +12a2+12a2 -2 =4a®- (V3 +3+32) =
=400 (V3 +3+3v2) = 3589,88 cm?
@) Jelolje a mellékelt dbrdn a kit helyét K, a fa helyét F.
A virdgagyas pontjai az F kozéppontd 3 méter sugard koron

beliil azok a pontok, amelyek a KF' szakasz felez6merdlegesének 3 m
K pontot tartalmaz6 félsikjaban vannak. o :

A virdgagyds egy r = 3 m sugaru korszelet teriilete. A korszelet ,
o kozépponti szogét a TFA derékszogl haromszogbdl szamit- o2m | 4
hatjuk: o 2 L g
cos—=— = a=96,38"
2 3
A virdgagyas teriilete igy szamolhato, hogy az o kozépponti szogli B

korcikk tertiletébdl kivonjuk az ABF hdromszog teriiletét:
a r2.sina 3. . 96,38° 3 32 .5in96,38°

T=r%r- _— T
360° 2 360° 2

=310 m2




A park kozéppontja legyen O, egy oldala AB.
Az ABO derékszogli haromszog befogdinak B
hossza 30 m, illetve 50 m. - : )
Mivel O ponttdl a sétany 40 méterre halad, az O
kozéppontd, 40 m sugard kor az AB oldalt egy
belsé D pontban metszi, igy a sétany két koriv.

A koriv hosszanak kiszdmitdsdhoz sziikség van
az v 8 kozépponti szogére.

Az dbra jelolései alapjan az o szoget az AOB
derékszogl haromszogbdl szamolhatjuk:

tga=@ =  o=59,04°
30 -

A BOD hiaromszdgben ismert két oldal és a hosszabbikkal szemben levé szog. A szinusztétel alap-
jan a B szog szamolhat6:

sinf 30

§in59,04° 40

(A B tompaszog nem lehet, mert nem a leghosszabb oldallal szemkozti sz6g.)

= sinﬁ:%-sin59,04° = [=40,03°

A BOD hiromszog y szoge:
180° — 59,04° — 40,03° = 80,93°.

Mivel a rombusz 4tl6i merdlegesen metszik egymast:
gz 90°-80,93°=9,07° = §=18,14°
Az egyik sétany hossza:

1818 12,66 m.
60°

l=2'r'7t'i=2'40'71:
360°

A tengelyes szimmetria miatt a masik sétany hossza is 12,66 m.

@) Az AC és BC oldalegyenesektdl egyenld tavol
1év3§ pontok halmaza a hdromszog C csticsdnal ) S RN ;
1év6 kiilsS és belsd szogfelez6k. A kiilsé szog- P S
felezS egyenese legyen e, a bels6 szogfelezd y : R
egyenese f.

Az A és B csucsoktol egyenld tavol 1évS pontok i
halmaza az AB oldal m oldalfelez6 merSlegese. !

a) Mivel AC # BC, abels6 szogfelez6 nem eshet \
egybe az oldalfelez6 merdlegessel. Ez azt b
jelenti, hogy a két szogfelezének az oldal-
felez6 merdGlegessel egy-egy metszéspontja
van, tehat két olyan pont van, amely a harom-
sz0g AC és BC oldalegyeneseitdl, valamint
az A és a B csucstdl is egyenl§ tavol van.

Az m-nek f-fel vett metszéspontja legyen F, e-vel vett metszéspontja E.

sz

b) Ismert, hogy egy haromszog belsd szogfelezGje és a szemben 1évS oldal felezGmerdlegese
a hdromszog koré irhaté koron metszik egymadst, vagyis az F pont rajta van a hdromszog koré
irhat6 koron.



A kor AB hudrjanak m felez6merGlegesére illeszkedik a kor egyik atmérGje.

Egy szognek és mellékszogének felezGje merdleges egymadsra, tehdt e merdleges f-re.

Ezek alapjén az m, f és e egyenesek derékszogli haromszoget hatdroznak meg. Ennek a derék-
sz0gl haromszognek a C-nél van derékszoge, amely az dtfogd F csucsdval egyiitt rajta van
az ABC haromszog koré irhat6 korén.

A Thalész-tétel megforditdsa értelmében a haromszog E csicsa is pontja ennek a kornek, és
az FE tavolsdg az ABC haromszog koré irhatd korének atmérdje.

A két metszéspont tdvolsaga 20 cm.

EF5) Az ABCD téglalap oldalainak hossza AB =18 m és BC =12 m,

@ED a) Ahdromszég AB oldala, a haromszog A csticsabdl kiindulé

és az atlok metszéspontja O. b \.\F" .
A téglalap sikjaban a szemben levé A és C csticsoktdl egyenld i
tavol 1évS pontok halmaza az AC 4tl6 felezGmerdlegese. Ez az

egyenes az AB oldalt egy P pontban metszi. Legyen AP = PC = x. 0) X 12

A PBC derékszogli haromszog atfogéja x, egyik befogdja 18 — x,

masik befogdja 12. A hdromszogben felirva a Pitagorasz-tételt: p 5 X A o
=X

2=(18-x?2+122 = x=13.
Az AB oldalon a B csucstdl 18 — 13 = 5 méter tavolsagra taldlhaté egy, a feladat feltételeit kielé-
gitd pont.
A tengelyes és kozéppontos szimmetria miatt a telek hatardn négy pont van (P, Q, R és §), ame-
lyek a telek valamely két szemkozti sarkatdl egyenld tavol vannak.

A négy pont koziil kettG-kettS a telek hosszabbik oldalan helyezkedik el, a sarkokt6l 5 m tavolsagra.
A P pontnak a téglalap AB, BC, CD és AD oldalatdl vett tdvol-

sédga rendre legyen a, b, ¢ €s d. - D ¢
A téglalap cstcsainak P ponttdl vett tdvolsdagai a Pitagorasz- n
tétellel a, b, ¢ és d segitségével megadhatok: 10 e
102=c2 +d?, R
52=a? +d> N4 P b ]
’ A B i
112 = a? + b2 A B

A PC =+/b? + c? tdvolsagot kell meghatdroznunk.

Az elbbi egyenletek koziil az els6t és harmadikat adjuk 6ssze, majd az Osszegbdl vonjuk ki
a masodikat.

A 196 = b? + ¢? 6sszefiiggéshez jutunk, ahonnan PC = 14 adédik.
A téglalap C csicsa a P ponttdl 14 cm tdvolsdgra van.

belsd szogfelezdje és a B csicsbol a belsS szogfelezdre bocsa-
tott merGleges egy fél szabdlyos haromszoget hatdroz meg.
A fél szabdlyos haromszog rovidebbik befogéja az AB atfogd
fele, ami a B csucsnak a szogfelez6tdl vett tavolsiga, vagyis
5 cm.

Hasonldan adddik, hogy C csticsnak a szogfelezStél vett ta-
volsdga 4 cm.




b) Az ABC haromszog harmadik oldala koszinusztétellel szaimolhaté:
BC?=102+82-2-10-8-cos60° = BC =221 (=9,17).

Egy haromszog belsé szogfelezdje a szemben levs oldalt a szomszédos oldalak ardnyaban
osztja. Tehdt az A csdcsbodl kiindul6 belsé szogfelez6 a BC oldalt

23T, 10 _ 1021 a8 821

= =5,09 cm-es ¢€s ——— = 4,07 cm-es
10+8 9 10 +8 9

részekre osztja.

E@EBD Az ABC héiromszog belsd szogfelezSinek met-
széspontja a hdromszog beirt korének O kozép-
pontja. A haromszog szogei o, S és ¥, tovabba
legyen > f2>7.
Egy haromszdgben nagyobb szoggel szemben
nagyobb oldal van.
A BOC haromszogben:

Byr o oczos

2 2
Az AOB héromszogben:

as.B _ opsoa
272

Tehdt az O kozépponttdl mért tdvolsdgokra fennall:
OC = OB = OA.

Egy haromszog beirt korének kozéppontja attdl a csicstdl van a legtdvolabb, amelyik csicsnal
a legkisebb szog van.

EEB A hdromszog A, B és C cstcsainak a sikra esé merGleges vetiilete legyen rendre A, B” és C’.
A haromszog BC oldaldnak felezGpontja F, a haromszog sdlypontja S, és ezek merdleges
vetiiletei F~ és S”.

A BB’C’C négyszog trapéz, amelynek kozépvonala FF’, igy hossza az alapok szdmtani kozepe:

FF’=6+9=E.
2 2

A

3

M

. . 1
Az AAF’F négyszog szintén egy trapéz, az alapjainak hossza 3 cm és 75 cm.

Egy haromszog silypontja a silyvonalnak a csticstdl tdvolabbi harmadolopontja. Tehat az AAF’F
trapéz szdrainak a hosszabbik alaphoz kozelebbi harmadolépontjait 6sszekots szakasz hosszat



keressiik. A trapézban hiizzunk parhuzamost az A csdcson keresztiil az AF’ szérral. Ez a parhu-
zamos az SS’ szakaszt S, az FF’ szakaszt F” pontokban metszi. Az AS”S és AF”F harom-
szogek hasonldak, mivel szogeik paronként egyenldk. A megfelel§ oldalak hosszdnak ardnyat

felirva:
5 —ﬁ = S ”=£-FF”=2-(E—3J=3 = S85=8557+8"§'=3+3=6.
FF” AF AF 3\2

A hdromszog stlypontjdnak a siktdl vett tdvolsdga 6 cm.

Az A, illetve B pontoknak a két stk metszésvonaldra esé merd-
leges vetiilete legyen A, illetve B’.

Mivel az AA’ egyenes merdleges a B-t tartalmazo sikra, tehdt
merdleges a stk Osszes egyenesére, igy A'B-re is. Ez alapjan
az AAB haromszognek az A'-nél 1év6 szoge derékszog. Thalész
tételének megforditdsa alapjan a derékszogi cstcs rajta van
AB Thalész-korén. Tehdt az A pontnak az AB szakasz F felezd-
pontjatdl vett tdvolsdga:

A—B:IO cm.
2

Hasonl6éan a BB” merGleges az A-t tartalmazd sikra, tehdt merdleges a sik 0sszes egyenesére, igy
AB’-reis. Tehata BB’A derékszogil haromszogben a B’ cstcsnak az AB szakasz F felez&pontjatdl
vett tdvolsdga szintén
g AB
—=10cm.
2

Egy szabdlyos 6tszog oldalegyenesei a sikot 1 +3-5 =16 részre
osztjak.

Az 6tszog alapu egyenes hasab alap- és fed6lapjanak sikjai par-
huzamosak egymadssal, igy a térben ez a két sik az oldallapok
sikjaival 3-16 =48 térrészt hoz létre.

2
Az a oldalud szabalyos tetraéder magassagdnak hossza m = a\/g.

A szabdlyos tetraéder magassdgai egyben a sulyvonalai is, amelyek negyedelve, a stlypontban
metszik egymast. A szabdlyos tetraéder silypontja a tetraéder minden csicsatol

3 3 2 J6

—m=—-a.|l—=a+-—
4 4 N3 4

tdvolsdgra van.
Mivel a = 12, ez a tavolsag: 3J6 (cm).
Egy 12 cm éli szabélyos tetraéder stilypontja a tetraéder minden csticsat6l 3v/6 cm tavolsagra van.

sz

Egy iddpillanatban a labda kozéppontjanak a tdvolsdga a pad é1ét6l a labda aktudlis sugardnak
hossza. A kozéppontnak a faltdl vett tdvolsaga ekkor szintén sugarnyi. Ezért a kozéppont egy olyan
parabolaiven mozgott, amelynek vezéregyenese a fal egyenese, fokuszpontja a pad élének pontja.



@ED Az x oldald ABC szabélyos haromszog A, B
és C csucsan 4thalad6 egyenesek legyenek
rendre a, b és ¢ Ugy, hogy az a egyenes b és ¢
kozott halad. Az A csticsnak b és ¢ egyenesre
vonatkozd merdleges vetiiletei legyenek E és F,
a B csucsnak ¢ egyenesre vonatkozé merdleges
vetiilete G.

Az AFC derékszogl haromszogbdl Pitagorasz
tétele alapjan:
FC=+/x?-32

Ugyanigy az AEB, illetve a BGC haromszogbdl:
EB=+x?-12 és CG=+/x*-42%
Mivel EB = FC + CG, x-re a kovetkezd Osszefliggést kapjuk:
Jx2-1=x2-9+Jx2-16.
Négyzetre emelések és rendezések utdn:
0=x2-(3x2-52).
Mivel x haromszog oldala, igy csak pozitiv érték lehet:

e [52 _ 156
3 3

= 4,16 cm.

A haromszog oldala

156
3

@ED Egy a oldali szabdlyos ABC héromszog P belsd pontjanak
az oldalaktdl vett tdvolsdga legyen x, y és z.

A hdromszog teriilete felirhaté az ABP, BCP, illetve ACP hirom-
a-a-sin60°

szogek teriiletének Osszegeként és az —————  Osszefiig-
Lecal 2
géssel:
a-x a-y a-z a*-\3
—t—+—= ,
2 2 2 4

x+y+z:§=9\/§(cm).

Az ABCD szabalyos hdaromoldald gila ABC alaplapjdnak egy
belsé P pontjdban az alaplapra éllitott merdlegesnek az ABD
sikkal vett P; metszéspontjabdl allitsunk merdlegest az AB alap-
élre. A merdleges talppontja legyen C’. A hdrom mer6leges egye-
nes tétele alapjdn C’P egyenes is merdleges AB-re, tehdta PC’P
sz0g a gula alaplapjdnak és oldallapjanak bezart szoge, vagyis 45°.
A P|C’P derékszogli hdromszogben:

PP
PC’

=tg45° = PP =PC’-tg45°=PC’=x.

Hasonléan: PP, =y és PP;=z. A PP,, PP, és PP; szakaszok hosszdnak 0sszege:
PP, + PP, + PPy=x+y+z=9%/3.

A PP,, PP, és PP; szakaszok hosszdnak 6sszege 9v/3 cm.



Geometriai transzformaciok — megoldasok

A kitoltott tablazat:

Fixpontok

Fixegyenesek

Invarians egyenesek

Példa invarians korre

Szogtarto
Tavolsagtarto

Egyenes és képe
parhuzamos?
Koriiljarasi iranyt
megtartja?

Identikus
transzformacio

minden pont

minden egyenes

minden egyenes

minden kor

igen
igen

igen

igen

Tengelyes
tiikrozés

a tengely pontjai
a tengely
a tengely

s a ra meréleges
egyenesek

kor, melynek
kozéppontja a tengelyre
illeszkedik
igen
igen

nem feltétlentil

nem

Megfelel$ egybevagdsagi transzformaciok példaul:
1. A két kor kozéppontjat 0sszekots szakasz felezGmerdSlegesére vonatkozo tengelyes tiikrozés.

Forgatas
(mely nem identitas)

a forgatas kozeppontja
nincsen
o =k-180°
(k egész szam) esetén
a centrumot tartalmazo

egyenesek, kiilonben
nincsen

a centrum kozéppontd
korok

igen
igen

nem feltétlenil

igen

Eltolas
(mely nem identitas)

nincsen

nincsen

az eltolas
vektoraval parhuzamos
egyenesek

nincsen

igen
igen

igen

igen

2. A két kor kozéppontjat 6sszekotd szakasz F felezGpontjara vonatkozé kézéppontos tiikrozés.

sz

3. Az egyik kor kozéppontjdbdl a masik kor kdzéppontjaba mutatd vektorral torténd eltolds.

a) Hamis.
e) lgaz.

b) Igaz.

f) Hamis.

¢) Hamis.
g) lgaz.

d) Hamis.

h) Igaz.

a) A szabdlyos 13 oldald sokszognek 13 szimmetriatengelye van. Ezek kozott egyetlen olyan
sincsen, amely tartalmazza a sokszog valamelyik 4tlgjat.

b) A szabdlyos 14 oldali sokszognek 14 szimmetriatengelye van. Ezek kozott 7 olyan van,
amelyik a sokszog valamelyik atl6jat tartalmazza.

A paralelogrammadk koziil a téglalapok és a rombuszok tengelyesen szimmetrikusak.

A deltoidok koziil a rombuszok kdzéppontosan szimmetrikusak.

a) Igen. Ha a trapéz téglalap, akkor barmelyik oldalegyenesére is tiikrozziik, szintén téglalapot,

igy persze paralelogrammat kapunk.

b) Igen. A trapézt a révidebb alap egyenesére tiikrozve konkav hatszoget kapunk.

c) Igen.
d) Igen.

e) Nem. Egy ilyen rombusznak csak két szimmetriatengelye van, a két 4tl6t tartalmazd egyenes.

Ezek viszont a rombuszt nem trapézokra, hanem haromszogekre bontjak.



a) Igen. Ha az egyik szar felezGpontjdra tiikroziink, akkor paralelogrammat kapunk.

b) Igen. Konkdv hatszoget kapunk, ha a rovidebb alap felez&pontjdra tiikroziink.

c) Igen. d) Igen. e) Igen.

A kialakul6 nyolcszognek két, egymdsra merdleges szimmetriatengelye van, ezek a téglalapnak is
szimmetriatengelyei.

A nyolcszog kdzéppontosan is szimmetrikus (ezért persze forgasszimmetridt is mutat), kozéppontja
a téglalap kozéppontjaval egybeesik.

a) Az egyes forgatdsok a kiinduldsi alakzatot a kovetkezs helyzetbe viszik.

b) Az 4bréakrodl leolvashatd, hogy a lila sikidom a négyzet teriiletének 25%-a.

sz

a) Az x tengely mentén 2 egységgel torténd eltolds, majd az x tengelyre vonatkozé tengelyes
tiikrozés, végiil az y tengely mentén 1 egységgel torténd eltolds.

b) A hozzarendelési szabaly: x> |x +2| - 1.
c¢) Ahozzédrendelési szabdly: x> —|x+ 1] - 1.

a) lIgaz. b) Hamis. ¢) Hamis. d) Hamis.
e) Igaz. f) Igaz. g) Hamis.
Az atfogé hossza 17 cm, a befogdk hossza 2,6 cm és 16,8 cm (A =0,2).

a) Bels6 hasonlésagi kozéppontu kicsinyités. (A pontot és a képét a hasonldsagi kozéppont elva-
lasztja, | Al < 1.)

b) Kiils6 hasonlésagi kozéppontd nagyités. (A pontot és a képét a hasonldsdgi kozéppont nem va-
lasztjael, A > 1.)

c) Bels6 hasonlésdgi kozéppontud nagyitds.
Az eredeti 6tszog legkisebb oldala 14 cm, ezért A = %

A kérdezett 6tszog tobbi oldala: 15 cm, 14 cm, 10 cm, 21 cm.
a) Igen, 4 :%. b) Nem.

K, =12 cm, ezért A = 2. Akeresett haromszog oldalai: @’ =8 cm, b’=10cm, ¢’ =6 cm.

A négyzetek oldalait jelolje a és a’.
a)a=9cm, a’ =18 cm; b)a=12cm, a’ =15cm.

A hasonldsédgi ardny és a felszinek ardnya:
V.2 o 223 gy Aope?
Vv 8 2 A 4



@) A kitoltott tablazat:

a b c d X y
3cm 5¢cm 4cm %z6,67 cm %=5,625 cm  15c¢m
20
= =2,22¢cm 4cm 3,5¢cm 6,3 cm 2,5¢cm 7cm
2.cm 4cm 2,15¢cm 4,3 cm 3cm 9cm
3,2cm 5,6 cm 4cm 7cm 4 cm 11cm

@) Alkalmazzuk a parhuzamos szelSk tételét:
BP _AD 3% Tx

—_— e = =
BE AE BE 1,2+ BE
A keresett szakasz hossza: BE=0,9 dm =9 cm.

@@ Alkalmazzuk a szogfelezbtételt:
a;=333cm, a,=2,67cm; by=3cm, by=5cm; c¢;=429cm, ¢,=5,71 cm.

@IB Az AB szakaszt 6t egyenld részre kell osztani. A szerkesztés
menete az dbrdn nyomon kovethetd. A szabélyos 6tszog oldala
az AP, szakasz hosszdval egyezik meg.

ETF) a) A feladathoz készitett dbra:

b) A 13-as tton az els? utkeresztezddés tavolsaga a telepiilés koz- S
pontjatol: 25
a 2,5 .
—=——, ebbdl a=4,17km. R y
5 3
X
¢) Afeltételek szerint x = 7 km. Ebbd] kovetkezik, hogy % = % o

amibdl y = 11,2 km. A két ut kozott tehdt 11,2 km a tdvolsag
N P A 5 P 3 0
a hosszabb 06sszekotd uton.

. . . 14
BT a) A kiegészitd haromszog egyenld szard, alapja 6 cm, szédrainak hossza 3 - 4,67 cm.
b) A trapéz atléi 2:5 ardnyban osztjak egymdst.

a) At6 teriilete a valésagban 0,14 km?.
b) A t6 teriilete a térképen 0,875 cm?.

A tejfol ara koriilbeliil 0,69 €.

a) Anégyzetek oldala 6 m, 10 m, illetve 14 m.
b) A kockék élének hossza 3 m, 9 m és 24 m.



a) Az EGHJKM hatszog tengelyesen szimmetrikus, tengelye
az ABC haromszog t tengelyével esik egybe.

b) A CKJ hiaromszog hasonlé a CAB hiaromszoghoz (szogeik
megegyeznek), a hasonldsdg ardnya i, ezért:

KJ=1~AB.
4

A szogek egyenlGsége okdn az MAE és HGB hiromszo-
gek is hasonlék a CAB haromszoghoz, amibdl:

ME=Y.Bc & HG=L.acC
4 4

Az EGHJKM hatszog kertilete:
Keoryxm = MK + KJ +JH + HG + GE + EM =

_3 B+ ac+2 Bo=3. B+ ac + BO).
4 4 4 4

Ez utébbi mutatja, hogy a hatszog keriilete az ABC haromszog keriiletének %—szerese.

c) Mivel a hasonl6 sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsdag ardnyanak négyzete, ezért:

1 1 1
Texi=— Tiper Tyap=—"T, és  Tyop=—"Tyipc-
CKJ =g t4aBC MAE = ¢ ABC HGB = ¢ " fABC

A kiszamolt teriiletek 0sszegét az ABC hdromszog teriiletébdl kivonva azt kapjuk, hogy:

13
TeGHiRM = E “Typc-

A hatszog teriilete az ABC haromszog teriiletének %—szorosa.

T @) Ha a két vagas merSleges egymdsra és mindkett dtmegy _
anégyzet O kozéppontjan, akkor az dbra az O kozépponti .
k-90°-o0s (k egész szdm) forgatdsokra nézve invaridns, igy
példaul a DFOE négyszoget az O pont koriili 90°-os for-

gatds az AGOF négyszogbe viszi at, ezért a két négyszog ('0
teriilete megegyezik. Nyilvdnval6an a tobbi keletkezd négy- F SN

szog terlilete is ugyanakkora, mint a DFOE négyszogé.

b) Tegyiik fel, hogy az EG és FH egyenesek (melyeket az dbran .
szaggatott vonalak jelolnek) egyenld teriiletd részekre bontjak b i Z 5
az ABCD négyzetet. Ebbdl kovetkezik, hogy az EDAG és R
GBCE trapézok teriilete megegyezik (épp az ABCD négyzet o
teriiletének fele). Ha a négyzet oldala a, akkor a teriiletek (,«0
egyenl8ségébdl: Fl AL,
ED+AG _GB+CE 2l
2 2 ’ ’
ED+ AG=GB+CE. A G, £



Mivel az utolsé egyenlGségben szereplS négy szakasz hosszanak Osszege 2a, ezért:
ED+AG=GB+ CE=a.

Azonban az is teljesiil, hogy:

ED+EC=GB+AG=a,
igy:

AG=EC és ED=GB.
Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy GB az ED (tovdbbd AG az EC) szakasz O pontra vonatkozd
tiikorképe, ezért EG sziikségképpen dthalad a négyzet O kdzéppontjan. Hasonldan bizonyithatd
az FH egyenesre is.

Mar csak azt kell megmutatnunk, hogy az EG egyenes merGleges az FH egyenesre. Ha ez nem
teljesiilne, akkor az O pontban az EG egyenesre emelt merSleges az F-tdl kiilonbozd F, illetve
a H-tdl kiilonbozé H’ pontokban metszené az ABCD négyzet oldalait. Az a) feladat ered-
ménye alapjan az EDF’0O négyszog teriilete az ABCD négyzet teriiletének negyedrészével lenne
egyenld. Ekkor azonban az EDFO négyszog teriilete szemldtomdst nagyobb lenne (vagy ha F
a DF’ szakasz belsd pontja, akkor kisebb), mint az EDF’O négyszog teriilete, de azzal semmi-
képpen nem lehetne egyenld, ezért az EG és FH egyenesek nem oszthatjdk egyenld teriiletd
részekre az ABCD négyzetet. Ez mutatja, hogy EG és FH valéban merSlegesek egymadsra.

a) Atiikorképek az dbra jeloléseinek megfelelGen
0,, 0, és 05. Atiikrozés tdvolsdgtarto, ezért
a BO,CO,AO; hatsz6g minden oldala a BO,
CO vagy az AO szakaszok valamelyikével
egyenld hosszisdgd. Mivel a felsorolt szaka-
szok mindegyike az ABC haromszog koré
irhat6 kor egy-egy sugara, ezért a kapott hat-
sz0g minden oldala egyenlS hosszu.

b) Az a) feladat eredményei alapjan a BO,CO,
CO,AO0 és AO;BO négyszdgek oldalai meg-
egyeznek, ezért mindegyik rombusz.

c) Az AOC< az ABC haromszog koré irhatd
korben a B-t nem tartalmazo koriven nyugvo kézépponti szog, ezért a keriileti és kozépponti
szogek tétele alapjan:

AOC =2 = 140"
Ugyanilyen megfontoldsok alapjan:
BOC¥=2a=130° és AOBX=2y=90°
A tiikrozés szogtartd tulajdonsdga alapjan:
BOC¥=BOC¥=130°% AO,C<=A0C<=140° & AO;B<=A0B¥=90°
Az OBC¥< tiikorképe a BC egyenesre vonatkozdan az O;BC<, tovabbd az OBA< tiikorképe
az AB egyenesre vonatkozdan az O;BA<, ezért:
O;BO < = O3BAS + B+ O\BCE  miatt O3BO;¥=OBAS + 3+ OBCx=2f = 140"
Ugyanigy:
O0,CO,X=2y=90° é O,AO;¥ =20 =130°

A kialakul6 hatszog szemkozti szogei megegyeznek, a kiilonb6z8 szogek nagysaga 90°, 130°,
illetve 140°.



d) Akialakul6 hatszog teriilete kétszerese az ABC hdromszog teriiletének. Az ABC haromszogben
a szinusztétel alapjan: AC = 6,22 cm.

Az ABC hédromszog teriilete:

T\pe :wz 13,19 cm2

A kialakul6 hatszog teriilete koriilbeliil 26,38 cm?.

a) A megadott pontokat paralelogrammava kell kiegésziteni. Ezt 3 kiilonb6z6 mddon tehetjiik meg

attol fiiggben, hogy az ABC hdromszog melyik oldala lesz a paralelogramma atldja.

Ha a paralelogrammdnak BC az egyik atldja, akkor a BC szakasz H(3,5; 4) felez&pontja
a paralelogramma kozéppontja, ezért negyedik csicsa az A pont H-ra vonatkozo tiikkorképe
(1. dbra). Ebbdl kovetkezik, hogy a paralelogramma hidnyz6 csticsa A’'(4; 10).

A2.és a3. dbra a masik két paralelogrammat mutatja. Ezek negyedik csucsa B’(—2; —2), illetve
C’(8;-2).

1. dbra 2. dbra 3. abra

b) A megadott pontokat 6sszesen 6 kiilonboz6 modon egészithetjiik ki tengelyesen szimmetrikus

négyszoggé.

Deltoidot haromféleképpen kaphatunk att6l fiiggden, hogy az ABC haromszog melyik oldal-
egyenese tartalmazza a deltoid szimmetriadtl6jat. Ha az AC szakasz a deltoid szimmetriadtldja,
akkor a hidnyz6 cstcs éppen a B pont AC egyenesre vonatkozo tiikorképe (4. dbra). Az AC
egyenes egyenlete 3x + y =7, a B ponton dtmend, AC-re merdleges egyenes egyenlete pedig
x—3y=-6. Akét egyenes metszéspontja K(1,5;2,5). A deltoid negyedik csticsa a B pont K-ra
vonatkoz6 tikkorképe, azaz B’(-3; 1).

A masik két deltoidot az 5. és a 6. dbrak mutatjdk. A hidnyz6 csticsok koordinétdi A’(3; 10)
és C’(9; 0).

-1

) T

4. &bra 6. dbra



Hurtrapézokbdl szintén 3 taldlhat6 attdl fiiggen, hogy az ABC haromszog melyik oldala
az egyik alapja. Ha az AB szakasz, akkor a trapéz szimmetriatengelye az AB szakasz felezd-
merdlegese: x + 2y = 6,5. A mdsik alapot tartalmazo egyenes dtmegy a C ponton és parhuza-
mos az AB szakasszal, ezért egyenlete y = 2x + 2. A kapott két egyenes metszéspontja, azaz
a H(0,5; 3) pont, a révidebb alap felezGpontja (7. dbra). A hirtrapéz hidnyzo csticsa C’(0; 2).
A tovabbi hurtrapézokat a 8. és a 9. dbrak mutatjak. Ezek hidnyz6 csicsa B’(7; 1) és A'(4; -2).

-5

7. dbra

-5

tengelye az AD 4tlét tartalmazo egyenes.

b) Mivel a szimmetriatengely tartalmazza a négyszog egyik
atlojat, ezért az ABDB’ négyszog deltoid.

¢) Az els6 hajtogatds az ABC haromszog AD szogfelezGje mentén

tortént.

d) A feladathoz tartoz6 1. dbra alapjén:

8. dbra

igrd a) Az ABDB’ négyszog tengelyesen szimmetrikus, szimmetria-

AC =+/18%2+82=2-97 =19,70 cm,

valamint

tg ABCS = % =2,25 = ABCY=66,04°

Az ABC haromszogben a szogfelezGtétel alapjan:

DC 19,70

= BD=8,83cm.

-5

19,70 cm

9. dbra

.\ 19,70 cm
Y

16 cm

Az ABDB’ deltoid teriilete kétszer akkora, mint az ABD haromszog teriilete, ezért:

A madartorzs teriilete koriilbeliil 129,11 cm?.

Typpp =2+

AB - BD - sin ABD<

a) Az ABO és FGO haromszogek hasonléak, mert mindkettd

derékszogd, és az O csicsndl 1évs szogeik csicsszogek

b) Mivel az ABCD négyzet teriilete négyszer akkora, mint a BEFG
négyzet teriilete, tovdbba hasonlé sikidomok teriiletének
ardnya a hasonldésdg ardnydnak négyzete, ezért az ABCD
négyzet oldala 12 cm. Ekkor az ABO és FGO hdromszogek
hasonlésdganak ardnya 2: 1, ezért az O pont a BG szakasz
G-hez kozelebbi harmadolépontja. Ebbél kovetkezik, hogy
OB=4cm, OG=2cmés OC =8 cm.

~16-8,83-5in66,04°~129,11 cm?

D C
R G _F
‘:Quf\”/’
A 12 B 6 E



Az O pontnak a négyzetek tovabbi csticsaitél mért tdvolsagat Pitagorasz tételével szamolhatjuk:
OA=4J10 =12,65cm, OE=213=721cm,
OF =24/10=6,32cm, OD =413 =14,42 cm.

¢) Akis négyzetet az O pontra vonatkozd A =-2 aranyud kozéppontos hasonldsiaggal lehet a nagy
négyzetbe 4tvinni.

a) Mivel ismert, hogy
OF 0G 1
oA 0B %
ezért a parhuzamos szelSk tételének meg-
forditasa alapjan FGIAB-vel. Hasonl6an:

oC 0D 1

OH Ol 2
ebbél kovetkezik, hogy HIIlCD.
Az ABCD trapézban ABIICD, ezért FG és
HI egymadssal parhuzamos szakaszokkal pér-
huzamos, amibdl persze azonnal kovetkezik,
hogy FGlHI, igy az FGHI négyszog valo-
ban trapéz.

2

Megjegyzés: A parhuzamos szelSk tételének megforditdsa helyett hivatkozhatunk az OFG
és OAB, illetve az OCD és OHI hiaromszogek hasonldsdgdra is (egy szog kozos, és a szoget
kozrefogo oldalak ardnya egyenld).

b) Az OCD és OAB hiaromszogek hasonlok egymdshoz (szogeik paronként egyenlSk), tovabba
AB =2-CD, ezértha az OCD hdromszog CD oldaldhoz tartoz6 magassag m, akkor az OAB
haromszég AB oldaldhoz tartoz6 magassidg 2m (1d. dbra).

Ebbdl adédéan az ABCD trapéz teriilete:

Tusco =¥ -(m +2m) = 18m.

A parhuzamos szelGszakaszok tételébdl (vagy az OFG és OAB hiromszogek hasonl6sdgabol)
adddik, hogy: |
FG=Z-AB=20m,

ezért az OF G haromszog FG oldaldhoz tartozé magassdg az OAB haromszog megfelel6 magas-
saganak (azaz 2m-nek) a negyede, vagyis %
Hasonldan igazolhat6, hogy HI = 8 cm, és az OHI haromszogben a HI oldalhoz 2m hosszui

magassag tartozik.
Az FGHI trapéz magassaga:

n +2m= ém,
2 2
tertilete pedig:
T - LZ . ém = ém
FGHI 2 5 >



Ha a DP egyenes az AB egyenest a G pontban

Az FGHI és ABCD trapézok teriiletének ardnya:

>,
TrGhr _2 zé'
Tigep 18m 36

¢) Haaz ABCD trapéz alapjai AB =a és CD = ¢, akkor FG =— és HI =2c. Haaz OCD héarom-

IR

sz0g CD oldaldhoz tartozé magassdga ezittal is m, akkor az OAB haromszog AB oldaldhoz

£ m hosszii magassag tartozik, ezért az ABCD trapéz magassaga (1 + E) -m. Az FGHI trapéz
c

c
magassiga:
l(a ) 8c+a
2m+—-|— -m|= -m
4 \c 4c

A két trapéz teriiletének egyenlGségébdl:

a
—+2c
a+c ( a) 4 8c+a
N+=|m=——"m
2 c 2 4c

s

Az egyszertsitések elvégzése, valamint mindkét oldal 4-gyel val6 szorzdsa utdn:
16(a + ¢)* = (a + 8¢)~

Az alapok pozitivak, mindkét oldalbdl gyokot vonhatunk az abszoliit érték megjelenése nélkiil,

fgy: 4(a+c)=a+ 8.

A zargjel felbontdsa utan végiil pedig L % addédik. Ahhoz, hogy a két trapéz teriilete meg-
c

egyezzen, sziikséges, hogy az ABCD trapéz alapjainak ardnya 4 legyen. Belathatjuk, hogy
feltételiink elegendd is egyben. 3

metszi és BE =y, akkor a parhuzamos szeld-
szakaszok tételét alkalmazva az AGD<-re azt
kapjuk, hogy:

y_4
20 24’
y=?z3,330m.

Ekkor:

BF=BE+EF=?+5=? (= 8,33 cm),

FC=20—BF:§ (=11,67 cm).

Az ABF és KCF hiromszogek hasonlok egymdshoz (szdgeik pdronként megegyeznek), ezért:

AB_ KC 20 _KC
BF - CF’ azaz é_ﬁ’
3 3

amibsl KC =28 cm.



a) Az ADE, CEF és FBG haromszogek mindegyike derékszogi
és rendelkezik 60°-0s szoggel csakigy, mint az ACD harom-
sz0g. Ebbdl kovetkezik, hogy a felsorolt hdromszdgek mind-
egyike hasonl6 a tobbihez.

b) Az ADE derékszogli haromszog atfogdja feleakkora, mint
a hozza hasonlé ACD hiaromszogé, ezért hasonlésdguk

ardnya %, amibdl:

1 1
7:4DE=Z'7:4CD=§'7:43C'

A két haromszog hasonldsdgabdl az is kovetkezik, hogy:
AE=1~AD=1~AC,
2 4

tehat:

CE=3.AC.
4

Ez azt is jelenti, hogy a CEF hdromszog atfogdja %—szerese az ACD haromszog atfogéjanak.

Mivel a két haromszdg hasonlé egymdashoz, ezért:

9 9
Tepr =— Tuep = —  Type-
CEF 16 ACD 32 ABC

A két haromszog hasonldsagabdl tovabba:

CF = -AD=§-CB,

AW

ezért:

FB=>.CB=2.AC.
8 8

Ekkor viszont az ACD és FBG haromszogek hasonlésaganak ardanya %, amibdl kovetkezik,
hogy:
N o 2B 25,
FBG = g4 " 1ACD = 58 " "ABC

299

Az ABC hiromszog csucsaindl ,.kimarad6

1 9 25 77
Lyipe + Tegr + Trpe = (— + )

részek teriiletosszege:

—+— =— Tin-.
8 32 128) ABCT o8 ABC
A tervek szerint a tulipannal teleiiltetett rész teriilete:
51

Tperc = @ “Thpcs

azaz a teljes virdgadgydsnak koriilbeliil 39,84%-a borul tulipdnba.




a) Ha az ABC haromszog oldalfelezd pontjait P, Q és R jeldli,
akkor az ABS haromszog E sulypontja 2: 1 ardnyban osztja
az SP szakaszt. Ugyanigy 2:1 ardnyban osztja az F' pont
az SQ, illetve a G pont az SR szakaszokat. Mivel ekkor

SE _SF 2

SPSQ 3’
igy a parhuzamos szeldk tételének megforditdsa alapjan EF és
PQ parhuzamos, és ugyanigy GF parhuzamos RQ-val, illetve
GE pédrhuzamos RP-vel. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy az
EFG haromszog szogei paronként megegyeznek a POR harom- /
sz0g szogeivel, igy a két hdromszog hasonlé egymdshoz. <
Mivel a POR hiaromszog oldalai a CAB hiaromszog kozép-
vonalai, igy e két haromszog megfeleld oldalai paronként parhuzamosak, ezért hasonlék egy-
mashoz. Ebbdl adédéan az EFG haromszog is hasonlé a CAB haromszoghoz.

b) Az EFG hiaromszog oldalai: GF =2 cm, GE=3cm és EF =4 cm.

¢) Az EFG hiromszoget az S kozéppontd A, = % aranyu kozéppontos hasonldsdggal lehet a POR

hiromszogbe atvinni. A POR hdromszoget szintén S kozéppontd, 1, =-2 ardnyd kozéppontos
hasonlésag viszi &t a CAB haromszogbe. Ebbdl adéddan az EFG haromszoget az S kdzéppont,
A =-3 ardnyud kozéppontos hasonldsaggal lehet a CAB haromszdgbe vinni.

a) Mivel a DABX és a DCM$ szarai paronként merdlegesek
egymasra, ezért merdleges szaru szogpart alkotnak, igy egyenld
nagysaguiak (az dbran o jeldli). Ebbdl kovetkezik, hogy az
ABD és a CMD haromszogekben két-két szog megegyezik,
igy a két haromszog hasonld. Mivel mindkét hdromszog
atfogoja 8 cm, ezért a két hdromszog egybevagd egymassal.
kezik, hogy az o szoggel szemkdzti befogéik is megegyez-
nek, azaz BD = MD = x. Ez azt is jelenti, hogy az MBD derék-
sz0gl haromszog egyenl§ szard, azaz MBD< = 45°. Vegyiik
még észre, hogy az ABM hdromszog AB oldaldhoz tartozé
magassdgvonala megfelezi az AB oldalt, ezért az ABM
haromszog is egyenld szard, amibdl adddik, hogy ABM< = a. Az ABD derékszogli haromszog
hegyesszogeinek Osszegére:

o+ o +45°=90°
ahonnan o =22,5° Az ABC haromszog szogei ezért 67,5°% 67,5° és 45°

a) Az ABCD négyszog trapéz, melynek alapjai

AB és CD. A forgatds miatt ugyanis:
APB< = CPD< = 30°

Thalész tétele alapjan az APB és CPD harom-

szogek derékszogliek, ebbdl kovetkezik, hogy
PABY = PCDX = 60°,

amit gy is értelmezhetiink, hogy AB és CD

60°-0s szoget zarnak be ugyanazzal az egye-

nessel, ezért parhuzamosak. Az ABCD négy-

szog tehat trapéz.




b) Az APB és CPD derékszogii haromszogek egyik hegyesszoge 30°, ezért ,,félszabédlyos’ harom-
szogek. Az ilyen haromszogeket a hosszabb befog6t tartalmazé egyenesre vonatkozo tiikro-
zéssel szabdlyos hdromszoggé egészithetjiik ki. Ennek megfelelGen:

AB=R, DC=r, m=BD=-3-(R+r),

AB+DC 3
7;1153CD=T'm=7'(1'3+r)2.

a) A kozéppontokat Osszekotd OQ egyenesen
két olyan pont van, amelyekbdl kozos érintd
hizhat6 a korokhoz. Ha az dbra jeloléseit ko-
vetve a bels6 érint6k metszéspontja P, akkor
az OPF héaromszog hasonlé6 QPE harom-
sz0ghoz, hiszen mindkét haromszog derék-
sz0gl, tovabbd a P cstcsndl cstcsszogek

alakulnak ki. A megfelel6 oldalaik ardnyéra:

PO OF PO 3

—=—, azaz ———=—,

PQ OQE 16-PO 5
amibSl PO =6 cm. A belsd hasonldsagi pont a kisebb kor kdzéppontjatdl 6 cm tdvolsdgra
talalhato.

2 2z

A koz0s kiilsé érintSket az alabbi dbra mu-
tatja. Az ROT és RQU haromszdgek hasonlé-
sdga alapjan:

RO OT RO 3

—=—, azaz ————=-—.
RO QU 16+ RO 5

A kapott egyenletbdl RO =24 cm. A két kor

kiils6 hasonlésagi pontja a kisebb kor kozép-

pontjatdl 24 cm tdvolsdgra taldlhato.

v 2

b) Akozos belsé érintSket tartalmazo dbra EF szakaszanak hosszat kérdezi a feladat. Pitagorasz
tételét alkalmazva a POF és PQE haromszogekben kapjuk, hogy:

PF =27 =33 (= 5,20 cm),
PE =75 =5J/3 (= 8,66 cm).
Az EF szakasz hossza 8/3 =~ 13,86 cm.

@I o) A derékszogl haromszog dtfogdhoz tartozd 5

magassaga a hdromszoget két hasonl6 harom- .

szogre bontja, amelyek az eredeti harom- e 45

szoghoz is hasonlék. Ha BC =a és AC = b, SN yil

tovédbbd a BCT hdromszogbe frtkor sugara r, 4 o8] /A, ¢

az ACT haromszogbe irté pedig R, akkor g K y

a részharomszogek hasonldsédga alapjan: m/ ¢
r_a B Q>
R ey .

A Q pont illeszkedik a derékszogli CTAX ¢ B A
szogfelezGjére, ezért CTQ< =45° Ehhez

hasonléan persze CTO< = 45° is teljesiil, ezért QTOX =45° +45°=90°, igy a QOT haromszog
derékszogd.




Az OTD és QTE egyenl§ szaru derékszogli haromszogek hasonlok, ezért megfeleld oldalaik

aranydra:
L9
R QT
Az (1) és (2) egyenlGségek bal oldala megegyezik, ezért jobb oldalaik is egyenldk, igy:
OT _a
oT b

Ez azt jelenti, hogy a QOT és ABC hdromszogekben egy-egy szog, valamint a szoget kozre-
fogd oldalak ardnya megegyezik, és igy a hdromszogek valdban hasonldk.

b) Forgassuk el a QOT haromszoget a T pont
koriil —45°kal. Ekkor a T pont helyben
marad, OTB< = 45° miatt pedig az O pont
képe illeszkedik a BC szakaszra.

Mivel X

TOQ% = ABC% = 3, al”
ezért az OQ szakasz elforgatott képe parhuza-
mos a BC szakasszal. Ekkor viszont az OQ
egyenes az OQ szakasz elforgatott képével
és a BC szakasszal ugyanazt a szoget, éppen
a forgatds 45°-0s sz0gét zdrja be.

C A

Osszefoglalva, ha az OQ egyenes a BC szakaszt P-ben, az AC szakaszt pedig R-ben metszi,
akkor CPRX =45° ezért a PRC haromszog valdban egyenld szard derékszogli haromszog.

@B Vizsgiljuk meg el6szor az ABEF négyszoget.
Mivel AEBX=AFBX=90° ezért az E és F
pontok illeszkednek az AB 4tmérdj(i Thalész-
korre (k;), vagyis az ABEF négyszog hirnégy-
sz0g. Mivel a hirnégyszog belsd szoge meg-
egyezik a vele szemkozti szog kiilsG szogével,

ezért az dbra jeloléseit kovetve:
BAFX=0OEF¥=0a, ABES<=OFE<=}.
Ha most megnézziik az ABO és EFO harom-
szogeket, akkor lathatjuk, hogy benniik a szogek
paronként megegyeznek, ezért a haromszogek

hasonlék egymdshoz. Pontosan ugyanigy igazol-
hatd, hogy a CDGH hurnégyszogben:
CDGX=GHO< =6, DCHX=OGH<=yY,

Az dbra tovabbi hdrnégyszogeket rejt. Ilyen
példaul az ADHE négyszog. Az ADE és ADH derékszogl haromszogek derékszogid csicsai
illeszkednek az AD szakasz Thalész-korére (k,). Ekkor a DAH< és a DEHX egyarant a Thalész-
kor DH korivén nyugszanak, igy a keriileti szogek tétele alapjan DAH< = DEH< = . Pontosan
ugyanigy igazolhatd, hogy az dbrdn azonos médon megjeldlt tovabbi szogparok is megegyeznek.
Az ABCD és EFGH négyszogeket paronként hasonl6 hdromszogekre bonthatjuk: EFO,~ABO,;
Ezek alapjan az EFGH és ABCD négyszogek valéban hasonlék egymdshoz.




Vektorok. Szdgfiiggvények — megoldasok

a)HG:l-E'; b)ﬁ:é-ﬂé—l-/w;
4 4 3

== 2 —= = S [—

c)ED=§-AD—AB; d)IF=—AB—§-AD.

a) |E| =104/2 cm;

b) Az A csticsbél a CD oldal felez6pontjaba mutaté vektor hossza 5v/5 cm.

Igaz allitds: C, D. Hamis 4llitas: A és B.

Egy szabdlyos tizszog kozéppontjabol a csicsokba mutatd vektorok dsszege nullvektor.

) P L ., , a+¢c
Az E csticsbdl a gila magassaganak talppontjdba mutatd vektor

Az G-b ésaz @+ b vektor derékszoget zar be.

AvV= % -AB + AD vektor a végpontja a paralelogramma DC oldaldnak C-hez kozelebbi harma-

dolépontja.

A csénak 241 =15,52 % sebességgel mozog.

Az erdk eredGje 44/19 = 17,44 N.

ErB A két egységvektor 4ltal bezart szog

a) 30°% b) 120°% c) 90°.
A kifejezések pontos értéke:
143 1
; b) 0; ) —.
a) 3 ) c) T

EXD Az o konkdv szdg tobbi szogfiiggvényének értéke:
V3

a) cosa:i?, tg(x:i?, ctgoczirx/§;

b) sina =-0,8, tga=—§, ctgoc=—§;

. 5 12 12

c) sina=——, coso=——, ctgo = —;

13 13 5

d) sinoc——L cosoc—i tgar=——

N, N

E@rH A kifejezések novekvd sorrendje:

ctg390° -1 2

x/§c0s240°=—§<lg(00587r)=0<tg2010°:?<sin2?n=?< ! \/§+1.



EVFOLYAM

@D A kifejezések értelmezési tartomdnya:

a)xe]R\{%[},keZ; b) xeR;
c)xe]R\{%r},keZ; d)x=%+k7r,keZ.
A kifejezések egyszeridbb alakja:
a) _1 b) cosx; c) 0; d) 0.
sin x
s1nx:i£.
3
V3
a) Sypo = - b) S»910=0.

A Nap sugarai a Foldre 55,56° szdgben esnek.

A 828 m magas épiiletet 83,11° szogben latjuk.

a) Az emelkedd 4,37%-os. b) Ahegy 349 m magas.

A két épiilet egymastol 34,87 m-re van.

A létraval a maximadlis szerelési magassdg 3,84 m, tehdt fel tudja szerelni a mester a csilldrt.
A hordé6 1,75-szor fordul meg a tengelye koriil.

A szogek szdrai a szabélyos haromszog szemkozti oldalat két 9v/3 - tg15° = 4,18 cm, tovabba
két 9 — 93 - tg15° = 4,82 cm hosszu részekre osztjak.

A rombusz

a) tompaszoge 126,87°; b) atléinak hossza 8,95 cm és 17,88 cm.
a) keriilete 79,22 cm; b) teriilete 334,42 cm?;

c) beirhat6 korének sugara 8,44 cm.

a) keriilete 122,46 cm; b) teriilete 1131,38 cm?.

Ha egyenes mentén gyalogolunk, 0,66%-kal rovidebb utat tettiink volna meg.
A haromszog 10 cm-es oldaldval szemben levé szog 14,48°.
Az asztronautdk a Foldet 2,28%-o0s szogben lattdk.

A hegy legaldbb 3149 m magas.

A két kor kozos
a) kiilsé érint6i 15,32°; b) belsé érintGi 83,62° szoget zarnak be.
. 2 , P . b -
Mivel az ﬁ vektor d vektorral megegyezd irdnyu egységvektor, és ﬁ vektor b vektorral
a b

megegyezd irdnyud egységvektor, a két vektor rombuszt feszit ki. Mivel a rombusz atl6ja felezi

—

. a b o R . ~
arombusz szogét, az — + — vektor 15°-0s szoget zar be d vektorral.

-

lal 12|



EFB Az ABC haromszog AB oldalanak felezSpontja F, AC oldaldnak

€
C-hez kozelebbi harmadoldpontja H.
FH = A - AF = 4C - 4B, z
Az FH vektor hossza koszinusztétellel az AFH haromszdgben
szdmolhato: 72°
FH?>= AF?+ AH?> -2 AF - AH -cos72° = FH ~7,68. A F B

Az AB oldal felez&pontjabdl az AC oldal C-hez kozelebbi
harmadolépontjaba mutatd vektor hossza 7,68 cm.

. . 1
EFD «) A b és ¢ vektorok altal bezért szog 60° Tehdt b-¢ =1-1-cos60° = >

b) Az @+ b vektor hossza kétszer akkora, mint az egységoldald
szabdlyos hdromszog magassaga,

avbl=2 -
Az abran lathaté ABCD szabdlyos tetraéderben az AB ¢l
felez6pontja F.
Az @+ b vektor ¢ vektorral bezart szoge az o = CDF<.

A CDF haromszog CD oldala egységnyi, a masik két oldala
az egységnyi oldald szabalyos hdromszog magassaga:

CF:DF:?.

Ennek az egyenl§ szard haromszognek az alaphoz tartozé magassagat behiizva az o szogre
felirhat6:

fgy a mivelet eredménye:

(&+Z)-E’:|(3+I;|-|E’|-cosoc:x/§-l-%:1.

c) Mivel egy szabalyos tetraéder kitérG élei merSlegesek egymasra, az d - b vektor merdleges
a ¢ vektorra, tehat (Zi - I;) -¢=0.

) a) A logaritmusfiiggvény értelmezési tartomdnya miatt:
sinx>0 = 2kn<x<n+2knm, keZ.
A tort nevezdjében nem dllhat 0, ezért:

cosxz0 = xe]R\{%+lﬂ}, leZ.
A kifejezés értelmezési tartomdnya a két halmaz metszete:
X E]Znﬂ;§+ 2nn[u]g+2nn;n +2nmw [ neZ.
log, sin x

A kifejezés egyszeriibb alakja: = =tgx.
COSX  COSX




e 2

b) Anégyzetgyokjel alatt 4116 tort mindig pozitiv értéket vesz fel. A tort nevez§jében nem allhat 0,
ezért x #0, €s a ctg miatt x # kn, k € Z. A kifejezés értelmezési tartomanya:

x e R\ {kn}, keZ.

A kifejezés egyszertibb alakja:

sinZx

1+

/1 +ctg?x cos’x \/coszx + sin’x 1
x? x? cos?x- x>  |cosx|-|x|
Mivel cosx nem 0, a kifejezés atirhaté a kovetkezd alakba:
sin x

. ——+3

2smx+3cosx: COS X :2tgx+3

Scosx —2sinx 5 _, SIMX  5-2tgx
COSX

1 3+l
J3-1 2

Mivel tgx = , akifejezés tovabb alakithatd:

2@_{_3
2tgx+3 2 _J3+4 19483

5-2tgx o, B+l 4-V3 13
2
A kifejezés értéke M
13
1 1 . . . P
Az — 5 5— =— Osszefiiggés bal oldalat alakitva:
sin“a +cos“o +tgeor 9
1 1 1 cos?a 5
) 2 1, 3, snla en? 2, cosTe
sin“o +cos“o +tgcor 1+tgta |4 Sin7e sin“ o+ costa
cos?a
Ez alapjan cos?o = é, amib6l coso =+
Ha o hegyesszog, akkor cosa = 3 ez esetben:
1

a2=102+222—2-10-22-cosa=102+222—2-10-22-§ = a=20,91cm.
Ha o tompaszog, akkor coso = —%, ez esetben:

a2=102+222—2-10~22~cosa=102+222—2~10-22-(—%) = a=27,03cm.
A haromszog harmadik oldala 20,91 cm vagy 27,03 cm.

Alakitsuk 4t a fiiggvény hozzdrendelési szabalyat:
f(x) = —cos2x + 2sinx — 1= —(1 — sinx) + 2sinx — I =sin?x + 2sinx — 2 =(sinx +1)2 - 3.
Induljunk ki a szinuszfiiggvény értékkészletébdl: —1 <sinx <1, vagyis 0 <sinx + 1 <2.

A masodfoku fiiggvény a nemnegativ valés szamok halmazan szigordan monoton névekvd,
tehdt 0 < (sinx + 1)2< 4, amibsl -3 < (sinx + 1)2 -3 < 1.

Az f(x) = —cos?x + 2sinx — 1 fiiggvény értékkészlete a [-3; 1] intervallum.



EFD Mivel a koszinuszfiiggvény 27 szerint periodikus, igy az a,, = cosn - 5 sorozat tagjai is periodiku-

san ismétlédnek:

an=cosn-%=cos(n~%+2k7[)=cos(n+12k)-%=an+12k, nkeZ.

A sorozat periddusa 12:

alzcoszzﬁ; 612=COSZ'£=1; a3:cos3-£:0; a4:cos4-£:—l;
6 2 6 2 6 6 2

a5=0085-£=—£; a6:cos6-£:—l; a7:cos7-£:—£; a8=COSS'£=—l;
6 2 6 6 2 6 2

a9:c059-£:0; alO:coslo-E:l; a11=cosll-£=£; a12:c0512-£:1.
6 6 2 6 2 6

Egy peridduson beliil a 12 tag koziil 4 irraciondlis.

Mivel 200 = 16- 12 + 8, az irraciondlis tagok szdmat megkapjuk gy, hogy vessziik a 16 periédus
4-16 szadmd irraciondlis tagjdt, és ehhez még hozzavessziik a soron kovetkez8 a o3 = ay, aj97 = as
€s ayq99 = ay irraciondlis tagokat.

A sorozat els§ 200 tagja kozott tehat 4-16 + 3 = 67 irraciondlis szdm van.

A 200 tag kozil kettdt (230) -féleképpen valaszthatunk ki. Az 6sszes eset szdma (2

go). Akedvezd

esetek szdma (627 )

Annak a valdszintisége, hogy mind a két kivalasztott szam irraciondlis lesz:

(67) 67 - 66
2 5
2 _ 21 ~0ll.
200\ 200-199 ~ 19900
2 2

EFA a) Azingakét sz€1s6 helyzete kozti elfordulds szoge egy 20 cm

sugard kor 8 cm hosszu hiirjdhoz tartozé ¢ kdzépponti szog.
Az 4bra jeloléseit haszndlva az ATO derékszogl hiarom-
sz0gbdl:

sin—=—=— = @=23,07°

Az inga végpontja egy lengés alatt a kor AB {vhosszdnak 20cm

megfeleld utat tesz meg:

=220 = - 297 g 05em.
360° 360°
Huszonnégy 6ra alatt az inga végpontja A

§=24-60-50-i45=579600 cm,
azaz megkozelitGleg 5,8 km utat tesz meg.

b) Anagymutaté 2 6ra 20 perc alatt kétszer korbefordult, majd a 12 6rds helyzetéhez képest még
360° - % =120°ot fordult el.



A kismutatd éranként 30°-ot fordul el, igy a kismutatd 2 6ra 20 perc alatt 60° + 30° - % =70°%o0s

szoggel fordul el a 12 6rds helyzetéhez képest.
A kis- és nagymutaté 2 6ra 20 perckor 120° — 70° = 50° szoget zdr be.
A két mutat6 végpontjanak d tavolsagat koszinusztétellel hatarozhatjuk meg:
d*=7*+52-2-7-5-c0s50° = d=5,39 cm.
A két mutat6 végpontja 2 éra 20 perckor 5,39 cm tdvolsdgra van egymastol.
EFE) Az 4bran lithaté ABCD rombusz oldalainak fe-
lezGpontjai dltal meghatarozott négyszog EFGH.

Az ABC haromszogben EF kozépvonal, tehit

EF = A_2C és EFAC. Az ABC haromszog ha-

hasonl6 az EBF haromszoghoz, és a hasonlosag

ardnya 5 Mivel hasonl6 sikidomok teriiletének
aranya a hasonldsag aranyanak a négyzete, ezért:

Tepr = i - Ty pc- Ugyanilyen megfontoldssal az ADC haromszdgben: Ty = % ‘Tipc-

Ezek alapjan: |

1 1
“Thpe + 1 TLipc =Z‘(7ABC + TADC):Z'E{BCD'

P

Tepr + Tup =

Hasonldan beléthato, hogy Tpys + Treg = i “Thpcep -

Ezzel bebizonyitottuk, hogy egy négyszog oldalfelez&pontjai dltal meghatarozott négyszog teriilete
fele az eredeti négyszog teriiletének.

A rombusz oldaldnak hossza legyen a. Teriilete:
a’-sin140°=2-100 = a=~17,64.
A rombusz oldaldnak hossza 17,64 cm.
EFD Az egyenlS szari haromszdg alaphoz tartozé magassdga m,

szara b, az alapja pedig a hosszusidgu. Ha a szdmtani sorozat
differencidja d, akkor m=a—-d és b=a +d.

Az alaphoz tartozé magassag két egybevagd derékszogli harom-
szogre bontja az egyenld szard hdromszoget.

Felirva a Pitagorasz-tételt:

2
b2=m2+(g),
2

2
(a+d)2:(a—d)2+@ .

SIS
[NC1ESY

Mivel a nem lehet 0, az egyenletet rendezve az a = 16d 6sszefiiggéshez jutunk.
A haromszog alapon fekvd o szogére felirhatd:

. m a-d 16d-d 15

sihng=—=——=——=—

b a+d 16d+d 17

A haromszog szogei 61,93° 61,93° és 56,14°.

= o=61,93°



EFH A szabdlyos sokszog befrt korének sugara legyen r, koré irt korének sugara R.
r2r=1087r = r=6J3,
R?>-w=1447 = R=12.

A szabdlyos sokszog két szomszédos A és B csucsdt a sokszog O kozéppontjaval 6sszekdtve olyan
egyenld szdrd hdromszoget kapunk, amelynek szdra R, magassdga r. A hdromszog o szarszogére

felirhato:
a r 63 3
COS—=—=——=— o =60°.
R 12 2
. . 360° .
a) A szabalyos sokszog —— =6 oldald. G

b) A szabdlyos hatszog oldala a koré irhaté korének sugara,
azaz 12 cm.

c) Az dbran 14that6 egyenes gula alaplapjdnak az oldallapjdval
bezdrt o szoge az FOG derékszogli haromszogbdl:

tgor = Go = 20 = o=062,54°
FO 6J3 /)
A
A gula alaplapja az oldallapjaval 62,54°-0s szoget zar be. F B

EH) Alakitsuk 4t a kifejezést:

Jsin?x + 4cos2x + v cos?x + 4sinx =

= J(1—cos2x)2 + dcostx + /(1 —sinZx)2 + 4sin’x =

= J(1 + cos2x)2 + /(1 + sin2x)2 = 1 + cos2x + 1 + sinZx = 3.

Alkalmazzuk a megfeleld trigonometrikus Osszefiiggéseket:

SOOI e e i |

2

COS— — COS2X 1
:4~3—:2-(—5—c052xj:—1—2-(1—2-sin2x):4~sin2x—3;

2
b) tg2x + 1 sin2x +1  sin%x + cos?x + 2sinx - cosx (sin x + cos x)2
g2x = = : = : — =
cos2x  cos2x cos?x — sin?x (cosx + sinx) - (cos x — sin x)
COSX + sinx
CcOSXx — sinx

EF) Haszndljuk fel a két tag 6sszegének négyzetére és kobére vonatkozd nevezetes azonossagot,
valamint a sin?x + cos?x = 1 Osszefiiggést:
4 4 2

sin*x + cos*x = (sin®x + cos?x)? — 2sin%x - cos®x = 1 — 2sin%x - cos?x,
sinfx + cos®x = (sin%x + cos?x)? — 3sin*x - cos?x — 3sin?x - cos*x =
= (sin%x + cos?x)?— 3sinx - cosZx - (sin?x + cos?x) = 1 — 3sin?x - cosZx.



Ez alapjan a kifejezés dtalakithato:

(sin®x + cos®x) - p2 + (sin*x + cos*x) - p — 4(sin*x + cos*x) =
= (1 —3sin%x - cos2x) - p2 + (1 = 2sin%x - cos2x) - p — 4(1 — 2sin%x - cos?x) =
=p2+p—4—-03p%+2p-28)-(sin®x - cos2x).
Ez a kifejezés akkor lesz x-t6l fiiggetlen, ha 3p? +2p — 8 =0.
. . 4
Az egyenlet gyokei: p, =—2 és p, = 3

Ha a p paraméter értéke —2 vagy % akkor a kifejezés értéke x-tGl fiiggetlen dllando.

Az egyenl6ség igazoldsahoz elég beldtni, hogy:
4-t-ctgo+4-t-ctgB+4-t-ctgy=a*+b*+c

A kotangens szogfliggvény definicigjat és a haromszog teriiletére vonatkozd trigonometrikus
Osszefiiggéseket haszndlva a bal oldal tovabb alakithato:

4t -ctgor + 4t - ctg B+ 4t - ctgy =

=4.bc-sma‘cosa 4.ac-s1n[3'cosﬁ+4‘ab-smy.cosy=

2 sino 2 sin 3 2 siny
=2bc - coso + 2ac - cos B + 2ab - cosy.

A koszinusztétel alapjén:
2bc - cosa + 2ac - cos B+ 2ab - cosy =

=2+ -a)+(@@+-b)+ (@ + - D) =a? +b* + 2
Ezzel a bizonyitandd egyenl&séget belattuk.
Tekintsiik a mellékelt dbra jeloléseit. A torony te- PR .
teje legyen A, talppontja 7, a felsG % része AB. ’

Tekintsiink egy a tornyot tartalmazo, a talaj sik-
jara merGleges sikot.

Vegyiik AB szakasz azon latészogkorivét, ame-
lyik érinti a talaj egyenesét.
Ha az AB szakasz az E és G érintési pontbdl
a szog alatt latszik, akkor a latszogkoriven
kiviil 1évé minden pontbdl o-ndl kisebb szog
alatt latszik.

Tehit az AB szakasz a talaj egyenesének E és G érintési pontjabol 1atszik a legnagyobb szog alatt.

Ennek a 14t6szogkorivnek a sugara az AB szakasz F felezpontjdnak T ponttdl vett tdvolsiga:
2~6O+l-§~60=42m.
5 25

Az ET = OF tavolsadgot az OAF derékszogid haromszogbdl hatdrozhatjuk meg:
OF = ET =~/42% - 182 = 12J/10.

A torony felsd % része a vizszintes sikon egy olyan kor keriiletének pontjaibdl latszik a legnagyobb



szogben, amelynek sugara 12/10 = 37,95 m, és kézéppontja a torony talppontja.

Az o szog a kertlileti és kozépponti szogek tétele alapjan egyenlS az AOF<-gel, amely az AOF

haromszogbdl szamithato:

sina=F—A=§ = o=2538°

A torony felsG % része a vizszintes sikon legfeljebb 25,38 szog alatt latszik.

Nevezetes sikidomok tulajdonsagai — megoldasok

A hdromszog-egyenlGtlenségbdl: 4 < ¢ < 18. Lehetséges értékek c-re: 5, 7, 11, 13, 17 (cm).
90°, 45° és 45°

A két szogfelezd 62,5°-o0s szoget zar be egymassal.

A két magassagvonal 55°-0s szdget zar be egymadssal.

70°.

Nem lehetnek. A kozépvonalak hossza nem elégiti ki a haromszog-egyenlGtlenséget.

Az AB tdvolsig lehetséges értékei: 9 km, 10 km, 11 km, 12 km és 13 km.

a) Hamis. b) lgaz. c) Igaz. d) Hamis. ¢) Hamis. f) lgaz.
g) Hamis. h) Hamis. i) Igaz.
EFL) Ha a keriileti szoget ¢, akkor a hozza tartozé kdzépponti szoget 2¢ jeldli, tehat 3o = 22,5° A ke-

resett szogek: . .
o=75=—(ad), 20=15"=—(rad).
24 12

EZM A hdromszog belss szogei: 70° 65° 45°
&8 o) R=8cm; b) R=6,5cm; c) R=4,58 cm.
a) derékszog; b) tompaszogi; c) hegyesszogt; d) derékszogd.

ETB a) A miésik befogé hossza koriilbeliil 71,69 cm, az atfogd 96,77 cm.
b) A kortilirt kor sugara kb. 48,39 cm.
c) A beirt kor sugara kb. 19,96 cm.

d) Az AB oldalhoz tartoz6 sulyvonal 48,39 cm, a BC oldalhoz tartoz6 78,71 cm, az AC oldalhoz
tartoz6 74,23 cm.

m a b C m p q
28 45 53 1220 ~2377 757834 ~14,79 % ~ 38,21
24+/5 ~ 53,67 125 ~ 26,83 60 24 48 12
25 %ng %4604 7 24 §~zo4
48 (vagy 55) 55 (vagy 48) 73 % 2324 (3325) 3325 (2:;(3)4)



EZH El6szor alkalmazva a magassagtételt, ered, hogy az dtfogé: ¢ = 10 cm. Majd példdul befogo-
tételekkel szamolva: a =2/5 cm, b=4/5 cm.

BT a) A szinusztétel alapjan sin o = 0,7329. Két ilyen hdromszog van. Az egyikben o = 47,13°,

y = 112,87° és AB = 18,86 cm. A masik haromszogben o = 132,87°, y =27,13° és AB=9,33 cm.

b) A szinusztétel alapjan sin o = 1,0004. Mivel sin o < 1 mindig teljesiil, ezért nincsen ilyen hdrom-
szOg. Ha valaki két tizedesjegyre kerekit, akkor sin o = 1,00, ezdltal a-ra 90° adédna. A hiba az,

hogy a sino maximumat a kozelit§ érték lefelé kerekitése utdn kaptuk, igy természetesen
nem létezik ilyen hdromszog.

a) Az Andrisfalva és Csabahdza kozti tit hossza pontosan /3-szorosa a Barnabsfalva és Csabahaza
kozti it hosszanak.

b) A kétut 30°-os szoget zar be egymassal.

a) lIgaz. b) Hamis. c) Hamis.
d) Hamis. e) Hamis. f) Hamis.
g) Igaz. h) lgaz. i) Hamis.

a)

75° 40°

A deltoid két oldaldnak hossza 61 cm, madsik két oldala /521 = 22,83 cm. A deltoid szogei
140,80°, 140,80°, 57,62° 20,78° A deltoid teriilete 880 cm?.

A rombusz 4tléinak hossza 8 cm és 12 cm, teriilete 48 cm?, kiilonb6z4 szogei 112,62° és 67,38°

BB A paralelogramma teriilete 75 cm?. A kozépvonalak hossza 5,13 cm és 16,92 cm. A paralelog-

ramma kiilonbozd szogei 59,78° és 120,22°.

a) Igen, a 27 oldali sokszogek.
b) Nincs ilyen sokszog.

A sokszognek 12 oldala van. A belsG szogek 6sszege 1800° a kiils6 szogek 0sszege 360°.
A szabdlyos sokszognek 8 oldala, és igy 8 szimmetriatengelye van. A sokszog belsd szoge 135°.

A sokszognek 6 oldala van.

A hurnégyszog szemkozti szogeinek osszege 180° Mivel a deltoidnak biztosan van két egyenld

nagysagu szemkozti szoge, ezért ezek csak 90°-osak lehetnek. Ha egy deltoid hirnégyszog, akkor
a szimmetriadtlojaval szemkozti szogek 90°-osak. Ebbdl az is kovetkezik, hogy a négyszog koré
irt kor kozéppontja a szimmetriadtlé felez6pontja.

B ) A téglalapok; b) a rombuszok.



Harom ilyen deltoid van. Ezekben a masik két szog: 25° és 200° 110° és 115° illetve 112,5°
és 112,5°

A tovabbi belsG szogek: 105° 125° és 55°
Az érintészakaszok hossza 16 cm. A két érint6 hajlasszoge 73,74°.

a) Ahur a kor kozéppontjabol 38,94%-0s szogben latszik. A szog mértéke radidnban 0,68.

b) Ahur a hosszabb koriv pontjaibdl 19,47° (0,34 radidn), a révidebb koriv pontjaibdl pedig 160,53°
(2,80 radidn) szog alatt latszik.

c¢) Akisebb korcikk teriilete 12,23 cm?, a nagyobbé 100,86 cm?.
d) Akisebb koriv hossza 4,08 cm, a nagyobbé 33,62 cm.

e) AKkisebb korszelet teriilete 0,92 cm?, a nagyobbé 112,18 cm?.
A hdromszog S sulypontja 2 : 1 ardnyban osztja fel a stlyvonala-

kat, amit az abrén is bejeldltiink. A pirossal megjelolt harom-
szogekben a haromszog-egyenldtlenség alapjan:

az ADS hiromszogben zsa + lsc > E,
3 3 2

a BES hédromszogben 2sb + lsa > ﬁ,
3 3 2

a CFS héromszégben %sc + %sb > g

A harom egyenlétlenség megfelelS oldalainak osszege

1
sa+sb+sc>5-(a+b+c),

ez éppen a bizonyitand6 egyenlétlenség elsé fele.
Alkalmazzuk ismét a haromszog-egyenl6tlenséget, ezittal:

az ADC héaromszogben b + s S
2

az ABE héromszdgben c+%>sa, = %-(a+b+c)>sa+sb+sc,

a BCF hdromszogben a+ g > Sp.

ami éppen a mdsodik bizonyitand6 egyenlGtlenség.

A hdromszog két kiils6 szogét 3x, illetve 4x alakban kereshetjiik. Hirom eset lehetséges.

I. Ha a hdromszog 65°-os szoge a 3x nagysagu szog mellékszoge, akkor 3x = 180° — 65° = 115°,
ebbdl x = 38,33° A hdromszog egy tovabbi kiils6 szoge 4x = 153,33° a mellette fekvd bels
sz0g pedig 26,67°. A haromszog belsd szogei 65° 26,67° és 88,33°

II. Ha a hdromszog 65°-0s szoge a 4x nagysagu kiilsd szog mellékszoge, akkor 4x = 115° x =28,75°.

2

A hdromszog egy tovabbi kiilsé szoge 86,25° A hdromszog belsd szogei 65° 93,75° és 21,25°

III. Ha az adott ardnyu kiilsé szogek egyike sem mellékszoge a 65°-0s szognek, akkor a mésik két
belsd szog 180°—3x és 180° —4x, igy a belsd szogekre: 180° —3x + 180° — 4x + 65° = 180°.
Az egyenlet megolddsa x = 35° a haromszog belsé szogei pedig 65° 75° és 40°.



BB a) Az ébrajeloléseit kovetve AT =5 cm, BT =8 cm, BQ =5 cm.
Az ABQ derékszogl haromszdgben Pitagorasz tétele alapjan:

m2=132-52 = m,=12cm.
Ha CQ = x, akkor a hdromszog teriiletét kétféleképpen felirva:
13-mC=(x+5)-12 mc=£-(x+5).
2 2 13
Pitagorasz tételét alkalmazva, ezittal a BCT hdromszogben:
m2+82=(x+5)>

144
—(x+52+8=(x+5)
T (x+5) (x+5)
(r+5) = 169-64'
25
Felhaszndlva, hogy a bal oldalon 4ll6 hatvany alapja pozitiv:
13-8

x+5=T=20,80m.

A haromszog BC oldala 20,8 cm.
A hiaromszog AB oldaldhoz tartoz6 magassaga:

m =%'(x+5)=19,20m.

c

Az AC oldalt az ACT haromszogre felirt Pitagorasz-tétellel szamolhatjuk:

b*=5%+19,2%
A haromszog AC oldala 19,84 cm hosszisagu.

b) A hdromszog szogeit szogfiiggvények segitségével célszeri kiszdmolni. Az ACT hiromszoégben

tga = %, amib8l o = 75,40°. A BCT haromszogben tg 3 = % tehat B = 67,38°

A haromszog szogei 75,40°% 67,38° és 37,22°

BT @) Az ABC hiromszog S sulypontja a silyvonalakat a cstcstol
szamitva 2:1 ardnyban osztja. Mivel a CT stlyvonal hossza
CT =55 = 7,42 cm, ezért:

CS=%-CT=%-\/§z4,94cm.
A stlypont a C csucstdl 4,94 cm tdvolsdgra taldlhato.

b) Az MAT és az MCE< szogek szérai paronként merGlegesek
egymadsra, ezért a két szog ugyanakkora, az dbra jelolé-
seivel: MAT< = MCE< = o. Ekkor viszont az MAT és BCT
haromszogek szogei paronként megegyeznek, ezért a harom-
szogek hasonlok. A megfelel§ oldalaik ardnyédra:

MT_BT _ MT_ 3
AT CT 3 V550

Qe

N
i) ol
T
6

Az MT tavolsagra MT = 1,21 cm adddik, ezért az ABC haromszog magassagpontja a C cstcstol

7,42 - 1,21 =6,21 cm tdvolsigra van.



¢) Az ABC hiaromszogbe irt kor Q kozéppontja illeszkedik a belsd szogfelezdkre. Az ABC harom-

sz0g B cstcsanal 1év6 B szogre:

B
cosff=—=—- = = 67,98°.
P BC 8 P

Ha a hdromszogbe irt kor sugara QT = r, akkor a QBT derékszogl haromszdgben:

B r ,
tg—=—, r=2,02 cm.
g 773 gy

A Q ponta C csucstdl 7,42 — 2,02 = 5,40 cm tavolsdgra van.

d) A hdromszog koré irt kor O kozéppontja illeszkedik az oldalfelez6 merdlegesekre. Ha az AC
oldal felez6pontja F, akkor a COF haromszog derékszogd, és o hegyesszoge megegyezik
a CAT héaromszog megfelel§ hegyesszogével. A két haromszog igy hasonld, amibdl:
Q:C_A = C—O:—S = C(CO=431cm.
CF CT 4 55

A koriilirt kor kozéppontja 4,31 cm tdvolsédgra taldlhaté a C csidcstol.

i) Az épiilet tetejét B, talppontjat A, az els6 megfigyelési pontot
D jeloli az dbréan. Ha a D ponttdl szdmitva még 30 métert tadvo-
lodunk az épiilettdl, akkor olyan C pontba jutunk, ahonnan .
a B ponthoz tartoz6 emelkedési szog (amely véltészoge a hozza PR X
tartozé depresszids szognek) 26° Ha az épiilet magassiga x,
akkor az ADB és ACB derékszogd haromszogekbdl: 2530\ '42\

X

T AD+30°

Mindkét egyenletbdl kifejezve AD-t, azt kapjuk, hogy:
X X

tgd2°  tg26°

X
tgd2°=—— és tg26°
g AD g

A kapott egyenlet megoldédsa:

x=30-tg26 -tg42 ~31.93m
tg42° —tg26°

Az épiilet magassdga 31,93 méter.

ET) Az dbrdn a hegy csicsat C, a felhd helyét F, a felhd tiikorképét
a téban F” jeloli. A t6 tiikrének szintje legyen az e egyenes, w e
amely az FF’ szakasz felezGmerGlegese. BZ_\__[ 287"+,

Az FBC hiaromszdgben: ! %
o X é

tg28° ==, ; ‘| 800
y H

Az F’BC haromszogben: . \ /!
o X+1600 s /

tg72° = —+—. :
Az egyenletrendszert megoldva: P
_ 1600 - tg28° P

= ~334,15. v
tg72° — tg28° ¥

A felhé a hegycstcs felett 334 méterre van. F



BT Tekintsiik az dbra jeloléseit. A lejtds ut elejét

5570

5571

jelolje A, a végét B, az emlékoszlop tetejét
az M pont.
Az ABM hiromszogben ismert az AB oldal:
AB =100 m, és arajta levd két szog:
BAM<< =4,2°,
ABM<=90°-18,3°=71,7°

A hdromszog harmadik szoge:
180° —4,2°—71,7° = 104,1°.

Az ABM haromszogben felirva a szinusztételt, az emlékoszlop MB magassaga meghatirozhato:

MB  sin4,2°

=——— = MB=7,55m.
100 sinl04,1°

Az emlékoszlop 7,55 m magas.

Az ABC hiromszdgben a koszinusztétel alapjan:
352 =252 +30%-2-25-30-cosa,
cosa =0,2,
o =78,46°

Az élményfiird§ az AB oldal F felezGpontjdba keriil, ezért
a feladat az ABC hdromszog CF stlyvonaldnak hosszat kérdezi.
Az ACF hiromszogben ismét a koszinusztétel alapjén:
CF? =252 +15%-2-25-15-c0s78,46°5,
CF =26,5 km.

A tervezett utszakasz hossza 26,5 km.

a) Atarsasag tjat az dbra mutatja. A B pontban a fordulds szoge Eszak
az ABC héromszog kiils§ szoge.

Az ABC hiaromszogben a koszinusztétel alapjan:
AC? =170% + 402 -2-70-40 - cos 150°.
A miveletek elvégzése utin AC = 106,5.
A tarsasdg a kiindul6 helyétdl 1égvonalban 106,5 km tévol-
sdgra kertiilt.

b) Az ABC hiaromszdgben ezittal a szinusztétel alapjdn:
sinBACL 40

. = = sinBAC¥ =0,1878.
sin150°  106,5

Mivel a BACX egészen biztosan hegyesszog, ezért:
BAC< = 10,82°

A pihendhelyet a kiinduldsi hellyel 6sszek6t6 egyenes ut
o =45°-10,82° = 34,18°-0s
szbget zdrna be az északi irdnnyal.



a) A 14 cm oldali négyzetbdl kivaghato legnagyobb kor sugara
7 cm. A szabalyos tizenkétszog egy oldaldhoz tartoz6 kézép-
ponti sz6g 30° Ebbdl kovetkezik, hogy az dbra jelolései
alapjan:

AB

AB
sinl15° = 2 ——, ahonnan AB=3,62cm.
7 14

Alegnagyobb kivdghato szabdlyos tizenkétszog oldala 3,62 cm.

b) A kor alaku kartonlap teriilete:
Tisr = 497 = 153,94 cm?.

A tizenkétszog teriilete az ABO haromszog teriiletének 12-szerese, azaz:

Ty, = 12-%:147 cm?,
Mivel & = (0,9549, ezért a kor alakd kartonnak 100 — 95,49 =4,51%-a vész karba.
kor
c) Anégyzet teriilete 196 cm?, ezért % = %-ed része, azaz 25%-a vész karba.

ckye) Jelolje a hegy csticsat A, az A pontnak az autdut sikjara esd

A
vetiiletét D, a telepiiléseket B és C. Ha a hegy magassiga x, A
<60%
akkor az ABD derékszogl haromszogben sin45° = ﬁ, ebbdl p
AB=xJ2. Az ACD derékszogli haromszogben sin40° = Ax_C’ J\
X
amibdl pedig AC = . 3
pedig AC=—— B

Végiil az ABC haromszogben a koszinusztétel alapjan:

2
—\2 X p X
BCZ:(X 2) +(sin40°) —2-(x 2).sm

- cos60°.

00

Felhaszndlva, hogy BC = 3500 m, a miveletek elvégzése utdn x = 2349 m adddik.
A hegy csucsa az tt sikja felett 2349 m magassdgban van.

a) Ahosszabb alap 10 cm, a szdrakat dsszekots
kozépvonal (az dbrdn EG) hossza 6 cm.

b) Thalész tételének megforditdsa alapjan az O
pont illeszkedik az AB szakasz folé emelt
Thalész-korre, ezért ha F az AB szakasz
felez&pontja, akkor FO a kor sugara, azaz
FO =5 cm. Ugyanigy lathat6, hogy HO a CD
alap felével egyenls: HO =1 cm. Az ABO
és CDO derékszogli haromszogek hasonlok,
az O pontra vonatkoz6 kdzéppontos hasonld-
sdggal egymdsba vihetSk, amibdl kovet-
kezik, hogy az F, O és H pontok egy egyenesre illeszkednek. Ebbdl adédéan az FH kozép-
vonal hossza: FH=FO + HO =6 cm.




c) A kozépvonalak végpontjai az EFGH paralelogrammat fogjdk kozre. Mivel EF a BDA,,
GH pedig a BDC, kozépvonala, ezért mindkét szakasz parhuzamos a BD 4tléval. Hasonl6an
igazolhatd, hogy az EH és FG szakaszok parhuzamosak az AC 4tléval. A feltételek alapjdn
a trapéz atléi merSlegesek egymadsra, ezért az EFGH négyszog oldalai is, azaz EFGH téglalap.

a) A szogfelez6k kozos pontja a négyszog mind
a négy oldalatdl ugyanakkora tavolsdgra van,
ezért a négyszognek van beirt kore, vagyis
érinténégyszogrdl van szo.

b) Az ABCD négyszog szogeit a szokdsos mo-
don jeloljiik. Az ABO haromszogben:

AOBX = 1800_(9+ﬁj,
272

valamint a CDO hiromszogben:

COD< =180° — (1+§).
272

A két szoget Osszeadva, és felhaszndlva, hogy a négyszog belsd szogeinek dsszege 360°:
g) =360°— 360 =180°.

Megjegyzés: Az érinténégyszogben természetesen BOCS + DOA< = 180° is teljesiil.

AOB{+C0D4=360°—(9+E+1+
27272

a) Az OAQB négyszdg minden oldala 3 cm,
ezért a négyszog rombusz. Az dbra jeloléseit

kovetve az OTB derékszogl haromszogben: d
BT?=0B*>-0T*=3? - @2: 1
2 4
ebbdl BT = g =~1,66 cm.
Az OAQB rombusz teriilete: A

5-3,32_ 8,29 cm?

b) Az OTB,-ben cosa = 2;’5, amibdl o =33,56°. A korok kozos része két olyan 3 cm sugart kor-

szelet egyesitésébdl dll, amelyekhez 2o = 67,12° kozépponti szog tartozik. Az OA és OB suga-
rak altal hatarolt korcikk teriilete:
2.
t=3—7r 200=5,27 cm?
360°
A megfeleld korszelet teriilete:
8,29

A két kor kozos részének teriilete 2,25 cm?2.
A ko6z0s rész keriilete két egybevago koriv hosszabdl all:
K=2.23% 67.12°~7,03 cm.
360°

c) A megfelel§ latészog 180° — o = 146,44°.



i) o) A feltételek szerint az dbrdn azonos médon megjelolt szogek

megegyeznek. Az ABC,, bels szogeinek osszegére felirhato:
200+ 2B+ 2y =180°% amibdl o+ B+ y =90° Haa P ponton
és a hdromszog egy-egy csticsdn dtmend egyenesek a harom-
sz0g oldalait az E, F és G pontokban metszik (Id. dbra),
akkor példdul az ACG,-ben az A és C csicsokndl 1évE
szogek Osszege y+ o+ B=90° ezért a haromszog derék-
szogl, és a CP egyenes merdleges AB-re. Ugyanigy lathatd,
hogy AP mer6leges BC-re, €s BP merdleges AC-re. A P pont
tehét az ABC, magassdgpontja. Forditva: az ABC, magassag-
pontja nyilvan mindhdrom feltételt kielégiti.

b) Haa P pont az ABC, koré irt kor kdzéppontja, akkor a ke-

riileti és kozépponti szogek tétele értelmében a szogekre
vonatkozo Osszes feltétel teljesiil. Megmutatjuk, hogy a koriil-
irt kor kozéppontjan kiviil méas pont nem tehet eleget egyide-
jileg mindharom feltételnek.

Az elsé feltétel alapjan ugyanis a P pont illeszkedik az AB
szakasz 2y szogi 1atoészogkorivére (pontosabban a haromszog
belsejébe esd korivre). A masodik feltétel szerint a P pont
rajta van a BC szakasz 2o szogl 1at6szogkorivén is. A két
korivnek a B pont kozds pontja, igy ezen kiviil mar csak egy
kozos pontjuk lehet, ez pedig éppen a P pont. Ugyanakkor
korébbi megjegyzésiink alapjan a koriilirt kor kézéppontja
szintén rajta van mindkét koron, ezért P és a kozéppont sziik-
ségképpen megegyezik. Nyilvdnvald, hogy ekkor P a har-
madik oldal megfelel6 latészogkorivén is rajta van.

¢) A P pont egybeesik az ABC, beirt korének kozéppontjaval.

El6bb megmutatjuk, hogy a beirt kor kozéppontja eleget tesz
a feltételeknek. Valdban, ha P a beirt kor kozéppontja, akkor
az ABP, szbgeinek Osszege

&P APBs=180° = APBx=90°+YL.
272 2

A masik két feltétel teljesiilése hasonlé mddszerrel igazolhat6.

A b) feladatban ismertetett mdodszer értelemszerd modosita-
sdval igazolhatd, hogy a beirt kor kdozéppontjan kiviil mas
pont nem tehet egyidejileg eleget mindhdrom feltételnek.

A hatsz6g minden szdge 120° kiils6 szogei 60°-osak, ezért az
dbra jelolései alapjan az ED és AB oldalegyenesek egy-
massal 60° + 60° + 60° = 180°-0s szoget zdrnak be, ezért
EDI|IAB. Ugyanigy bizonyithat6, hogy EFI BC, és FAlCD.

b) Huzzunk parhuzamost az F ponton keresztiil AB-vel (és igy

persze ED-vel is), a B ponton at FA-val (és CD-vel), végiil
a D ponton it EF-fel (és BC-vel). A keletkez$ egyenesek
a HlJ,-et fogjdk kozre (Id. dbra). Ebben a hdromszdgben
a H csucsnél 1év4 belsd szog szdrai paronként ellentétes ira-
nydak az ABCDEF hatszog E csucsandl 1évd, az dbran meg-
jelolt kiilsé szog szdraival, igy a két szog valtoszog. Ebbdl
kovetkezik, hogy a HIJ, H csticsdndl 60°-os szog taldlhato.




A haromszog J cstcsandl taldlhaté belsé szog, valamint a hatszog F csicsdndl 1évé kiilsd
szog egyalldsu, ezért a HIJ, J cstcsdndl is 60°-os szog van. Ebbdl mar kovetkezik, hogy
a HIJ, szabdlyos. Lathatd, hogy az ABCDEF hatszog az ABIF, BCDJ, DEFH paralelogram-

mdkra, valamint a H1J szabdlyos haromszdgre bonthato.

¢) A paralelogramma szemkozti oldalai egyenlSk, ezért FI = AB és FH = ED, amibdl kovetkezik,
hogy HI = FI- FH =AB — ED. Hasonléan: JI=BJ—-Bl=CD-AF és JH=HD-JD = FE - BC.
Mivel a HI1J, oldalai egyenlSk, ezért AB— ED = CD —AF = FE - BC, igy az ABCDEF hatszog

szemkozti oldalai hosszanak kiilonbsége megegyezik.

Az E'F’C’, F'D'A és D’E’B,-ekben a koszinusz-
tétel alapjan:

x2:2b2+la2—2-§b-la-cos(lSO"—y),
4 4 2 2
y2=202+lb2—2-§c-lb-cos(180°—oc),
4 4 2
z2=2a2+1c2—2-§a-1c-cos(180°—ﬁ).
4 2
Mivel cos (180° — x) = —cosx, ezért:

2=2p2ilary %ba-cosy,

y2= %c2+ ll)2+ écb-cosoz,

9 1 3
2_72 2 2
Z*=—a“+—c“+—ac-cosp.
4 4 2 P
Ha az ABC, a megfelel§ oldalra felirt koszinusztételbdl kifejezziik az utolsé tagokban szerepld

szorzatokat, akkor kapjuk, hogy:

a’+b* - c?

ba-cosy =———,
2

2+ b%-a?

cb-cosqg =———,
2

a’+c2-p?

ac-cosﬁ=T.

A kapott 0sszefiiggéseket visszahelyettesitve az x, y, z oldalak négyzetét tartalmaz6 sorokba:
x2=3b2+a? - §c2,
4
2 22,12 3 2
y-=3¢c*+ b* - —a",
4
2 a2, .2 39
z“=3a“+c” - Zb .

A megfelel§ oldalak 6sszege:
x2+y2 472 13

13
2 2 2 _ 2 2 2
X + +z — la*+ b+ = - J = ==,
Y 4 ( ) a’?+b*>+c* 4



GEOMETRIA - OSSZEFOGLALAS

ETI a) Az A csicsbol indul6 szogfelezd a BC oldalt az F pontban
metszi (Id. dbra). Az ABC, teriiletére:

Type =Tapr + Tcar
.o .o
b.c.sina_c-fa-s1n5+b-fa-s1n3
2 2 2

. . .o o (o O s
Mivel sino=2- sm—-cosE, ezért s1n5-vel torténd egy-

szerlsités utan:
o
2bc - cos—

2

o
bc-2-cos—=c-f, +b-f , ebbdl =
¢ 2 ¢ Ja Ja Ja b+c

tehat éppen a bizonyitandd Osszefiiggést kapjuk.

b) Az a) feladat abrdjanak jeloléseit kovetve a szogfelezGtétel alapjan:

BF ¢ BF c ac
—_ = = =— = BF = .
FC b a—-BF b b+c

Az ABF,-ben a koszinusztétel alapjan:

ac
fi=ct+ [b

+c

2
-2-c- ac -COSABF <.
b+c

A fenti Osszefiiggésben szerepld ABF¥ koszinuszit kifejezhetjiik az ABC, oldalai segitségével.
Ennek érdekében a koszinusztételt ezittal az ABC,-ben is felirjuk:

a’+c? - p?

2ac

b2=a%+c?-2ac-cosABF¥ = cosABF<=

Ha a kapott 0sszefiiggést a szogfelez6 négyzetét tartalmazo egyenlGségbe visszahelyettesitjiik,
akkor:

2
) ac ac a*+c?>-b?
S=ct+ —2c- : .
b+c b+c 2ac
Az egyszer(sitések elvégzése és kozos nevezdre hozds utdn:
c2-b+c)l+a*t—c-(b+c)- (a2+ - bz)
(b+c)? '

fa2

A szamldléban végezziik el a kijelolt miveleteket:
5 b2c? +2bc3 + ¢* + a’c? — abe — a*c? — 3b — ¢* + b3 + b*c? _

Ja (b +c)? B

_ 2b%c? + b3 - aPbe + bc
(b+c)?

Vegyiik észre, hogy a szamldléban bc kiemelhetd, igy kapjuk, hogy:
- bc-(2bc+cz—az+b2)_ bc-((b+c)2—a2)
“ (b +c)? (b+c)?
Eppen ezt kellett igazolnunk.




BT Az EGCF négyszdg hirnégyszog. Mivel az F pont az ADE .
haromszog koré irt kor egy pontja, ezért az ADEF négyszog
hiarnégyszog, igy kdvetve az dbra jeloléseit:

DEF< =180°- o
Ugyanigy hirnégyszog a BDEG négyszog is, igy:
DEG< =180°- .
Ekkor az EGCF négyszogben az E csticsndl 1évé szog:
FEG¥ =360°-(180°— o) — (180° - B) = a + .
Az EGCF négyszog E és C csucsaindl 1évS szogek Osszege:
FEGX + FCG& = o+ + y=180°,
hiszen éppen az ABC haromszog szdgeinek dsszegét kapjuk.

A hurnégyszogek tételének megforditdsa alapjan az EGCF négyszog valéban hirnégyszog.

BFB «) Ahdromszogbe irt kir O kdzéppontja illesz-
kedik az A és B cstcsokbdl indulé szogfele-
z6re, ezért példdul:

oABs =%,
2

Az AC oldalhoz irhaté kor Q kozéppontja
illeszkedik a B csticsndl taldlhatd belsd szog
szogfelezGjére, valamint az A és C csicsok-
ndl taldlhato kiilsé szogek szogfelezdjére.

Ezérta QA egyenes az AB oldalegyenessel
90° — % szoget zar be. Ebbdl kovetkezik, hogy QAO< = 90°.

Ugyanigy lathato be, hogy az AOCQ négyszog C csicsdndl is 90°-0s szdg van.
A hdrnégyszogek tételének megforditdsa alapjan az AOCQ négyszog hurnégyszog.

Megjegyzés: Ahdromszog egy belsS szogének felezGje mindig merdleges a szomszédos kiilsé

sz0g felezbjére.

b) Az AOCQ négyszog koré irt kor egybeesik az OQ szakasz Thalész-korével, ezért G kozép-
pontja az OQ szakasz felezGpontja.

Koordinata-geometria — megoldasok

a) (27; -14); b) @-b=-29; ¢)lal=5, |bl=+/33.
d) A két vektor hajlasszoge 142,82°.
SR PO O N B

R R = BN RN

Mindkét vektor hossza 1.



=0, a két vektor merdleges egymdsra.

)a-b
b) @-b =13, akét vektor hegyesszoget zar be egymadssal.
)d-b

=-2, a két vektor tompaszoget zar be egymassal.

a) AB=4J10 =12,65.

1
A felez&pont F(—1; 1), a harmadolépontok pedig (—3; g) és (1; 5)

b) AB=213=7,21.
A felez6pont F(6; 2), a harmadolépontok pedig (?, 1) és (?, 3).

a) Mivel AB=5J2, AC = BC =5, ezért a hdromszog egyenl$ szari. Pitagorasz tételének meg-
forditdsa alapjan a hdromszog derékszog(i, mivel AC? + BC? = AB.

b) A haromszog sulypontja S G, —l)

3
S 5V (L 3) 25
¢) Az ABC hiaromszog koré irt kor egyenlete |x — ) +|y+ ) = >
iR A keresett pont a hdromszog silypontja, melynek koordinatai S(3; 2).
a) Akét falu tavolsaga 7,62 km.
b) Abuszmegill6 a (—g; —lj koordinétdji pontban taldlhatd.
c) Az 6sszekots ut egyenlete —3x + 7y = -2.
d) Azt csak a C pontban taldlhaté telepiilésen halad keresztiil.
e) 23,20°ot.
a) x+7Ty=11; b)y+2=x/§(x—7); c) 3x+4y=-17, d) 2x+ 5y =11,
e)y=%x; f) x=-6; g)3x-2y=3; h) x+4y=18.
a) x+y=1; b) y=3x-1; c)y=1; d) x—5y=13.
BT Kétilyen egyenes van. Ezek egyenlete y = x — 3, illetve y = —x - 1.
a) x+ 5y =22, illetve y = 5x + 20; b) y=135, illetve x =-3;
c) x=-3, illetve y=5; d) y=4x+ 17, illetve x + 4y = 17.
Az adott egyenlet(i egyenesre merdleges egyenesek: a és b. Az egyenessel csak a d egyenes par-
huzamos.
BB «) (-2;0) é (5;0); b) (0;-10) és (0; 1); ¢) (-4;-3) és (7;-0).



a) ’

-3 1 X
-1

V(2; 1), n(1;-2),

m= l o =26,57°%
2

1(3;5),
~-30,96°

m=-2,

i(2; 1),
o ~—63,43°

a) (x+5)2+(y—2)2=9;
d) (x=3)2+(y+2)2=52;

v(0; 1), #(1;0),

nincs meredekség, o =90°;

T
e

b) (x=3)>+(y+7)*>=82;

e) x2+ (y+2)2=10.

f) y

0(1;-3), r=45

0(0;-2), r=—;

N | L

c) (x—2)2+(y+2)2=%;

a) Az AC és BD atlok felez&pontja egybeesik az origdval, ezért az ABCD négyszog paralelog-
ramma. Az E(S; 1) ésaz E(—l; 5) vektorok skalaris szorzata AB-AD=5- -)+1-5=0,
ezért a négyszog AB és AD oldalai merGlegesek egymadsra, igy az ABCD négyszog téglalap.
Végiil AB = AD =+/26, igy a négyszog valéban négyzet.

b) (2;3).

c)5x+y=0; x-5y=0; 2x+3y=0; -3x+2y=0.



1
d) A beirt kor egyenlete x% + y? = ?3, a négyzet koré frhat6 kor egyenlete x2 + y2 = 13.

e) Az adott egyenes dthalad a négyzet kozéppontjan, igy annak teriiletét megfelezi. Ebbsl
kovetkezGen mindkét keletkezs trapéz teriilete 13 egység.

ETD a) A test egy kirbefordulas alkalmdval 107 = 31,42 egység utat tesz meg.
b) Atest C pont kivételével az dsszes tobbi ponton dthalad.
c) Atest akortaz E pontban érint egyenesen haladna tovabb. Ennek egyenlete 4x — 3y = -16.

@I Meghatdrozzuk mindkét egyenes irdnytangensét:

4
4x +ky=30 esetén (4 k) = Vk,-4) = m= _E’
kx +16y =28 esetén i(k;16) = V(16;—-k) = m= —%.
Két parhuzamos egyenes irdnytangense megegyezik:
A _k k=28
k 16
BT Meghatdrozzuk mindkét egyenes irdnytangensét:
mx—y=2 esetén i(m;—-1) = ¥(l;m) = m =?,
(= - 5
Sx =T7y=12 esetén n(5;-7) = W7;5) = m= ;
Két merSleges egyenes irdnytangensének szorzata —1:
5 7
m-—=-1 = m=——.
7 5
EIB Az dbra jeloléseit haszndlva P pontbdl merdlegest dllitunk az adott y
e: 2x —y =6 egyenesre. Ennek az egyenesnek az egyenlete: sl
2
1

g x+2y=8.

A két egyenes metszéspontja M(4; 2) pont. M és az adott P(2; 3)
pont tavolsaga a kérdés: -

[PM|=J4 =22 +2-3) =5.

A pont és az adott egyenes tavolsiga /5 egység.

BT a) Az egyenesek egyenletébdl 4116 egyenletrendszer megolddsa utdn kapjuk, hogy a két egyenes
az A(4; —2) pontban metszi egymast.

b) Az a egyenes egy normdlvektora 7i,(—2;3), a b egyenesé 7,(4;5).
A két vektor hossza |ﬁa| =13 és |ﬁb| = /41, skaldris szorzatuk i, - 7i, = 7. Ha a két egyenes
altal bezart szog ¢, akkor:

coso = amib8l o =72,3°

7
V1341

A két egyenes 72,3°-0s szoget zar be egymdssal.



14
c) Az a egyenes az y tengelytaz F (0; —?) pontban, a b egyenes N

az x tengelytaz £ (5, O) pontban metszi. Ha az origét O jeldli,

akkor a feladat az OFAF négyszog teriiletét kérdezi. Az OEA

haromszog OE oldala E, az ehhez tartoz6 magassag 2, ezért:

3.9

2 3
Topy =5—=—.
OEA ) )

Az OFA hdromszogben OF = %, az ehhez tartoz6 magassdg 4, ezért Typ, = 2—38

Az OFEAF négyszog teriilete:
BYSZO8 3 28 65

T, =—+—
OEAF 2 3 6

@I Az ABC, silypontja S @, —%) Az M magassagpont koordindtait ,

két magassdgvonal metszéspontjaként kereshetjiik. Mivel az AB oldal C
parhuzamos az x tengellyel, ezért a hozza tartoz6 magassdgvonal
egyenlete x=4. A BC oldalhoz tartoz6 magassagvonal egy normal- 1
vektora CB(1; —5), egy pontja pedig A, ezért egyenlete x — Sy =9. S s by
A két magassagvonal metszéspontja M(4; —1).

A stlypont és a magassdgpont tadvolsdga:

ormfo G 825 i,

ETB a) Vegyiik észre, hogy a megadott cstics koordinatdi kielégitik az s,
egyenes egyenletét, ezért az csak a hdromszog A cstcsa lehet,
igy A(2;4). Ahdromszog S stlypontjdnak koordindtdit a suly-
vonalak egyenletébdl allo

S;0 —Sx+3y=2
sy 1lx+6y=4

S0

egyenletrendszer megolddsa adja. Az egyenletrendszer megolddsa

x=0,y= % ezért a haromszog S sdlypontja S (0; %)

Mivel az F felezpont nem illeszkedik az s, stlyvonalra, ezért biztosan valamelyik A csticsot is
tartalmaz6 oldal felezGpontja. Az A pont F pontra vonatkozo tiikorképének koordindtdi (2; —3),
err6l lathato, hogy illeszkedik az s;, silyvonalra, ezért csak a B pont lehet, tehdt B(2; —3).
Ha a C cstcs koordinatdi C(cy; ¢,), akkor a silypont koordinatdira:

2+24¢ 0 & 44+(-3)+c, =2’

3 3 3

amibdl C(—4; 1).
A haromszog csucsai tehat A(2; 4), B(2; -3), C(-4; 1).

b) A harmadik silyvonal egyenlete s.: x + 12y = 8.



EID a) Az AC egyenes egyenlete y = 2x — 5. )

b) A deltoid tulajdonsdgai alapjdn a hidnyzé B cstcs illeszkedik
a D ponton dtmend, AC egyenesre merdleges egyenesre, tovdb-
ba az atlok O metszéspontja éppen a BD atl6 felezGpontja.

A D pontbdl az AC egyenesre dllitott meréleges egyenes egyen-
lete x + 2y =5. Az O pont koordindtdit az

2x-5=y
x+2y=5

egyenletrendszer megolddsa adja. Az egyenletrendszer megoldédsa utdan O(3; 1) addédik. Korabbi
megjegyzésiink alapjdn az O pont a BD szakasz felezGpontja, ezért ha B(x; y), akkor:

XHEI) g YA
2 2
ahonnan B(9; -2).

c) A deltoid teriilete az atlok szorzatanak fele, azaz:

AC - BD
Typep = —2 .
Mivel
AC=+45=3J5 és BD=+/180 =65,
ezért:
3J5 645 ;
Typep = —5 - 45 teriiletegység.
i A helyesen kitoltott tdblazat:
Allitas lgaz Hamis
Az ABCD négyszog trapéz. X
Az ABCD négysz6g harnégyszog. X
Az ABCD négyszdg érint6négyszog. X
Az ABCD négyszognek minden szoge kisebb, mint 120°. X
A négyszdog atloi a (—3; g] pontban metszik egymast. X
Az &tlok metszéspontja az AC atlo C-hez kozelebbi negyedel6pontja. X

* Az ABCD négyszog trapéz, mert AB(8; 0) és DC(2; 0), vagyis AB =4-DC. Mivel ez azt is
jelenti, hogy a két vektor parhuzamos egymassal, ezért a négyszog valdban trapéz, amely-
ben AB és CD az alapok.

* Az ABCD négyszdg hiirnégyszog, hiszen AD = BC =5, ezért a trapéz szdrai egyenl$ hosszdak
(és nem paralelogramma), igy hurtrapézrdl van sz6.

* Az ABCD négyszog érinténégyszog.

Mivel
AD +BC=5+5=10, valamint AB+CD=8+2=10,

ezért a négyszog szemkozti oldalainak 6sszege megegyezik. Az érinténégyszogek tételének
megforditdsa alapjdn ABCD val6ban érinténégyszog.



e Az ABCD négyszognek van 120°-nal nagyobb szoge. Ha a trapéz
D csticsabdl indulé magassaganak talppontja 7, akkor az ATD
derékszogl haromszogben:

AT 3
t = =— i = 36,870
eh=0p=y p /4
Az ABCD trapéz D csicséanal 16v6 szog: y / L ’
ADCX = +90°236,87°+90° = 126,87°, !
valéban 120°-ndl nagyobb. Megjegyezziik, hogy a kerekités miatt
haszndltunk egyenlStlenséget.

6

. 3 .
* Anégyszog atléi nem a (— 3; 5) pontban metszik egymdst. Az ABO, és a COD, hasonld, hasonl6-
sdguk ardnya a trapéz alapjainak ardnya, azaz A = 7

Ebbdl kovetkezik, hogy a trapéz atléi 1:4 ardnyban osztjdk egymast, azaz az atlok metszés-
pontja éppen a CA szakasz C-hez kozelebbi 6todolGpontja.

Az osztopont koordinétéira vonatkozé osszefiiggés alapjan:

0(1'(—7)"'4'(_2);1.(_2)4_4.2), azaz O(—S;éj.
5 5 >

A kapott pont nem egyezik meg a (—3; %) ponttal.

* Az elmondottakbdl kdvetkezik, hogy az O pont nem negyedelSpontja az AC atlonak.

a) Az AC és BC egyenesek egyenletébdl 4ll6 egyenletrendszer megolddsa utdn kapjuk, hogy
C(1;3). Az AC és AB egyenesek metszéspontja A(1; —3). Végiil a BC és AB egyenesek k6zos
pontja B(6; —1).
Az ABC, csucsainak ismeretében a tdvolsdgok mar kdnnyen kiszdmolhatok:
AC=6km, AB=+29=54km, BC=+41~6,4km.

b) A feladat az ABC, A cstcsandl taldlhaté o szdget kérdezi. y
Az AB egyenes egyenletébdl leolvashat6 az egyenes meredek- \

™

sége: myp = %, azaz az abra jelolései alapjan tg 3 = %

Az AB egyenes iranyszoge ebbdl kovetkezGen = 21,8° v
Mivel a haromszog AC oldalegyenese az x tengellyel 90°-os

szoget zar be, ezért o =90° — B = 68,2°, /A
Az A telepiilésen taldlkoz6 utak 68,2°-0s szogben metszik —
egymast.

c¢) Az ABC, teriiletét legkonnyebb a b oldal, valamint a hozz4 tartozé magassdg segitségével
kiszdmolni. Mivel b =6 km és m;, =5 km, ezért a hdrom ttszakasz dltal kozrefogott teriilet
15 km?.

d) Akeresett pont az ABC, koré frhat6 kor O kozéppontja. Az O pont koordinatait az oldalfelezd
merdGlegesek metszéspontjaként szamolhatjuk ki.

Az AC oldalfelezd merSlegese egybeesik az x tengellyel, ezért egyenlete y = 0.



A BC oldal felez6pontja F G, l). Az oldalfelez6 merdleges egy normélvektora B_C"(—S ;4),

i lete:
gy egyenlete o7
-S5x+4y= -

A megfelel§ egyenletrendszer megolddsa utan 0(12—7; 0).
A szeméttelep helyét az O(E; OJ pont jeloli ki a koordindta-rendszerben.
EIR) Az elsSként adott kor egyenlete:
(x+2)%+(y+3)>=32,
ezért kozéppontja az O;(—2; —3) pont, sugara 7, =~/32 = 4/2.
A maésodikként adott kor egyenlete:
(=42 +(-3)*=8,
ezért kozéppontja az 0,(4; 3) pont, sugara r, = /8 = 24/2.
Mivel a két kor kozéppontjanak tavolsdgira 0,0, = /72 = 6J/2 teljesiil, ezért 0,0, = r, + r,, ami-
bdl kovetkezik, hogy a két kor érinti egymast.
A két kor E érintési pontja az 0,0, szakaszt a sugarak ardnyaban osztja, azaz:
OE 1n 42
—_— === 2
EO, r, A2
Ez azt jelenti, hogy az E pont az 0,0, szakasz O,-hoz kozelebbi harmadoldpontja, ezért:
E(1~(—2)+2.4. 1-(—3)+2.3)
3 ’ 3 '

A két kor kozos pontja az E(2; 1) pont.

B3 «) Az egyenes egyenletébdl y = x + 1, amit a kor egyenletébe visszahelyettesitve:
Xrx+1D2-2x-2(x+1)=11.
A miiveletek elvégzése utdn: 2x% — 2x — 12 = 0. Az egyenlet megolddsai: x, = 3 és x, = 2.
A metszéspontok A(3;4) és B(-2;-1).
b) A k kor egyenlete (x + 1)> + (y + 4)2 =25, az e egyenesé x + 7y = —4.
Az egyenes egyenletébdl x + 1 =—-3 — 7y, amit a kor egyenletébe helyettesitve:
(=3-7y)%+ (y+4)2=25.
A miiveletek elvégzése utdn: 50y% + 50y = 0. Az egyenlet megolddsa utin kapjuk a metszés-
pontok koordinatdit: A(—4; 0) és B(3; -1).

EID o) A kor egyenletét dtalakitva: ,
(x+5)%+ (y+1)?>=25, °
ezért kozéppontja az O(-5; —1) pont, sugara r = 5. B

b) A metszéspontok koordinatéit az

(x+5%+@y+1)?r=25
Tx+9=y

egyenletrendszer megoldésai adjak.



Az y értékét az elsG egyenletbe visszahelyettesitve, majd a miiveleteket elvégezve a kovetkezd
egyenlethez jutunk:

(x +5)% + (7x +10)%2 = 25,
x2+3x+2=0.
Az egyenlet megolddsai: x; =-1 és x, =—2. Az egyenes a kort az A(-2; -5) és a B(-1;2)
pontokban metszi.

c) A kor sugara merdleges az érintési ponthoz tartozé sugarra. Ebbdl kovetkezik, hogy az A pont-
beli érintdnek az OA(3; —4) vektor egy normdlvektora, igy az €érint§ egyenes egyenlete:

3x -4y =14.
A B pontbeli érint§ egy normélvektora az OB (4;3) vektor, egyenlete pedig 4x —3y = 2.
d) Az AB hir hosszaAB = /50 =5V2. Az OAB,-ben: )
OA2+ OB =52+ 52 =50, ezért OA%+ OB*=AB>. :
Pitagorasz tételének megforditdsa alapjan az OAB, derékszog(. 3B

Megjegyezziik, hogy ezt onnan is lathatjuk, hogy OA-OB =0,
ezért a két vektor merGleges egymadsra.

Ennek megfelelden a kérdéses korszelet teriilete egy negyedkor
és egy derékszogl haromszog teriiletének kiilonbsége, azaz:

5. 55 _25

Tiorszelet = T - T = I (m-2)="713.

a) A c kor egyenletét dtalakitva (x — 1)2 + (y + 3)% = 10, amibdl a kor ,
kozéppontja O(1; —3), sugara r =~/10. Haaz O pontot a meg- k

adott vektorral eltoljuk, akkor a Q(5; 1) pontot kapjuk, és mivel
az eltolas a kor sugarat nem véltoztatja meg, ezért a k kor egyenlete
(x—5)% + (y— 1)? = 10. Akétkor metszéspontjait a korok egyenle-
tébdl allé

10 X

(x-1%+@y+3)2=10
(x=52+@y-1)2=10

egyenletrendszer megoldasai adjak. A megfelel§ oldalak kiilonbsége 8x + 8y — 16 =0, amibdl
y =2 —x. Az egyenletrendszer megolddsai: x; =2, y; =08&s x, =4, y, =-2.
A két kor kozos pontjai A(2; 0) és B(4; —-2).

b) Az AOBQ négyszog minden oldala r =+/10, ezért a négyszog rombusz. Az 4tlék hossza
00 =4/2 és AB=22. Az AOBQ rombusz teriilete az atlok szorzatdnak a fele, azaz:

W22

2

T = 8.

A 14tészdgkorivekre vonatkozé tétel alapjan az ilyen tulajdonsagu
pontok halmaza két, az AB szakaszra nézve szimmetrikusan elhe-
lyezked§ koriv (melyeket az dbrdn pirossal jeloltiink). Ha a 14t6-
korivek pontjaibdl az AB szakasz 45°-0s szog alatt l14tszik, akkor
a kozépponti és keriileti szogek tétele alapjan a latokorivek kozép-
pontjdbdl az AB szakasz 90°-os szog alatt latszik. Ezért a keresett
korivek kozéppontja illeszkedik az AB szakasz Thalész-korére,
valamint természetesen a szakaszfelez§ merdlegesére is.




A korivek kozéppontjanak koordindtdit (az dbran Q; és Q,) a két emlitett alakzat metszés-
pontjaként szdmolhatjuk ki.

Az AB szakasz felez&pontja (egyben Thalész-korének kozéppontja) O(2; 1). A szakaszfelezd
merdleges egyenlete x + 2y = 4.

A megfelelS Thalész-kor egyenlete OA =+/5 miatt (x —2)2 + (y — 1)2 = 5. A szakaszfelez6 merd-
leges egyenletébdl x =4 — 2y, amit a Thalész-kor egyenletébe helyettesitve, majd az elsd tagbol
4-et kiemelve adddik, hogy:
2-29*+(-1)7*=5,
4-(1-y?+@y-1?%=5,
5-(y-1)?=5.
A kapott egyenldség csak ugy teljesiilhet, ha y =2 vagy y =0. A két 1at6szogkoriv kozéppontja
tehdt 0,(0; 2) és 0,(4; 0).
A lat6szogkorivek sugara ugyanakkora: r = QA =Q,A = V10, egyenletiik:
ki: x2+(y—-2)2=10, ky: (x—4)*+y*=10.
A feladat feltételeinek a k; korvonalnak azok a pontjai felelnek meg, amelyek az AB egyenes

»felett” vannak. Mivel az AB egyenes egyenlete y = 2x — 3, ezért a k; kornek azok a pontjai tar-
toznak a latészogkorivhez, amelyek koordinataira y > 2x — 3 teljesiil.

A k, kornek azok a pontjai felelnek meg, amelyek az AB egyenes ,,alatt” vannak, azaz amelyek
koordinétdira y < 2x — 3 teljesiil.

Megjegyzés: A piros latokorivek kiegészits koriveibdl az AB szakasz 135°-0s szog alatt 14tszik.

Haegy P pontbdl az AB szakasz 60°-os szog alatt latszik, akkor P
illeszkedik az AB szakaszhoz tartoz6é 60°-os latészogkorivek vala-
melyikére.

Haa C pontaz AB szakasz végpontjaival szabdlyos hdromszoget alkot,
akkor a C pontbdl az AB szakasz biztosan 60°-0s szog alatt 1atszik.

E két megéllapitasbol kovetkezik, hogy az AB szakasz 60°-os 14t6-
szogkorivei megegyeznek a szabdlyos ABC, koré irhaté korok
megfelel§ koriveivel. Két olyan pont van, amelyek az A és B pon-
tokkal szabdlyos haromszoget fognak kozre. Mindkett§ illeszkedik
az y tengelyre, tovabbd a két pont egymads tiikorképe az x tengelyre
vonatkozdan. Az y tengely pozitiv felére illeszked§ megfelel6 pont masodik koordinatdja éppen
a szabdlyos hdromszog magassdgaval egyenld.

AB -3

Mivel AB =2/3, amibdl a hdromszog magassiga m = =3, ezért a megfelel§ szabalyos

hdromszog harmadik csicsa C(0; 3). Az y tengely negativ felére illeszkedd cstics koordindtai
C’(0; -3) (1d. abra).
A szabdlyos haromszog koré irhaté kor kozéppontja egybeesik stlypontjaval, sugara pedig a ma-
gassag % része, ezért az ABC, koré frhat6 kor kozéppontja O(0; 1), sugara 2, egyenlete:

ki: x2+(y—-1)2=4.
Hasonl6éan az ABC), koré irt kor egyenlete:

ky: x*>+(y+1)>=4.

Az AB szakasz 60°-os 1dtészogkorivei: a k| kor x tengely ,.feletti” ive, illetve a k, kor x tengely
alatti” ive.



Vildgos, hogy ez utébbi nem metszi az adott —2x + 3y = 9 egyenletl egyenest, ezért az egyenes
azon pontjai, amelyekbdl az AB szakasz 60°-o0s szog alatt latszik, csakis a k; koron lehetnek.
Az ilyen tulajdonsdgui pontok koordindtdit ennek megfeleléen az

x2+(y—l)2:4}

-2x+3y=9
P . 24 23
egyenletrendszer megoldasai adjak: x; =0, y; =3 és x,= ETY Vo= 'ER
Két olyan pont van az adott egyenletd egyenesen, amelyekbdl az AB szakasz 60°-o0s szog alatt
24 2
latszik, ezek koordinatai: C(0; 3) és P (_B; g)

a) A k kor egyenlete (x —2)% + (y +2)% = 1, tehét a kor kozéppontja O(2; —2), sugara pedig 1.

Az érintGk egyenletét y = mx — 4, illetve a kényelmesebb mx —y — 4 =0 alakban kereshetjiik.
Mindkét érintd r =1 egység tdvolsdgra halad a kor O kdzéppontjdtdl, ezért a pont és egyenes
tdvolsdgdra vonatkoz6 formula alapjén:

2m+2 -4
m?+1

M:L

=1, azaz ‘

m2+ 1
Ha mindkét oldalt négyzetre emeljiik, akkor:

_7)2
GMZ2 1 ebbsl  3m>—8m+3=0.
m-+1
Az egyenlet megolddsai: m; = 4 +3ﬁ és m, = 4 _3ﬁ.
A P pontbdl a k korhoz hiizhato érint6k egyenlete:
447 ) 4-1
= 3 x—4 és y= 3 -x —4.

b) Afeltételek alapjan a ¢ kor sugara 3. A két
kort és kozos érintdiket az dbra mutatja.
Ha az egyik érint6 érintési pontjait E €s F,
a c kor kozéppontjat pedig Q jeldli, akkor
a POE, és PQF, hasonl6, megfelel§ olda-
laik ardnydra pedig:

PO 1

PO 3

A kapott egyenl&ségbdl leolvashatd, hogy
az O pont éppen a PQ szakasz P-hez ko-
zelebbi harmadoldpontja, ezért ha Q(x; y),
akkor az osztépont koordinataira vonatkozo
Osszefliggés alapjan:

2-0+1-x _

3

Az egyenletek megolddsa utdn a Q pontra
Q(6; 2) adodik. A ¢ kor egyenlete:

(x—62+(y—2)2=0.

0 g 2Dy
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c) Akét kort és a kozos belsd érintGket az dbra
mutatja. Ha az dbra jeloléseit kovetve a ki-
alakuld érintési pontokat ezdttal is E és F
jeloli, akkor a POE,, és PQF, ismét hasonlo,
a megfeleld oldalaik ardnyadra eziittal is:

PO _1

PO 3
Ezittal azonban a P pont elvélasztja az O és
Q pontokat, ezért P az OQ szakasz O-hoz
kozelebbi negyedelSpontja. Ha a Q pont
koordinatai ismét Q(x; y), akkor:

1~xZ3~2:O és 1-y+3-(—2):

Az egyenletek megolddsa utdn a Q pontra
Q(-6;-10) adddik. A ¢ kor egyenlete:

(x+6)>+ (y+ 10)>=09.

4.

@3B a) A parabola egyenletét talakitva y = (x — 3)> — 2. Az egyenletbél leolvashatd, hogy a parabola
tengelypontja a C(3; —2) pont, paramétere p = % fokuszpontjanak koordinatai F (3; —9

b) A parabola vezéregyenesének egyenlete v: y= —%.

c) Az A pont illeszkedik a paraboldra, ezért az érinté meredeksége az f: x+> x* — 6x + 7 fiigg-
vény derivéltjdnak x, =1 helyen vett helyettesitési értéke. Mivel f”(x) = 2x — 6, ezért az érint§
meredeksége —4, egyenlete: y —2 =—4(x — 1), vagy atrendezve: y = —4x + 6.

d) Az origé koriil +90°-kal elforgatott parabola tengelypontjat ugy kapjuk, hogy a C pontot
+90°-kal elforgatjuk az origé koriil. A elforgatott parabola tengelypontja C’(2; 3). A kapott
parabola paramétere nem véltozik, tengelye viszont az x tengellyel parhuzamos (,,balra nyilik™),
ezért egyenlete: x —2 = —(y — 3)?, vagy atrendezve: x = —y% + 6y — 7.

Az orig6 koriil —90°-kal elforgatott parabola tengelypontja C”(2; 3). A kapott parabola (mely
,jobbra nyilik”) egyenlete: x + 2 = (y + 3)2, vagy atrendezve: x = y2 + 6y + 7.

k) Ha az dbranak megfelelGen az e egyenes meredekségét m jeldli,
akkor egyenlete: y— 1 =m(x —1). Mivel az f egyenes meredek-
sége m — 3, ezért egyenlete: y—1=(m—3)(x + 1). Akét egyenes
metszéspontjdnak koordinatdit az P

y—l=m-(x-1)
y—1=(m-3)-(x+1)

egyenletrendszer megolddsa adja. Mivel a két egyenlet bal oldalan

ugyanaz a kifejezés 4ll, ezért a jobb oldalak is megegyeznek, igy BR1T 74
mx—1)=(m-3)(x+1). — ,/ \//e —f
A miveletek elvégzése, valamint rendezés utdn: x = m3— 3.



A kapott értéket az elsG egyenletbe visszairva, majd y értékét kifejezve kapjuk, hogy

_ 2m? - 6m +3
=
ezért az e és f egyenesek P metszéspontjanak koordinatdi:
P(zm-z»_ 2m2—6m+3]

’

3 3

L o +
A P pont elsé koordindtdjabol a meredekséget kifejezve m = 3

koordinatdja: 2
2.(3x+3) 6. 3X*3 4

3, tehat a P pont masodik

2 2

y= 3

A miveletek elvégzése utdn y = %xz - % adddik.

2

Eredményiink alapjdn az e és f egyenesek P metszéspontja illeszkedik az y = %x - % egyenletd

parabolara.
Szamitdsaink ,,megfordithatdk™, ezért a parabola minden pontja egy-egy e, illetve f egyenes met-
széspontja.



10.
11.
12.

13.
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12.6. ERETTSEGI GYAKORLO FELADATSOROK
KOZEPSZINTU FELADATSOROK

1. Feladatsor I. rész — megoldasok

Cox(x+2).

A hdromszog koré irhat6 kor sugara 2,6 cm.

Kortébdl 9 kg-ot, almabdl 18 kg-ot, bandnbdl pedig 54 kg-ot adott el.
A htitészekrény 52,5 literes.

A bank 3000 Ft kamatadét vont le.

100100101 001,.

Median 4,5.
Also kvartilis 3,5.
Felsq kvartilis 5.

=12+ (y=1)2=10.

70 =0,35.
200

A nagyvdros lakossdga 4 év eltelte utdn haladja meg a 210000 f6t.
a) Nem. b) Igen. c) Igen.
o = 114,59°

1. Feladatsor Il. rész /A — megoldasok

a) f(=6)=—(—=6 +2)> + 4 =-12,
f(5)=—=(5+2)>+4=-45.
b) A grafikon az dbran l4thato.

c) Az egyenlet: 422 +d=-21,

ami a kovetkezd alakban is irhaté:
(x +2)% =25.
Ennek megoldésai:
X1 =3 és .X'2=—7.

-5




14.

15.

16.

a) Jeldlje az adatsor elemeit nagysag szerinti sorrendben ay, a,, as, a4, as. Az adatsor legkisebb
eleme 10 000, a legnagyobb eleme pedig 30 000, igy a; = 10 000 Ft és a5 = 30 000 Ft. A nagy-
sdg szerinti sorrendben harmadik elem megegyezik az adatok medidnjdval, ami 15 000, igy
a3 =15 000 Ft. Az als6 kvartilis 11 000 Ft, ez (mivel 5 elem(i az adatsor) pont a nagysag szerinti

7 z

sorrendben elsd €s masodik elem szamtani kozepe, azaz

11000:1000;)”2’

igy a, =12 000 Ft. Az adatsor fels6 kvartilise 25 000, ami épp a nagysdg szerinti sorrendben
negyedik és 6todik elem szdmtani kdzepe, ezért

25000 = % +30 OOO’
2
amibdl a, =20 000 Ft. Berci tehat 0sszesen 87 000 Ft-ot takaritott meg az elmult 6t hénapban.
b) A vilasztott laptop 3 év milva 250 000- 0,653 = 68 656 Ft-ot ér.

¢) Mivel 68 656
250 000

=(0,2746, ezért 3 v alatt a laptop értékcsokkenése koriilbeliil 72,54%-os.

a) A szépirodalmi konyvek szdmat 7x, az albumok szdmat 5x alakban kereshetjiik.
A feltételek alapjdn a miszaki konyvek szdma 1,8 - (5x) = 9x.

Ha a 15 konyvbdl minden polcra ugyanannyit helyeziink, akkor a polcokon rendre 7x + 5,
5x + 5, illetve 9x + 5 konyv lesz, tovabbd példaul (7x + 5): (5x +5)=4:3.

A felirt ardnybdl x = 5. Eszerint Kristéfnak 0sszesen 35 szépirodalmi konyve, 25 albuma
és 45 miszaki konyve van.

Az ellendrzés mutatja, hogy ekkor miiszaki konyvbdl valdban 1,8-szer annyi van, mint albumbdl,
tovabba ha minden polcra 5 konyvet helyeziink, akkor a konyvek szdmdnak ardnya 4:3:5 lesz.

b) Krist6t (235j — 2300-féleképpen tud hdrom albumot kolcsonadni Kdrolynak.

c) Ha Kirist6f megveszi a 15 kiszemelt konyvet, akkor dsszesen 120 konyvet tdrol majd a polcokon.

1. Feladatsor Il. rész /B — megoldasok

a) Az 5 doboz 5! = 120-féleképpen helyezhet§ egymads mellé.
b) Az els6 gyermek 5-féle, a méasodik 4-féle, a harmadik 3-féle szint lufit kaphat. Az esetek
szdma 5-4-3 = 60.
c) Az drus az els@ ordban Osszesen 14 lufit adott el. A lufik dtlagdra euréban:
3-1+3-1,2+2-1,4+4-1,5+2-2 19,4
14 14
Az 4rus atlagosan 139 centért adta a lufikat az elsd érdban.

d) A lufikbdl 19,4 € az arus bevétele. A lufi beszerzési ara 0,4 €, ez 14 lufi esetén 5,6 €, ezért
a lufis haszna 13,8 €. Ez koriilbeliil 246,4%-0s haszonnak felel meg.

=1,39.

e) Az eladott 14 lufi kozott vannak olyanok, amelyeket nem tudunk megkiilonboztetni (az azonos
szintiek), igy a lufik ismétléses permutdcidjardl van sz6. Az esetek szdma:
14!

—  =25225200.
31.31.21-41.21



17. a) A gyertya tengelymetszetét az dbra mutatja. A csonka kiip m ma-
gassagit az ATD derékszogl haromszogbdl Pitagorasz tételével
szamolhatjuk: m =8 cm.

Mivel a csonka kip alapkorének sugara 2 cm, fedSkorének
sugara pedig 3 cm, ezért térfogata:

v=8?”~(22+2-3+32)z159,17.

A gyertya térfogata 159,17 cm?.

b) Ha a gyertyét az alapokkal parhuzamos sikkal két részre vagjuk,
akkor két csonka kup alaku rész keletkezik, ahol mindkét kelet-
kez6 trapéz magassdga 4 cm, k éppen az ABCD trapéz kozép-
vonala, igy hossza a két alap szdmtani kozepe, azaz k=5 cm.

Ha V| akisebb, V, anagyobb rész térfogatat jeloli, akkor ard-

nyukra: ;
4”.(224.2.5_,_(5))
i_3 2 2 61

= :—20,67.

v “-((5)2+5~3+32J 91
3 2 2

1
A keletkez$ két rész térfogatdnak ardnya %

18. a) A 15 szintes 1épcsé egyes szintjeit alkotd kockédk szama feliilrdl lefelé haladva szamtani soro-
zatot alkot, amelynek elsé tagja 1, kiilonbsége 2. Ebbdl kovetkezik, hogy a legalsé, 15. szin-
ten taldlhat6 kockak szdma 1 + 14-2 =29.

b) Az n szintbdl all6 1épcsd legfelsd szintjén 1, legalsé szintjén pedig 1 +2(n—1) =2n— 1 kocka
taldlhatd, ezért megépitéséhez Osszesen
S,=1+3+..+2n-1
kocka sziikséges. Az S Osszegben éppen az elsG n pdratlan szam Osszege all, amit a szadmtani
sorozat Osszegképletének alkalmazasaval szamithatunk ki:
1+2n-1

S=—-n=n
2

Az n szintbdl 4116 1épcsS megépitéséhez n? darab kocka sziikséges. Mivel Aladdrnak 150 darab
épitékockaja van, ezért a legnagyobb olyan n egész szdmot keressiik, amelyre n% <150 tel-
jesiil, azaz n = 12,25, vagyis Aladar épitGkockaibol maximum 12 szintes 1épcsét épithet.

c) Aladdr a kovetkezd szamu épitSkockakat haszndlhatja fel a 1épcsSk épitéséhez: 1, 4, 9, 16, 25,
36,49, 64, 81, 100, 121, 144. Ha Aladdr épit egy kétszintes, egy Otszintes, tovabb4 egy tizenegy
szintes 1épcs6t, akkor mind a 150 kockét felhaszndlja, igy egy sem marad felhaszndlatlan.

2. Feladatsor |. rész — megoldasok

1. 5,325-10°18,

2. Osszesen 6 dolgozé volt mar mindkét varosban.



10.

11.
12.

13.

14.

(ﬂ - (3) —6-3=18 utaz6 csapat alakithat6 ki.

2) 2

x=-3, x=0 és x=23.

A négy ismert szam Osszege 177, amihez ha még 70-et adunk, akkor 247-et kapunk. Ehhez az
ismeretlen szdmjegyet hozzdadva, 9-cel oszthaté szamot kell kapnunk. Mivel a 247-nek a 9-cel

sz

vald osztds sordn fellépd maradéka 4, ezért még 5-6t kell hozzdadni, hogy 9-cel oszthat6 szdmot
kapjunk, ezért az 5. nyertes szdm a 75.

a) Hamis. b) lgaz. ¢) Hamis. d) lgaz.
Példaul: 1, 2, 3, 3, 3, 4, 5.
Az akviriumhoz 3-80-60 + 2-60-60 = 21600 cm? = 2,16 m? iiveget hasznaltak fel.

2300000 23
—————=— ardnyu
1200000 12

hasonléségi transzformdcidval lehet dtvinni az 1:1200000 méretardnyt térképbe. Ebbdl kovetkezik,

A két térkép hasonlé egymashoz, az 1:2300 000 méretaranyu térképet A =

hogy az utébbi térképen a Cegléd—Szeged-tavolsag 4,5 - % = 8,6 cm.

Kiszdmolhatjuk a két varos valdsdgban mért tdvolsagat is:
4,5-2300000 = 10350000 cm,

majd kiszdmoljuk, hogy ennek mekkora tdvolsag felel meg az 1: 1200000 méretaranyu térképen:
10350000: 1200000 = 8,6 cm.

Az egyenes egyenlete: y—3 =-2(x—1). Az egyenes az x tengelyt az (g, O) pontban metszi.

A moddusz és a medidn egyardnt 3.

2. Feladatsor Il. rész /A — megoldasok

a) A négyzetgyokvonds miatt x > —2. Emeljiik mindkét oldalt négyzetre, igy
x+2=(10-x)?
x+2=100 - 20x + x2,

amibdl rendezés utdn 2_21x+98=0.

A kapott masodfoku egyenlet gyokei: x; = 14 és x, = 7. Ellendrzés mutatja, hogy x; hamis
gyoke az egyenletnek, mig x, megoldds. Az egyenlet egyetlen megolddsa tehdt x = 7.

b) Az egyenlet értelmezési tartomdnya a valds szamok halmaza. A hatvanyozds azonossagait hasz-
ndlva 3% = 312+4x_ Mindkét oldalon 3-as alapt hatvanyok 4llnak, amelyek csak tgy egyezhet-
nek meg, ha kitevéik is egyenldk, ezért x* —4x — 12 = 0.

A kapott mdsodfoku egyenletbdl: x; = 6 és x, = —2. Mindkét szdm megoldésa az egyenletnek.

a) A befbttesiiveg alapkorének sugara r =4 cm, magassaga m = 15 cm.
Egy iiveg térfogata: V = r2wm = 753,98 cm3, azaz kozelitéen 7,5 dl.



15.

16.

17.

b) Az iivegek taroldsara szolgald kartondoboz feliil nyitott téglatest,
az alaplapjdnak oldalai 24 cm és 32 cm, magassdga 15 cm.
A doboz hdlg¢janak kicsinyitett képe az dbrdn lathat6 (az adatok
centiméterben vannak megadva).

16

75 75

c) Mivel 1 dobozba 12 iiveg fér, ezért nagymamdnak Osszesen
4 dobozra van sziiksége.

Egy doboz térfogata V=24-32-15= 11520 cm?, igy a 4 doboz 75
osszesen 46080 cm? = 46,08 dm> helyet foglal el.

a) Az 1500 €-bol 200 € 1%-os kamatldbbal kamatozik, igy erre a részre a bank 2 € kamatot fizet.
A maradék 1300 € utdn 4% kamat jar, azaz 1300-0,04 = 52 €. A bank a lekotott 6sszeg utan
54 € kamatot fizet.

b) Mivel 540 =0,036, ezért a bank dltal ténylegesen kifizetett kamat 3,6%.

c) Ha x eurds betétnél legaldbb 3,8%-o0s kamatot fizet a bank, akkor
2 + (x—200)-0,04 = x-0,038, vagyis x =3000.
Legalabb 3000 €-t kell lekotniink ahhoz, hogy arra a bank legaldabb 3,8%-o0s kamatot fizessen.

2. Feladatsor II. rész /B — megoldasok

a) Tekintsiik az 4bra jeloléseit: AB =25, CD =16, AD =BC=8§,1, D 16 c
és DT a trapéz magassaga. :

Az ADT derékszogl haromszogben:
AD? = AT? + DT?,
8,12=4,52 + DT?,

amibdl a trapéz DT magassagdra koriilbeliil 6,73 méter adédik.

b) A t0ltés keresztmetszetének teriilete:

T=25+16

-6,73=137,97 m2.

c) Az ADT derékszogt haromszégben:

amibdl o =56,25°.

a) Anna a harom kockéval 6sszesen 63 = 216-féleképpen dobhat. A kedvezs esetek szambavéte-
1énél hasznos lehet azokat a kdvetkez6 mddon csoportositani:

« A dobott pontok szdma 18, ha Anna minden kockdval 6-ost dob.

» A dobott pontok szdma 17, ha két 6-ost és egy 5-0st dob. Attdl fiiggden, hogy a piros, zold
vagy kék kockéval dobja az 5-6st, ez az eset 3-féleképpen kovetkezhet be.

« A dobott pontok 0sszege 16, ha két 5-0s mellett egy 6-ost dobott (0sszesen 3 eset), vagy két
6-0s mellett egy 4-est (szintén 3 eset). A pontok szdma 6-féleképpen lehet 16.



18.

« A dobott pontok sszege 15. A lehetséges dobdsok: két 6-os mellett egy 3-as (3 eset), egy 6-0s,
egy 5-0s ésegy 4-es (3-2-1 =6 eset), illetve harom 5-0s (1 eset). Ez 6sszesen 10 eset.

Anna tehét 6sszesen 1 + 3 + 6 + 10 = 20-féleképpen dobhat ugy, hogy azzal a jatékot megnyerje,

ezért nyerésének valdszintisége % = 0,0926.

b) Anna a zold és kék kockékkal dsszesen 36 kiilonboz6 eredményt dobhat. Ha a piros kockaval
6-ost dobott, akkor ahhoz, hogy a jatékot megnyerje, a masik két kockdval dsszesen legaldbb

9-et kell dobnia. A kovetkez§ esetek lehetségesek:
* A dobott pontok dsszege 12, ha a zold és a kék kockdval egyardnt 6-ost dob.

* A dobott pontok 6sszege 11. Ez kétféleképpen kovetkezhet be: zold 6-os és kék 5-0s, vagy

forditva.

* A dobott pontok dsszege 10. Ekkor vagy két 5-6st dob (1 eset), vagy egy 6-ost és egy 4-est

(2 eset). A pontok Osszege 3-féleképpen lehet 10.

* A dobott pontok dsszege 9. Ekkor vagy egy 6-ost és egy 3-ast dob (2 eset), vagy egy 5-0st

és egy 4-est (2 eset). Osszesen 4 esetben lehet a dobott pontok dsszege 9.

Anna legaldbb 9-et 1+ 2 + 3 + 4 = 10-féleképpen dobhat, ezért nyerésének valdszintisége:

10 =0,2778.
36

a) Az adatok atlaga 99,8 gramm, az adatok szodrdsa koriilbeliil 2,3. A termék nem keriilhet

forgalomba.
b) Az adatok nagysdg szerinti sorrendben:

97, 97, 98, 98, 99, |
100, 101, 101, 103, 104.
AZ adatok mediénja 99’5 96 97 98 99 100 101 102 103 104

A minta also kvartilise 98, fels6 kvartilise pedig 101.

3. Feladatsor |I. rész — megoldasok

. Van, aki nem kivalé matematikabol.

Nem mindenki kivalé matematikabol.

. L _dik hatvany.
12

1 mérfold = 63 360 inch.

a#2, a#-2, atort:
a_

AUB=[-6;4] és AnB=[-3;2].
o= 150"

J§=]
X€E |=;00f.
5

Az atlag 15, a médusz 12, a medién 14.

66° 66° 48° vagy 54° 54° 72°



10. Mindkét nyelvet beszéli: 0,85 + 0,75 — 1 =0,6, a lakosok 60%-a. A keresett valdszintség 0,6.

11. Koszinusztétellel szamolva a legnagyobb oldallal szemkozti szoget: y = 97,98°.
12. Ertékkészlet: [-1; 4]. ,

4

x>—>—§x+4
6

4 1 V X
=

3. Feladatsor Il. rész /A — megoldasok

. L p 13, . . » .
13. a) Az értelmezési tartomdny: x = = négyzetre emelés utdn: x; =7, x, = 2, mindkettd megold4s.

b) Minden tényez4t frjunk at 2 hatvanyara:
5 2
NSNS
A zdr6jeleket felbontva és a szorzdsokat elvégezve:
2x%-10 = 918-3x

Az exponencidlis fliggvény monotonitdsa miatt:

x2—10=18 - 3x.
Rendezve: x? + 3x — 28 = 0, aminek megolddsai x; =4 és x, = 7.
Ellendrzéssel megmutathatd, hogy mindkét szdm megoldas.

14. a) Akamatozott 6sszeg mértani sorozatot alkot: x = 150000 - 1,05'% = 269 378 Ft lesz a felvehetd
Osszeg. A haszon 119378 Ft lesz.
b) A kivehet6 6sszeg:
150000- 1,052 + 150000 1,05'" + 150000 1,050 + ... + 50000 - 1,05.
Ebbdl:

1,052 -1

150000(1,05'2 +1,05'" +...+1,05) = 150000 - 1,05 - I =2506947 Ft.

”

Mivel 6sszesen 12 - 150000 = 1800000 Ft-ot fektetett be, a haszon 706947 Ft.

15. a) Ateljes grathoz 8 él hidnyzik, ennyi kézfogas lesz.
b) Nem, mert Antinak csak egy ismerdse van.

c) Tibi két oldalara 3 - 2-féle m6don keriilhet egy-egy lany, a kimarad6 3 emberrel egyiitt 4! a le-
ilések lehetséges szdma, tehat:
_3-2-4! 1

6! 5




3. Feladatsor Il. rész /B — megoldasok

16. a) Az edzésformak heti Gsszesitése:

Osszes idd (perc) Kozépponti szog (fok)
Labizom 75 50
Mellizom 60 40
Hatizom 72 48
126°
Hasizom 54 36
Karizom 90 60 pihenés
Pihenés (dsszesen) 189 126

b) % =0,35, tehdt az id§ 35%-dban pihen.

c) Anégyféle edzéstipus lehetséges sorrendje 4!, amikor két kivéalasztott egymads utan van, a lehe-
téségek szama 2 - 3!.
A feltételnek megfelels esetek szdma a kettd kiilonbsége: 4! —2-3!=12.

4-7-r3 4.7-1,5

~ 14,14 mm3,
3 3

17. 1 csepp viz térfogata: V =

a) 2 dl =200000 mm?, ez 14144,27 csepp viz, ennyi csepp = 3536 perc = 58 éra 56 perc alatt
csopog le.

b) 1é&v alatt 4-60-24-365=2102400 csepp esik le, ennek a térfogata kb. 29,7 liter.
c) 1 évben 52 dl tisztitészer fogy el, ehhez 11 flakont kell megvenni, amelynek az dra: 9020 Ft.

18. a) Apiros, a zold és a citromsarga részek teriilete:
T. =r2-7=113,10 cm?

piros —
2.
TZﬁld = TCitI'OIl’l = 6 . a 4\/§ = 93, 53 sz.
A narancssdrga szabalyos sokszog 12 darab egyenl§ szard haromszogre bonthatd, a hdromszog
magassaga:
m=—9 ~11,2.
2-tgl5°
Ebbdl adédik:
T ranes = 12+ 2 — 72 0 = 289,96 cm?
a-m 2 2 2
b) A12. —x“-mw=x“-m egyenletbdl x = 8§ cm.

c) A belsd kor szinezésére 4 lehetdség van, a koriilotte levs részre 3 szinbdl vélaszthatunk,
és a kiils6 haromszogeket a maradék két szinnel csak egyféleképpen szinezhetjiik ki.

Tehat 4 -3 =12 kiilonbozd, a feltételeknek megfelel szinezés lehetséges.



10.

11.

12.

13.

14.

KOZEPSZINTU ERETTSEGI GYAKORLO FELADATSOROK

4. Feladatsor |. rész — megoldasok

. AN B={36;81}.

50° 50°% 80° vagy 50° 65° 65°
1
cosol = ——.
A tagadés a c).
3631082 = 26 = 64,
Az elsd szdm a 63, a mdsodik a 64, ez a nagyobb.

3-0,88+9-0,44
12

48m, 6,4m, 3,2m.

=0,55, az éves kihasznaltsdg 55%-os.

Egy O-ra, hiszen csak egy darab 2-es és 5-0s van a szorzatban.

} s {

X E |—; 00| .

8

A fliggvény atalakitdsdval: (=)

f)=@x+1)72-4. 5

Szinusztétellel szamolva a 28°-kal szemkdozti oldalt:
b=14,63 cm. !

4. Feladatsor Il. rész /A — megoldasok

a) A3- X 0,5- & egyenletbdl x = é tehat 1,67%-os oldatot kapunk.
100 100 3

b) A3 % =Xx- % egyenletbdl x = 0,6, tehat 0,6 liter ecethez 2,4 liter vizet kell onteniink.

A naponta elolvasott oldalak szdma szdmtani sorozatot alkot, amelyben a; = 15.

a) Az S, = w -13>413 egyenlGtlenség megoldésa: d = 2,79.

Tehét ha naponta legalabb 3 oldallal noveli az elolvasott mennyiséget, be tudja fejezni
a konyvet a hatdridore.

b) Ha d =4, S|, = 444, tehat az utols6 napra mar nem marad olvasnival6. Mivel S;; =385, mdr
a tizenkettedik napon is csak 28 oldalt kell elolvasnia.



15. a) Az e egyenes egyenlete y = —%x + 1—31 alakban frhat6, mere- "

2
deksége ——.
573
A vele parhuzamos egyenes meredeksége szintén ennyi, egyen- P
2
lete y= —gx +b.

2
Mivel illeszkedik rd a P pont, ezért 3= _E -6 + b, amibdl
b = 7 B 1 5 X

=

A parhuzamos egyenes egyenlete:

2
y:—§x+7 vagy 2x+3y=2I1.

b) Mivel AC = BC, ezért C rajta van az AB szakasz felezé- y
merdlegesén. k o

Az AB szakasz felez6pontja F(1; —3).

Az AB(4;-12) merdleges a keresett egyenesre, ezért annak

1
meredeksége: m=—=—.
12 3 ]
Mivel dtmegy az F ponton, ezért —3=—-1+b, amibdl
10 3
b=——.
3

1 1
A felez&merGleges egyenlete y = gx - ?0 vagy beszorozva: —x + 3y =-10.

Meg kell oldani a kovetkez$ egyenletrendszert:
2x +3y=11
—x+3y=- 10}‘
Az elsé egyenletbdl kivonva a masodikat, adédik a megoldas: x =7 és y =—1.
A megoldas: C(7; -1).
A keresett pontok az egyenes és kor metszéspontjai: P(5;5) és Q(4; -2).

4. Feladatsor Il. rész /B — megoldasok

16. a) Az dbra alapjdn szdmolhat6 a PM tdvolsdg. Az MTP,-ben,
Pitagorasz-tétellel:

PM?=252+88% ebbsl PM =9,15m.
Tehat a késziilék érzékeli a macska mozgasit. 10

b) Az MRQ héiromszdgben szintén Pitagorasz-tétellel szamit-
haté az RQ szakasz hossza:

RO?=10%2-1742, ebbsl RQ=6,73 m. RPY
Az FO=25+6,73=923m.

Tehat ha a szemkozti fara 9,23 méternél magasabb helyre P14F
szall a bagoly, akkor a késziilék nem érzékeli.




17.

18.

c) Készitsiink j abrat. A keresett AB szakasz az ABT egyenld
szard haromszogben taldlhatd, melynek magassaga F7'=7,4 m.

A BT hossza az MTB,-ben Pitagorasz-tétellel szimithato: 10 25
BT?=10?-2,5%, ebbsl AT =BT =9,68 m.

Az ABT, alapja, szintén Pitagorasz-tétellel:
BF?=9,68-74%, BF=624m, AB=2BF=1248m.

Tehat a késziilék a jarda szélén egy 12,48 m hosszu szakaszt
tart megfigyelés alatt”.

A szoveg alapjan a kovetkez$ halmazabra készithetS el:

(4)
2
) p=18_0.44; b) p=-2 =1 ~00095,

36 3 105
2

¢) Az dbra alapjan 10 olyan tanuld jar az osztdlyba, aki csak egy
nyelvet tanul a fentiek koziil.

A vasarolt edény térfogata:
V:mT'”-(R2+R-r+r2)z89,6nter.

Ebbe az edénybe
89,6 —17

~ 80,7 liter
0,90

foldet kell vasarolnia.

a) Tobb megoldas is lehetséges, példaul egy 50 literes, egy 20 literes, egy 10 literes és egy 5 literes
csomag megfelel.

b) Az elébbiek dra 6sszesen: 1477 Ft, a legolcsobb a két darab 50 literes viragfold, 1450 Ft.

c) Ebben az esetben 89,6 liter foldet kell vdsdrolnia, s ez most is tobbféleképpen lehetséges. Pél-
ddul vehet négy 20 literes és egy 10 literes csomagot.

A legolcsobb ebben az esetben is a két 50 literes csomag.

9. Feladatsor |. rész — megoldasok

. Normalalakban:

a) A-B=1-10% b) A+B=5.2-10'2

A sikon 8 kiilonboz6 pont legfeljebb @), azaz 28 egyenest hatdroz meg.

A fliggvény
a) értelmezési tartomdnya: x € [—4; 4]; b) értékkészlete: y € [-1; 4].

Az eredeti haromszog keriilete 30 cm.

A tura teljes hossza 30 km.



6. Az dbrdn jelolt tartomény:

Cu (B\A) vagy (AuBuUC)\A\C).

7. A paralelogramma atl6inak metszéspontjabdl a csicsokba mutaté vektorok:
i+b  da+b a-b , b-a

, , és .

2 2 2 2

8. Ahdromszog két adott oldala 4ltal bezart szog lehet 30° vagy 150°
9. A mondat tagaddsa B: ,,Van olyan erdész, akinek nincs zold kalapja.”
10. Az egyenl6tlenség megolddsa: x € |—oo; —2[ U |5; oof.

11. Az AB szakasz felez6pontja K. Ha a B végpont B(b;; b,), akkor a szakasz felezGpontjanak
kooordindtdira vonatkozo Osszefiiggés alapjan:

S5+b;

T+b,

3 = b=1 és 4 = b,y=1.

A masik végpont koordinatdi B(1; 1).

12. A valdszindség:
~_ 3 1 ) 1 15
P(30-cal oszthat)=—=—,  P(30-cal nem oszthatd)=1- —=—.
48 16 16 16

5. Feladatsor Il. rész /A — megoldasok

13. a) Ahatvanyozds azonossagainak €s a tortkitev4s hatvany definicidjanak a hasznalatdval az egyen-
let mindkét oldalat fel lehet irni 2 hatvédnyaként:

X 2x
23::22.(2§ i
x
23 = 22 . 26x,
X
23 = 92+6x
Az exponencidlis fliggvény kolcsonosen egyértelmitsége alapjan:
Xoos 6x, ahonnan x értéke: x = —E.
3 17

Ellen6rzés utdn ez megolddsa az egyenletnek.
b) Kezdeti kikotés x # 1.

2
5. X +1_1= 4x o
x—1 x-1
202 4+2 —x+1=4x+x2 - x,
x2—4x+3=0.

A megolddéképlet alapjan ez utébbi egyenlet megoldasai: 1 és 3.
Az eredeti egyenletnek csak x =3 a megoldésa.



14. Legyen a derékszogl haromszog két befogdjdnak hossza a és b.
a) A szokdsos jelolésekkel a hegyesszogek koszinuszainak ardnya:

25
a a

cosp_25_a _ a_3

coso ﬁ b b 4 5 a
25 b

A Pitagorasz-tétel alapjan a® + b? = 252, A két 6sszefiiggésbdl a = 15 és b = 20. A haromszog
befogdi 15 cm és 20 cm hosszuiak.

b) A kisebb hegyesszog koszinusza: 0
coso=— = o =236,87°
25

a masik hegyesszog pedig f=90° - o =53,13°.
c¢) Az AEC derékszogl haromszégben:
cosg =§ = f =L = 21,08 cm.
2 f 36,87°
cos

2

15. A befektetni kivant pénz legyen a forint.
a) Az (1) lehet&ség szerint harom év milva a - 1,083 = 1,2597a forintot kapunk.
A (2) lehet6ség szerint harom év milva a-1,01-1,08- 1,15 = 1,2544a forintot kapunk.
Takarékos Oszkdr az els§ befektetési forma esetén jut tobb pénzhez 3 év letelte utan.

b) Tegyiik fel, hogy n év mulva legalabb 5000 000 forint 4ll majd rendelkezésére. Ez akkor kovet-

kezik be, ha
2-10%-1,08" +10°-1,08"~1 > 5-106.
Osztva mindkét oldalt 10%-nal és az egyenl6tlenséget rendezve:
2:1,08-1,08"71+1,08"-1>5,
3,16-1,08""1>5,
1,087 1> i
3,16
Mindkét oldal pozitiv, igy vehetjiik a tizes alapu logaritmusat:
1g1,08"1 > lgi, amib6l 1 >6,96.
3,16

s

Takarékos Oszkdrnak hét évet kell varni hogy év végén legaldbb 5000 000 forintot vehessen fel.

5. Feladatsor Il. rész /B — megoldasok

16. a) Szamitsuk ki 8, 12 és 14 legkisebb kozos tobbszorosét: [8; 12; 14] = 168.

A buszok a megdllébol 168 percenként indulnak egyszerre. Reggel 5-t61 délelétt 10-ig 300 perc,
11-ig 360 perc telik el. Mivel 2-168 =336, 10 és 11 6ra kozott van olyan idépont, amikor
a megdll6bol egyszerre indul mind a hdrom jdrat, és ez az id6pont 10 6ra 36 perc.

b) Minden vérakoz6 3-féle buszra szillhat fel, ezért 333-féleképpen szallhatnak fel a buszokra.



c¢) A 70-es buszra 35-0,2 =7 ember, a 71-esre 35- % =10, a 72-esre 35 —7 = 18 utas szall fel.

A kedvez6 esetek szama (35) . Gg) : (1 8), az Osszes eset a b) rész alapjan 337,

7 18
35) (28) (18
., ... \7)\0) 8
A keresett valoszintiség s =(0,0018.

d) Akiindulasi pont K(0; 0), az els6 megallé E(-2; 3), a masodik megallé M(2; 5), a harmadik
H(3; 3). Akiindulasi helyétSl a harmadik megalléig megtett tt:
s=KE+EM+MH = J(-2)> + 32 + J2 - (-2)2+ (5-3)2 +{3-2)2 + 3-5)2 =
=13 +/20 +/5 =13 +3J/5 = 10,31 km.

17. a) A stadion egyes soraiban lev{ iilGhelyek szdmai olyan szdmtani sorozatot alkotnak, amelynek
elsé eleme 200, differencidja 4. Tegyiik fel, hogy n sor van a stadionban. A szdmtani sorozat
elsé n elemének Gsszegére vonatkozd Osszefiiggés alapjan:

400+ (n—1)-4

11500 < n <12000.

Az egyenl6tlenség-rendszert rendezve:
11500 < n - (200 + (n —1) - 2) <12000,
5750 < n% +99n < 6000.

A sorok n szédmara teljesiilnie kell, hogy (1) 0 < n? + 991 — 5750 és (2) n? + 991 — 6000 < 0.
Az (1) egyenl6tlenség megoldasa:

<Z=IRBL 14006 vagy n>—2FY32801 45 06,
2 2
A (2) egyenlétlenség megoldésa:
141,43~ -99 — \2/33 801 <n< -99 + \2/33 801 _ 40.43.

Mivel n pozitiv egész, a két feltételt csak n =42 teljesiti, tehdt a stadionban 42 sor van.

b) Az 6sszes lehetGség szama @)
Ha az els6 harom kozott nincs angol versenyzd, akkor 5 versenyzd koziil keriilt ki a hdrom
dobogds helyezett. A kedvezbtlen esetek szdma G)

Annak a valészindsége, hogy valamelyik dobogés helyre angol futé kertiilt:

3
p=l-2=2_08.

8) 28
0
c) Az eladott jegyek drainak atlaga:
4740 -0,4 - 3200 + 4740 - 0,3 - 4000 + 4740 - 0,3 - 4700
4740

Az eladott jegyek drainak médusza 3200 forint, medidnja pedig 4000 forint.

= 3890 forint.




18.
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KOZEPSZINTU ERETTSEGI GYAKORLO FELADATSOROK

a) ElGszor az als6 egyenes csonka kup alaku rész térfogatat sza-
mitjuk ki.
A csonka kup alapkorének sugara R = 6,5 cm, fedSkorének
sugara r=1,5cm. A kip magassdgit a tengelymetszetbdl

szamithatjuk:
m=+/13%>-5%=12 cm.
A csonka kup térfogata:
m-(R2+R-r+r2)-7t
Vcsonka kip = 3 =217m.

A fels6 hengeres rész térfogata:
Vhenger = 17+ 7 -m’ = 277
A flaska teljes Grtartalma:

V=V,

csonka kip + Vhenger =244r = 766,55 cm3.

A 7,5 dl =750 cm? bort beledntve a flaskaba: 766,55 — 750 = 16,55 cm? térfogatnyi hely marad.
Mivel ez kisebb, mint a fels6 hengeres rész térfogata, az ivegben a bor szintje a fels§ hengeres
résznél van, feliilrél szdmitva a kovetkez6 magassdgban:

h= Vhidny _ 16,55

2 2

= 2,34 cm.
- 1,5°&m

,
b) Ha az livegbdl annyit kiontiink, hogy a bor szintje 3 centiméterrel csokkenjen, akkor ez
V¥=1,5%1-3=21,21 cm?

bor kiontését jelenti. A bor alkoholtartalma eredetileg 750-0,125 cm3. Az alkoholtartalom

750 - 21,21 728,79

minden kiontés utan -szeresére valtozik.

750 750 )
A kinalt bor alkoholtartalma végiil 750 -0,125- (727159) cm?,
4
750-0,125- (728’79)
A vendégeket Vendel — 750 -100 = 11,14%-o0s borral kinalta.

6. Feladatsor I. rész — megoldasok

!
. Az egyszerisitett tort: (n+ D! =(n+1) n.
(n-1)!
Kossiik 0ssze a haragosokat éllel. Az abran egy lehetséges meg- 0
oldést latunk. (=) @3)

A szavazdson 7530000 f§ vehetett volna részt.
A sorozat elsG 5 elemének Osszege 459.

a) lgaz. b) Hamis.

A focilabdat 5,73°-ban latjuk.



10.
11.
12.

13.

14.

A megoldas kett§ tizedesjegyre kerekitve: x = 3,32.
Az ABCx =21°

A fizetések atlaga 126 571 forint, médusza 90 000 forint, medianja pedig 105 000 forint.
Az egyenlet diszkriminansad+/2. y
A fiiggvény grafikonja az dbran lathaté. (=)

Annak a val6szintisége, hogy Ambrus Adri mellett iil:

2.5 1

6! 3 | 7

6. Feladatsor Il. rész /A — megoldasok

. . 1150 .
a) A 24 cm-es pizza dtlagdra négyzetcentiméterenként: 2 = 2,54 forint.
T
N . .. 1650 .
A 32 cm-es pizza dtlagdra négyzetcentiméterenként: Ton = 2,05 forint.
/4
N . . 2650 .
A 40 cm-es pizza dtlagara négyzetcentiméterenként: 507 = 2,11 forint.
714

2

A 24 cm atmérdjd pizzanak a legmagasabb az 4tlagos dra négyzetcentiméterenként.

b) A Hajni 6ccese altal elfogyasztott pizza egy korszelet terii-
letének felel meg.

A korszelet o kozépponti szogére felirhato:

cosgzi = o=151°
2 12

A korszelet teriiletét megkapjuk gy, hogy a korcikk tertile-
tébdl kivonjuk a haromszog teriiletét:
o 2 T o
151° 127 -sin151 ~154.75 cm?.
360° 2

—192.
Tkérszelet =127

Hajni 6ccse a pizza 154,75
) P 122.1

-100 = 34,22 sz4zalékat ette meg.

c¢) Az 10110, kettes szdmrendszerbeli szdm tizes szimrendszerben: 16 + 4 + 2 =22.
Ez a futér az adott napon 22 cimre szallitott pizzat.

A kutya az els6 nap 2(20 + 60) = 160 m utat tesz meg.

A masodik nap 2(20 + 50) + 160 = 300 m utat tesz meg, mivel az els§ haztomb szélességét €s még
két haztomb kozti tdvot kétszer kell megtennie az el6z8 napihoz képest.

A harmadik nap 2(20 + 50 + 20 + 50) + 160 = 440 m utat tesz meg, az el6z8 napindl ismét
2(20 + 50) = 140 méterrel tobbet.

A kutya altal naponként megtett tdvolsdgok egy szdmtani sorozat tagjai. A sorozat elsé tagja 160,
differencidja 140.

................... . 320



15.

16.

a) Akutya a hetedik napon a; =a; + 6d = 160 + 6- 140 = 1000 méter utat tesz meg.
2a; +19d
2

b) Husz nap alatt a kutya dsszesen S, =20 - =29800 métert, azaz 29,8 km-t fut.

Az els6 kép alapjan az elsé fajl 25%-a az 6sszes mdsolds 7%-a, tehat az elsé fajl az 6sszes maso-

landénak ’. 100 = 28%-a.

25
Ezért és a masodik kép alapjan a masodik f4jl 15%-a az sszes masolds 37% — 28% = 9%-a.
A masodik fdjl az 6sszes masoland6 anyagnak % -100 = 60%-a.

A harmadik f4jl mérete tehdt az 6sszesnek 100% — 28% — 60% = 12%-a.

Ha a teljes masolds a 91%-anél tart, akkor a harmadik f4jlbdl akkora rész mdsoldsa tortént meg,
amennyi az dsszes masolandénak 91% — 28% — 60% = 3%-a.

A 3% a 12%-nak % -100 =25%-a.

A harmadik f4jl mdsoldsa sordn, ha a felsG savban 91% lathatd, akkor az alsé savban 25%-ot lat-
hatunk.

6. Feladatsor Il. rész /B — megoldasok

a) Az atlagpontszdm 53,95. Az atlagpontszdmhoz Lewis Hamilton pontszdma van a legkzelebb.

)3 1 7 Brawn— Red Bull- McLaren— Ferrari Gyaztes
Szama 7| Mercedes Renault Mercedes csapat

b) Az adatsor médusza a Brawn—Mercedes csa-  , somek

pata, 8k nyertek legtobbszor futamot. szama
10

c) Az dsszes helyszin szdma 17, ebbdl a két

megsziintetendd helyszint (127) -féleképpen

lehet kivalasztani, tehdt az Gsszes esetek

o M A @ ®

Ha Magyarorszagot kivalasztandk, akkor a masik helyszin a fennmaradé 16 masik koziil
keriilne ki, tehat a kedvezd esetek szama 16.

Annak a valdszintisége, hogy Magyarorszdg a két kivalasztott kozt lenne:

2 0n

17\ 17
2
d) Mivel Schumacher 3 perc 20 masodpercenként korozi le a masik autét, ennyi id6 alatt Schu-
macher a pélya hosszdval, azaz 4381 méterrel tobb utat tesz meg.

Legyen az autd sebessége v. Mivel 3 perc 20 masodperc az % Ora, az s =v-t Osszefliggés

alapjan a megtett utak kiilonbsége:
199 L v L =4,381, ebbdl v=120,142.
18 18

A masik autd sebessége megkozelitSleg 120 kTm



17. a) A mértani sorozat elsé tagja a, hdnyadosa ¢, az elsS harom tagja a; a- q; a- g

Felirhatok a kovetkezd 0sszefiiggések:
a+a-q+a-g*>=38 é a+a-q=20.

A két egyenlet bal oldaldn a-t kiemelve, majd a megfelel§ oldalakat elosztva kapjuk:

a(1+q+q2)_ 38

a(l+¢q) 20
Egyszertisitve a-val, majd rendezve az egyenletet, egy masodfoki egyenlethez jutunk:
104> -9g-9=0.
e g 3, 3
Innen g-ra két értéket kapunk: g,= 5 és g, = s

A feladat szovegébdl adoddan csak a pozitiv g-val szdmolhatunk, amelyre a = 8.
A sorozat tagjai: 8; 12; 18.
A B helyen dolgoz6 régészek szdma 12.

b) Elég belétni, hogy C-bdl az AB egyenesre éllitott merdleges talppontja éppen a B pont. Ehhez
pedig bizonyitani kell, hogy ABC hdaromszog B-ben derékszogi.

Szamoljuk ki ABC hédromszog oldalainak hosszat:
AB = \J(4 -2)? +(-3-3)2 = /40,

BC = /(13- 4)> + (0 — (-3))? = /90,
AC = \J(13-2)2 + (0 - 3)2 = JI130.

Mivel AB? + BC? = AC?, Pitagorasz tételének megforditdsa alapjan a haromszog derékszog,
és a derékszog B-nél van.

c) Az 1j hely az ABC derékszogl haromszog koriilirhat6 korének kozéppontja. Thalész tételének
megforditdsa alapjdn ez a pont az AC atfog6 felezGpontja.

A felezGpont koordindtéira vonatkozé Osszefiiggés alapjan:

0[2+13;3+0}

2 2
. . ) . 15 3 s
vagyis az tjabb feltdrandé hely a ?; 5 koordinatdji pontban van.

d) Akovetkez$ exponencidlis egyenletet kell megoldani:
72 000 =90 000 - 10 ~9-00005-7
0,8=10 —0,0000S-Z,
-0,00005¢ =1g0,8,
1208
~0,00005
t =1938.

A lelet kora megkozelitSleg 2000 év.



18. a) Arepiil6gép eurdpai id§ szerint 21:15 perckor szdll le. Az austini id6t ugy kapjuk meg, hogy
a budapesti id6bdl kivonunk 7 6rét:

(21:15-14:15 =7),
azaz ha Budapesten 12 6ra van, akkor Austinban reggel 5 éra.
Tehét a 2-es vdlasz a helyes.

b) Ha akivélasztds sorendje nem szamit, a Business Class 30 fGje koziil 2 embert (320 ), a Prémium
Economy Class 16 fgje koziil 2 embert (320 ), a Prémium Economy Class 255 {&je koziil 2 embert

(225) -féleképpen valaszthatunk ki.

Ez alapjan az utasok koziil mindharom osztalybdl két-két f6t

30) (16) (255) _ . 109-féleké
(2)(2)( 5 )~ 1,69 - 10°-féleképpen

valaszthatunk ki, ha a kivdlasztds sorrendje nem szamit.
Mivel hat ember sorbarendezési lehetdségeinek szdma 6!, ezért

(32) . (12) . (235) -61~1,22 - 10'2-féleképpen

torténhet a kivalasztds, ha a sorrendet is figyelembe vessziik.

c) Atanyér teriiletének 87%-a:

d) A csillag alakzat hegyes, illetve konkav

102 7-0,87 = 273,18 cm?.

Mivel a hasonlésag ardnya k = 5- 109, Texas dllam szdrazfoldi teriilete négyzetcentiméterben
mérve 2
273,18 k% = 273,18 -(5-10°)” = 6829,5-10'2 cm?.

A teriilet négyzetkilométerben megadva 682 950 km? = 680 000 km?.

szogének nagysagat kell meghatarozni.

Az ABCDE szabdlyos 6tszdg egy belsd
szoge:

3-180°

ABCx = =108°.

Az ABC egyenl§ szdri hdromszogben:

o = BAC¥ = BCAX = w =36°.

Hasonldan 36°-osak az EBA és DBC szogek.
A csillag hegyesszogeinek nagysaga:
FBG< =108°-2-36°=36°"
A csillag konkdv szdgeinek nagysdgit megkaphatjuk gy, hogy a teljes szogbdl kivonjuk a sza-
balyos 6tszog egy belsd szogét:
360° — 108° = 252°.
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10.
11.
12.

13.

14.

1. Feladatsor 1. rész — megoldasok

C—N+y) _x-y
()c+y)2 x+y'

Az 6sszes golyd 30 + 50 = 80 darab. fgy a keresett valoszintiség % =0,375.
6.
Rangsorba rendezve: 0,2, 4,5,7,8,9, 10.

3. afelss kvartilis o2

Nyolc elemre az alsé kvartilis =8.,5.

T=52%sin60° = 21,65 cm?2.
2+242+2+4
5 =

Az élek szama a fokszdmok Osszegének a fele, azaz 6.
A keresett egyenes egyenlete e: —3x + 2y = 1.

Az egyenlet két gyoke: x; =0 és x, =—9. A megoldds: x =-9.

A megoldis: ¢), azaz y=2"*1 1.

Mivel a koszinusza negativ, a megoldds tompaszog. A keresett érték 120°.

Jelolje x a két halmaz metszetének elemszamat. Logikai szita alapjan 14 = 10 + 10 — x, innen x = 6.

A logaritmus definici6ja szerint 2x — 4 > 0, innen x > 2. Intervallummal felirva x € ]|2; oo|.

1. Feladatsor Il. rész /A — megoldasok

a) 6+9+1;)+8+X =8, vagyis X=7.
b) Az egyes napokon 5, 10, 9, 11 auté érkezett, a véltozdsok (+5, —1, +2) tlaga:

Ennek alapjan péntekre 11 + 2 = 13 aut6 vérhato.

5—1+2=2‘

¢) Ha egyik napon sem érkezett olyan jarmd, amelyen egyszerre végzik el a kétfajta beavatkozdast,
akkor a valdszintiség 1. A legkisebb értéket pedig akkor kapjuk, ha minden nap a lehetd
legtobb jarmd vesz részt mindkét tipusd beavatkozdsban, azaz hétfén 5 (1), kedden 9 (1),
szerdan 9 (1), csiitortokon 8 (3). Zardjelben azon jarmlvek szdma szerepel, amelyeken csak

az egyik beavatkozast végzik el. Igy a kérdéses valészintiség:
1+1+1+3

=0,16.
37

a) 22%*+4 =8 =123, ami csak akkor lehetséges, ha 2x + 4 = 3. Innen x =-0,5.

b)

<0 két esetben lehetséges.
x+3

I. eset: ha x <0 és x+ 3 > 0. Ekkor -3 <x <0.
IL. eset: ha x>0 és x + 3 < 0. Ilyen valds szdm nincs.
Tehit a feladat megolddshalmaza intervallummal: |-3; O[.

................... . 324



15. a) Az egyre novekvé keriiletd korok sugarai: r, 2r, 3r, ..., nr, ... (n€Z").
A korok keriilete: Ky =2r-nm, K, =2-2r)-n, K3=2-Br)-m, ..., K,=2-(nr)- 7, ...
Szamtani a sorozat, ha a szomszédos elemek kiilonbsége allandé. Ez teljesiil a kertiletekre:

K

n

-K,=2-[n+1)-r] w2 (nr)- 7w =2r -1 = K, = dllando.
b) Jeldlje a, az n-edik korgytritbe kerlilt darabkdk szdmat, ami ardnyos a keriilettel.

Mivel K, =K, _| + K;, ezért a, =a,_; + a; (ahol a; =4), tehit:

a+mn-d=a+((n-2)d+a,
nd —d=nd-2d+4,
d=4.
Igy a darabkdk szama: S50 =840. Ha egy jar6lap 6 darabkat adott ki, akkor 140 jarélapot
kellett miszlikbe apritaniuk.

1. Feladatsor Il. resz /B — megoldasok

16. a) Készitsiink abrat.
Az egyenl§ szard haromszog magassaga merdlegesen felezi
az alapot, igy F(3;-2). 5
Mivel AB |l x tengellyel, F-bél felfelé kell Iépniink 8 egységet
a magassag mentén, igy jutunk el a C pontig: C(3; 6).
b) Tudjuk, hogy d(AB) =6 és m =8, igy

Type = % = 24 teriiletegység. A oF 8

c) Készitsiink abrat a kiiprol.

Mivel d =6 cm, ezért r =3 cm. Tudjuk, hogy m, r, a (> 0)
derékszogi haromszoget alkot:

32+42=¢42%, innen a=>5.
A kup felszine:
A=r’ - n+arn=rr-(r+a)=
=371 (3+5)=24n =754 cm?.

17. Képzeletben vigjuk el a tolcsért és a fagyit kozépen egy fliggleges sikkal. A metszetet rajzoljuk le.

a) A rajzon kiemelt két hdromszog hasonld. (A tolcsér alkotd-

janak hosszat kiszdmithatjuk a Pitagorasz-tétellel, értéke 0
10 cm.) Felirva az aranyokat: 2 2,8

R ’ f

9,6 - — 10 Rl R
3 ——, ahonnan R =2,4585cm.
R 2,8 9,6 96| /10

. R
Igy a fagyi térfogata: -3

Viagyi = %R3 -7 = 62,24 cm’,

Kerekitve, a gombéc térfogata 62 cm?.



18.

N -

b

L

~

b) Ha elolvad a fagyi, és az olvadt csoki ,kitolti” a kup alaku

tolcsért, akkor szintén taldlunk két hasonlé haromszoget: 28
m 9,6 24 24 \ /
— = =—, innen m=-—r. r
ro 28 17 7 96
Feltételezziik, hogy a fagyi térfogata nem valtozott (illetve
a valtozastdl eltekintiink), ezért: m
2 24
2 re-mw-—r 3
v _romem _ :8r -n:62
olvadt csoki 3 3 7 ’

amibdl r= 2,58 cm és m = 8,86 cm.

Minden esetben megfelel§ mdédon kell behelyettesiteniink a megadott képletbe.

@) L=25ecm=025m, a=081", T=27. |— 22 _Z
s2 9.81-0,81 3
b)T=2(s), a=881%, 2=07. |— L o r1="_01013m)
’ T 9,81-18,81 2 '

1
9,81-a

2
¢)T=3s, L=1m. 3=2r- = a=9,81—%z5,42%.
S

8. Feladatsor I. rész — megoldasok

. A végz8dés lehet 12, 32, 52, 72, 92, tehat X lehet 1, 3, 5, 7, 9.

A kiilsé pontbdl a korhoz hizott érint6 merdleges az érintési pontba hizott sugarra. A Pitagorasz-
tételbsl x2 + 62 = 10%, ebbdl x = 8.

Az elsé allitas megforditdsa igaz. A masodik allitds megforditdsa igaz. A harmadik allitds meg-
forditdsa hamis, mert az 1 énmagdval és 1-gyel is oszthatd, mégsem prim.

Az intervallumok az abran lathatok.

! 1 !
(10).4g=L=1o.9-8.7:5040. ) B
4 (10 — 4)! J\ o—e o——o/\

15 62 S8 n
100 80 100 80 _15+77,5+58+1,25n
4 400

Ha a tanar csak egész pontokat ad, akkor legaldbb 72 pontost.

>0,6, innen n>71,6.

sino

Mivel tgo = , ezért negativ.

cosa

Az el6jel miatt f(x) lefelé nyil6 parabola, a zar6jelben levd +4 miatt eltoltuk vizszintesen negativ
irdnyba 4-gyel. Tehdt a |—oo; —4]-on monoton nové.

. Haeredetileg x ard az aru, akkor a vésart kovet6 csokkentés utdn x-1,4-0,6 =x-0,84 az dra, sez

az eredeti arndl kisebb. Mégpedig 16%-kal.



10.
11.
12.

13.

14.

15.

(x+22+@-1)2=09.
A logaritmus definiciéja szerint 27 = 3.

A valdszinliség a teriiletek ardnya. A keret és a kép konkrét nagysdga nem szamit, tekintsiik a kor
sugarat egynek, igy: )
Tképkeret =4 ¢&s Tkérkép =127
A taldlati valészintség: T

p= 2 =0,7854.

8. Feladatsor Il. rész /A — megoldasok
5+v5%-4-3-2 5% 2

a) x;, = = Cx =1, xy=—.
) i 2-3 6 '3

b) A 2. egyenletbdl kifejezve y-t (y =2 + x) és visszahelyettesitve az 1. egyenletbe:
Q+x)?+2x=4+"7x,
4+4x+x2+2x=4+Tx,

x2+6x+4=4+7x [-4-Tx

x2—x=0,

x(x-1)=0,
innen x; =0 és x, = 1. Visszahelyettesitve a kifejezésbe: y; =2+0=24és y,=2+1=3.

a) A hdrom hazaspdar 0sszesen hat f6. Ha valakinél elvagjuk a kort és , kiteritjiik” az tilésrendet,
akkor az eredmény 5! = 120.

b) Most az egyik par elsG tagjanal vagjuk el a sort és kiteritjiik az iilésrendet, akkor 2-féle modon
lehet a mésik két part leiiltetni, illetve minden paron beliil 2-2-féleképpen a hazastarsakat. Igy
az eredmény 2-23 = 16.

c) Képzeljiik el a hat személyt, mint egy graf hat pontjat. A graf
€lei azt reprezentdljdk, hogy két személy egymds kozott 4 5) (4 5)
kicserélte a saldtdstdlat (az mindegy, hogy ki kinek adta).
Ekkor az 5 foku pont minden mds ponttal szomszédos, tehat
a hatodik pont fokszdma is legaldbb 1.

A 4 foku pontbdl tudunk éleket rajzolni csak a tobbi ponthoz, 3) 3)
illetve a leendd két 3 foku pontot Osszekotve fokszdmuk
3 lesz. Tehét az utolsé pont minimalis fokszdma 1.

Misodszorra kossiik 0ssze a 4 fokd pontot a hatodik ponttal és a két 3 foku ponttal. Végiil kossiik
ossze a 2 foki pontot is a hatodik ponttal. Igy a hatodik pont fokszdma 5 lesz. Tehét ennyi infor-
madcid birtokaban csak annyit dllithatunk, hogy a hatodik személy az asztalndl legaldbb egyszer,
legfeljebb 6tszor adta-vette a salatdstalat.

a) Haegy y=f(x) fiiggvény athalad az (x’; y’) ponton, akkor teljesiil ra, hogy f(x’) =y’. Azaz
f4)=2-42-5.4+c=16, innen c = 4.

b) Az f(x) fiiggvény pontosan ott metszi az x tengelyt, ahol y =f(x) =0. Azaz 2x2-5x+4 =0.
A miasodfoki egyenletnek nincs megolddsa, hiszen D =52 -4-2-4=25-32=-7<0.
Mivel normadl allasu parabola, eszerint végig az x tengely felett halad, nem metszi azt.



16.

¢) Ha az x tengely felett halad, akkor fiigg6legesen lefelé kell elmozgatni, hogy érintse a tengelyt.
Ezt pozitiv konstans elvételével érhetjiik el.

1. megoldas.
Az érintéshez a diszkrimindnsnak 0-vé kell vdlnia:

D=25-8(4-p)=-T7+8p=0, ahonnan p= 7 =0,875.
I1. megoldas. 8

Alakitsuk a fiiggvényt teljes négyzetté:

2 2
f(x)=2x2—5x+4=2(x—§)—§+4=2(x—§)+z.
4 8 4) 8

Innen l4thatd, hogy az utolso tag elhagydsa, azaz a gorbe 0,875 egységgel vald lefelé mozditasa
utdn mar érinti az x tengelyt.

8. Feladatsor Il. rész /B — megoldasok

Készitsiink a hotelszobakrdl egy 6sszefoglalé tabldzatot.

Egy szinten talalhatd azonos tipusi Osszesen a hotelben
szobhak koziiliik konyhaval rendelkezik szoba konyhaval
2 személyes 7 2 91 26
4 személyes 8 2 104 26
6 személyes 5 2 65 26
Osszesen 20 6 260 78

a) A 8 parnak kétszemélyes szobdkat utalnak ki a hotel 91 szob4jdbdl valamilyen sorrendben.

Erre O1-8)! -féleképpen keriilhet sor. A kétgyermekes paroknak négyszemélyes szobdkra van
—8)! \
sziikségiik, ezért szamukra _1oa lehet&ség adddik. (A szobdkat és a parokat is megkiilon-

(104 - 3)!

. . 1! 104!
boztetjiik.) A kérdésre a vélasz ezek szorzata, hiszen fiiggetlenek: o 0

(91-238)! . (104 - 3)!

b) A fels6 6t emeleten Osszesen 5 - 8 =40 négyszemélyes szoba van. Hogy pont ilyenbe kopog be
. 4
az illetS, annak valoszintisége P, = TOO Az als6 nyolc emeleten 8 -5 =40 hatszemélyes szoba
van, igy utébbi P, = 260 valészintisége megegyezik az elGbbivel.
c) Mivel a feladat szovege tartalmazza a ,,legalabb” szét, érdemes megvizsgalni a komplementer
eseményre vald attérés lehetdségét. 39 szobdt vélasztunk ki 6sszesen, koziiliik legaldbb egy

konyhdaval rendelkezik: akkor rendelkezhet azzal 1, 2, 3, 4 stb. Ez nagyon sok lehetGség, megéri
attérni a komplementer eseményre!

Ha a kivélasztds utdn nincs konyhds szoba, akkor szintenként a kétszemélyesek koziil 5, a harom-

személyesek koziil 6, a hatszemélyesek koziil 3 szoba johet sz6ba 3. 6 3 valészintiséggel.

13
Ugyanez érvényes mind a 13 szintre, tehdt az ellentett esemény valdszindsége (— '3’ g) .
13
Magénak a kérdezett eseménynek pedig 1 - (; Y g) a valoszintsége.

................... . 328



17.

18.

. Az emelés mértéke 4536 Ft.
37 800

Jelolje S a szépirodalmat, K a képregényeket, U az tjsdgot olvaso tanuldk halmazit. A feladat
szovege szerint:

D ISI+IKI-1S K| =15; Q) IKI+|lUI-IKnUl=17;
3 ISI+IUI-ISN Ul =18; 4) %-|S|=|SmK|;
S)IKl-6=IKnUl; 6) 1ISNUI=3;

NDISNUNK|=1.

(4)-et (1)-be helyettesitve: %-|S| +|Kl=15.

(5)-6t (2)-be helyettesitve: |U| = 11.
(6)-ot (3)-ba helyettesitve: | S|+ |U| =21, ebbdl |S| =10, és igy | K| = 10.

Ekkor (4)-b6l |ISN K| =35, (5)-b6l |[KNU|=4.
Tehat

30— (ISI+IKI+1UI=ISAKI-ISAUI-IKNUI+|ISN"UNKI)=
=30-(10+10+11-5-3-4+1)=10,
azaz 10-en nem olvassdk egyiket sem. Mivel 10:30 = 0,333, ez a tanuldk 33,3%-at jelenti.

v 2z

A kovetkez§ abrét rajzolhatjuk fel: 0

Felirva a szinusztételt az APB és QAB hiromszogekben, kisza-
mithatjuk AP és AQ hosszit:

AP _ sin21° és AQ _ sin60°,
50  sin59° 50  sin55°
ahonnan AP = 20,9 m és AQ = 52,861 m.
Alkalmazzuk a koszinusztételt APQ hiaromszdgben:
PQ?>=AP? + AQ?> -2AP-AQ - c0s35° = 1421,1
amibdl PQ = 37,7 m.

Nagy Papucsnak kozelit6leg 37,7 m hosszu széritokotelet kell sodornia.

9. Feladatsor |. rész — megoldasok

4536

=0,12, tehat 12%-o0s az aremelés.

90°: 6 =15° A hegyesszogek 15° és 75°.

A rombusz atl6i felezik egymast, és merGlegesek is egymadsra.
Pitagorasz tétele szerint a rombusz oldala 5 egység, igy keriilete
20 egység.




10.
11.

12.

13.

A forgdskip tengelymetszete az dbran l4thatd. (=)

A kup felszine:
A=2%-7+271-4=12n.

Zardgjelfelbontds, beszorzas és dsszevonds utan:
7x%+4x-3=0.

3

Ennek megoldésai: x| = 7

Akedvezs esetek szama 3 (primszamok: 2, 3, 5), az Osszes esetek szdma 6, igy a primszam dobé-
sanak val6szintisége:

3_1

6 2
Ha a sorozat 6tddik tagja as és a differencia d, akkor a kdvetkezs dsszeget kell kiszdmitanunk:
3-4d+3-3d+3-2d+3-d+3+3+d+3+2d+3+3d+3+4d=9-3=27.

Az y=2x+ 1 egyenletd egyenes meredeksége 2, ezért a rd merdleges egyenes meredeksége —l,
igy az egyenlete: 2

1 1 5
—2=——-(x-1), vagy mas alakban: =——Xx+—.
y > (x-1) gy y=-gx+s

Az utak egyenlGségébdl:

tehat 60%.
1,43 = 2,744-szeresére.

Az 1-t6] 100-ig terjedd egész szamok kozott 50 db oszthaté 2-vel, 33 db oszthaté 3-mal, és 16
db oszthat6 2-vel is meg 3-mal is, tehat 6-tal.

Igy 50 + 33 — 16 = 67 olyan szam van, amely vagy 2-vel, vagy 3-mal oszthatd, tehat 33 olyan
van, amely nem oszthat6 sem 2-vel, sem 3-mal.

Alkalmazzuk azt a teriiletképletet, amely szerint a hdromszog teriilete két oldaldnak és a kbzbezart
sz0g szinuszanak szorzata osztva 2-vel:

t:3-8-s;n120 _6%3.

9. Feladatsor Il. rész /A — megoldasok

a) A 2800 000 =2 000 000-¢® egyenletbsl g = 1,043, tehat az éves kamat 4,3%.

Igl,4
b) A 2800 000 =2 000 000-1,03" egyenlet megolddsa: n = AL
éri el a 2 800 000 Ft-ot a betét. 1g1,03

=11,38, tehdt 12 év milva



KOZEPSZINTU ERETTSEGI GYAKORLO FELADATSOROK

14. a) Az adatok tabldzatba foglalva:
Erdemjegy 1-es 2-es 3-as 4-es 5-0s
Darab 2 1 2 2 5

Egy adathoz tartoz6 kozépponti szog:
360°
12

A kordiagram jobbra lathato.

b) Az atlag:
2-1+1-2+2-3+2-445-5

=30°

=73,583.
12
A median 4. A médusz: 5.
A szorés:
\/2~(1 —3,583)2+1-(2-3,583)2+2-(3-3,583)2+2-(4 — 3,583)2+ 5-(5 — 3,583)2 ~1.498
12 T

15. a) A Thalész-tétel megforditdsa miatt a haromszog koré irhat6 kor sugara megegyezik az atfogé
felével és az atfogdhoz tartozo silyvonal hosszaval.

A vélasz: a sdlyvonal 12,5 cm hosszd.

b) Mivel az atfogé 25 cm, Pitagorasz-tétellel:
152 + b? =252, amib6l b =20 cm.
A kertilet:
K=15+20+25=60cm.

c) Ateriilet:
T=ﬂ=ﬂ=1500m2.
2 2
d) Akiils6 pontbdl huzott érintGszakaszok egyenldk.
Az 4tfogéra felirhato:

25=(15-r)+(20-r), amib6l r=5cm.

9. Feladatsor Il. rész /B — megoldasok

16. a) A halmazabra:
b) Alogikai szita alapjdn a mesék szdma:
18 +60+ 65+ 78 — (47 +52 +58) - 47 =111.




17.

18.

c) A val6sziniség: é =0,108.

47
2
d) A val6szintség: ——=0,177.
111
2
a) p=0,94% = 0,213.

b) p= (450) -0,063 - 0,9435 = 0,0587.

c) Az ardnyossagi tényez6t x-szel jelolve, a bevont feliilet:

A=2x-3x+2-(x-2x+x-3x) =400.

Megoldva: x =5 cm.
A doboz élei: 10 cm, 15 cm, 5 cm.
A térfogata: 750 cm? = 0,75 liter.

a) 1+2+3+...+9+10-2 jegy(lesz a szam.
Ez az 6sszeg %-9+20:45+20=65.

Tehat a leirt szam 65 jegy(.

b) Az egyesek helyén: 3; 13-ban 13-szor; 23-ban 23-szor; ...
Osszesen:

1+13+23+33+43+53+63+73+83+93=1+

13+93'9:478.

A tizesek helyén 30-ban 30-szor; 31-ben 31-szer; 32-ben 32-szer; ...

Osszesen:

30+31+32+33+34+35+36+37+38+39=

30439 10=345.

Tehat az egy- és kétjegyl szdmok lefrdsakor 823-szor kell lefrni a 3-as szdmjegyet.

c) Az egy- és kétjegyl szdmok leirdsaval kapott szdm jegyeinek szdma:

45_|_2.10+99

-90 =9855,

ami azt jelenti, hogy a 2023 jegy(i szdmban csak egy- és kétjegyd szamok vannak.

Legyen n az utolsé kétjegyd szdm, amit leirunk, ekkor:

45_|_2.10+n

-(n—90)=2023.

Ennek az egyenletnek a megoldésai: n; =44,9 és n, =—45,9, amibdl csak a pozitiv lehet helyes.

Eredményiink azt jelenti, hogy a 2023 szdmjegyig nem kell leirni az 6sszes 45-6t.

Mivel az egyjegytiek leirdsdval 45 jegyd lesz a szdm, a pdratlan helyen a kétjegyd szamok

mdsodik szdmjegye szerepel, ezért a keresett szdmjegy: 5.



10.

11.

10. Feladatsor I. rész — megoldasok

. x=135°
4
>
A(-T;9).

A dobott szdmok Osszege 11 vagy 12 lehet. 11-et tigy lehet dobni, hogy egyik kockdn 5-0st, a masi-

kon 6-ost dobunk, ennek valdszintisége % 12-t csak ugy, hogy mindkét kockdn 6-ost dobunk,
1 3 1

—_t—=—=—

36 36 36 12

A két keresett szog mértéke 6x és 7x, ezek Osszege: 6x + 7x = 130° Ebbdl x = 10, tehat a két szog

nagysaga 60° és 70°

ennek valdszindsége 36 tehat a keresett val6szintiség:

A gomb sugarit jelolje r, akkor a térfogata:
4r3r 9

==

3 2 8

A gomb felszine:
bw=4.2 g=ox
4

Az abran az adott hdrom vektor d, l; ¢. Akeresett testatlo vektor:
d=d+b+¢ AP

Az életkorok Osszege: 7-26 = 182, a kidllitds utdn: 6-27 = 162. A kidllitott jatékos 20 éves.

n-(n-1)

Az =66 egyenlet megolddsai: n; = 12 és n, =—11. Tehdt a teljes grafnak 12 cstcsa van.

A hdromszog magassaga Pitagorasz tételével kiszamithato:
m=+13%>-5%> =144 =12 cm.

A haromszog teriilete:

10-12

t 60 cm?2

A szam 70%-a a szam 0,7-szerese, tehat 0,7 - % =135, amibdl a = 250.



13.

14.

Atalakitva a hozzarendelési szabalyt: y

A fiiggvény legnagyobb értéke 6, ezt a 0 és a 6 helyen veszi fel.
A legkisebb értéke a parabola tengelypontjaban, x = 2,5-nél van,
ez y=-0,25.

b) Az EBC hiaromszogben:

5 2 1 y=(x-25)?2-0,25
xl—)(x——)——:(x—2,5)2—0,25. ¥
2) 4

Sl 1 273 5 X

10. Feladatsor Il. rész /A — megoldasok

a) 1. Hamis, ha szerepel kozottiik a 0, akkor a szorzat 0.

2. Igaz, nem lehet 2 pozitiv, 2 negativ.
3. Igaz, kettd paros és kett$ paratlan szdm négyzeteinek 6sszege paros.
4. Hamis, lehet koztiik két 3-mal oszthaté is, pl: 3, 4, 5, 6.

5. Igaz, minden mdsodik egész szdm pdros.

b) Legyen a legkisebb szdm x.

Ekkor: ++ D2+ (x+2)%+ (x+3)2=1374.

Rendezés utdn: x? + 3x — 340 = 0, aminek a megoldasai: x; = 17 és x, = —20.

Tehat a négy szdm:
17, 18, 19, 20 vagy -20, -19, -18, -17.

Ellendrzéssel megmutathatd, hogy mindegyik megoldas.

a) Legyen az eredeti haromszog alapjanak hossza a, szardnak hossza b.

Ekkor az eredeti haromszogben: a + 2b = 57.
A felcserélés utan kapott haromszogben: b + 2a = 54.
,at 2b =57
b+2a=54
Tehat az eredeti haromszog alapja 17 cm, széra 20 cm hosszd.

} egyenletrendszer megoldésa: a =17 és b =20.

C

coso = % amib8l o =68,77°.

Az ABD haromszogben:

<

% =34,38°, amib6l f3=76,85°

N
\
\

SISy
_/\\
MmN



15.

16.

A szinusztétellel:
BD _sin3438 b6l BD=12,18 é CD=1682.
21  sin76,85°

Tehat a szogfelezd a szemkozti szarat 12,18 cm és 16,82 cm hosszu részekre vagja.

a) 12 érautan a 12 osztéi: 01, 02, 03, 04, 06, 12.

13 6ra utén: 01, 13.

14 6ra utan: 01, 02, 07, 14.

Tehét az adott id6szakban 12-szer fordul el§, hogy a percek szdma osztdja az 6rdk szamanak.
b) 08 éra utan: 08, 16, 24, 32, 40, 48, 56.

09 6ra utan: 09, 18, 27, 36, 45, 54.

10 6ra utan: 10, 20, 30, 40, 50.

Tehat az adott id6szakban 18-szor fordul eld, hogy az 6rdk szdma osztdja a percek szdmanak.

10. Feladatsor Il. rész /B — megoldasok

a) Ha x=0:
7(0) =73-10° + 22 =95 °C.
b) Ha x=37:
_37
T(37)=73-10 37 +22=73-10"1422=7,3+22=29,3°C.

_x
c¢) A 60=73-10 37 +22 egyenlet megoldésa:

§=107%’
73

_X 38
37 873

x=—37-1g20 2105,
73

Koriilbeliil 10,5 perc mulva lesz 60 °C-os a tea.

d) A tea feletti rész térfogata:
V=2-3,75% = 88,36 cm?,

. 88,36 > i1 g
ennek vizzel vald kitoltéséhez 09 =98,18 cm? jégre van sziikség.

2

Egy jéggolyd térfogata:

153
p= LT g emd

% = 6,92, ezért legfeljebb 6 jéggolyot tehetiink a tedba anélkiil, hogy kifolyna a bogrébdl.



17. a) Az 6sszes lap 32, az Osszes esetek szdma:

(352j =201376.

Mindkét szinbdl 8 lap van, a kedvezd esetek szdma:

e

A valdszindség:
1568

p= =~0,0078.
201376
b) Mar csak 27 lapbdl osztanak 5-t, az Gsszes eset:
(257) — 80 730.

A 27 lap kozott még 8 piros van, 19 nem piros, a kedvezd esetek szdma:

19) _
)18

A val6szintség:
_ 11628

= =0,144.
P=%0730
c) Csak 22 lapbdl osztanak 5-6t, az dsszes eset:
22
( 5 ) =26334.

A csomagban még 4 zold, 7 tok és 6 piros van, a kedvezd esetek szdma:
4\ (7) (6)_
(GG

756
26334

() () (240100

Mivel 3-szor 4 figura kiesik, a kedvezd esetek szdma:
20) (15) (10) _ 1010
O (5)(9)-1a7-100

p=027-10-4,

A valészindség:

p ~0,0287.

d) Az 6sszes esetek szama:

A valdszintség:



18. a) Maximdlis akkor lehet, ha minden mds jegy jeles, ekkor az atlag: 3,4.
Minimadlis tgy lehet, ha minden mas jegy elégséges, ekkor az dtlag: 1,6.

b) Tablazat a jegyekrdl:
Erdemjegy 1-es 2-es 3-as 4-gs 5-0s
Darab 12 6 9 0 3

Egy adathoz tartoz6 kozépponti szog:
360°
30

A kordiagram jobbra lathato.

=12°

c¢) Amddusz 1, a median 2.
d) Az étlag:
12+12+27+15 _

2,2.
30

A szorés:

=1,43.

\/12-(1—2,2)2 +6:(2-2,2)2+9-(3-2,2)2+3-(5-2,2)
30

e) A [2,2 -143;22 + 1,43] = [0,77; 3,63] intervallumon Kkiviil csak 3 adat van (az 5-6s0k).



EMELT SZINTU FELADATSOROK

1. Feladatsor /A — megoldasok

1. a) Az egyenlet a hatvdnyozds azonossagai alapjan atrendezve:
(2 -8.25+ 12 =0,
Ennek megolddsai:
(2%, =6 és (2%, =2, amib6l x; =1log,6=2,585 és x, = 1.
A 1épések sordn ekvivalens dtalakitdsokat végeztiink.

b) A logaritmus definicidja és azonossdgai alapjan az egyenlGtlenség dtalakithat6 a kovetkezd
alakba: x
log;—— < log;9.
g3 43 g3

Az f(x) = logyx logaritmus szigordan monoton névekvé fiiggvény, mert 3 > 1. [gy al 3 <9,
X+
majd O-ra rendezve 827 <0.
x+3

A tort értéke vagy
-8x-27>0 és x+3<0,

vagy
-8x-27<0 és x+3>0

értékei esetén lesz kisebb 0-nal.

ElGbbibdl x < _Tm, utébbira nem kapunk megolddst.

2. a) Jelolje a h(x) = 1,5x fliggvény Hiper Mdria talajtdl val6 tdvolsdgat x > 0 masodperccel Boszi
megjelenése utdn. Azt keressiik, hogy mely x-ekre lesz h(x) — g(x) > 2. Behelyettesitve:

1,5x —(x2 —4x +5)>2,
—x245,5x-5>2,
—x24+5,5x-7>0.
A parabola lefelé nyilik, a két zérushely kozott taldljuk a pozitiv értékeket. Mivel x; = 2, x, = 3,5,

igy x € ]2;3,5[. Ez azt jelenti, hogy 1,5 masodpercig Mari van feliil: a jatékosnak van lehe-
tGsége a gyGzelemre.

b) A jatékos reakcidideje (azaz késlekedése) azt jelenti, hogy ¢ masodpercig nem ugrik. Igy
h(x) = 1,5x — t-re mddosul a Mari talajtdl valo tavolsagat leird fiiggvény (x > 1). Az el6z6ek
alapjdn: h(x) - g(x) =2 =—x2+55x—T—1>0.

A megoldasok (tth. x; < x,) kiilonbsége adja meg azt az id6t, amig Mari van feliil: x, —x; 21
kell ahhoz, hogy ez legaldbb 1 mdsodperc legyen. A megoldoképletbdl:

x2 - xl = \[2,25 —4t > 1,
1,25 = 4¢,
0,3125=+.

Tehat a jatékosnak 0,3125 mésodpercnél hamarabb érdemes reagélnia, ha nyerni szeretne.



3. a) Készitsiink abrat, amelyen a és b jeloli az utcafronti telek-
oldalak hosszuisagait. patak

Pitagorasz tétele szerint a telek rovidebb 4tléja ~/a® + b2,
hosszabb atlgja ennek a kétszerese.

utca

szomszéd
telek

Q

Ha négyszog 4tléi merdSlegesek, akkor teriilete az atlok szor-
zatanak fele:

2202.9. 022 p2 \

T:\/a hal ; Jal+b =a?+b% b utca

Ezzel az 4llitast bizonyitottuk.

b) Készitslink egy 1j abrat csak a négyszogrol.
Meghosszabbitva a derékszogid utcafrontokat, tekintsiik
a kialakul6 téglalapban a kovetkezd derékszogd hdrom-
szogeket. Az dbran jelolt szogek az 4tlok merdlegessége miatt
egyenlSk.

Igy A =2 ardnyossagi tényezdvel
CAB, ~ADE, = EFA,.
A hasonl6sagbodl adédik, hogy
AD=EF=2CA=60 és AF=ED=2AB=40.

Innen pedig CF=AF —~AC=10, BD=AD —AB = 40.

Ezek utan a telek keresett oldalai:
CE =+/10% + 602 =+/3700, BE =+/40% + 402 =40 -/2.
Két tizedesjegyre kerekitve CE = 60,83 m és BE = 56,57 m.

4. a) Az ay, ..., ay kilencelemd mintdnak a diagram alapjan ismerjiik 6t elemét, tegyiik rangsorba:
2,4,7,8,10. Mivel a diagramon nincs 10-nél nagyobb érték és R = 10, igy a rangsor elsé
eleme 0 (0, 2, 4,7, 8, 10). Az elemszdm miatt az aldbbiak igazak:

0 Q, 10

02 01 03 04 = 2 ‘ 01 06 07 03 08

e .. L, ., a+ta
A kvartilisekre vonatkozé informécidk alapjan ——2

=Q; >0 egész (ha O lenne, akkor

minden kvartilis 0, ami ellentmond a két médusznak vagy az elemeknek). Mivel legaldbb egy

. . . a,+a
7 és 8 elemiink is van, ezért ———8

=05 >7,5, vagyis Qs csak 8, 9 vagy 10 lehet.

Elemezziik tovabb a kvartiliseket! Ha Q; =1 vagy 2, akkor Q3 <7, nem j6. Ha Q; =3,
akkor 0, =6, 03 =9, ami megfelel6. Ha Q; >3, akkor Q3> 10, ami ismét nem jo. Tehat
01=3,0,=06,05;=9. Igy aztdn a minta elején a, =2, a3 =4, a végén pedig a, =7, a; =8,
ag =10 all.

0 2 4 _ 6 7 8 10 10

Q=3 a, Qs Q;3=9

Az ay-re nincs kiilon feltételiink, igy az a két médusz miatt 4 vagy 6 is lehet.
Vilaszunk tehét: sajnos nem tudja egyértelmiien visszaallitani az adatelemz§ a mintat.



b) A harom médusz gyakorisdgainak szdma lehet 4, 3 vagy 2. Mindhdrom esetben ismétléses
permutdcidval van dolgunk.

Ha minden médusz 4-szer szerepel, akkor nincs més elem a mintdban: a lehetGségek szdma

|
12 34650,
41-41- 41

Ha a méduszok 3-szor szerepelnek, akkor lehetséges 3-3-3-1-1-1 vagy 3-3-3-2-1 egyforma
elem. Ezek lehet6ségeinek szdma rendre

12! 12!

=2217600 é ————=1108800.
31.30.30 1010 1) 31.31.31.21. 1!
Ha a méduszok 2-szer fordulnak eld, akkor csak 2-2-2-1-1-1-1-1-1 egyforma elem lehetséges:
!
1—2'=59875200.
21.21.21

Osszesen a lehetSségek szama ezek Osszege: 63 236 250.

1. Feladatsor /B — megoldasok

5. a) Jelolje a marcipanos édességek darabszamdt m (€ Z*). Eredetileg egy marcipanos édesség

kivélasztasdnak valdszintisége

8+m

Mivel ugyanannyi marcipanost tettek bele, a megvaltozott feltételek mellett egy csokis édesség

kivételének valdszindsége .
8+2m

El6bbi az utébbi 30%-a:
m 68 .
68+m 68+2m

0,3.

Ez atalakitva a kovetkez6 egyenletet kapjuk:
m? +23,8m — 693,6 = 0,
melynek megoldésai m; = 17 és m, =—40,8. A megolddsok koziil csak a 17 felel meg a pozitiv
egész feltételnek. 17 68
Ellendrzéssel meggy6zadiink az eredmény helyességérdl: %5 = 02 0,3=0,2.

b) Aladaban 100 édesség van, igy egy marcipdnos kivélasztisanak valészinége 0,32, egy csokisé
pedig 0,68. Mivel nagyon sokféleképpen keriilhet keziikbe marcipanos, térjiink at a komple-
menter eseményre: a ,,nincs marcipdnos” azt jelenti, hogy minden kivett csokis:

1-0,68"20,99 < 0,01=0,68"
Most mindkét oldalnak vessziik a 0,68 alapd logaritmusét: mivel ez 1-nél kisebb szdm (log ggx
fliggvény szigordan monoton csokkend), igy az egyenlStlenség megfordul:
n 21og( 50,01 = 11,94.
Vagyis legaldbb 12-szer kell prébdlkozniuk ahhoz, hogy legaldbb 99%-os valdszintiséggel
keriiljon a keziikbe marcipdnos édesség.



6. a) Képzeljiik el a megforgatott fliiggvényt és a lehetd legnagyobb
felszind hengert. Egy ilyen henger fed6kore rajta van a meg-
forgatott parabola felszinén.

Ha az alapkor sugardt r = x-nek vessziik, ahol 0 <x < 2,
akkor a henger m magassiga az az érték, amit a parabola
helyettesitési értékeként kapunk:

m = f(r) =4-x2,
Ezekkel meg tudjuk adni a henger felszinét x fiiggvényében:
A(x) =212+ 2rmm = 2x2 1 + 2xm(4 — x2).
Atalakitva: az

A(x) = =27(x3 = x2 — 4x)
fliggvénynek keressiik a maximumadt, ahol D, = ]o; 2[.
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Harmadfoku fliggvény lehetséges szélsGértékeit legegyszertibben derivdldssal taldljuk meg:

A =-27(3x2-2x—4) = x1=2+g/5_2 2-V52

~1,535 és x, =

~-0,869 ¢ D,

P

A masodik derivilt segitségével eldontjiik, hogy megfelel§ szélsGértéket kaptunk-e:

A"(x))=-2m(6x; -2)=-45,3<0 = x,-ben a fiiggvénynek maximuma van.

Tehat Jankdnak a tervezett tGrkapszula henger alakd kabinjanak sugarat 1,535 egységnek kell
vélasztania, hogy a kabin felszine a lehet§ legnagyobb legyen.

b) Elsének szamitsuk ki az eredeti gorbe alatti teriiletet (felhaszndljuk, hogy a fliggvény paros):

2 2 Pk g1 32
Ti=|(@-xHdx=2-|4-x)dx=2-[dx——| =2-[8—=|=—=.
! 3 37 3

) 0 0

Masodikra levagjuk az aljat y = 1 magassagban, ami megfelel annak, mintha a fiiggvényt eltol-
nénk 1 egységgel lefelé: g(x) = 3 — x? alakii lesz. Ennek kell az x tengely feletti teriilete: ehhez
el8szor megallapitjuk a zérushelyeit.

3-x2=0 & x2=3 & x,=%3

A lefelé val¢ eltolds miatt g fliggvény is paros.

V] V3
T1=2~J-(3—x2)dx=2{3x—%} :2-[3\/‘_¥}=4\/§,
0 0

T .
A keresett szazalékértékhez osszuk T,-t Tj-gyel: ?2 =(,649, ami kerekitve 65%.
1

1. a) Alogaritmus két azonossagat (attérés mds alapu logaritmusra, illetve konstans szorz6 bevitele
a logaritmusba) és definici6jat felhaszndlva bizonyithatjuk az allitast.

log,4 2 1
log, x> 2-logyx log,x’

1ogx2 4=

b) Legyen x > 0, ekkor a hatvdnyozds tulajdonsdgai miatt 2* < 4* < 8*. Mivel hdromszog oldalai,
igy teljestil rajuk a hdromszdg-egyenlGtlenség:

2%+ 4% > 8%,



8. a) A délkelet felé d616 tornyot délkeletrdl érik

b) Ismét készitslink dbrat: ebben TDAM téglalap és keressiik

Mindkét oldalt leosztva 2* (> 0) kapjuk, hogy 1+ 2*> 4%, e
Ez masodfoku egyenlétlenség, O-ra rendezve \

0>4*-2%-1

alaku. A kifejezés 2*-ben mdsodfoku: felfelé nyil6 parabola,
igy megolddshalmaza a zérushelyek kozotti tartomdny (dbra).

Az egyenlGség megoldasai: i i 7
1+5 1-+/5 - \/
2= és F=—

2 2

Utobbi negativ, vagyis nem eleme 2* fiiggvény értékkészletének. Az egyenlGtlenség megolddsai:
1 1
0<2¥< +\/§, ezért —oo<x<log, +\/§.
2 2
A feltételt figyelembe véve az egyenl6tlenség megoldésai:
1
X E:|O; log, +2\/§{

A bal végpont hdrom tizedesre kerekitve 0,694. Mivel lefelé kerekitettiink, ebb6l még biztosan
szerkeszthet6 haromszog és ez a legnagyobb ilyen érték.

a napsugarak, a dém pedig t6le északnyu-
gatra taldlhatd, tehat kezelhetjiik &ket egy
sikmetszetben. A ferde torony PT, tdvolsidga
adomtol TD. Akérdés az AD = h tavolsag.
Mivel DTP< =95,5° igy

TPSX =180°—(95,5° + 30°) = 24,5°.

PTS, -ben alkalmazzuk a szinusztételt:
x+31,5 sin24,5°

=— , innen x =15,19 méter.
56,3 sin 30°

A derékszogli ADS,-ben pedig =1tg30° amibdl & = 8,77 méter.

h
15,19

PAMY = « szoget. MT =43, igy PTM,-ben alkalmazhatjuk
a koszinusztételt:

PM?=56,3%+43%-2-56,3-43 - c0s 3,99".
Ebb6l PM = 13,73 méter. PTM, minden oldala ismert, igy

akdr a szinusztételt is alkalmazhatjuk (tudjuk, hogy PMT< = B
tompaszog):

sinB 56,3
sin3,99° 13,73°
Attériink PMA ,-re. Ebben
AMP< = 360° - (90° + ) = 106,58°.

amib6l S =163,42°



PM és MA szakaszok hossza mar ismert, igy djra a koszinusztételbdl:
PA2=31,52+13,732-2-31,5-13,73 - c0s 106,58",
ahonnan PA = 37,78 m.
Végiil djra szinusztételt alkalmazva:
sine 13,73
sin106,58° 37,78

amibdl o =20,38°.

Tehat a nap sugarai 20,38°-0s szogben érkeznek a foldre, amikor a ferde torony arnyéka pont
a dém faldnak tetején van.

L2
9. Az egyenletesen gyorsulo test utjdt a kovetkezd képlet adja meg: s =v - ¢ + %.

A hatrabb 1évé test esetén ha 1 =1 s, akkor s = 25 m, tehat:
25=v, + g (1)
ha t=2s, akkor s = 50% m, tehat

50% =2vy+2a. (2)

t2

Az (1) és (2) egyenletekbdl a=— és v, :25—é:24§. Tehat s1:24§-t+€.

W | =

A masik test esetén ha r =1 s, akkor s = 30 m, tehat:
30 =y, + g 3)
ha t=2s, akkor s = 59% m, tehat
59% =2vy+2a. (4)

2
A (3) és (4) egyenletekbdl a= —% és vy = 30%. Tehét s, = 30% -t — tz

Az elsé test akkor éri utol a masodikat, ha s; = s, + 20. Ebbdl #-re a kovetkez§ egyenletet kapjuk:
> —13t-48=0.

Ennek gyokei 16 és —3. Nyilvan csak a pozitiv gyok jo, tehat 16 méasodperc milva éri utol az elsg
test a masodikat.

2. Feladatsor /A — megoldasok

1. a) A logaritmus értelmezése alapjan —x2 + 4x —3 >0, valamint

x—1>0. Az utébbi egyenl6tlenség megolddasa x > 1, mig az X —x2 +4x -3
elsé egyenlStlenség bal oldaldn all6 masodfoku kifejezés két 1 |
zérushelye: x; = 1 és x, =3. Az x> —x? + 4x — 3 mésodfoku + / : -
fliggvény grafikonjarol (Id. dbra) leolvashatd, hogy az elsd

egyenl6tlenség megolddsa 1 < x < 3.
A kifejezés értelmezési tartomanya az |1; 3[ intervallum.




b) Alogaritmus azonossdgai és definicidja alapjan az egyenlet a kovetkezd alakokban is felirhato:

—x2+4x-3 o —X2+4x -3
————=1, amibfl —————=
(x=1)? (x-1)

Az a) feladatban kiszamoltuk a szamlal6 gyokeit. A gyoktényezGs alak alkalmazasaval kapjuk,

hogy —x% + 4x -3 =—(x— 1)(x — 3), és ezért a bal oldalon 4ll6 tort egyszer(isitése utan:
—(x-3) 5

=2, amib8l x=-.
3

0g,

x—1

A kapott szdm eleme az értelmezési tartomanynak, és ellenérzéssel meggy6zddhetiink rdla,
hogy megoldésa az egyenletnek.

2. a) Afeltételek alapjan a trapéz nem téglalap. Ekkor az 4bra jelo-

1éseit haszndlva a trapéz alapjai AB = 7x, CD =3x, a D csucs-

b6l indulé magassag talppontja E, tovabba az ABD harom-
sz0g derékszogli. Az ABD hiromszogben a magassagtétel
alapjan adodik: DE? = 2x- 5x = 10x2, ebbdl kovetkezik, hogy :
200 = 10x2, végiil x =2/5. A,
A trapéz alapjai:

% E 5% B

AB=14J5=31,30cm, CD =65 =13,42 cm.
_14/5+6V5
B 2

A trapéz teriilete:

T:AB+CD.

> -102 =1004/10 = 316,23 cm?2.

DE

b) Thalész tételének megforditdsa alapjan az ABD derékszogli haromszog koré irt kor kozéppontja

éppen az AB atfogo felezGpontja. Természetesen a C csucs szintén illeszkedik az AB atmérdjd
korre, igy a trapéz koré irt kor sugara az AB 4tfogo fele, azaz r = 74/5 = 15,65 cm.

A kor teriilete:
or teriilete T =27 = 2457 ~ 769,69 cm?

. a) Jeloljiik p-vel annak a valdszintiségét, hogy egy kivdlasztott tanulé mekkora valészintiséggel

oldja meg egyediil a hazi feladatat, azaz p = 0,65.
Mivel fiiggetlen eseményekrdl van sz6, ezért a keresett valészintiség p'> = 0,0016. Sajndlattal

allapitjuk meg, hogy ez elkeseritSen kicsi érték.
b) Azt a 10 didkot, aki nem 6nélléan dolgozott, G(S)) =3003-féleképpen vélaszthatjuk ki. A bino-

midlis eloszlds alapjan annak a valdészintsége, hogy éppen 10 didk készitette el segitséggel
a hazi feladatat:

G(S)) - p5-(1= p)1© = 0,0096.

. a) Aholtverseny az 1., 2., 3., 4., illetve 5. hely valamelyikén lehetett. A hat versenyzd koziil

(g) =15-féleképpen valaszthatjuk ki azt a kett6t, akik holtversenyt értek el. A maradék négy

helyen a tobbi versenyzd 4! = 24-féleképpen érhetett célba. fgy Osszesen 5-15-24 =1800
kiilonboz6 sorrendben érhettek célba a versenyzok.

b) Mivel a versenyt Andor egyediil nyerte meg, ezért az 1. helyen nem alakulhatott ki holtverseny.

I. eset: Fabidn az 5. helyen holtversennyel ért célba. Ekkor Fabidn mellé 4-féleképpen valaszt-
hatunk 5. helyezettet. A 2., 3., 4. helyen a maradék 3 versenyz$ 3! = 6-féleképpen érhetett
célba, ezért az 1. eset 0sszesen 4 - 6 = 24-féleképpen valdsulhatott meg.



II. eset: Fabidn egyediil ért célba az utolsé helyen. Ekkor a holtverseny a 2., a 3. vagy a 4. helyen

kovetkezhetett be. Az egyiitt célba érkezdket G) = 6-féleképpen valaszthatjuk ki. A maradék két
helyezésen kétféleképpen alakulhatott a sorrend, ezért a 2. eset dsszesen 3 -6 -2 = 36-féleképpen
valésulhatott meg.

A verseny végeredménye Osszesen 24 + 36 = 60-féleképpen alakulhatott.

2. Feladatsor /B — megoldasok

5. a) Annaa 4 év alatt 48 alkalommal fizet be 10 000 Ft-ot, ezért 6sszesen 480000 Ft-ot fizet be.

b) Anna az 1. évben Osszesen 12-szer fizet be 10000 Ft-ot. Az elsG 6sszeg 12 hénapig kamatozik,
a masodik 11 hénapig, €s igy tovabb; a december 1-jén befizetett 10000 Ft utén a bank mar csak

sz

1 havi kamatot fizet. Igy december 31-én az Anna szdmldjan 1évs Osszeg:

10000-1,003'2 + 10000 1,003 + ... + 10000 - 1,003.
A fenti 0sszeg egy mértani sorozat els 12 tagjdnak dsszege. A sorozat elsd tagja 10000 - 1,003,
hanyadosa 1,003, igy az dsszeg:

12 _
10000 1,003 . 12003~ 1

=122365,93,

vagyis Anna szdmldjdn hozzdvetSlegesen 122366 Ft lesz.
c) A megtakaritds 0sszegét két részre bonthatjuk.

I. rész: Anna befizetései, valamint annak kamata. Az els6 hénapban befizetett 6sszeg 48 hona-
pig, a masodik hénapban befizetett 6sszeg 47 hdnapig, és igy tovdbb; az utolsé befizetett
0sszeg mar csak 1 hénapig kamatozik. Ennek megfelelGen a befizetésekbdl, valamint annak
kamataibdl Anna szdmldjan a kovetkez$ 6sszeg irodik jova:

10000 - 1,003* +10000 - 1,00347 +...+10000 - 1,003 =

48 _
=10000-1,003 - 1’003—1 =~ 516996,95 Ft.
1,003 -1

)
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IL. rész: az 4llami tdmogatds, valamint annak kamatai. Az els6 év utan az dllam 36 000 Ft-ot
utal a szdmldra. Ez az 6sszeg 36 hénapig kamatozik. A masodik év utdn kapott 36 000 Ft 24 ho-
napig, mig a harmadik év utdn jaré 36 000 Ft csak 12 hénapig kamatozik. A negyedik év utdn

jaré éallami timogatds jovairddik a szamlan az 5. év elsd napjan, de kamat mar nem jar utdna.
Ezek alapjédn az dllami timogatds, valamint az utdna jar6é kamat 6sszege:

36000 - 1,0033¢ + 36000 - 1,003%* + 36 000 - 1,003!2 + 36 000 = 152 100,26 Ft.
Anna a takarékoskodasi idGszak letelte utan 6sszesen 516 996,95 + 152100,26 = 669 097 Ft
Osszeget vehet fel.

6. a) Kozepest a 20 didk 60%-a (12 6), illetve a 40 didk 50%-a

Erettségi eredmények

(20 6) kapott, tehat 6sszesen 32-en. J6t, azaz 4-est a 20 didk osziélyzat szerint
25%-a (5 tanuld), valamint a 40 didk 37,5%-a (15 tanulo), b
Osszesen 20-an kaptak. A maradék 8 tanuld jelesre érettsé- 30
gizett. Az adatok szemléltetésére oszlopdiagram a legmeg- zz

felelébb. 15 %

10




b) A matematikaérettségi jegyek atlaga:
12-3+5-4+3-5

=3,55.
20

A torténelemérettségi jegyek dtlaga:
20-3+15-4+5-5
40

c) Tegyiik fel, hogy legaldbb n didknak kellett volna 4-est szereznie a jobb dtlaghoz. Ekkor:
(12-n)-3+(5+n)-4+3-5
20

A miuveletek elvégzése utan n > 4 adddik, azaz legalabb 4 embernek kellett volna 4-est elérnie
a kozepesre érettségizok koziil a jobb atlaghoz.

=3,63.

=>3,75.

d) Az dtlag csak a kovetkezd esetekben nagyobb vagy egyenld, mint 4,20:

L. eset: két 6tos; IL. eset: egy 6t0s és egy négyes tanul6t vélasztunk ki.
Az 1. eset bekovetkezésének valdszintisége:
5
(s o 2 10
P(két 5-6s tanulét valasztunk) = —— = ——=0,0128,
40\ 780
2
a II. eset bekovetkezésének valdszintisége:
P(egy 5-0s és egy 4-es tanul6t valasztunk) = ﬂ = 7—5 =~ (0,0962
& & (40 780
2

A keresett valészintiség = 0,1090.

7. a) Mivel 13 -3-12+4 =2, valamint 33-3.32+ 4 =4, ezért
A és B egyarant illeszkednek az f fliggvény grafikonjdra.
b) Az AB egyenes egyenlete: y=x + 1. f
¢) Az AB egyenes az x tengelyta (—1; 0) pontban metszi. Egy- 2
szerli szamolds mutatja, hogy (-1)3-3-(-1)2+4 =0, igy
a (—1; 0) pont illeszkedik az f fliggvény grafikonjdra is. — =
d) A zérushelyeket az x3 — 3x2 + 4 = 0 egyenlet megoldésai adjak. ﬂ‘ -
A c¢) feladat eredménye alapjan az AB egyenes zérushelye
x =-1. Az egyenlet bal oldaldn szorzattd alakitunk:
=32 +4=x3+1-3x24+3=(x+ D2 - x+ 1) -3x2-1)=
=x+DO2=x+D=-3x+Dx-D=@+DE2-x+1-3x+3)=
=(x+ D2 —4dx+4) =@+ D(x-2)~%

A szorzattd bontdsbdl leolvashatd, hogy az egyenlet megolddsai: x; =—1 és x, =2.

e) Az f fiiggvény derivaltja f’(x) = 3x% — 6x = 3x(x — 2). A derivalt elSjelének vizsgilatdbol
lathat6, hogy a fiiggvény az [ 1; 2]-on csokken, a [2; 3]-on pedig novekszik. Ebbél adédik, hogy
az AB szakasz és a fiiggvény grafikonja dltal kozrefogott sikidom teriilete:

3 3
T=f(x+1)—(x3—3x2+4)dx=f—x3+3x2+x—3dx.
1 1



A Newton—Leibniz-formula alapjan:

4 2 x=3
T=[—x—+x3+x——3x] =4.
4 2

x=1

8. a) Haa Tiindér-hegy csucsat B’, a Magas-hegyét pedig C’ jeloli,
akkor a BCC’B’ derékszogl trapéz alapjai BB’ =950 m,
CC’ = 1300 m, mig egyik szdra BC = 5000 m (Id. dbra).

A B’TC’ derékszogli hiromszogben:
C’T=1300-950 =350 m,
igy a keresett C’B’T< = o szogre:

tgor = ﬂ, amib8l o =4,00°
5000

A Tiindér-hegy csucsardl a Magas-hegy cstcsa 4,00°-0s emelkedési szogben latszik.

1300

B 5000 C

b) Ha a Pokol-hegy csticsat A* jeloli, akkor az AC’B’ = y szog c
nagysagat keressiik. V
A v szoget az AC’B’ hdromszog oldalaibdl példdul a koszi- 1300

nusztétel segitségével szamolhatjuk ki. Az a) feladat abrdjan
szerepld B’C’T derékszogli haromszogben Pitagorasz téte- = « 950
1ével B’C’ = 5012,24 m adédik. Hasonld szamolasok utan: 4
AB = \/30002 + (950 — 650)2 =3014,96 m, A
AC = \/40002 + (1300 — 650)% = 4052,47 m.

Az AC’B’ haromszogre felirva a koszinusztételt kapjuk, hogy:
AB?=AC?+BC?-2-AC-BC’-cosy, ahonnan Y =36,97°

A Magas-hegy csticsardl a mdsik két hegycstcsot 0sszekotd szakasz koriilbeliil 36,97°-0s
szogben latszik.

9. A masodik feltétel alapjan a parabola dthalad a (0; 1) ponton, ezért:
a-0?+b-0+c=1, amibsl c=1.
Mivel a parabola illeszkedik a (2; 10) pontra is, ezért:
a-2>+b-2+1=10 = 4a+2b=9. (1)
A parabola egyenletének jobb oldalat teljes négyzetté alakitva

kapjuk, hogy:
o)
y=alx+—|—-——+1,

b2 by
y—|-——+1 =a(x+—j.
da 2a

A fenti egyenletbdl leolvashatd, hogy a parabola tengelypontjanak koordinatéi:

2
C(—i; b + 1).
2a°  4da




Ha a tengelypont illeszkedik az y = x egyenletd egyenesre, akkor koordindtai kielégitik az egyen-

letet, azaz: 2
—iz—b—+1, /-4a
2a 4a
—2b=-b?+4a

Felhaszndlva, hogy (1) alapjan 4a =9 — 2b, adddik, hogy:
~2b=-b>+9-2b, innen b =3 és by=-3.

Ha b, =3, akkor g :%, mig ha b, =-3, akkor a, :%.

A feltételeknek két parabola tesz eleget, ezek egyenlete:

P13)’=%x2+3x+1 és pz:y:$x2—3x+l.

A két paraboldt és a feltételek teljesiilését az dbra szemlélteti.

3. Feladatsor /A — megoldasok

1. Legyen x a hajo sebessége dlldvizben, y pedig a foly6 sebessége:
AB=5-(x+Yy), BA:H-(x—y).
A két ut egyenlGségébdl: x = 16y. ’
Azaz AB =517y =85y, tehdt a tutaj 85 dra alatt teszi meg az AB utat.
2. Akoregyenlete (x —4)? + (y —4)% = 32 — p2, kozéppontja K(4; 4). y
OK =32 =4J2. 5
Az OTK derékszogl haromszogben:

-
sin30°=——, ebbdl r=22. i
4’\/§ 10

Mivel r? =32 — p?, adédik, hogy p? = 24.
Tehdt p; =26 és p, = —26 értékei esetén ldtszik 60°-0s szogben az origébél a kor.

3. Szamitsuk ki a jatékosok nyerési esélyeit.
Attila: az ellentett esemény alapjan 1 — 6:5-4 = 16 (: 4 = 0,4].
6° 36 \ 9
Baldzs: a kedvezd szdmharmasok:
(1:2:3), (1;2:5), (1:3:4), (1;3;5), (1:45), (1;5:6), (2:3;5), (3:4:5),
a nyerés esélye: 8-3! = i
6> 36
Csandd esélye pedig a maradék 36

A jaték akkor igazsagos, ha a tétek a nyerési esélyekkel aranyosak, tehat Attila tétje 20 zseton,
Csandadé pedig 15 zseton.



4. Oldjuk meg az els6 egyenletet:

sin? 2

2

X =SIn“x + COS“X — COSx - sin x,

0 = cos?

X —COSX -sinx,

0 =cosx-(cosx —sinx).
Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0, tehat cosx =0, vagy cosx — sinx = 0.
A cosx =0 megolddsai a [0; 27]-ban: Xy = g vagy x, = 37” A cosx —sinx = 0-bdl sinx = cos x.
Az egyenletet cosx-szel osztva (a cosx =0 nem megoldds, mivel ilyen x-ekre sinx nem lehet 0)

tgx = | egyenlethez jutunk. Ennek megoldasai a [0; 27z]-ban: X = r vagy x, = 5—”
n m St 3m 4 4
Tehat A=< —; —; —; — ;.
42 4 2
Oldjuk meg a masodik egyenlGtlenséget.
Mivel -5=1log, 32, elég a log l()c2 —8x+12)>log, 32 egyenlétlenséggel foglalkoznunk.
2 2 2

Figyelembe véve az 5 alapu logaritmusfiiggvény értelmezési tartomdnydt és szigord monoton

csokkenését, x-re a kovetkezd feltételeket kapjuk: 0 < x? — 8x + 12 < 32.

Abal oldali 0 < x? — 8x + 12 egyenl6tlenség megoldésai: —_— 5
xe]—oo; Z[U]6’ oo[ [ :\) ! (\: [
A jobb oldali x? — 8x + 12 < 32 egyenlétlenséget rendezve = 0 2 46 810

kapjuk: x2 — 8x — 20 < 0, ennek megoldésai: x € |-2; 10].
Az egyenlétlenség megolddshalmaza: B = |-2;2[ U ]6; 10].

7 2

A 7 kozelits értékét felhasznalva:

AmB:{E;E}, AuB:]—Z;Z[u]6;10[u{5—n;3—”}.
4 2 4 2

3. Feladatsor /B — megoldasok

5. Akeresett pont a téglalap atldjan talalhato.

D c
a) Az ABC derékszogii haromszog, atfogéja AC = 50 m, 4tfogo-
hoz tartoz6 magassiga: PB =24 m. A Pitagorasz-tétellel sza- T p
molhaté AP=32m és PC =18 m. (e
A PD szakasz koszinusztétellel szamithaté az APD harom- : %
sz0gbdl, ha ismernénk a DAP<-et. Ez viszonta CDA derék- p
sz0gl haromszogbdl: o = 53,13°.

Ezt felhaszndlva: PD = 27,78 m. A 40 B

b) Az ADP hiromszog P-nél 1€vé szoge szinusztétellel szamithatd: €= 59,76° ekkora szogben
latszik az AD oldal. A CD oldal pedig 180° — & =120,24° szogben latszik P-bdl.

6. a) Az atlag alapjdn S|; = 154, ebbdl a; =4 és a;; =24. Amértlegnagyobb csapadékmennyiség
24 mm volt.

b) A szdmtani sorozat 11 eleme és a 10 darab O lehetséges sorrendje:

|
21-20-19-...-11:12—(1);:42325920.



¢) Az a; helyzete és a sorban mogotte taldlhaté 0-k elhelyezkedése egyértelmiien adja a sorozat
elemeinek helyét. Az a; csak a hidnyzo6 els6 10 helyre keriilhet.

Ha a; november 1-jén van, mogotte a 10 darab O helyét Gg)-féleképpen vélaszthatjuk ki.

sz oz

Ha a; november 2-4n van, a mogotte 1évS 9 darab O helyét (199j -féleképpen adhatjuk meg.
Es igy tovabb, Osszesen:

20) | (19}, (18) , (17) , (16}, (15}, (14), (13), (12}, (11}, (10)_

(1) () (3« (7) (S 5] (5] 3 (2] () ) = me
. a) Acsé teljes hossza két részbdl tevidik Gssze, az dbra alapjan: T
50 T/
sin60°

tehdt x + y = 64,67 cm hosszi csére van sziikség.

b) A keletkezd lyuk teriiletének vetiilete a fiirds irdnydra merd-
leges sikra: T, = 62- r= 113 cm?. A két sik szoge 30°, tehat:

T, =T-cos30° ahonnan 7= 130,6 cm?.

¢) Az egyenes henger térfogata:
V. =62 750 = 5654,9 cm?.

A ferde henger egy x magassagu egyenes hengerré darabolhaté 4t, térfogata:
Vi=62- 157,74 = 6530,2 cm’,
ami 15,5%-kal tobb, mint az egyenes hengeré.

x= =57,74cm, y=12-tg30°=6,93 cm,

50

. a) Szemléltessiik az igennel szavazék halmazat.
A feltételek szerint:
124+2y+x-2=35
14+ z+y=267.
x+2y+z+2=31

Az elsd és harmadik egyenlet kivondsabdl z =3, ezt a méso-
dikba helyettesitve: y = 9. Mindkett6t az elsébe helyettesitve:
x = 8. A kapott értékeket beirva a halmazdbrédba, kideriil,
hogy 60 f§ vett részt a szavazason.

b) Alehetséges eredmények szdma: (375) =6724520.

30!
c) Akeresett valoszintiség: W =0,02696.

. Az auténak 100 km tton a literekben mért fogyasztdsat keressiik f(v) = av? + bv + ¢ alakban

v sebességének fiiggvényeként. A megadott tdbldzat alapjan a sebességet Tm -ban mérve:
f(50)=5,5 = 55=a-502+b-50+c = 5,5=a-2500+5b-50+c,
f(100)=7 = 7=a-100>+b-100+c = 7T=a-10000+5b-100 +c,
f(150)=9,5 = 9,5=a-1502+5b-150+c = 9,5=a-22500+5b-150 +c.

V245,

1 1
Az egyenletrendszert megoldva a =——, b =0, ¢ =5 adddik, vagyis f(v) =
gy g 5000 gyis f(v) 5000



a) Az auté fogyasztdsa 100 kilométeren 90 kTm sebességnél:

1
90) = —— - 902 + 5 = 6,62 liter.
J0) 5000
b) A 300 km-es utazds 300 ora idGt vesz igénybe v sebesség esetén, tehat a soférnek kifizetett
v
koltség 300, 2000 forint. A 300 km megtételéhez sziikséges benzin mennyisége literben:
v
@'(L-v2+5)= 3 V2 +15.
100 \5000 5000
Mivel a benzin literenkénti dra 320 Ft, az izemanyag 320 - ( 3 V24 15) forintba kertiil.
N o PSR 5000
Az 0sszkoltség a sebesség fliggvényében:
k(v) = 300, 2000 + 320 - (i V2 + 15) = 600000 + ECH v2 +4800.
v 5000 v 500
A k(v) fiiggvénynek ott lehet minimuma, ahol az elsé derivéltja O:
Ky =_000000 96 (800000 96 i1
V2 250 v2 250

Ha v < 116, akkor k'(v) <0, ha v > 16, akkor k’(v) > 0, tehat a fiiggvénynek v = 116 helyen
minimuma van.

Az utazas koltsége 116 kTm sebesség esetén lesz minimalis.

4. Feladatsor /A — megoldasok

1. Azegyenletrendszer az x € R, y € R, y >—1 szdmokon van értelmezve.
A madsodik egyenlet alapjdn y + 1 =3~
Ezt felhaszndlva, az elsG egyenlet:
3-(y+1)3=3y3 +8y2 +8y +9,
33 +9y? + 9y +3=3y3 + 8y% + 8y + 9,
Y +y-6=0,
y+3)-(y-2)=0.
Az egyenlet megolddsa: y; =2 és y, =—3. Ez utébbi nem eleme az értelmezési tartomdnynak.
Az y =2 értéket a masodik egyenletbe helyettesitve x = 1 adddik.
Az egyenletrendszer megoldasa: x =1 és y =2.

a,+a,,
2

Az a sorozat, amelynek barmely tagja (a mdsodiktdl kezdve) elGdll a két szomszédos tag szdmtani
kozepeként, szdmtani sorozat.

2. Mivela, =2a,,,-a,,, ebbdl a,, =

Ha a sorozat elsé eleme a,, differencidja d, akkor:
a3+a7=a1 +2d+a9—2d=a1 +a9: 12
A sorozat elsd 9 tagjdnak Osszege:

ay+ay

S9=9 =54




3. A szekszdrdi bordszok szdma legyen s, a villdnyiaké v, az egrieké e.

a) A feladat szovege szerint:
Ss+4v+2e=25 és s+v+e=28.
A mésodik egyenletbdl e-t kifejezve €s beirva az els6be:

35+2v=9, ebbdl v=9;3ﬂ

vagyis 9 — 3s paros &s pozitiv, tehat 9 —3s >0, azaz 3 >s. Tehat s lehet 1 vagy 2, de csak
1 eseténlesza 9 —3s pdros. Igy s=1 = v=3és e=4.

A borversenyen 1 szekszardi, 3 villdnyi és 4 egri bordsz vett részt.

b) A binomidlis eloszlas alapjan annak a val6szintsége, hogy 10 ember koziil 7-en mondjdk, hogy
a vorosbort jobban szeretik:

()G -9 -

. Akeresett egyenesnek az x tengellyel valé metszéspontja legyen (a; 0), az y tengellyel pedig (0; b).
Ha a =0 vagy b =0, akkor az egyenes dthalad az origén, és egyenlete: y = %x.

Ha a és b koziil egyik sem 0, az egyenes tengelymetszetes alakjabol kovetkezden egyenlete:
1=2+2 (a,b20).
a b

Az egyenes illeszkedik az A(2; 7) pontra, ezért 1= % + %

Alakitsuk 4t az egyenlet: “

ab=2b+7a, &talakitdsutan ab—2b—-Ta+ 14-14=0, vagyis (a—2)(b-T7)=14.
Mivel a és b egész szamok, 14-et kell egész ", 757 1 44
szamok szorzataként felirnunk.

B
|
A
|
n
~
|
N
|
~

Ezeket a lehetGségeket a kovetkez§ tablazat S B O BN Bl Il Ml M
mutatja: a 3 16 4 9 1 12 0 -5
Nyolc egyenes tesz eleget a feltételeknek, ezek b o1 8§ 14 9 -7 6 0 5
egyenletei:
yele  1=XiX. qoXLy XL
2 3 21 16 8 4 14
1=£+X, 1=X_X’ _i_,_l’ 1=-24+2,
9 9 7 12 6 55

4. Feladatsor /B — megoldasok

. Mivel a nevezd minden x-re pozitiv értéket vesz fel, a fiiggvény az intervallum minden pontjaban
értelmezve van.

<x< :
Ha 2 <x <5, akkor: x+x+2_x+1_1+ )

x+x-2 x-1 x—1

f) =

Az adott intervallumon a fliggvény szigordan monoton csokkend, ebbdl kovetkezik, hogy

£5)= % < 0 £3= f2).



Ha 0 <x <2, akkor:

Az adott intervallumon a fiiggvény szigorian monoton novekvd, ebbdl kdvetkezik, hogy

J0)=1<f(x) <3=/(Q2).

Ha -2 <x <0, akkor:
’ —x+x+2 2 1
fo= = -

—x—x+2_—2x+2: x-1

Az adott intervallumon a fiiggvény szigordan monoton névekvd, ebbdl kovetkezik, hogy

fle2)= % < f0) <1= f(0).
Ha -5 <x < -2, akkor:

—x—-x-2 -2x-2 x+1 2
£ = = =2t

= = =1+ .
—x—-x+2 -2x+2 x-1 x—-1

Az adott intervallumon a fiiggvény szigorian monoton csokkend,
ebbdl kovetkezik, hogy

A= % <f< % - f5). :

- 1 . ) p 50
A fliggvény minimuma —, az x = -2 helyen, maximuma pedig 3, - - 1-1]l — —
az x =2 helyen.

6. A motor sebessége legyen x kTm az autoé y kTm a Bélatelep és Andrasfalva kozti tdvolsdg s km.

a) Mig az autd visszaér Andrasfalvdra, 2s utat tesz meg, ha pedig onnan visszafordulna, akkor

a motorral val¢ taldlkozasig djabb % utat tenne meg, azaz osszesen 2s + 2—; = % km-t haladna.

i ) . s 4s . - .
Ez id§ alatt a motor altal megtett Gt s + 3 = 3 km, vagyis feleannyi, mint az aut6sé.

Mivel az 1t és a sebesség egyenesen ardnyos, az autd sebessége kétszerese a motorénak,
vagyis y = 2x.

b) Az elsé taldlkozasig az autd a két helység kozti tdvolsagnal 5 kilométerrel tobbet, a motor

5 kilométerrel kevesebbet tesz meg. Mivel az els§ taldlkozdsig ugyanannyi ideig mozogtak,

ar=> Oszefiiggés alapjan felirhato: 523 =37 5. Felhasznélva, hogy y = 2x:
% X y
STO_STS L 5 10=s+5 = s=I5.
X 2x

Az Andrésfalva és Bélatelep kozti tdvolsag 15 km. ]
c) Mivel a két helység kozti kétszeres 2s = 30 km tdvolsdgot az auté 20 perccel, azaz 3 oraval

rovidebb 1d§ alatt teszi meg, mint a motor, a mozgdsuk idejére a ¢ = 2 Osszefiiggés alapjan
felirhato: Y
30 30 1 30 30 1
— =4 = —_—=— 4+ — = x=485.
x y 3 x 2x 3

A motor sebessége 45 kTm, az aut6 sebessége 90 kTm



7. Alkalmazva a megfeleld trigonometrikus dsszefiiggéseket, a feladat mdsodfoku egyenletre vezet:
sin2x —2-sinx —2-cosx —2=0,
2-sinx-cosx —2-(sinx +cosx)—2=0,

sin?x + 2 - sinx - cosx + cos?x — 2 - (sinx + cos x) — 3=0,
(sinx + cos x)2 — 2 - (sinx + cosx) — 3=0.
A (sinx + cos x)-re mdsodfoki egyenlet megolddsai: sinx + cosx =—1 vagy sinx + cosx = 3.

. o 2
Ha sinx + cosx = —1, akkor mindkét oldalt — -vel beszorozva:

V2 V2 V2

—-sinx+—-cosx =——,
2 2

sin(x+9:—% = X =m+2kn, xzz%’”wm (k.1 € Z).

sinx + cosx = 3 nem lehet, mert sinx + cos x kifejezés értéke legfeljebb /2.

Az egyenlet megoldésai: 3
X, =1+ 2k, x2:7”+2m (k1€ Z).

8. Helyezziik el a céltablat egy olyan koordinéta-rendszerbe, amelyben
1 egység 10 centiméternek felel meg, és a koordindta-rendszer
kezdGpontja legyen a céltabla kozéppontja.

A két parabolaiv egyenlete: y =x2 + 1, illetve y =—x%— 1.

A parabolaivekhez az origébdl hiizott érintSk egyenleteit keressiik
y =mx alakban. Az érintés feltétele, hogy a parabola és az érintd
egyenletébdl alkotott egyenletrendszernek egy megolddsa legyen.

2 2

Az elsd €s masodik siknegyedben levs parabola esetén az

y=x>+1
y=mx

2 1

24

egyenletrendszert kell vizsgdlni. Az egyenletrendszerbdl y-t
kikiiszobolve, az x2 — mx + 1 = 0 méasodfoku egyenlethez jutunk,
amelynek akkor van egy megoldésa, ha diszkrimindnsa 0, vagyis:

m*—4=0 = m==2.
A tengelyes szimmetria miatt a két parabolaiv érintSinek egyenletei: y = 2x, illetve y = —2x.

>

o El§szor szamitsuk ki a zold teriilet nagysagat. Az elsS siknegyedbe esg teriiletrész olyan derék-
sz0gl haromszog, amelynek befogdi 2 és 4, teriilete tehat 4 egység. Az egész céltablan a zold
teriilet nagysdga: T,54q=4-4 =16 teriiletegység.

o Az elsd siknegyedbe esd piros teriiletrészt megkapjuk ugy, hogy egy 2 és 5 egység oldalu tégla-
lap teriiletébdl kivonjuk a [0; 2]-on a parabolaiv alatti teriiletet:

2 3 2
2-5—j(x2+1)dx=10—[x—+x} _10_14_16
. 37, 33

16

. . . . L 64 4
A piros teriilet nagysdga a tengelyes szimmetria miatt: 4. 3 = 3 terliletegység.

piros =
o A fehér teriilet nagysdgat megkapjuk ugy, hogy a céltdbla teljes teriiletébdl kivonjuk a piros

és zold tertiletek nagysagat: Tiy e =10-4 -16 - 6?4 = g tertiletegység.



EMELT SZINTU ERETTSEGI GYAKORLO FELADATSOROK ""

a) A geometriai valoszintiség fogalmabdl adéddan a céltablara
véletlenszerten érkezd 10vések akkora valészintiséggel érkez-
nek a zoldre festett teriiletre, amekkora része a zold rész terii-

lete az egész céltabla teriiletének, tehat:

P(zold) = E = 2
40 5
Hasonléan:
o4 8
. 3 8 . . 3 1
P =—=—,_ illet P(fehér) = —=—.
(piros) 40 15 illetve (fehér) 10" 15

b) Az egy lovésért kaphat6 pont varhaté értéke:

4-2+5~§+6‘i=mz4,67-
5 15 15 15

9. A szoknya felszinének kiszadmitdsdhoz egy csonka kip paldstjanak
felszinét kell meghatdroznunk.

Tekintsiik a csonka kip dbrdn lathaté tengelymetszetét, €s hasz-
ndljuk az 4bra jeloléseit. A csonka kip fed6lapjanak sugara
r=CD, az alaplapjanak sugara R = AB, valamint a csonka kup
alkot6janak hossza a = AC.

Hizzunk EC-vel parhuzamost a kdzéps6 gomb O, kdzéppontjan
keresztiil. Mivel egy kor érintGje merSleges az érintési pontba
hizott sugdrra, az EKO|C négyszog téglalap.

A KO,0, derékszogli hdromszog dtfogdja a két érint6 gdmb
kozéppontjdnak tdvolsdga 00, =7 + 4 = 11. A hdromszog KO,
befogdja pedig a gombok sugarainak kiilonbsége KO, =7 —4 = 3.

A Pitagorasz-tétel alapjan a mésik befogé:
KO = EC=+112-32 =112 = 4/7.

Az dbrdn a KO,O ;<%= CO,D¥, mivel egyalldst szogek, valamint KO,0,< = EAB<, mivel hegyes-
sz0gl merdleges szard szogek. Jeloljiik ezeket a szogeket o-val.

A KO,0, derékszdgli haromszogbdl cosor = %, és sino = ——.

11
A csonka kup fed6lapjanak r sugardt az O[DC derékszogl haromszogbdl szamithatjuk:
r=CD=4'sina=4'%=¥.

Mivel az AB, illetve az AE egyenesek érintik az O, kozéppontd kort, az AO, egyenes az

A cstcsndl 1év6 o szog felezje. Az ABO, derékszogli haromszogb6l AB = 0,B - ctg%.

1+cosa |

. . 3
Ismert, hogy , és mivel By hegyesszog, és cosa = Ik ezért:

cte %] =
g2 1-cosa

= s g amit felhaszndlva R = AB=0,B - ctg% =7




Az AE és az AB érintGszakaszok egyenlGsége alapjan a csonka kip alkotéjanak hossza:

azAC:AE+EC=AB+EC:¥+4\/—=¥.
A csonka kup palastjanak felszine:
A=(R+r)~a'7r=(7ﬁ+l6ﬁ)-15ﬁ-ﬂ=11445-7tz817,17cm2.
2 11 2 44

A szoknya elkészitéséhez 817,17 cm? teriiletd karton sziikséges.

5. Feladatsor /A — megoldasok

1. Az egyenlet értelmezési tartomdnya x2 — 1 miatt: -1 <x< 1.
Figyeljiik meg, hogy két gyokjel alatt is nevezetes szorzat 4ll:

\/(x -Dx+1)+ \/x +1=Jx+1)2

Mivel minden tagban megtaldljuk az x + 1 tényezét, ezért az egyenlet egyik megolddsa x; = —1.
fgy akar le is oszthatunk /x + 1-gyel (feltessziik, hogy x # —1):
Jx—T+1=/x+1
Mindkét oldal négyzetre emelése, majd az egyenlet rendezése utin:
2Jx-1=1, ahonnan Xy = % =1,25.

Ellendrzés:

V1,252 - 1+ 1,25+ 1=0,75+ 1,5:\/1,252 +2-1,25+1=2,25.

Az egyenletnek nincs mds megoldasa.

2. A korok elhelyezkedése miatt két k6zos belsd
érint6t keresiink.

Az dbra alapjdn azt sejtjiik, hogy az e: y =2 S

egyenes egyike a két keresett bels6 érintének.

Behelyettesitve a korok egyenleteibe, a kovet- !

kez§ egyenleteket kapjuk: AT
(x+1)2=0 é (x—2)>=0.

Mindkettének csak 1-1 megolddsa van, tehat 0 X

e valdban kozos belss érints, k,-vel vett érin-
tési pontja P(2; 2).

Az dbra szimmetrikus a korok kdzéppontjain at-
halad6 g egyenesre. Ezért g és e olyan M pont-
ban metszik egymadst, amely rajta van f-en is.

[rjuk fel g egyenletét:
0,0,3;-N =V, = n(7;3),
g: Tx+3y=5,

1
ebbdl (y helyére 2-t {rva): x = —%. A hiarom egyenes kozos metszéspontja: M (—7; 2).



EMELT SZINTU ERETTSEGI GYAKORLO FELADATSOROK ""

Ismét hasznéljuk ki a szimmetriat! P és Q érintési pontok is szimmetrikusak g-re, ezért ha P-bdl
g’ merdlegest dllitunk g-re, az Q-ban fogja metszeni k,-t. g’-t g-b6l kdnnyen megkapjuk:
g 3x-Ty=-8.
Meg kell oldanunk a kovetkezd egyenletrendszert:
g’ 3x-Ty=-8

ky: (x=2)2+(y+3)2=25

. 13
= y1=2 €S y2=2_9

Az elsé megoldds a mar ismert P pontot adja vissza, a masodik pedig Q( ;Z ;3) -t.

Két pontbdl (M és Q) mar fel tudjuk irni a keresett f egyenes egyenletét:
f: =21x+ 20y =43.
Megjegyzés: A feladatot mds dton is megoldhatjuk, példdul MO, f61€ irt Thalész-korrel.

!
. a) (3; 4; 3) tipusu ismétléses permutaciot kell elszamolnunk: % =4200.

b) A 10 papirdarabkabol harom magyar zaszI6t rakhatunk ki, €s marad egy fehér lapocska. Ezt a lapot
vagy az els@ zaszl6 elé, vagy az els6 utdn a masodik elé, vagy a mdsodik utdn a harmadik elé,
vagy a harmadik utdn a negyedik elé, vagy a negyedik utdn hizhatjuk. Ez 6sszesen 4 lehet&ség.

c) A két zaszl6 elhelyezésére 6sszesen 5 +4 +3 + 2 + 1 = 15 lehetGségiink van.

Vizoljuk az eseteket! Lehetséges, hogy a két zaszl6 mellett 4 egybefiiggd sziirke ,,nem-zaszl6”
rész marad (A esetek), illetve 1 + 3 (B), vagy 3-ndl kevesebb sziirke rész (C). Minden esetben
a sziirke részt 1 piros, 2 fehér és 1 zold szind lappal toltjiik ki.

A A B B, B, 0] 03 B B

=EEEE

299

OO ND G AW

-

A esetek. Ilyen hdrom van, mert A, ,,tiikrozhet6” (a sziirke résszel kezdjiik), A, viszont szim-
metrikus. Barmelyiket is tekintjiik, a 4 helyen 2 médon jelenhet meg tjra zaszIlo, vagyis a lehe-

téségek szdma: 41
3. (— - 2) =30.
1201

B esetek. Ilyen hat eset van, mert mindegyik ,,tiikkr6zhet6”. Most minden esetben csak
egyféleképpen keriilhet z4sz16 a sziirke mezdkbe, ezért a lehetoségek szdma:

|
11201

C esetek. Itt C;, C, ,.tiikrozhet§”, C; és C, szimmetrikus, igy Osszesen 6 eset van. Z4szl6
egyikben sem alakulhat ki, hiszen elapréztuk a sziirke lapokat. Az esetek szama itt:

|
6. _
11-21-1!

#99

Az esetek szama Osszesen 168.



. a) Afiiggvény az x =—1 helyen metszi az x tengelyt, azaz:

. a) Sorban véve a kis hdromszdgekben az xy, x,, ... szakaszokat,

f)=—-a+b-c+d=0.
Ahol szélsGértéke van, ott az f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢ derivdltja 0, vagyis
f()=3a+2b+c=0 és f(3)=27a+6b+c=0.
Mas informdciénk nincs a fliggvényrdl. Ha négy ismeretlen €s harom egyenlet ll csak rendel-
kezésiinkre, akkor csak valamelyik paraméter fiiggvényében tudunk nyilatkozni a tobbir6l.
(1) —a+b-c+d=0
2) 3a+2b+c=04.
3) 27a+6b+c=0
Vonjuk ki a (2)-t a (3)-bol: 24a +4b =0, igy b =—-6a.
Helyettesitsiink vissza (2)-be: 3a —12a + ¢ =0, igy ¢ =9a.
Végiil helyettesitsiink vissza (1)-be: —a —6a—9a +d =0, igy d = 16a.
Tehat f(x) fiiggvényiink a kovetkezd:
f(x) = ax® — 6ax? + 9ax + 16a = a(x? — 6x% + 9x + 16).
a=1 esetén f(x) = x> — 6x% + 9x + 16. Azt mar tudjuk, hogy a fiiggvény szélséértékei az x = 1
€s x =3 helyeken vannak. Tekintsiik a derivaltat:

) =3x2 = 12x+9 = 3(x — 1)(x - 3).

Mivel a derivalt felfelé nyil6 parabola, ezért elGjelviszonyai a kovetkezdk:

x<1 1 1<x<3 3 3<x
fx) pozitiv 0 negativ 0 pozitiv
f(x) monoton néve MAXIMUM monoton csokkend MINIMUM monoton nové

Innen leolvashatd, hogy a fiiggvénynek x = 3 helyen van a lokélis minimuma.

5. Feladatsor /B — megoldasok

kapjuk:
P x; =80-cos c,

X, = x; - cos & = 80 - cos’ax,
3ar,
x4 =X3-cos o = 80 - cos*ar stb.

X3=x,-cos o = 80-cos

A torottvonal hossza a mértani sorozatot alkoté szakaszok
Osszege (mértani sor):

80 cosa(l+cosa +cos’a +...) = 80-cosar- Y cos'a = 80 - cosa.
i=0 1-cosa
Mivel a nagy haromszogben az atfogd 20465, igy
coso = 140 =L,
20865 /65

Behelyettesitve, a vonal hosszara kapjuk:
7-80
V65 -7

=35(/65 +7) = 527,18 cm.



b) Tudjuk, hogy a derékszogli haromszog teriilete a befogdk szorzatdnak fele. Vegyiik sorban
az yy, ¥, ... szakaszok hosszait a kis haromszdgekben:

v =80-sino;
v, =x;-sina=80-cosa-sina;
2

y3=x,-sino = 80-cos“a - sin

Y4 =X3-sina =80 cosa - sin stb.

A z6ld haromszogek teriiletei a paratlan sorszamu x-ek €s y-ok szorzatai felének az 6sszege
(mértani sor):

802 - sina - cos 4

Tﬁld:f-(l+cos a+cosda+...)=

Z

802 sino-cosar ~, 4 .. 80%-sino-cosa

——-Z(COS ) =————
2 b 2(1 - cos*ar)

A piros haromszogek teriiletei a paros sorszdmi x-ek és y-ok szorzatai felének az Osszege
(mértani sor):

802 - sin¢ - cos’
T

. = 8
piros )

o
(14 cos*a + cosbar +...) =

3o

80%-sina - cos’a i(oos“a)” 802 -sino - cos
2 = 2(1 = cos*ar)

A hanyadosuk pedig: T

z0ld _

T

piros

1L _es
cos?or 49

6. a) Az n pontu teljes graf éleinek szama , az n pontu fanak pedig (n— 1) éle van.

nn-1)
n 2
Hanyadosuk 5

b) Mivel a teljes grafban barmely két pont szomszédos, igy az Gket 0sszekotd utak hosszanak
minimuma mindig 1. A teljes grafok dtmérSinek maximuma 1. Az n pontd fagrafok lehetnek
teljesen kiilonbozdek is. A legszélesebb fakat akkor kapjuk, ha a pontokat egyetlen vonalra
fizziik fel (lanc). Ekkor a legtdvolabbi pontok kozott (n — 1) él fut, azaz az ilyen grafok
atmérdinek maximuma (n — 1).

s 2

¢) Tudjuk, hogy minden pont foka kett§, tovabbd a graf egyszer( és dsszefiiggd. Vegyiik észre,
hogy az ilyen graf ,.kor” alakii! A 8 pontd korben a szemkozti pontok legkisebb tavolsiaga 4,
azaz a graf atmérdje is 4.
A ,kor” alak igazoldsdhoz valasszuk ki az egyik pontot és annak egyik élét. A pontot satiroz-
zuk be, és induljunk el az élen. A kovetkez$ pontba jutva satirozzuk be azt is, majd menjiink
tovabb a maésik élen. Ismételjiik ezt addig, mig satirozott pontba nem ériink. Belatjuk, hogy
ekkor minden pontot érintettiink: a satirozott pontok Osszefiiggd grafot alkotnak és ha lenne
satfrozatlan pont, akkor az eredeti graifunk nem lenne Osszefiiggd.

d) Ha minden pont foka 6, akkor barmely pontot is tekintve, van pontosan egy olyan, amellyel nem
szomszédos. Azonban a tobbi hat ponttal ez is szomszédos, azaz a két emlitett pont tdvolsdga 2.
Ilyen feltételek mellett barmely két pont tdvolsdga vagy 1, vagy 2. A grafok atmérGje 2.



e) A gondolatmenet nagyon hasonlé a d) ponthoz, kis kiilonbséggel. Induljunk ki pl. az A pontbdl,
4 szomszédos pontjat jelolje S,. B jeloljon olyan pontot, amely nem szomszédos A-val (hdrom
ilyen is van). Mivel B fokais 4, ezért maximum 2 olyan pont lehet vele szomszédos, amely
nincs S-ban. Tehdt B legaldbb két olyan ponttal szomszédos, amelyek A-val szomszédosak.
Igy most is barmely két pont tivolsdga vagy 1, vagy 2. Az ilyen grafok dtmérGie is 2.

Megjegyzés: Ha minden pont foka 3, akkor nehezebb a helyzet. Lehetséges, hogy S, egyik
pontja sem szomszédos Sy egyik pontjdval sem. Nem 0sszefiiggs grafnak pedig nincs dtmérdje.

. Jelolje a két ismeretlen értéket x és y. Az |A—s; A+ s[ =]2,5941; 9,4059[-b6] kiindulva
haszndljuk ki, hogy az intervallum kdzéppontja a szamtani atlag. Tehat:
A-s+A+s

A=———"—=0.
2

Ebbdl négy tizedesjegyre megadhatjuk a szorast is:
6+5=94059 = s=234059.

Ennyi informécié méar elegendd egy kétismeretlenes egyenletrendszer felirdsahoz:
1424+4+54+84+9+94+10+x+y
10
52+42 422+ 12+ (=22 +(=3)2 + (=3)> + (=4)> + (6 — x)*> + (6 — y)?
10

6=

3,4059 :\/

Rendezziik mindkét sort. Mivel tudjuk, hogy x és y egészek, ezért 3,4059 négyzetét kerekitjiik:
12=x+y

A minta hidnyz6 két eleme tehdt a 10 és a 2.

. Egy masodfokd fiiggvénynek pontosan akkor van két zérushelye,
ha a polinombdl alkotott mdsodfoku egyenlet diszkrimindnsa 2
pozitiv szam:

p2 1<>
D=p?-49>0, azaz 9<

Tudjuk, hogy (p; q) € I%, ahol I = [-2:2]. A (p; ¢) rendezett
part és a fenti feltételt legegyszertibben koordinata-rendszerben =i
abréazolhatjuk. A kék szind rész jelenti azokat a pontokat, me-
lyekre a kérdéses g(x) fiiggvénynek két kiilonbozs zérushelye -
van. A valészintiség a kék szind teriilet és a négyzet teriiletének

ardnya. A parabolagorbe és az x tengely kozotti teriilet:

2 5 37?

jp_dp:H _8.,8_4

724 121, 12 12 3
7

4
8+§:_
6 12

A valdszindség:

Tyex  _
T

négyzet



EMELT SZINTU ERETTSEGI GYAKORLO FELADATSOROK

9. Feltételezhetjiik, hogy a fak fliggdlegesen néttek,
ezért RPQOT négyszog téglalap, és RTS hdrom-
sz0g derékszogl. APB< és AQBY szogeket
az adatokbdl kiszamithatjuk. Mivel ismertek
a szogek, APB, és AQB, oldalait kiszamit-
hatjuk szinusztétellel:

PA  sin21°

= PA = 209,04 m,
500  sin59°

B _sinl0 - ppos574,45m,
500  sin59°

BO _sin6S"  po-553.2m.
500 sin55°

Trigonometrikus Osszefiiggések alapjan:

E =tg7° = PR=25,67Tm, illetve @ =tg7,5° = Q0S=72,83m.
PA OB

Ekkor ST = QS - PR=47,16 m. A PQB,-ben koszinusztétellel kiszdmithat6 PQ:
PQ?=PB%+ QB?>-2PB-QB-c0s39° = PQ~=37695m.

Végiil egy Pitagorasz-tétellel megadhatjuk RS értékét:
RS>=RT?+ST?>=PQ%>+(QOS-PR)> = RS=379.89 m.

Ahhoz, hogy a kotélre rogzitett targy a pélya egyik végpontjabdl a masikba jusson, a kotélnek
legalabb kétszer olyan hosszinak kell lennie, mint a palya hossza. Azaz a kérdésre a valasz:

2RS = 759,78 m.



