11.2. HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

Hatvanyozas és gybokvonas (emlékezteté) — megoldasok

a) a'l; b) b= c) x%3; d) y*4, e) x18.y72 ) a® b4
g) 6123'b12; /’l) 0_3'b_7; i) a‘24~b14; ]) a55-b25.

1 1
a) x>0, /—3=\/x‘3; b) yeR,y#0, —=y7}
X y

b, [b
c)a>0, a d)a,beR, a, b#0, 3— =b*-3—;
a a
29 2 5
e) a>0, ¥a® =a?-Ya’, f)a,b>0, 12/b_27=b_2.12/b_;
a a a

g) a,b>0, a7 b3 =p .- Kol p12,

h) a,b>0 60_b159—b2 6Ob39—b2 20[’13

() o) 6°-93=29.315 > 8.187=210.314 b) dIB =717.349 < 78=717.373,
2
¢) 9602010 — §/24020 32010 52010 g/ [(210)201, 31005 . 51005} — §/2#020 32010 . 52010
d) J100-4 =103 =10 < 310-9=X10"7,
2—27
e) 20°5.168=2-42.5-5  9p-l4.5-14, ? ] 5—5;

f) \/45—7 .75-21 = \/5—7 .3-14.3-21.5-42 \/3—35 .5-49 —

:3_17.5_24_\/1 > 3_17_5_25:3_17,5_24.1_
15 5

3-5.1076.21-5.25-2 3-5.276.5-6.3-5.7-5.5-4
6-7-1573.3573 2-7.3-7.3-5.5-5.5-5.7-5

py (60102 (2030025
9-3.200-1.32-! 376.2-3.5-2.2-5 ’

a) 18;

2-4.378.2-8.2-6.3-4

)

"’)J 24-4.363 _J 2-12.3-4.2-6.3-6
18-4.25671.72-2

-20,94511 -80,5-60, 522
4 1#2000 25 =1€/2 57052,

(_800)—19 _2—95 . 5—38
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3- 24 .5- -12 1
12 . -7 .
e) \/45 (\/15 \/27 ) 1’3 7.5-7.312 —15,

J100-5 - 4203 IJ_ \/100—20.20—9.57 _1#2—40.5—40.2—18.5—9.57 1

§1000-5 -32-7 1000-10.2-28 230.530.228 3

f)

a) J7+4-J§+J7_4-J§:\/(2+J§)2+\/(2—J§)2:

b) 4/28+16-ﬁ—3/28—16-\/5=‘\‘/(4+2-\/§)2—%/(4_2-\/§)2=
a2 BT 2B = (B+1) J(B-1) =2

¢) %/8+3-§/@+3'§/7—§/15+6~§/E+12o§’/7=%/(%/7+1)3—%/(%/7+2)3=—1;

d)Y6-B+10-3Y6-B3-10=33-3+9+3-3+1-33-3-9+3-3-1=
Vi) Y1) =2

Hatvanyfiiggvények és gyokfiiggvények — megoldasok

3166 )] - b) - c) 7
10
5
B
-5 LI 5 X
1 5
=5 | 1 5 X
-5
;
5 -5 L 1 5 X
£(x) = (x=1)3+1 f(x) = (x+4)3-3 f(x) = —(x+3)3+4
xeR; xeR; xeR;
d) y e) y f) y
1 / ’
-5 L 1 5 X i
-10 -5 1 x

1) =3 +2P-5 1= YT+

-10

xeR;




HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

g) 1% h) y l) y
5
;
w 3 P 5 X
v 1
; -5 L U 5 X
10 -5 Lt J
1 -5
) == WxF3+4 f(x)=§-3\/m—5 f(x) = (x-2)*-3
xeR; xeR; xeR;
.]) y k) y l) y
10 f(x)==3(x+1)4+4

-5 1 5 X

L -5 s
£(x) = (x+4)4+1 f(x) =—(x=3)*+6
xeR; xeR; xeR;
m) y I’l) y 0) y p) y
1(x)=-Yx+1+4
T N
! 5 I X e ;
1 l— 5
- K"X K : i 5 X -‘: 1 T
-1
()= 4x=1-2 )= Vx+3 -3 f(x)=-2- Yx-2+2
x>21, xeR; x2>2-3,xeR; x=2-1, xeR; x2>2, xeR.

a) Ertékkészlete: [—6; 10]. ,
Menete: a fiiggvény novekszik. "
SzElsGértékei: minimumanak helye: x = -2, értéke: y =—6; )

maximumdnak helye: x =2, értéke: y = 10.
5

Zérushelye: x =3/-2.




b) Ertékkészlete: [—6; 10].
Menete: [—2; O]—ban csokken,

[0; 2]-ban novekszik.
SzEIséértékei: minimumadnak helye: x =0, értéke: y =—6;
maximumdanak helye: x =-2 és x =2, értéke: y = 10.

Zérushelyek: x =6 és x =—46.

c) Ertékkészlete: [-2;2].
Menete: a fiiggvény novekszik.
SzE€Iséértékei: minimumadanak helye:

értéke:

maximumdnak helye:

értéke:

Zérushelye: x =2.

d) Ertékkészlete: [0; 2].
Menete: a fiiggvény novekszik.

P

SzE€lséértékei: minimumadnak helye:

értéke:

maximumdnak helye:

értéke:

Zgrushelye: x =-2.

¢) Ertékkészlete: [1;4].
Menete: a fiiggvény novekszik.

SzE€lséértékei: minimumadnak helye:
értéke:

maximumdnak helye:

értéke:

Zg€rushelye: nincs.

f) Ertékkészlete: [1;3].
Menete: a fiiggvény csokken.

2

SzElsGértékei: minimumanak helye:

értéke:

maximumdnak helye:

értéke:

Zg€rushelye: nincs.

x=-6,
y=-4
x =10,
y=2.
x=-2,
y=0;
x =14,
y=2.
x=-5,
y=1
x=4,
y=4
x =20,
y=1
x=4,
y=3.

14




g) Ertékkészlete: [-1;2].
Menete: a fiiggvény csokken.

P

SzE€lséértékei: minimumadnak helye:
értéke:

maximumdnak helye:

értéke:

Zgérushelye: x=1.

h) Ertékkészlete: [-2; 0].
Menete: a fiiggvény csokken.

2

SzElsGértékei: minimumanak helye:

értéke:

maximumanak helye:

értéke:

Zgérushelye: x =-13.

a) A fiiggvény atalakitva:
S = {

Ertékkészlete: [-1;7].
Menete: [0; 2]-ban csokken,
[2; 4]-ban novekszik.

2 2

SzElsGértékei: minimumanak helye:
értéke: y=—1; =l

maximumadanak helye:

értéke: y="17.

Zérushelyei: x =1 és x=3.

b) A fiiggvény 4talakitva:

—2-3Yx -2, ha x<-1,
gx)= 0, ha -1<x<1,

(x-2%-1, ha x>2,
—(x-2Y%-1, ha x<2.

x=2, 1)
y=- ) 1
x=-7, 7 5 _Wl (] 5 X
y=2.
y|
x=3, m(x) !
y= _2, 13 -10 - = 3 5 X
x=-13, 2
y=0.

x=2,

x=0és x=4,

2 Yr o 1< x. .\21 *

Ertékkészlete: [0; 2].

Menete: [—8; —1]-ban csokken,
[-1; 1]-ban konstans,
[1; 8]-ban novekszik.

2

SzElsGértékei: minimumanak helye:

-1<x<1,

értéke: y =0;

maximumanak helye:

x=—-8 és x=38,

értéke: y=2.

Zérushelye: -1 <x<1.
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c) A fliggvény atalakitva:

y
— >
oo =l 1) — 1] = (x-=1®-1, ha x2>2, g
—(x—1*+1, ha x<2. ,
Ertékkészlete: [0;9]. 5
Menete: [—1; 2]-ban csokken, i
X
[2; 3]-ban novekszik. 1
Szélséértékei: minimumdnak helye: x =2, -t 12 X
értéke: y=0;
maximumanak helye: x=-1,
értéke: y=9.
Zg&rushelye: x = 2.
Tortkitevadji hatvany — megoldasok
60 o §; b) : ¢) & E ) ¢ 75
1 1 8 2
_— h) —; i) 25; i) 1000. k) —; 1) —.
¢ 1000° ) 100 ) 7 ) %7 '3
B a) ¥5; b) Y132, c) 10%; d) 117, o) 1572 f) 2374
1 2
1/7-20. 2 -2. - 10/9-7. - 100/1 0-23. .
g) N7 h) 44174, i) N9/, j) N107=; k) :\S/a_3, ) T2
1 4 1 6
a) 510 b) 57, c) 5% d) 5';
_1 _3 1 5
e)I5-1=55; f)Y53=58 g) I511=53; h) }/53.52 =512
fi2/ca <3 _17
i §/ 55t jy Y 25T 55
54.52 5
4 10
52)7.(53 13 4/ [
k) 20—( ) (5) =2/513 = 520, 5-95° =252 = 512
(59) s \/5_ 6457
12 “o 33 o
a2-a3 g2 55 ps5.p10 p10 3
— — 12 = 44. — p10.
BB «) 5—5=—7=a=a% b= =t"
at a6 412 b 2.p 10 p 10
BT ( z) 714 7
clz.06 2 L 3 le.d 15 430
— — 2. — — -1
i 5T 5= R R TR
c6.c12 12 2 33 g15.42 d30
d5.d 4



48 5 _6 9 3
a) 4 3=23<Y301=23<82=25<¥g3=28<25;
9 12 6 5 2
b)N27-3=32<381°3=3 5 <3 6=37<37<391=33;
1 ,A
€)255=5 5<41251=5 2<\/ =5 4<\/25 =5 3<5

=

d)7_%=L<7_% <¥7 =1 <49 =Y’ <B4z =712,

10/76 \/_
4 2 2 2 (2
fgD o) 25=(2%)5=q; b) 165 = (4?5 =\45) = a2;
3 3 15
1 216 5 13 1z 3 218 15
c) 43=\45) = ab; d)82=22=\42) =44=\45) =a8,
X 5 25
N L _1 2) 16 5 2 35 2y 6 .25
e)(—) =2 4=48=45] =416 f)323=(293=43=\45) =a 6
Irracionalis kitev6jii hatvany, exponencialis fiiggvény
— megoldasok
a) Ertékkészlete: a(x) > 8. "
Menete: a fiiggvény szigortian monoton nvekszik. ak)
Zg€rushelye: x = 3. 8
.
-5 401 3 5 x
-5
T O
b) Ertékkészlete: b(x) > 3. }
Menete: a fiiggvény szigortian monoton névekszik. 44
Zg€rushelye: nincs.
10
19
LT AT T LT
.
5 1] 1 5 X




¢) Ertékkészlete: c(x) > -1.
Menete: a fiiggvény szigordan monoton ndvekszik.
Zérushelye: x =0.

d) Ertékkészlete: d(x) > 2.

Menete: a fiiggvény szigorian monoton ndvekszik.

Zg&rushelye: nincs.

e) Ertékkészlete: e(x) > -1.
Menete: a fiiggvény szigordan monoton csokken.
Zérushelye: x =0.

f) Ertékkészlete: f(x)>—3.
Menete: a fiiggvény szigordan monoton csokken.
Zg&rushelye: x =—1.

c(x)
10
5
-5 -117/1 5
o [N S N R W ) o X
-5
y
ak)
10
5
ST T AT T LT LT
1
-5 -1 (1 5 X
y
e(x)
10
5
= SNT A 5
____________________ X
-5
y
7x)
10
5
1
5 -\ 1 5 X
_______________ LT




g) Ertékkészlete: g(x) > 0.
Menete: a fiiggvény szigordan monoton ndvekszik.

ZZ&rushelye: nincs.

h) Ertékkészlete: h(x) > 0.

Menete: a fiiggvény szigorian monoton névekszik.

Z¢&rushelye: nincs.

i) Ertékkészlete: i(x) > —2.

Menete: a fliggvény szigorian monoton névekszik.

Z&rushelye: x =4.

j) Ertékkészlete: j(x)> 1.

Menete: a fiiggvény szigorian monoton névekszik.

Zg&rushelye: nincs.

y
gtx)
10
5
1
-5 S [1 a5 X
y
hix)
10
5
1
- 12 s X
y :
ix)
10
5
1
5 - '1/3/ 5 X
5
y

i)




k) Ertékkészlete: k(x) > -1.
Menete: a fiiggvény szigordan monoton ndvekszik.

Zérushelye: x = 1.

1) Ertékkészlete: I(x) > -1.
Menete: a fiiggvény szigordan monoton csokken.
Zérushelye: x = 2.

m) Ertékkészlete: m(x) > -5.
Menete: a fiiggvény szigordan monoton csokken.
Zérushelye: x = —4.

n) Ertékkészlete: n(x) > —3.

Menete: a fiiggvény szigorian monoton ndvekszik.

Zérushelye: x = 1.

y
k(x)
10
5
-5 17 1 5
R F A N W N X
-5
y
1)
10
=
-5 =TI 5
_____________________________ X
-5
y
m(x)
5
1
: E | | |
____________ =
y
nx)
5
1
5 -1 A 5 X
-5




0) Az o(x) fiiggvény atalakithaté a kovetkezSképpen:

1 1 1}; o(x)
o(x)==-3-3"141==-3+1.
2 2
Ertékkészlete: o(x) > 1. 5
Menete: a fliggvény szigordan monoton novekszik.
Zérushelye: nincs. Trrrrrrr T
= — 1= 5 X
-5
p) A p(x) fiiggvény atalakithaté a kovetkezSképpen: " .
x-1 Y
- —9x-3
px)= 53 —-3=2%"°_3, ;
Ertékkészlete: p(x) >-3. 1
Menete: a fliggvény szigordan monoton ndvekszik. s 5 :/ 5 X
Zérushelye: x~406. L
(Késébb, ha a logaritmust tanuljuk, ezt az értéket mar ki tudjuk 1
szamitani.)

a) a(x)=2*-2;
c) c(x)=2"1;

e) e(x) =214 1;

g) gx)=2""-2, g(x) = @ -2

1 x-3
i) i) =254, i(x) = @ _ 4

a) t(0)=22°C, 1(6)=33°C.
b) t(15) = 60,76 °C, tehdt tullépte a 60 °C-ot.
c) 1(8)=37,82°C. t(12) = 49,59 °C, ami 31,1%-0s novekedés.

a) A fiiggvény atalakitva:

f) =

ha
ha
ha

x>1,
x=1,
x<1.

b) b(x)=2*-4,
d) d(x) =2*3;
f) fx)=22-8;

x+2
h) h(x)=2""241, h(x) = ej +1;

x+3
J) i) =238, () = (5) _s.

)




b) A fiiggvény atalakitva:
1, ha
gx)=4 0, ha
-1, ha -1<x<2.

x<-1vagy x>2,
x=-1 vagy x=2,

c) A filiggvény dtalakitva:

x—1_
h(x) = 2 4, ha x=>3,
—2°-144 ha x<3.

d) Afiiggvény atalakitva:

2-(3*1-9), ha x=1,

. =2. 3x+1_9 =
l()C) | | {_2'(3x+1_9), ha x<l1.

FIED «) Abrizolds el6tt rendezve az egyenletet:

2% = 15 X+ ﬁ
16 16
Legyen
flx)=2% és g(x):E-x+ﬁ.
16 16

Az 4brar6l leolvasott megoldésok, ellen6rzés utdn:
X1 =2 és .X'2=—2.

b) Abrézolas el6tt dtalakitva:

2
2)‘=—x2+§-x+2 azaz 2x=—( —§)+§.
4 4 8) 64
Legyen
" oeer e g(x)=—( —5)2+@
8/ 64°

Az abrarél leolvasott megoldésok, ellenérzés utan:
X1 =-1 és Xy = 1.

y
g(x)
ol | O
_6_ _10 X
T hw
1 1 11 1
T
[V X
ENE
it
all L]
N
5,
-5 5 X
y
f(x) g(x)
5,
/ R 5 Iy
5
y
)
5,
-5 1 1 ) X
5
qx)
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Exponencialis egyenletek, egyenletrendszerek,
egyenlétlenségek — megoldasok

EﬂEa)x-% b) x=0; c)x:—%; d)x—% e)x:%; f)x=1;
g) x=9; h) x=2; i) x=-4 J) x=-1; k) x=0; ) x=5;
m)x:36; n) x=-5; 0)x:§; p)x—% q)x:%; r) x=——;
s)x—g 1) x=06; u) x=0.

E]E]a)x—% b) x; =6 vagy x, = 0; c) x;=5ésx,=-7,

5 5 1
d) x;= = ésxy=—=; e) x=——; x=-3;
) x| 5 2575 ) 5 f)
g) Nincs megoldas. h) x=-4; i) x=-2.
1 2

ErA a) x=-1; b)x:Z; c) x=2; d)x:—g; e) x=2; f) x=1.

ETE a) x=0; b) x=-2; c) x=1; d) x=4 e) x=3; f) x=2;
g) x=3; h) x=4.

€M o) x; =1, x,=0; b) x,=2,x,=1; c) x;=2, %=1,

d) x; =3, x,=-1; e) x; =1, x,==-2; f)x=1,x,=-2;
g)x=5; h) x=-1; i) x;=1305, x,=1;
j) x=-1; k) x=0; ) x=-1.

gkl a) x=2, y=1; b) x=0, y=3; C)X=%,y=2;

d x=2,y=1; e) x=2,y=0; f)x=1,y=1;
g)x=5y=-T h)x=1,y=%; i) x=4,y=5;
Jj)x=3y=1

1 3 1 8 5

3186 <5; b) x=>—; > =, d) x<—-—; >——; <=
a) x ) X 5 c) x 5 ) x e) x 3 f) x 9
g)x>%; h) x<-2; i) x<2; j)x>%.

€ o) x=3; b) x=4; c) x=1; d)x:—%; e) x =—4; f) x=3;
g) x=2; h) x=-3; i)x; =1, x==-2; Jj) x; =4, x, =-2;

k) x=-1; l)x-% m) x=-1 n) x=-—; 0) x=2 ) x=4



€D a) x,=7, x,=2; b) x; =5, x,=-3; c) x;=3, x,=-3;

d) x;=4, x,=1; e) x; =5, x,=-5; f) x=64;

g) x=2; h) x=1; i) x=n+2kr, keZ;
j)xlz%t+2k7t,x2=llTﬂ+217t,k,leZ; k) x=5.

) x=-17, m) x=3; n) xj,=4/2;

o) x;=1, x, =—4; p) x;=1, x,=-3.

4akl) a) A hatvanyokat atirva:

(1) 45~3x—%-2y=17

, ahonnan 3*=1 ¢és 2’=8, amegoldds: x=0, y=3.
2 12.3x+_5.2y_17
@) 8

b) Az exponencidlis fliggvény szigord ndvekedése miatt a két egyenletbdl:

(1) 2)(—2+y:—2 |
, amegoldés: x = ,y=§.

N | —

1
2) x+3y-l=—
() y >

c) Az exponencidlis fliggvény szigord novekedése miatt a két egyenletbdl:

(1) 2xy =3 3
31, amegoldds: x=2, y=—.
2) 2xy+x=1+; 4

d) Az exponencidlis fliggvény szigord novekedése miatt a két egyenletbdl:

N x-y= ) ’ ) | 4
, amegoldasok: x; = 3 yvi=16ésx,= ey Vo= 3
2) 2x-y=

W= W

e) Jelolje 6¥=a, és 5V = b. Igy:
(1) 5a+8b=13
5 8 .
2) Z+2=13
(2) ot

13-8b

A (2)-es egyenletet beszorozva a- b-vel, valamint az (1) egyenletbdl kifejezett a = -t

helyettesitve (2)-be kapjuk:

13-8b 13-8b

5b+38 =13b-

amibdl ered: b2 —2b + 1 =0. Megoldésai: x=0,y=0.

f) A(2) egyenletben 4trendezés utdn: y*~7Y~1=1. Felhasznélva, hogy 1=° (y > 0), valamint,
hogy az exponenciilis fiiggvény szigord monoton, kapjuk: x> — 7y — 1 = 0. Ebbe helyettesitve
(1)-bél kifejezett y = 1 — x-et nyerjiik az x> + 7x — 8 = 0 egyenletet, melynek gyokei: x; = 1,
és x? = -8, melyhez tartozé y értékek: y,; =0, és y, =9.

Az egyenletrendszer megolddsa: (—8 ; 9) szdmpar.

........................ . 46



{IEN) a) Az exponencidlis fliggvény szigori novekedése miatt:

X435 amibsl !
x+2 x+2

>0,

megolddsa: -2 <x < -1.

b) Az exponencidlis fliggvény szigord ndvekedése miatt:
W25 3 amibel X4
3x+2 3x+2

0,

2 4
megoldasa: x <—— vagy —— < x.
g 3 gy 3

c) Az exponencidlis fliggvény szigord novekedése miatt:

243 1 mibél

<0,
4x -1 2 8x -2

megolddsa: x < %

d) Az exponencidlis fliggvény szigord novekedése miatt:
x2-2x>38,

megolddsa: x < -2 vagy 4 < x.

e) Az exponencidlis fliggvény szigord novekedése miatt:

x2-15<-2x,

megolddsa: -5 < x < 3.

f) Az exponencidlis fliggvény szigori novekedése miatt:

x> +3>-6x-6,

megoldasa: x € R.

g) Az exponencidlis fliiggvény szigori novekedése miatt:

2 2 xl<x+2,
megoldésa: -3 <x<2.

h) Az exponencidlis fliggvény szigori novekedése miatt:
1
|x —3|> 5 - X,
megolddsa: x <2 vagy x> 6.
i) A 2*-re vonatkozéan masodfoki egyenlétlenség, megoldasa 2* < 1 vagy 2* >2, amibdl a meg-

oldds: x <0 vagy x> 1.

j) Az 5*-re masodfoku egyenl6tlenség megoldésa: é <5%<25, amibdl: -1 <x<2.

k) Az l—es alapud exponencidlis fliggvény szigord csokkenése miatt:
2 2
4>—,
1 X
megolddsa: x > 5

[) Az %—os alapu exponencidlis fliggvény szigort csokkenése miatt:

3 2-xl-1<2,

megolddsa: —— <x < —.
2 2



a) Az egyenletnek akkor van értelme, ha x>0, x # 1.

A zdr6jelek felbontdsa utdn:

[1+\/E+3) 2
50 2:4x) Va-1-32

Az exponencidlis fiiggvény szigord monotonitdsa miatt:

( Jxo+ 3) 2
I+ —— |- ——=2,
2-3x) x -1
ha j valtozét vezetiink be: /x =1, beszorzas utan:
2t2-5t-3=0,

melynek gyokei: ¢t =3,1 = —%, csak az elsd felel meg, ebbdl x =9.

b) A jobb oldali kifejezés a szdmtani és mértani kozép kozotti dsszefiiggés alapjan:

57X 45542 >0.4/5-%.5%+2 = 1().
A bal oldal:
1-6y—y2=10-(y+3)?><10.
Akkor van megoldds, ha mindkét oldal 10-zel egyenld, ekkor: x =-1, y =-3.

¢) Az egyenletnek akkor van értelme, ha x # % +kn, keZ.

Alakitsuk az egyik kitevot:

I sin?x + coszx

COSZJC COSZJC

=tg’x +1,

igy az egyenletiink:
1% 42.218°% _ 80 =0,
Az egyenlet 2'¥-re vonatkozéan masodfok.
Megoldésai:
2t = _10, aminek nincs megolddsa, és
218 =8 amibsl tg?x =3, azaz tgx=+/3 vagy tgx=—+/3.

Ezek megoldésai: x; =§ + km vagy x, = —% +ir, k,leZ.

Az egyenlet 3* = t-re nézve mdsodfokd. Mivel 3* > 0, akkor lesz két kiilonboz3 valds gyok,
ha az egyenlet diszkriminansa D >0 (1) és a #-re mésodfoku egyenlet mindkét megoldésa pozitiv (2).

Az (1) teljesiil, ha:
4-(p=3)2—4-(p>-4>0,
ennek megoldésa: p < 5

A (2) teljestil, ha 7, -7, >0 (3) és t; + 1, >0 (4).

A (3) alapjdn: p?—4 >0, megolddsa: p <—2 vagy 2 <p.
A (4) alapjan: 2-(p —3) <0, megoldasa: p < 3.

Az (1), (3) és (4) feltételek mindegyike teljesiil, ha:

p<-2 vagy 2<p<%.
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Az elsé egyenlet:
26x 426y = 12,
A masodik egyenletbdl:

x+y=§, vagyis 6x + 6y =>5.

Az els6 egyenletbe helyettesitve:
26x 4 25-6x— 12,
A 20%re nézve masodfokii egyenlet megoldésai:
20r=8 &5 20r=4.
Az egyenletrendszer megoldasai:

1 | 1 1
x1=5,y1=§ es X2=§,y2=5.

Skl a) Valasszuk szét a kiilonboz6 alapokhoz tartozé hatvanyokat:

3-x 4-x
4= >33 - —,
V3 2
4x~(1+1)>3x~(\/§+L)
2 V3)
3 4
—- 47> =37
2 V3

b6
6 -6r

Az exponencidlis fiiggvény szigori novekedése (5 > 1) miatt:

N

—-X >§, amib8l x< —é.
2 2

b) Irjuk fel mindegyik alapot 2 hatvanyaként:
3 -1
(2-2)" - (273" -128<0,
2-6x _2=3x+3 _128<0.

Az egyenl6tlenség masodfokid a 273% = y-ra vonatkozéan:
y2 -8y —128<0.
A mdsodfoku kifejezés zérushelyei: y; = 16, y, =—8.
Az egyenl6tlenség megolddsa:
-8<y<1e6.
Visszahelyettesitve:
-8<27%<16.
Abal oldali egyenlStlenség minden valds szdm esetén igaz, a jobb oldali pedig teljesiil, ha x > — %
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A logaritmus fogalma — megoldasok

€8 o) 2 b) 3: o) @) -
7 2 1
-2 7 = h) =
e) f) 3 8) 5 ) 7
i) 3; J) =4 k) 0; 1) 23;
m) —2; n) -4, 0) -3; p) —2.
EER a) 10; b) 57, c) 41; d) 11;
e) 49; f) 27, g) 25; h) 169;
i) 3; J) 8 k) 5; [) 81;
1 1 1
m) 0,1; n < 0) L. ) L.
5 25 b 17
1 1
EL a) x=64; b) x = 625; c)ng; d)x:R;
e)x=T, f) x=5; g) x=4 h)x=%;
1 1 1 1
; == / =—; k = ) ) =—.
V=g Vx=3 ) = 100000 ) ¥= 18
B a) x=2; b) x=4; c) x=2; d) x=10;
e) x=100; f) x=1000; g) x=+/6; h) x=8;
1 1 1
) x=—; ) x=—; k) x =32; ) x=—;
i) x 5 J) x 5 ) x ) x >
m) x = 2%; n) xeR, x>0, x#1; o) nincs megoldds; p) x=38.
6 3 5 4
>—1; b) x>—; >—; d) ——<x<—=;
EEE a) x ) x . c) x 5 ) - X s
1 2 1 8 5 4
>—; <-= >—; >—; h) ——<x<—;
e) x 2 f) x 3Vagyx 2 g) x 3 ) - X 5
i) x> %; x#1; J) nincs megoldas.
2 1 2 8
4; b) —=; - d) -10; = -
(3200 ) ) 3 c) 1 ) e) 2 f) 5
2 5 4
8) 5 ) 3 i) 3

B0 o) log,[log,(log,16)] = log, (log,4) =log,2 =1;

b) logs|logs (log;;113)] = logs (logy3) = logs1 = 0;



¢) 1g[1g(1g1010) | = 1g(1g10'°) - 1g10 = 1;

d) logs [logz (log6 3\2/8)] =logs (logz é) =logs(—5), ami nem értelmezhetd.

@B a) 10105 = 10-5 = 50; b > 9.3,
- T 3log6 ~ g 2’
5 5 2
c) W=§; d) 4~41°g25=4—(21°g25) =4-52=100;
23 8 8 . 1
¢) 9log,25 = 1 =g; f) 3-3log,4 =3.(910gq64)2 =3../64 =3-8=24;
(4log425)2
! s _(39):
= glog,9°  (25l02;9%)2  (36)2 927
710g75 . 4910g4916 2=5.4= 20’ h > = = =—;
¢ ( ) ) 5logs4 42 16 16
) 16log45 _ (4log45)2 _ 52 _2_5. . 92 81 ~ 81'

J)

16183~ (2o T 34 81 9082 (g2 4

6 6
k) NJ5% 58 = 52 7 = 50; ) 3 10° _4[10° 100,
’ 101827 ’

27 3

11

a?-a? 11 7

_2‘ 1 1 7 7
5 n) 10gx x‘l-x4-x 8 =10gxx Sz_g

[SIEN]

log,a

[NCRIEN

m) logaa

[NSI[o8)

-6

a " -a

EZB a) Az x> - 2x -8 >0 egyenlStlenség megolddsa: x < —2 vagy 4 < x.
b) Az x* -9 > 0 egyenlStlenség megolddsa: x < —3 vagy x > 3.
Az 1 -3x> 0 egyenlGtlenség megolddsa: x < %
Az egyenl6tlenségek kozos megolddsa: x < -3.
c) A 3x*>—16x+ 5 >0 egyenl6tlenség megolddsa: x < % vagy x> 5.
A 7x + 5 >0 egyenlGtlenség megolddsa: x > ——.

Az egyenl6tlenségek kozos megolddsa: - <x< 3 vagy x> 5.

d) A 12x* + 5x — 3 > 0 egyenl6tlenség megolddsa: x < —% vagy % <ux.
A x% + 2x > 0 egyenlStlenség megolddsa: x <—3 vagy 0 < x.

Az egyenl6tlenségek kozos megolddsa: x < -2 vagy % <X.



e) A 3—|x| >0 egyenlStlenség megolddsa: —3 < x < 3.

A 2x + 3 >0 egyenl6tlenség megolddsa: x > 3 .

Az egyenlGtlenségek kozos megolddsa: —% <x<3.

f) Az |x| -2 >0 egyenl6tlenség megolddsa: x < —2 vagy 2 < x.
Az x +5 >0 egyenlStlenség megoldasa: x > —5.

Az egyenlétlenségek kozos megolddsa: —5 <x < -2 vagy 2 <ux.

g) A 2lxI—1>0 egyenlStlenség megoldasa: x < —% vagy % <X.
Az x* — x>0 egyenl6tlenség megolddsa: x <0 vagy 1 <ux.

Az egyenlGtlenségek k6zos megolddsa: x < —% vagy | <x.

h) A 3*-9>0 egyenl6tlenség megoldasa: x > 2.
A 3x + 2 >0 egyenlé6tlenség megolddsa: x > —%.

Az egyenlGtlenségek kozos megolddsa: x > 2.

i) A 4x+ 5 >0 egyenl6tlenség megolddsa: x > —% vagy x>0, x# 1.
Az 1 -3x>0 egyenlGtlenség megolddsa: x < % vagy x>-3, x #-2.
Az egyenlGtlenségek k6zos megolddsa: 0 < x < %

j) A 17x—-2>0 egyenlStlenség megolddsa: x > % vagy x> 1, x #2.
Az 6 —2x > 0 egyenlGtlenség megolddsa: x <3 vagy x>0, x # 1.

Az egyenl6tlenségek kozos megolddsa: 1 <x <3, x # 2.

EZD a) A —4*+1 +33.2%_8 >0 egyenlbtlenség 2*-re masodfoki, megolddsa: i < 2%< 8, amibdl:
-2<x<3.

b) A sinx>0, cosx>0 és tgx >0 egyenlStlenségek egyiitt teljesiilnek, ha:

k-27t<x<§+k-2n:, keZ.

c) A sinx >0 egyenl6tlenség megolddsa: [-2n<x<nm+1[-2n, [ € Z.
Az x% - 3x +2 >0 egyenlStlenség megoldasa: x < 1 vagy 2 < x.
A két egyenlbtlenség kozos megolddsa:
O<x<1 vagy 2<x<m vagy k-2r<x<m+k-2m keZ, |kl >1.
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A logaritmusfiiggvény — megoldasok

EZB a) Ertelmezési tartomany: x € R, x> 0.

Menete: a fliggvény szigordan monoton novekszik.

Zérushelye: x = %

b) Ertelmezési tartomany: x € R, x > 0.

Menete: a fliggvény szigordan monoton novekszik.

Zérushelye: x = 2.

¢) Ertelmezési tartomany: x € R, x> 0.
Menete: a fiiggvény szigordan monoton csékken.
Z&rushelye: x =4.

d) Ertelmezési tartomdny: x € R, x> 0.
Menete: a fliggvény szigordan monoton csokken.

Zérushelye: x = i
27

y
5t aW
3
1
-1 1 2 ) X
y
; b(x)
-1 1/2 ] X
—
-5
y
5
2 o)
.
)
-1 1 2 X
y
1
-1 1 5 X
-1
3 ()
-5
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e) Ertelmezési tartomany: x € R, x> —3.
Menete: a fiiggvény szigordan monoton ndvekszik.
Zérushelye: x =-2.

f) Ertelmezési tartomany: x € R, x> 1.
Menete: a fiiggvény szigorian monoton ndvekszik.
Z&rushelye: x = 2.

- 1'/2 4 5 X

g) Ertelmezési tartomany: x € R, x> 2.
Menete: a fliggvény szigorian monoton csokken.

Zérushelye: x =-1.

h) Ertelmezési tartomény: x € R, x > 3.
Menete: a fliggvény szigordan monoton csokken.
Zgérushelye: x = 4.

-1 1 3 4 X
- :
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i) Ertelmezési tartomdny: x € R, x > 2.
Menete: a fiiggvény szigordan monoton ndvekszik.

Zérushelye: x = %

j) Ertelmezési tartomany: x € R, x>-1.
Menete: a fliggvény szigoriian monoton névekszik.
Z&rushelye: x = 8.

k) Ertelmezési tartomény: x € R, x> —3.
Menete: a fiiggvény szigorian monoton csokken.

Z&rushelye: x = —ﬁ.

1) Ertelmezési tartomany: x € R, x> 1.
Menete: a fliggvény szigordan monoton csokken.
Zg€rushelye: x = 4.

= 1 2 3 5 X

i 1 2 X

B T2 4 X




m) Ertelmezési tartomany: x € R, x> 0.

Menete: a fiiggvény szigordan monoton csokken.
Zérushelye: x = 3.

1 m(x)
5
=l 1 X
n) Ertelmezési tartomany: x € R, x> —4. 7
Menete: a fliggvény szigordan monoton csokken. 5
Z&rushelye: x =0.
n(x)
1
=5 ‘ =l X
0) Ertelmezési tartomény: x € R, x > 3. o
Menete: a fliggvény szigordan monoton csokken. 5
Zérushelye: x = 30.
3 o(x)
1
-1 1 3¢ 4 5 X
EHB @) a(x) =log,x-2; b) b(x) =log,x —4;
c) c(x)=log,(x—1); d) d(x) =log,(x - 3);
¢) e() =logy(x + 1) + 1; £) f0) =logy (x~2) - 3;
g) g(x)=—log,x vagy g(x)=log, x; h) h(x)=1-log,x vagy h(x)=1+log, x;
2 2
i) i(x)=~log,(x +2) -3 vagy i(x)=log,(x+2)-3.
2

a) A fiiggvénybe behelyettesitve:
s(0)=100, s(1)=100+30-1g8=127,1,
tehdt a megjelenéskor 100 000 db-ot, egy év mulva 127000 darabot fognak eladni.

b) A 200=100+30-1g(7z + 1) egyenletbdl:
10

7t+1=103, amibsl =308 év.



€D a) Ertelmezési tartomany: x € R, x> 0. )

a)
e
=1 1 b 10 X
b) Ertelmezési tartomany: x € R, x> 0. .
b(x)
1
-1 1 5 10 X
c) Ertelmezési tartomdny: x € R, x # 0. "
cx)
)
AR
d) Ertelmezési tartomény: x € R, x > 0. p
d
1‘ W
= 1 X
-1%—@
e) Ertelmezési tartomany: x € R, x> —4. y
! 1 el
-4 -3 -1 1 X
o——oO0 -1
EHL) a) Az abrardl leolvasott megoldésokat ellendrizni kell. )
Megoldasok: gx)=Ix|-1
X1:—2, XZ:—I, X3 = 1, .X'4:2. 5
)
-5 = 1 5 X
sl f(x)=logy| x|
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b) Az édbrardl leolvasott megoldasokat ellendrizni kell.

Megoldésok:
X1 = 1, X2—3 5
g(x)=x2-2x+1
N
-5 -1 ) X
f(x)=4-logs x
-5
A logaritmus azonossagai — megoldasok
_X-z — 2. _ 3.
€ a) a="=; b) b=x*-y; c) c=81-73%
y
2 10
d) d=5 e)e=£; ) f==
Z X X
100-vx _4-x Jz-4? . 1
8) 8= = ; h) h=—=—: i) i= 3
125 5 10 10000-(x +1)-y
. . Z‘lox
J)J=10" 2= =00
7l a) a=38; b) b=5; c) c=11; d) d=10;
13 1
e) e=12; = =27, h) h=—.
) 1) f 9 8 g ) 15
9-48 3.04
3212 Je})| logﬁ?=logﬁﬂ=logﬁ2=2;
1 5 210,35
b) 10g6m=10g6W=10g66=1;
184.256-722 212.38
c) log;——————=log,———=10g,9=2;
) g3 363244 g3212,36 g3
66102 28.36.52
d) lo =lo =log:1=0;
) 10853 g7 200~ 108558 3652~ 185
67'155'355 27‘312‘510‘75
1081 105 15 g5 3 81 55 310 50,75 €1 18=TE
18 18 18
2200 /40 10-4/2-J11-2-2 -5 2
f) logg——=——=logg =logg4=—;
J55-10 V51110 3
V31
tg60° - cos30° - sin30° V3 P 1
g) log, 3 =logy———==log, 7 =2



sin45°-/2 h
h) log,—————=1o =1lo 2=_’
) logs sin60° - tg30° B4 ﬁi 84 2
2 J3
D 1o 15-25-63-v28 | 3-5°-7-2 .
& 126 85737, T
EZB o) Mivel az adott szorzatban a 1gtg45° értéke 0, ezért a szorzat is 0.
V3l
c0s30°-4-sin230° 5 Ty
b) 1 =1 =1g1=0;
) e sin60° g ﬁ g
2
B Y Bl [ 2B B
c) lgl|l——=| +—|=1lg|-+———+—|=1gl1=0;
2 2 2 4 4 4 2
d) log69‘21_6 =log62=log66=l;
ac—-a 2

e) logy, (10 : ﬁj =logy,[2- (2x + 3] = logy, 10 = 1.
a) 1g(6-10%3) =1g6 + 23 < log,16° = log,2%* = 24, mert 1g6 < 1;
=30 =_30, mert 1g9,1 < 1;

10
b) 1g(9,1-10-31) =1g9,1 - 31 < logs(é) =logs5

16 20
c) log, [5 (Lj } =logy(5-2780)=10g,5-80 > logs [5 . (é) } =1log;(5-3780) = log;5 - 80,

mert log,5 >log; 5.
2
z 2
d) Bal oldal: 1g |log ., (log,3/49)| =g |log, |log, 73 ||=1g|log,, = |=1g1 = 0.
oo U9t oy 23

Jobb oldal: log, [log5 (logg \/32)} =log, [log5 EJ =log,l =log,2° = 0.
6 6

A két kifejezés egyenld.

B o) 122250 =1g(152-10) =2b + 1.

750 50-15
b) 1g75=1g—=1 =a+b-1.
) 1g glO g 10 a
c) Aza=1+1g5 é b=1g3 +1g5 alapjdn 1g3=b-1g5=b—-(a-1)=b-a+ 1.

EHA A bal oldali tagokat dtirva b alapi logaritmusra:
loga + 6-log,a + 12 -log,a — 20 -log,a = —log a.

A jobb oldal: log,a! = -log,a.
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Logaritmikus egyenletek, egyenletrendszerek, egyenldtienségek
— megoldasok

a) Ertelmezés:
b) Ertelmezés:
¢) Ertelmezés:
d) Ertelmezés:
e) Ertelmezés:

f) Ertelmezés:
g) Ertelmezés:
h) Ertelmezés:
i) Ertelmezés:

j) Ertelmezés: x
k) Ertelmezés:

I) Ertelmezés:
m) Ertelmezés:

n) Ertelmezés:

o) Ertelmezés:

a) Ertelmezés:

b) Ertelmezés:
¢) Ertelmezés:
d) Ertelmezés:

e) Ertelmezés:

x> %, megoldds: x =3.
1 .

x> —g, megoldds: x =35.
1 ,

x> —g, megoldds: x =

1

2
10 , 91

x>—, megoldas: x =—.
11 100

x>i, megoldas: x=l.
10 10

10 , 2
x>—, megoldés: x =—.
13 26

x <—8 vagy x> 8, megolddsok: x; =18, x, =-18.

7-77 7+77 )
x< 5 vagy x> 5, megolddsok: x; =8, x, =-1.
x € R, megolddsok: x; =2, x, = 1.
< 2 _g/ﬂ vagy x> ? +2\/ﬁ , megolddsok: x; =10, x, =—1.

x> %, megoldds: x=35.

x> %, megoldds: x = 8.
x>0, x# 1, megolddsok: x; =3, x, =—1. Csak az els6 megoldas.

x> %, x# 1, adédik: x; =5, x, = 1. Csak az els6 megoldas.

10 L . )
x> = adodik: x; =2, x, =5, x3=0. A harmadik nem megoldas.
x>-1, megoldds: x="17.
x> %, adddik: x = -7, de nem megoldas.

3 Lo 9 )
x> —, adédik: x = ——, de nem megoldas.

2 10

3 .
x> 3 megoldds: x = 3.

x> g, adodik: x = —%, de nem megoldas.



f) Ertelmezés: -7 <x< 1, megoldas: x =-2.
g) Ertelmezés: x > —%, megoldds: x =4.

h) Ertelmezés: x > —g, megolddsok: x; =-1, x, = —%.

i) Ertelmezés: x > 4i3 megoldasok: x; =6, x, = g

j) Ertelmezés: x > % adddik: x; =-3, x, = 27. Csak a mdsodik megoldis.
k) Az értelmezési tartomany iires halmaz, nincs megoldas.

I) Ertelmezés: x > 8, adédik: x| = % x, =2. Egyik sem megoldas.
m) Ertelmezés: x > 6, adédik: x, = 1, x, = 8. Csak a masodik megoldas.

n) Ertelmezés: x > %, adodik: x; =1, x, = —%. Csak az els6 megoldas.

fFA0) Ertelmezés: x > 0, y>0.

a) x=1024, y = 16; b) x=81,y=9; c)x=25,y=%; d) x=1, y=49;
e)x=1,y=4 f) x=4, y=64; g)x=i,y=8; h)x=%,y=10.

EH) a) Ertelmezés: x > % A logaritmusfiiggvény szigortian monoton novekvd, ebbdl x < 3

Az egyenl6tlenség megoldésa: % <x< %

b) Ertelmezés: x > 3 A logaritmusfiiggvény szigortian monoton csokkend, ebbdl x = —3.

Az egyenl6tlenség megolddsa: x > %

c) Ertelmezés: x > % A logaritmusfiiggvény szigordan monoton névekvd, ebbdl x > 7.
Az egyenl6tlenség megolddsa: x > 7.
d) Ertelmezés: x > g A logaritmusfiiggvény szigordan monoton névekvd, ebbdl x < 3.

Az egyenl6tlenség megoldésa: g <x<3.

e) Ertelmezés: x > % A logaritmusfiiggvény szigordan monoton csokkend, ebbdl x > 6.
Az egyenl6tlenség megolddsa: x > 6.

f) Ertelmezés: x > —%. A logaritmusfiiggvény szigorian monoton csokkend, ebbdl x < —ﬂ.
74

3
Az egyenlGtlenség megoldasa: —— < x <———.
&y gmee 4 100



€2 o) Ertelmezés: x >%, megoldas: x = %

b) Ertelmezés: x > %, adddik: x = —4, de ez nem megoldas.

c) Ertelmezés: x >—1. Erdemes beszorozni 2-vel, a 3x + 7 = (x + 1)? egyenlethez jutunk, melynek
gyokei: x; =-2, x, = 3. Csak a masodik megoldas.

d) Ertelmezés: x > % Atszorzés utdn a 8x + 9 = 3x— 1)2 egyenletet kapjuk, melynek gyokei:
X1=2, %= —g. Csak az els6 megoldas.

e) Ertelmezés: x > 1000. Atalakitva az egyenletet:
lg (x — 1000) = 1210000 —1g25 = 1g400.
A logaritmusfiiggvény szigord monotonitdsa miatt x — 1000 = 400, tehat: x = 1400.

f) Ertelmezés: x > —1, x # 0. Atszorzds utdn, felhasznélva a logaritmusfiiggvény szigord mono-
tonitdsat, az x> + 2x — 3 = 0 egyenletet kapjuk, melynek gyokei: x; = 1, x, =-3. Csak az x; = 1
a megoldas.

g) Ertelmezés: (x—5)-(x—1) >0, 2x—10 > 0 és lg(2x — 10) # 0 kozds megolddsa: x > 5,
x#5.,5.
Az egyenletet dtszorozva 1g(2x — 10)-zel, kapjuk: 1g(x —5)-(x — 1) =1g(2x — 10). A logaritmus-
fliggvény szigord monotonitdsa miatt x> — 8x + 15 = 0, amely akkor teljesiil, ha: x,=5, x,=3.
Az értelmezési tartomdny miatt az egyenletnek nincs megoldésa.

h) Ertelmezés: x > 2. Felhaszndlva a logaritmus azonosséagait, kapjuk: 1g[(x—2)-8] =1g(x? - 1),
melybdl a logaritmusfiiggvény szigord monotonitdsa miatt adédik: 8x — 16 = x% — 1, vagyis
x?—8x+ 15 =0. Az egyenlet gyokei: x; = 3, x, = 5. Mindkét gyok megfelel az adott értelme-
z¢&si tartomanynak.

i) Alogaritmus definiciéja alapjdn, sorban felbontva a zéardjeleket:

logs[log, (logsx)] =1,
amibdl log,(logsx) = 3, ebbdl pedig logsx = 64, amibsl x = 54, Ellendrzéssel meggydzddiink
a megoldas helyességérdl.

J) Alogaritmus definicidja alapjan felbontva a zaréjeleket: x = 25. Ellendrzéssel meggy6z&diink
a megoldds helyességérdl.

k) Az el6z6 mddszerrel: x = 128. Ellendrzéssel meggy6zadiink a megoldas helyességérdl.

vz

[) Az el6z6 mddszerrel: x = 16. Ellendrzéssel meggydzddiink a megoldés helyességérdl.

2B a) Ertelmezés: 0<x<3, x#1 vagy x> 13—1 A logaritmus definiciéja alapjan: (3x>—20x +33) =1,

amibdl: x; =4, x, = g Mindkettd megoldas.

b) Ertelmezés: 0 < x < % =3,5, x#1 vagy x> 6. Alogaritmus definicidjdnak segitségével kapjuk:

2x? — 19x + 42 = x, amib6l: x; =7, x, = 3. Mindketts megoldas.



c) Ertelmezés: x> 6. A logaritmus definiciGja alapjan: 2x2 — 7x — 30 = x2, amibdl: x; = 10, x, = 3.
Csak az elsd megoldas.

d) Ertelmezés: x > %, x# 1. Alogaritmus definiciéja alapjan 4x? — 3x = x3, amib6l: x; =0, x, =3,

x3=1. Csak az x = 3 megoldas.
e) Ertelmezés: x > 0. A lgx-re nézve masodfoku egyenlet megoldédsaibol: x, =105, Xy = J10.
f) Ertelmezés: x> 0. A logzx-re nézve mésodfoki logx —8-logyx + 15 =0 egyenlet megolda-
saib6l adédik: x; =3 =243, x, =33=27.
g) Erteln;ezés: x>0. A 4-logZx +9-logsx — 9 = 0 mdsodfokd egyenlet megoldasaibol adédik:
1

x; =54 x,=53=—.
! 2 125

h) Ertelmezés: x >+/2. A lg (xz - %): lg3 egyenletet megolddsai: x> = —1 és x? = 4. Csak
X

a masodikbol adédik megoldds, és abbdl is csak az x =2 felel meg.

i) Ertelmezés: log,x # —1 [x # %J és logrx #5 (x #32).

Beszorozva az egyenletet a kozos nevezdvel, és log,x = a-val jelolve, kapjuk:
2-(a-5—-(a+1)=(a+1)-(a-9),
melybdl a*>—5a + 6 =0, amibél a; =3 és a, = 2, amelynek megfelels x értékek: log,x =3
(xl = 8) és logzx =2 (X2 = 4)
j) Ertelmezés: x>0, x # 1. Alkalmazva a logaritmus definiciéjat: x5 = 16x. Rendezés és kiemelés
utdn: x- (x* — 16) = 0. Mivel x # 0, ezért x*— 16 = 0. Az egyenlet gyokei: x; =2 és x, = 2.
Az értelmezési tartomanynak csak az elsd gyok felel meg.

€28 ) Ertelmezés: x> 1, y > 4. Megoldds: x =101, y=5.
b) Ertelmezés: x > 0, y>0, y#1. Megoldds: x=9, y=2.
c) Ertelmezés: x>—1, y < 5. Megoldéds: x=7, y=—4.
d) Ertelmezés: x>0, x # 1, y>0, y#1. Megoldds: x=8, y=27.
e) Ertelmezés: x>0, y > 0. Megoldas: x =100, y=1.
f) Ertelmezés: x—-y>0, x+y>0. Megoldéds: x=13, y=11.
1 1 1

, 1
Ertelmezés: x, y >0 vagy x, y<0. Megoldas: x;= —, y7= —; X, = ——, yo= ———.
g) y gy X,y g 1= 3 =R 3 » D

€D o) Ertelmezés: x > % A logaritmusfiiggvény szigorian monoton ndvekvd, ebbdl x < 0 vagy 1 < x.

Megoldas: 1 < x.

b) Ertelmezés: x > 2. A logaritmusfiiggvény szigoriian monoton csokkend, ebbsl —2 < x < 4.
Megoldés: 2 <x < 4.

c) Ertelmezés: x > 5 Rendez€s utdn, a logaritmusfiiggvény szigordan monoton ndvekvd, ebbdl

x <-3. Nincs megoldas.



d) Ertelmezés: x> —. Az

x+2
e) Ertelmezés: x > z A e -7 <25 egyenlbtlenségbdl: x < 18 vagy x> l Megoldés: x > z
4 3x-1 71 3 4
f) Ertelmezés: x > E A Jx=3 < 1 egyenlGtlenségbdl: 1 <x< l Megoldas: 3 <x< l
7 2x+1 4 2 2 7 2
. . (x-2)? P )
g) Ertelmezés: x > 6. Az e >16 egyenl6tlenségbdl: x > 6. Megoldds: x > 6.
x p—
h) Ertelmezés: x > l A D+ 17 > 8 egyenlGtlenségbdl: 1 < x <1. Megoldas: 1 <x<l1.
3 (Bx-1)7? 8 3

i) Ertelmezés: x > 3. A (4x—3)-(x—3) =100 egyenl6tlenségbdl adédik: x < B vagy 7 <x.
Megoldas: x >7. 4

j) Ertelmezés: x> 12. A 2x+ 1)- (x — 12) <27 egyenlGtlenségbdl adddik: 3 <x<13.
Megoldds: 12 < x < 13. 2

k) Ertelmezés: x<—ﬁ vagy x >l. A x+d
3 2 2x -1

<2 egyenlGtlenségbdl adodik: x <% vagy x = 6.

Megoldas: x < —% vagy x 2 6.

4-(x% - 4x)
x_

I) Ertelmezés: 0 <x <1 vagy x>4. A <5 egyenl6tlenségbdl adodik: x Si

vagy 1 <x<5. Megoldas: 0<xsi vagy 4 <x<5.

m) Ertelmezés: x > 4 vagy x < 2. Az (x—2)-(x—4) <3 egyenltlenségbdl adédik: 1 <x<5.
Megoldas: 1 <x<2vagy4<x<5.

n) Ertelmezés: x >4. A 3+x)-(x—4)>2x +6 egyenl6tlenségbdl adédik: x< —3 vagy x > 6.
Megoldés: x > 6.
1
0) Ertelmezés: -4 <x<4. A 4—|x| 283 egyenltlenségbdl adddik: —2 < x < 2.

Megoldés: -2 < x < 2.

p) Ertelmezés: x <0. Az x2 — 2x — 3 > 0 egyenltlenségbdl adédik: x < —1 vagy x > 3.
Megoldés: x < —1.

2
B8 ) Ertelmezés: x>§. Attérve 2-es alapi logaritmusra az (;c+1)5 =4 egyenlethez jutunk.

Megoldas: x; =3, x,=7.

=6 masodfoku

b) Ertelmezés: x>0, x # 1. Attérve 3-as alapd logaritmusra, a logs x +
egyenletbdl: x; =9, x, = 81. 0g3 X



¢) Mivel 5°> 0, az egyenletnek minden valés szdm esetén van értelme. Irjunk fel minden tagot
logaritmussal, és alkalmazzuk a logaritmus azonossagait:
1g[10%- (5% + 1)] = 1g(2*- 30).
A logaritmusfiiggvény szigord monotonitdsa miatt, és 2*-nel osztva, a mdsodfokud egyenlet
megolddsai: 5* = —6, aminek nincs megolddsa és 5* =5, ahonnan x = 1.

d) Ertelmezés: x > 0. Vegyiik mindkét oldal 10-es alapt logaritmusét:
B +l1gx)-(lgx—1g3)=1g3 +4.
A lgx-re masodfoku egyenlet:
(gx)>+ (3 -1g3)-lgx—-4-(1g3+1)=0.
Az egyenlet diszkrimindnsa:
D=(3-1g3)?+16-(g3+1)=25+10-1g3 + (Ig3)>= (5 +1g3)~
A megoldasok: 1gx = 1g 30, amibdl x = 30 és lgx = —4, amibsl x = 104,

B Az értelmezésbdl (x >0, x # 1, px > 0) kovetkezik, hogy csak pozitiv p-k esetén van megoldas.
A logaritmus definiciéja szerint: x? = px.
Ha p =1, akkor a megoldas: x >0, x # 1.
Ha p#1 (de p>0), vegyiik mindkét oldal p alapu logaritmusat: p-log,x =1 + log,x.
1

Ebbdl log , x = % a logaritmus definici6ja alapjan: x = p?~".
p f—

s

Ellenérzéssel meggy6zddhetiink a megoldds helyességérdl.

FPPE) ) Ertelmezés: x, y>0, x# 1, y # 1. Legyen a= ig_x’ ezzel a masodik egyenlet: a + 1 = %,
a
. 32 £
aminek megolddsai: a; = > a, = 3

lex = 3 az els6 egyenletbe beirva: x; = 1000, y; = 100.
Igy 2
lgx 2 . .
Tay = 3 az els6 egyenletbe helyettesitve: x, = 100, y, = 1000.
gy
b) Ertelmezés: x > 4, y>1,x—y+5>0. Az els6 egyenletbdl:
2y -1
x-4)y=——
(x-4) ¢ €]
A masodik egyenletbdl:
X+2y+2 3
xX—y+5 ’
ahonnan
_2x+13
5 b

ezt (1)-be helyettesitve a kovetkezs egyenletet kapjuk:
73x2 - 626x +1128 = 0.

A megoldésai: x; =6, x, = % a masodik nem megoldds, mert x > 4, az els6bdl y = 5.



Vegyes feladatok — megoldasok

EFFD) Az egyes kifejezések értékei:

A=t p=ra =022 po3 gD pl® gyl
8 32 16 6 25 2 2
A novekvl sorrend: D<B<A<C<G=H<EXLF.
) a) Igaz. b) Hamis. ¢) Hamis. d) 1gaz. e) Igaz. f) Igaz.
EED o) x, =3, x,=4. b) x=2. c) x=3.

d) Ertelmezés: x > —i, megoldds: x; =0, x, =5.

e) Ertelmezés: —% <x< % megoldds: x; =4, x, = % Csak a masodik megoldas.

f) Ertelmezés: x > 0. Atalakitva az egyenletet (log,x)-re masodfoki egyenletet kapunk:
2- (logz)c)2 —(logrx) -1 =0. 1
Legyen: logyx=a. A 2a> —a—1=0 egyenlet gyokei: a; = 1 és a, = —5 ennek megfelelGen
1 2

X1=268s xp=—== 5 Mindkét gyok megfelel az egyenlet értelmezési tartomanyénak.

V2
g) Ertelmezés: x > 0. Jeldlje 3% = g-nak, s dtrendezve az a® — 3a + 2 = 0 egyenletet kapjuk,
melynek gyokei: a; =2 ésa,=1. Ebbdl a 3V* =2 ahol mindkét oldal 3-as alapu logaritmusat
véve kapjuk:
Jx -logg3=log;2 = x=logs22, valamint 3¥* =1 = 3¥*=30 = x=0.
Mindkét gyok megfelel az értelmezési tartomdnynak.
Megjegyzés: Az el6bbi gyok szdmolhat6 gy is, hogy mindkét oldal 10-es alapud logaritmusét

véve kapjuk: g2
1g3
h) Osszevonva a 112 és 13* egyiitthatéit, 4trendezve az egyenletet kapjuk:
4913 =49 -11%,
melybdl x = 0. Az egyenletnek egy gyoke van, az x = 0.

i) Ertelmezés: x < 11g£ = x<3,58. Atrendezve az egyenletet:

& log,(12-2%)=5-x, -
majd alkalmazva a logaritmus definiciéjat, kapjuk: 25 ~* = 12 — 2*, amib&l or =12 -2%

Jx-1g3=1g2 = Jx==2=0,63 = x=0,4.

Jelolje: 2* = a. Igy a® — 12a + 32 = 0, melynek gyokei a; = 8 és a, = 4. Ennek megfelelGen
x; =3 és x, = 2. Mindkét gyok megfelel az értelmezési tartomdnynak.

j) Ertelmezés: x>0, x # 1. Jelolje a = 2'°¢16, fgy a kovetkezG egyenletet kapjuk:
a?—-17a+16=0,
melynek gyokei: a; = 16 és a, = 1. Behelyettesitve a 219216 = 4 alakba:
2logx16 — 16,

melynek gyokei: x; =2 és x, =—-2, de csak az els6 gyok felel meg az értelmezési tartomanynak.

........................ . 66



EED o) x=2,y=0.
b) Ertelmezés: x > > y>4. Alogaritmus azonossigait és monotonitdsat felhaszndlva a kovetkezd
egyenletrendszerhez jutunk:

Bx-1)-(y—-4)=512
A feltételeknek megfeleld megolddsok: x = 11, y = 20.

(2x—3)-5:4y+15}

¢) Ertelmezés: y > x. Az elsS egyenletbdl a logaritmus definiciéja miatt:
2
V3'=y-x & 3+x=y.
Ezt a kifejezést helyettesitve a masodik egyenletbe:
2x-33% =972, vagyis 2%-33.3¥=972.
Osztva 33-nal, valamint felhasznalva, hogy 2*-3* = 6%, kapjuk: 6* = 36, melynek gyoke x = 2,
amibdl y = 5.
Az egyenletrendszer megolddsa a (2; 5) szdmpdr.

d) Ertelmezés: x + y>0, x—y >0, x #y. Az elsS egyenletbl ered: x% — y? = 1000, a mdsodik
egyenletbdl pedig: i—ﬂ) = 2, amelybdl x = 3y. Ezt visszahelyettesitve az els6 egyenletbe, kapjuk,
hogy 8y? = 1000, Vagy)i;s: y=%5-4/5, melyb6l x =+15-/5.

Az egyenletrendszer megolddsa: (15 5545 )

e) Ertelmezés: x +y >0, x—y>0, x#y. Az els6 egyenletet 4trendezve, azt kapjuk, hogy x = 3y.
Ezt helyettesitve a mésodik egyenletbe, melybdl a logaritmus azonossdgok felhaszndldsa utin:

2

x% —y? =2 egyenletet kaptuk, ered: 8y% =2, melynek gyoke: y ==+ l, amibdl x =+ 2

Az egyenletrendszer megolddsa: @,3

f) Ertelmezés: x,y >0, vagy x,y <0. Az elsG egyenletet dtrendezve, azt kapjuk, hogy x = 6+ 3y.
A masodik egyenletben a logaritmus definicidja miatt az xy =9, melybe helyettesitve az els6
egyenletbdl kifejezett x = 6 + 3y-t ered: y> + 2y —3=0. Ebb6l y, =1, y, =-3. Igy x; =9
és Xy = -3.

Az egyenletrendszer megolddsai a (9; 1) és a (—3; —3) szdmparok.

g) Ertelmezés: x, y>0. Az elsG egyenletbdl a logaritmus azonossagainak felhasznaldsa utén, kapjuk,
hogy 3x% = 8y. A mésodik egyenletbdl, felhasznalva, hogy 1 =0,59, valamint, hogy az exponen-
cidlis fiiggvény szigordan monoton, ered: y = x + 2. Ezt visszahelyettesitve az elsG egyenletbe

kapjuk a 3x> — 8x — 16 = 0 egyenletet, melynek gyokei: x; = 4, x, = %, amib6l y; =6, y, = %
Az egyenletrendszer megolddsai a (4; 6) és a e,%) szampdrok.
EED a) Az y = 2* helyettesités utdan az 1024y? — 80y + 1 < 0 egyenlstlenséget kapjuk, melynek
megoldasa: L <y< i Ebbdl: -6 <x <-4.
64 16

b) Ertelmezés: x >—1. A logaritmus azonosségait felhasznalva, a logaritmusfiiggvény szigortdan
monoton novekvd, ebbdl —6 < x < 1. Megoldés: -1 <x < 1.



¢) Ertelmezés: x <—4. A 10-es alapi logaritmus szigori monoton novekedése miatt:
—3x—1<x?-5x-36, vagyis 0<x?—2x-35,
amelynek gyokei: x < -5 vagy x> 7.

Az egyenl6tlenség megolddsa az értelmezési tartomdnyon: x < —5.

d) Ertelmezés: x > 1. Felhaszndlva, hogy 1 =1log,2, valamint, hogy a 2-es alapi logaritmusfiigg-
vény szigorti monoton nd, kapjuk, hogy log5(x — 1) < 2, majd 2 = logs25, és az 5-0s alapu
logaritmusfiiggvény szintén szigordan monoton ng, ezért x — 1 < 25, amibdl x < 26.

Az egyenl6tlenség megolddsa: 1 < x < 26.

e) Felhaszndlva, hogy 1 =39 a megoldandé egyenlétlenség: (x +2)- (x — 1) < 0. Ez akkor teljesiil,
ha a szorzat egyik tényezdje negativ, masik pozitiv, tehat itt akkor és csak akkor, ha -2 < x < 1.

3
f) Felhaszndlva, hogy 3 = e) , valamint, hogy az % alapu logaritmus szigorian monoton csok-

ken, ezért: x, — 8x + 18 = 3 a megoldand6 egyenlStlenség. EbbGl: x, — 8x + 15 = 0, amibdl
3<x<5.

(3233 W) 8_%+lo (1)+710g73-l+(_§)+3_1.
84 3 1 > g

§+2—7=6.

b) 10102561212 | glog,3-log,9 —
12 9

EED o) Ertelmezés: x> 0. Vegyiik mindkét oldal 2-es alapi logaritmusat, és alkalmazzuk a logaritmus
azonossagait:
(logyx +4)-log,x = log,32.

log,x = a-t helyettesitve kapjuk: (a +4)-a—5 =0, melybdl a, + 4a — 5 =0, melynek gyokei
a; =1 és a, =-5. Visszahelyettesitve log,x = a kifejezésbe elGszor a; = 1-et ered: x; =2, majd

a, =—5-bdl kapjuk: x, = 273 = é Mindkét gyok megfelel az értelmezési tartomédnynak.

b) Ertelmezés: x > 0. Vegyiik mindkét oldal 10-es alapu logaritmusat, ekkor:
8-lgx-lgx=1gl00 = 8-lgZ2x=2 = 1g2x=i o lgx=+
1

=75

Mindkét gyok megfelel az értelmezési tartomédnynak.

N [—=
N | =
-

1 _
melynek gyokei: x; =102 =10 és x,=10

EFER A feltételek szerint:
-2=1g5-a)+b
-1=1g(95-a)+ b}'
A masodik egyenletbdl kivonva az els6t:
1=1g(95-a)-1g(5-a),
aminek megolddsa: a = -5, visszahelyettesitve: b = —3.
A fliggvény hozzarendelési szabdlya:
S =lg(x+5)-3.



EZED a) 1000-28 =256 000.

X
b) A10°=1000-26 egyenletbdl, mindkét oldal logaritmusat véve:

6
—6-ﬁ=£:119,66ra.
g2 1g2
A kisérlet 5 napig tart.
a) -1g(107)="7.
b) Az 5,5 =-1gK egyenl&ségbdl:
K=10-55=3,16-10-6 ™

dm3

¢) Ha p; =-IgK, akkor p, =-Ig(100-K) =-1g100 —-1g K =-1g K—2. A pH érték 2-vel csokken.
EZED) @) h(1) =500-logy5 = 732.
b) Mivel h(2)=500-log;7 = 886 és h(4) =500-logz11 = 1091, ezért a ndvekedés 23,1%-os.
c) Az 1500 =500-log; (2t + 3) egyenletbdl ¢ = 12, tehdt varhatéan 2017 mérciusdban éri el a halak
szama az 1500-at.
€D a) Ertelmezés: x, y>0;y# 1.

Az els6 egyenlet mindkét oldaldnak vegyiik a 10-es alapu logaritmusat, majd rendezziik 4t, igy

kapjuk: ig_x = % . Ezt a mésodik egyenlet bal oldala helyett beirva ered: % = lgf.
gy

y
Tehat: % =lgx —lgy. Az els6 egyenletbdl kapott 1gx = glg y-t helyettesitve ebbe az egyen-

_4
letbe kapjuk, hogy %: glgy ~lgy, amib6l —2 =1gy, tehit y = 102, amibsl x =10 3.

4
Az egyenletrendszer megolddsa: (10 3, 10‘2) szampar.

b) Ertelmezés: x, y # 1. Térjiink 4t 4-es alapu logaritmusra mindkét egyenlet esetén. Igy:

logyy 3
logyx+—=—=— = 2-logyx+1lo =3,
g4 log, 16 2 g4 g4Y
log44_'_log416=3 N 1 + 2 =3
logsx log,y logsx log,y
Jelolje: a =logyx és b =log,y-t. Ekkor:
2a+b=3
l+%:3
a

’

Az elsG egyenletbdl kapott b = 3 — 2a-t helyettesitve a masodik egyenletbe: 1 + 3 22 =3
a —2a
amib6l: 2a®> —3a + 1 =0, vagyis a, =1 és a, = %, valamit: by =1 és by =2.

Az a és b értékeket visszahelyettesitve kapjuk x és y értékeit, mely szerint: log,x =1,

amibdl x = 4, és log,y =1, amib6l y = 4, valamint: log, x = l amibdl x =2, és log,y =2,
amibél y = 16. 2

Az egyenletrendszer megolddsai: (4; 4), és (2; 16) szamparok.



¢) Ertelmezés: y >0 és x> 0. Mindkét egyenlet 10-es alapu logaritmusét véve:

() lgy-lgx=1g9, (=2-1g3)
(2) lgx+1gy=1g300. (=1g3+2)

2-1g3
lg

Az els6 egyenletbdl kifejezett lgx =

-t (Igy # 0, egyébként (1)-es nem teljesiilhetne)
y

helyettesitjiik a (2) egyenletbe, igy kapjuk, hogy:
2-1g3

+1lgy=2+1g3,

melybél a 1g?y — (2 +1g3) - Igy + 2 - 1g3 = 0 mésodfoki egyenlet gyokei: gy = 2, valamint
Igy =1g3. Az lgy =2 megoldas esetén y =100 és x =3, az lgy =3 esetén y=3 és x = 100.
Az egyenletrendszer megoldasai a (3; 100) és a (100; 3) szampérok.

Megjegyzés: Egyszerd helyettesitéssel beldthatd, hogy mindkét szdmpar igazz4 teszi az egyenlet-
rendszert.

EZN) a) Az egyenlet jobb oldala:
) gy ] E 2.1g2 %

g8 3-1g2 3

Az egyenlet bal oldaldnak étalakitdsaval:

(2)2)( (%)—3x+3_ 2
3) 3 3’
-
3) 3

Az exponencidlis fiiggvény szigord monotonitdsa miatt: x = 2.

b) Ertelmezés: x > 3. A logaritmus azonosségait alkalmazva, az
1g[10- (33 +15)] =1g[3-(9* 3 -1)]
egyenletet kapjuk, amibdl a
3.9%3-10-3*3-153=0
mésodfokd egyenlet adddik, ennek megolddsai: 33 =9 és 3¥ 3= ——.,
Csak az els6bdl kapunk megolddst: x = 5.

¢) Ertelmezés: x > 0. Vegyiik mindkét oldal 10-es alapu logaritmusat:

35 1
|:(lg\/;) —§~1gx:|~lgx——§,

3
1 5 |
2 lexl =2 1ex| 1ox=—2.
{(2 gx) 8 gx} gX=-3

Beszorzas utdn a kovetkezd negyedfoku egyenlet adodik:
(gx)*-5-(Igx)> +4=0.
Ennek a megolddsai: (Igx)?> =4 és (Igx)*> = 1. Mindkettébsl kapunk megoldast:
1 1
=—, x=10, x4=—.
100" *710

Mind a négy eredmény megolddsa az eredeti egyenletnek.

xl = 100, X2



d) Vizsgaljuk az értelmezési tartomanyt, melyre: 3* > 2 és 3* > 5, vagyis az elsd esetben:

x> E =0,63,
g3
a masodik esetben: 165
x>-22 2 1,46.
g3
lg5

Tehét az egyenlet értelmezési tartoménya: x > o3
g

Felhaszndlva a logaritmus azonossagait:
log,(3*=2)-(3*-5)=2,
majd alkalmazva a logaritmus definicidjat, és elvégezve a beszorzast, kapjuk:
(3 -7-(3%) + 10~ 4 =0,

vagyis 3* = a esetén:
2 a?2-T7a+6=0,

melynek gyokei: a; = 6 és a, = 1. Helyettesitve a 3* = a kifejezésbe, 3* =6 esetén x, = 0.
A masodik gyok nem felel meg az értelmezési tartomanynak, az elsé kifejezhetd 10-es alapu
Ig6

logaritmussal is, ahol x; = 13 =1,63. Ez megfelel§ gyoknek bizonyul.
g
€8 Ertelmezés: x > % x #1. A szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenség alapjan:

16 16
log7(2x — 1) log7(2x - 1)
Az egyenl6ség akkor 4ll fenn, ha

log?(2x — 1) 22-\/log72(2x—1)~

16

log2(2x —1)=————>
&7 ( ) log?(2x — 1)

Megold4sai: log;(2x — 1) =2, amibdl x =25, és log;(2x — 1) =-2, amibdl x = 421_3

Tehat a kifejezés az x =25 és x = % esetén lesz a legkisebb, amelynek értéke 8.



