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11.3. A TRIGONOMETRIA ALKALMAZASAI

Vektormiiveletek rendszerezése, alkalmazasok (emlékeztetd) —
megoldasok

a) Egyenl§ vektorok: @ és . b) Ellentett vektorok: b és d.

c) a+f+3=6, d+b+é=0.

a) OB=d+¢, b) AF=-d-¢, ¢) FD=¢-a; d) BD=-2-d-¢&,
e) EA=2-G+7¢; f) EC=2-¢+a; g) FC=2-¢.

A vektorok altal bezart szog:

a) 0% b) 180°.

a)@a+3-b; b) 4-d—b.

A vektor hossza:

a) V242 +122 =12 -4/5 ~ 26,83 cm; b) V62 + 162 =2-4/73 = 17,09 cm.

ld+5|=2-10-c0s20°=18,79; ld—b|=2-10-5in20° = 6,84 egység.
a)a+b; b) _B+2.a+b:a—2-b; C)Z-a—b'
2 32 3 3

a) Olyan vektorok felelnek meg a feltételnek, amelyek hegyesszdget zarnak be.
b) Olyan vektorok felelnek meg a feltételnek, amelyek hossza egyenld.

a) (12,5; -13,5); b) (0;-8); c) (2,05;-1,11).
a) E(Z; 8). b) A felez6pont helyvektora f(4; 3).

EEB A haromszog belss szogfelezbje a szemben levé oldalt a szomszédos oldalak ardnyaban osztja:

g—g = %, igy a D pont az AB oldal A-hoz kozelebbi harmadolépontja. A szakasz harmadolé-
. . —— d+2-b
pontjaba mutaté helyvektorra vonatkozo Osszefiiggés ismeretében: CD = a +3 b .

78 a) Az G+ b és ¢ vektor bezart szoge 90°.
b) la+5+2l=y122+(12-3) = 24.

— -1 — -
Ma)AI=a+b+5-E; b) Al=—-d+b+¢ ) lJ=—=-d+—-0C

B A v vektor elallithaté az @ és a b vektorok linedris kombinaciGjaként ¥ = - a + 8 - b alakban.
A feladatunk az, hogy o és B értékét meghatarozzuk. Ehhez meg kell oldanunk a kovetkezd egyenlet-

rendszert:
6=40 -2
5=a+3B |

Az egyenletrendszer megolddsai: oo=2, f=1. Tehdta v vektor elallitdsa: V=2-4d + b.
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El6szor megmutatjuk, hogy az OA + OB +0C vektort az O
kezdGpontba eltolva a vektor végpontja rajta lesz a hdrom-
sz0g C csicsdbdl induld magassdganak egyenesén.

Az O pont az ABC haromszog koré irt kor kozéppontja, tehat az
OA és OB vektorok egyenl$ hosszisdgiak. A paralelogram-
maszabadly alapjan a két vektort 0sszeadva egy rombuszt kapunk.
Mivel a rombusz atléi merdlegesek egymasra, ezért az 0sszeg-
vektor merdleges lesz AB egyenesére.

Ismét hasznalva a paralelogrammaszabalyt, az O kezdSpontbol
kiindulva adjuk hozza az OA + OB vektorhoz az OC vektort.
Mivel a hdromszdg C csicsdbol indulé magassdganak egyenese és az OA + OB egyardnt merd-

leges AB egyenesére, az OA + OB + OC végpontjarajta lesz az ABC haromszog C-bdl kiinduld
magassdgvonalén.

Hasonloan belathato hogy ha az O kezdGpontbdl kiindulva az OB +0C vektorhoz hozzéaadjuk
az OA vektort, az OA + OB + OC végpontja rajta lesz az ABC haromszog A-bdl kiindulé magassag-
vonaldn is.

Azt kaptuk, hogy ha OA + OB + OC kezdSpontja az O pont, akkor végpontja rajta van a harom-
sz0g két magassdgvonaldnak egyenesén, tehét a vektor végpontja a haromszog M magassidgpontja.

Ezzel belattuk, hogy OA + OB +OC = OM.

1) Legyen az ABC hdromszdg magassdgpontja M, a koriilirhaté kor kozeppontja O, az AB oldal
felez6pontja F. Mivel OF mer6leges AB-re, elég beldtnunk, hogy CM =2-OF.

Ismert, hogy egy tetszGleges vonatkoztatdsi pontbdl egy szakasz felez6pontjdba mutatd helyvektor
a végpontokba mutatd két helyvektor szamtani kdzepe. Ha a vonatkoztatdsi pont O, akkor

bT::_OA+OB

A 3256. feladat alapjan:
OA + OB + 0OC = OM,
amibdl kovetkezik, hogy:
CM =0M - 0C =(0A + 0B + OC) - OC = OA + OB.
Tehdt CM =2 - OF, vagyis a feladat 4llitasét bebizonyitottuk.

Az ABC héromszog koriilirhat6 korének O kdzéppontjabol a csticsokba mutaté vektorok legyenek
a, b és ¢

Egy tetszdleges vonatkoztatdsi pontbdl az ABC haromszog silypontjdba mutat6 helyvektor a csu-
csokba mutaté helyvektorok szdmtani kozepe. Ha a vonatkoztatdsi pont a hdromszog koriilirhaté
korének O kozéppontja és az S pont a hdromszog stlypontja, akkor:

as,»_a+b+c
3

A 3256. feladat alapjan:
OM=d+b+¢.

Ez utGbbi két egyenlségbd] kovetkezik, hogy OM =3 - OS, ami azt jelenti, hogy O, M és S pontok
egy egyenesen vannak, és S pont az OM szakasz O-hoz kozelebbi harmadoldpontja.
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B a) Az ABC haromszog koriilirthat6 korének O kozéppontjabdl a csticsokba mutatd vektorok
legyenek d, b és ¢, magassagpontja M.
A 3256. feladat alapjdn OM =@ + b + ¢, tehdt:
oF=4tb*c

A hdromszog AB oldaldnak C; felez&pontjaba mutatd vektor:

— d+b

G+b+C d+b
OCI = - =

2
Hasonl6 szdmoldssal ad6dik, hogy a BC oldal A, illetve az AC oldal B, felezGpontjiba

= CF=0F-0C =

(RN}

—

mutatd vektorok %, illetve g

Mivel az @, b és & vektorok hossza a hdromszog koré frhat6 kor sugara, az F pont a hdromszog
minden oldaldnak felez&pontjatol egyenld tavolsdgra van.
b) Az A csics és az M magassagpont dltal meghatarozott sza-
o . OM+id
kasz felezGpontja legyen A,, ekkor OA, = .
A 3256. feladat alapjan:

— (&+5 a)+a
OA, =
Mivel FA, =OA, - OF,
— (@+b+2)+da a+b+c a
FAZ:( ) _a+b+c g'
2 2 2
Hasonléan adédik, hogy az F pontbdl a B cstics €s az M magassagpont dltal meghatarozott
szakasz B, felezGpontjaba, illetve a C cstics és az M magassagpont dltal meghatdrozott szakasz

—

C, felez6pontjaba mutatd vektorok %, illetve %

Mivel az d, b és ¢ vektorok hossza a haromszog koré frhat6 kor sugara, az F pont a haromszog
minden csticsdt a magassagponttal 0sszekotd szakasz felezGpontjatol egyenld tavol van.

A meggondoldsainkbdl kovetkezik, hogy ha az ABC hdromszog koriilirhat6 korének sugara R,
akkor az F kozéppontu g sugard koron rajta van a haromszog hdrom oldaldnak felez&pontja,

és a haromsz6g minden csicsat a haromszog magassagpontjaval 6sszekotd szakasz felez&pontja.

Ezt a kort hivjdk a hdromszog Feuerbach korének. Szokds még kilenc pont korének is nevezni,
mivel az emlitett hat ponton kiviil még rajta van a haromszog harom magassdganak talppontja is.

A skalaris szorzat — megoldasok

&M o) 16; b) 0; c) —-16-2; d) -32.
3 «) 60°; b) 135°% ) 90° d) =~ 67,98°
(3262 IR b) 4, o) 2 7\/5 d) 0.



EHE) A skaldris szorzat legkisebb értéke —84, a legnagyobb értéke 84.

ma)ﬁ-zazl-l-cos@":%; b)ﬁ-gazl-l-cos120°:—%;
c)ﬁ-ﬁzl-l-cos@’:l; d)ﬁ-ﬁ=1-£-00530°:§.
2 2 2 4

BT A négyzet atléjanak a hossza 2 egység

a) (AB+AD)-AC =AC -AC =AC =4;
-AB=DB-AB=2-2cos45°=2;
(AB—E)')=A_I§ —E =0, vagy
(AB-AD)=AC-DB=2-2-cos90° =

2

d) (AB+AD)-AD=AB-AD+AD-AD=0+2=2, vagy

B+AD) - AD=AC-AD =22 -cos45°=2
€D o) a-b=1-1-cos60°=—;

b) (Zi+l;) (Ei—l;) 0, mivel a két vektor merdleges egymdsra
i-5)-b=L.5

c) (a-b)-b—2 b;

@ (a-5)-(@-5)=3(a-b)

e) (2?1+5)-(&’—35)=2(a’)2—52-75—3(5)2=2—§—3=—%.

BC.CA+CA-AB+AB-BC=3-1-1-cosl20°=_>.

€T a) Mivel d-b=al-|bl-cosa és a-b=al, ezért |b| =

Ccoso

Minden olyan b vektor megfelel, amelynek hossza az d és b vektorok 4ltal bezért sz0g koszi-
nuszéanak a reciproka.

b) Nincsenek ilyen vektorok, mert a skaldris szorzat értéke mindig egy valds szam.
¢) Minden olyan d és b vektor megfelel, amelyek nem egyirdanyuak.

d) Az egyenlGség igaz, ha a két vektor merSleges egymasra.

e) Az egyenlGséget olyan d és b vektorok teljesitik, amelyek skaldris szorzata 2.

EHT) a) Mivel az d - b vektor merGleges a ¢ vektorra, a skaldris szorzatuk 0.
b) Mivel az @+ b és @+ ¢ hossza egyarant /2, valamint a kozbezart szogiik 60°:
(@+5)-(@a+¢)=1.
c) Az d+ b + € testatlé vektora V3, azd+¢ lapatl6 vektora 2 hosszisdgu, és a bezart szogiik

. N
koszinusza —, ezért:
J3 (

i+b+c)-(a+c)=2.
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&ral) Legyen d és b vektorok éltal bezart szog o. Mivel a 3-a+2- b vektor merdSleges az d —2 - b
vektorra, a skalaris szorzatuk O:

(3-a+2-5)-(@-2-b)=3-a*-4-d-b-4-b =0.
Ebbdl kovetkezik, hogy:
4-@a-b=—-1 = 4-1-1-cosax=-1.
Igy kapjuk, hogy cos a = —0,25, amibSl o =~ 104,48°.
A két vektor merGleges egymadsra, mert:
— — — -2
(@-2-5)-(5-G+4-b)=5-a*-6-d-b-8-b =
2 S|z -2
=5-lal*-6-lal-|5]- cos120° - 8- [B[ =

:5~|Zz|2—6~|Fz|2~(—%)—8-|Zi|2:|a'|2~(5+3—8):0.

srqrd Tekintsiik a két vektor skaldris szorzatat, €s alkalmazzuk a skaldris szorzds ismert mdveleti tulaj-
donségait:

((a-8)-c-(a-¢)-b]-a=(a-b)-(¢-a)-(a-¢)-(5-a)=0.
Mivel a szorzat 0, a két vektor merdleges egymadsra.

irdk) Az altalanossag megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy az ABCD tetraéder ABC lapjanak oldalai
kozottaz AB = BC = CA egyenloﬂenseg all fenn. Elég bizonyitanunk, hogy a BCA< hegyesszog.
Ehhez elég belatni, hogy CA - CB skalaris szorzat értéke pozitiv valés szdm:

CA-CB=(DA-DC)-(DB-DC)=
=DA-DB-DA-DC - DC -DB +DC - DC.
Mivel DA, DB és DC vektorok paronként merGlegesek egymasra, ezért:
DA-DB=DA-DC=DC-DB=0.

Igy: S
CA-CB=DC-DC=|DC| >0,

ezzel az allitdsunkat bebizonyitottuk.

Az dbrén lithaté ABCD négyszog oldalainak vektorai d, b, ¢
ésd+b+7¢ Elég belatni, hogy a szemkozti oldalvektorok négyzet-
osszegének kiilonbsége akkor és csak akkor nulla, ha az atl6-

vektorok merdlegesek egymadsra. Vegyiik a szemben 1évé oldal-
vektorok négyzetosszegének a kiilonbségét:

(a+5+€)2+52—52—62=
=2.5°42-G-5+2-b-¢+2-a-¢=
=2-(@+b)-(b+2).

Ez utébbi szorzat akkor és csak akkor 0, ha @ + b atlévektor merdleges b + ¢ 4tlévektorra. Ezzel
a feladat allitasat bebizonyitottuk.



kr4k) Irdnyitsuk az oldalakat az 4brdn lathaté mddon vektorokként.

3276

F
Egy szakasz felez6pontjaba mutaté vektor a végpontokba mutatd e ;
vektorok szamtani kdzepe: ‘1
- G
—— d+b
CH = : D >
2 / U\
A H B

Az abrarol leolvashatd, hogy EF = f-e
Tekintsiik ez utobbi két vektor skaldris szorzatat:

CH -EF =

Zi+1;‘(

Az G és 2, valamint a b és f vektorok merGlegesek egymasra, tehat skaldris szorzatuk 0, tehat:
T I N
CHoEF=E~(a'f—b~e).

z. oz

Legyen y a hdromszog C csicsanal 1évé szoge. Tekintsiik az d - ? és b - € skaldris szorzatokat:
a-f=lal-|f|- cos(y +90°),
b - =|bl-lel- cos(y +90°).
Figyelembe véve, hogy ldl=|2| és |5| = |f|, a két skaldris szorzat egyenld, tehat
ﬁ-ﬁ:%-(a-f-/}-é):o.

Ha két vektor skaldris szorzata 0, akkor merdlegesek egymadsra, tehdt CH egyenese merdleges
EF egyenesére.
Az EF =2 - CH 6sszefiiggés bizonyitdsihoz tekintsiik a (2- CH)? — EF? kiilonbséget:

@-CHP - EF?=(i+B) - (F-¢) =a*+2-a-5+5 -2 +2-2-F - 7.

— — -2 —2
bl=|f| = @*+b - 2>~ F =0, valamint az ACBZ = y, illetve az ECF& = 180°— 7,

Az ldl=le
tehat:

és

(2-CHY? —EF?=2-G-b+2-¢- f=2-ldl-|b|- cosy +2-12|-| | - cos(180° - ).

Ismert, hogy cosy = —cos(180° — y), tehat:
(2-CH)2—EF2=2-|Zi|-|5|-cosy—2-|é’|-|f|-cosy:O.

Azt kaptuk, hogy (2- CH)> — EF? =0, vagyis EF =2-CH.
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: AB = ¢, AC = l_;, AM = .
Legyen a BC-vel parhuzamos @égvektor é. -
Ha MC =¢q és BM =p, akkor MC =q-é, illetve BM =p-é.
A kovetkez§ egyenlGségeket emeljiik négyzetre:

C=w-p-é 6 Db=ni+q-2 B pé M qé c
A skaldris szorzés tulajdonsdgai miatt ezeket négyzetre emelve kapjuk a kdvetkezs egyenleteket:
AB?>=AM?*+p?>-2p-(m-&) és AC?=AM?+q*>+2q-(i-@).
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Az els6 egyenletet g-val, a masodikat p-vel szorozva, majd 0sszeadva, megkapjuk a kovetkezd
Osszefiiggést:

AB?-q+AC?-p=AM?-(p +q) + pg* + qp>,
AB?-q+AC?-p=AM?*-(p+q)+ pq-(p+9),
AB?-MC + AC?- BM = AM? - BC + BM - MC - BC.
Ez ut6bbi 0sszefiiggés éppen a bizonyitandé allitas.

Az ABC hdromszog S sulypontjat tekintsiik vonatkoztatdsi pontnak. Ekkor a sulypontba mutaté
képlet alapjan az A, B és C cstcsok d, b és ¢ helyvektoraira fennall:

d+b+¢
3
Ha a P pont helyvektora p, akkor |1‘7’| =r, tovabba:

=0 = d+b+c=0.

PA2+P32+PC2=(ﬁ—ﬁ)2+(5—ﬁ)2+(6—ﬁ)2=

—laP+ |5l + 1P - 2- @+b+2)-p+3-pP=a+b +2+3r2
Tehit az adott ABC haromszogben a PA2 + PB? + PC? osszeg az r sugart kor keriiletének barmely
P pontjara nézve ugyanakkora.
A 3277. feladat alapjan adott ABC haromszog esetén a
PA2+ PB4+ PC? =@+ b +c2+312

0sszeg akkor minimadlis, ha » = 0, vagyis P pont éppen a hdromszog silypontja.

Vektor hossza, és skalaris szorzat a koordinata-rendszerben -
megoldasok

@) N 7, o % ) V=215,
e)J12 =2 -/3; f) 1.
a) ~290; b) ~J145.
Az d vektorral egyirdnyu egységvektor: d, = %, tehat koordindtdi:
a
a) Gy(0.8:~0.6): b) zio(ﬁ =1, V74 1);
4 4
¢) @ (mz—nz' 2mn )
W2 +n2" m2+n2)
Az d vektorral megegyezd irdnyu 5 egység hosszu vektor: b=5- ﬁ, tehat koordinétai:
d
- 25 60 -(45-4/130 35-4/130
a) b|l-—;—1| b) b ; ;
1313 130 130

¢) 5(=5:2-5).

.................. . 78



Az d vektorral ellentétes irdnyu 3 egység hosszu vektor: b=- | i tehat koordinétéi:
a
2 B(E;_ﬁ); b b( 274130 21.\/130);
137 13 130 130
c) b( N \/—)
& o) 9; b) 25.4; c) -3.8; d) —-108.4; e) 254.
&8 a) 14,25° b) 92,81°% c) 18,60°; d) 90°.
BT Két vektor merdlegességének sziikséges feltétele, hogy a két vektor skaldris szorzata 0 legyen.
a)y=%; b)y=?; ¢) y=5vagy y=115.

EFD Az AB vektor:
B[ b 2b
b2 ’ b2
A vektor hossza a koordindtdinak négyzetosszegebol vont négyzetgyok:
2 2
— b 2b b
|AB|=\/(_a2—b2) +(a2—b2) =5 a?-b2|

Az AOB hiaromszdg OA oldaldnak hossza az A pont helyvektordnak az abszolut értéke:

ld = (=12)% + 72 = /193,

A OB oldal hossza a B pont helyvektordnak az abszolt értéke:
Bl = /8% + 22 = /68.
Az AB oldal hossza az E(ZO; —5) vektor abszolit értéke:
[AB|= 202 + (-5)? =5-JI7.

A haromszog keriilete:

V193 +/68 +5 /17 = 42,75 egység.

Ji 2B =(3-1 =[V3-1|=43-1.

a két vektor skalaris szorzata:

G 5= (V1) s V=0

€T Mivel:

Tehat a két vektor 90°-0s szoget zar be.

&M o) b3;5); b) b(—% %) ¢) b(1 = 2k; k).

B A ¢ vektor koordinatai legyenek &(x; y). A skdldris szorzatokat a koordindtdk segitségével kisza-
molva a kovetkezd egyenletrendszert kell megoldani:

=1 => 4x-y=1
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BB Legyen b(x; —7). Akét vektor skaldris szorzatét szamolhatjuk kétféleképpen, igy felirhatjuk a kovet-

kez6 egyenletet:
4x +21=5-/x*+49 %

Négyzetre emelés utin az
x2+48x—-49=0
masodfoku egyenlethez jutunk, amelynek gyokei 1 és —49.
Ha x =-49, akkor a két vektor skaldris szorzata negativ, tehdt nem zdrhatnak be hegyesszoget.
A b vektor els6 koordinatéja 1, és ekkor a két vektor valéban 45°-0s szdget zdr be.

BB Az adott vektorokkal egyirdnyi egységnyi hosszii vektorok rombuszt feszitenek ki, igy dsszegiik
a két vektor szogfelezdjének irdnydba mutat. A keresett vektor tehat igy allithat6 el6:

. a b
V=—

+ -
al - ol
Mivel % koordinatai (E,i) és @ koordinétai (i, —é), ezért a két vektor szogfelezGjének
|al 1313 |b| 5 5
irdnydba mutatd vektor:
{112 14)
V|—;-——|
65 65
EZD Mivel az OA, illetve OB vektorok skaldris szorzata:

OA-OB=-12-14+7-24=0,

a két vektor merdleges egymdsra, tehdt az OAB hiromszog derékszogd.

Egy derékszogl hdromszog beirt kdrének sugarat kiszamithatjuk az r = atb-c Osszefiiggés
alapjan, ahol a, b a befogdk, és ¢ az atfogd hosszit jeldli. 2
A befogdk hossza:
0Al=v193 ¢ [0Bl=v772 =2-193.
Az éatfog6 hossza:
|AB|= 5193 = 965.
A beirt kor sugara tehat:
r=—(3_£2)'\/@ ~531.
A haromszog koré irt kor sugara Thalész tételének értelmében az atfogo fele, vagyis:
@ =15,53.

BB Két vektor akkor és csak akkor zar be tompaszdget, ha a két vektor skaldris szorzata negativ:
2-2p)-(x+ 1) +x2-(5-p)<0.
Keressiik p valés paraméter értékét tigy, hogy a
G-p)x2+2-2p)-x+(2-2p)<0
egyenlGtlenség minden valds x-re fennalljon.



Ha az egyenlétlenség elsGfoku, akkor p = 5, és vizsgalnunk kell a —8x — 8 < 0 egyenlétlenséget.
Ez csak x> -1 esetén teljesiil, tehat p = 5 nem felel meg a feladat feltételeinek.

Ha az egyenlétlenség masodfokd, akkor az
f)=(G-p)x*+2-2p)-x+(2-2p)
masodfoku fiiggvény csak negativ ért€kéket vehet fel. Ez akkor teljesiil, ha a fiiggvény féegyiitt-

hatdja negativ, és a fiiggvénynek nincs zérushelye. Mivel a fiiggvényhez tartozé masodfokud
egyenlet diszkrimindnsa:

D=(2-2p)>-4-(5-p)-(2-2p),
a kovetkezs egyenlGtlenségrendszert kell megoldani:

2-2p)-4-(5-p)-2-2p)<0

5-p<0 }
Az elsé6 egyenlétlenség a kovetkezd alakra hozhato:
-p2+10p-9<0,

amelynek megolddsa: p <1 vagy p>09.
A mdsodik egyenlGtlenség p > 5 esetén teljesiil.
A két megolddshalmaz metszete: p > 9.
Tehat p > 9 esetén minden valds x értékére az d és b vektor tompaszdget zar be.

Legyen d(ay; a,) és E(bl; b,). Szamitsuk ki a skaldris szorzatukat kétféleképpen:

a-b+a,-b, :\/a12+a22-\/b12+ b3 - cosa,
ahol o a két vektor 4ltal bezart szog. Ismert, hogy cos a < 1, igy ebbdl kozvetleniil adodik a bizo-
nyitand6 egyenl6tlenség.
Egyenl&ség akkor 4ll fenn, ha cos o = 1, vagyis a két vektor egyiranyu. Tehat 1étezik olyan 1> 0
valés szam, hogy a; =A-by, és a, = A4-b,.

a) Alkalmazzuk az @(12; 5) és b(a; b) vektorokra a Cauchy-Schwarz egyenlGtlenséget. Egyen-
16ség akkor 4ll fenn, ha 12b = 5a = 0.

b) Alkalmazzuk az a(\/7a + L;7b + ) b(1; 1) vektorokra Cauchy-Schwarz egyenlGtlen-
séget, és haszndljuk ki, hogy a + b =1:

JIa+ 114 T+ 112 (VTa+ 1) +(VIh+ 1) N+ 2 =342,

—~

Egyenldség akkor 4ll fenn, ha a=b =

l\)l»—‘

Alkalmazzuk az Zi(\/Z ; \/%) és l;(\/g; Jb ) vektorokra a Cauchy-Schwarz egyenl&tlenséget,
a

és végezziink ekvivalens 4dtalakitasokat:

\f\/_+\f —+—\/aT

felhasznélva, hogy a + b =17:
NG P % .
a
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Mivel az egyenlétlenség mindkét oldala pozitiv:

(V2 +3)’

—S%+
7 a

2
Tehat 2 +% minimalis értéke @
a

A kifejezés a minimalis értéket olyan a és b értékekre veszi fel, amelyre teljesiil, hogy:

a

Az egyenletrendszert megoldva:

7-2 . _ 13
a=m=7‘(\/g—2) €S b——2—7(3—\/6)

S| W

A szinusztétel — megoldasok

A helyesen kitoltott tdbldzat: 0 b c o B ”

5cm  3,70cm 4,62 cm 73° 45° 62°
1,88m 8,67 m 9m 12° 74° 94°

3,75dm 4dm 461dm  51° 56° 73°

A helyesen kitoltott tablazat: 7 b o o B »

9cm 5c¢cm  9,39cm 70° 31,47°  78,53°
743m 12m 8m 37,30° 102°  40,70°

18dm 19,42dm 120cm  65° 77,83°  37,17°

a) A hiaromszogben két oldal és a kisebbikkel szemben lev§ szog adott, tehdt a haromszog nem
egyértelmien meghatdrozott. Legyen a szokdsos jeloléseket haszndlva a =6, b =10 és o =30°
Felirva a szinusztételt:

i 1 .
sinf 10 o Sinp=0,8333.

sin30° 6

Innen B értéke hegyes- és tompaszog is lehet:
B =56,44° illetve B, =123,56°.

A szinusztételt ismételten hasznalva a harom-
sz0g szogei és oldalai lehetnek: 6cm  10cm 534cm  30°  12356° 26,44°

a b c o B 4
6cm 10cm 11,98cm  30° 56,44°  93,56°

b) Hasonl6an az el6z6 részhez a haromszog szo-
gei és oldalai lehetnek:

1]

B 14
6 cm 10cm 14,33cm  20° 34,75° 125,25°

a b ®

6ecm  10cm 447cm  20°  14525° 14,75°



a) Az a+ b =12 cm 0sszefiiggésbdl a = 12 — b. A szinusztételt haszndlva:
sin42,8° 12-b

sin72,5° b
A b oldalra igy adédik:
_ 12 -sin72,5°
~ sin42,8° +5in72,5°

=7,00.

A szinusztételt ismételten haszndlva a haromszog oldalai:
5,00cm, 7,00cm és 6,65 cm.

b) A haromszog oldalai:
17,28 cm, 30,72 cm és 24,89 cm.

A szinusztételt haszndlva a haromszog oldalai:
a) 146,86 cm, 92,86cm és 160,57 cm;
b) 43,18 cm, 13,18 cm és 50,16 cm.

A szinusztétel segitségével a haromszog oldalaira kapjuk:
38,5cm, 32,0cm és 29,5 cm.

A haromszog oldalai:
12,89 cm, 17,36 cm és 19,75 cm.

A 2a+ b = c egyenl6ség mindkét oldaldt osztva c-vel, majd haszndlva a szinusztételt adédik, hogy
igaz az allitas.

A paralelogramma oldalai: 10,59 cm és 8,23 cm.

a) 116,63 N és 84,31 N;
b) 8595 N és 26,47 N.

a) 25,55 cm?;
b) 4153,51 cm?.

Egy hdromszog teriiletét a szokdsos jeloléssel szamithatjuk a kdvetkezd képlettel:

2.45inB -si . si
7.4 smﬁ siny -, o 2T sn.loz.
2-sina sin 3 - siny

7

a) A haromszog szogei 50° 82° és 48° igy az egyes oldalak::

a=’ 2T -sin50 ~14.64, b=/ 2T -sin82 ~18,93,
sin82° - sin48° sin 50° - sin48°
o [2Tosind® o)
sin 50° - sin 82°

14,64 cm, 18,93 cm és 14,21 cm.

A haromszog oldalai tehat:

b) Hasonl6an a hdromszog oldalaira kapjuk:
12,31 cm, 18,20cm és 17,51 cm.



Az ABC hiaromszdg harmadik szoge 66°54°. A hdromszog AB

3312

3313

3314
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és AC oldalara felirva a szinusztételt:
AB _ sin47724°
172 sin66°54°

Az AB tavolsag 137,64 m.

AB =137,64.

A 172m C

A paralelogramma 22,4 cm-es atldja a paralelogramma oldalaival
olyan haromszoget hatdroz meg, amelynek szdgei 37° 79° és 64°.
Ebben a hiaromszogben felirva a szinusztételt adédik, hogy
a=24,46 és b=15,00.

A paralelogramma oldalai:

2446 cm és 15,00 cm.

Vegyiik fel az ABCD trapéz hosszabbik AB alapjan az E pontot
ugy, hogy az AECD négyszog paralelogramma legyen. Ekkor:
EB=44-23 =21 cm,

CEB¥ =57° EBCX=41° és BCE<=82°

D 23 cm c

B
Az EBC haromszognek ismerjiik egy oldalét és a szogeit, igy 44.cm
a szinusztétellel a b és d oldalak hosszét kiszdmithatjuk:
L ST pop ST g 99,
21 sin82° sin 82°
A _sindl® g0 S 5,
21 sin82° sin 82°

a) A trapéz szdrainak hossza:
17,79 cm és 13,91 cm.

b) A teriilet meghatdrozdsahoz szdmoljuk a trapéz magassagat:
m=>b-sin41°=11,67.

A trapéz teriilete: 11,67 (44423
T= % =390,95 cm?

A széban forgd ABCD trapéz hosszabbik AB alapjan vegyiik fel
az E pontot ugy, hogy az AECD négyszog paralelogramma legyen.
Az EBC haromszodgben igy ismert két oldal, és a hosszabbikkal
szemben levs szog. Szinusztétellel S és EB oldal szamithato:

sinf 16 gm3760 = y~64240
sin72° 22

EB _ M EB ~20.83.

22 sin72°

a) A trapéz rovidebb alapja:
AB-EB=30-20,83=9,17 cm.

b) Mivel a trapéz egy szdron nyugvé szogeinek 0sszege 180°, a trapéz szbgei rendre:
72° 43,76°% 136,24° és 108"



Ahhoz, hogy a csénak a kikotSbe érjen, a csénak és a folyd sebes-
ségvektoranak 6sszege a folyo partjaval 50°-os szoget kell hogy
bezarjon. A két vektort a haromszogszabdly szerint dsszeadva,
a vektorok egy olyan haromszoget alkotnak, amelynek két oldala
4, illetve 0,8 egység, és a 4 egységnyi oldallal szemben levs
sz0g 50° Feladatunk az, hogy szinusztétellel meghatdrozzuk
a 0,8 egységnyi oldallal szemben levé o szoget:

sina 08 o881

sin50° 4
Tehat a cél iranyét6l 8,81°-kal kell eltérniink a folydsi irdnnyal
ellentétesen.

Az ABCDE szabilyos 6tszog minden szoge 108°. A beirt IFGH D
négyzet oldala 25 cm. .,
A GFC haromszogben: H A 6 @
GFC% = 108°-90° = 18°. 26 cm <
, . , /£ 1089 C

Felirva a szinusztételt:

i: §in18° - X =8.12. 25cm 25¢cm

25 sinl08° -
A HGD egyenl§ szari haromszogbdl: / 108 .

12
y=23 154 g g
cos36°

Az 6tszodg oldala: x +y =23,57 cm.
Alakitsuk 4t a sin® + sin? B = sin’y egyenlGséget:
sinor  sin? B

sin?y  sin?y

=1.

(Haromszogrdl 1évén szd, siny nem lehet 0.)
A szinusztétel értelmében ez utébbi egyenl§ség igy is irhatd:
2 32

ac b

—2+—2=1 = 612+b2=C2.

¢ ¢
Ha egy haromszogben két oldal hosszdnak négyzetdsszege egyenld a harmadik oldal négyzetével,
akkor a Pitagorasz-tétel megforditdsa alapjan a haromszog derékszogt.

Mivel ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, a Pitagorasz-tétel értelmében az 4llitds megforditdsa is
igaz.

Tudjuk, hogy egy haromszogben tompaszog vagy derékszog csak a legnagyobb oldallal szemben
lehet, ezért ha van a feltételeknek megfeleld haromszog, akkor a 10 cm-es oldallal szemben levs
o szog csak hegyesszog lehet.
Legyen a 23 cm-es oldallal szemben levd szog B. Felirva a haromszogben a szinusztételt:
_s.1nﬁ = 23 = sinfi= 23, sina.
sinae 10 10

Mivel sinf értéke legfeljebb 1 lehet, ahhoz, hogy 1étezzen ilyen haromszog sziikséges, hogy

% -sina £1 teljesiiljon.
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a) Ha

. . 10
—-sinak<l = sina<—,
10 23

amibdl «<25,77°.

Ekkor a hdromszdgben két oldal és a kisebbikkel szemben
levd szog adott, tehat két ilyen haromszog 1étezik.

b) Ha

. . 10
—.sinac=1 = sinad=—,
10 23

amibdl o =25,77°.
Ekkor egy, a feltételeknek megfeleld haromszog van.

¢) Nincs a feltételeknek megfelel§ haromszog, ha sin 8 értéke
1-nél nagyobb vagy o tompaszog, vagyis ha o > 25,77°.

a) Az orszagiiton az A pont fel6l haladjunk a D pont felé.

A gyalogit mentén 1€v§ épiiletek helyét jelolje B és C.
Az ABD hiromszogben:
ADB< =180°-110°=70°,
ABD< = 180° - 70° — 30° = 80°.
A hdromszogben felirva a szinusztételt:
AB _sin70° sin70°

= AB=300-——.
300 sin80° sin80°

Az ACD haromszogben:
ADC< =180° - 80° = 100°,
ACD< =180° - 100° — 30° = 50°.

A hiromszogben felirva a szinusztételt:

£:s1.11100 - AC:SOO-SI.HIOO '
300 sin50° sin 50°
A két épiilet
BC =300 319 300570 99 45 m
sin 50° sin80°

tdvolsdgra van egymastol.

b) A gazda a megadott sebességgel
t= 29,42 _ 66,28
1,5
masodperc alatt teszi meg az utat.
Ez id§ alatt a kutydja altal megtett tt:

§=606,28-6=397,68 m.



A koszinusztétel — megoldasok

A helyesen kitoltott tdblazat: 0 b c o B o

a) A hdromszGg legnagyobb szoge: 102,64 9cm  8cm 979cm 5984° 50,16°  70°

b) A hdromszog legkisebb szdge: 26,05° 712m 124m  83m 1100 4289 2741°

A két mutaté végpontja 12,49 cm tdvolsagra g4
van egymastol.

17,7dm 120cm 71,70° 69° 39,30°
A paralelogramma atléi 66,80 cm és 90,98 cm hosszuiak.

A két er§ eredGje 46,30 N.

A paralelogramma oldalai 10,92 cm és 21,42 cm.

a) A paralelogramma madsik oldala 20 cm.
b) A paralelogramma atléi 14,32 cm és 26,89 cm hosszuiak.

3 6ra 40 perc mulva a két hajé 208,03 km-re lesz egymastol.

Koszinusztétellel szamithaté a PQ tavolsag: 2,33 km. A vitorlas atlagsebessége:
po 23 km ;g km
0,6h h

EEFE) Az AC oldal hossza legyen x. Felirva a koszinusztételt:
100 =x2+ (3x)2 =2 -x-(3x)-cos54° = x=3093.
A haromszog hidnyz6 oldalainak hossza:
393cm és 11,79 cm.

EEE) Szémitsuk ki a hirok mésik végpontjait 6sszekotS hir 4 hosz-
szat koszinusztétellel:

=452 +122-2-45-12-cos42° = h=36,96.
Egy kor sugara, hdrjanak hossza €s a hdrhoz tartozé keriileti
sz0g kozotti osszefliggés alapjan a kor R sugara: 0

_h 3696
2-sinoe 2 -sin42°

A kor sugara tehat 27,62 cm.

=27,62.

EEER) A biliardgoly6 iikozésig megtett dtja:

- 10 ~ 18,36 cm.
sin33°
Utkozés utan a megilldsig
- 15 =27,54 cm
sin33°

utat tesz még meg, mivel a beesés szoge egyenls a visszaver6dés szogével.
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A két it egymdssal bezart szoge:
180°—2-33°=114°
A bilidrdgoly6 két helyzete kozti d tavolsagot koszinusztétellel szamolhatjuk:
d*=1836%+27,54>-2-18,36-27,54-cos114° = d=~38,82.
A goly6 két helyzete kozti tdvolsag 38,82 cm.

EEEB A kismutat6 hosszat jeldlje k, a nagymutatéét n. Szamoljunk deciméterekben.
9 6rakor a mutatdk derékszoget zarnak be, igy hosszukra felirhat6 a Pitagorasz-tétel:
102 =k? + n?.
8 drakor a mutatok 120°-os szoget zarnak be, igy hosszukra felirhaté a koszinusztétel:
122=k>+n?>-2-k-n-cos120°
A misodik egyenletbe k2 + n? értéket beirva:
44
=

122=102-2-k-n-cosl20° = k-n=44 = &k

Ez ut6bbi eredményiinket az elsd egyenletbe irjuk be, majd rendezziik az egyenletet:

2
102 = (ﬁ) +n2
n

0=n*—-100n> +1936,

, 100 ++2256
nl,z = f
A megoldasok: n; = 8,59 és n, = 5,12, amibdl k| = 5,12 és k, = 8,59.
(A megoldésnal figyelembe vettiik, hogy a mutaték hossza csak pozitiv szam lehet.)

A kismutatd hossza 51,2 cm, a nagymutat6é 85,9 cm.

z. oz

EEER) Ismeretes, hogy egy hdaromszog belsd szogfelezbje a szemben 1€vS oldalt a szomszédos oldalak
ardnyéban osztja. Ha AB:AC = 3:4, akkor a hdromszdg AB oldaldnak hossza legyen 3x, az AC
oldaldnak hossza 4x.

A haromszog teriiletét felirhatjuk:
24:3x-4x;1n70 ~  x=2.06.
A hdromszogben AB = 6,18 és AC = 8,24.
A hiromszog BC oldalét koszinusztétellel szamolhatjuk: BC = 8,44.
A haromszog oldalai:
6,18 cm, 8,24cm és 8,44 cm.

EEED) A sasfészek sikra vonatkozé merGleges vetiilete 7. Jeldljiik

az ST tavolsdgot m-mel. S g
Az ATS derékszogl haromszogbdl: b

_om

sin18°’ G o
a BTS derékszdgli haromszogbdl: ﬁ’ B
400m
_om A
" sinl6°



Az ABS haromszogben felirva a koszinusztételt:

2 2
4002=(_m )+(_’" )—2- T 0s820,
sin18° sin16° sin18° sinl16°

400 - sin18°-sin16°
Jsin216° + sin218° — 2 - sin 18°-5in 16°-c0s 82°

Kifejezve m-et:

= 88,65.

A sasfészek megkozelitSleg 89 m magasan van.

A haromszog oldalai legyenek n—1, n és n+1 (n>4).

A koszinusztétel segitségével szamoljuk ki a haromszog legnagyobb oldaldval szemben levs o szog
koszinuszit:
m+1D2=n2+m-12%-2-n-(n-1)-cosa,

n—4
cosor = ——.
2-(n-1)
z #41) mindig pozitiv n > 4 miatt, tehat a haromszog legnagyobb o szogének koszinusza
. n —

pozitiv szam. Ez pedig azt jelenti, hogy az o szog hegyesszog, vagyis a hdromszog biztosan
hegyesszogd.

Az dbréan lathaté ABCD paralelogramma atl6inak metszéspontja O,

az atlok éltal bezart szog ¢. Az oldalak hossza a, b, az atloké 0 1800_0 ¢
pedig e, f. , ¢
Mivel a paralelogramma atl6i felezik egymast, az AOD és a DOC @
hiaromszdgekben az aldbbi médon felirhatjuk a koszinusztételt:
2 2 y B
b2:(£) +(i) _2£icos(p’
2 2 2 2
2 2
a2=(£) +(i) 228 cos(180° - .
2) Fg) 2y e

Mivel cos ¢ =—cos(180° — @), a két egyenletet Osszeadva adddik:
2 2
a2+b2:2.@ +2.@ = 2a2+2p2=e+ f2
Tehat egy paralelogramma 4tl6inak négyzetosszege egyenld az oldalaik négyzetosszegével.

Ismeretes, hogy egy hdaromszog teriiletét a T = MTSHW képlet alapjan is szdmolhatjuk.

A teriiletbdl a két adott oldal dltal kdzbezdrt y szOg szinuszdra kapunk értéket:
iny = 218000 0.8,
250 -180
amibdl y; = 53,13° és y, = 126,87°.
Tehat a telek y szoge lehet hegyesszog vagy tompaszog.
Ha y hegyesszog, a telek harmadik oldala a koszinusztételb6l: 202,24 m.
Ha y tompaszog, a telek harmadik oldala a koszinusztételbdl: 385,88 m.
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Py

a) Gy6zének nincs igaza.

b) A hdromszog teriiletét szdmithatjuk a beirt korének r sugardval:

a+b+c 2T
T=r ——— = r=—>37=,
2 a+b+c

A beirt kor sugara y hegyesszog esetén: r = 56,94 m, y tompaszog esetén: r = 44,12 m.
Nem biztos, hogy elfér a telken egy 50 m sugart kor alakud delfindrium.

EEED) A hdaromszog oldalainak hossza a szokdsos jeloléssel legyen a, b
és c. A szogfelezbtétel alapjan a C csticsndl 1évE szog szog- ¢
felezGje a szemkozti ¢ oldalt egy olyan D pontban metszi,
amelyre igaz, hogy:
AD b
DB a
Legyen CB=a és CA=b.
Egy szakasz osztopontjdba mutatd vektor képlete alapjan:

— b-d+a-b

CD =
a+b
N2
|C—D»|2: b-d+ab|_ 2a%b? + 2a*bh? - cosy

a+b (a + b)?

Mivel a koszinusztétel alapjan:
b a2+ b?-¢?
cosy =———,
2ab
ezért:
2, p2_ 2
210 22 47+ b —-c
Bl 2a°b"+2a’h 2ab _ab-(2ab+a®+b?-c?)
- (a+b)>? - (a+b)? -

_ab-((a+b?-c?

B (a+ b)>
Szorzattd alakitva és haszndlva az s = %b” jelolést adédik, hogy:

dab a+b+c a+b-c
——~2 ab-((a+b)*-c2 ' '
e’ = ¢ (@+by-c?) _ 2 2
(a+b)? (a+b)?
4ab
= m * 85 (S - C).

Tehat a C csicsbdl induld belsé szogfelezd hossza:

2b~\/ab-s-(s—c).

a+

CD =

Hasonldan az A, illetve a B csticsbdl indul6 szogfelezGk hossza:

2 -Jbc-s-(s—a) illetve L-«/aos-(s—b).
a+c

b+c




A helyesen kitoltott tdblazat:

Trigonometrikus dsszefiiggések alkalmazasai — megoldasok

a b G o B Y

A masik oldal 12 cm, a masik atlé 25,25 cm cm  9cm  12cm  28.96° 4657° 104.47°
hosszi.

. 125dm 6,3dm 9,8dm 99,57° 29,80° 50,63°
a) Az d+ b vektor hossza: 9,06 cm.

b) Az d- b vektor hossza: 8,23 cm.
¢) Az ered§ vektor az d vektorral 52,2°-ot, a b vektorral 31,8%ot zar be.

51dm 420cm 2m  105,08° 52,67° 22,25°

A sdlyvonalak hossza: 9,18 cm, 13,89 cm és 13,20 cm.

A hdromszog hidnyzé oldalainak hossza 9 cm és 12 cm, a veliik szemben 1évS szogek pedig
48°33° és 88°46°.

A hdromszog két hidnyz6 oldala legyen x és x + 6. Felirva a koszinusztételt:

122=x2 +(x +6)% = 2x - (x + 6) - cos 60°,
0=x2+6x-108.

Az egyenlet pozitiv megolddsa: x = 7,82.

A haromszog hidnyzo oldalai: 7,82 cm és 13,82 cm.

2

A hdromszog tobbi szogeit szinusztétellel szdmolva: 34,36° és 85,64°.

A paralelogramma oldalainak hossza legyen a és b, az éltaluk bezart sz6g 60° A szoggel szemben

2 2

1év§6 4tl6 hossza e =23 cm, a mésik 4tl6 hossza f.

a) Az a, b és e oldali hdromszogben felirva a koszinusztételt:

232 =a’>+b*>-2-a-b-cos60°
A feladat szerint a + b =30, amib6l a =30 - b. Ezek alapjan b-re a kovetkezd egyenletet kapjuk:
232=(30 - b)> +b*>—2-(30 — b) - b - cos60°,
0=3b%-90b +371.

A mdsodfoki egyenlet megolddsai: b = 25,07 cm és b, = 4,93 cm. A hozzd tartoz6 a értékek:
a; =493 cm és a, =25,07 cm.

A paralelogramma oldalainak hossza 25,07 cm és 4,93 cm.

b) A paralelogramma masik f atl6janak hossza a koszinusztétel alapjan:

EEIT) Az ABC hdromszogben AB =12, BACY = 30°.

f= \/25,072 +4,932 -2.25,07-4,93- cos120° = 27,86 cm.

. i o b-c-sina ¢
a) Ismeretes, hogy egy haromszog teriiletét a 7 = —— /
2
képlet alapjan is szdmolhatjuk. Ez alapjan a hdromszogben 32
az AC oldal hossza: 22,43
2:96  _ 4, A

" 12-5in30°
A BC oldal hossza a koszinusztétellel hatdrozhat6 meg:
BC =+122+322-2-12-32-cos30° =~ 22,43.

A hiromszog hidnyzo két oldaldnak hossza 32 cm és 22,43 cm.
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b) A hdaromszog C csicsndl levd szogét a szinusztétellel szamolhatjuk:

§1ny :—12 = siny=sin30°-£ = y=1552°
sin30° 22,43 22,43

(A haromszdgben a legkisebb oldallal szemben levd szoget szamoltuk, y csak hegyesszog lehet.)

A hdromszog hidnyzo két szoge 15,52° és 134,48°.

Ismeretes, hogy egy haromszog teriiletéta T = M% képlet alapjan szamolhatjuk. A teriiletbSl
a két adott oldal 4ltal kdozbezart y szog szinuszara kapunk értéket:
230,64
——=0,766 = =50° és v, =130°
8-10 n &

Tehat két haromszog is megfelel a feladat feltéte-
leinek. Két oldal és a kozbezart szog segitségé-
vel a koszinusztétellel szdmithatjuk a hdromszog ~~ 8¢m  10cm 7.82cm 5160° 78,40°  50°

harmadik oldalat, majd a szinusztételt hasznalva gecm  10cm 1634cm 22040 2796°  130°
egy masik szogét.

siny =

a b c a B 4

A megolddsokat a tdblazat tartalmazza.
EEI) A hiromszog oldalainak hossza a szokasos jelolésekkel: a = 43 cm, b =52 cm és a kettd dltal
bezart szog: v = 38°.
A haromszog harmadik oldaldnak hosszat a koszinusztétellel szamolhatjuk:
c=~/432+522 - 24352 cos38° =~ 32,08 cm.
A haromszdg ¢ oldaldhoz tartozé stlyvonal hossza:
= V242 + 22b2 -2 _ J2-43242 -2522 — 32,082

=~ 44,94 cm.

EEIT) A hiromszog oldalainak hossza a szokdsos jelolésekkel: a = 16 cm, b = 8 cm, valamint s, =9 cm.
a) A silyvonal kiszamitdsdra vonatkozé Osszefiiggés alapjan:
C 2 ’
amibdl:

c=\2a%+20> —(2-5,)* = /2162 +2-82 —(2-9)? =17,78 cm.
A harmadik oldal hossza 17,78 cm.
b) Az s,, b és % oldald hdromszogben a b oldallal szemben levd szdget kell kiszamitani. Felirva
a koszinusztételt: 2
br=s2+ (E) —-2s,- €. coss,
2 2

amibdl:

2
2,161 42
S +(2) " 924 (3,802 -8

~0,6001 = §=53,12°
5y 2-9-8,89




EEED A mellékelt abra szerint a kert az ABC haromszog, amelyben
BC=12, AC=20 és ACB<=118"

o T8 12
Az AB oldalt a koszinusztétellel szamolhatjuk: A
AB?=20%+122-2-20-12-cos 118", g

amibdl AB = 27,74.
a) Akertet 27,74 + 20 + 12 = 59,74 m keritéssel lehet korbekeriteni.
b) Akert teriiletét a C csticsbdl kiinduld sulyvonal felezi. Ennek hosszit az
_ V242 +2b2% — ¢
¢ 2
Osszefliggés alapjan szamolhatjuk: s, = 8,92.

2 2

A Kert tertiletét felezd tt hossza 8,92 m.

EEE) A haromszog oldalainak hossza legyen 6x, 7x és 10x.
a) Irjuk fel a koszinusztételt:
(6x)2 = (7x)* + (10x)2 =2 -7x-10x-cosoc = cosa=0,8071 = a=36,18°
A szinusztétellel szamolhat6 a 7x hossziisagu oldallal szemkozti  hegyesszog: = 43,53
A hiromszog szdgei:
36,18°% 43,53° és 100,29°
b) Egy kor sugara, huirjanak hossza és a hirhoz tartozo keriileti szog kozotti 6sszefiiggés alapjan
szdmithatok a hdromszdg oldalai:
a=2R-sinoe=41,32, b=2R-sinf3=48,21 és c=2R-siny=68,87.

A haromszog oldalai:
41,32 cm, 48,21 cm és 68,87 cm.

c) Legyen a haromszog beirt korének sugara r. A haromszog teriiletét irjuk fel kétféleképpen:
a-b-siny a+b+c a-b-siny
=r- = r=——m

2 2 a+b+c

=12,37.

A beirt kor sugara 12,37 cm.

B3 Az ABCD trapéz AC atl6ja 40 cm.
a) A megadott szogértékek alapjan meghatdrozhaték az ABC

z

hdromszog szdgei: 50° 100° és 30°.

irjuk fel az ABC haromszogben a szinusztételt az AB alap
hosszanak meghatdrozasahoz:

AB _sinl00° - 4p 7878,

40  sin30°

Hasonléan BC oldal hossza is kiszdmithat6: BC = 61,28.
Az ACD hiromszogben ugyanigy eljarva: DC = 20,31 és AD = 31,11.

A trapéz oldalai rendre:
78,78 cm, 61,28 cm, 20,31 cm és 31,11 cm.

b) A BD 4tl6 meghatdrozasdhoz hasznéljuk az ABD hdromszdgben a koszinusztételt:
BD*=178,78% +31,112-2-78,78-31,11 - cos80° = BD=79,52.
A trapéz masik atlgja 79,52 cm.
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EEER) Az ébra szerinti ABC hdromszdgben a szokdsos jelolés mellett
o=34°¢c=30és 5,=18.
Az ADC hiromszogben a szinusztétellel meghatdrozhatjuk az
ACD szoget:
sinACD% 15
sin34° 18

’

amibdl ACDX = 27,77°.

(A hdromszogben nem a legnagyobb oldallal szemben levd szoget szamoltuk, igy ACD szog csak
hegyesszog lehet.)

Ujabb szinusztétel segitségével a haromszog b oldaldnak hossza 28,36.
Ezutdn az ABC haromszdgben az oldal hosszit a koszinusztétellel szimolhatjuk:
a®=28,362+302-2-28,36-30-cos34° = a=17,13.
A hdromszog 3 szogét az ABC haromszogben felirt szinusztétellel kaphatjuk meg: = 67,79°.
A haromszog oldalai tehat:
30cm, 17,13cm és 28,36 cm,
a veliik szemben 1év6 szogek pedig:
78,21°% 34° és 67,79°

EEED A feltételek szerint a hdromszogben

ab -sin30° _

a’ + b2 =296, valamint 35.

Az a és b oldalak meghatdrozdsdhoz az
a* +b* =296
ab =35
4

egyenletrendszert kell megoldanunk.

A masodikbdl kifejezve b-t, majd beirva az elsGbe, a kdvetkez6 mdsodfokura visszavezethetd
negyedfoku egyenletet kapjuk:

a* —296a* + 19600 = 0.
Ennek pozitiv megoldédsai: 10 és 14.
Az egyenletrendszert a; = 10, by = 14, illetve a, = 14, b, = 10 értékek elégitik ki.
A hiromszog harmadik oldaldnak hossza a koszinusztétellel szamitva 7,32.
A 10 cm-es oldallal szemben lev§ szogre a szinusztétel alapjan 43,08° adodik.
A hiromszog oldalainak hossza tehat:
10cm, 14cm és 7,32 cm,
a veliik szemben lev6 szogek pedig rendre:
43,08% 106,92° és 30°

B A hdromszogben a szokdsos jelolések szerint legyen: a? + b2 = 244 dm?, ¢ = 2 - /31 dm és a hirom-
sz0g teriilete: T =30 -+/3 dm?.
A haromszog teriiletébdl kiindulva:

a-b-siny 2-T
=2 7> 7 = g4

T —.
2 siny



A hdromszog ¢ oldaldra felirjuk a koszinusztételt:

2=a?2+b2-2-a-b-cosy,

c2=a2+b2—2-2.
siny

- C0sY,

c2=a?+b? —ﬂ. (cosy #0)
tgy

A feladat feltételeit figyelembe véve:

(2-Jﬁ)2=244—4'i’0—'*/§ = =60
gy

Innen a 3354. feladat gondolatmenetét kovetve a haromszog hidnyzo oldalainak hossza és a veliik

szemben 1év( szogek nagysaga:
a=10dm, b=12dm és o =51,05° B=68,95°

EEED A PBQ haromszog kiilsS szoge 130° ami egyenl6 a nem mellette ', B
levé két bels6 szog 0sszegével, ezért PBO<X = 30°. Ebben a harom-
szogben a szinusztétel:

BQ sin50°
400 sin30°
Az AQB haromszogben a koszinusztétel:
AB? = 600% + 612,84%> —2-600-612,84-cos100° = AB=929,13.
Az A és B pontok tdvolsdga 929,13 m.

= BQ=~612,84.

Jelolje az épiilet tetejét C, a ldbat D pont, AD =24, AB = 28.
a) Az ABC hdromszog ACB szoge 16°. A szinusztétel alapjan:
AC _sinl9°
28 sinl6°
Az ADC haromszogben a koszinusztétel alapjan:
CD?=24? + 33,072 - 2-24-33,07 - cos 35°,
amibdl CD = 19,22,
Az épiilet magassdga tehdt 19,22 m.

b) Az ADC haromszdgben ADC tompaszog a szinusztétellel megadhaté: ADC< = 99,29°.
Mivel ADC sz6g a DEB haromszog kiilsé szoge, a lejté o hajlasszogére igaz, hogy:
90°+ @ =99,29° = «a=9,29°

AC =33,07.

A lejt6 hajlasszoge 9,29°

EEE) A vadészlesen V pontban tartézkodunk, ennek a sikra vonatkozé merdleges vetiilete 7. A roka
helyét jelolje R, a nyul helyét N pont. VT = 12.
A VTR derékszogli haromszogbdl:

VR =12 X

~ sin28°
a VTN derékszogl haromszogbdl: \ @
12 A
sin42°
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Az RVN haromszogben felirva a koszinusztételt:

2 2
RN?2= .12 + _12 -2 .12 -_12 -c0835° = RN =14,97.
sin 28° sin42° sin28° sin42°

A réka és a nyul tdvolsdga tehdt 14,97 méter.
A nyul a rekettyésig az 50 m tdvolsagot
s 50
=—=—
y

= 6,25 masodperc,

mig a roka a rekettyésig az 50 + 14,96 = 64,96 m tdvolsdgot
o 6‘;& = 6,5 masodperc
v

alatt teszi meg.
A rékanak hosszabb id kell a tdvolsdg megtételéig, tehat a roka a rekettyésig nem éri utol a nyulat.

EEE) Az ABC hdromszdg AB oldaldhoz és a BCD haromszog DC
oldaldhoz tartozé magassdgok egyenld hossziak, tehat a harom-

szogek teriiletének aranyabdl kovetkezik, hogy % = g

Legyen a trapéz AB alapja 5x, DC alapja 3x hosszisigd. Mivel
az ABD haromszog szabdlyos, a BDC haromszogben BD = 5x
és BDC< = 60°. Ez utébbi haromszdgben két oldal és a kozbe-
zart szog segitségével felirhatjuk a koszinusztételt:
BC? =(5x)> + (3x)2 =2 -5x -3x-cos60° = BC=+/19 -x.
A szinusztétel segitségével szamithaté DBC<:
sinDBCL _ 3x
sin 60° J19 - x

A trapéz szogei rendre: 60°% 96,59° 83,41° és 120°

A trapéz oldalait a teriilete segitségével hatdrozhatjuk meg. A trapéz magassiga a szabalyos harom-

5x-/3

= DBCX=36,59"

$z0g magassaga:

(5x +3x)- 2 '2*/5 o
1000 = = x= |—— =760.
2 NE)

A trapéz alapjai 22,80 cm és 38,00 cm, a szdrai 33,13 cm és 38,00 cm hosszdak.

EEI) @) Az ABC és ADC szbgek ugyanazon ivhez tartozé keriileti
szogek, tehat ADCX = 60°.

Mivel BCD< =90°—40°=50° és a BCD és BAD szogek
ugyanazon ivhez tartozé keriileti szogek, BAD<X = 50°.

Az ADC haromszog szogei: 40° 80° és 60°.

b) Az ABC haromszog egy fél szabdlyos haromszog, amelynek
atfogdja 20 cm, tehdt hosszabb AC befogoja:

20-/3

=10-/3=17,32.



Az ADC hiromszogben a szinusztétel:
DA sin40°

10-V3  sin60°
Hasonléan adédik, hogy DC = 19,70.
Az ADC haromszog oldalai: 17,32 cm, 12,86 cm és 19,70 cm.

= DA =12,86.

EEE A virdgdgydsok koreinek A, B és C kdzéppontjait 8sszekitd

szakaszok hosszai a megfelel§ korok sugarainak 6sszege:
AB=8+9=17, BC=9+10=19 é AC=10+8=18.
Ennek a hdromszognek az o szogét meghatdrozhatjuk a koszinusz-
tétellel:
192=172+182-2-17-18 -cosar = o = 65,68"

A szinusztétellel meghatdrozhaté a  szog:

_sinf I8 g 50600 = y~5463°

sin65,68° 19

(B tompaszdg nem lehet, mert nem a legnagyobb oldallal szemben van.)

A z01d szind teriiletet kell kiszdmitanunk. Ehhez hatdrozzuk meg a haromszog €s a harom korcikk
teriiletét:

17-18-sin 65,68°

7;XBC haromszog — B =~ 139,42,
82.7-65,68°
Ty kocikk = Taee 36,60,
92.7.59,69°
T3 voreikk = Y7 42,17,
102 - 7 - 54,63°
T \reikk = T =47,65.

Vonjuk ki a haromszog teriiletébdl a harom korcikk teriiletét:

T = Ty pc haromszog — Lo korcikk = T prorcikk — Ly korcikk = 12,94
12,94 m? teriiletet bevetéséhez 12,94 -8 = 103,52 dkg flimag kell.
Tehét a tertilet fiivesitéséhez megkdozelitSleg 1035 g flimag sziikséges.

Az ABCD hirnégyszog oldalainak hossza AB =40, BC =52,
CD =68 és AD = 60.

A hirnégyszogek tétele alapjan:
ha ABC<=f = CDA<=180°-p.
frjuk fel a koszinusztételt az ABC, illetve ACD haromszogekben:
AC?2=40%2+522-2-40-52-cosp,
AC? =682 + 602 —2-68-60 - cos(180° — ).
A miveleteket elvégezve:
AC? =4304 — 4160 - cos 3,
AC? = 8224 — 8160 - cos(180° — ).
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A két egyenlet bal oldaldnak egyenldségébdl:
4304 — 4160 - cos B = 8224 — 8160 - cos (180° — B).

Mivel cos 3 =—cos(180° - B):
03 = 4304 — 8224

= B =108,55°
4160 + 8160

Hasonl6an felirva az ABD, illetve BCD haromszogekben a koszinusztételt, azt kapjuk, hogy a négy-
sz0g C csucsandl levd szoge 79,67°.

Mivel egy hirnégyszog szemben levs szogeinek dsszege 180° az ABCD négyszog szogei rendre:
100,33° 108,55° 79,67° 71,45°

BB A koszinusztétel alapjan:

a’+c?2-bp? , a’?+b% -2
cosf=—— és cosy=—-—".
2ac 2ab
Ezt beirva a
+c
cosf3 +cosy =

Osszefiiggésbe, majd ekvivalens dtalakitdsokat végezve:

a2+02—b2+a2+b2—c2_b+c
2ac 2ab a

b-(a>+c2=b?) +c-(a®+b2—c?)=2bc-(b+0),

’

ba? + bc? — b3 + ca® + cb? — 3 =2bc - (b + ¢),
a2-(b+c)+be-(b+c)— (b3 +c3) =2bc - (b +0),
a2-(b+c)—(b+c)-(b2—bc+cz)=bc-(b+c).

Ez utébbi egyenletet b + ¢ # 0-val osztva, majd rendezve, a® = b* + ¢* alakhoz jutunk.

Mivel ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, a Pitagorasz-tétel megforditdsa alapjan a haromszog
derékszogd, és az ,,a” oldal a hdromszog 4tfogdja.

Osszegzési képletek — megoldasok

EE Alkalmazzuk az addicids tételeket:
a) —sino, —cosa;
b) cosa, —sina;

. V2 2 .
c) — -coso — —-sin¢, — -COSO( + — - sinq;;
2 2 2 2
V3 1. 1 3o
d) —7~cosa—§-sma, ——-cosa+7-sma;

V3

1 3o 1.
e) —-coso+—-sina, ———-CcoSx + —-sinc.
2 2 2 2



Alkalmazzuk az addiciés tételeket:

a) sin36° - c0s24° + cos36° - sin24° = sin(36° + 24°) =sin 60° = —;

b) sin96° - cos36° — cos96° - sin36° = sin (96° — 36°) = sin 60° = 7;

¢) cos125°-c0s25° —sin125°-sin25° = cos(125° + 25°) = cos150° =—?;

d) cos104°-cos44° + sin104° - sin 44° = cos(104° — 44°) = cos 60° = %

Alkalmazzuk az addicids tételeket:

a) cos(150° + o) + cos (60° — o) — sin(30° + o) — sin(120° — o) = —sinx — /3 - cos

b) sin(45° + o) — cos(30° — ) — cos (45° — &) + sin(60° + ) = 0;

c) sin?(B + a) — sin?(B — a) =4 -sinB-sina-cosB-cosa =2 sina-cosa-2-sinf-cosf=
sin2¢ - sin23;
cos?(B + a) — cos?>(B — o) =—4-sinB-sino-cos B-cosa =—2-sino-cosor-2-sinfB-cos f=
—sin2o - sin2p;

d) -1.

Az 0sszegzési képleteket haszndljuk o és o+ B szogekre:

a) sina-sin(o+ B) + coso-cos(o+ B) =cos(a+ f)-cosa+sin(a+ fB)-sino=
= cos((a+ fB) — @) = cos B.

A b), c) és d) részeknél hasonldan jarhatunk el.

a) sin15° = sin(45° — 30°) = sin45° - cos 30° — cos 45° - sin 30° = Joosa ; 2 , cosl5°= e Z \/—E;
b) sin75°=@, cos75°=@;

¢) sin1050=@, cos105°=_ﬁ;*5;

d) sin165°=@, cos165°:_@;

e) sin345°=@, cos 3450 = Y2+ Y6 : o

Alkalmazzuk a sin o+ sin f3, illetve cos o+ cos B szorzattd alakitasdra vonatkozé azonossagokat:

a) sin105°—sin15°=2-cos105 15 -sin105 - 15 =2-l-ﬁ:£’
2 2 2 2 2

b

b) sin105° + sin15°:§;

b |§‘

c) cos105° — cos15°=—

bl

d) cos105° + cos15° =

t\)|§‘
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sin40° - cos10° + cos40° -sin10° _ sin(40° +10°) _ sin50° ~1

EEI) tg40°-cos10° +sinl0° = =
& cos40° cos40° cos40°

Mivel a hdromszog két szogének a szdmtani kdzepe a harmadik szogével egyenld, a szogeit jelol-
hetjiikk igy: o — ¢, o, o + ¢.
A feladat feltétele szerint:

. . . J3+6
sin(a — @) +sino +sin(a + @) = —
A haromszog belsd szogeinek 0sszege 180° tehat o = 60°:
sin607-cos @ — cos60° - sin @ + sin 60° + sin60° - cos @ + cos60° - sinp = @
V3 V3 3+6
2-—-cosQp+—=—"-—"7—,
2 2 2
cosp = V2
o >

A @ szdg hegyesszog, tehdt ¢ = 45°.
A haromszog szogei: 15°% 60° és 105°

EIrd A merdleges vetiiletek hossza nem valtozik, ha az egyenest
onmagaval parhuzamosan eltoljuk. A mellékelt dbrat tekintve

az egyenes haladjon at az ABC haromszog A csucsan, €s az AB
oldallal zdrjon be o szdget.

A vetiiletek nagységa:
AB’ =10 cosa,
C’B’=10-cos(60° - o),
AC’=10"-cos(60° + ).
Ezek négyzetosszege:
AB? + BC’? + C'A? = 10?- (cos? o + c0s?(60° — @) + cos?(60° + a)).
Hasznalva az addicids tételt:

>~
o i
w |---

2

2
5o 1 NI 1, 3 . 3 .
cos~(60° — ) =|—-cosor + —-sino| =—-COS“ 0 +— - COSCX - Siner + — - sin“ ¢,
2 2 4 2 4

2

2
cosZ(60° + @) = l-cosoz—ﬁ-sin()t =l-cos2a—£-cosa . sina+§-sin o.
2 2 4 2 4

Tehat:

AB2+ B C2+CA%2=10%. (coszoc +%-cosza +%-sin2a) = % -(cos? o + sin? ) = %

A vetiiletek négyzetosszege o szogtdl fliggetleniil % =150 cm?

seIE) Alakitsuk at az addicids tétel segitségével a sinx + cosx kifejezést:

' — V2|1 ginx 4L cosx| =2 -sin[x + &
f(x)—s1nx+cosx—\/§ (\/5 smx+\/E cosxj J2 sm(x+4).
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A TRIGONOMETRIA ALKALMAZASAI

Mivel a sin (x + f) minimalis értéke —1, maximalis értéke 1:
—ﬁsf(x)zx/i-sin(x+§)£\/§.

Az f(x) fiiggvény minimuma —+/2, maximuma /2.
Minimalis értékét azokon a helyeken veszi fel, ahol

sin(x+%j=—l, vagyis x:%r+2k7t, ahol ke Z.

Maximédlis értékét azokon a helyeken veszi fel, ahol

sin(x+§)=1, vagyis x=§+2k7t, ahol k e Z.

Ha egy derékszogli haromszog atfogdja 20 cm és egyik hegyesszoge o, akkor a befogéi 20 - sin o
és 20-cos a. A haromszog keriilete:

k=20+20-sina+20-cosa =20-(1 + sina + cos ).
A 3373. feladat alapjan a keriilet maximalis értéke: 20 - (1++/2).

Ezt a maximadlis értéket akkor veszi fel, ha o = 45° vagyis ha a hdromszog egyenld szard derék-
sz0gl haromszog.

Alakitsuk 4t a fiiggvény hozzarendelési szabalyat:

s ccost =B b? |t el
Jfx)=a-sinx+b-cosx=+a“+b (\/m smx+m cosx).

a négyzetosszege 1, 1étezik olyan ¢ szog, hogy:

3 b
és
Ja? + b? Ja? + b?

a
a2+ b?

Az addicids tétel alapjan:

Mivel

( b .
=cosp € ————==singQ.

Va2 + b?

fx)=~a?+ b? -sin(x + ¢).
Mivel a szinuszfiiggvény minimdlis értéke —1, maximalis értéke 1, az f(x) fliggvény minimuma
—a? + b?%, maximuma va? + b2

Minimalis értékét ott veszi fel, ahol sin(x + ¢) = —1, maximalis értékét pedig ott, ahol sin(x + @) = 1.

2

Mivel a2 + b? = 1, létezik olyan x szog, hogy a = sinx és b = cosx. Elég tehit a sin®x + sinx-cosx

kifejezés szélséértékeit keresni.
A 3373. feladat alapjan:

2 T

SIN“ X +S1mx - CoSx =Sinx -(s1nx +COS)C) =sinx-+/2 -sin (}C + 4j= \/E -S1nx - sin (x + Zj

Két szog szinuszanak szorzatat 6sszeggé alakitva:

1
\/§~sinx-sin(x+§j:x/§'5'[cos(x+%—x)—cos(x+§+x)}:

1[1 ( nﬂ ING) ( n)
=2 - —|——cos|2x+=||== - —=.cos [2x + =]|.
2 V2 4 2 2 4
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. T TSRS, TSP .
Mivel a cos (2x + —) minimélis értéke —1, maximadlis értéke pedig 1:

-2 _ ., 1++2
2

<sin“x +sinx - cosx < 5

1-2 1+2

, maximuma 5

Az a? + ab kifejezés minimuma
A kifejezés a maximdlis értékét ott veszi fel, ahol
cos (Zx + %) =-1, vagyis x= 3?” + krm, ahol k € Z.

Ekkor
a=sin (% + kn), b =cos (%r + kn).

5 1+cos2a

Az a és b pontos értékének megadasdhoz hasznéljuk fel a cos®o = ———— 0Osszefiiggést:

1+cos3—” I—Q
cos23—n= 4 _ 2 =2_\/§.
2 2 4

Ha k péros, akkor 3 + kn els6 negyedbeli szog:

b:cos(3—”+k7r):2;\/§,
8 2

. (3% ) \/ 2-V2 2+2
a=sin|—+kr|=,/1- = .
8 4 2

valamint:

Ha k pératlan, akkor 3 + kn harmadik negyedbeli szog:

b:cos(3—n+kn)=—2;\/§,
8 2

valamint:
: Gn ) V2+42
a=sin|—+kn|=——""-".
8 2
Az a® + ab kifejezés maximumat a kovetkezd értékek esetén veszi fel:

a= Y22 o N2-2 _ V2442
2 2 2

b b

V2 -2
vagy a =— —
A kifejezés minimadlis értékét ott veszi fel, ahol

cos (2x+%):1, vagyis x:—%+k7r, ahol k e Z.
Ekkor:
a=sin (—E+kn), b =cos (—£+kn).
8 8

Az el6z6h6z hasonlé mddon:




Ha k péros, akkor —% + km negyedik negyedbeli szog:

b:cos(—%+kn):M

2

2

a:sin(—%+k7r):—\/l—2_'-4\/E :—\/2;\5.

valamint:

Ha k pératlan, akkor _ Tt kn masodik negyedbeli szog:

b =cos (—%+kn)=—M

2

a=sin (—£+k7rj=2;\/§.
8 2

Az a? + ab kifejezés minimumat a kovetkezs értékek esetén veszi fel:

a= 2-V2 o 2442 a= Y232
2 2 2

)

valamint:

b b

vagy

__N2+2
o

Mivel haromszogrdl van szo:
sino = sin((180° = (B + 7)) = sin(B+ 7).
egyenldséget ennek figyelembevételével a kovetkezképpen alakithatjuk at:
2-sinf-cosy=sin(f + y).

A 2-cosy= s%noc
sin B
Alkalmazva az addicids tételeket:
2-sinfB-cosy =sinf-cosy + cosf-siny,
sinf3-cosy —cosf-siny =0,
sin(f -7 =0.
Ez utébbi egyenl&ség csak akkor teljesiil, ha f— y=km, ahol k € Z. Mivel 8 és y hiaromszog
szogei, ezért k =0, ami azt jelenti, hogy y = . Tehat a haromszog egyenld szaru.

EIE) Két sz0g szinuszanak €s koszinuszanak 0sszegét alakitsuk szorzatta:
+f a-p

a+’B-cosa_ﬁ és cosa+cosB:2-cosa - CoS

2 2 2 2
Ez alapjan a feladatban szerepld egyenlGség a kovetkezSképpen alakithato at:
a+‘B-cosa—_ﬂ:2 sOH-ﬁ-cosa_ﬁ,

2 2 2 2

sino +sinf3=2-sin

2 -sin

sa_ﬁ -(sinOH-ﬁ —cosOH-ﬁ):O.
2 2 2
Ez utébbi szorzat kétféleképpen lehet 0.

I. Ha cosa;ﬁ=0 1= 062;'8=§+k7r, ahol ke Z.

- CO

CO

Héaromszogrdl 1€vén sz6, ez egyetlen k értékre sem teljesiilhet.

II. Ha sina+ﬂ —cosa+ﬁ =0 sina+ﬂ =cosa+ﬂ = a+ﬁ=£+kn, ahol ke Z.
2 2 2 2 2 4
Mivel 0°< o+ < 180° k=0, vagyis o+  =90° Tehdt a haromszog harmadik szoge 90°,

vagyis derékszogd a haromszog.




Az osszegzési kepletek alkalmazasai — megoldasok

SEIE) A kétszeres szogekre vonatkozo 0sszefiiggések alapjén:

. . cosx ) .
a) 2-sinx -ctgx =2 -sin®x - —— =2 -sinx - cosx = sin 2x;
sinx
sin x .
b) 2-cos’x-tgx=2-cos’x- =sin2x;
coSsx
sin2x 2-sinx-cosx
= =2-ctgx;
) )
sin“ x sin“ x
cos2x _ cos2x  sin2x _ cos2x sin2x  cos2x 2-sinx-cosx _

14+cos2x sin2x 1+cos2x sin2x 2-cos2x sin2x  2-cos?x

1 sinx  tgx

- tg2x cosx - tg2x’

cos? x sin? x
) . cos?x —sinx _ cosx-sinx cosx-sinx _ ctgx —tgx
€) cos2x =cos“x —sin“x = 3 = - = .
COS“ X + sin“ x cos?x sin? x ctgx +tgx
+
COSX-SInX COSX-Sinx
. cosx . cosx-(1—2-sin®x .
f) ctgx —sin2x =———2-sinx - cosx = ( - ):ctgx-(coszx—smzx):
sin x sin x
=ctgx - cos2x;
sinx cosx sinx +cos?x 2 -(sin%x + cos?x) 2
g) tgx+ctgx= = = ; =—;
cosx sinx sinx - cos x 2-sinx - cosx sin2x

h) 4-sinx-cosx-cos2x=2-2-sinx-cosx-cos2x =2-sin2x-cos2x = sin4x;

.. [1—cos2x cos?x + sinx — cos?x + sin?x 2 -sinx .
i) = = =|sinx|;
2 2 2
. [14cos2x cos?x + sinx + cos?x — sin?x 2 - cos?x
j) = = =|cosxl;
2 2 2

sinx 2-sinx-cosx sin2x sin2x
k) th: = 5 = B B = 2 2 2 ) =
CcoS X 2 -cos“x COS“X + cos“x  (sin“x + cos“x) + (cos“x — sin-x)
_sin2x
1+cos2x’
[) 2-sin|—+x|-cos|——x|=2-|—-cosx +—-sinx|-|—-cosx +—-sinx|=
4 4 2 2 2 2
| B . .
=2-5-(sm2x+2~smx~cosx+cos2x)=1+sm2x;



(75 ) ) (7[ ] (\/5 1 . ) (\/5 1 . ) 3. cos?x — sin?x
m) cos|—+ x|-sin|=+ x|=|—-cosx — —-sinx|-|[—-cosx + —-sinx|= ————"— " =
6 3 2 2 2 2 4

_ 3. cos?x - sinx — sin’x 2. cos2x - sin x + cos2x - sin x — sin3x

4-sinx 4-sinx

_cosx-(2-sinx - cosx) +sinx - (cos’x —sin’x) _ cosx - sin2x + sin x - cos2x

_ sin3x

4-sinx 4-sinx

EEII) A kétszeres szdgekre vonatkozo dsszefiiggések alapjan:
sin2x _ 2-sinx-cosx

= =sinx;
2-cosx 2-cosx

b) 2-sin%x + cos 2x = 2 - sin%x + cos2x — sin?x = sin®x + cos?x = 1;

cos2x cos?x —sin?x  (cosx + sin x) - (cosx — sin x) )
— = - = - =cosx + sin x;
cosx —sinx  cosx —sinx cosx —sinx
1+sin2x  sin%x +cos?x +2-sinx-cosx (sinx +cosx)? .
d) — = - =-— =sinx + COSX;
sinx + cosx sin x + cos x sinx + cosx
¢) cos*x — sin*x B (cos?x — sin?x) - (cos2x + sin%x) .y
cos2x cosZx — sin%x ’
. /4 . (7 e . .
f) Mivel cos (Z + x) =sin (Z - x), a kifejezés egyszertbb alakja:
T . (T . .
cos? (— + xj —sin? |[= - x) —sin2x = —sin2x;
4 4
sinx — sin*x _ sinx - (1 - sin?x) 1
sin? 2x 4.sin?x-cos?x 4~
. 3x+x 3x—x
. . 2 -sin - COS .
A sin3x +sinx 2 2 _2-Sln2x-cosx_1_
2-cosx -sin2x 2-cosx -sin2x 2-cosx-sin2x
. 3x+x L 3x—x
—2-sin - sin . .
COS3x —cosx 2 2 —2-sin2x-sinx _ 1
2 -sinx - sin2x 2 -sinx -sin2x 2 -sinx -sin2x ’
EEID) Az addici6s tételeket hasznalva:
! V3
tg45° — tg30° T3 3-3
a) gl5°=tg(45° -30°) = = __ 3 =23,

1+tg45°-tg30°_1+1_§_3+ﬁ_
1 3
=2+/3;

1
ctglso=— =1 _
8 el 2-B

b) tg75° =ctg15° =2 +/3,
ctg75° =tg15°=2 - /3.

4-sinx
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EEEB Az addici6s tételeket haszndlva:

T\ sin x 2
tgx+tg— 2 + ) )
a) tg? (x+£)= 4 |_ tgx+1 _|cosx :(Slnx+cosx) _
4 l—tgx'tgg 1-tgx | Smx cosXx —sinx
4 cosx
_sinx +cos?x +2-sinx-cosx _ 1+sin2x

2

- . . - . >
sin?x + cos?x —2-sinx-cosx 1—sin2x

cosx sinx

/4
ctgx-ctg——1 .
b) ctg(x+£): s g4 _ctgx—1_ginx sinx _Cosx —sinx _

ctgx+ctg£ _ctgx+1_cosx+sinx COSX + sinx
4 sinx sinx
_ (cosx —sinx)-(cosx —sinx) _ sin?x + cos?x — 2 - sin x - cosx _1—sin2x
(sin x + cos x) - (cos x — sin x) cosZx — sin®x cos2x
o) 1 B 1 _ 11 tgx tgx -2-tgx _
l+ctgx 1-ctgx 1+L I—L tgx+1 tgx—1 (tgx+1)-(tgx—1)
tgx tgx
_ 2-tg2x = te2x;
1-tg=x
N N cosf sini coszi—sin2£ coszf—sin25
d) ctg —tgX = 2 _ 2 2 _,. 2 2 _
2 . X X X .x X .x
sin—  cos— cos— - sin— 2-cos—-sin—
2 2 2 2 2 2
:Z-C?SX:Z-ctgx;
sin x
iy (o)l (G-
e) -ctg|l——x|=tg|——x|-ctg|——x]|=1.
T+igx o\4 W i
EELE) Az addici6s tételeket haszndlva:
2
gﬁ—@x
-4 - 2
5 (7 T 1 1-tgx
1-tg=|——x 1+tgx-tg— PR 5 5
o) 4 _ 4)  \+tgx)  (I+tgx)?-(1-tgx)?
- 2 2 (1+tgx?+(1—tgx)?
1+tg2(”—x) te™ _tgx 141X (I+tgn”+(1-tgx)
1+tgx-tg£
4
sin x
4-tgx cosx 2-sinx-cosx .
= = = - =sin2x;
2+2-tg%x - sin?x  cos?x + sin?x

cosZx



t*ﬂ+t T
T i1 2 g4 £x tg4—tgx 2
b) tg Z+x +tg Z—x— = + =

cos2x 4 Ul
I-tgx-tg— l+tgx-tg—

g g4 g g4
_1+tgx+1—tgx_ 2 _(+tgx?+(-tgx)* 2
I-tgx 1+tgx cos2x 1-tg%x cos2x

_2-(I+tg’x) 2 2-(cos’x +sin’x) 2

1—tg2x cos2x cos?x — sin®x cos?x — sin

=0;
2.76'

1+tg£ 1-2-sin™-cos™

o) tg(450+£).1—s1nx: )2( - 2 x2:
2) cosx l—th coszg—sin2—

X . X 2x .2x X X
COS— +SIin— COS“— +8in“— —2-sin— - COS—
_ 2 2 2 2 2

X . X 2x .ZX
COS— —S1n— COS”— —SsIn-—
2 2 2 2

2
X . X X X

cos— +sin— coS— —sin—
2 2 2 2

- x . x
COS— —sIn— (cosx + sinx) . (cosx — sinx)
2 2 2 2 2 2

EEID A kétszeres szogekre vonatkoz dsszefiiggések alapjén:

. 4137 4 237 ( . n)4 ( n)4
a) sin* — — cos” —— =|—sin—| —|[cos— | =
12 12 12 12

= (sin2 T cos? E) . (sin2 T 4 cos? 1) =
12 12 12 12

=1.

b) cos20° - cos40°- cos80° = ; -(2-sin20° - c0s20°) - cos40° - cos80° =
2 -sin20°
=———-sin40°- cos40° - cos80° = ; -(2 -sin40° - cos40°) - cos80° =
2 -sin20° 4 -sin20°

=—-sin80°- cos80° = ; -sin160° = l
4 -sin20° 8 - sin20° 8

BB A két adott kifejezést atirhatjuk:
A =10g,0,5%% =]og,2751"¥ = _gin x,

B=+/1-sin%x =|cosx].
a) -1 < —sinx < 1, tehat A minimalis értéke —1, maximalis értéke 1.

b) 0<|cosx| <1, tehat B minimalis értéke 0, maximalis értéke 1.
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¢) A+ B =—sinx + |cosx/| lehet:

A+ B=—sinx+cosx=—+2- L-sinx—i-cosx =—+/2 -sin x—z, ha cosx =0,
V2 V2 4

A+ B=—sinx —cosx=—/2- L-sinx+L-cosx =—/2 -sin x+£, ha cosx<0.
V2 V2 4

Mivel a szinuszfiiggvény minimalis értéke —1, maximalis értéke 1, mindkét esetben A + B
minimélis értéke —~/2, maximalis értéke /2.

d) A-B=—sinx-|cosx| lehet:

A-B=—%-2-sinx-cosxz—%-sian, ha cosx >0,

1 . 1 .

A-B=§-2-s1nx-cosx:5-sm2x, ha cosx<O.

Mivel a szinuszfiiggvény minimalis értéke —1, maximalis értéke 1, mindkét esetben A - B
o 1 RPN |
minimalis értéke BX maximalis értéke 5
EEI) A kétszeres szogek szinuszdra vonatkozo6 sszefiiggés alapjan tekintsiik a kovetkezd egyenlGségeket:
. 1 . . 1 .
sin12°-cos12° = 5 -8in24°, sin24° - cos24° = E -8in48°,

sin36° - cos36° = l -8in72°, sin48° - cos48° = l -81In96°,

—_ N
[\

sin60° - cos60° = —-sin120°  sin72°-cos72° = l -8in144°,

[\
—
[\

sin84° - cos84° = 5 -8in168°.

Szorozzuk 0ssze az egyenl8ségek bal oldalait, illetve jobb oldalait, majd hasznaljuk ki, hogy

sin 96° = sin 84°, sin 120° = sin 60°, sin 144° = sin36° és sin 168° = sin 12°. Ezek utdn éppen a bizo-

nyitand6 egyenlGséghez jutunk.
a) Az addiciés tételeket hasznélva:

2-tgo
— = +tgx
tg2o+tga  1-tg?a _3-tga—tga
1-tg2a-tgar | _ 2-tga 1-3-tg2a
1-tg%n

tg3a=tgRa+a)=
tgo

b) Az addiciés tételeket haszndlva:
tg20° - tg40° - tg60° - tg80° = tg20° - tg(60° — 20°) - tg 60° - tg(60° + 20°)

tonpe. 1800°—tg20° | oo tg60°+tg20° _
1+ tg60° - tg20° 1-tg60° - tg20°
. B—tg20° 3 +tg20° 3-tg20° — tg320°
=tg20°- 3 =3 .
1++/3 - tg20° 1-+/3-tg20° 1-3-tg220°

Ez ut6bbi kifejezés az a) rész alapjan:

V3 -1g(3-20°) =+/3-/3=3.



gkl Legyen a hdromszog 6,4 cm-es oldaldval szemben levd szog a. A feladat feltétele szerint a 9,3 cm-es
oldallal szemben lev§ szog 2. Irjuk fel a haromszogben a szinusztételt:

sindar 9.3 _, 2:sineccosa 93 =23 0243400 = 20=86,80°
sinae 6,4 sin o 6,4 12,8

A harmadik, ismeretlen x hossztsagu oldallal szemben levd szog:
180° —43,40° — 86,80° = 49,80°.
Felirva a szinusztételelt:
X sin49,8°
6,4 sin43.4°
A hdromszog oldalainak hossza 6,4 cm, 9,3 cm és 7,11 cm, a veliik szemben lev§ szogek rendre
43,40° 86,80° és 49,80°.

EEID Az dbran o-val jeldlt szogek merSleges szart hegyesszogek.

= x=7,11.

Az ABC derékszogli haromszog BC befogéja , az AC

coso

befogdja ,10 .
sina

A haromszog teriilete:
5 10
_cosa sino _ 50 50

2 2.cosa-sine  sin2o

T

Ez a pozitiv elgjeld kifejezés akkor minimadlis, ha sin 2o maximadlis, vagyis 1. Mivel o csak hegyes-
szog lehet, ez csak 2a = 90° esetén teljesiil, azaz ha o = 45°

A hdaromszog teriilete akkor minimadlis, ha befogéinak hossza:

> =5-42cm, illetve AC= 10
cos45° cos45°

BC = =10-+/2 cm.

Az itfogéja Pitagorasz tétele alapjan 5-+/10 cm.

s

EEEN) A bizonyitand6 egyenlGség bal oldaldn 4116 tortet bSvitsiik sin (o + fB)-val:
sin(a —B) _sin(o — ) -sin(o + )
sin(a + ) sin(a + B) ’
A két sz0g szinuszdnak szorzatit 6sszeggé alakitva:
sin(oc — B) -sin(o + ) %-<COS (o4 )= (=P - cosl(o+ )+ (a - ])
sin?(a + B) - sin? (o + B)

% -(cos2f — cos2)

sin?(a + B)
Akétszeres sz0g koszinuszara vonatkozd dsszefiiggés (cos 2or=1—-2-sin*a és cos2 =1—-2-sin?p)
alapjan:
1
2 (cos2f = cos20) _sina —sin’f _ sin’a B sin’f
sin2(a + B) sin?(oc+fB)  sin2(a+pB) sin2(a+p)
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Mivel haromszogrél van sz6:
siny = sin((180° — (& + B)) = sin(oc + B),

2

s

igy:
sin a0 sin?B

sin2(a+B) sin2(a+p) sin’y sin’y’

o sin8 _sin

A szinusztétel alapjan:
sinfa sin?f_a? - b2
B 2

sin?y  sinfy ¢
A bal oldalbél kiindulva ekvivalens dtalakitdsok sordn a bizonyitandé egyenlGség jobb oldaldhoz
jutottunk, tehdt barmely haromszdgben igaz, hogy
sin(a - ) _a>-b?
sin(o + 3) c?

B o) Alakitsuk 4t az %= tg—z kifejezést a szinusztétel segitségével, majd hasznaljuk ki, hogy
g

mindkét oldal pozitiv, a négyzetreemelés ekvivalens atalakitas:

a_ |
b tg[}’

sinoe _ [tgor

sinf \tgp’
sin?o - tg B =sin’B - tga,
in . sina
—ﬁ—sm2 -——=0

S
a .
cosf3 cosa

sin2

sing -sin B - (sine - cosor — sin 3 - cos B) = 0.
Ez ut6bbi egyenldség mivel sin ¢, illetve sin 8 nem lehet nulla, csak akkor teljesiilhet, ha

sina - cosa =sin 3 - cos B,
sin2¢ =sin2p.

Mivel haromszogrél van sz6, a 2¢, illetve 23 szog szinusza csak abban a két esetben lehet
egyenld, ha

20=2 = o=p vagy 2a=180°-2F = o+p=90° = y=90°
A haromszog tehat vagy egyenl$ szard, vagy derékszogd.

b) A hdaromszogben:

sin}/=sin((180°—(a+ﬂ))=sin((x+ﬁ)=sin2-#=
:2-sina+ﬂ-cosa+ﬁ.
2 2
Az ismert Osszefiiggés alapjén:
sina+sinﬁ:2-sina+ﬂ-cosa_ﬁ,
2 2
cosa+cos/3:2-cosa;ﬁ-cosa;B



Tehat a siny = M egyenldséget a kovetkezd alakba frhatjuk:

cosa + cos 8

.o+ f oa-f
2-sin——— - CcOS———
2~sina+ﬂ-cosa+ﬁ: a%—b’ 052—[3’
2 2 2-cos——— - Cos >
sina—w'(lcosza—w—l):&
2 2
Ez ut6bbi egyenldség akkor teljesiilhet, ha:
sina;ﬂ:O vagy 2-C052a;ﬁ:1.

Az elsé esetben azt kapjuk, hogy o + § = 2km, ahol k € Z. Ez egyetlen haromszdg esetén
sem teljesiilhet.

A masodik esetben:

cosza+ﬁ=1,
2 2
a+/3‘ | RNG)
cos =—=—,
2 22
amibdl:
a+B 2 oa+p V2
cOS———=—— vagy CoS =——.
2 2 2 2
Innen:

oa+p

:i§+2k7r,keZ vagy a;ﬁ:i:%+2k7r,kez.

Mivel haromszogrdl van szd, csak az elsG eset johet széba, ekkor o + 8 = 90°.
Tehat a kérdéses haromszog derékszogt.

c¢) Alakitsuk szorzattd a cos 2o + cos 23 Osszeget:
cos2o +cos2ff=2-cos(a + f)-cos(o — fB).

Mivel «, B és v haromszog szdgei, az ismert trigonometrikus 6sszefiiggések alapjan irjuk &t
cos 2y-t:

cos2y =cos2-(180° — (o + B)) = cos 2 (& + B) = cos? (& + B) — sin(ax + fB).
Az eredeti egyenlet jobb oldaldn szerepls —1 = —cos? (o + B) — sin?(o + f3).
Ezek alapjan az eredeti cos2a + cos 23 + cos 2y =—1 egyenlet a kovetkezSképpen alakul:
2-cos(a + ) -cos(or — B) + cos2(a + B) — sin?(a + B) = —cos2(a + B) — sin?(a + ),
2-cos(a +B)-cos(a — B) +2-cos?(a +B) =0,
2-cos(a + ) - (cos(a — B) + cos(a + B)) = 0.
A cos(o — B) + cos(o + B) Osszeget szorzatta alakitva:
2-cos(ax+f)-2-cosa-cosf =0,
2-cosy-2-coso-cosf=0.
Ez utébbi egyenlbség akkor teljestil, ha vagy cosy, vagy cosa, vagy cos f3 nulla értéket vesz fel.

Mivel o és 8 haromszog szogei, ez csak akkor teljesiilhet, ha a haromszog valamelyik szoge 90°,
tehat a hdromszog derékszogd.
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Trigonometrikus egyenletek, egyenletrendszerek — megoldasok

EEEB Az egyenletek megolddsai:

a) xlzg+2k7r,x2:5?ﬂ+217r(k,lel);

b) x1=%+2kn, x2=%+2ln'(k,lel);

c) x; = 1,18 + 2km, x, = w— 1,18 + 2Ix (k, | € Z);

d)x=i2?ﬂ+2k7r(keZ); e)x:i%+2k7t(keZ);
f) x=%1,00 + 2z (k € Z); g) x=+2,50 + 2kn (k € Z);
h)x:%+k7r(keZ); i)x:%+k7r(keZ);

Jj) x=1,50+ kr (k € Z); k)xzz?n+kﬂ(keZ);

[) x=0,75 + kr (ke Z).

EEEE) Az egyenletek megolddsai:

a) x;=km, x,=2 +1r (k| € Z); b) x, = 4 2km, 5y = 1 i (kL€ Z):
6 12 12
n i Sn 2
=L v okm, xy=-Z42n (k,1€Z),  d) x="2+Z -kr (keZ)
c) x 2 =1 7 ( ) ) x 23 7 ( )
e)x=%+3k7r(keZ); f)x=%-k7r(keZ);
1 1
=—— +—-kn (ke Z); h) x=—+—-kn (keZ).
g) x YR n(keZ) ) x s n (keZ)

EEED Az egyenletek megolddsai:

T 1 T 1
==+—-km, xy=—+—-In (k, | €Z);
@n=gry k= pry il )
b)x=+% + L kr ke ),
12 2
c) x1=37ﬂ+3k7t, Xy =3Ir (k, [ € Z), ami felirhato x=%k7r (k, € Z) alakban.
b4 T
d == tkn x,=—+In (k, 1 €Z);
)xl 12 X2 12 ( )

¢) x, = 2k, x2=2§+2171' k. e Z);

1 T 1
:—-k’ =——4+-] k,l 7).
f)x 5 k=t m (k,l€Z)



3397

Az egyenletek megoldésai:

a) x, =2k, x2=%+§-ln (k, 1 € Z);

T 1z 2
b) xy =% 2k 2= 2F L 21 (k1 e Z):
)=y e =m et in k1eZ)

4 4
c) xy=——-kn, x,=—-ln (k,l € Z);
) x| 7 S ( )

T r 2
d =—— +2kn, xo=—+=-In (k,l € Z2);
).Xl D Xy 36 3 ( )

e) x=—-kn (keZ),

f)x=

-kr (ke Z).

|y &=
N | —

a) Haszndljuk ki, hogy a szinuszfliggvény paratlan:

=Tl =Y 20 wiew)
2177 9 "3

b) Hasznéljuk ki, hogy sin2x = cos (g - 2x):
w=F a2k xy="2n (k1eZ), ami felithaté x = % + 2 - kx (k e Z) alakban.
4 3 4 4 3
¢) Haszndljuk ki, hogy cos (x + %) =sin(—x), és hogy a szinuszfiiggvény pdratlan:

x1=—£+l‘kﬂ, x2:£+l'lﬂ' (k,lEZ)
12 2 9 3

d) Haszndljuk ki, hogy cos(x + ) = —cos x. A megoldasok:
T r 1
xXxy=—+kn, xo=——+—-In (k,1€Z).
'8 TR )
e) A megoldasok:

=l wew.
2% 6

T

f) Haszndljuk ki, hogy ctgx =tg (2 x). A megoldasok:

x=5—ﬂ+l~k7t (ke?).
12 2

Hozzuk tgx = ¢ alakra az egyenleteket.
a)x=§+k7r(kel); b) x~-032 + kr (k € Z);

c)x:0,30+g+%-k7r(kel); d)x:i%+k7r(keZ).
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EEED) Hasznaljuk ki, hogy cosx = sin g - xj, valamint azt, hogy a szinuszfiiggvény pératlan.

T 1 197 1 137
a) x=————-kr (ke ?Z); b) x,=— = km, x,=—— +1Iln (k,l € Z);
) 5 3 ( ) ) X 7 3 2=, ( )

EEE) Masodfoku egyenletre visszavezethetk a trigonometrikus egyenletek.
a) A megoldéképlet alapjan:

sinx=% o x1=%+2k7t, X =%”+2m (k,1€Z), vagy
sin x = —6, ami nem lehet.
A megoldasok koziil a [0; 27 intervallumba az x; = % Xy = 5?” gyokok esnek.
b) A megolddképlet alapjén:
COSX = —% S x= iZ?n +2kr (keZ), vagy
cosx =3, ami nem lehet.
A megoldasok koziil a [0; 27] intervallumba az x, = 2?” Xy = 4?” gyokok esnek.
¢) A megoldoképlet alapjan:
sinx:; = x1:§+2kn, x2=2?n+217t (k,leZ), vagy

sinx = —+/3, ami nem lehet.

A megoldasok koziil a [0; 27] intervallumba az x, = % Xy = 2?76 gyokok esnek.

d) Az egyenlet az x € R\ {;r + kn} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.

A megolddképlet alapjén:
tgx=3 & x;=1,25+kn (keZ), vagy
gr=1 & x2:%+ln (e2).

A megolddsok koziil a [0; 27r] intervallumba az x; = 1,25, x, = 1,25 + 7, x5 = E, X4=—
gyokok esnek. 4

B A feladatokban hasznéljuk a trigonometrikus Osszefiiggéseket.

2

a) Mivel cos?x = 1 —sin’x, az egyenlet ilyen alakba is frhat6: sinx +2-sinx -3 =0.

A megoldoképlet alapjan:
sinx=1 & x:§+2k7r (ke?Z), vagy
sinx = —3, ami nem lehet.

b) Mivel sin?x = 1 — cos®x, az egyenlet ilyen alakba is frhat6: 2 - cos?x + cosx — 1 = 0.
A megoldoképlet alapjan:

cosx=% = xl=i§+2kﬂ (keZ), vagy

cosx=-1 & x,=n+2n (leZ).



c) Atangensfiiggvény értelmezési tartomanyabdl x # % + kr (k€ Z). Mivel tgx = S

, valamint

oS X
2

cos?x = 1 —sin?x, az egyenlet ilyen alakra is hozhaté: sin?x +2-sinx—1 =0.
A megoldoképlet alapjan:
sinx=-1+2 & x;=0,43+2km, x, = — 0,43+ 2Irn (k,l € Z), vagy
sinx =—1-+/2 <1, ami nem lehet.

A megoldas beletartozik a tangensfiiggvény értelmezési tartomanydaba.

d) Az egyenlet alaphalmaza: x € ]R\{% + kn} (k € Z). Ekvivalens atalakitdsok utdn az egyenlet

a kovetkez@ alakra hozhaté: 2 -cos?x = 1.
Innen a megoldds:

|cosx|:—2 & x:£+k-z(keZ).
2 4 2
A megoldds az értelmezési tartomdnynak megfelel.

e) Atangensfiiggvény értelmezési tartomanyabdl x # % + kr (k € 7). Ekvivalens atalakitdsok utdn

az egyenlet 6 - cos?x ++/3 - cosx — 6 =0 alakra hozhato.
Innen a megoldas:

2.3

COSX =—

< -1, ami nem lehet, vagy

cosx="7 & x=i%+2k7r (k € Z).

Ezek a megolddsok a az értelmezési tartomanynak nem mondanak ellent.

f) Az egyenlet alaphalmaza: x e IR\{k %} (k € Z) Ekvivalens atalakitidsok utdn az egyenlet
a kovetkezd alakra hozhaté: tg2x —2-tgx—1=0.
Innen a masodfoku egyenlet megoldéképlete alapjdn:
tgx=1+2 & x,=L,18+kn (keZ), vagy
tgx=1-v2 & x,=-039+Ir (l€Z).
A kapott megolddsok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

g) Osszuk le az egyenlet mindkét oldaldt cos?x-szel (a cosx = 0 nem megoldésa az egyenletnek,
mert sinx és cosx egyszerre nem lehet 0):

. 2 .
p. Sin"x 5 sinx
cosx cos X
2-tg?x -3-tgx+1=0.
A mésodfoku egyenlet megoldasai:

+1=0,

tgx=1 & x1:§+k7r(keZ), vagy
tgx:% S x=0,46+Ix (l€Z).
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h) A g) rész gondolatmenete alapjan:
2-tg?x—tgx—1=0.
Az egyenlet megoldasai:

tgx=1 = x1=%+k7t (keZ), vagy

tgx=—% < x=-0,46+Ir (l€2).

I o) Azegyenletaz x € ]R\{% + kﬂ'} (k € Z)) alaphalmazon van értelmezve. Ekvivalens atalakitdsok

utdn a sinx - (2 -cosx —+/3 ) =0 egyenletet kapjuk. Innen:

sinx=0 & x =kr (keZ), vagy
cosx:—3 = x2=i%+21n (le2).

A kapott megolddsok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

b) Az egyenletet az x € R\{kx} (k € Z) alaphalmazon oldjuk meg. Atalakitdsok utdn a kovetkezd
alakhoz jutunk: ‘tg%‘ = ?, ahonnan az x = i% + 2kn (k € 7Z) megolddsokhoz jutunk.
A kapott megolddsok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

c) Egy tort akkor nulla, ha:

aszamliléja0 < tgx=-2 & x=-1,11+kn (keZ).

d) Bontsuk fel az abszolut értéket, és osszuk el cos x-szel (cosx =0 nem megoldésa az egyenlet-
nek, mert sinx €s cosx egyszerre nem vehet fel 0 értéket).
Ha cosx > 0, akkor az egyenlet tgx = ? alakba frhat6. Ennek megolddsa x = % +kn (keZ),
de cosx >0 miatt csak az els§ negyedbeli szog megoldas: x| = % + 2kn (k€ Z).

Ha cosx <0, akkor az egyenlet tgx = —? alakba frhat6. Ennek megoldésa x = 5?” +in (leZ),

de cosx < 0 miatt csak a mdsodik negyedbeli szog megoldés: x, = % +2ln (L€ Z).

ETB a) Az egyenlet az x € R\{kx}, (k € Z) alaphalmazon van értelmezve. Atszorzés utén:

2

sin“x +2-sinx-cosx =1,

2 2

sin?x + 2 - sinx - cos x = sinx + cos2x,

2

2-sinx-cosx —cos“x =0,

cosx-(2-sinx —cosx)=0.

Ez utébbi egyenldség akkor teljesiilhet, ha
cosx=0 & x1=§+k7r (keZ), vagy
tgx:% < x,=0,46+Im (L€ 2).

A kapott megolddsok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

Az egyenlet pozitiv megoldésai: x; = % +km (ke Zt U {0}) és x, = 0,46 + In (I € Z* U {0}).



b) Az egyenlet az x € ]R\{% + kﬂ:} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve. Redukdljuk nulldra

az egyenletet, majd alakitsuk szorzatta:

. sin x
sinx —cosx +2- -2=0,
COS X
. sinx — cosx
(sinx —cosx)+2- — =0,
CcoSX

(sinx — cosx) - (1 + 2 ):O.
cosx

Ez utébbi egyenldség csak akkor teljesiil, ha a szorzétényezGk valamelyike 0.
Ha az elsé tényezd O:
sinx—cosx=0 = tgx=1 & x:% +kr (ke Z).
A masodik tényezd akkor 0, ha cosx értéke —2, ez nem lehet.
A kapott megolddsok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

Az egyenlet pozitiv megolddsai: x = % +kr (ke Z* U {0}).

EIME) Vizsgdljuk az adott egyenletek jobb és bal oldaldnak értékkészletét.
a) Az egyenletnek nincs megolddsa, mivel a bal oldal csak 8-ndl kisebb értéket vehet fel.
b) Abal oldal értéke legaldbb 1, mivel:

-1<sinx<1 & 0<sin?x<1 & 1<250% <),
A jobb oldal a koszinuszfiiggvény értékkészlete miatt legfeljebb 1.
Igy az egyenlGség csak akkor teljesiilhet, ha mindkét oldal 1 értéket vesz fel, azaz ha:
cosx=1 é 25" =1 & sinx=0.
Az egyenlet megolddsa: x = 2kr (k € Z).

EID ) Az addicios tétel alapjan az egyenlet a kovetkezd alakba frhato:
1 3 . . o .
2-(E-cosx+§-smx):(l+\/§)-smx, amib8l  cosx =sinx.

Az utébbi egyenlet megoldésa: -
x=Z+k7t (ke ).

b) Hasznéljuk az addicids tételeket:

sin (3x—£):sin3x~cos£—cos3x-sin£:l-sin3x—£~cos3x,
3 3 3 2 2
b4 T .mo 1 3 .
cos|3x + —|=cos3x-cos— —sin3x - sin— = —- cos3x — — - sin3x.
3 3 3 2 2

Ezek alapjan a megoldandé egyenlet:
1 sin3x — ﬁ -cos3x + 1 cos3x — ﬁ -sin3x =0.
2 2 2
Mivel cos 3x = 0 nem megoldésa az egyenletnek, az egyenletet tg 3x-re rendezve kapjuk, hogy:

tg3x=-1 & x:%+%-k7r (k € Z).
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c) Az egyenletaz x ]R\{% + kTL‘} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.

A bal oldalon 416 kifejezéseket irjuk 4t az addicids tételek segitségével, majd végezziik el az 6ssze-
vondsokat:

sin x
V2 -cosx =

cosx’
J2 -cos?x =sinx,
V2 -sin?x +sinx — /2 =0.

Innen a masodfoku egyenlet megolddképlete alapjan:
sinx:72 = x1:%+2k7r, x2:%+21n (k,l€Z), vagy
sinx = —+/2, ami nem lehet.

A megolddsok elemei az egyenlet alaphalmazanak.

d) Az egyenlet az x € R\{kr}, (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.
A bal oldalon all6 kifejezéseket irjuk 4t az addicids tételek segitségével, majd végezziik el
az Osszevondsokat: 1 cosx
V3 -sinx == —=,
sin x
2.3 -sinx = cosx,
2-4/3-cos’x +cosx —2-/3 =0.

Innen a masodfoku egyenlet megolddképlete alapjan:

cosx=73 = x=i%+2k7r (keZ), vagy

2
sinx = —— < —1, ami nem lehet.
V3
A megoldasok elemei az egyenlet alaphalmazanak.

BB Alkalmazzuk az a-sinx + b-cosx = ¢ tipusd egyenletek megolddsi médszerét: osszuk le az egyenlet
mindkét oldaldt va? + b?-tel, majd hasznéljunk addiciés tételt.

a) Osszuk le az egyenlet mindkét oldalat (\/§)2+ 1 =2-vel:

. 1 3 ) T .. V3
s1nx-7——cosx=7 = sinx-cos— —sin—-cosx = —
Az addicios tételt hasznalva:
. ) 3
sinx+| x —— |=—,
6 2

amelynek megoldasai:
T St
x1:5+2k7r, x2=?+21n' (k,l e ),

b) A megoldasok:
x; ==0,44 + 2kr, x, =230+ 2In (k,l € Z).



Bl Az egyenlet megoldasi 1épései:

sin (7 - cos x) = cos(7 - sin x),

. . (m .
sin (7 - cosx) = sin E—E-smx .

L. eset:
7r-cosx=§—7r~sinx+2k7t (ke ),
cosx+sinx=l+2k, /-Q
2 2
) V2
cos|x —=|=~—+2 -k,
( 4) 4
—1$cos(x—£)=£+x/§ksl.
4 4
U
Az egyenlbtlenségek csak k =0 esetén teljesiilnek:
-3
cos|x——|=—,
4 4
T
X zi1,21+z+2nn: (ne?).
IL. eset:

n-cosx:n—%+7t~sinx+2l7t (le?Z),

V2

Ccosx —sinx = % +2l, [ —

T\ 2
cos|x+=|="—+2-1,
b5

—1Scos(x+£j=£+\/§-131.
4)" 4
U

Az egyenlétlenségek csak [ =0 esetén teljesiilnek:

[+
cos|x+—|=—
4) 4

Xy =+1,21— % +2mr (me 7).

Az egyenlet megoldasai:

X =+121+ 24 2nm és xy=+121-Z+2mn (n,meZ).
4 4
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0N a) Haszndljuk a kétszeres szogekre vonatkozd Osszefiiggéseket, illetve a szogfiiggvényekre érvé-
nyes pitagoraszi osszefliggést:

2x —cos2x =2 —sin2x,

2

sin
2 -sinx — cos?x =2 - sin®x + 2 - cos?x — 2 - sinx - cos x,
0=3-cos’x —2-sinx-cosx,
0O=cosx-(3-cosx —2-sinx).

Az egyenlet megoldésai:

cosx=0 < x1:§+kﬂ(keZ), vagy
tgx=% S x,=098+In (leZ).

b) Osszuk le az egyenlet mindkét oldaldt cosx-szel (megtehetjiik, mert cos x = 0 nem megoldésa
az egyenletnek).

A tg?x + (\/5 + 1) -tgx + /3 =0 egyenletet megoldva:
tgx=-3 = X =—§+k7r (keZ), vagy

gx=-1 o x2=—%+l7r (e2).

¢) Az egyenlet jobb oldalan allo 2-t irjuk fel 2- sin®x + 2 cos?x alakban, majd redukaljuk O-ra
az egyenletet. Igy a b) részben alkalmazott mddszert alkalmazva tg?x +tgx —2 =0 egyen-
lethez jutunk.

Az egyenlet megoldésai:
tgx=-2 & x=-1L11+krn (keZ), vagy

gx=1 o x2=§+ln’ (e2).

d) Akétszeres szogekre vonatkozo dsszefiiggés alapjdn az egyenlet:

2)C = COS4X.

12-sin*x + 4 - sin®x - cos
A b) részben alkalmazott médszert alkalmazva: 12-tg*x + 4 -tg2x — 1=0.

A mésodfokdra visszavezethet6 negyedfokud egyenletet megoldva adédik, hogy:

tglx = —%, ami nem lehet, vagy
tg’x =é & x=10,39+In (leZ).

Az egyenlet megoldasa: x =+0,39 + In (I € Z).

e) Mivel

2 : sin?2x
4 4 2x +cos?x) — 2 -sin’x-costx =1— 7

sin*x + cos™x = (sin

a sin?2x = 1 egyenletet kell megoldanunk.
A megoldas:
r 1
x=—+—-kn (ke Z).
4 2



A TRIGONOMETRIA ALKALMAZASAI

f) Az egyenletaz x e ]R\{k . %} (k € Z.) alaphalmazon van értelmezve.

Ekvivalens 4talakitdsokat végezve:
sinx +cosx=2-+2-sinx-cosx, /:\2

. Vg .
sin (x + —) =sin 2x.
4

Az egyenlet megoldasa: T 2
x=—+—-kn (ke Z).
4 3
A megoldadsok elemei az egyenlet alaphalmazanak.
g) Az egyenlet mindkét oldalat 2-vel osztva, majd alkalmazva a sin(o + 8)-ra vonatkozo6 addicids

tételt:

%-sin4x +§'cos4x =sin3x,

sin (4x + %) =sin3x.

Ez utébbi egyenldség akkor teljesiil, ha:

b =%+ 2k x2=2’2—7lf+%~1n<k,le2>.

h) Az egyenlet az x € ]R\{k . %} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.

A bal oldalt alakitva:
2x — sin?x
2

cos*x — sin*
2

X (cos?x + sin?x) - (cos?x — sin%x) _ Cos

2x - cos?x sin

ctg?x —tgx =—— . 5 i
sin?x - cos?x sin x - cos?x

A jobb oldalt 16 - (cos?x — sinx) alakba frva a megoldandé egyenlet:
cos?x — sin’x

2)6 . COSZX

- =16 - (cos?x — sin?x),
sin

(cos?x — sin2x) - (ﬁ - 16) =0.
sin® x - cos“ x

Ez ut6bbi egyenl§ség pontosan akkor teljesiil, ha:
tg?x=1 & x1=§+%-k7r (keZ), vagy
=t o n-tTilizgez)
4 12 2

A megoldasok elemei az egyenlet alaphalmazanak.

i) Az egyenletet 2-vel osztva, majd haszndlva a sin(a— §)-ra vonatkozo addicios tételt, a kovet-
kez6 egyenlethez jutunk:
. AT
sin ( - g) -sin3x =1.

Mivel a szinuszfiiggvény 1-nél nagyobb értéket, illetve —1-nél kisebb értéket nem vehet fel,
ez utébbi egyenlGség két esetben teljesiil.
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L. eset: sin (x - %) =1 és sin3x=1.
Az elsé Osszefiiggésbdl:

x—£=£+2k7t = x=5—”+2k7t(keZ),
3 2 6

a masodikbdl:
=212 o x="+Z0n ().
2 6 3
Ezek alapjan k és [ egész szdmokra teljesiilnie kell az aldbbi egyenlGségnek:
St

S k=242 n
6 6 3

Az egyenletet rendezve kapjuk, hogy /=1 + 3k, tehdt az eredeti egyenletiink megoldésa:
T 2 Sz
xi=—+—=—-(1+3k) - n=—+2kr (ke Z).
1613 ( ) 5 ( )

II. eset: sin (x - %) =-1 és sin3x=-1.
Az els6 Osszefiiggésbdl:

x——:—£+2nﬂ & x=—£+2nﬂ (nez),
302 6

a masodikbdl:
3x=3—ﬂ+2m7t = x=£+z-m7r (meZ).
2 2 3
Ezek alapjan n és m egész szamokra teljesiilnie kell az aldbbi egyenlGségnek:

T T 2
—g+2n7t=—+—-m7t.

Az egyenletet rendezve kapjuk, hogy m = 3n — 1, tehat az eredeti egyenletiink megoldasa:

x2=§+§.(3n_1).n=—%+2mr (ne?).

Az egyenlet megolddsai:

b :5—ﬂ+2k7r és x :—£+2n7r (k,neZ),amix:S—n+k7r (k € Z)) alakban is irhatd.
6 76 6

J) Az egyenletaz x € IR\{k . %} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.

A nullatél kiillonb6z6 valds szam és reciproka 6sszegére ismert egyenlGtlenség miatt:

tg)c+L >2,

ltgx +ctgx|=
tgx

tehat az egyenlet jobb oldaldnak értékészlete |—oo; —10] L [10; oo].
A szinuszfiiggvény alapjén az egyenlet bal oldaldnak értékkészlete a [-2; 2] intervallum.

Mivel a jobb és bal oldal értékkészlet halmazdnak a metszete iires halmaz, az egyenletnek nincs
megoldasa.



JIE) a) Alakitsuk szorzattd az egyenlet mindkét oldalat:

. . 2x+x . 2x-x 3x . x
sin2x —sinx =2 - cos - 8in =2.cos— -sin—,
2 2 2 2
cos2x —cosx =—2-sin Zx+x -sin 2y - X =-2- sin3—x . sini.
2 2 2
Az egyenletet nulldra redukélva, majd szorzattd alakitva kapjuk, hogy:

2. sinf . (sinS—x + cos3—x): 0.
2 2 2

Innen vagy sing =0, vagy tg%x =—1. Az egyenlet megoldsai a [0; 27] intervallumon:

x; =0 x—E x—7—7[ x—ll—” és xs=2rm
155 =5, BES = 5 .
b) Alakitsunk alkalmasan szorzatta:
cosx +cos3x=2- cos> +23x -cos> —23x =2-c082x - cos(—x) =2 -Cc0s2x - COS X,
2x +4 2x —4
cos2x + cosdx =2 - cos s Y cos 2 x:2-c0s3x-cos(—x):2-cos3x-cosx.

2
Ezeket felhaszndlva, az egyenletet nulldra redukélva, majd szorzatté alakitva kapjuk, hogy:

2-cosx-(cos2x + cos3x) =0.

f]jabb szorzatta alakitds utan:
2x +3x Cos2x—3x _

0,
2 2

2-cosx-2-cos

4.cosx- coss—x -cos = =0.
2 2
Az egyenlet megoldésai a valds szdmok halmazén:

x1:£+k7r, x2:£+%-ln, x3=n+2mnr (k,l,meZ).
2 5 5

Az egyenlet megoldasai a [0; 2] intervallumon:
=2, x,=" x—3—n x—ﬂx—3—ﬂ x—7—nésx—9—”
1 5 > 2 ) » 3 5 5 4 s 5 5 5 6 3 7 5 .
B a) Az egyenlet bal oldaldn 4116 kifejezést dtalakitva az |sinx|=1—sin|x| egyenletet kell meg-
oldanunk.

Mivel mind a bal, mind a jobb oldalon 4ll6 fiiggvény péros, ha egy valés szam megolddsa az egyen-
letnek, akkor az ellentettje is megoldas lesz.

Elég a megolddsokat x >0 esetén keresniink. Ekkor [sinx|=1—sinx.
Ha sinx > 0, akkor az egyenlet:

2.sinx=1 < x1=%+2k7r, x2=%”+2z7z (k.1e Z*+ U {0}).

Ha sinx < 0, akkor ellentmonddsra jutunk.
Tehat az egyenlet megoldasai:

x1=%+2k77:, xzz%”uln, x3:—%—2k7t, x4=—5?ﬂ—217r (k.1eZ+U{0}).
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b) Az egyenlet az x € R\{kn} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.
Bontsuk fel a jobb oldalon 4116 abszoldtértéket tartalmazé kifejezést:

n, ha x<—£,
2
‘x—z‘—x+£{: —2x, ha —ESX<£,
2 2 2 2
—m, ha ESx.
2
Ez alapjan:
Hax<—§, akkor
ctgx=? = x1=§+k7r (keZ).
Ha—£3x<£, akkor
2 2
ctgx =— 2 - X
NERY 2

amelynek az adott intervallumon nem lehet megoldésa, mert a jobb és bal oldal elGjele kiilonbozd.
Ha g < x, akkor

ctgx = Y S x= —% +Iir (leZY).
Az egyenlet megolddsai:

x1:§+k7t (keZ) és x2=—§+l7t (leZ").

Ezek a megoldasok beletartoznak az egyenlet alaphalmazaba.

a) Az egyenletaz x € ]R\{E + kn'} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve. Ekvivalens atalakitdsok
utdn: 2 1618 — 41gx+1 2192,
(41€2) _ 4. 418 _192 =0,
A kapott masodfokira visszavezethet$ egyenletet megoldva:
4% = _12, ami nem lehet, vagy
487 =16 < tg2x=2 & tgx==%+/2, amibdl x = +0,96 + kr (k € Z).
Az x=210,96 + kn (k € Z) megoldasok elemei az egyenlet alaphalmazanak.
b) Abal oldalon all6 logaritmikus kifejezések akkor vannak értelmezve, ha sinx €s cosx pozitiv
értéket vesz fel, és egyik sem 1. Az egyenlet megolddsait tehat az ]an;g + 2k7r[ (keZ)

intervallumokon kell keresniink.
A logaritmusra vonatkozé azonossdgok alapjan:
log. s, sinx + log, ,cosx =2,

— +log, cosx =2.
log;, . cosx



Ismert, hogy nullétdl kiilonboz6 valds szam és reciproka dsszegének abszoltt értéke nagyobb
egyenld mint 2, valamint az 6sszeg csak abban az esetben lehet 2, ha a valds szam éppen 1.

Az egyenlet megolddsat tehdt a log;, .cosx =1 egyenlet szolgéltatja.

Innen sinx = cosx adédik, amelyet az alaphalmaz elemei koziil csak az x = T\ okn (keZ)
valés szamok elégitenek ki. 4

Az egyenlet megoldésa:
x=%+2kn (ke ).
EEE) ElGszor adjuk meg azt az alaphalmazt, amelyen a megadott egyenl3ség értelmezve van:

x+ 228k = x¢£+k7r, illetve E—x;r&£+l7r = x#-In (k,1€2).
4 2 4 2 2

Az addici6s tétel alapjdn az egyenlet bal oldala tg (x + %) = ;g xt+ ! , de ezt csak akkor frhatjuk fel,

hax¢%+mr(neZ).

1
Ismert, hogy tg g - x) =ctgx= o tehdt az adott egyenlet a kdvetkezd alakba is frhat6:
gx

extl_ 1y o gx=l o 1=0324m1 me2).
I-tgx tgx 3

Ha x= g + nr (n € Z), akkor ez megolddsa az egyenletnek, mivel a bal oldal:

t (x+£)—t (£+n7r+£)——1
g 1 g > 1 )

T T T
tg|l ——x|-1=tg|————-nm|-1=-1.

Az egyenlet megolddsai az alaphalmazon:

és a jobb oldal:

x1:%+n7r (ne?Z) é x,=0,32+mn (meZ).

E3B A masodfokira visszavezethetd egyenlet diszkrimindnsa:
D=4-(p+1)2-16p=4-p>-8p+4=4-(p-1)>~
A megoldoképletet haszndlva:
2-p+Dx2-p-1l _2-p+1)x2-(p-1)
2 2 ’

Sinxl 2=

ahonnan
sinx =2, ami egyetlen x-re sem teljesiilhet, vagy
sinx = 2p.
Figyelembe véve, hogy
-1 <sinx=2p<1,
az egyenletnek akkor lesz megolddsa, ha:

IN
<
IN

N | —
N | —
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BB Az adott intervallumon az x = 0 helyen az egyenlet nincs értelmezve.

Mivel

tg2x + 2 - sin®x + 2 - cos2x + ctgx = tg2x + 2 + ctgZx =

=tg?x +2-tgx-ctgx + ctg?x = (tgx + ctgx)?,
1 . ) ) 1
az egyenlet tgx + ctgx = tgx + — -re nézve misodfokd. Legyen tgx + — =a.
tgx tgx
Az egyenlet a kovetkez§ alakba frhato:
a*—4ma +3m? = 0.

Az egyenlet diszkrimindnsa:

t +
D=16m2—12m2=4m?> a1,2:4m_22|m| =4m;2m

a;=3m, a, =m.

Ez alapjan tgx + % =m és tgx + tL =3m egyenletek megolddsainak szamat kell vizsgalnunk
gx gx

m fiiggvényében a ]—%; %[ intervallumon.

A tgx fiiggvény kolcsondsen egyértelmii a ]——; —[ intervallumon, és értékkészlete a valds szamok
halmaza. 22

Ezeket figyelembe véve az f: R\{0} > R, f(x)=x+ 1 fligg- 7
X

vény grafikonja alapjan a kovetkezd megallapitdsokat tehetjiik.

: i u)

Az adott intervallumon a tgx + ctgx = m egyenletnek o =x+-
két megoldésa van, ha |ml>2, 1

= 1 X
egy megoldésa van, ha |ml=2, .

nincs megolddsa, ha |m|<2. /\

Az adott intervallumon a tgx + ctgx = 3m egyenletnek

két megoldésa van, ha [3ml>2 < [ml> 2
3

egy megolddsa van, ha [Bml=2 < |ml= %,

nincs megoldasa, ha [3ml<2 & Iml< %

Tehat az egyenletnek

nincs megoldésa, ha |ml< %
, 2
egy megolddsa van, ha [ml==,
3
két megoldésa van, ha % <|ml<2,

hdrom megolddsa van, ha [m|=2,

négy megolddsa van, ha |m|>2.



EBD o) Az elsS egyenletbdl y-t kifejezve, majd beirva a masodikba:
sinx =+/3 - sin (g — x),
sinx =+/3 -cosx.

Mivel a cosx # 0, ezért tgx = NE)
Ez alapjan az egyenletrendszer megolddsai:

(5 +hmZ kn) (k € 7).
3 6

b) Az elsG egyenletbdl sinx = —cosy, ezt beirva a masodik egyenletbe kapjuk, hogy:
. 1 .
cosy-smy:E & sin2y=1 < y=%+kn’ (ke?).

Ezt visszairva az els§ Osszefiiggésbe, ha

_r

y —5_”
17y

+2Im, akkor sinx=—7 & X = 1 +2nm vagy x2=%r+2mﬂ,

y2=5—”+217r, akkor sinx=£ = x3=£+2n7t vagy x4=3—”+2m7t.
4 2 4 4
Az egyenletrendszer megolddsai a valés szdmok halmazan a kovetkezd szdmpdrok (I, m, n € Z):

5—7r+2n7z:;£+217z: , 7—ﬂ+2m7t;£+217t ,
4 4 4 4

£+2n7t;5—n+2l7t, 3’—7t+2m7t;5—7t+217r.
4 4 4 4

c) Kihaszndlva, hogy az exponencidlis fliiggvény kolcsondsen egyértelmd:
cos2x +cos2y=0
2-cosx-cosy=1 }

Az elsé egyenlet bal oldalét alakitsunk szorzatta:
cos(x+y)-cos(x—y)=0.
A masodik egyenlet bal oldalat alakitsuk 6sszeggé:
cos(x+y)+cos(x—y)=1.
Az elsé egyenlet bal oldaldn 1évé szorzat két esetben lehet 0.
I. eset:

cos(x+y)=0 < x+y=§+kn’ (keZ).

Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve:
O+cos(x—y)=1 = x—-y=2nn (ne?).
fgy az egyenletrendszer:
i1
X+y=—+kn
>

x—y=2nx
Innen:
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II. eset:

cos(x-y)=0 & x—y:§+ln (leZ).

Ezt a médsodik egyenletbe helyettesitve:
cos(x+y)+0=1 = x+y=2mn (meZ).

Igy az egyenletrendszer:

Innen:

A feladat megoldasai (k, [, m, n € Z)):

xl=£+(k+njﬂ, y1=£+(k— \)'ﬂ',

4 2 4 2

xzzz{im).m yf_z_(i_ ).m
4 2 4 2

BB a) Az x-re masodfokiinak tekinthetd egyenletnek csak akkor van valés megoldasa, ha diszkrimi-
ndnsa nem negativ:
D =4-sin’xy —4 =4-(sin®xy — 1) = 0.
Mivel sin’xy legfeljebb 1 értéket vehet fel, a diszkrimindns pozitiv nem lehet.
Tehat, hogy legyen megoldas, a diszkriminansnak O-nak kell lennie. Ebben az esetben sinxy = 1
vagy sinxy =—1.
Ha sinxy =1, akkor az egyenlet megoldésa:

2 +2x+1=0 & x=-1 = sinxy=sin(-y)=1 & y=37”+2k7t (ke ).
Ha sinxy = -1, akkor az egyenlet megolddsa:

x2-2x+1=0 & x=1 = sinxy=siny=-1 y=3?ﬂ+2lir(leZ).
L. 3n , 3n L
Az egyenlet megolddsai az |1; > +2km| és |-1; - + 2l | szampdrok, ahol k, [ € Z.

b) Ismert, hogy egy 0-t6l kiilonbdz6 valds szdm és reciproka dsszegének abszoliit értéke legaldbb
2. Az 6sszeg 2 értéket csak akkor vesz fel, ha a valés szdm 1, illetve —2 értéket akkor, ha a valés
szam —1.

Figyelembe véve a koszinuszfiiggvény értékkészletét, cosy értéke 1 vagy —1 lehet.
Ha cosy =1, akkor
v=2krn (keZ) é x=1.
Ha cosy =-1, akkor
yv=r+2n(le?Z) é x=-1.

Az egyenlet megolddsai az (1; 2km) vagy (-1; m+ 2In) szdmpdrok, ahol k, [ € Z.



BB A korcikkhez tartozé kor kozéppontja legyen O, az AB hirt
a C pont ossza két részre 1igy, hogy AC:CB =1:2.

3417

Mivel az AOB haromszog olyan egyenl§ szdru haromszog,
amelynek szdrszoge 120°, OABX = OBA< = 30°.

Legyen AOCY = a, ekkor BOCX = 120° — a.

[rjuk fel az AOC, illetve BOC haromszogekben a szinusztételt:
AC _ sina
CO sin30° co sin30°

ﬂletve Q = M

A két egyenletet egymadssal elosztva kapjuk, hogy

AC _ sino

1 sino

= & —=—"— & 2sina=sin(120° - o).
CB  sin(120° - o) 2 sin(120° - )

Az addicios tételt hasznalva:

2sino = sin120° - cosor — cos120° - sina,
. V3 1,
2sino = Tcosoc + Esm(x,

3. 3
—sino = ——Ccosd.
2 2

Mivel cos = 0 nem megolddsa az egyenletnek:

ta—£
g 3

Az egyenldség megolddsa a 120°-ndl kisebb pozitiv szogeket tekintve: o = 30°

A két részszog nagysaga 30° és 90°.

A focista tartézkodjon a P pontban, és a pdlya

AB oldala legyen 105 m, az AD oldala 68 m

hosszu.

Jelolje az ABP szoget o. Ekkor a P-nél 1évo
szogek nagysagat figyelembe véve:

o

30°-

PADS = o0 és PDAX =30°— q. cs

Az ABP derékszogl haromszogben:

PA .
— =sinaq,

105
amibdl

PA=105-sinc.
Az APD hiromszogben felirva a szinusztételt:

PA _sin(30°- )
63 sin150°

Behelyettesitve az ismert értékeket:

PA -

1 3 .
—-cose ———-sino
2

i

1
2

= PA=68-cosa —68-+/3-sina.
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A két 0sszefiiggésbdl a kovetkezd trigonometrikus egyenlethez jutunk:
105 -sina = 68 - cosax — 68 - /3 - sin .

Ezt megoldva: 63

T 105+ 68-3
Az APD hiromszog A csucsandl 1év6 szog 16,97° a D csicsndl 1€vES szog 30° - 16,97° = 13,03
ezért PA < PD, tehat a PA tdvolsdgot kell meghatdroznunk.

A focistdnak a P ponttdl az A csticsig 105-sin16,97° = 30,6 m tdvolsdgot kell megtennie.

tgo = «a=1697°

Trigonometrikus egyenldtlenségek — megoldasok

(B o) 2kn<x < 7+ 2kx (k€ Z); b) —§+kﬂ<x<§+kn (k € Z):;
¢) —§+2kn3xs§+2kn (k € Z); d) %+2kn£x£%+2kn (k € Z):;
T 117 Vg r
e) —+2kn<x<—+2krn (keZ), f) —+2kn<x<—+2krn (ke Z);
6 6 4 4
g) —2?7[+2kn3x£2?n+2k7r(kel); h)%+kn’£x<§+k7t(kel);

i) %+kn£x<7t+k7t (k € Z).

3410 JPY) —%+kn£x£%+k7t (k € Z): b)%+4k7r£x£57t+4k7t (ke Z);
) L r<x<m i Lin ke d) kn<x<Zvkn (kez),
36 3 473 3
e)%+kn£x£4?n+kn(keZ); f)xe]R\{%+2k7r}(keZ);

g) x=kn (keZ).

h) Az egyenl6tlenség sin x > ? alakba irhaté. Megoldésa: % +2kr<x< 2?” + 2k (k € Z).

EH) o) Az egyenlGtlenséget azok a valés x szdmok elégitik ki, amelyekre tgx > 1 vagy tgx < —1.
Az egyenl6tlenség megolddsa:

%+kn<x<%+kﬂ (keZ) vagy §+m<x<%’”+m (eZ).

b) Az egyenl6tlenség minden valds szamra igaz, mert 3 > 1.

c) Az egyenletaz x e R \{% + kn} (k € Z) alaphalmazon van értelmezve.

Legyen tgx = a, és ekkor az a®

a<-2 vagy a>1.

+ a -2 >0 egyenl6tlenséget kell megoldani. Ennek megoldésai:



Az eredeti egyenlGtlenséget azok az x valés szamok elégitik ki, amelyekre tgx < -2 vagy
tgx > 1.

Az egyenl6tlenség megoldésa:

—§+k7r<x<—1,11+k7t (keZ) vagy §+ln<x<g+zn (eZ).

d) A c) részhez hasonlé gondolatmenet alapjdn az egyenl6tlenséget azok a valés x szamok

elégitik ki, amelyre —2 < cosx < %

A bal oldali egyenlGtlenséget minden valds szdm kielégiti, a jobb oldali €s egyben a teljes
egyenl6tlenség megoldésa:

§+2kn<x<%”+2kn (k e Z).

e) Felhaszndlva, hogy sin’x = 1 — cos®x, a kovetkezd egyenlétlenséget kell megoldanunk:

2

2-cos“x—cosx—1<0.

Ebbdl a —% <cosx <1 feltételt kapjuk cosx-re.

Az egyenl6tlenség megolddsa:

—z?n+2k7t<x<2?ﬂ+2kﬂ (keZ) ¢és x#2r (l€Z).

EIF3) a) A logaritmus utdn 4ll6 kifejezés csak pozitiv értéket vehet fel, tehit a cosx > ﬁ egyenl6t-
g ] p gy
lenséget kell megoldani. 2

Megoldis:
T T
—€+2kn<x<g+2k7r (ke Z).

b) A négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartomanya miatt a ctgx >+/3 egyenl6tlenséget kell
megoldani.

Megoldas:

k7r<x£%+k7t (ke?).

c) Alogaritmusfiiggvény értelmezési tartomanyabdl adéddan sinx > 0.

A négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartomanya miatt 1g(sinx) = 0, amibdl a tizes alapu loga-
ritmusfiiggvény szigori monoton novekedése miatt sinx > 1.

Elég tehét a sinx > 1 egyenlGtlenséget megoldanunk.
Az egyenl6tlenség megolddsa:

x=§+2k7r (keZ).

tgx

S x

d) A

kifejezés értelmezési tartomdnya x € R\ {k . %} (keZ)

A négyzetgyokfiiggvény értelmezEsi tartomédnya miatt:

t 1
ﬂ-lzo ==
S x COSx

>1.
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Ez ut6bbi egyenlStlenség pontosan akkor teljesiil, ha:

O<cosx<l < —%+2[7r<x<%+2l7r (le2).

A kifejezés értelmezési tartomanya:

—£+2mn'<x<§+2m7r, x #2kn (k, m € Z).

E¥A a) Alakitsuk szorzattd a bal oldalt:

cos*x — sin*x = (cos?x — sin2x) - (cos®x + sin%x) = cos 2x,

cos2x2l = Thkn<x<ikn (ke?).
2 6 6

b) Haszndljuk a sin2x-re vonatkozé azonossdgot, majd nulldra redukélés utdn alakitsuk szorzatta
az egyenl6tlenség bal oldalét:

sinx-(2-cosx—1)<0.
A szorzat negativ értéket vesz fel, ha a tényezdk kiilonbozs eljeliek.

1. eset:
sinx>0 < 2kn<x<m+2kn (keZ) és

2.cosx—1<0 & cosx<% N §+2m<x<%”+2ln (e?).

A két intervallum metszete:

T o dnm<x<m+2nm (ne?).

1I. eset:
sinx<0 o -m+2kn<x<2krm (keZ) és

2-cosx—-1>0 & cosx>% 2 —§+2ln<x<§+2ln (le?).

A két intervallum metszete:

T omm<x<2mn (me 7).

Osszefoglalva az egyenl6tlenség megolddsa:

%+2nﬁ<x<7r+2n7r (ne?) vagy —%+2mﬂ<x<2m7r (meZ).

¢) Az egyenltlenség mindkét oldalat osszuk el +/2-vel, redukéljuk O-ra, és alkalmazzuk a két szog
kiilonbségének szinuszdra vonatkozé addiciés képletet.

sin (x - E)<O.
3

_2?”+2k7r<x<§+2k7r k eZ).

Igy a megoldandé egyenlet:

A megoldas:



d) Abal oldalon levé tort akkor van értelmezve, ha x € ]R\{% + kn} (ke?).

Az egyenl6tlenség bal oldala 4talakithat az addicids tételek segitségével:

nfoed
sin | x + —
_\ Y
nfs-3
sin{x - =

4

A tort pozitiv értéket vesz fel, ha a szamlalo és a nevez$ azonos el§jeld.

>0.

I. eset:
sin(x+£)>0 o Eidkn<x< Fidkr (keZ) és
4 4 4
sin(x—£)>0 o Tion<x< 1o (e
4 4 4

A két intervallum metszete:

z+2n7r<x<3—7[+2mt (ne?).
4 4
II. eset:
. /4 3n r ,
sin{x+—|<0 & —+2kn<x<—+2kn (keZ) és
4 4 4
. T b4 o
sin x—z <0 & T+217r<x<—+2l7r (le?).

A két intervallum metszete:

5%+2m7r<x<%t+2m7t (meZ).

Osszefoglalva az egyenlétlenség megolddsa:

%+p7‘[<x<%+pﬂ? (pe?).

BB ) Kétszeres szogekre vonatkozo dsszefiiggés alapjan:

4-sinx-cosx = 2-sin2x.
A logaritmusfiiggvény értelmezési tartomdny4bol adéddan:

2-sin2x+1>0 = sin2x>—%.

A négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartomdnya miatt log,(2-sin2x + 1) 2 0, amibdl a kettes
alapu logaritmusfiiggvény szigord monoton novekedése miatt:

2-sin2x+121 < sin2x=0.
Elég tehat az értelmezési tartomany meghatarozdsahoz a sin2x >0 egyenlStlenséget megoldani.
A kifejezés értelmezési tartomanya:

l7r<x<%+lﬂ (le?).
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b) Alogaritmus utdn all6 kifejezés csak pozitiv értéket vehet fel:
sinx +cosx+1>0,
sinx + cosx > —1.

Osszuk le az egyenlétlenség mindkét oldalat ~/2-vel, majd hasznéljuk a sin(a + 8)-ra vonat-
koz6 addicids Osszefiiggést:

sin(x+§)>—g = —%+2k7r<x<7r+2k7r (keZ).

EF) Az egyenlet masodfokd, ha sin2p # 0, vagyis p #k g (keZ).

Egy mdsodfoku egyenletnek akkor van két kiilonb6z8 valds gyoke, ha a diszkrimindnsa pozitiv:
D:(4~cosp)2—8-\/§'sin2p:16-(coszp—\/gosinpcos‘p):

:32-cosp~(%~cosp—?-sinp):32-cosp~cos(p+§)=

=16- [cos (Zp + E) + cosz} =16- [cos (Zp + E) + l}
3 3 3) 2

Ez alapjan a cos (Zp + %) > —% egyenlGtlenséget kell megoldanunk, amely pontosan akkor teljesiil, ha:
—2—n+2k7r<2p+£<2—”+2k7[,
3 3 3
—7t+2kﬂ'<2p<§+2k7l’,
—§+kﬂ<p<%+kﬂ (k € 2).

Az egyenletnek két kiilonboz§ valds megolddsa van, ha:

—§+kn<p<%+kn és pin (kleZ).

B8 o) irjuk fel coso-t 1-2- sinz% alakban.

A cos 3+ cosy Osszeget alakitsuk szorzattd, és vegyiik figyelembe, hogy S+ y= 180° - o
Bry BV _
2 2

cosff +cosy =2-cos c

:2~cos(90°—g)-cosu:2-sing~cosﬁ_y.
2 2 2

2
Ezek alapjén:
cosa+c0sﬁ+cosy=1—2-sin2g+2-sing-cosﬁ_y.
2 2 2
Mivel cos™— 14 maximalis értéke 1:
2
1—2-sin2g+2-sing-cosﬂ_yS1—2-sin2g+2-sing=§—2- sing—l )
2 2 2 2 2 2 2



Egy val6s szam négyzete nem lehet negativ, vagyis:

3
cosa + cosf + cosy SE.

Az egyenl@ség csak akkor teljesiil, ha:

cosuzl és sing:l.
2 2

Mivel «, B és y haromszog szogei, ez csak akkor lehet, ha oo = = y = 60° vagyis ha a harom-
sz0g szabalyos.
b) Mivel «, B és vy haromszog szogei, cos a, cos B és cosy pozitiv valds szamok.

irjuk fel a szdmtani és mértani kozép kozti Osszefiiggést erre a hdrom szdmra, és hasznéljuk fel
az a) részben bizonyitott egyenlStlenséget:

osoc+cosﬂ+cosy)3<(1.§)3_l
3 3 2

cosoc~cosﬂ~cosys(C 3
Az egyenlGség csak akkor teljesiil, ha:
cosa=cosff=cosy és cosa+cosﬁ+cosy=%.

Ezen feltételek csak szabdlyos haromszog esetén teljesiilnek.

Vegyes feladatok — megoldasok

1 3 1
-= b) —; - d) -1.
€l o) — )5 ¢) =3 )

a) Akét vektor merdleges egymasra.
b) Akét vektor 30°-0s szoget zar be.
c) A két vektor 120°-0s szdget zar be.

A paralelogramma oldalainak hossza 9,54 cm és 13,45 cm.

a) A haromszog tompaszogd.
b) A hdromszog tompaszogd.

A haromszog masik két oldala 10,78 cm és 12,26 cm.

A kert harmadik oldala a koszinusztétellel szamithato:
¢2=152+20%2-2-15-20-cos76,41° = ¢=22.

A kert keriilete: 15 + 20 +22 =57 m.

A bekeritéshez 571,85 = 105,45 m? dréthdléra van szilikség.

A haromszog szogei: 149,15°% 11,19° és 19,66°.

A hdromszog hidnyz6 oldalainak hossza 4-+/21 = 18,33 cm, 5-+/21 = 22,91 cm, a veliik szemben
levd szogek rendre 49,11° és 70,89°.

EED o) Az egyenletet redukaljuk nulldra, majd alakitsunk szorzattd. A megolddsok:
X =km, x,= i% +2rn (kleZ).
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b) Az egyenlet alaphalmaza minden olyan valds szam, amelyre x # g + kr (ke Z).
Szorzatta alakitds utdn a megoldasok:
X =km, x, =i%+2l7r (k1€ Z).

A megolddsok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

c) Haszndljuk fel, hogy sin3x = cos (% - 3x). A megolddsok:

x1=l+z.kﬂ’ xz:%—%n’ (k,lEZ)

20 5

(3435 I x1=37n+2k7r,x2=%+21ﬂ(k,l€Z); b)x=%+k7r(keZ).

3436 %)) —% +2km<x< % +2kr (k€ Z). b) Az értelmezési tartomdny az iires halmaz.

¢) %+kn£x<g+kn (k e Z).

a) Az ABCD négyzet koriilirhaté korének r sugara az atlé .
hosszanak fele, 5-+/2 egység. A kor kozéppontja a négyzet Iy
atléinak O metszéspontja. o

Ismert, hogy egy szakasz felezGpontjdba mutat6 vektor a vég- /
pontokba mutat6 vektorok szdmtani kozepe, tehat:

‘PA+PC‘PB+PD:4‘F5‘F5:
2 2 A 2
5 o
=4r2=4.(5-42)" =200.
b) Mivel a négyzet atl6i merSlegesek egymdsra, vektoraik skaldris szorzata 0:
(P4 - PC)-(PB - PD)=CA - DB =0.

=4

EXED) @) Ha egy 7 egység hosszi vektor merdleges az d(-3; 4) vektorra, akkor x, y koordinatdira
fennall a kovetkezo két Osszefiiggés:
x2+y2=49
“3x+4y=0 |

Az egyenletrendszer megoldasai, és igy az d(-3; 4) vektorra meréleges 7 egység hosszi

(ﬁ.é) [ﬁ._ﬂ)
575 5° 5)

b) Az el6z6 részben leirt gondolatmenet alapjan az d(—5; 12) vektorra merSleges 7 egység
hosszu vektor koordinatdi lehetnek:

(&.E) va (_ﬁ._ﬁ)
1313 & 3 1)

vektor koordinatai:



EED Ha tgx=%, akkor ctgx=%, |sinx|=§ és |cosx|=%.

a) Mivel tgx értéke pozitiv, az x szdg az elsd vagy a harmadik negyedben lehet. Ezekben
anegyedekben sinx és cosx elGjele azonos, tehat:

. 12
sinx - cosx = —.

25
b) A kifejezés értéke:
S B}
sinx + ctg x @2 4 127

5) 3

BT A paralelogramma madsik két szoge 112° és ezeket a szdgeket
az atl6 egy 28°-0s és egy 84°-o0s szogre osztja. Igy ez az 4tl6 815~ 28] 68°
a paralelogrammat két olyan hiaromszogre bontja, amelynek a >~ 20cm
szdgei 68° 28° és 84° A hdromszog 68°-os szoggel szemben ™ 72\8\0 <
levd oldala 20 cm hosszd, a haromszog masik két oldala pedig b
a paralelogramma két oldala.

A szinusztétellel kiszdmithat6 a hdromszog hidnyz6 két oldalanak hossza:

i:ﬂ = a:20-s%n28 =4 az10,13,
20 sin68° sin 68°
b _sin8& 00 508 oy s
20 sin68° sin 68°

A paralelogramma oldalainak hossza 10,13 cm és 21,45 cm.

EXE A feladatban szerepld teritS legyen az ABC haromszog. Egy hdromszog teriiletét egy csticsabol
kiindulva pontosan a silyvonal felezi. Az ABC haromszogben a szokdsos jelolésekkel ¢ = 18 cm,
a mésik két oldalhoz tartozo stlyvonal hossza s, = 15 cm és 5, =21 cm.

N2¢2+2b% -2 N2a% +2¢2 - b2

2

Ismert a hdromszog silyvonaldra vonatkozé s,= ———————— és 5, =
Osszefiiggés. 2

Az ismert adatokat beirva, és az egyenletrendszert megoldva: a = 28,77 és b = 23,24.
A teritd masik két oldalanak hossza 28,77 cm és 23,24 cm hosszd.

BT Vegyiik fel az ABCD trapéz hosszabbik AB alapjdn az E pontot
ugy, hogy az AECD négyszog paralelogramma legyen. Ekkor
EB=15-8=7dm, BC=8dm és EC =6 dm.

Az EBC hédromszogben ismerjiik hdrom oldal hosszit, igy

a koszinusztétellel kiszamithatjuk S szogét:
6°=82+7>-2-8-7-cosp = B=46,57"

Az EBC hiromszog E cstcsandl levd o szogét a szinusztétellel

hatdrozhatjuk meg:

sino _ §
sin46,57° 6

(180° —75,53° = 104,47° nem lehet, mert ekkor a hdromszdg harmadik szoge 28,96° lenne, ami
nem tesz annak eleget, hogy egy haromszogben nagyobb oldallal szemben nagyobb szog van.)

= «a=7553"
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a) Atrapéz szogei: 46,57° 75,53°% 104,47° és 133,43°.
b) A trapéz magassdga az EBC hdromszog EB oldaldhoz tartoz6 magassdga:
m = 8-sin46,57° = 5,81 dm.

o -(15+8):581

rapéz —

A trapéz teriilete:
= 66,82 dm>.

E¥B) Az ABC haromszdg AB = 24 + 36 = 60 cm hosszi oldalét a belsé
szogfelezd a D pontban metszi. Ismeretes, hogy egy haromszog
belsd szogfelezdje a szemben 1évS oldalt a szomszédos oldalak
ardnyaban osztja. A haromszog AC oldaldnak hossza legyen 3x,

a BC oldaldnak hossza 2x.
Az ABC haromszogben felirva a koszinusztételt: ;
60% = (3x)> + (2x)> = 2-3x-2x-cos 78° = x=18,51. A 3%cm D 2cem B

a) A hdaromszog oldalainak hossza: AC = 55,53 cm és BC = 37,02 cm.

b) A hiromszog o szogét a szinusztétellel szamolhatjuk ki:
sinoe 37,02
sin78 60
(Az o biztosan hegyesszog, mert nem a leghosszabb oldallal szemben 1év§ sz6g.)
A haromszog szogei: 37,12° 64,88° és 78°

o =37,12°

¢) Legyen a haromszog beirt korének sugara r. A haromszog teriiletét irjuk fel kétféleképpen:
a-b-siny a+b+c a-b-siny
=r- = r=—"
2 2 a+b+c
A hiromszog beirt korének sugara 13,18 cm.

=13,18.

d) Legyen a hdromszog koré irhat6 korének sugara R. Egy kor sugara, hirjanak hossza és a hirhoz
tartoz6 keriileti szog kozotti ¢ = 2R - siny Osszefiiggés alapjan:

R=—5 <3067

2-siny
A haromszog koré irhat6 korének sugara 30,67 cm.

EM A hegycstcs helyét az M, annak merdleges vetiiletét a T pont "
jeloli. A kikot6k az A és a B pontban vannak.

80°12
Az ATM derékszogl haromszogbdl:
_ 400 go1a 10°42
sin8°14”’
a BTM derékszogli haromszogbdl:
M = ﬂ
sin10°42’
Az ABM haromszogre felirva a koszinusztételt:

2 2
AB? = .400 o[- 400 5. '400 . 400 - c0s80°12"
sin8°14’ sin10°42’ sin8°14” sin10°42’

Innen AB = 3224.
A két kikotd tavolsdga 3224 m.



T8 o) Mivel cos’x = 1 —sin’x, az egyenlet 2-sin’x + 5-sinx — 3 = 0 alakba irhat.
A miésodfoku egyenlet megoldéképlete alapjdn vagy sinx =—3, ami nem lehet, vagy sinx = 5
A megoldésok:

x1=%+2k7t, xzz%”uln (k1€ Z).

b) Az egyenlet alaphalmaza x € R\ {k %} (keZ).

Legyen tg”x =y, ekkor az egyenlet:

1
y——=
y

& 3y?2-8y-3=0.

W | oo

A megoldésok:
»n=3 = tg?2x=3 & tgx=*J3 & x:i§+k7t (keZ),
Y= —%, nem lehet.

A megoldasok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

c) Az egyenlet a kovetkez$ alakba irhaté:

, 3.3 V3
COS“X +—=—+COSXx - —.
4 4 2

Szorzatta alakitas utan:
COSX [cosx — 7 =0.

A megoldésok:

x1=§+k7t, xzzi%+21n (k1€ Z).

d) Az egyenlet alaphalmaza x € R\ {% + kﬂ'} (keZ).

Ekvivalens atalakitdsok utdn a kovetkezé masodfoku egyenlethez jutunk:

2-cos’x+5-cosx+2=0.
Ennek megoldésai:

cosx:—% = x=i2§+2k7r (keZ),

cosx =—2 < —1, ami nem lehet.

A megoldasok beletartoznak az egyenlet alaphalmazéba.

e) Az egyenlet alaphalmaza x € R\{kx} (k € Z).

Az egyenlet mindkét oldalat sinx-szel szorozva, majd felhasznélva, hogy cos?x + sin?x = I:

sin®x 4+ cosx -sinx =1,

sinZx + cos x - sin x = sinx + cosZx,

cosx - (sinx —cosx) =0.
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Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezgje 0, tehat:

cosx=0 < x1:§+kn (keZ), vagy
sinx =cosx (cosx =0 esetet mdr vizsgaltuk) = tgx=1 & x,= % +Ir (leZ).

A megoldasok beletartoznak az egyenlet alaphalmazaba.

2

f) Hasznaljuk a cos?x = 1 — sin?x Osszefiiggést, és nulldra redukdlds utdn alakitsuk szorzatta:

3x — sin?x = sin?x - (1 — sin?x),

sindx — sin?x = sin®x — sinx,

sin
sin*x + sin3x — 2 - sin?x = 0,
sin?x - (sinx + sinx — 2) =0,
sin?x - (sinx +2) - (sinx — 1) =0.
Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezd&je 0, tehat
sinx=0 & x =krm (keZ), vagy

sinx =—2 < -1, ami nem lehet, vagy
sinx=1 & x2=%+2177: ().
Az egyenlet megolddsai:

x =km és x2=§+217r (k1 € Z).

¥ a) A szamldléban tgx miatt x # g +kn (ke Z).
A nevezdben négyzetgyokos kifejezés all, tehat:

1-2-cos?x>0 & L>|cosx| SN %+lﬂ'<x<%+lﬂ' (leZ).

V2
A kifejezés értelmezési tartomdnya:
b4 b4 i1 3r
—+nm, —+nn| VU |—+mn;, —+nr| (n,me2).
4 2 2 4

b) A logaritmus alapja pozitiv €s nem lehet egyenl§ 1-gyel:

sinx>0 & 2kn<x<n+2kn (keZ),

sinx#l o x¢§+2lﬂ (eZ).

A logaritmus utan 4ll¢ kifejezés csak pozitiv értéket vehet fel:

1
2-cosx—-1>0 & cosx>5 = —§+2nﬂ<x<§+2nﬂ (ne?).

A hirom halmaz metszete adja az értelmezési tartoményt:

X € ]2m7t; % + 2m7t[ (m e 7).



3448

A két egyenletbdl fejezziik ki az d - b szorzatot:
Ny -2
7-lal* +8-1b|

15-181° ~7.1aP .
- valamint d-b=——-—-—,
16 30

a-b=

amibdl adédik, hogy: 5 )
15-16 = 7-1a _7-lal* +8-1p|

16 30 '

Ezen eredményiinket felhasznélva:

Looasdefo7al 1
ia-b=—""—"" =—.la
16 2

egyenldségek akkor teljesiilnek egyszerre, ha a két vektor null-

|2

Az |Zi|2: |l_)'|2 ésd-b= -|Z1'|2

1
2
vektor, vagy ha a két vektor egyenl§ hosszi és egymdssal 60°-os szoget zarnak be.

Alkalmazzuk az @(2; 3) és b(a; b) vektorokra a Cauchy-Schwarz egyenlGtlenséget:
2a+3b <22+ 32 a2 + b2,
Ekvivalens dtalakitdsokat végezve €s kihasznélva, hogy 2a + 3b =9:

9< V13 -Va? + b2,
i<\/az+l)2.

Vi3«
Az egyenl6tlenség mindkét oldala pozitiv, tehat:
81 <a?+ b2
13

Az a2 + b? minimuma % A kifejezés a minimaélis értékét akkor veszi fel, ha 3a =2b >0 és

és 2a + 3b =9. Az egyenletrendszert megoldva ez a = % és b= % esetén teljesiil.

Megjegyzés: A feladat mdsodfoku fiiggvény szélsGértékének meghatarozasara is visszavezethetd.

Jelolje az érint§ kor keresett sugardnak hosszat r. A kisebb
félkorok kozéppontjai legyenek A és B, a nagy félkor kozép-
pontja O, az érintSkor kozéppontja K.

Haszndljuk ki, hogy ha két kor érinti egymast, akkor a korok
kozéppontjait 0sszekotd egyenesen rajta van az érintési pont.

Az ABK haromszogben BK =r+ 80, AK =r+ 40, AB=120
és OK =120 — r, valamint AO = 80 és BO = 40.

[rjuk fel az AOK és BOK haromszogekre a koszinusztételt:

(40 +7r)> =802 + (120 —r)> —2-80 - (120 — r) - cos AOK <,

(80 +7)2 =402 + (120 — r)> =240 - (120 — ) - cos BOK .
Vegyiik figyelembe, hogy AOK< = 180° — BOK<, tehit cos AOK< = —cos BOK<.
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A masodik egyenlet kétszereséhez hozzdadva az elsét:
(40+7r)2+2-(80+7r)?=80%+2-402+3-(120 — r)%,
1120r = 38400,
r =34,29.
a) A hédrom félkort érint6 kor sugara 34,29 cm.

b) A besatirozott teriilet kiszdmitisdhoz az ABK haromszog teriiletébdl vonjuk ki a megfeleld
korcikkek teriiletét.

Az ABK hiromszog oldalai:
AB =120, AK=40+3429=74,29 és BK =80+ 34,29 =114,29.
A koszinusztétellel szamitsuk ki az AKB szoget:
1202 = 74,292 + 114,292 - 2-74,29- 114,29 - cosAKBX = AKB¥ =75,75°

A szinusztétellel hatdrozzuk meg az ABK szoget, ami nem lehet tompaszog:
sinABK< 74,29
sin75,75° 120

A haromszog harmadik szoge: 67,38°

ABK<% =36,87°.

A korcikkek sugarai és kozépponti szogei rendre:

ry=34,29, a; =75,75% 1, =40, 0, =67,38% r; =280, oz =36,87°.
A besatirozott teriilet:
74,29 -114,29 -sin75,75°

T =
2
~34292.1.- ﬂ — 4021 - @ ~802.1- 36,87 ~ 33743 cm2
60° 360° 360°

EED) Vegyiink fel a négy tereppont dltal meghatérozott négyszoghoz
hasonl6 négyszoget, amelyben az AB’ oldal a hosszisagu.

Az AB’C’ hdromszognek ismert egy oldala és hdrom szoge, igy
a szinusztétel segitségével megadhaté az AC’ oldal:

AC’  sinl28° s sin128°
—_— = AC’ =a- - .
a sin22° sin22°
Az AB’D’ haromszognek is ismert egy oldala és harom szoge,
igy hasonldan a szinusztétel segitségével megadhaté az AD’ oldal:
AD _ sin 68 D =q. sin 68 ‘
a sin40° sin40°
Az AD’C’ haromszdgben irjuk fel a koszinusztételt:
CD?=AC?+ AD?-2-AC’- AD’- cos42°,

. o2 . o2 . o . o
cD =\/(a' sin128 ) +(a- e ) -2-a- sin128 -a- sin 68 -cos42°.

sin22° sin40° sin22° sin40°
foes iz . . 7y o cD
A szamitdsok elvégzése utdn kapjuk: C’D’ = 1,41a, amibdl a = Tal

. 2
Mivel feladatunkban CD =2 km, a keresett AB tavolsag: ﬁ =~ 1,42 km.

b}



B A haromszog oldalainak hossza legyen x — 2, x és x + 2, valamint az x + 2 hossziisdgu oldallal

szemben 1év( szoget jelolje o.
A haromszog tertiletét felirva:
x-(x—2)-smoc=24 -  sing= 48 ‘
2 x-(x=2)
A hdromszogben felirva a koszinusztételt:
(x+2?=x2+(x-2)2-2x-(x—2)-cos,

amibdl
X2+(x-22-(x+2)2 x2-8x
coso = = )
2x - (x —2) 2x - (x —2)
Hasznéljuk ki, hogy sin’a + cos?a = 1:

( 48 jz ( x2 - 8x ]2
+ =1.
x-(x=2) 2x-(x = 2)

x*—16x>-3072=0
masodfokura visszavezethet§ negyedfoku egyenletet kell megoldanunk.

Az egyenletet rendezve az

A megoldoéképlet alapjan adddik:
x2=-48 vagy x?=64.
Megoldast csak ez utébbibdl kapunk.
Mivel x egy haromszog oldalat jeloli: x = 8.
A haromszog oldalainak hossza tehdt 6, 8 és 10 hosszegység.

Pitagorasz tételének megforditdsa alapjan ez a haromszog derékszogt, szogeit szogfiiggvénnyel
szamolhatjuk ki.

A haromszog szogei: 90° 36,87° és 53,13°

B Hasznaljuk a kiovetkezs dsszefiiggéseket:

2 2 2 2

cos2a =cos“or —sin“or és 1 =sin“o + cos“a.
Innen:
5 1+cos2a .5 1—cos2a
cos‘a=— és sinfoe=——F—
2 2
Ez alapjan a szogfiiggvények lehetséges értékei:
J10 . J6 Ji5 J15
coso=——, sinot = —, tgor = —, ctgo =—;
4 4 5 3
J10 . J6 Ji5 J15
coso=——, sing =——, tgo=-———, ctgo=-——;
4 4 5 3
J10 . J6 J15 J15
coso=———, sinak=—, tgoe=———, ctgor=——;
4 4 5 3
J10 . J6 J15 15
COSO(=—T, Sll’l(X=—T, thC=T, Ctg(X=T.
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BB Trigonometrikus Osszefiiggések felhasznaldsa utdn:

l1+sin2x sinx + cos?x + 2 -sinx - cosx _ (sin x + cos x)? _
“ sin?x — cos?x sinZx — cos2x - (sinx + cos x) - (sin x — cos x) B
sin x
_sinx+cosx cosx _tgx+1 241
_sinx—cosx_siﬂ_l_tgx—l_Z—l_ '
cosx
) 2
b) 1 — sin*x — cos*x _ 1- (1 - coszx) —cos*x _ 1—1+2-cosx — cos*x — cos*x _
cos*x cos*x cos*x
_ 2-cos.2x-(‘11 — cosZx) _2- 511212x 2 .1gx =8,
cos’x cos“x

&M o) Alakitsuk 4t a S _ C?Sa egyenldséget az addicios tétel alapjan:
cosf sinf
sine - sin B = coso - cos 3,
0=cosa -cosf —sina -sin B,
0=cos(a + B).
Ez utébbi egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha:

a+[3=§+k7r k € Z).

Mivel o és B haromszog szogei, k =0, tehat o + B = 90° vagyis a hdromszog derékszog,
és y=90°
b) Az egyenlet rendezése utdn alkalmazzuk a cos2x-re vonatkozé addicids tételt:
cos?2a —sin?20 = cos2 23 — sin?2p,
cos4do = cos4p.

Ez utébbi egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha 4o = 4 + 2km, vagy ha 4o = -4+ 2Ir,
ahol k,l e Z.

Leset: 4da=4p+2kn < a=B+%-k7r (keZ).

Mivel o és B haromszog szogei, k értéke O vagy 1 lehet.
Ha k=0, akkor o = .
Ha k=1, akkor o = 3+ 90°.

Il eset: da=-4B+2Iir & a+[3=%-l7r (leZ).
Mivel o és B haromszog szogei, [ értéke csak 1 lehet, és ekkor o + = 90°.

A feladat feltételének megfelel§ haromszog o €és B szogére a kovetkez§ Osszefiiggések koziil
teljesiil valamelyik:

(1) o=, vagyis a hdromszog egyenl§ szaru;
(2) o= p+90° vagyis a haromszog o szoge tompaszog, és 90°-kal nagyobb B-ndl;
(3) a+ B =90° vagyis a haromszog derékszogd, és y = 90°.



EED A szinusztétel értelmében a:b:c=sinw: sinf: siny. Elég tehat a szogek szinuszainak aranyat
megadnunk. (Ezek biztosan pozitiv értékek, hiszen tangenseik is pozitivak.)

Ismert, hogy

2 2 2
sing = g sinf = tgﬁz , siny= g7y

1+tg20 1+tg2p 1+tg2y

A feladatunk az, hogy megadjuk tg2c, tg2B és tg2y pontos értékét.
Mivel a haromszog szogeinek osszege 180°, igy
tay = te(180°— o~ B) = —tg (r + B = 22+ 8B
l-tgo-tgp
Atgo:tgf:tgy=2:3:4 aranybdl:
tgff = étgon és tgy=2-tgao

»_z

Az el6z6 egyenletben ezeket felhaszndlva tg o-ra a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

tga+§tga
2-tgoa=-— 3 .
1—tg(x-§tg(x

Rendezziik az egyenletet:
Stga

2 tgo=——28%
g 2 -3tg?a

4-tga -6t 00 =-5tg0,
9-tgo — 6tg3a =0,
tgor - (3—2tga) = 0.

A szorzat elsé tényezGje nyilvanvaléan nem lehet 0, tehdt tg2 o = 5

Ez alapjan B és y tangenseinek négyzetét is kiszamolhatjuk:
2
9 , 27
t tgor | ==tg2o=—,és
g p= ( g j s 2

tg?y =2 -tga)>=4-tg? o = 6.

A hdromszog szdgeinek szinuszai:

3
sing = tg’a 2 —, tg’p / 7,
1+t 1+ 1+tg2p 27

37
2

2
siny = tg}; = 6 :\/E
1+tgy 1+6 7
3 27 |6
th:c=sina:sinf:siny= [=:.[—:,|—.
aivemsinasnpisiny= (3 55 2

Az aranyt /? -dal bévitve kapjuk, hogy a hdromszog oldalai hosszdnak aranya: ~/7 : 3:+/10.

Ez alapjan:
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EIE) Mivel

)
sin“2x
X'COS2X=1—T,

4 4

X +cos*x = (sin2

. 2 .
sin X+ coszx) ~2-sin?

valamint ) . .
cos4x =cos“2x —sin“2x =1 —2-sin-2x,

az egyenlet a kdvetkez§ alakba {rhato:

sinx + cos*x = cos4x,

1 sin?2x

=1-2-sin%2x,

2 —sin?2x =2 — 4 -sin?2x,
sin22x =0.

Az egyenlet megoldésa: .
x=k- E (k (S Z)

fIE) a) Az egyenlet jobb oldalét alakitsuk 4t a cos2x = cos®x — sin’x Osszefiiggés segitségével, majd
alakitsunk szorzattd, és redukdljuk nulldra az egyenletet:

sin x — coSx = sin x - Cos2x,
sinx — cosx = sin x - (cos?x — sinZx),
Sinx — cosx =sinx - (cosx — sinx) - (COS x + sin x),
(sinx — cos x) - [1 +sinx - (sinx + cosx)] =0,
(sinx — cos x) - (1 + sin%x + sin x - cos x) = 0.
A szorzat pontosan akkor nulla, ha
I. eset: -
sinx —cosx=0 & tgx=1 < x:Z+k7r (ke?).

II. eset:

2x +sinx-cosx =0,

1+ sin
cos?x + 2 -sin%x +sinx -cosx =0, /:cosx #0
2-tg?x +tgx +1=0.
Ennek a médsodfoku egyenletnek a diszkrimindnsa negativ, tehét nincs olyan valds x, amely
kielégitené ezt az egyenletet.

Az egyenlet megolddsa: -
X=Z +kr (keZ).

b) A szinusz- s koszinuszfiiggvény periddusa 27, tehat elegendd a kovetkezd egyenletet meg-

oldanunk:
sin(2x+£)—3-cos(—£— )=1+2-sinx.
2 2

Az addicids tételek alapjan:
sin 2x+E —3-cos —E—x =1+2-sinx,
2 2

cos2x +3-sinx=1+2-sinx,
1-2-sinfx+sinx=1,
sinx-(1—-2-sinx)=0.



A szorzat akkor nulla, ha

I. eset: sinx=0 & x,=kx (keZ).

II. eset: | 5
Sinx=— & x,=2+2m x3= 2 +2nr (I,neZ).
2 6 6

Az egyenlet megoldésai:

x, =k, x2=%+21n, x3=5?”+2n7t (k,1,neZ).

EE) Alakitsuk 4t a kifejezést:

. . 1 . . 1 .
cos*x - sinx + cos2x - sin*x = 2 -4 - cos?x - sin?x - (cos?x + sin?x) = 2 -sin22x.

Mivel -1 <sin2x < 1, a kifejezés minimalis értéke 0, maximadlis értéke %
A kifejezés a minimumat ott veszi fel, ahol sin2x =0, vagyis x =k - g (ke Z).

o . . . . 1
A kifejezés a maximumat ott veszi fel, ahol sin2x =1, vagyis x = % + 5 I (leZ).

EE) Ha cosa = —%, vagyis o = 120° akkor az egyenlet elséfoku:
—4x+4-(—%}—2=0 = x=-1.

Ekkor az egyenletnek egy valds gyoke van.
Ha az egyenlet masodfokud (o # 120°), akkor van két valés megolddsa, ha az egyenlet diszkrimi-
ndnsa pozitiv:
D=16-4-(2-coso+1)-(4-cosa—2)=16—-8-(4-cos2a — 1) =24 —32-cos?a.
A kovetkez§ egyenlétlenség megolddsait keressiik, ha o konvex szog:
24 —32 - cos’a >0,

A
- > [cosal.
Ez utébbi egyenlétlenség megoldésa:
30°+ k- 180°< a < 150° + k- 180° (k € Z).
Osszefoglalva: az egyenletnek két valés megoldésa van azokra a konvex « szogekre, amelyre
30°< a < 150° és o # 120°



