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12.1. LOGIKA, BIZONYITASI MODSZEREK

Logikai feladatok, kijelentések — megoldasok

a) Nem. b) Igen. c) Nem. d) Igen. e) Nem. f) Igen.
a) Nem. b) Igen, igaz. ¢) Igen, hamis.

d) Nem. e) Igen, értéke fiigg a helyzettSl. f) Igen, hamis.

a) lgaz. b) Hamis. c) lgaz. d) lgaz. e¢) Hamis.

A helyes tippek: 1, 1, 2, X, 1, X.
a) Hamis. b) lgaz. c) Igaz.

Nem, ugyanis
a) nem kijelentés (paradoxon);
b) kijelentés, amelynek logikai értéke a kovetkezd mondattdl fiigg.

a) Hétfén, kedden, szerdan, pénteken, szombaton.
b) Csiitortokon, vasarnap.

a) Minden nap. b) Soha.

Beteg nem lehet, mert akkor nem mondhatna igazat. Egészséges orvos sem lehet, hiszen 6k igazat
mondanak. A megoldds b), vagyis egészséges dpolt.

Nandi és Oszi kijelentései ellentmondanak egymdsnak. Ha mindkettSt igaznak fogadnank el,
akkor paradoxonhoz jutnank, tehat valamelyiknek hamisnak kell lennie. Viszont igy Laci és Marci
igazat szolnak, azaz Nandi volt a tettes (€s kozben kideriilt az is, hogy Nandi az, aki hazudik).

Tudjuk, hogy kettejiik koziil az egyik igazat mond, a masik hazudik. Mivel a jelenlegi dllapotukrél
egyeldre nincs informdcionk, ezért olyan kérdést kell egyikiiknek szegezni, amellyel a jol ismert
multbeli helyzet utdn érdekldiink. Példdul:

»Te vagy a kirdlylany?”  vagy , Régen a hdzastdrsad mindig igazat mondott?”

Ha a kirdlylany valasza ,,igen”, akkor igazat mond (tehat a juhdsz éppen hazudik). Ha a vélasza
,»hem”, akkor hazudds napja van (tehét a juhdsz igazat mond).

Ha a juhdsz valasza ,,nem”, akkor igazat mond (tehat a kirdlylany éppen hazudik). Ha a vélasza
»igen”, akkor hazudés napja van (tehat a kirdlylany igazat mond).

Az els6 megjegyzés miatt Tivadar csak Kis, Fekete vagy Fehér lehet. Mivel Feketével és Fehérrel
mas iskoldba jart, Tivadar vezetékneve Kis. Az els6 megjegyzés miatt Kisnek hivhattdk volna még
Konrddot (¥is, Nagy, Fehér) vagy Csillat (kis, Nagy, Fekete). Konrdd és Emma vezetéknevei
ellentétek, igy csak szinek lehetnek: Fehér Konrdd, Fekete Emma és Nagy Csilla.

A legkisebb Osszeget akkor kapjuk, ha a lehet§ legalacsonyabb helyezésekkel rendelkez6k mon-
danak igazat (azaz az els6 10), mindenki mds pedig azt mondja, hogy elsd lett. Ekkor az 6sszeg
55 +40=95.

Alegnagyobb 6sszeget tigy halljuk, ha az utolsé 10 mond igazat, és minden el6ttiik érkezd utolsé-
nak vallja magat. Ekkor az 0sszeg 2455.



(IED Tekintsiik végig a lehetSségeket Jozsi szemszdgébal.
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El6szor tegyiik fel, hogy J6zsi beteg (azaz pont forditva l14tja a valésdgot, mint kellene). Ekkor Jani
nem beteg, tehat egészséges (amit hisz, az ugy is van). Ekkor viszont J6zsi orvos. Ajjaj, J6zsi beteg
orvos! (Janirdl azonkiviil, hogy egészséges, nem tudunk semmit.)

Misodszor tegyiik fel, hogy J6zsi egészséges. Ezek szerint Jani beteg, tehdt J6zsi nem orvos, hanem
apolt. Ajjaj, ekkor J6zsi egészséges apolt! (Janirdl azonkiviil, hogy beteg, nem tudunk tobbet.)

Bérhogy is nézziik, J6zsi vagy beteg orvos, vagy egészséges dpolt. Barmelyik is, nem kellene
az intézetben tartézkodnia. Janirdl a feltételek alapjan nem tudunk nyilatkozni.

a) Ha az elsé mondat igaz, akkor sajét igazsagat llitja. Igy a masodik mondatnak hamisnak kell
lennie. Ha az els6 mondat hamis, akkor a masodik igaz.

Tehat a két mondat koziil pontosan az egyik igaz.

b) Ha az els6 mondat igaz, akkor a masodik mondat hamis. Ha az els6 mondat hamis, akkor
a masodik mondat igaz.

A két mondat koziil pontosan az egyik igaz.

c) Ha az els6 mondat igaz, akkor a mdsodik mondat is igaz. Azonban akkor az elsé mondat hamis.
Igy ellentmondasra jutunk. Ha az elsé mondat hamis, akkor a mdsodik mondat is hamis. Ami
azt jelenti, hogy az elsé mondat igaz. Igy is ellentmonddsra jutunk.

Ez a mondatpar paradoxon. A két mondatnak nem tudunk dgy logikai értéket tulajdonitani, hogy
teljesiiljon. A mondatpar tagjait nem tekinthetjiik kijelentéseknek.

d) Ha az els6 mondat igaz, akkor a masodik mondat hamis. Ha az els6 mondat hamis, akkor
a masodik mondat igaz.

Ismét arra jutunk, hogy a két mondat koziil pontosan egy igaz, és egy hamis.

Induljunk ki valamelyik allitdsbol, és probaljunk meg kovetkeztetéseket levonni. Kezdjiik a leg-
egyértelmtbbel. (Zardjelben az 4llitdsok sorszdma, melyekbdl adédik.)

Aki ropit eszik, kdzépen iil. (2)
Mivel sem Kéroly, sem Zsolt nem iszik kélat, azt csak Pista ihat. (1, 3)

Mivel Zsolt jobbjén iszik Pista kolét és a sor sz€1én iil, igy csak a jobb szélen iilhet. Ugyanebbdl
adaddik, hogy kozépen iil Zsolt és a bal oldalon Karoly. (3, 5)

A pattogatott kukoricat balra kellett adni, tehat Pista pattogatott kukoricat €s Karoly sés mogyorot
eszik. (4)

Karoly szomszédja Zsolt, igy 6 iszik gyombért, Karoly pedig jeges teat. (6)

A fidk igy iilnek a moziban:

Mozivaszon
jeges tea gyombér kola
$0S mogyoro ropi pattogatott kukorica
Karoly Zsolt Pista

Ismét kezdjiik egy teljesen egyértelmi kijelentéssel. (Zardjelben az allitdsok sorszdma, melyekbdl
adodik.)

A fidk nem egymds mellett iilnek. (1)

Mivel Feri nem szereti a gyiimolcsleveket és az egyik fid gyiimolcslevet iszik, igy Lori narancslevet
iszik. (2, 8)



Mivel Angi kakadt, Kati tedt iszik, Feri nem szereti a gylimolcslevet és Lori narancslevet iszik, igy
Hugi baracklevet és Feri vizet iszik. (2, 3, 9)

AKki szendvicset eszik, vizet iszik hozza, ezért Feri szendvicset eszik. (5)

Mivel rantottat és f6tt tojast Lori mellett esznek, piritdst ehet Lori vagy a Feri mellett (de nem
a fidk kozott egyediil) 16 lany. Lorir6l azonban tudjuk, hogy narancslevet iszik: ekkor nem
Iényeges az az informdcio, hogy a piritost evs nem tedt kér. Tehat piritost a Feri mellett iil6 1any

s

eszik. (7, el6z6)

Hugir6l mar tudjuk, hogy baracklevet iszik és Lori mellett iil. Szabad még a tea és a kakad helye:
mivel a piritost ev6 nem kér tedt, igy 6 csak kakadt ihat, tehat § Angéla. (6, 10, 3)

Mivel ételnek mar csak egy szabad hely maradt, igy Lori halat

eszik. (el6zGek) Ferenc

Angi egyik szomszédja siiti maganak a reggelit — Feri nem,
mert hideg szendvicset eszik. Ebb6l kovetkezik, hogy a Lori
és Angi kozott Ul6 rantottat eszik, a fidk kozott iil6 pedig fott
tojast. (3)

Mivel a rantottat reggelizé nem gytimolcslevet kért, igy csak tedt
ihat: 6 Kati. (4)

Kovetkezésképpen Hugi a két fia kozott f6tt tojast reggelizik
baracklével. (el6z6)

A reggelizékre és az altaluk fogyasztott ételekre, italokra egy
példa az abran lathato.

Logikai miiveletek — negacio, konjunkcid, diszjunkcio

— megoldasok
a) —A; b) AAB; c) AVB;
d) (AAB)VC; e) —=(AAB); f) (AAB)A(=C)A(=D);

g) (AAB)V(CAD,).

(1) a) Félek a dolgozattdl.
b) Van olyan film, amit még nem lattam.
¢) Van olyan szarka, amelyiknek a farka egyszind.
d) Minden révid nyaku zsiraf rosszul fésiilt.
e) Barmely geometriai rendszerben a haromszog belsS szogeinek osszege 180°.
f) Létezik olyan érettségi feladatsor, amelyben nincs ilyen feladat.
g) Minden hollé6 fekete.
h) Létezik olyan héttel oszthat6 szam, amely 5-tel is oszthato.
i) Van két egyenes, melyek nem metszik egymast.

(1) a) Hideg van és fazom.
b) 6l feloltozom vagy mozogni kell.
¢) Mozogni kell €s nem fazom.
d) Nem igaz, hogy fazom és mozogni kell, vagy jol fel6ltozom.
e) Hideg van és fazom, vagy jol fel6ltozom és nem kell mozogni.



LOGIKA, BIZONYiTASI MODSZEREK

a) lgaz. b) lgaz. ¢) Hamis. d) Hamis. e) lgaz. f) Igaz.

A és D, illetve B és C egymads tagaddsai.

a) Nem bilidrdozok j6l vagy nem golfozok jol.

b) Nem vagy Kata és nem is vagy Kldra.

c) Nem igaz, hogy James vagy Bond vagyok.

d) Nem igaz, hogy a boltba megyek és felporszivozok.

(I3 a) —A = Van olyan trapéz, melynek nincsenek parhuzamos oldalai vagy vannak egyenld szogei.
— B = Barmely deltoidnak vannak egyenld szogei.
—C = Minden négyzetnek van olyan oldala, mely nem egységnyi és teriilete sem az.
b) A kitoltott tablazat:

Allitas ~ Tagadas

A = Minden trapéznak van két parhuzamos oldala és minden szdge kiilonboz6. hamis igaz
B = Van olyan deltoid, melynek minden szdge kiilonb6za. hamis igaz
C = Létezik olyan négyzet, melynek minden oldala vagy teriilete egységnyi. igaz hamis

@) a) Ot lehetSség van.
1. Az illet6 mindent megtanul.
2. Csak a verset tanulja meg.
3. A verset megtanulja, azonkiviil csak matek hazit ir.
4. A verset megtanulja, azonkiviil csak fizika hazit ir.
5. Csak a redl targyak hazijat késziti el.
b) Hérom lehet&ség van, de minden esetben meg kell nézni a filmet.
1. Elkésziti mindkét ételt.
2. Csak réantottat siit.
3. Csak bundds kenyeret siit.

(II”4) a) Minden nap minden érajanak minden percében csak rad gondolok.
b) Barmely egyiittesnek van olyan szdma, amelyben minden versszakot megértek.
¢) Van olyan étel, amit akdrhogyan is készitenek el, barmikor hajlandé vagyok megenni.

a) Négy lehetGség van: Karcsi koran kelt vagy nem, illetve sokat dolgozott vagy nem. Ha tényleg
koran kelt és sokat dolgozott (azaz mindkettd igaz), akkor annak a tagaddsa hamis. Minden més
esetben valamelyik (vagy mindkettd) kijelentés hamis, igy tényleg nem igaz, hogy egyszerre
teljesiilnek. Ekkor az allit4s igaz.

b) Ha szinvak vagyok, akkor az allitas igaz, barmilyen is a labda. Ha nem vagyok szinvak és a labda

valéban gomboly( és piros, akkor is igaz. Ha viszont nem vagyok szinvak és a labda valamelyik
jellemzgje (esetleg mind a kett§) hamis, akkor az dsszetett llitds hamis.

c) Haelalszom, akkor az 4llitds hamis, fiiggetleniil az el6adast6l. Ha nem alszom el és az elGadés
nem volt sem rovid, sem izgalmas, akkor is hamis. Ha viszont nem aludtam el és az elGadas két
jellemzgje koziil legaldbb az egyik teljesiil, akkor igaz a kijelentés.



() a) Volt nehéz feladat, vagy olyan, amit nem oldottam meg.
b) Ebben a pizzéridban van rossz iz{ pizza, és minden pizzdt megkostoltunk.

c) Barmely hdromszégnek van olyan szoge, ami nem derékszog.
d) Van olyan Rubik-kocka, amelynek barmely oldaldn van olyan szin, ami nem kék.

a) Elegendd, ha D hamis.
b) Sziikséges, hogy mind a négy kijelentés hamis legyen.
c) Az elsé kettd vagy a masodik kettd kijelentésnek egyszerre kell hamisnak lennie.
d) Az elsé kett§ kijelentésnek kell egyszerre igaznak lennie, vagy a masodik kettének egyszerre
hamisnak.
Mivel a formuldk mindegyikében két kijelentés (véltozd) szerepel, igy értékeik (igaz vagy hamis)
Osszesen négy esetet adnak:
i—i, i—-h, h—i, h—h.
A legegyszertibb, ha készitiink mindharom formuldhoz egy-egy igazsdgtdbldzatot.
A piros oszlop mindegyik esetre érvényes, a végeredményt a zold oszlop mutatja.

28 a4 <8 D) A B Vo) RN VI
i i h h Y i Qi i i h
i h | i fo i h h h h i h h h h
hoi h h h hohoidQ i N
h h hohoi h h h i i h h h i i

A feladatban az els6 két formula harom kijelentést tartalmaz, melyek mindegyike lehet igaz vagy
hamis, ezért a lehet&ségek szama:

23=38,
azaz ennyi sora van az igazsigtablazatnak.

A c¢) kérdésben négy formula szerepel, ott 16 soros a tdbldzat. A végeredményt most is a zold
oszlop jeloli.

4B c D a A B v RN BV
[ A 0 A A A R h h i 0 i
i i h h i i i h h h h i [ h
i h i /A O A I BT B h h h i i
i h h i i h h i h h h h h h
h i i i h h i 0 i [ T BT R A
h i h i h h i i h A A
h h i i h h h i i i i h 0
h h h i h h h i h i h h h h



i 0 h i h @ i i h h [ i
i i h h h i i i h h h h
i h 0 i i h h i i i i
i h i h i i h h i i i h
i h h i U (A IR/ 1 BT T R
i h h h i i h h h h h h
I /A B i h h 0 i i i i
h i i h i h h @i i i i h
h @i h i T U A B T R
h i h h i h h i h h h h
h h i i i h h h i i i i
h h i h i h h h @i i i h
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h h h h i h h h h h h h

Logikai miiveletek — implikacid, ekvivalencia — megoldasok

(158 a) A—>B; b) (AVB)—=C; ¢) (AAB)=C; d) A—(BA—C);
¢) A (BVO); f) (BVvC)—A)A(A—>(BVC)); g) AB.

(IF1) a) Ha egy négyszdg négyzet, akkor paralelogramma. Igaz.
b) Ha egy négyszog paralelogramma, akkor rombusz. Hamis.
c) Egy négyszog pontosan akkor paralelogramma, ha két-két szemkozti oldala egyenld. Igaz.
d) Ha a négyszog két-két szemkozti és két-két szomszédos oldala egyenld, akkor rombusz. Igaz.

e) Haegy négyszog két-két szemkozti és két-két szomszédos oldala egyenld, tovabba szogei egyen-
16k, akkor négyzet. Igaz.

f) Haegy négyszog két-két szemkozti és két-két szomszédos oldala egyenld, vagy szogei egyenldk,
akkor rombusz. Hamis.

g) Egy négyszog pontosan akkor négyzet, ha rombusz és szogei egyenldk. Igaz.

(IFH a) Thalész tétele.
b) B.



a) A megforditdsa: Ha egy négyszog paralelogramma, akkor atléi felezik egymast.

B megforditdsa: Ha egy hdromszog belsS szogeinek felezSi egy pontban metszik egymadst,
akkor sdlypontja a haromszogon kiviilre esik.

C megforditdsa: Ha egy fliggvény feliilr6l korldtos, akkor van minimuma.
D megforditdsa: Ha egy egész szam oszthatd 21-gyel, akkor oszthat6 7-tel.
b) A Kkitoltott tablazat:

Allitas Megforditas

A = Ha egy négyszog atldi felezik egymast, akkor az paralelogramma. igaz igaz

B = Ha egy haromszdg.sﬂlypon}ja a haromszogon kiviilre esik, akkor belsé szdgeinek felezdi igaz il
egy pontban metszik egymast.

C = Ha egy fiiggvénynek van minimuma, akkor feliilrél korlatos. hamis hamis

D = Ha egy egész szam oszthato 7-tel, akkor oszthato 21-gyel. hamis igaz

a) A Pitagorasz-tétel megfogalmazhat6 ekvivalenciaként.
b) Ez a kijelentés igaz, de megforditidsa nem.

c) A Thalész-tétel is megfogalmazhaté ekvivalenciaként.
d) Megforditdsa sem igaz.

Figyeljiik meg, hogy a feltétel mindig teljesiil.

a) Igy az implikéci6 akkor vélik igazzd, ha a kovetkeztetés is igaz.
A befejezés barmilyen igaz kijelentés lehet, példdul: 2 + 2 = 4.

b) Igaz feltétel mellett az implikacié akkor valik hamissd, ha a kovetkeztetés hamis.
A befejezés barmilyen hamis kijelentés lehet, példaul: 2 +2 =5.

Figyeljiik meg, hogy a kdvetkezmény hamis.

a) Az implikaci6 akkor vélik igazza, ha a feltétel hamis.
A kiegészités barmilyen hamis kijelentés lehet.

b) Az implikacié akkor hamis, ha a feltétel igaz.
A kiegészités barmilyen igaz kijelentés lehet.

a) Mivel A feltétele hamis, igy az implikacié kovetkezményétdl fiiggetlentil valik igazza.
Az A mondat kipontozott részére barmit frva az implikaci6 igaz. (Hiszen h—i=i és h—h=1.)
b) Mivel B kovetkezménye igaz, akdrmit is frunk feltételnek, az implikdci6 teljesiil. (Hiszen
i—i=iés h—i=i.)
¢) Az a) pontban ismertetett megfontoldsok miatt az implikécié nem lehet hamis.
d) A b) pontban latott megfontoldsok miatt az implikdcié nem lehet hamis.

a) A keresett formulak:
(AAB)—C =Ha n 3-mal és 8-cal oszthatd, akkor 24-gyel is oszthatd.
D——F =Ha n paros, akkor nem prim.
E<>(AvB) = n pontosan akkor oszthaté 12-vel, ha 3-mal vagy 8-cal oszthatd.
(FA—=A)—D = Ha n prim és nem oszthaté 3-mal, akkor paros.
b) Alogikai értékek: igaz, hamis, hamis, hamis.

.................. - 10



(1’7 Figyeljiik meg a kovetkezdket:
— A-bdl kovetkezik D, tehdtaz A és D kijelentések ugyanarrdl a szdmrdl szélnak.
— B és C kizérjak egymast, tehat egyik az egyik, masik a mésik szdmra vonatkozik.
— Amire A és D vonatkozik, az nem lehet prim, azaz A és D kizérja E-t.
Ezek alapjéan két eset lehetséges.

L eset: Az egyik szdmra A, D, B; amasikra E, C vonatkozik. Az egyetlen 5-tel oszthatd prim az 5.
Az A, D, B kovetelményeknek végtelen sok szdm megfelel, legkisebb koziiliik a 6.

IL. eset: Az egyik szdmra A, D, C; a mdsikra E, B vonatkozik. Az egyetlen péros prim a 2.
Az A, D, C kovetelményeknek végtelen sok szdm megfelel, legkisebb koziiliik a 15.

(B a) Az A kijelentés csak abban az egy esetben hamis, ha hideg van és nem fazom. Ekkor a B kijelen-
tés is hamis, hiszen nem igaz, hogy nincs hideg és nem fizom. Minden mds esetben A és B is
igaz. A és B ekvivalens dllitdsok.

b) Az A kijelentés csak akkor hamis, ha piszkédlnak és mégsem leszek mérges. B hamis, ha egy-
részt nem igaz, hogy nem piszkdlnak, masrészt nem igaz, hogy mérges vagyok. Minden mas
esetben A és B isigaz. A és B ekvivalens allitdsok.

c) Az A kijelentés pontosan akkor lesz hamis, ha siit a nap és mégsem j6 a kedvem. Ebben az esetben
a B kijelentés feltétele (nem jo a kedvem) igaz, de a kovetkezmény (nem siit a nap) nem teljesiil,
azaz B is hamis. Amennyiben a kedvem jo, akkor B igaz. Utoljdra azt gondoljuk meg, ha rossz
a kedvem €s a nap se siit: ekkor igaz B feltétele és kovetkezménye is, azaz maga B kijelentés.
Kimondhatjuk, A és B ekvivalens 4llitdsok.

Megjegyzés: Jelolje C =siit anap, D = j6 a kedvem. Ekkor formuldkkal lefrva az éllitdsokat:
A=C—-D és B=(—-D)—(=0C).

d) Trjuk fel formuldkkal a kijelentéseket. Jelolje M = most igent mond, § = soha nem mond igent.
Ekkor A = (—M)—S. A B illitas felirdsdhoz azt gondoljuk meg, hogy az ,.egyszer igent mond”
megegyezik a ,,nem igaz, hogy sohasem mond igent” kijelentéssel. Tehat B = (—=S)—>M.
Vegyiik észre, hogy ez a forma megegyezik a c¢) feladatban latottal, csak C helyére (—M)-t
és D helyére S-t kell irnunk! Tehdt itt is teljesiil, hogy A és B dllitdsok ekvivalensek.

LOEYY A keresett tablazatok:

A B )"0 58 (Ca v B )"0 S8 Ta S B

A (B > A

fi /T h i i /T A A N N
i h i h h h h h i h h i h h h h i i
h i h i i A I h h i h i i h i h h
h h h i h i i h h i h h i h i h i h

@08 o) Felhasznélva a kettSs tagadast, hogy a diszjunkcié kommutativ és A—B = (—A)VB:
A—B=(—A)VvB =Bv(=A) = —=(=B)v(—A) = (—B)—>(—-A).
b) Az egyes 1épéseket a szdmok magyardzzak:
(A—>B)—C=(1)=[(=A)VB]=>C=(2)=—[(—wA)VB]vC=(3)=[Ar(=B)|vC=
= @) = (AVOA[(=B)VC] = (5) = [~(= AWV CIA[(=B)V C] = (6) = [(=A) > CA[B—C].
(1), (2) és (6): Az implikdcié mar megismert atirdsa diszjunkciéra, A—B = (—=A)VB.
(3): De Morgan-azonossag diszjunkciéra, —(AvB) = (—A)A(=B).



(4): a diszjunkcio disztributiv a konjunkciora, (AAB)vC = (AvC)A(BVC).

(5): kettSs tagadds, A = —(—=A).

Megjegyzés: Az a) pontban latott azonossag alapjan alkothatjuk meg a kontrapozicionak neve-
zett bizonyitasi eljarast. A ,,ha ..., akkor ...” éllitisban megforditjuk és letagadjuk a feltételt
és a kovetkezményt, majd ezt az allitast bizonyitjuk. Ilyet alkalmaztunk pl. ebben a kijelentésben:
Ha o, B, y egy haromszog bels szogei, akkor legaldbb az egyik szog legaldbb 60°-0s.

A kontrapozicids 4llités:

Ha nem igaz, hogy o = 60° vagy B = 60° vagy v = 60° akkor ¢, B, ¥ nem egy haromszog
belsd szogei.

A kontrapozicids 4llitds bizonyitdsa:

A letagadott feltételt a De Morgan-azonossdg alapjan dtirhatjuk o <60° és < 60° és y < 60°
alakban. Igy o + 8 + y < 3-60° = 180° Mivel bizonyitottuk, hogy minden haromszog belsé
szogeinek osszege 180° ezért o, B, v nem lehetnek ugyanazon haromszog szogei. (Természe-
tesen kijelentésiink csak az euklideszi geometridban érvényes.)

Teljes indukcié (emelt szintii tananyag) — megoldasok

LIE[ A sorok sorszdma szerinti teljes indukciét alkalmazunk. S, jeloli a k-adik sorban levé szamok
Osszegét.
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1.
2.
3.

A 0-adik sorban lev 1-esre teljesiil, hogy az dsszeg S, =1 =20.
Tegyiik fel, hogy (t.f.h.) a k-adik sorban az 6sszeg S = 2X.
Kérdés, hogy Sy, =2k teljesiil-e.

Mivel minden sorban dupldn szdmoljuk az el6z6 sorban elGfordulé szamokat (egyszer jobbra
le, egyszer balra le, illetve az els§ és az utolsé 1-est odairjuk), igy az ott keletkezd Gsszeg is
duplija lesz az el6z6nek:

Spa1=2-8,=(2)=2.2k=2k+1,

Az n kitevd szerinti teljes indukcioét alkalmazunk.

1.
2.
3.

A legkisebb természetes szamra, n = O-ra teljesiil az allitds: 3 [2.70+1=3,
T.fh. n = k-ra teljesiil az 4llitds: 3]2- 7K + 1.
Kérdés, hogy n=k+ 1 esetén 3|2-75+1 + 1 teljesiil-e.
Alakitsuk 4t a kifejezést:
2.7k 4 1=2.7-7k+ 1=7-2- 7"+ 1) - 6.
Az indukcios feltevés miatt a zdrdjeles kifejezés (és annak hétszerese) oszthatd 3-mal, az
utolsé 6-os oszthaté 3-mal, igy kiilonbségiik is.

Minden esetben n szerinti indukciot alkalmazunk.
a) 1. n=0-ra: 2|02-0=0.

2. Tfh. n=k-ra 2| k*> - k.
3. Kérdés, hogy n =k + 1 esetén igaz-e, hogy 2|(k + 1)2 — (k + 1).
Alakitsuk 4t:
k+ 12—+ D) =k?+2k+1-k-1=k>+k=k*—k+ 2k

Az els6 két tag kiilonbsége az indukcids feltevés miatt oszthatd 2-vel, a 2k tag pedig péros.
Tehat az 4llitds igaz.

........................ .12



b) 1. n=0-ra: 27110+ 18-0-1=0.
2. Tfh. n=k-ra 27/ 10% + 18k — 1.
3. Kérdés, hogy n =k + 1-re 27|10%*1 + 18- (k+ 1) — 1 teljesiil-e.
Alakitsuk at:
10F*1 + 18- (k+1)—1=10-10F+ 18k + 17 = 10- (10X + 18k — 1) — 162k + 27.

A zérgjeles kifejezés oszthat6 27-tel (az indukcids feltevés miatt), mint ahogy 162 és 27 is.
Igy az egész kifejezés oszthatd 27-tel.

¢) 1.n=0-ra6/03+11-0=0.
2. T.fh. n=k esetén 6| k3 + 11k.
3. Kérdés, hogy n=k+ 1 esetén 6| (k+ 1)3 + 11-(k + 1) teljesiil-e.
Alakitsuk 4t:
k+12+11-(k+ 1) =k3+3k>+ 3k + 1 + 11k + 11 = k> + 11k + 3k- (k+ 1) + 12.
Az els6 két tag 0sszege az indukcids feltevés miatt oszthaté 6-tal. A szorzat oszthaté 3-mal,
és mivel két egymdst kovetd szdm is szerepel benne, az egyik biztosan pdros. Tehat
3k-(k + 1) is oszthat6 6-tal. Végiil 6112, igy 6 az egész kifejezésnek is osztéja.
Ismét n szerinti indukciét alkalmazunk.
1. n=0-ra az 4llitas teljesiil: 1=(1+a)?>1+0-a=1.
2. T.fh. n = k-ra igaz, hogy (1 +a)*>1+k-a.
3. Kérdés, hogy ekkor (1 + a)**!1>1+ (k+1)-a teljesiil-e.
Kezdjiik atalakitani a bal oldalt:
A+a)*'=(l+a)-(1+a)f>1+a)-(1+k-a)=
=l+a+ka+k-a’>1+a+k-a=1+k+1)-a.

Az elsé egyenlGtlenségnél kihaszndltuk az indukcids feltevést, a masodikndl egész egyszeriden
elhagytunk egy nemnegativ tagot (k természetes szdm, a2 > 0).

1I-(1+1)-2-1+1)
) 1. n=1-re 12= =
6

2. Tfh. n=kra 12+22+32 ...+ k2

1.
_ k(1) k1)

6
3. Kérdés, hogy n=k+ 1re 12422+ 32 4.+ K2+ (k+12 = KFD* +62) Ck+3) ozee,
12+22+32+...+k2+(k+1)2=k'(k+1)6'(2k+1)+(k+1)2=
. . . 2 . .
kD @hrD) 6 k1P ke @k D6 (kD)
6 6 6
2 .
:(k+1)-2k +7k+6=(k+1)-(k+2) 6(2k+3)'
Pontosan ezt kerestiik.
@) 7 szerinti teljes indukciét alkalmazunk. . .
1. A kiindul6 érték n =2, erre az 4llitds teljesiil: —-=>——. Atalakitva 62 >8, négyzetre
emelve mindkét oldalt: 72 > 64. 2 47202

2. T.f.h. n =k esetén léE>L
2 4 2k~ 2k
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3. Kérdés, hogy n =k + 1 esetén teljesiil-e: 13 .= krD-1 !

2 477 2-(k+1 >2;/(k+1)'

Az indukcids feltevés szerint igaz, hiszen minden szorzétényez§ pozitiv szam:
13 2k-1 2-(k+1)-1 1 2-(k+1)-1 2k +1
_— . > . = .
2 4 2k 2-(k+1) " 2k 2-(k+1)  k-(k+1)

Kérdés, hogy ez a csokkentett érték vajon nagyobb-e még a kérdéses ;—nél. Szorozzuk
meg mindkét oldalt 4/k - (k + 1)-gyel: 2J(k +1)
2k +1 1

WNE-k+1) 2Jk+ D)’
2k +1>2k - (k+ 1).

Négyzetre emelve mindkét oldalt, kapjuk az igaz 4k> + 4k + 1 > 4k> + 4k egyenlGtlenséget.

A 1. n=1-re: %+%+1:M>1.

4 24
T 1 1 1
2. T.fh. n = k-ra az allitas teljestil: —— + ——+ ...+ ——>1.
k+1 k+2 3k +1
3. Kérdés, hogy n =k + 1-re teljesiil-e: + ! +...+ ! > 1.
k+D+1 k+1D+2 3-k+1)+1
1 1 1 1 1 1 1
+ +...+ = + +...+ +...+ =
k+D+1 (k+1)+2 3-k+1)+1 k+2 k+3 3k +1 3k+4
1 1 1 1 1 1
= + + +...+ +... -—>
k+1 k+2 k+3 3k+1 3k+4 k+1
1 1 1 1
+

+ - .
3k+2 3k+3 3k+4 k+1
Ha most az utols6 négy tag 0sszege pozitiv, akkor ez az 6sszeg is nagyobb, mint 1.

Legyenx =3k+3 >0, igy k+1=§>0.
Ekkor:

1 1 1 3 1 1 2
+—+ —-—= + —-—=
x-1 x x+1 x x-1 x+1 «x
xx+D+x-(x-1)=2-(x2-1) 2
— = > 0.
x-(x2=1) x-(x2-1)

EE) Vizsgiljuk meg az elsé néhdny sszeget:
1=1; 1+3=4; 1+3+5=9; 1+3+5+7=16;

Egyrészt azt latjuk, hogy az 0sszeg négyzetszam. Mdsrészt az utolso, n-edik szam elGall 2n — 1)
alakban. Sejtésiink tehat igy sz6l: az elsé n pératlan szdm Osszege n?

Bizonyitsuk n szerinti teljes indukcidval.

1. n=1-re az allitas teljestil.

2. Tfh. n =k esetén az allitas teljesiil: 1 +3 + ... + 2k—1) = k2.

3. Kérdés, hogy n=k+1-re 1 +3+ ...+ 2k—1)+ 2k + 1) = (k+ 1)? teljesiil-e.
T4+3+ .. +QRk=D+QRk+ 1) =k +2k+1=(k+1)>2



10141-9.1-10 81 _

0O 1.n=1re3=——— ——=— =3,
n=e 27 27
, 10k+1-9k 10
2. Tfh. n=k esetén 3+33+333+...+33...3=2—7.
10¥*2-9.(k+1)-10

3. Kérdés, hogy 3+33+333+...+33...3+33...33=

teljesiil-e.

27
(Az utols6 33...33 szdm (k + 1) darab 3-as szdmjegyet tartalmaz.)
Hasznéljuk fel az indukcids feltevést, majd vizsgaljuk meg, egyenld-e a két oldal:

k+1 _ _ k+2 _ Q. _
10 Ok 10+33...33=10 9-(k+1) 10’ /97
27 27
10-10K = 9%k — 10 +27-33...33=100- 10 - 9k — 19, /+ 9k, +10, —10 - 10*
81-11...11=90-10k -9, /:9

9-11...11=10k+1 1,
99...99 =10k+1 1,

ez pedig igaz, mert a bal oldalon (k + 1) darab 9-es szdmjegyet taldlunk.

@) Az egyenesek szdma szerinti teljes indukciét alkalmazunk.

1. Egy egyenes (n = 1) a sikot két részre osztja: az egyiket pirosra, a masikat zoldre szinezziik.

2. Tf.h. n =k egyenes esetén kiszineztiik a feltételeknek megfelelden a ,,térképet”.

3. Meg tudjuk-e ezt tenni még egy (k + 1)-edik egyenes berajzoldsa esetén? Igen, ugyanis beraj-

zolva az ujabb vonalat, ez két részre osztja a térképet. Az egyik oldalt hagyjuk meg ugy szi-
nezve, ahogy eddig is volt. A mdsik felén minden rész szinét valtoztassuk az ellenkezgjére. Igy

—ezen az oldalon a szomszédos részek kiilonbozg szinei kiillonbozék maradnak;

— azok a részek, amelyekbe az Gj egyenes belemetsz, két szinlek lesznek, az egyenes két olda-
l4n kiilonbozd szineket taldlunk.

Igy elérjiik, hogy tovabbra se legyenek oldalszomszédos, azonos szind részek.

.n=0esetén 11]20°0+1 1 32:0+2 -2 4 9=11,

2. T.fh. n=k-ra 11]20k+1 4 32k+2 =2 .64k 4+ 9.0k

. Kérdés, hogy n =k + 1-re vajon 11[20-k+D+14 32:(k+D+2 teljesiil-e.

26-(k+1)+1 + 32-(k+1)+2 - 26k+7 + 32k+4 - 64~2~64k+ 9,9,9k -
=64-(2-645+9.95) - 64-9-9k+9.(2.64K+9.9K) —9.2. 64k,
A két zardjelben levd kifejezés az indukcids feltevés szerint oszthaté 11-gyel, ezért koncent-
rdljunk a maradék két tagra. Kiemelve bel6liik (—1)-et, kapjuk:

64-9-95+9.2.64k=9.(2-64%+9-9%) + 55-9.9,
Itt a zérdjeles kifejezés az indukcids feltevés szerint ismét oszthatd 11-gyel, mint ahogy az utolsé
tagban levd 55-0s egyiitthatd is. Készen vagyunk: az dsszes tagrdl kimutattuk, hogy oszthat6 11-gyel.
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a) Kezdjiik néhany eset megvizsgaldsaval:
11<3l 21<3% 5 61<35% 71537 81>38
Sejtésiink: barmely n =7 egész szdmra n! > 3".
A bizonyitdst teljes indukcidval végezziik.
1. n=7-re az 4llités teljesiil: 5040 = 7! > 37 = 2187.
2. T.fh. n =k értékre teljesiil az allitas: k! > 3k,
3. Kérdés, hogy (k+ 1)! > 3k+1 teljesiil-e. Induljunk ki a faktoridlisbdl, hasznaljuk az indukciés
feltevést:
(k+D!=kl-(k+1)>(k+1)-3k
Ha ez utébbi kifejezés nagyobb vagy egyenld, mint 3K+ = 3. 3, akkor készen is vagyunk:
(k+1)-3k>3.3k9
Osszuk le mindkét oldalt a pozitiv 3*-nal, igy k + 1 >3, ami természetesen teljesiil,
hiszen k > 6.
b) Vizsgiljunk meg néhany értéket:
30503 31>13; 32>23; 33=33; 34>43; 35553
Ugy tiinik, 3-nal nagyobb és kisebb értékekre teljesiil az 4llitds, csak 3-ra nem (ekkor egyen-
16ség 4ll fenn). A bizonyitandé 4llitds tehdt: barmely n >3 természetes szdmra 3" > n3.
Megjegyzés: Ha megengedjiik az egyenl&séget, akkor n = 0-t6l kimondhatjuk az allitast.
1. n=4 esetén 81 = 3* > 43 = 64.
2. Tfh. n=k-ra 3> k3.

3. Kérdés, hogy 3¥*! > (k+ 1)3 teljesiil-e. E16szor alakitsuk 4t a bal oldalt, majd hasznaljuk fel
az indukci6s feltételt:

3kr1=3.3k5 343,
Ha igaz, hogy 3-k3 > (k + 1)3, akkor készen is vagyunk.
Fejtsiik ki a zdr6jelet, vonjunk ki mindkét oldalbdl &>-t:
23 >3k + 3k + 1.
Osszuk el mindkét oldalt k-val (k> 3), és rendezziink a tort kivételével egy oldalra:

2k2—3k—321.
k

A parabola zérushelyei:

+ ’
kl 2= 3_ 33, azaz k]z—0,69 éS k2:2,19
’ 4

Ne feledjiik, hogy szdmunkra csak a k > 3 egész értékek lényegesek!
Ezekre % kisebb 1-nél, a parabola pedig pozitiv egész értékeket vesz fel, tehat az egyenlGt-
lenség teljesiil.
Figyeljiikk meg alaposan az 6sszeget. Mivel a szinuszfiiggvény 27 szerint periodikus, valamint
sin g) =1, sin (3?”) =—1, ezért a kérdéses Osszeg megegyezik a

-1+2-3+4-5+6-T+...
valtakozo elGjeld osszeggel.



Az alabbi tablazatban n az dsszeadandd véltakozé elGjeld szdmok szamat jeloli, S, pedig az
Osszegiiket.

n 1 2 3 4 5 6 7
-1 1+2 1-3 2+4 2-5 -3+6 3-7
S, -1 1 -2 2 -3 3 -4
_n+1 n _n+1 n _n+1 n _n+1
2 2 2 2 2 2 2

A probléma az, hogy 6sszegiink a véltakozé elGjel miatt kétféleképpen viselkedik: mds lesz paros
sok és mds pdratlan sok szdm 6sszegére. Az indukcidt csak két 1épésben végezhetjiik el. Egyszer

igazolnunk kell a parosrol pdratlanra torténd 1€pés helyességét, egyszer pedig a paratlanrdl parosra
1épés helyességét. Ehhez frjunk fel két kiindul6 értéket és két indukcids feltevést.

Kezdjiik a paratlan esettel.

I+1

1. n=1-re az éllitas igaz, —1=1"-sin (%+1-7‘L’)=— -1.

n+l_ 2k—-1+1_
2 2

2. T.Lh. n =2k - 1)-re az éllitds teljesiil, azaz S, = S,;_;=— —k.

3. Kérdés, hogy n = 2k-ra igaz-e az dllitas: S, = g vagy masképp S,; = % =k.

S2k=S2k_l+2k=—k+2k=k.

Pératlanrdl parosra tehat at tudunk lépni. Gondoljunk bele, a parosrdl paratlanra 4tlépd indukcidhoz
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nincs sziikség kezdGérték-vizsgdlatra, ugyanis az n =1 kezdGértéket megvizsgaltuk, és utdna
igazoltuk a réla valo tovabblépést. A masodik n =2 érték igazsidga ebbdl mar kovetkezik.

Lassuk a péros eseteket.
2. Tf.h. n =2k-ra az 4llits teljesiil, azaz S,; = % =—=k
3. Kérdés, hogy n =2k + 1-re igaz-e.

2k+2  (2k+D+1_ n+l
2 2 2

S, =Sp 1 =Sy —Qk+1)=k-2k-1=—k-1=—

Megjegyzés: Erdemes megvizsgilni a kovetkezd osszeget is (az utolsé tagban sin-t vagy cos-t frunk
aszerint, mire jon ki a véltakozd 1€pés):

1-sin(l-£)+2-cos(2-E)+3~sin(3-£)+4-cos(4~E)+...+n-Sin(wz).
2 2 2 2 cos 2

A probléma kettds. Egyrészt a 2. indukcids feltevésben gyakorlatilag barmilyen k-ra feltessziik,
hogy minden n < k-ra igaz a feltétel. Ez azonban csak n = k = 0-ra igaz, barmely anndl nagyobb
értékre nem teljesiil a feltétel.

Masrészt a 3. pontban kifejtett gondolatmenetben két értékre, k-ra és (k — 1)-re is alkalmazzuk
az indukcios feltételt, holott a kezdGérték-vizsgalatot csak egy értékre végeztiik el (n = O-ra). Persze
a feladatban ezt nem is végezhetjiik el tobbre, hiszen csak a” = 1 barmely a-ra.

Megjegyzés: Természetesen, ha tobb kezdGértékre is meg tudjuk dllapitani az allitds igazsdgat,
akkor ezeket fel is haszndlhatjuk a bizonyitasban.



4060

(4061

(4062

L P
(=] (=]
D D
D =3

Vegyes feladatok — megoldasok

a) Hamis. Példdul 2 +3 =5.

b) Hamis. Mindkett$ kisebb vagy egyenld, mint 1, de ha az egyik 1, a mdsik 0.
c) Igaz. Négyzetszam csak 0 vagy 1 maradékot adhat hdrommal osztva.

d) Igaz. Példaul f(x)=0.

a) Nem, mert a De Morgan-azonossagok szerint B-ben ,,vagy” miiveletnek kell szerepelni.
b) Igen, hiszen a miveletek disztributivak.

a) Kinyitottam a siitSt vagy kivettem a télat, és megégettem a kezem.
Nem igaz, hogy kinyitottam a siit6t és kivettem a télat.
Kinyitottam a siit6t és kivettem a tdlat, vagy nem vettem ki a tdlat és megégettem a kezem.
b) Nem nyitottam ki a siit6t és nem vettem ki a tdlat, vagy nem égettem meg a kezem.
Kinyitottam a siit6t és kivettem a télat.

Nem nyitottam ki a siitét vagy nem vettem ki a tdlat, és kivettem a tdlat vagy nem égettem meg
a kezem.

a) B&(AAC); Allitas

lgaz Hamis
b) (CAB)—(=A). ) N
a
c) Ha esik az esd, akkor probara megyek vagy faradt vagyok.
d) Probéra megyek és nem vagyok féradt, de esik az esé. ) &
A bolondokhdza eme lakdja Griilt orvos. o :
d) X

A kitoltott tablazat: (=)

1. n=0-ra 6/0-(0* +5) =0.
2. Tfh. n=k esetén 6|k- (k2 +5) = k> + 5k.
3. Kérdés, hogy n=k+ 1 esetén 6| (k+1)-[(k+ 1)*>+ 5] teljesiil-e.
(k+1)-[(k+1)?+5] =(k+1)- [k +2k+6]=k> +3k> + 8k + 6 =
=k3+5k+3k2+3k+6=k3+5k+3k-(k+ 1) +6.

Az els6 két tag Osszege, azaz k3 + 5k az indukciés feltevés miatt oszthaté 6-tal. A szorzat
oszthat6 3-mal és az egyik tényezdje biztosan pdros, tehat oszthaté 6-tal.

A meggondoldssal két probléma is van. Egyrészt az indukcids feltevés hibds, nyilvan lehet mar két
lednyt is taldlni, akiknek kiilonboz§ szind a haja. Mdsrészt ha ez igaz is lenne, a bizonyitds elve
akkor sem mikodik n = 1-r8l n = 2-re valé atlépéskor. Egymast dtfedd csoportok 1étrehozdsdban
gondolkodunk, de 2 {6 esetén 1 f6s csoportok lesznek, melyek kozott nincs atfedés.





