11.1. KOMBINATORIKA, GRAFOK

Fibonacci-szamok — megoldasok

fls = 610, f20 = 6765

a)-1,1,0,1,1,2,3,5, 8, 13;
b)1,-1,0,-1,-1,-2,-3,-5,-8, -13.

a) 1,1,2,4,7,13,24, 44, 81, 149, 274, 504, 927, 1705, 3136.
b) Igen, a 13.

v 2

A masodik tagot az elsé és az elsd elbtt 4116 dsszegeként kapjuk: x + 1 =1; innen x =0. Az elbtte
levé tag: y+0=1; innen y=1. Majd z+1=0; z=-1. Aztdn u + (-1) = 1; u = 2. Hasonldéan
kapjuk a tobbi szdmot:

34, -21, 13, -8, 5, -3, 2, -1, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 5,

Erdekes médon a Fibonacci-szdmokat latjuk, csak valtakozé elGjellel.

Erdemes elGszor kisérletezni néhany értékkel. Hamar megtaldljuk a csupa O sorozatot, ami

ismétl6dést mutat. Azonban mds sorozat nem, igy megfogalmazhatjuk a sejtésiinket: d@ltaldban nem

lehet a szamok kozott ismétl6dés. S6t, egy id6 utdn vagy szigorian ndvekednek, vagy szigortan

csokkennek a szamok — a mar emlitett csupa O kivételével. Hogyan bizonyitsuk be?

Gydjtsiink 6ssze egyszerd megfigyeléseket.

A) Hakét pozitiv szdm van egymads utdn valahol a sorozatban, akkor az utdnuk levék is pozitivak,
sOt a szamok szigordan novekednek az 0sszeadds miatt.

B) Ha van két szomszédos negativ szdm a sorozatban, akkor az utdnuk levék is negativak, s6t
a szamok szigordan csokkennek.

C) Ha taldlunk nullat, és el6tte pozitiv vagy negativ értéket, akkor az A) vagy B) esethez jutunk:
a nulla megdupldzza az elGtte all6 szamot.

Joénak tinik a gondolatmenet, folytassuk. Mi a helyzet, ha egy pozitiv és egy negativ érték all egy-

mds mellett?

D) Ha a két szam abszolut értéke egyenld, akkor megjelenik a nulla, C) esethez jutunk.

E) Ha a pozitiv szdm abszolit értéke nagyobb, akkor pozitiv értéket kapunk. Ezen beliil E),
ha a pozitiv érték volt késébb, az A) esethez jutottunk.

F) Ha a negativ érték abszolut értéke nagyobb, akkor negativ szdmot kapunk. Ezen beliil F;),
ha a negativ érték volt késébb, a B) esethez jutottunk.

Az E) és F) esetben van egy-egy tovabbi eset is: E,), ha a negativ érték van késébb; illetve F,),

ha a pozitiv érték szerepel késébb. Mindkét helyzetben visszajutunk D), E) vagy F) esethez.

Rdadasul a létrejovd szam abszolit ért€ke megegyezik az 6sszeg abszolit értékével, ami szigortian

kisebb lesz, mint az el6z6 kettd koziil a nagyobb abszolut értékd. Ennek a csokkenésnek pedig
el6bb-utébb vége szakad: A), B) vagy C) esetekhez kanyarodunk vissza.

Néhany példa az E,) és F,) esetekre:
a) -10,4,-6,-2, ... b) -10,8,-2,6,4, ... c) 10,-5,5,0, ...
Mivel minden esetet dttekintettiink, ezzel a bizonyitést befejeztiik: a 0, 0, 0, ... szamok kivételével

nincs mas olyan Fibonacci-szerd sorozat, amiben lenne ismétl6dés (s6t, el6bb-utébb mindig szigo-
rdan novo vagy szigoruan csokkend szamokat kapunk).



Permutaciok, variaciok — megoldasok

€I 86!
27!
21!
I —————=162954792.
6!-5!-10!
B+2)! BG+2+0)! _ -
ma)m—lo, b)m—lo, C) 0!'=1.
18!
10!
|
b) (101—0'4)'=10~9'8'7=5040.
B 10".
ETE) 28 =256.

EID Ebben a feladatban és a tovdbbiakban is nemnegativ (s6t elsGsorban pozitiv) egész megoldasokat
keresiink. A legegyszer(ibb, ha prébalkozunk.

A masik lehetGség, hogy kicsit gondolkodunk a probalkozas elétt: n! = 39916 800. A szam végén

allo két 0 arra utal, hogy két 6t6s primtényezdnek lennie kell a szorzatban. Az egyik maga az 5.

A mdsikat a 10-ben taldljuk, tehét legaldbb 10!-ig el kell menni. Ez még kevés, a megoldds n = 11.

!

EIB Az els6 hdrom szdmjegyet 63, a masodik harmat L' -féleképpen kaphatjuk meg. Az ered-
mény a kettd szorzata: 216-720 = 155 520. (10 -3)!

EI a) Egyszerd permutécidja 8 kiilonbozs elemnek: 8! = 40320.

b) Vilasszunk ki egy fét, tekintsiik 6t kiindulépontnak. A megadott koriiljaras szerint iiltessiik
sorba a maradék hét f6t. Ez tgy torténik, mintha egyszertien permutdlnank Sket: 7! = 5040.

¢) Most nem érdekes a koriiljarasi irdny, ezért ugyanazt kapjuk, ha az asztal egy atmérdjére tiik-

P

rozziik a résztveviket. fgy az eléz6 pontban mdsik iiltetést kaptunk volna, most azonban

!
ez a kett§ ugyanaz. A megoldds: 75 =2520.

Szamoljuk meg a ndvényeket, dsszesen 6-félét taldlunk a pulton. MindegyikbSl minden helyen
tehet egyet a kosardba, azaz a 6" = 1679616 egyenletet kell megoldanunk. A megoldadst meg-
kaphatjuk prébalkozassal vagy az 1679616 primtényezss felbontdsdval. A megoldds: n = 8.

Megjegyzés: Pér lecke milva mindkét oldal 6-os alapu logaritmusét véve is meg tudjuk oldani
az egyenletet.

!
EIB) A mésodik dobozbdl az ismétlédés miatt a cédulakat ﬁ -féleképp hizhatjuk ki (permuticio,

hiszen mindet kivessziik). Az elsé dobozbél ugyancsak az ismétlédés miatt 10* lehetdségiink van
kivenni a céduldkat (varidcid, a kivalasztas miatt). Eredményiink a kett§ szorzata: 12 600 000.



Egy n alapu szamrendszerben 0-t6l (n — 1)-ig n kiilonbozd szdmjegy van, ezekbdl kell 7 helyre
irni egyet-egyet. (A kevesebb jegybdl dllé szamokat ugy kapjuk, hogy a szam elejére megfelel§
szdmu O-t frunk.) Vagyis az n’ =2097 152 egyenletet kell megoldanunk, amit prébédlkozassal
vagy hetedik gyokvondssal tesziink meg. Az eredmény n = 8, a szdmrendszer tehét a nyolcas.

a) Barmikor barmelyik cstcsra ugorhat, minden esetben négy lehetdsége van: 410,

b) Elsének barhova, utdna viszont mar csak 3-3 helyre ugorhat: 4-3°.

c) Elsének barhova ugorhat. A kdvetkezd ugrdsa a mostani helyérdl elviszi, az utdna levGkben
pedig mindig kizarunk kett$ cstcsot: 4-3 - 28,

Legyen a m{isor nézGszama n. Ekkor az elsé jatékost n, a masodikat (n — 1)-féleképpen valaszt-

hatjak ki a néz8k koziil, vagyis !

(n-2)!

Ezt az egyenletet négyféleképp: probdlkozassal; a zardjelet felbontva masodfoku egyenletként;

az 1980-at primtényezGkre bontva vagy gyokvondsbdl kerekitve is megoldhatjuk. Az eredmény n = 45.

=n-(n-1)=1980.

a) A harom emlitett miniszterelnokot vegyliik egy ,,csomagnak”. Ekkor 8 {6t kell leiiltetniink, ezt
81-féleképp tehetjiik meg. Az angolnak és a francidnak kozre kell fognia a németet, Gket ezért
még kétfeléképpen iiltethetjiik minden sorrenden beliil. Az eredmény: 2 - 8!

b) Ismét csomagoljuk Ossze a hdrmast. 8 f6t kor alakd asztal mellé 7!-féleképp liltethetiink le,
ha figyelembe vessziik a koriiljardsi irdnyt is. Vegyiik figyelembe a hdrmasban a szélsék sor-

.71
rendjétis: 2-7! Végiil tekintsiink el a koriiljarasi irdnytdl: 277 =7!

Egyik lehet&ségiink a probalkozds. Mdsrészt viszont ha szdmolunk, ismétléses permutaciot kell
szdmolnunk. Jeloljiik c-vel (2 < ¢ < 12) a keresett szinpadi miivek szamat:

4+5+0)!
415! ¢!
Tiintessiik el a tortet, a kovetkezd egyenletet kapjuk:
9+ 0)!'=79833600-c!
Leosztva 11!-sal (figyelembe véve ¢ lehetséges értékeit):
12-13-...-(9+¢)=2c!
6-13-...-(9+c)=c!
A ¢ értékétdl fiiggben tobb esetiink van. Ha 9 + ¢ =12, akkor ¢ =3 és igy 12=2-3! Ez j6
megoldas.

Ha 3 < ¢ < 12, akkor a bal oldalon szerepel 13, ezért a jobb oldalon is el kell menni legaldbb
13!-ig. Azonban ebben (jobb oldalon) szerepel 11 is, ami viszont a masik (bal) oldalon nem fog
el6fordulni, ellentmondésra jutottunk. Ezen esetekben nincs megoldés, Lacinak 3 szinhézi elGadast
tartalmazé lemeze van.

=27720.

Az 6t gyermek megsziilethet 5 lany; 4 lany €s 1 fid; 3 lany és 2 fiu; 2 lany €s 3 fid; 1 lany és 4 fiu;
5 fid varidcidban.

Az elsé és az utolsd esetben egyszerd dolgunk van, mindkétszer 5! sorrendben adhatnak nevet
a megsziiletend6 gyerekeknek.

Vegyiik bonyolultabb példanak a harmadik esetet. Ekkor a gyerekek kozott a lanyok-fitk sorrendje

ismétléses permuticio:

!
>! , azon beliil a ldnyoknak , a fidknak -féleképpen
31.21 ! 2)

- -2)!

adhatnak nevet (ismétlés nélkiili variacio).



Ez alapjan minden esetet szdmba tudunk venni (a szimmetria miatt elég az egyes eseteket kettGvel
szorozni), a végeredmény:
5! 5! 5! 5! 5! 5!

25142 =30240.

4110 -4 -1 31.21 (5=-3)! (5-2)!
EE) ElSszor is gondoljuk 4t a feltételeket. Az ismétléses esetben k-ra és n-re semmiféle megszoritds
nincs azon kiviil, hogy nemnegativ egészek. Az ismétlés nélkiili esetben azonban 0 < k <n. Ez szi-

gorubb feltétel az el6z6nél, igy tartsuk magunkat az utébbihoz. A kérdés: mely, a fenti feltételeknek

megfelel§ n, k-ra igaz: !
k .

nt= .
(n-k)!

Feltételezhetjiik, hogy n # 0, igy nem kell a 00 hatvannyal foglalkoznunk. Vizsgaljuk meg k néhany
értékét! Ha k =0, akkor

n!
USe

n!

1=n

vagyis ekkor barmely n-re teljesiil az egyenldség. Ha k = 1, akkor ugyanez a helyzet:
- n! .

(n-1)!
Ha k=2, akkor n? =n-(n— 1) egyenlethez jutunk. Ennek egyetlen megolddsa n = 0, ami nem
felel meg a k <n feltételnek. Ha k értékét tovabb noveljiik, akkor egyre magasabb fokud egyen-
letekhez jutunk, melyeket nem tudunk megvizsgalni. A megoldds azonban sokkal egyszertibb.
Azt kell észrevenniink, hogy a kiindul6 egyenldség jobb és bal oldalan is &k tényez6bdl 4ll6 szor-
zatokat taldlunk, azonban a bal oldalon csupa n tényezdvel, a jobbon viszont n-tSl csokkend
tényezdkkel. Vagyis ha a szorzatoknak tobb tényezdje is van, akkor nem lehetnek egyenldk.
A megoldés: k=0 és k=1 értékre barmely n-re megegyezik n elem k-tagt ismétléses €s ismét-
1és nélkiili variacidinak szama, mas értékekre viszont soha.

n=n

Ismetlés nélkiili kombinaciok, Pascal-haromsziog — megoldasok

EF a) 6; b) 105; c) 462; d) 165; e) 55; f) 7381;
g) 145; h) 1578: i1
2
@7 a) 1; b) n; c) n?—n; d)”z‘”; e) n; f) 1.
135) 212) 112
13028 (44)’ b) (101)’ ¢) (55)'
EIFX) a) Nincs.

b) Egy helyen: 2; kett§ helyen: 3 és 4; harom helyen: 6; négy helyen: 10. (T6bb helyen nem
lehetnek, mert utoljdra a sz€ls6 egyes mellett fordulhatnak elG.)

—_

®
®
®

®

1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1



a) @:15; b) @:20; c) @:15; d) @:6;

e) 6 elembdl nem lehet 7-et kivalasztani.

a) 6; b) 5.

g
5) 18-89-11-29-86 3-89-29

= = ~5.4.
(45) 15-44.43.7-41  5-7-41

a) (465j =8145060:  b)

o
@ =35,

60\ _
(4)—487635.

6

A Pascal-hdromszog eldallitasabol adodéan szimmetrikus, €s az értékek a sorok elején novekednek
a szimmetriatengelyig. Igy ha paros szamrol van szo, a felét kell alafrnunk. Paratlanokra két megoldast
is kapunk: egyik a szdm felének egészrésze, masik az ennél eggyel nagyobb egész. A konkrét példdban:

a) k=12, @) —2704156; b) k=6 vagy k=1, (16]= (173) —1716.

@ o) A torpok koziil (142) — 495-féleképp vdlogathat ebédre négyet Hékuszpok.

b) A maradék nyolc f6bdl vdlasztanak elGszor kettSt, majd a maradék hatbdl ismét kettét. Mivel

ezeket egymastdl fiiggetleniil meg tudjdk tenni, ssze kell Sket szoroznunk: @) : (g) =420.

EIED A lehetGségek szdma: @) . @) =504.

EIM a) A négykerekd auté mind a négy kerekére négy csavar kell, igy a vélasz: GO)

b) Ha kiilon-kiilon vesz ki csavarokat a dobozbdl Sanyi, akkor a kovetkezd adagot mindig néggyel

o . (60) (5 52) (48) cii1 s
kevesebb koziil valaszthatja, ( 4) . ( 4) . ( 4j : ( 4)-felekepp.

. . (60)_ 60!
c) Az a) eset kifejtve egyszerti: (16)_ 161 441"

(6 )(56)(52)(4 )_ 60! 56! 521 48! 60!
4)\4)\4)\4) 41.56! 41-521 41.48! 41.441 (41)*. 441

Az egyszertisitések utdn maradt alakokbol — mivel 16! > (4!)* — mar lathaté, hogy a b) esetben
tobb lehet&ségiink van a csavarok kivélasztasara.

Végiil osszuk el a b)-ben kapott eredményt az a)-ban kapottal. Igy

Most b) esetet is fejtsiik ki:

16! .
———— -hoz jutunk,
41-41-41-4!
ami megfelel 16 elem 4, 4, 4, 4-tagt ismétléses permutdcidinak. Azaz ha az a) esetben figye-
lembe vessziik ezt a sorrendet is (vagy a b) esetben eltekintiink tdle), akkor a két eset egyenld lesz.



EIE) @) Ha a piros kirdly a leosztott lapok kozott van, akkor a maradék 31-bsl kell még mellé tenni

hérmat: (331j = 4495,

b) Ez az eset harom egymast kizar6 alesetbdl all 6ssze: piros, de nem kirdly; piros kirdly; nem
piros, de kirdly. A hdrom esetben dsszesen 11 lap van (7 + 1 + 3), melyekbdl bele kell keriilnie
egynek a leosztott négy lap kozé. A tobbi harom leosztott lap a maradék 21 lapbdl keriilhet ki.
A megoldds: (111) : (231) 14630,

c) A, legalabb” sz6 gyanus lehet, inkdbb szdmoljuk ki a kérdezett eset ellentétét (komplementerét).
Ekkor arra kell valaszolnunk: hanyféleképp fordulhat el6, hogy a leosztott négy lap kdzott nincs
sem piros, sem kirdly lap? Azokbdl a lapokbo6l, melyek nem pirosak és kiraly sincs rajtuk, 21 van.

A megoldast ugy kapjuk, ha kivonjuk az dsszes esetbdl az ellentettet: (34) - (241j =2997s.

EIIA Az autdszerelSs feladathoz hasonlé szorzatot kell felirnunk: (53 ) . (43 ) . (43 ) . (433) Az ottanihoz
52!

. ~ .1016
m~7,6 10,

EIYE) 1. megoldas. A ,legaldbb egy 4sz” ellentéte, ha nincs sz a leosztdsban. Mivel dsszesen négy dsz van

2 2

hasonldan elvégezve az egyszer(sitéseket:

a pakliban, igy az ellentétes eseteket az 0sszes esetbdl kivonva a megoldas: (34) - (248) =15485.

I1. megoldas. A ,legalabb egy” jelent egy, kettG, harom vagy négy dszt. Ez négy eset, 1lassuk rész-
letesebben az egyiket, mondjuk a hdrom 4szt. Ekkor a csomagban levé négybdl harom bekeriil

a leosztasba, a maradék egyet pedig a nem dszok koziil toltjiik fel, G) - (218)—féleképpen. A tobbi
esetet is kiszdmithatjuk, dsszegiik adja a megold4st:

)G B (F)+(6) ()15

EID A, legfeljebb egy” tok lehet egy vagy nulla darab. Ez csak két eset, nincs értelme 4ttérni az ellen-
tett eseményre, hiszen ott hét alesetet kellene dsszeirni. Lassuk hét.

Ha nincs tok a leosztdsban, akkor a pakliban levd nyolc lapbdl nulla darab keriil a négy lap koz€,

az Osszes tobbi piros, zold vagy makk: (3) . (2;‘) =10626. Ha egy tok van, akkor piros, zold, makk

lehet harom: G;) . (234) =16192. A megoldis a kett§ Osszege: (g) . (2;‘) + G;j . (%;j =26818.

EIfH Gondoljunk 4t részletesen egy esetet, példdul a harom taldlatot. Hirmasunk dgy lehet, ha az 6t
nyerdszambol megjeloltiink (kivalasztottunk) harmat, a maradék két tipplinknek viszont a nem
nyerd 85 szambdl kell kikeriilnie. Ez alapjdn minden esetet szdmba vehetiink. Ha nincs taldlatunk,
akkor minden megjelolt szdmunk a ,,nem nyert”-ek koziil keriil ki. Ha pedig telitaldlatunk van,
akkor ott minden megjelolt tipp a nyerészamok koziil kerdil ki.

a) ((5)) . (855) =32801517; b) G) . (%45) =10123925; ¢) G) ) (835) — 987700

T Tt RN 1

Figyeljiik meg, hogy az Gsszes lehetséges szamotosok darabszdma (950) =43949268, ami a fentiek

Osszege. Ez azért lehet, mert az Osszes esetet egymadst kizard alesetekre bontottuk.



EIM Egy kézfogds létrejottéhez két ember kell. A kérdést médosithatjuk igy is: hany f6bdl vdlaszthatunk ki

Osszesen 45-féleképp kett6t? Vagy: hatdrozzuk meg n természetes szamot, amire (g) =45. Eznem
bonyolult, csak irjuk fel ,,n alatt k£ definicidjat, €s egyszertsitsiink le (n — 2)!-sal:
! -(n —
n! _n n-1) _45.
2!-(n-2)! 2

Utébbi egyenl@séget tekintsiik 6ndllé egyenletnek és tiintessiik el a torteket, bontsuk fel a zdrdjelet,
majd rendezziik egy oldalra. gy az n? — n — 90 = 0 masodfokii egyenletet kapjuk, aminek meg-
oldésai: ny =10 és n, =—9. Nekiink a feladat szovege szerint csak a természetes szamok johetnek
szOba, igy a targyaldson 10 f6 volt jelen.

Csak ki kell fejteniink a bal oldalon all6 kifejezéseket, majd kozos nevezdre hozzuk Sket:

(n—) (n—l) (n-1)! (n—1)! n-DVk+mn-D!-(n-k) (n)
= + = = .
k- k) (k=1D!-(n=k)' k-(n=1=k)! k! (n—k)! k

A végén kiemeltiink (n — 1)!-t, és Gsszevontunk a zaréjelben. Igy éppen (n—1)!-n = n! format
kapjuk, és készen is vagyunk.

a) Az 6sszefiiggéshez egy soron beliil kell harom
egymast kovetd szamot taldlni (vagyis leg- 1
alabb a masodik sorbdl — lasd az abran),
példaul:

1

1

1+2-2+1=6, 1 4 4 1
10+2:10+5=35. s (0 S 5)

Alkapott értékek két sorral lejjebb taldlhatck | © 04 H 2 0

. P . 7 1
(innen az n + 2), és mivel a soron beliil az
azonos sorszamu tagok ferdén balra d6lve kovetik egymadst (piros vonal), igy az 6sszeadanddk
koziil az utols6 sorszamdval egyezik meg az eredmény (innen a k + 1).

b) A bizonyitast elvégezhetnénk a definici6 alapjan is, azonban 1
hosszadalmas és nem jelent tjat az el6z6 feladathoz képest. y y
Ezért probalkozzunk magdval az ott targyalt dsszefliggéssel: 1 2 1

n+n+n+n_n+1+n+1_n+2 1 \3<>3/ 1
k — k k k+1)"\ k k+1) \k+1) 1 4 6 4 1
Erdemes az dbrdn is kovetni a levezetést.

2z

EID) a) A feladat az el6z8 példdhoz nagyon hasonlit, csak itt négy darab egy sorban, egymds utdn 4116
szamot kell 6sszeadnunk (ezért aztan leghamarabb a harmadik sorban tekinthetjiik). Ott pedig

1+3-3+3-3+1=20 vagykésébb 7+3-21+3-35+35=210.

20 15 6 1

15
35 35) 7 1
1 8 28
1 9 36 84 T 126
2 2

21
70 56 28
126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 25 10 120 45 10 1

........................ - 10




b) A 20 ¢és 210 értékeket harom sorral lejjebb, az utolsé értékkel azonos sorszdmu helyen taldljuk.

Azaz a sejtésiink:
R N R N (AT _(n+3
k— k-1 k) \k+1)" (k+1)

c¢) Az igazoldshoz hasznaljuk fel hétszer az (Z B J + (n]; 1) = (Zj Osszefiiggést. A 3-as szorzd

sziikséges, ugyanis ha csak kétszer vennénk a kozépsd elemeket, akkor példdul: 7 + 21 = 28;
21 +35=56; 35 + 35 =70. Ezen hdrom szdmbdl csak az egyik oldalon folytathatnank, hiszen
56 egyszer szerepel. A kozépss elemet ezért meg kell dupldznunk, amihez harom darab 21
és harom darab 35 kell.

P s

Megjegyzés: Az el6z6 két feladatot természetesen lehet dltalanositani, b&vitve a szamok sorat.
Erdemes észrevenniink, hogy az egyiitthatdk is a Pascal-hdromszogbdl valok. Azonban most
részletesebben egy tovabbi dltaldnositasra hivjuk fel a figyelmet. Irjuk le az elsG sorokat, ahol
az osszefiiggések el6fordulhatnak igy:

poee (GG o rererer G0

Altaldnositva megfigyelésiinket, j sejtéshez juthatunk. Prébaljuk meg bebizonyitani, hogy

2 2 2 2
ny () (m)y o[ 2 2n
0 1 2) 7 \m n)
El) a) Az bsszefiiggés az egymas uténi sorokban ugyanazon sorszamu helyeken allé szamok dsszege,
mindig a sorvégi sz€lsd értéktdl kezdve. Példaul:

1+3+6+10=20 vagy 1+5+15+35+70=126.

1 3 3 1
1 4
1 5
1 6 15 1
1 7 21 1
1 8 28 56 8 1
1 9 36 84 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

b) Ugy tiinik, az 6sszeg mindig az eggyel lejjebb levs sor eggyel hatrébb levé eleme. Sejtésiink:
kY (k+1) (k+2 n-1), (n)_(n+1
(5 L0260
c) Abizonyitést elvégezhetjiik rogzitett k-ra n szerinti teljes indukcidval, de bevethetiink egy aprd
triikkot is. Igaz ugyanis, hogy

kY _(k+1 ahonnan k+1+k+1_k+2

k)" \k+1) k+1 k ) \k+1)
Igy az elsG kéttagu dsszeg egybeolvad, majd a kovetkezd kettd tjra és igy tovabb. Nem tesziink
mast, mint djra és ujra felhasznaljuk az (Z : D + (n; 1) = (Z) Osszefiiggést. Tulajdonképpen

egy ,.teleszkopikus” 6sszeghez jutunk.



d) Az 6sszeg k = 1-re a kovetkezd alakot 6lti:

o L)

vagy ugyanez masképp irva:
n-(n+1)
2
Ez pedig nem mads, mint az els§ n természetes szam Osszegére vonatkozo Osszefiiggés.

1+42+3+...+n=

Megjegyzés: Jatsszunk még az Osszefiiggéssel. Haszndljuk ki a Pascal-hdromszog szimmetridjat,

és tiikrozziik a szimmetriatengelyre a szerepl$ tagokat. Felhaszndlva az (Z) = (n f ) Ossze-
fliggést, a kovetkezd alakhoz jutunk:

R G A e

A c) részben leirt triikkkel ezt is igazolhatjuk, ha felhasznéljuk, hogy (@ = (k;)- 1).

erdés kKicsit maskent fogalmazva: o UK meg a = egyenletet. Bzt probaval va
@B A kérdés kicsit masként fogal Idjuk meg a ('2]=715 egyenletet. Ezt prébdval vagy

EED A kérdés atfogalmazva: oldjuk meg a természetes szamokon az (

a definici6 alapjan tudjuk megtenni. Lassuk a ,,tudomédnyosabb” mddszert. Eltiintetve a tortet:

|
_ B g
Kl-(13- k)

8709120 =k!- (13 - k)!

A jobb oldalon egy egész szamokbdl 4ll6 szorzat — s6t két szorzat szerepel. Rdaddsul mindkettd
1-t6l kezdve halad az egymads utdni egészeken, igy tartalmaz sorozatban egyforma tényezdket is.
Tehdt varhatéan bizonyos értékek dupldn szerepelnek a 8 709 120 szorzattd bontdsdban. Lassuk
a primtényezds felbontast:

8709120 =210.35.5.7.

A 7 és 5 primtényezG biztosan egyszer szerepel, igy azok csak a hosszabb szorzat elGéllitdsaban
vehetnek részt. A koztiik levd 6 is egyszer szerepel, elGallitasahoz egy 2 és egy 3 primtényezd
sziikséges. Az 5 el6tt kell lennie az 1-2-3-4 szorzatnak, ami elvisz harom 2 és egy 3 primtényezét.
Eddig elfogyasztottunk négy darab 2, ketté darab 3, egy 5 és egy 7 primet. Maradt 2°-33. A hdrom
3 primbdl nem tehetiink kettGt a rovidebb szorzatba, mert akkor el kellene jutnunk 6-ig. Igy kettd
marad a hosszabban, azaz ott lesz 9 is és igy 8 is. Ezzel tijabb primeket hasznalunk el, marad 23-3.

Ez pedig pontelég az 1-2-3-4 szorzathoz. Vagyis 8 709120 =4!-9! ésigy k=4 vagy k=09.
Tehét 13 f6bdl 4 vagy 9 f6t tudunk 715-féleképpen kivalasztani.

;lj =77520 egyenletet! Ennek is

nekildthatunk probalgatassal, &m abbdl nem sokat tanulunk. Az el6z6 példdhoz hasonldan kezeljiik
a kérdést:
n!
——=77520,
7 (n=T)!

n!
(n-"T)
Rutinosan primtényezékre bonthatjuk a jobb oldalt (rogtdn valasszuk le a végérsl a 100 =22 - 52-t):
390700800 = 28-33-52.7-17-19.

=390700800.



Figyeljiik meg a masik oldalt is, itt n-t8l lefelé hét darab egymads utdn kovetkezs egyre kisebb szdm
szorzata szerepel. Mivel a 17 és 19 primek, igy valdszintileg szerepelnek a szorzatban. Koztiik
taldljuk a 18 =232t is. Varhatéan 7-ig nem jut el 19-t6l a szorzat, ezért 14 = 2-7-et kell
keresniink vagy 21 = 3-7-et. Barmelyik is szerepel, a szorzat sz€1én kell dllnia. Ugyanis van két
5-6s primtényezd is, egyik lehet a 15 = 3 -5 épitSkove, masik pedig a 20 = 22 5-6.

Gy(jtsiik 0ssze a felbontdsbol eddig elhaszndlt primeket:
20-19-18-17-16-15=27-33.52.17-19.
Maradt még egy darab 2 és egy darab 7, tehdt a megoldas:
390700800 =20-19-18-17-16-15-14.
Vagyis 20 f6bdl vélaszthatunk 77 520-féleképp 7-et. Mdsik megoldds nincs.

A feladatra azonnal adhatunk két magatol értet6d6 megolddst: a 8568. sor 1. eleme és a 8568. sor
8567. eleme is 8568. Igen dm, de taldlhat6-e mds lelGhelye a Pascal-hdromszogben a jelzett
szamnak?

Most is fogalmazzuk meg masként a kérdést: mely n és k (n =k = 0) természetes szdmra teljesiil,
hogy @ =8568?

Az el6z6 pontban az (85168) = @gg% = 8568 megolddst adtuk meg.

Probélgatdssal most nem sokra megylink, mert sok az ismeretlen. Vegyiik hat a definiciét, bontsuk
fel a 8568-at primekre, és gondolkodjunk:
!
T -23.3.7.07.
k!-(n—k)!
A bal oldalt tekintsiik dgy, hogy a tobb tényez&bdl all6 szorzattal leegyszerisitettiink, legyen ez
most az (n — k)! (A szimmetria miatt nem fontos, melyiket tekintjiik.)

2 2

A tuloldalon van egy 17-es primtényezd, ami elég nagy ahhoz, hogy ne egyszertsitett alakbol
kapjuk. Feltehetjiik, hogy a 17 szerepel a bal oldal szdmldl6jdban. Nézziik a 17 koriili szdmokat,
példaul az el6z6 feladathoz hasonléan 18 = 2-3%-t is ki tudjuk rakni a primekb&l és 14 =2 - 7-et is.
19 nem szerepel, igy biztosan tudjuk, hogy legfeljebb n = 18. 13 sem szerepel, tehdt vele mar
egyszerisitettiink. A 18 és 14 kozott lennie kellett 15=3-5 és 16 = 2*-nek. Hat darab 2-es

2~ 2

primiink azonban nincs a felbontdsban — ez azért lehet, mert a szorzatot egyszertusitettiik k!-sal.
Most nézziik meg azt, mi hidnyzik a teljes 14-15-16-17- 18 szorzatbol, ennek arulkodnia kell
az 0szto k!-rdl:

14-15-16-17-18=20.33.5.7.17=(23.32.7-17)-(23-3-5) =
=(23.32.7-17)-(2-3-22.5) =(23-32.7-17) - (5)).
Elkésziiltiink héat: k=35 és n=18 megoldast ad. Ugyanigy a szimmetria miatt megoldds k=13 is.

Binomialis egyiitthatok, ismétléses kombinacio — megoldasok

a) 9—6b + b?;

b) €3 + 6e*f + 12¢f2 + 8f3;

c) x* = 8x3 +24x2 - 32x + 16;

d) 32x° + 80x* + 80x3 + 40x2 + 10x + 1;

e) 1 -3.5a+525a% - 4,375a% + 2,1875a* — 0,65625a° + 0,109375a° — 0,00781254’.



a) x'2+ 12x1 + 60x10 + 160x7 + 240x8 + 192x7 + 64x°;

b) 256a® — 512a’b + 448a%h? — 224ab3 + 70a*b* — 144> + %azb6 - Ealﬂ + %bg;

2 2
¢) x3+9x3 - (x) +36x* - Yx +84x5 +126x5 - (3/x) +126x6 - IYx +84x7 +
2
+36x7 - (%/x) +9x8. Yx + x5

1

d) x7+21x0 - /x +189x0 + 945x5 - /x +2835x5 + 5103x% - Vx + 5103x% + 2187x3 - Vx;
e) 64x° —576x8 + 2160x10 — 4320x!2 + 4860x!4 — 2916x!0 + 72918,

a) 1 —2-sinx-cosux; b) 4-sin?x-cos?x + 4 -sinx-cosx + 1.
a) (2a + by; b) (0.5x% - 2y)3; o) (=) d) (Jx+x)"
a) 2; b) 4; c) 32; d) 1.

a) Ures halmaz. b) 1. c) Nincs ilyen halmaz. d) 4.

e) 8. f) Nincs ilyen halmaz.

Minden bit értéke 0 vagy 1 lehet. Mivel a shortint és az integer egész szdmok, ezért lehetnek
negativok is: kell hagynunk az elGjelnek egy bitet (az els6t). A szam értékének rogzitéséhez igy 7,
illetve 15 bit marad. A legnagyobb érték ezért (a O-t se feledjiik el!):

a) shortint esetén: 27 — 1 =127; b) integer esetén: 25 — 1 =32767.

A részhalmazok szdmdt csak a halmazban levd elemek szdma hatdrozza meg, igy shortint tipusu
szdmbdl 128 + 1 + 127 =256 darab lehet, integerbdl pedig 32768 + 1 + 32767 = 65536. A vélasz:

C) 2256; d) 265536.

A két megadott szdm a lanyok és a fitik részhalmazainak szdma. Vagyis kérdés, hogy 2-nek melyik
hatvanya az, aminek értéke 1024. Hamar kitalaljuk, 2'9 = 1024. A fitikn4l ugyanez 2'3 = 8192.
Ebbdl adédik, hogy a lanyok tizen, a fitk tizenhdrman vannak az osztdlyban, tehat az osztalylétszam
osszesen huszonhérom. Tehdt 223-féleképpen valaszthat6 ki egy csoport az egész osztalybol.

Megjegyzés: Hamarosan megtanuljuk dltaldnosan is megoldani a 2* = 1024, an. exponencidlis
egyenleteket.

Képzeljiik el a csapat Osszes tagjat egymds mellett dllva a bemutataskor. A bel6liik képezhetd részhal-
mazokat jelolhetjiik ugy is, hogy egy minuszjelet képzeliink afolé, aki nem tagja; és egy plusz jelet
afolé, aki tagja a részhalmaznak. Mind a tizenegy jatékos felett vagy plusz, vagy minusz jel dllhat,
igy 2!! lehetdség van kiilonbozd részhalmazok képzésére.

a) Most ha az Enikd feletti jelet minusznak rogzitjiik, akkor csak a tobbiek jele valtozhat, tehat
a megoldds 210,

P

b) Az eléz6 részhalmazokat igy kaptuk, hogy Enikd jelét minusznak vettiik. Hagyjuk hét ezt igy,
és most legyen Evike jele plusz. Ezt is rogzitettiik, szabadon valaszthat6 marad kilenc 6, a meg-
oldds 2°.

c) Ebben a kérdésben 6t f6t kell rogziteniink (az mindegy, hogy plusz- vagy minuszjelet rogzitiink
a jatékos felett képzeletben). Szabadon hat f6t valaszthatunk, a képezhetd részhalmazok szdma
26, ami éppen 25 = 32-ed része az 6sszes lehetSségnek.

EIE a) A fociban semmi sem tiltja, hogy két vagy tobb szabadrigast ne végezhessen el ugyanaz

a jatékos. Mivel ebben az esetben az idébeli sorrendet is figyelembe vessziik, igy 8 {6 koziil
kell kivélasztani az els§, a masodik stb. szabadot rig6 jatékost (ismétléses variacio):

816=238-10'4.



b) A sorrend most nem szamit, ezért ismétléses kombindciét kell szamolnunk. A tizenegy
jatékosbol elhagyva a hdrom csatért, 8 elem 16 tagd ismétléses kombindcidinak szdma:

(8+16—

1 _
16 )_245157.

c) Ebben a részfeladatban a csatdrokat engedjiik szabadrigast 16ni, de a kapust nem. Megint ismét-
Iéses varidciot szdmolunk, az eredmény:
1013,

d) A sorrendre vald tekintet nélkiil ismétléses kombindcidhoz jutunk:

10+13-1) _
( 3 )_497420.

Vegyes dsszeszamlalasi feladatok (kiegészité anyag) — megoldasok

(3064 I} (120)=3921225; b) 41=24;
!
c) (n) k= L, n elem k tagd ismétlés nélkiili varidcidinak szdma.
k (n—k)!

32!

————=863040;
G0 @ 50
|
b) ﬁ 141 = (342 j =35960, 32 elem 4 tagi ismétlés nélkiili kombindcidinak szdma.
(3066 (35)-7!
a) 3! b) 12!,
|
C)L'3!=166320; d) 3!-(6:5+4-10-3 +10-3) = 1080.
31-41.5!
9! 8! 9] (8) (8)
(3068 - =5-8-7-6-5=8400; b —1z1=l,1=170.
Y 951 -5 )(5 5)" 4

B[P a) Kétféle megolds is esziinkbe juthat. A ,,szdmolés” megolddshoz fejtsiik ki a két oldalt, majd
amivel csak lehet, egyszerdsitsiink, és tiintessiik el a torteket:

n! n!
K-(n—k! k-D!-(n—k+ D!
n—-k+1=k,
n=2k-1.
Megolddspdrokat kapunk, ezeket egy tdbld- K 1 9 3 4 5
zatba is foglalhatjuk:
n 1 5 5 7 9

Vagyis példdul hét elembdl annyiféleképpen tudunk kivalasztani a sorrendre vald tekintet
nélkiil négyet, mint harmat. Ot elembdl pedig annyiféleképp tudunk kivélasztani a sorrendre
valoé tekintet nélkiil harmat, mint kettét.



» oz

b) Az el6z6 esethez hasonlé atalakitasokkal ebben az esetben

m—k+1)-(n—k+2)=(k-1)-k
alakhoz jutunk. A zardjeleket kifejtve, és rendezve az egyenletet:
n*+(3-2k)n+2-2k=0.
Tehat n ismeretlenben masodfoku egyenletet kaptunk k paraméterrel. Felirva és egyszerdsitve
a megoldoképletben szerepld kifejezéseket:

2k-3t(2k-1)
nl’z = f.
Az Osszeaddssal n) =2k —2. A kivondssal [T, 3 4 5 6
kapott, k-tdl fliggetlen n, = -1 eredményt
nem tudjuk értelmezni. A tdblazat a meg- | A 2 4 6 8 10

oldasparokkal mar ismerGs lehet.

A kombinatorika nyelvére forditva ez azt jelenti, hogy pl. hat elembdl annyiféleképpen lehet
négyet kivélasztani a sorrendre valé tekintet nélkiil, mint kettGt.

Megjegyzés: A feladat adja az altalanositds lehet§ségét: mely n, k, r megfeleld pozitiv egész
értékekre igaz, hogy (Z) = (k ’1 r) ? Azonban az eddig alkalmazott mddszerrel varhatéan

n-ben r-edfokd egyenletet kapunk.

A fenti eljards helyett sokkal egyszertibb, ha felhasznéljuk, hogy a binomidlis egyiitthat6k épitik
fel a Pascal-hdaromszoget. A kékkel jelolt értékek adjak az a) részben feltett kérdésre a valaszt,
a zoldek pedig a b) részfeladatra. Indoklasképpen elegendd a Pascal-hdromszog szimmetridjara
hivatkoznunk. fgy az altalanositott kérdést is meg tudjuk véalaszolni minden lehetséges n, k és r
értékre.

D"
D@ s @
1 6 (15) 20 (15) 6 1
1 8 28 70 28 8 1
1 9 36 84 84 36 9 1
1 10 45 120 252 120 45 10 1
5 A
BRI
CRRL
QUNE
VR 5
%




a) Sorban haladva az elsd csapat 11 mérk&zést jatszik (piros). A masodik mér jatszott az elsGvel,
igy 10 dj mérkdzést jatszik (zold). A harmadik mdr jtszott az els§ kettSvel (kék) stb.:

11+10+9+ ... +1=066.

i

b) A madsik 4brit tekintve minden csapat 11 mérkdzést jatszik. Azonban figyelembe kell venniink,

hogy két csapat csupdn egyetlen egyszer taldlkozik, mi viszont minden meccset kétszer sza-
moltunk (egyszer az egyik, egyszer a masik csapatndl). A helyes eredmény:

11'12:66.
2

c) Barmely mérk6zés 1étrejottéhez két csapat sziikséges. A feladat atfogalmazhat6 igy: hany-

féleképp lehet kivélasztani 12 elembdl kettSt ismétlés nélkiil? A valasz pedig:

(122) = 66.

Megjegyzés: Ha a feladatot altalanositjuk, az a) és b) részbdl adddik az els6 n természetes szam
0sszegére kordbban mar megismert képlet is:

n-(n+1)
=

1+42+...+n

a) Alegaldbb kettd 8-as jelenthet kettdt, harmat, négyet vagy 6tot. Inkdbb szdmoljuk a komplementer

eseményt, ha nincs vagy egy 8-as van. Az dsszes esetek szdma (ismétléses varidcié) 9°. Nincs
8-as a szdmok kozott 83 esetben. Az egyetlen 8-as dllhat 6t helyen, a tobbi helyre a maradék
nyolc érték valamelyikét irhatjuk: 5-8* Az eredmény a fenti értékek kiilonbsége:

95 —85-5-84=5801.

b) Most is érdemes attérni az ellentett esetek 0sszeszamlaldsara, azonban itt ismétléses kombi-

ndciokat kell felirnunk (tankdnyvben apré betls rész). Az Osszes esetekben kilenc szambol

valasztunk ki ismétléssel 6tt: (9 + g -

+5-
5

a maradék nyolc értékbdl valaszthatjuk, szintén ismétléssel:

(5)-5)-(a) e

1). Ha nincs kozottiik 8-as, akkor mar csak nyolc szambdl

1). Ha egy 8-as van a szdmok kozott, akkor a tobbi négyet

8+4-1

valasztunk 6tot ismétléssel: (8
4 ) A végeredmény:

!
{iif) a) A fagylalt atvétele 20 elem 4 tagd ismétlés nélkiili varidcidja, ezek szdma ﬁ
!
A pénz ataddsa 11 elem valamely 5, 3, 3 tagu ismétléses permuticidja, szamuk %

Az eredmény a kett$ szorzata:
Y 20111

(20 — 4)!-31-31.5!

b) A fagylaltot 20 elem 3 tagd ismétlés nélkiili kombindcidjaként kapjuk, szdmuk (239 )

A 2,2, 1 darab érmét ki kell vélasztanunk az 5, 3, 3 darab azonos kivzil, ezt (5) @ ?)—féleképp

tehetjiik meg. Az eredmény: 5 S\ (3 (3 2
B0



c) A fagylaltot 20 elem 5 tagti ismétléses varidciéjaként kapjuk, osszesen 207-féleképpen.

A fizetés az el6z8 részkérdéshez hasonldan zajlik. Az eredmény ekkor:
5) (3) (3
5.0, .
() 6)6)
d) Utoljara 20 elem egy 7 tagi ismétléses kombindcidjat kell tekinteniink, erre (20 +77 B

b6z lehetSségiink van.

Az érmék kivdlasztidsa most is G), @), G’) -féleképp torténik, azonban mivel egyesével sza-

moljuk le 6ket, sorrendjiik is szamit (6 elem 2, 3, 1 tagd ismétléses permutécidja). Az eredmény:
20+7-1) (5) (3) (3) __°0!
7 2)\3) \I) 21.31.11"

a) Az elsd jatékos az eredeti 52 lapb6l kap 5-0t, ezt (552) -féleképp adhatja neki az oszt6. A masodik

1) kiilon-

jatékosnak mar csak a maradék 47 lapbdl jut 7 darab, (477) -féleképp. Ezt kovetSen az elsd
jatékos G)—féleképp dobhat 2 lapot a kezében levs 5-bdl. A masodik jatékosnak a dobdsra CJ

lehet&sége van. A ledobott hat lapot ezutdn 6!-féleképp tehetik egyenes sorba. Az eredmény
a fentiek szorzata, hiszen egymastdl nem fiiggd eseményekrdl van szo:

521 (47).(3).(7). 61
5)\7)\2) \4
b) A kor alakd elrendezés esetén csak a feladat vége valtozik:
52\ (47) (5).(7). 5
5)\7)2) \4)
Hatszor tobb lehetségiink van a jatékban egyenes sorban elhelyezni a lapokat, mint kor alakban.

a) A lapok leosztdsakor most sem vehetjiik figyelembe a sorrendet, igy a lehetséges leosztdsok

szama:
52) (48) (42
4)\6 8 )
b) Az el6bbihez hasonldan:

n n—kln—kl—kz n—kl—kz——kr_l
kl k2 k3 kr .

2 2

c¢) Fejtsiik ki elsének az a) részt. Két helyen is egyszerisithetiink:
(5 )(4)(4)_ 520 48! 421 52
4)(6) (8) 41.48! 6!-421 81.341 41.6!-8!1.34!

A D) esetben is hasonldan végezhetiink egyszertsitéseket:

n! ' (n—kp! o -k k- — k)
kl-(n—k)! kol-(n—kj—ky)!  kl-(n—kj—ky—...— k)
n!
Sk k =k =y — = k)

Mindkét esetben megfigyelhetjiik, hogy a nevezdben levd faktoridlist kijelold szamok 0sszege
(pl. 4 + 6 + 8 + 34 = 52) kiadja a szdmldléban szereplS szamot. Ilyet kordbban az ismétléses
permutéciondl lattunk (52 elem 4, 6, 8 €s 34 tagu permutdcidinak szdma ennyi).

........................ .18



GRAFOK - pontok, élek, fokszam — megoldasok

<) A keresett graf az abran lathato.

y N
K G
A keresett graf az dbrén lathato. . 5
ol
T
A
u
M-J, M-G, J-H, J-G, N-G.
A Kkeresett graf az dbrén lathato. 007 -
00& @
T
a) 2-6-3; b) 5-3-6-4.
il a) Akeresett graf az dbran lathato. P f
b) Gabor és Zoli.
G E
VA CS:
EIIE) A keresett graf az abran ldthatd.
/@
CS L

EIT7 a) Példdul: buszforduld, zsdkutca.

7 2

b) Egy utcdrol lakételepre vezetd ut két bejdrattal.

EITE) Nem.
a) AXkeresett négy graf az abran lathato.

./ /\



(IR A:5, H:4, G:2, N:4, J:2, M:3.
<l A keresett grafok az dbran lathatok.

a) 4; PN
b) 3;
C) 3. . e e

<74 Harom lehet8ség van:

1,1,2,2; 1,1,1,3; 0,2,2,2.
A keresett grafok az dbrdn 14athatok.

il Az a) és b) részfeladat megolddsa az dbran lathato.

a) b)
¢) llyen graf nem létezik. @ m

<L) b) Varhat6an a négyfokiakbol.
EIET) A keresett grafok az abran lathatéak.

a) b) 1 c)
@y D)

@‘—». 3 4 3
EIIID A keresett betiik sorban:
‘m m Y mm Y EEm
EE B ||
H ER L] [ [ ]
HE B ||



(3092)

(3093)

3097

A huszér lépési szabdlya alapjan az dbran lathat6 helyekre juthat el A B CDTETFGH
a megjelolt pontokbdl. Igy )
a) G8 pont fokszdma 3; b) D4 pont fokszdma 8. (=) I |
Tekintsiik végig a figurdkat. A kirdly nem ilyen, hiszen a sarok-

ban (3) kevesebb lehetdsége van Iépésre, mint a tdbla kdzepén (9).
A vezérnek hasonldan a kirdlyhoz, a sarokban 4llva (21) kevesebb
a lehet&sége, mint a kozépsd négy mezdben (27). A futénak a
sarokbodl indulva 7, mig a k6zEéps6 négy mez§ valamelyikébdl
13 1épési lehetGsége van. A bdstya azonban a sarokbdl (14)
ugyanannyi 1épést tehet, mint kdzépen allva (14). Ugy tlnik, A B CODTETFGH
hasonl¢ a helyzet a gyaloggal: az iires tdblan mindig egyet 1éphet

eldre, igy a koztes mezdket jelold grafpontok fokszdma 2 — azonban a tdbla kiindulépontjardl csak
elére Iéphet egyet, igy ezen pontok fokszdma 1. Tehat az egyetlen megoldds a bastya.

2

—_ N W B~ oo N o
—_ N W B~ O OO N oo

Tudjuk, hogy egy n csucsu teljes grafnak (g) = nn-l) éle van. Ha egy egyszerd grafba mar
berajzoltunk n darabot, akkor még 2
n-(n-1) _n:n~(n—3)
2 2
élt kell megrajzolni, hogy teljessé valjon.

Ha a berajzolhat6 élek maximalis szamadt keressiik, akkor tekintsiink csak egyetlen izolélt pontot
a grafban — ugyanis minél tobb izoldlt pontot képzeliink el, anndl kevesebb élt rajzolhatunk meg.
A maradék 6t pont kozott akkor rajzoljuk a legtobb €lt, ha teljes grafot készitiink. Ennek éleinek

szdma pedig S\ 5Go1)
=———==10.
2 2
Akik 6-ot mondtak, azok 6sszesen 7-en vannak egy nemzetbdl. Akik 4-et mondtak, azok 5-en.

Azonban mivel 12 f6 mondta a 4-et, legalabb harom 6tfGs kiilonboz6 nemzet tagjai. Aki 2-t
véalaszolt, azok harman vannak. Igy mindkét kérdést megvalaszolhatjuk:

a) Ot kiilonboz6 nemzet tagjai dolgoznak a cégnél.
b) Osszesen 18 fot kérdezett meg a fénok, maradt még 7 £6. 2 fonek kell még 6-ot, 3 fének 5-ot,
2 fének 2-t valaszolni a cégvezet§ kérdésére.

a) Vigylink rendszert az esetek 0sszeszamlalasba. Vizsgaljuk meg, ha 0, aztdn 1, majd 2, 3, 4, 5, 6
éle van az egyszer( grafnak. A 11 megoldds az dbrdkon lathato.

06él: o o 16 oo 26l o l — 36l . .
L] L] L] L] L] >0 >0 /l Q\l
46l - - 5€l: 6 él: Ay B

]

Erdemes megfigyelni, hogy az egyes esetek szimmetrikusak: 0 éld eset annyi van, mint 6;
1 14, mint 5; 2 é1d eset pedig, mint 4. Ez abbdl adédik, hogy n élt berajzolni pontosan annyi-
féleképpen tudunk, mint n élt a teljes grafbol letdrolni.

D*® °E



b) Az dbran az iires ABCD grafot tekintve hat kiilonb6z6 hely van. Ezek mindegyikére vagy
rajzolunk élt, vagy nem. Ez élenként két lehetSség. Tehét az egyszert grafok szdma 26 = 64.
(Ezzel biztositottuk azt is, hogy a keletkez§ graf valoban egyszer( lesz.)

SIEE) A 3097. feladat b) részét kell tovabbgondolnunk. Tekintve az n pontu teljes graf minden egyes €lét,
azt vagy hozzéavessziik a kialakitand6 egyszerd grafunkhoz, vagy nem. Ez minden €l esetében két

n
lehet&ség, az n pontd teljes graf éleinek szdma pedig (Z) A megoldas tehat 2 2,

EIE) Mivel a feladat egyszert n ponti grafokrol szol, ezért a legnagyobb fokszami pont fokszdma leg-
feljebb n — 1. Tehat a feladatban kérdezett fokszamok csak n—1,n-2,n-3, ..., 2, 1, O lehetnek.

Ez n darab kiilonboz§ érték. Lehetséges-e ilyen graf? Nem, mert az n—1 és a 0 fokszamok
kizarjdk egymast: ha van n — 1 fokud pont, akkor nincs 0 foku és forditva.

Megjegyzés: Ugyanezen gondolatmenettel igazolhatjuk, hogy minden egyszer( grafban van leg-
alabb két azonos fokszamu pont. Ha ezt megtettiik, a feladat megvélaszolasahoz elegendd erre

hivatkoznunk.
a) A pontok fokszdmai rendre K: 4, P, S, F, V: 2. p
Osszegiik 4 +4-2 =12, azaz 6 éld a bejart utak grafja. Ko >
. 4.5 . v
A teljes graf - =10 éId, vagyis 4 €l a komplementer. . F

b) A gréifot és a komplementerét figyeljiik agy, mint egy teljes graf két egymast kiegészits része.

Ha két graf izomorf, akkor éleik szama egyenlG: csak paros sok éllel rendelkezé teljes graf johet
szoba. llyenek az n = 4k és az n =4k + 1 pontu grafok. Ez tehat egy sziikséges feltétel.
A legkisebb ilyen gréf a 4 pontd, erre egy igen egyszerd meg-
oldast taldlunk. Az 5 pontu esetben készithetiink olyan része-
ket, amelyekben minden pont foka 2. Altaldban, n = 4k + 1
pont esetén 2k fokd pontokbdl felépithetjiik a grafot, igy
a komplementer vele izomorf lesz.

Megjegyzés: az olyan grafokat, amelyek izomorfak komplementeriikkel, onkomplementer
grdfoknak nevezziik.

a) Haladjunk sorban a graf pontjainak szdma szerint. Mivel a graf egyszerd és van harom éle,
legaldbb harom pontjdnak is lennie kell. Hirompontd, hdroméld grif egy van. A négyponti
és haroméld grafokat a 3087. feladatban gyfjtottiik dssze, harom darabot taldltunk. Otponti és
haroméld grafokat gyarthatunk a négypontiakbodl, csak vegyiink hozzdjuk még egy izolalt
pontot. Ezeken kiviil még egy lehetdségiink van: ha egy pontpdrt elkiilonitiink a tobbi haromtol.
Hatpontu grafokat hasonléan tudunk gyértani az 6tpontd grafokbdl. Itt is csak egy tovabbi
lehet&ség van: ha elkiilonitiink hdrom, éllel 6sszekotott pontpart (utolsd dbra).

DA N

Hat pont esetében 6t kiilonb6z6 haroméld egyszer( grafot készithetiink el. Ha tovabb szeretnénk

novelni a pontok szadmdt, hidba: nem lesz tobb lehet&ségilink haroméld egyszeri grafot elGéllitani.

Py

b) Az el6z46 rész alapjan elmondhatjuk, hogy akkor érjiik el a legnagyobb ,,szabadsédgi fokot”
az élek elhelyezkedésében, ha minden egyes €élt kiilonallé grafnak is tekinthetiink. Nem nehéz
végiggondolni, hogy ehhez legaldbb 2n pontra van sziikség.

........................ . 22



A feladat szerint nincs kikotve, hogy csak egyszerd grafokkal dolgozhatunk, tehat a grafban hasz-

3103

nalhatunk tobbszoros és hurokéleket is. Tudjuk, hogy a fokszdmok 0sszege minden grafban két-
szerese az éleknek, ezért a fokszdmok Osszegének paros szamnak kell lennie. Paratlan sok pératlan
foku pontot tartalmazé graf nem rajzolhaté. Pl. 2, 3, 4 fokszdmu pontokbdl all6 graf nem
készithetS. Sét, a feltételeknek megfelelS hatpontd graf sem: akdr paros, akar paratlan szammal
kezdjiik a fokszdmok felsoroldsdt, mindig harom darab pdratlan szdmnak kellene lennie.

Az 1, 2, 3 fokd pontokbdl 4ll6 grafot meg tudjuk rajzolni egy
vagy két hurokél segitségével. S6t, ha barmelyik graf minden 1 @
egyes pontjdra rajzolunk még k darab hurokélt, akkor a pontok

fokszdmai:
1+2k, 2+2k 3+2k. 2 1’—®
Ilyen gréafok tehat biztosan készithetdk.

Gondolkodjunk tovdbb a masodik dbra alapjan. Egyrészt paros (2n) fokd pontot mindig készit-
hetiink elegendd (n) hurokél segitségével. Masrészt paratlan (2n + 1) fokd pontbdl mindig paros
soknak kell lennie. Allitsunk parba két ilyen pontot, és kossiik ossze ket egy éllel, majd illessziink
megfeleld szamu hurokélt a pontokra. Igy éppen a megfelels grafot készithetjiik el.

Osszefoglalva: igen, lehetséges, egész pontosan mindig rajzolhaté olyan grdf, melyben a pontok
fokszdamai egymadst kovetd pozitiv egész szamok, ha a szdmok kozott pdros sok pdratlan van.

A feladatot leforditva a grafok nyelvére: Az A, B, C, g, v, d A

A
pontokat akarjuk ugy élekkel 6sszekotni, hogy minden nagybet(is : ’
pont dssze legyen kotve minden kisbetds ponttal, de ne legyenek ¢
metszG élek. Bizonyos szdmu probalkozds utdn megsejtjiik, hogy v 5 v 5
ez nem lehetséges. 2

A bizonyitdshoz elGszor azt kell észrevenniink, hogy a bekotések sordn mindig ki kell alakulnia
egy zart négyszognek. (Négy darab 2 fokd pontnak, melyek egyszerd grafot alkotnak — a rajzon
AvBg.) A harmadik haz vagy a négyszog belsejébe, vagy kiviilre esik. Ebbe is bekotve a két

kozmivet, mar harom zart négyszogiink lesz 4

(arajzon BvCg, AvCg). Mivel a két lehetGség A T g A g A g
a grafok szempontjabol megegyezik, elég az “ a G \C’
egyiket tekinteniink. Barhogy is tettiink eddig, ' . Sy ey

a harmadik kozmi a nagy négyszogon kiviilre,

vagy az egyik belsejébe, vagy a masik belsejébe esik. Mindharom esetben lesz egy olyan négyszog,
amit tekintve a harmadik kdozmt azon kiviil/beliil van, azonban valamelyik hdz meg beliil/kiviil.
Ezt a kett6t igy nem kothetjiik 6ssze kordbbi €l metszése nélkiil (szaggatott élek).

Megjegyzés: Bar a feladatot grafokkal dbrazoljuk, igazabodl a topologia t€émakorébe tartozik.

GRAFOK - t, vonal, séta, kir, Euler-vonal — megoldasok

Példaul: ABE, ABCBDBE.

Példaul: ABFECD, ABFEDC, AFEDCB, ABCDEF, ADCBFE.

DACBA, DABCA, ABCAD, ACBAD.

a) Példaul: ABABDF. b) Példaul: ABCEBDF. c) Példaul: ABDF.
Igen, maga a graf egy kor: ABDFGHECA.

10} Nincs, a zart és nyitott Euler-vonal kizarja egymadst: a nyitott vonalhoz két paratlan foku pont sziik-

séges, zart vonalhoz viszont minden pont fokszdmdnak parosnak kell lennie.
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Nincs. Ha egy séta nem vonal, akkor legalabb kétszer dthalad egy élen, igy annak végpontjain is.

a) Van zart Euler-vonal, példaul: ABCD.
b) Van nyitott Euler-vonal, példdul: BACDBC.
¢) Nincs.

Ahhoz, hogy a ceruza felemelése nélkiil lerajzoljuk, az alakzatban nyitott vagy zért Euler-vonalnak
kell lennie. Igy
a) lerajzolhat6 (nyitott); b) lerajzolhat6 (nyitott);
c) nem rajzolhaté le; d) lerajzolhat6 (nyitott).
A keresett grafok az dbrdkon lathatok. a) b) ¢)
Az dbrakon mdr az irdnyitds nélkiili grafok lat- ) b) c)
haték. A grafok nem Osszefiiggdek, mindegyik © 5 o
két komponensre esik szét. G Q ‘ D,
. N\
@ ®

A megolddsban két-két egyszert feltételt adunk a fokszamok segitségével arra, hogy egy graf nem
Osszefliggd, illetve arra, hogy Osszefiiggd.

a) Természetesen a graf nem lehet Osszefiiggd, ha van izoldlt pontja.
Ha egy grdfnak van 0 foki pontja, akkor nem 0sszefiiggo.
Ha a graf élei elég ritkdk, akkor sem lesz 0sszefiiggs. Példdul ha 3 vagy tobb pontbdl all6 grafban
minden pont foka maximum 1, akkor nem alakulhatnak ki ,,lancok”, amik 0sszefliznék a pon-

tokat. (Ha megengedjiik 2 fokd pontok 1étezését is, akkor mér létrejohet egy olyan lanc, amely
a graf Osszes pontjat tartalmazza.)

Ha egy n > 2 csicsi grdfban nincs 1-nél nagyobb fokszdamii pont, akkor nem Osszefiiggao.

b) Ha taldlunk a grafban egy olyan pontot, amelyhez az 6sszes tébbi pont kapcsolddik, akkor ezen
a ponton keresztiil bidrmelyik pontbdl barmelyik pontba eljuthatunk.
Ha egy n pontii grdfnak van n—1 fokii pontja, akkor osszefiiggo.
Ha van olyan pont, amelyhez majdnem minden pont kapcsolédik, akkor a graf osszefiiggd-
ségéhez elegendd, hogy a lemaradé pont is kapcsolddjon a tobbihez.
Ha egy grdfnak van n—2 fokii pontja, de nincs 0 fokii pontja, akkor osszefiiggo.

Ha az dbra gréfjanak két pontja 6sszekottetésben van egymdssal, az azt jelenti, hogy a négyzetracs
megfelelS sordnak és oszlopanak metszetében levd pixel ki van szinezve. Amennyiben a gratban
egy ponthoz tobb masik kapcsolddik, tgy az adott sorban vagy oszlopban tobb pixel taldlhat6 (hogy
oszloprol vagy sorrdl van sz, az €l irdnyitdsa adja meg). Az Osszefiiggé komponensek pontjai soro-
kat €s oszlopokat jelolnek ki.

A graf kiilonb6z6 komponensei tehat olyan részdbrakat jelolnek, melyek kiilonb6z8 sorokban
és oszlopokban helyezkednek el, vagyis az egyes részeknek nincs kozos négyzetracs-oldaluk.
(Ilyen kétkomponensi dbrdkat ldttunk a 3114. feladatban.)



ElGszor is irjuk fel a szovegben szerepld Osszefiiggést jelekkel. Legyen a graf n pontd, rendel-
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kezzen e darab éllel, és a minimdlis fokd pont fokszdma legyen f, a maximalis foku pont foka F.
Ekkor a feladat allitdsa:

foe F

2 n 2

Tiintesstik el a torteket a kifejezésbdl, szorozzuk végig az egyenlGtlenséget 2-vel és n-nel. fgy az
n-f<2-e<n-F

Osszefiiggést kapjuk. Ez természetesen teljesiil, hiszen 2 - e a graf fokszamainak 6sszege. A bal

oldalon all6 n - f akkor lenne a fokszamok Osszege, ha minden pont foka megegyezne a minimélis

foku pont fokszdmadval (aminél természetesen lehetnek nagyobb foku pontok is a grafban).

Hasonl6t mondhatunk a mésik egyenlGtlenségre is, s6t az egyenlségek csak egyszerre teljesiilhetnek.

Tételezziik fel az allitds ellentétét. Tegyiik fel, hogy van olyan graf, amelynek 2n pontja van,
és minden pont fokszdma legalabb n, de legalabb két komponensre esik szét. Mivel a grafnak 2n
csucsa van, az egyik komponensbe biztosan n vagy anndl kevesebb cstics keriil. Mivel a graf egy-
szerd, igy komponensei is egyszerdek. Ellentmonddshoz jutunk, ugyanis egy legfeljebb n ponti
egyszerd grafban a legmagasabb foku pont fokszama legfeljebb n—1 lehet, ellentétben a feladat
altal emlitett n-nel. Vagyis a feltett allitds hamis, amibdl ad6dik, hogy ellentéte igaz.

Megjegyzés: A feladat dllitasat indirekt ton igazoltuk.

Tekintsiink elGszor kevesebb pontud grafokat. A legkisebb egyszer(i grafnak, mely tartalmazhat kort,
hirom pontja van. A négy- €s 6tpontd egyszerd graf pontjai is csak egy kort alkothatnak.
A hatpontu egyszer( graf pontjai alkothatnak egy kort vagy két haromponti komponenst. Hétpontui
graf megint vagy egyetlen kor, vagy egy hdrom- és egy négyponti komponens. Nyolcpontd graf
allhat egyetlen korbdl, vagy egy harom- és egy otponti komponensbdl, vagy két négyponti kompo-
nensbdl. Kilencpontu graf dllhat harom haromponti komponensbdl, vagy egy négy- és egy otponti
komponensbdl vagy egyetlen korbdl. Megfigyeléseinkbdl kitiinik, hogy csak a 3, 4 vagy 5 pontu grafok
alkothatnak egyetlen médon kort. A tobb pontbdl 4ll6 grafokat mar felbonthatjuk ilyen 6sszetevkre.

< O D (D

Az éltalanos megoldashoz fogalmazzuk 4t a kérdést: hanyféleképpen bonthatjuk n-t 3,4 vagy 5
tobbszoroseinek Osszegére? Mivel minket csak a lehetséges valaszok maximuma érdekel, elegendd
a legrovidebb (hdromponti) korok szamat megéllapitani. Azt kell kiszamolnunk, hogy n-ben hdny
egész szdmszor van meg a 3.

Példaul az n =15 pontu grafban lehet 6t darab harom hosszu kor; n = 16 ponti grafban lehet négy
hdarom- és egy négypontu kor; n =17 pontu grafban lehet négy harom- és egy Stponti kor.
Igy mindegyikiik legfeljebb o6t kort tartalmazhat.

Fagrafok — megoldasok

Mindkettbdl egy.

Mivel két pont kozott pontosan egy tt vezet, a graf 13 éld fa. Igy 14 pontja van.



a) Fa. Van 8 pontja, 7 éle, 4 levele, 2 harom- és 2 kétfokd pontja.
b) Nem fa, mert kort tartalmaz.
c) Fa. Van 9 pontja, 8 éle, 5 levele, 3 hdrom- és 1 kétfoku pontja.

d) Nem fa, mert nem Osszefiiggd.
a) Példaul ldncnak vagy fonalnak. b) Kettd.
Két kiilonbozs fagraf 1étezik.

J

Y Y CIY Y X<

kétféleképpen héromféleképpen Gtféleképpen

3125

A fakat mas médon is felirhatjuk:

2-32.7-13; b) 2*-52-11-13.
a) ) (=) ® @D
Az élek szdma a fokszamok Osszegének fele, @) B G @)
tehat 8. Mivel fa, igy eggyel tobb pontja van, @ ®
mint éle: 9. A levelek szdma:
2; 3, ... 8.

B o) 8-2):2=3; o @ 4 @ e O
b) 1+2)-(12:3)=12.
A c¢), d) és e) alpontok megolddsa az 4bran PO 9 o =
lathato. @ ®0® W OO O

sird) A miveletek fagrafok segitségével:

()
@ ®
()
® @
a-b=b-a a+(b+c) = (@+b)+c

Megjegyzés: A miveleti tulajdonsagokat is lefordithatjuk a grafok nyelvére. Példdul a kommuta-
tivitds jelentése, hogy a miivelet alatti két dgat felcseréljiik.

........................ . 26
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Igen, van. Egyrészt minden fdban van legaldbb kett§ els6foku pont, mdsrészt nyitott Euler-vonal
létezésének sziikséges feltétele pontosan kettd paratlan fokud pont létezése. E16bbi megjegyzésbdl
addéddan a kettd pdratlan fokd pont csak els6foku lehet. Olyan fa, amelyben pontosan kett§ elsd-
fokd pont van, nem tartalmazhat eldgazast, tehat csak egyetlen lanc lehet.

Megjegyzés: Pontosan ilyen grafokrdl volt sz6 a 3123. feladatban.

a) Furcsa, hogy a grafban nem ismerjiik pontosan a mtveletek szamat. frjuk at a graf alakot hagyo-
manyos formdba:
2-2+...2-2+2=-1))...).
Fejtsiik ki beliilrdl, és probédljunk meg valamiféle szabdlyszertiséget taldlni.
2-1=1; 2+1=3; 2-3=-1; 2+(-1)=1; 2-1=1; stb.

Azt latjuk, hogy négy 1épés utdn visszajutunk  “iyivelet szama = 4k+1  4k+2  4k+3 4-(k+1)

2z 2z

az elsé dllapothoz. Az 6sszeg a miiveletek szé-
métol (egész pontosan a miiveletek szdm4-
nak néggyel val6 osztdsi maradékatol) fliggden valtozik (k= 0). Az 1 és 3 maradék jeloli a ki-
vonds, a 2 és 0 maradék pedig az dsszeadds miveletet. Mivel a paratlan maradékok egyszer pozi-
tiv, egyszer negativ eredményt adnak, az 0sszeg elGjele a kivondsok szdmanak paritasatol fiigg.

Eredmény 1 3 -1 1

b) Tegyiik ugyanazt, mint az elGbb:
2:2-2:2-...2-2:2-@2:2))-.)).
Beliilrdl kifejtve a zdrdjeleket:
2:2=1; 2-1=2; 2:2=1; 2-1=2; stb.
Ebben az esetben az osztds miiveletek mindig 1-et adnak eredményiil, fiiggetleniil azok szdmatol.

Ha egy fagrafnak 15 pontja van és 12 levele, akkor még van 3 pontja, ami nem levél. Ezen pontok

fokszdma nagyobb, mint 1, €s egymdshoz kapcsolédnak. Harom pont csak tigy alkothat fat, ha kor-

mentesen egymdashoz kapcsolddnak, fokszdmaik a leveleket nem tekintve 1, 2, 1. Alevelek hozzi-

juk kapcsolédnak valamilyen médon, de a két sz€Is6 ponthoz legaldbb egy-egy (a kozépsd ponthoz

nem feltétleniil kell, hogy levél kapcsolddjon). Ezek utdan megvalaszolhatjuk a kérdést.

a) Alegkisebb foki pont fokszdma 2, a legnagyobb 12.

b) A graf leghosszabb utja egy levéltdl indul, dthalad a hdrom kozbiils6é ponton, majd egy masik
levélen végzddik. Ez barmely, a feltételeknek megfelels fa esetében igy van. Az ut hossza négy él.

Keressiink szélsdséges eseteket! Ilyen eset példdul, ha az 6t komponensbdl egy tartalmazza
az Osszes élt (16 €1, 17 pont), a masik négy komponens pedig egy-egy izoldlt pontbdl 4ll. Ekkor
a graf osszesen 17 + 4 =21 pontot tartalmaz.

Ha kicsit véltoztatunk az erdén, és eggyel noveljiik az egyik komponens éleinek szdmat, akkor
ez a komponens mér eggyel tobb pontot tartalmaz, a legnagyobb komponens ezzel szemben
eggyel kevesebbet. Tehdt az 6sszpontszam nem valtozik. A fenti gondolatot dltaldnosithatjuk.

Jeloljék a, b, c, d, e egész szamok az egyes komponensek €leinek szamat (0 < a; b, ¢, d, e £ 16).
Ekkor:
a+b+c+d+e=16,

az egyes komponensek pontjainak szdma pedig rendre:
a+1, b+1, c+1, d+1, e+1,
hiszen minden komponens fagraf.
Az 6sszes pontok szdma pedig valéban fiiggetlen a, b, c, d, e-tdl:
(a+DH+b+D+Cc+DH+d+1D+(e+1)=
=a+b+c+d+e+5=16+5=21.



A grafban a pontok fokszdmainak 6sszege 2n. Ebbdl adodik, hogy éleinek szdma n.

a) El&szor tételezziik fel, hogy a feladatban emlitett graf 6sszefliggs. Mivel grafunknak n pontja

és n éle van, igy nem lehet kormentes: az n ponti fanak, ami maximadlis kérmentes graf, csak
n—1 éle van. Mivel itt az élek szdma eggyel tobb, mar nem lehet kérmentes, kovetkezésképpen
a grafban van kor.

Amennyiben a graf nem 0Osszefiiggd, azaz tobb komponensbdl all, akkor valamelyik Ossze-
fiiggé komponensben legaldbb annyi pontnak kell lenni, mint amennyi éle van. (Ugyanis ha
minden komponensben kevesebb él lenne, mint amennyi pont, akkor az élek és pontok 0sszege

nem lenne egyenld.) Erre a komponensre pedig alkalmazhatjuk az el6z6 bekezdés gondolat-
menetét.

Ezzel bizonyitottuk, hogy az n pontd, n éld grafban van kor.

7 z

b) Tételezziik most fel, hogy az n pontd, n éld graf egyszert, 0sszefliggd és legalabb kettd kort

tartalmaz. Ekkor két eset lehetséges: vagy van két kiilondllé kor a korok kozott, melyeknek
minden éle kiilonb6zd; vagy van két kor, melyeknek van legaldbb egy kozos éle.

Ha az els6 lehetGség all fenn, akkor valamelyik korbdl egy élt tordlve a kapott graf még mindig
Osszefiiggd, n pontd, viszont n—1 éle van. Mivel tobb kiilonallé kort tartalmazott, és csak
az egyik kor egyik élét toroltiik, igy még mindig tartalmaz kort. Ez azonban nem lehetséges,
mert az n pontd, n—1 éld egyszerd, Osszefiiggd graf fa, vagyis kormentes. Ebben az esetben
ellentmonddsra jutottunk.

Ha van két kor, melyeknek van kozos €le, akkor ezt az élt
torolve, ismét n pontd, n—1 éld, egyszerd, Osszefliggd graf-
hoz jutunk. Azonban a feltevés alapjan ez a gréf is tartalmaz
kort, ugyanis a torolt é1 két végpontja kozott két kiillonbozs
ut vezet: egyik tt az egyik kor visszamaradt élein 4t, masik ut
a masik kor visszamaradt élein 4t. (Amennyiben nem a kdzos
élek koziil torliink egyet, akkor az egyik kér megmarad
eredeti dllapotdban, vagyis visszakapjuk az elsd lehetSséget.)
Tehat ebben az esetben is ellentmonddsra vezetett a gon-
dolatmenet.

Barhogyan is okoskodtunk, feltevésiink mindig ellentmonddsra vezetett. Tehét az ellentéte kell

hogy igaz legyen: az n pontd, n éld, egyszerd és Osszefiiggs graf pontosan egy kort tartalmaz.
(Emlékeztetdiil: az a) pontban bizonyitottuk, hogy az n pontd, n éld graf mindig tartalmaz kort.)

Megjegyzés: A feladat b) részében indirekt bizonyitast alkalmaztunk.

a) Tételezziik fel, hogy p darab (p nemnegativ egész) legaldbb haromfoku pontja van a fanak.

Ezen pontok fokszdmainak 6sszege ekkor legaldbb 3n.

Elsének toroljiik a grafbol a kétfoku pontokat tgy, hogy a pontot elhagyva szomszédait egyet-
len éllel kotjiik 0ssze. Ezekrdl egyrészt amigy sem szdl a feladat, masrészt csupan annyi
szerepiik van, hogy ,,nyujtjdk” a grafot, az eldgazasokat és a leveleket kotik dssze. A graf a torlés
utdn is fa, hiszen egyszerd maradt, 0sszefiiggd és kormentes. Fontos megjegyezniink, hogy
a megmaradé pontok fokszamat nem valtoztatja meg a kétfokud pontok torlése.

Ezutan toroljiik a grafbol a leveleket is, a hozzdjuk kapcsolddo élekkel egyiitt. A graf a levelek
torlése utan is fa marad. A megmaradé pontok pontosan a p darab, eredetileg legaldbb harmad-
foku pontok lesznek. Mivel fat alkotnak, 6sszekots éleik szdma p — 1. Fokszdmaik Osszege ezért

2-(p-1)=2p-2.

Mivel eredetileg a fokszdmosszeg legaldbb 3p volt, igy legaldbb p + 2 darab él hidnyzik. Mivel
a kétfoku pontok nem vdltoztattak a tobbi pont fokszdmdn, igy a hidnyzé fokszdmot csak
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az elséfokud pontok pétolhatjak, mégpedig egy fokszamot egy pont. Legalabb haromfoku pont
pontosan p darab volt, elséfokd pont pedig legaldbb p + 2, igy az elsGfokd pontok szdma
legaldbb kettdvel tobb a legalabb haromfoki pontok szdmanal.

b) Az a) rész gondolatmenetébdl vildgos, hogy akkor van pontosan 2 els6foku ponttal tobb a graf-
ban, mint legaldbb haromfoku pont, ha utébbiak fokszamosszege pontosan 3p. Ez pedig csak
akkor lehetséges, ha minden legalabb haromfoku pont foka pontosan harom, nincs negyed vagy
magasabb foku pont a fagrifban.

A kombinatorika gyakorlati alkalmazasai — megoldasok

a) Afeltételek szerint az els6 szoba egyik gépe Ossze van kotve
a masik két szoba egy-egy gépével. Mivel a masik kettd
szobdban is pontosan egy gép van Osszekottetésben a tobbi
szobaval, igy ezek a gépek mar meghatdrozottak. A gépeket
nem kiilonboztetjilk meg. A hadldzat az dbrén lathato.

b) Ebben a hdlézatban van hdrom darab 6tpontu teljes graf (ssze-
sen tizenot pont), illetve az ezeket 6sszekotd harom él. Tehat
a 15 ponthoz kapcsolddik dsszesen 3 - 10 + 3 = 33 €. Vildgos,
hogy a graf osszefiiggd, igy éleinek elhagydsdval készithetd
beldle fa. Azonban egy 15 pontd fiban maximum 14 €l lehet,
igy grafunkbdl el kell hagyni pontosan 33 — 14 = 19 élt.

c) Az eredeti feldllashoz képest annyi valtozott, hogy most nem feltétleniil ugyanaz a gép tartja
a kapcsolatot a masik két szobaval. Azaz az elsd szoba 6t gépe koziil valamelyik kapcsolatban
all a mésodik szoba 6t gépének valamelyikével. Ez 5-5 =25 lehetdség. Ettdl fiiggetleniil ugyanez
a helyzet a masodik és harmadik, illetve a harmadik és elsd szoba kozott is. A lehetGségek szama
a helyiségek kozotti kapcsolatok kiépitésére Osszesen:

(59’= 56 = 15625,

d) Mivel minden helyiségbdl kett§ gépet vélasztanak ki, az 0sszes lehetdségek szama a hdrom fiig-
getlen ismétlés nélkiili kombinécio szorzata:

(6 EH{E]-ro-rme

e) Természetesen harom kédbellel nem lehet minden gépet hdlézatba kotni. Legfeljebb négyet lehet
sorba vagy csillag alakzatba kotni, illetve a masik véglet, hogy kettG-kettG-kett§ darabot harom
csoportba (a szoveg szerint felhasznaljuk mind a harom kabelt).

Tételezziik fel, hogy a hat gép 1-t8l 6-ig van sorszdmozva.
Ekkor kozottiik (g] =15 lehet8ség van kébel elhelyezésére.

Ebbdl a 15 helybdl valaszthatunk ki harmat, ahova tényle-
gesen kabelt helyeziink. Igy a harom kébellel 6sszesen

@ ~(5)-4s5 ~

lehetdség van a hat szamitégép Osszekapcsoldsara, ha azokat megkiilonboztetjiik. Az dbran
sziirkével a lehetGségek, pirossal egy konkrét megvaldsitds lathatd.



f) Ha nem kiilonboztetjiik meg a gépeket, akkor a hdrom kébel elhelyezésére dsszesen 6t lehets-
ségiink adédik. Az dbrdkon lathatd, hogy az izolalt pontok szama 0 és 3 kozott valtozik.

a) Nincs.

b) Unokatdl dédsziilSig hat generdcid (unoka—gyerek—sajat maga—sziil6—nagysziil6—dédsziils).

c) Lassuk generacid szerint: unokdk 2; gyerekek és hdzastarsaik 4; a tizok, hdzastirsa és
az § testvére 3; sziileik és a tizok sziileinek testvérei 6; a tizok nagysziilei 4; az § sziileik 8.
Osszesen 27.

d) Az unokak miatt haromféle graf lehetséges: vagy mindkét unoka a tizok fidnak gyereke, vagy
mindkettd a tizok lanydnak gyereke, vagy egyik unoka a fidé, egyik pedig a ldnyé. Az az dbra
hidnyzik, amikor mindkét unoka a lanygyereké.

dédsziilok dedsziilok
nagyszilk nagyszulk
apoés anyos apés anyos

nagybéacsi  apja anyja  nagynéni nagybéacsi  apja anyja  nagynéni

feleség feleség

sogor sogor

menye g * veje menye veje

unokak unoka unoka

e) Az abran jol lathat6, nem fagrafot kaptunk. Amennyiben az unokdk testvérek, 6t kort és egy
izolélt pontot tartalmaz a graf; ha pedig unokatestvérek, akkor négy kort és nulla izolalt pontot
tartalmaz a csalddfa grafja.

f) Atizokok nem hdzasodnak csaldadon beliil, ezért minden madarnak két Gjabb sziilGje van. Mivel
az iiksziil6kig négy generdcié van, dsszesen 24 = 16 iiksziilgje van a tizoknak.

g) Az 6sszes rokon ismétlés nélkiili permuticidinak szama: 27!

h) Az egyes sorokban ismétlés nélkiili permutdciokat kell szdmitanunk. Az egyes sorok nem fiiggnek
a tobbitdl, igy szorzatukat kell tekinteniink: 2!-4!-3!-6!-4!-8!

i) A 27 tizokot kell harom csapddban elhelyezniink, maximum tizesével.
Igy a lehetséges esetek:
10+10+7@3), 10+9+8(6), 9+9+9(1).

Zarbjelben a darabszamok lehetséges permutdcidinak szamdt adtuk meg. Mivel az egyes
varidcidk minden esetben megegyeznek, igy az dsszes esetek szdma egy elég nagy érték:

(oo} e (2} 5) BB 5)6)



KOMBINATORIKA, GRAFOK

Vegyes feladatok — megoldasok

GED 1, 1,0, 1, -1, 2, -3, 5, -8, 13, ...

EIED) 7! = 5040.
6! 60
G0 11.21.31
12!
(3141) =12-11-10=1320.

(12-3)!
EIA 7'0 = 282475249
25! 25.24.23

3143 _ = 25.4.23=2300;
YT 3.2
| 7. ! .
py B _8To6 oo o MM 1110
3.5 3.2-1 2100 2.1
10) . 10\_ (10 _
S R

18) _ . 4 )
a3 o (6)_18564, b) (0)

143 _ ) 4) (14)_ 1.
o0 o (2) (4]

EI713 A megadott konvex sokszdg 4tléinak szdmara felirhato:

(@—n=@—n=l70.

Az egyenlet rendezése utan kapjuk:
n?—3n-7340=0,

amibdl n; =20 és n, =-17. A sokszognek tehdt 20 csticsa van.

) ) e

L0 a) 16x* = 32x3y + 24x%y? — 8xy® + y%;

d) @ : (lj) = 6006.

b) a@® + 18a%b + 144a’b? + 672a%b> + 2016a°b* + 4032a*b> + 5376a°b® + 4608ah7 +

+2304ab® + 512b°;
c) 3363 +2378-/2;

d) %xs + i)c7y + %x6y2 +14x5y3 + 70x4y* + 224x3y5 + 448x2y0 + 512xy7 + 256y8

23
G0 a) 28 =256; b) 216 = 65536; c) egyenldk;
EIE) Elészor A felhivja B-t, aki megadja D telefonszdmat.
Maisodszor A felhivja D-t, aki megadja C szamat.

Harmadszor A felhivja C-t, aki megadja E szdmit.
Negyedik 1épésben A felhivhatja E-t: négy hivas sziikséges.

d) egyenldk.



D a) Igen, ateljes graf.
b) Nem.

c) Képzeljiink el egy szabdlyos hatszoget, kossiik 0ssze éllel a szomszédos és a szemkdzti pon-
tokat.

d) Nem.
e) Tegyiik ugyanazt, mint c)-ben.

EIFA Osszesen 5-5-2 =50 meghajldst fog latni a titkdrnS. Az eddig l4tott meghajldsok szdma:

2+3+1+4+5+3=18,
azaz 50 — 18 = 32 még hétra van.

EIER a) A graf szétesik két kiilondllo részre: a paros - b)

és a pdratlan sorszdmu pontokra. HEEEEN
b) Jelest. .

T
@

EIE} Nem, a graf szétesik egy BGDE és egy AHCF kiilonall6 részre.

c

D

><
a) Séta: AFAFG. b) Vonal: ACDAEG. ¢) Ut: ABG.

a) A nyitott Euler-vonalhoz egy élt, a zart Euler-vonalhoz kett6 k6zos végpont nélkiili élt kell
berajzolni az A, B, D, F pontok kozott.

b) Az AB élt kell torGlni.
Az abra szimmetrikus a bal felsG sarokbdl a jobb alsé sarokba huizott atlora.

EIF) a) Altaldban fagrafot kapunk.

b) Csak akkor nem fa a kapott graf, ha tartalmaz kort. Ez pedig akkor van, ha vagy a sziilék, vagy
valamelyik nagysziilGk testvérek vagy féltestvérek.

A
A
e

E

EEEE) Mivel hat helység van, a feltételnek megfelelGen fagréfot kell 1étrehoznunk: pontosan &t ttnak
(élnek) kell lenni. Most hadrom van, kettét sziikséges épiteni. PEld4ul lehet Andal6giabdl Félnétiaba
és onnan Butulba, vagy Celebbdl Félnétaba és onnan Egyiigybe.

EIIT) Két mérés elegendd: elGszor vegyiink el egyet, és szedjiik szét

harom-hdrom érmére a maradékot. Ezeket mérjiilk meg, ha a két 0O0QQO00 + O
rész egyenld tomegt, kész vagyunk, az elvett érme a hamis. / \

Ha az egyik rész nehezebb, ismételjiik meg azon harom érmére 00O </O O\Jr O
a fentieket. Mindez fagréaffal dbrdzolva a rajzon lathat6. ol e



