EMELT SZINTU FELADATSOROK

1. Feladatsor /A — megoldasok

1. a) Az egyenlet a hatvdnyozds azonossagai alapjan atrendezve:
(2 -8.25+ 12 =0,
Ennek megolddsai:
(2%, =6 és (2%, =2, amib6l x; =1log,6=2,585 és x, = 1.
A 1épések sordn ekvivalens dtalakitdsokat végeztiink.

b) A logaritmus definicidja és azonossdgai alapjan az egyenlGtlenség dtalakithat6 a kovetkezd
alakba: x
log;—— < log;9.
g3 43 g3

Az f(x) = logyx logaritmus szigordan monoton névekvé fiiggvény, mert 3 > 1. [gy al 3 <9,
X+
majd O-ra rendezve 827 <0.
x+3

A tort értéke vagy
-8x-27>0 és x+3<0,

vagy
-8x-27<0 és x+3>0

értékei esetén lesz kisebb 0-nal.

ElGbbibdl x < _Tm, utébbira nem kapunk megolddst.

2. a) Jelolje a h(x) = 1,5x fliggvény Hiper Mdria talajtdl val6 tdvolsdgat x > 0 masodperccel Boszi
megjelenése utdn. Azt keressiik, hogy mely x-ekre lesz h(x) — g(x) > 2. Behelyettesitve:

1,5x —(x2 —4x +5)>2,
—x245,5x-5>2,
—x24+5,5x-7>0.
A parabola lefelé nyilik, a két zérushely kozott taldljuk a pozitiv értékeket. Mivel x; = 2, x, = 3,5,

igy x € ]2;3,5[. Ez azt jelenti, hogy 1,5 masodpercig Mari van feliil: a jatékosnak van lehe-
tGsége a gyGzelemre.

b) A jatékos reakcidideje (azaz késlekedése) azt jelenti, hogy ¢ masodpercig nem ugrik. Igy
h(x) = 1,5x — t-re mddosul a Mari talajtdl valo tavolsagat leird fiiggvény (x > 1). Az el6z6ek
alapjdn: h(x) - g(x) =2 =—x2+55x—T—1>0.

A megoldasok (tth. x; < x,) kiilonbsége adja meg azt az id6t, amig Mari van feliil: x, —x; 21
kell ahhoz, hogy ez legaldbb 1 mdsodperc legyen. A megoldoképletbdl:

x2 - xl = \[2,25 —4t > 1,
1,25 = 4¢,
0,3125=+.

Tehat a jatékosnak 0,3125 mésodpercnél hamarabb érdemes reagélnia, ha nyerni szeretne.



3. a) Készitsiink abrat, amelyen a és b jeloli az utcafronti telek-
oldalak hosszuisagait. patak

Pitagorasz tétele szerint a telek rovidebb 4tléja ~/a® + b2,
hosszabb atlgja ennek a kétszerese.

utca

szomszéd
telek

Q

Ha négyszog 4tléi merdSlegesek, akkor teriilete az atlok szor-
zatanak fele:

2202.9. 022 p2 \

T:\/a hal ; Jal+b =a?+b% b utca

Ezzel az 4llitast bizonyitottuk.

b) Készitslink egy 1j abrat csak a négyszogrol.
Meghosszabbitva a derékszogid utcafrontokat, tekintsiik
a kialakul6 téglalapban a kovetkezd derékszogd hdrom-
szogeket. Az dbran jelolt szogek az 4tlok merdlegessége miatt
egyenlSk.

Igy A =2 ardnyossagi tényezdvel
CAB, ~ADE, = EFA,.
A hasonl6sagbodl adédik, hogy
AD=EF=2CA=60 és AF=ED=2AB=40.

Innen pedig CF=AF —~AC=10, BD=AD —AB = 40.

Ezek utan a telek keresett oldalai:
CE =+/10% + 602 =+/3700, BE =+/40% + 402 =40 -/2.
Két tizedesjegyre kerekitve CE = 60,83 m és BE = 56,57 m.

4. a) Az ay, ..., ay kilencelemd mintdnak a diagram alapjan ismerjiik 6t elemét, tegyiik rangsorba:
2,4,7,8,10. Mivel a diagramon nincs 10-nél nagyobb érték és R = 10, igy a rangsor elsé
eleme 0 (0, 2, 4,7, 8, 10). Az elemszdm miatt az aldbbiak igazak:

0 Q, 10

02 01 03 04 = 2 ‘ 01 06 07 03 08

e .. L, ., a+ta
A kvartilisekre vonatkozé informécidk alapjan ——2

=Q; >0 egész (ha O lenne, akkor

minden kvartilis 0, ami ellentmond a két médusznak vagy az elemeknek). Mivel legaldbb egy

. . . a,+a
7 és 8 elemiink is van, ezért ———8

=05 >7,5, vagyis Qs csak 8, 9 vagy 10 lehet.

Elemezziik tovabb a kvartiliseket! Ha Q; =1 vagy 2, akkor Q3 <7, nem j6. Ha Q; =3,
akkor 0, =6, 03 =9, ami megfelel6. Ha Q; >3, akkor Q3> 10, ami ismét nem jo. Tehat
01=3,0,=06,05;=9. Igy aztdn a minta elején a, =2, a3 =4, a végén pedig a, =7, a; =8,
ag =10 all.

0 2 4 _ 6 7 8 10 10

Q=3 a, Qs Q;3=9

Az ay-re nincs kiilon feltételiink, igy az a két médusz miatt 4 vagy 6 is lehet.
Vilaszunk tehét: sajnos nem tudja egyértelmiien visszaallitani az adatelemz§ a mintat.



b) A harom médusz gyakorisdgainak szdma lehet 4, 3 vagy 2. Mindhdrom esetben ismétléses
permutdcidval van dolgunk.

Ha minden médusz 4-szer szerepel, akkor nincs més elem a mintdban: a lehetGségek szdma

|
12 34650,
41-41- 41

Ha a méduszok 3-szor szerepelnek, akkor lehetséges 3-3-3-1-1-1 vagy 3-3-3-2-1 egyforma
elem. Ezek lehet6ségeinek szdma rendre

12! 12!

=2217600 é ————=1108800.
31.30.30 1010 1) 31.31.31.21. 1!
Ha a méduszok 2-szer fordulnak eld, akkor csak 2-2-2-1-1-1-1-1-1 egyforma elem lehetséges:
!
1—2'=59875200.
21.21.21

Osszesen a lehetSségek szama ezek Osszege: 63 236 250.

1. Feladatsor /B — megoldasok

5. a) Jelolje a marcipanos édességek darabszamdt m (€ Z*). Eredetileg egy marcipanos édesség

kivélasztasdnak valdszintisége

8+m

Mivel ugyanannyi marcipanost tettek bele, a megvaltozott feltételek mellett egy csokis édesség

kivételének valdszindsége .
8+2m

El6bbi az utébbi 30%-a:
m 68 .
68+m 68+2m

0,3.

Ez atalakitva a kovetkez6 egyenletet kapjuk:
m? +23,8m — 693,6 = 0,
melynek megoldésai m; = 17 és m, =—40,8. A megolddsok koziil csak a 17 felel meg a pozitiv
egész feltételnek. 17 68
Ellendrzéssel meggy6zadiink az eredmény helyességérdl: %5 = 02 0,3=0,2.

b) Aladaban 100 édesség van, igy egy marcipdnos kivélasztisanak valészinége 0,32, egy csokisé
pedig 0,68. Mivel nagyon sokféleképpen keriilhet keziikbe marcipanos, térjiink at a komple-
menter eseményre: a ,,nincs marcipdnos” azt jelenti, hogy minden kivett csokis:

1-0,68"20,99 < 0,01=0,68"
Most mindkét oldalnak vessziik a 0,68 alapd logaritmusét: mivel ez 1-nél kisebb szdm (log ggx
fliggvény szigordan monoton csokkend), igy az egyenlStlenség megfordul:
n 21og( 50,01 = 11,94.
Vagyis legaldbb 12-szer kell prébdlkozniuk ahhoz, hogy legaldbb 99%-os valdszintiséggel
keriiljon a keziikbe marcipdnos édesség.



6. a) Képzeljiik el a megforgatott fliiggvényt és a lehetd legnagyobb
felszind hengert. Egy ilyen henger fed6kore rajta van a meg-
forgatott parabola felszinén.

Ha az alapkor sugardt r = x-nek vessziik, ahol 0 <x < 2,
akkor a henger m magassiga az az érték, amit a parabola
helyettesitési értékeként kapunk:

m = f(r) =4-x2,
Ezekkel meg tudjuk adni a henger felszinét x fiiggvényében:
A(x) =212+ 2rmm = 2x2 1 + 2xm(4 — x2).
Atalakitva: az

A(x) = =27(x3 = x2 — 4x)
fliggvénynek keressiik a maximumadt, ahol D, = ]o; 2[.
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Harmadfoku fliggvény lehetséges szélsGértékeit legegyszertibben derivdldssal taldljuk meg:

A =-27(3x2-2x—4) = x1=2+g/5_2 2-V52

~1,535 és x, =

~-0,869 ¢ D,

P

A masodik derivilt segitségével eldontjiik, hogy megfelel§ szélsGértéket kaptunk-e:

A"(x))=-2m(6x; -2)=-45,3<0 = x,-ben a fiiggvénynek maximuma van.

Tehat Jankdnak a tervezett tGrkapszula henger alakd kabinjanak sugarat 1,535 egységnek kell
vélasztania, hogy a kabin felszine a lehet§ legnagyobb legyen.

b) Elsének szamitsuk ki az eredeti gorbe alatti teriiletet (felhaszndljuk, hogy a fliggvény paros):

2 2 Pk g1 32
Ti=|(@-xHdx=2-|4-x)dx=2-[dx——| =2-[8—=|=—=.
! 3 37 3

) 0 0

Masodikra levagjuk az aljat y = 1 magassagban, ami megfelel annak, mintha a fiiggvényt eltol-
nénk 1 egységgel lefelé: g(x) = 3 — x? alakii lesz. Ennek kell az x tengely feletti teriilete: ehhez
el8szor megallapitjuk a zérushelyeit.

3-x2=0 & x2=3 & x,=%3

A lefelé val¢ eltolds miatt g fliggvény is paros.

V] V3
T1=2~J-(3—x2)dx=2{3x—%} :2-[3\/‘_¥}=4\/§,
0 0

T .
A keresett szazalékértékhez osszuk T,-t Tj-gyel: ?2 =(,649, ami kerekitve 65%.
1

1. a) Alogaritmus két azonossagat (attérés mds alapu logaritmusra, illetve konstans szorz6 bevitele
a logaritmusba) és definici6jat felhaszndlva bizonyithatjuk az allitast.

log,4 2 1
log, x> 2-logyx log,x’

1ogx2 4=

b) Legyen x > 0, ekkor a hatvdnyozds tulajdonsdgai miatt 2* < 4* < 8*. Mivel hdromszog oldalai,
igy teljestil rajuk a hdromszdg-egyenlGtlenség:

2%+ 4% > 8%,



8. a) A délkelet felé d616 tornyot délkeletrdl érik

b) Ismét készitslink dbrat: ebben TDAM téglalap és keressiik

Mindkét oldalt leosztva 2* (> 0) kapjuk, hogy 1+ 2*> 4%, e
Ez masodfoku egyenlétlenség, O-ra rendezve \

0>4*-2%-1

alaku. A kifejezés 2*-ben mdsodfoku: felfelé nyil6 parabola,
igy megolddshalmaza a zérushelyek kozotti tartomdny (dbra).

Az egyenlGség megoldasai: i i 7
1+5 1-+/5 - \/
2= és F=—

2 2

Utobbi negativ, vagyis nem eleme 2* fiiggvény értékkészletének. Az egyenlGtlenség megolddsai:
1 1
0<2¥< +\/§, ezért —oo<x<log, +\/§.
2 2
A feltételt figyelembe véve az egyenl6tlenség megoldésai:
1
X E:|O; log, +2\/§{

A bal végpont hdrom tizedesre kerekitve 0,694. Mivel lefelé kerekitettiink, ebb6l még biztosan
szerkeszthet6 haromszog és ez a legnagyobb ilyen érték.

a napsugarak, a dém pedig t6le északnyu-
gatra taldlhatd, tehat kezelhetjiik &ket egy
sikmetszetben. A ferde torony PT, tdvolsidga
adomtol TD. Akérdés az AD = h tavolsag.
Mivel DTP< =95,5° igy

TPSX =180°—(95,5° + 30°) = 24,5°.

PTS, -ben alkalmazzuk a szinusztételt:
x+31,5 sin24,5°

=— , innen x =15,19 méter.
56,3 sin 30°

A derékszogli ADS,-ben pedig =1tg30° amibdl & = 8,77 méter.

h
15,19

PAMY = « szoget. MT =43, igy PTM,-ben alkalmazhatjuk
a koszinusztételt:

PM?=56,3%+43%-2-56,3-43 - c0s 3,99".
Ebb6l PM = 13,73 méter. PTM, minden oldala ismert, igy

akdr a szinusztételt is alkalmazhatjuk (tudjuk, hogy PMT< = B
tompaszog):

sinB 56,3
sin3,99° 13,73°
Attériink PMA ,-re. Ebben
AMP< = 360° - (90° + ) = 106,58°.

amib6l S =163,42°



PM és MA szakaszok hossza mar ismert, igy djra a koszinusztételbdl:
PA2=31,52+13,732-2-31,5-13,73 - c0s 106,58",
ahonnan PA = 37,78 m.
Végiil djra szinusztételt alkalmazva:
sine 13,73
sin106,58° 37,78

amibdl o =20,38°.

Tehat a nap sugarai 20,38°-0s szogben érkeznek a foldre, amikor a ferde torony arnyéka pont
a dém faldnak tetején van.

L2
9. Az egyenletesen gyorsulo test utjdt a kovetkezd képlet adja meg: s =v - ¢ + %.

A hatrabb 1évé test esetén ha 1 =1 s, akkor s = 25 m, tehat:
25=v, + g (1)
ha t=2s, akkor s = 50% m, tehat

50% =2vy+2a. (2)

t2

Az (1) és (2) egyenletekbdl a=— és v, :25—é:24§. Tehat s1:24§-t+€.

W | =

A masik test esetén ha r =1 s, akkor s = 30 m, tehat:
30 =y, + g 3)
ha t=2s, akkor s = 59% m, tehat
59% =2vy+2a. (4)

2
A (3) és (4) egyenletekbdl a= —% és vy = 30%. Tehét s, = 30% -t — tz

Az elsé test akkor éri utol a masodikat, ha s; = s, + 20. Ebbdl #-re a kovetkez§ egyenletet kapjuk:
> —13t-48=0.

Ennek gyokei 16 és —3. Nyilvan csak a pozitiv gyok jo, tehat 16 méasodperc milva éri utol az elsg
test a masodikat.

2. Feladatsor /A — megoldasok

1. a) A logaritmus értelmezése alapjan —x2 + 4x —3 >0, valamint

x—1>0. Az utébbi egyenl6tlenség megolddasa x > 1, mig az X —x2 +4x -3
elsé egyenlStlenség bal oldaldn all6 masodfoku kifejezés két 1 |
zérushelye: x; = 1 és x, =3. Az x> —x? + 4x — 3 mésodfoku + / : -
fliggvény grafikonjarol (Id. dbra) leolvashatd, hogy az elsd

egyenl6tlenség megolddsa 1 < x < 3.
A kifejezés értelmezési tartomanya az |1; 3[ intervallum.




b) Alogaritmus azonossdgai és definicidja alapjan az egyenlet a kovetkezd alakokban is felirhato:

—x2+4x-3 o —X2+4x -3
————=1, amibfl —————=
(x=1)? (x-1)

Az a) feladatban kiszamoltuk a szamlal6 gyokeit. A gyoktényezGs alak alkalmazasaval kapjuk,

hogy —x% + 4x -3 =—(x— 1)(x — 3), és ezért a bal oldalon 4ll6 tort egyszer(isitése utan:
—(x-3) 5

=2, amib8l x=-.
3

0g,

x—1

A kapott szdm eleme az értelmezési tartomanynak, és ellenérzéssel meggy6zddhetiink rdla,
hogy megoldésa az egyenletnek.

2. a) Afeltételek alapjan a trapéz nem téglalap. Ekkor az 4bra jelo-

1éseit haszndlva a trapéz alapjai AB = 7x, CD =3x, a D csucs-

b6l indulé magassag talppontja E, tovabba az ABD harom-
sz0g derékszogli. Az ABD hiromszogben a magassagtétel
alapjan adodik: DE? = 2x- 5x = 10x2, ebbdl kovetkezik, hogy :
200 = 10x2, végiil x =2/5. A,
A trapéz alapjai:

% E 5% B

AB=14J5=31,30cm, CD =65 =13,42 cm.
_14/5+6V5
B 2

A trapéz teriilete:

T:AB+CD.

> -102 =1004/10 = 316,23 cm?2.

DE

b) Thalész tételének megforditdsa alapjan az ABD derékszogli haromszog koré irt kor kozéppontja

éppen az AB atfogo felezGpontja. Természetesen a C csucs szintén illeszkedik az AB atmérdjd
korre, igy a trapéz koré irt kor sugara az AB 4tfogo fele, azaz r = 74/5 = 15,65 cm.

A kor teriilete:
or teriilete T =27 = 2457 ~ 769,69 cm?

. a) Jeloljiik p-vel annak a valdszintiségét, hogy egy kivdlasztott tanulé mekkora valészintiséggel

oldja meg egyediil a hazi feladatat, azaz p = 0,65.
Mivel fiiggetlen eseményekrdl van sz6, ezért a keresett valészintiség p'> = 0,0016. Sajndlattal

allapitjuk meg, hogy ez elkeseritSen kicsi érték.
b) Azt a 10 didkot, aki nem 6nélléan dolgozott, G(S)) =3003-féleképpen vélaszthatjuk ki. A bino-

midlis eloszlds alapjan annak a valdészintsége, hogy éppen 10 didk készitette el segitséggel
a hazi feladatat:

G(S)) - p5-(1= p)1© = 0,0096.

. a) Aholtverseny az 1., 2., 3., 4., illetve 5. hely valamelyikén lehetett. A hat versenyzd koziil

(g) =15-féleképpen valaszthatjuk ki azt a kett6t, akik holtversenyt értek el. A maradék négy

helyen a tobbi versenyzd 4! = 24-féleképpen érhetett célba. fgy Osszesen 5-15-24 =1800
kiilonboz6 sorrendben érhettek célba a versenyzok.

b) Mivel a versenyt Andor egyediil nyerte meg, ezért az 1. helyen nem alakulhatott ki holtverseny.

I. eset: Fabidn az 5. helyen holtversennyel ért célba. Ekkor Fabidn mellé 4-féleképpen valaszt-
hatunk 5. helyezettet. A 2., 3., 4. helyen a maradék 3 versenyz$ 3! = 6-féleképpen érhetett
célba, ezért az 1. eset 0sszesen 4 - 6 = 24-féleképpen valdsulhatott meg.



II. eset: Fabidn egyediil ért célba az utolsé helyen. Ekkor a holtverseny a 2., a 3. vagy a 4. helyen

kovetkezhetett be. Az egyiitt célba érkezdket G) = 6-féleképpen valaszthatjuk ki. A maradék két
helyezésen kétféleképpen alakulhatott a sorrend, ezért a 2. eset dsszesen 3 -6 -2 = 36-féleképpen
valésulhatott meg.

A verseny végeredménye Osszesen 24 + 36 = 60-féleképpen alakulhatott.

2. Feladatsor /B — megoldasok

5. a) Annaa 4 év alatt 48 alkalommal fizet be 10 000 Ft-ot, ezért 6sszesen 480000 Ft-ot fizet be.

b) Anna az 1. évben Osszesen 12-szer fizet be 10000 Ft-ot. Az elsG 6sszeg 12 hénapig kamatozik,
a masodik 11 hénapig, €s igy tovabb; a december 1-jén befizetett 10000 Ft utén a bank mar csak

sz

1 havi kamatot fizet. Igy december 31-én az Anna szdmldjan 1évs Osszeg:

10000-1,003'2 + 10000 1,003 + ... + 10000 - 1,003.
A fenti 0sszeg egy mértani sorozat els 12 tagjdnak dsszege. A sorozat elsd tagja 10000 - 1,003,
hanyadosa 1,003, igy az dsszeg:

12 _
10000 1,003 . 12003~ 1

=122365,93,

vagyis Anna szdmldjdn hozzdvetSlegesen 122366 Ft lesz.
c) A megtakaritds 0sszegét két részre bonthatjuk.

I. rész: Anna befizetései, valamint annak kamata. Az els6 hénapban befizetett 6sszeg 48 hona-
pig, a masodik hénapban befizetett 6sszeg 47 hdnapig, és igy tovdbb; az utolsé befizetett
0sszeg mar csak 1 hénapig kamatozik. Ennek megfelelGen a befizetésekbdl, valamint annak
kamataibdl Anna szdmldjan a kovetkez$ 6sszeg irodik jova:

10000 - 1,003* +10000 - 1,00347 +...+10000 - 1,003 =

48 _
=10000-1,003 - 1’003—1 =~ 516996,95 Ft.
1,003 -1

)
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IL. rész: az 4llami tdmogatds, valamint annak kamatai. Az els6 év utan az dllam 36 000 Ft-ot
utal a szdmldra. Ez az 6sszeg 36 hénapig kamatozik. A masodik év utdn kapott 36 000 Ft 24 ho-
napig, mig a harmadik év utdn jaré 36 000 Ft csak 12 hénapig kamatozik. A negyedik év utdn

jaré éallami timogatds jovairddik a szamlan az 5. év elsd napjan, de kamat mar nem jar utdna.
Ezek alapjédn az dllami timogatds, valamint az utdna jar6é kamat 6sszege:

36000 - 1,0033¢ + 36000 - 1,003%* + 36 000 - 1,003!2 + 36 000 = 152 100,26 Ft.
Anna a takarékoskodasi idGszak letelte utan 6sszesen 516 996,95 + 152100,26 = 669 097 Ft
Osszeget vehet fel.

6. a) Kozepest a 20 didk 60%-a (12 6), illetve a 40 didk 50%-a

Erettségi eredmények

(20 6) kapott, tehat 6sszesen 32-en. J6t, azaz 4-est a 20 didk osziélyzat szerint
25%-a (5 tanuld), valamint a 40 didk 37,5%-a (15 tanulo), b
Osszesen 20-an kaptak. A maradék 8 tanuld jelesre érettsé- 30
gizett. Az adatok szemléltetésére oszlopdiagram a legmeg- zz

felelébb. 15 %

10




b) A matematikaérettségi jegyek atlaga:
12-3+5-4+3-5

=3,55.
20

A torténelemérettségi jegyek dtlaga:
20-3+15-4+5-5
40

c) Tegyiik fel, hogy legaldbb n didknak kellett volna 4-est szereznie a jobb dtlaghoz. Ekkor:
(12-n)-3+(5+n)-4+3-5
20

A miuveletek elvégzése utan n > 4 adddik, azaz legalabb 4 embernek kellett volna 4-est elérnie
a kozepesre érettségizok koziil a jobb atlaghoz.

=3,63.

=>3,75.

d) Az dtlag csak a kovetkezd esetekben nagyobb vagy egyenld, mint 4,20:

L. eset: két 6tos; IL. eset: egy 6t0s és egy négyes tanul6t vélasztunk ki.
Az 1. eset bekovetkezésének valdszintisége:
5
(s o 2 10
P(két 5-6s tanulét valasztunk) = —— = ——=0,0128,
40\ 780
2
a II. eset bekovetkezésének valdszintisége:
P(egy 5-0s és egy 4-es tanul6t valasztunk) = ﬂ = 7—5 =~ (0,0962
& & (40 780
2

A keresett valészintiség = 0,1090.

7. a) Mivel 13 -3-12+4 =2, valamint 33-3.32+ 4 =4, ezért
A és B egyarant illeszkednek az f fliggvény grafikonjdra.
b) Az AB egyenes egyenlete: y=x + 1. f
¢) Az AB egyenes az x tengelyta (—1; 0) pontban metszi. Egy- 2
szerli szamolds mutatja, hogy (-1)3-3-(-1)2+4 =0, igy
a (—1; 0) pont illeszkedik az f fliggvény grafikonjdra is. — =
d) A zérushelyeket az x3 — 3x2 + 4 = 0 egyenlet megoldésai adjak. ﬂ‘ -
A c¢) feladat eredménye alapjan az AB egyenes zérushelye
x =-1. Az egyenlet bal oldaldn szorzattd alakitunk:
=32 +4=x3+1-3x24+3=(x+ D2 - x+ 1) -3x2-1)=
=x+DO2=x+D=-3x+Dx-D=@+DE2-x+1-3x+3)=
=(x+ D2 —4dx+4) =@+ D(x-2)~%

A szorzattd bontdsbdl leolvashatd, hogy az egyenlet megolddsai: x; =—1 és x, =2.

e) Az f fiiggvény derivaltja f’(x) = 3x% — 6x = 3x(x — 2). A derivalt elSjelének vizsgilatdbol
lathat6, hogy a fiiggvény az [ 1; 2]-on csokken, a [2; 3]-on pedig novekszik. Ebbél adédik, hogy
az AB szakasz és a fiiggvény grafikonja dltal kozrefogott sikidom teriilete:

3 3
T=f(x+1)—(x3—3x2+4)dx=f—x3+3x2+x—3dx.
1 1



A Newton—Leibniz-formula alapjan:

4 2 x=3
T=[—x—+x3+x——3x] =4.
4 2

x=1

8. a) Haa Tiindér-hegy csucsat B’, a Magas-hegyét pedig C’ jeloli,
akkor a BCC’B’ derékszogl trapéz alapjai BB’ =950 m,
CC’ = 1300 m, mig egyik szdra BC = 5000 m (Id. dbra).

A B’TC’ derékszogli hiromszogben:
C’T=1300-950 =350 m,
igy a keresett C’B’T< = o szogre:

tgor = ﬂ, amib8l o =4,00°
5000

A Tiindér-hegy csucsardl a Magas-hegy cstcsa 4,00°-0s emelkedési szogben latszik.

1300

B 5000 C

b) Ha a Pokol-hegy csticsat A* jeloli, akkor az AC’B’ = y szog c
nagysagat keressiik. V
A v szoget az AC’B’ hdromszog oldalaibdl példdul a koszi- 1300

nusztétel segitségével szamolhatjuk ki. Az a) feladat abrdjan
szerepld B’C’T derékszogli haromszogben Pitagorasz téte- = « 950
1ével B’C’ = 5012,24 m adédik. Hasonld szamolasok utan: 4
AB = \/30002 + (950 — 650)2 =3014,96 m, A
AC = \/40002 + (1300 — 650)% = 4052,47 m.

Az AC’B’ haromszogre felirva a koszinusztételt kapjuk, hogy:
AB?=AC?+BC?-2-AC-BC’-cosy, ahonnan Y =36,97°

A Magas-hegy csticsardl a mdsik két hegycstcsot 0sszekotd szakasz koriilbeliil 36,97°-0s
szogben latszik.

9. A masodik feltétel alapjan a parabola dthalad a (0; 1) ponton, ezért:
a-0?+b-0+c=1, amibsl c=1.
Mivel a parabola illeszkedik a (2; 10) pontra is, ezért:
a-2>+b-2+1=10 = 4a+2b=9. (1)
A parabola egyenletének jobb oldalat teljes négyzetté alakitva

kapjuk, hogy:
o)
y=alx+—|—-——+1,

b2 by
y—|-——+1 =a(x+—j.
da 2a

A fenti egyenletbdl leolvashatd, hogy a parabola tengelypontjanak koordinatéi:

2
C(—i; b + 1).
2a°  4da




Ha a tengelypont illeszkedik az y = x egyenletd egyenesre, akkor koordindtai kielégitik az egyen-

letet, azaz: 2
—iz—b—+1, /-4a
2a 4a
—2b=-b?+4a

Felhaszndlva, hogy (1) alapjan 4a =9 — 2b, adddik, hogy:
~2b=-b>+9-2b, innen b =3 és by=-3.

Ha b, =3, akkor g :%, mig ha b, =-3, akkor a, :%.

A feltételeknek két parabola tesz eleget, ezek egyenlete:

P13)’=%x2+3x+1 és pz:y:$x2—3x+l.

A két paraboldt és a feltételek teljesiilését az dbra szemlélteti.

3. Feladatsor /A — megoldasok

1. Legyen x a hajo sebessége dlldvizben, y pedig a foly6 sebessége:
AB=5-(x+Yy), BA:H-(x—y).
A két ut egyenlGségébdl: x = 16y. ’
Azaz AB =517y =85y, tehdt a tutaj 85 dra alatt teszi meg az AB utat.
2. Akoregyenlete (x —4)? + (y —4)% = 32 — p2, kozéppontja K(4; 4). y
OK =32 =4J2. 5
Az OTK derékszogl haromszogben:

-
sin30°=——, ebbdl r=22. i
4’\/§ 10

Mivel r? =32 — p?, adédik, hogy p? = 24.
Tehdt p; =26 és p, = —26 értékei esetén ldtszik 60°-0s szogben az origébél a kor.

3. Szamitsuk ki a jatékosok nyerési esélyeit.
Attila: az ellentett esemény alapjan 1 — 6:5-4 = 16 (: 4 = 0,4].
6° 36 \ 9
Baldzs: a kedvezd szdmharmasok:
(1:2:3), (1;2:5), (1:3:4), (1;3;5), (1:45), (1;5:6), (2:3;5), (3:4:5),
a nyerés esélye: 8-3! = i
6> 36
Csandd esélye pedig a maradék 36

A jaték akkor igazsagos, ha a tétek a nyerési esélyekkel aranyosak, tehat Attila tétje 20 zseton,
Csandadé pedig 15 zseton.



4. Oldjuk meg az els6 egyenletet:

sin? 2

2

X =SIn“x + COS“X — COSx - sin x,

0 = cos?

X —COSX -sinx,

0 =cosx-(cosx —sinx).
Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0, tehat cosx =0, vagy cosx — sinx = 0.
A cosx =0 megolddsai a [0; 27]-ban: Xy = g vagy x, = 37” A cosx —sinx = 0-bdl sinx = cos x.
Az egyenletet cosx-szel osztva (a cosx =0 nem megoldds, mivel ilyen x-ekre sinx nem lehet 0)

tgx = | egyenlethez jutunk. Ennek megoldasai a [0; 27z]-ban: X = r vagy x, = 5—”
n m St 3m 4 4
Tehat A=< —; —; —; — ;.
42 4 2
Oldjuk meg a masodik egyenlGtlenséget.
Mivel -5=1log, 32, elég a log l()c2 —8x+12)>log, 32 egyenlétlenséggel foglalkoznunk.
2 2 2

Figyelembe véve az 5 alapu logaritmusfiiggvény értelmezési tartomdnydt és szigord monoton

csokkenését, x-re a kovetkezd feltételeket kapjuk: 0 < x? — 8x + 12 < 32.

Abal oldali 0 < x? — 8x + 12 egyenl6tlenség megoldésai: —_— 5
xe]—oo; Z[U]6’ oo[ [ :\) ! (\: [
A jobb oldali x? — 8x + 12 < 32 egyenlétlenséget rendezve = 0 2 46 810

kapjuk: x2 — 8x — 20 < 0, ennek megoldésai: x € |-2; 10].
Az egyenlétlenség megolddshalmaza: B = |-2;2[ U ]6; 10].

7 2

A 7 kozelits értékét felhasznalva:

AmB:{E;E}, AuB:]—Z;Z[u]6;10[u{5—n;3—”}.
4 2 4 2

3. Feladatsor /B — megoldasok

5. Akeresett pont a téglalap atldjan talalhato.

D c
a) Az ABC derékszogii haromszog, atfogéja AC = 50 m, 4tfogo-
hoz tartoz6 magassiga: PB =24 m. A Pitagorasz-tétellel sza- T p
molhaté AP=32m és PC =18 m. (e
A PD szakasz koszinusztétellel szamithaté az APD harom- : %
sz0gbdl, ha ismernénk a DAP<-et. Ez viszonta CDA derék- p
sz0gl haromszogbdl: o = 53,13°.

Ezt felhaszndlva: PD = 27,78 m. A 40 B

b) Az ADP hiromszog P-nél 1€vé szoge szinusztétellel szamithatd: €= 59,76° ekkora szogben
latszik az AD oldal. A CD oldal pedig 180° — & =120,24° szogben latszik P-bdl.

6. a) Az atlag alapjdn S|; = 154, ebbdl a; =4 és a;; =24. Amértlegnagyobb csapadékmennyiség
24 mm volt.

b) A szdmtani sorozat 11 eleme és a 10 darab O lehetséges sorrendje:

|
21-20-19-...-11:12—(1);:42325920.



¢) Az a; helyzete és a sorban mogotte taldlhaté 0-k elhelyezkedése egyértelmiien adja a sorozat
elemeinek helyét. Az a; csak a hidnyzo6 els6 10 helyre keriilhet.

Ha a; november 1-jén van, mogotte a 10 darab O helyét Gg)-féleképpen vélaszthatjuk ki.

sz oz

Ha a; november 2-4n van, a mogotte 1évS 9 darab O helyét (199j -féleképpen adhatjuk meg.
Es igy tovabb, Osszesen:

20) | (19}, (18) , (17) , (16}, (15}, (14), (13), (12}, (11}, (10)_

(1) () (3« (7) (S 5] (5] 3 (2] () ) = me
. a) Acsé teljes hossza két részbdl tevidik Gssze, az dbra alapjan: T
50 T/
sin60°

tehdt x + y = 64,67 cm hosszi csére van sziikség.

b) A keletkezd lyuk teriiletének vetiilete a fiirds irdnydra merd-
leges sikra: T, = 62- r= 113 cm?. A két sik szoge 30°, tehat:

T, =T-cos30° ahonnan 7= 130,6 cm?.

¢) Az egyenes henger térfogata:
V. =62 750 = 5654,9 cm?.

A ferde henger egy x magassagu egyenes hengerré darabolhaté 4t, térfogata:
Vi=62- 157,74 = 6530,2 cm’,
ami 15,5%-kal tobb, mint az egyenes hengeré.

x= =57,74cm, y=12-tg30°=6,93 cm,

50

. a) Szemléltessiik az igennel szavazék halmazat.
A feltételek szerint:
124+2y+x-2=35
14+ z+y=267.
x+2y+z+2=31

Az elsd és harmadik egyenlet kivondsabdl z =3, ezt a méso-
dikba helyettesitve: y = 9. Mindkett6t az elsébe helyettesitve:
x = 8. A kapott értékeket beirva a halmazdbrédba, kideriil,
hogy 60 f§ vett részt a szavazason.

b) Alehetséges eredmények szdma: (375) =6724520.

30!
c) Akeresett valoszintiség: W =0,02696.

. Az auténak 100 km tton a literekben mért fogyasztdsat keressiik f(v) = av? + bv + ¢ alakban

v sebességének fiiggvényeként. A megadott tdbldzat alapjan a sebességet Tm -ban mérve:
f(50)=5,5 = 55=a-502+b-50+c = 5,5=a-2500+5b-50+c,
f(100)=7 = 7=a-100>+b-100+c = 7T=a-10000+5b-100 +c,
f(150)=9,5 = 9,5=a-1502+5b-150+c = 9,5=a-22500+5b-150 +c.

V245,

1 1
Az egyenletrendszert megoldva a =——, b =0, ¢ =5 adddik, vagyis f(v) =
gy g 5000 gyis f(v) 5000



a) Az auté fogyasztdsa 100 kilométeren 90 kTm sebességnél:

1
90) = —— - 902 + 5 = 6,62 liter.
J0) 5000
b) A 300 km-es utazds 300 ora idGt vesz igénybe v sebesség esetén, tehat a soférnek kifizetett
v
koltség 300, 2000 forint. A 300 km megtételéhez sziikséges benzin mennyisége literben:
v
@'(L-v2+5)= 3 V2 +15.
100 \5000 5000
Mivel a benzin literenkénti dra 320 Ft, az izemanyag 320 - ( 3 V24 15) forintba kertiil.
N o PSR 5000
Az 0sszkoltség a sebesség fliggvényében:
k(v) = 300, 2000 + 320 - (i V2 + 15) = 600000 + ECH v2 +4800.
v 5000 v 500
A k(v) fiiggvénynek ott lehet minimuma, ahol az elsé derivéltja O:
Ky =_000000 96 (800000 96 i1
V2 250 v2 250

Ha v < 116, akkor k'(v) <0, ha v > 16, akkor k’(v) > 0, tehat a fiiggvénynek v = 116 helyen
minimuma van.

Az utazas koltsége 116 kTm sebesség esetén lesz minimalis.

4. Feladatsor /A — megoldasok

1. Azegyenletrendszer az x € R, y € R, y >—1 szdmokon van értelmezve.
A madsodik egyenlet alapjdn y + 1 =3~
Ezt felhaszndlva, az elsG egyenlet:
3-(y+1)3=3y3 +8y2 +8y +9,
33 +9y? + 9y +3=3y3 + 8y% + 8y + 9,
Y +y-6=0,
y+3)-(y-2)=0.
Az egyenlet megolddsa: y; =2 és y, =—3. Ez utébbi nem eleme az értelmezési tartomdnynak.
Az y =2 értéket a masodik egyenletbe helyettesitve x = 1 adddik.
Az egyenletrendszer megoldasa: x =1 és y =2.

a,+a,,
2

Az a sorozat, amelynek barmely tagja (a mdsodiktdl kezdve) elGdll a két szomszédos tag szdmtani
kozepeként, szdmtani sorozat.

2. Mivela, =2a,,,-a,,, ebbdl a,, =

Ha a sorozat elsé eleme a,, differencidja d, akkor:
a3+a7=a1 +2d+a9—2d=a1 +a9: 12
A sorozat elsd 9 tagjdnak Osszege:

ay+ay

S9=9 =54




3. A szekszdrdi bordszok szdma legyen s, a villdnyiaké v, az egrieké e.

a) A feladat szovege szerint:
Ss+4v+2e=25 és s+v+e=28.
A mésodik egyenletbdl e-t kifejezve €s beirva az els6be:

35+2v=9, ebbdl v=9;3ﬂ

vagyis 9 — 3s paros &s pozitiv, tehat 9 —3s >0, azaz 3 >s. Tehat s lehet 1 vagy 2, de csak
1 eseténlesza 9 —3s pdros. Igy s=1 = v=3és e=4.

A borversenyen 1 szekszardi, 3 villdnyi és 4 egri bordsz vett részt.

b) A binomidlis eloszlas alapjan annak a val6szintsége, hogy 10 ember koziil 7-en mondjdk, hogy
a vorosbort jobban szeretik:

()G -9 -

. Akeresett egyenesnek az x tengellyel valé metszéspontja legyen (a; 0), az y tengellyel pedig (0; b).
Ha a =0 vagy b =0, akkor az egyenes dthalad az origén, és egyenlete: y = %x.

Ha a és b koziil egyik sem 0, az egyenes tengelymetszetes alakjabol kovetkezden egyenlete:
1=2+2 (a,b20).
a b

Az egyenes illeszkedik az A(2; 7) pontra, ezért 1= % + %

Alakitsuk 4t az egyenlet: “

ab=2b+7a, &talakitdsutan ab—2b—-Ta+ 14-14=0, vagyis (a—2)(b-T7)=14.
Mivel a és b egész szamok, 14-et kell egész ", 757 1 44
szamok szorzataként felirnunk.

B
|
A
|
n
~
|
N
|
~

Ezeket a lehetGségeket a kovetkez§ tablazat S B O BN Bl Il Ml M
mutatja: a 3 16 4 9 1 12 0 -5
Nyolc egyenes tesz eleget a feltételeknek, ezek b o1 8§ 14 9 -7 6 0 5
egyenletei:
yele  1=XiX. qoXLy XL
2 3 21 16 8 4 14
1=£+X, 1=X_X’ _i_,_l’ 1=-24+2,
9 9 7 12 6 55

4. Feladatsor /B — megoldasok

. Mivel a nevezd minden x-re pozitiv értéket vesz fel, a fiiggvény az intervallum minden pontjaban
értelmezve van.

<x< :
Ha 2 <x <5, akkor: x+x+2_x+1_1+ )

x+x-2 x-1 x—1

f) =

Az adott intervallumon a fliggvény szigordan monoton csokkend, ebbdl kovetkezik, hogy

£5)= % < 0 £3= f2).



Ha 0 <x <2, akkor:

Az adott intervallumon a fiiggvény szigorian monoton novekvd, ebbdl kdvetkezik, hogy

J0)=1<f(x) <3=/(Q2).

Ha -2 <x <0, akkor:
’ —x+x+2 2 1
fo= = -

—x—x+2_—2x+2: x-1

Az adott intervallumon a fiiggvény szigordan monoton névekvd, ebbdl kovetkezik, hogy

fle2)= % < f0) <1= f(0).
Ha -5 <x < -2, akkor:

—x—-x-2 -2x-2 x+1 2
£ = = =2t

= = =1+ .
—x—-x+2 -2x+2 x-1 x—-1

Az adott intervallumon a fiiggvény szigorian monoton csokkend,
ebbdl kovetkezik, hogy

A= % <f< % - f5). :

- 1 . ) p 50
A fliggvény minimuma —, az x = -2 helyen, maximuma pedig 3, - - 1-1]l — —
az x =2 helyen.

6. A motor sebessége legyen x kTm az autoé y kTm a Bélatelep és Andrasfalva kozti tdvolsdg s km.

a) Mig az autd visszaér Andrasfalvdra, 2s utat tesz meg, ha pedig onnan visszafordulna, akkor

a motorral val¢ taldlkozasig djabb % utat tenne meg, azaz osszesen 2s + 2—; = % km-t haladna.

i ) . s 4s . - .
Ez id§ alatt a motor altal megtett Gt s + 3 = 3 km, vagyis feleannyi, mint az aut6sé.

Mivel az 1t és a sebesség egyenesen ardnyos, az autd sebessége kétszerese a motorénak,
vagyis y = 2x.

b) Az elsé taldlkozasig az autd a két helység kozti tdvolsagnal 5 kilométerrel tobbet, a motor

5 kilométerrel kevesebbet tesz meg. Mivel az els§ taldlkozdsig ugyanannyi ideig mozogtak,

ar=> Oszefiiggés alapjan felirhato: 523 =37 5. Felhasznélva, hogy y = 2x:
% X y
STO_STS L 5 10=s+5 = s=I5.
X 2x

Az Andrésfalva és Bélatelep kozti tdvolsag 15 km. ]
c) Mivel a két helység kozti kétszeres 2s = 30 km tdvolsdgot az auté 20 perccel, azaz 3 oraval

rovidebb 1d§ alatt teszi meg, mint a motor, a mozgdsuk idejére a ¢ = 2 Osszefiiggés alapjan
felirhato: Y
30 30 1 30 30 1
— =4 = —_—=— 4+ — = x=485.
x y 3 x 2x 3

A motor sebessége 45 kTm, az aut6 sebessége 90 kTm



7. Alkalmazva a megfeleld trigonometrikus dsszefiiggéseket, a feladat mdsodfoku egyenletre vezet:
sin2x —2-sinx —2-cosx —2=0,
2-sinx-cosx —2-(sinx +cosx)—2=0,

sin?x + 2 - sinx - cosx + cos?x — 2 - (sinx + cos x) — 3=0,
(sinx + cos x)2 — 2 - (sinx + cosx) — 3=0.
A (sinx + cos x)-re mdsodfoki egyenlet megolddsai: sinx + cosx =—1 vagy sinx + cosx = 3.

. o 2
Ha sinx + cosx = —1, akkor mindkét oldalt — -vel beszorozva:

V2 V2 V2

—-sinx+—-cosx =——,
2 2

sin(x+9:—% = X =m+2kn, xzz%’”wm (k.1 € Z).

sinx + cosx = 3 nem lehet, mert sinx + cos x kifejezés értéke legfeljebb /2.

Az egyenlet megoldésai: 3
X, =1+ 2k, x2:7”+2m (k1€ Z).

8. Helyezziik el a céltablat egy olyan koordinéta-rendszerbe, amelyben
1 egység 10 centiméternek felel meg, és a koordindta-rendszer
kezdGpontja legyen a céltabla kozéppontja.

A két parabolaiv egyenlete: y =x2 + 1, illetve y =—x%— 1.

A parabolaivekhez az origébdl hiizott érintSk egyenleteit keressiik
y =mx alakban. Az érintés feltétele, hogy a parabola és az érintd
egyenletébdl alkotott egyenletrendszernek egy megolddsa legyen.

2 2

Az elsd €s masodik siknegyedben levs parabola esetén az

y=x>+1
y=mx

2 1

24

egyenletrendszert kell vizsgdlni. Az egyenletrendszerbdl y-t
kikiiszobolve, az x2 — mx + 1 = 0 méasodfoku egyenlethez jutunk,
amelynek akkor van egy megoldésa, ha diszkrimindnsa 0, vagyis:

m*—4=0 = m==2.
A tengelyes szimmetria miatt a két parabolaiv érintSinek egyenletei: y = 2x, illetve y = —2x.

>

o El§szor szamitsuk ki a zold teriilet nagysagat. Az elsS siknegyedbe esg teriiletrész olyan derék-
sz0gl haromszog, amelynek befogdi 2 és 4, teriilete tehat 4 egység. Az egész céltablan a zold
teriilet nagysdga: T,54q=4-4 =16 teriiletegység.

o Az elsd siknegyedbe esd piros teriiletrészt megkapjuk ugy, hogy egy 2 és 5 egység oldalu tégla-
lap teriiletébdl kivonjuk a [0; 2]-on a parabolaiv alatti teriiletet:

2 3 2
2-5—j(x2+1)dx=10—[x—+x} _10_14_16
. 37, 33

16

. . . . L 64 4
A piros teriilet nagysdga a tengelyes szimmetria miatt: 4. 3 = 3 terliletegység.

piros =
o A fehér teriilet nagysdgat megkapjuk ugy, hogy a céltdbla teljes teriiletébdl kivonjuk a piros

és zold tertiletek nagysagat: Tiy e =10-4 -16 - 6?4 = g tertiletegység.
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a) A geometriai valoszintiség fogalmabdl adéddan a céltablara
véletlenszerten érkezd 10vések akkora valészintiséggel érkez-
nek a zoldre festett teriiletre, amekkora része a zold rész terii-

lete az egész céltabla teriiletének, tehat:

P(zold) = E = 2
40 5
Hasonléan:
o4 8
. 3 8 . . 3 1
P =—=—,_ illet P(fehér) = —=—.
(piros) 40 15 illetve (fehér) 10" 15

b) Az egy lovésért kaphat6 pont varhaté értéke:

4-2+5~§+6‘i=mz4,67-
5 15 15 15

9. A szoknya felszinének kiszadmitdsdhoz egy csonka kip paldstjanak
felszinét kell meghatdroznunk.

Tekintsiik a csonka kip dbrdn lathaté tengelymetszetét, €s hasz-
ndljuk az 4bra jeloléseit. A csonka kip fed6lapjanak sugara
r=CD, az alaplapjanak sugara R = AB, valamint a csonka kup
alkot6janak hossza a = AC.

Hizzunk EC-vel parhuzamost a kdzéps6 gomb O, kdzéppontjan
keresztiil. Mivel egy kor érintGje merSleges az érintési pontba
hizott sugdrra, az EKO|C négyszog téglalap.

A KO,0, derékszogli hdromszog dtfogdja a két érint6 gdmb
kozéppontjdnak tdvolsdga 00, =7 + 4 = 11. A hdromszog KO,
befogdja pedig a gombok sugarainak kiilonbsége KO, =7 —4 = 3.

A Pitagorasz-tétel alapjan a mésik befogé:
KO = EC=+112-32 =112 = 4/7.

Az dbrdn a KO,O ;<%= CO,D¥, mivel egyalldst szogek, valamint KO,0,< = EAB<, mivel hegyes-
sz0gl merdleges szard szogek. Jeloljiik ezeket a szogeket o-val.

A KO,0, derékszdgli haromszogbdl cosor = %, és sino = ——.

11
A csonka kup fed6lapjanak r sugardt az O[DC derékszogl haromszogbdl szamithatjuk:
r=CD=4'sina=4'%=¥.

Mivel az AB, illetve az AE egyenesek érintik az O, kozéppontd kort, az AO, egyenes az

A cstcsndl 1év6 o szog felezje. Az ABO, derékszogli haromszogb6l AB = 0,B - ctg%.

1+cosa |

. . 3
Ismert, hogy , és mivel By hegyesszog, és cosa = Ik ezért:

cte %] =
g2 1-cosa

= s g amit felhaszndlva R = AB=0,B - ctg% =7




Az AE és az AB érintGszakaszok egyenlGsége alapjan a csonka kip alkotéjanak hossza:

azAC:AE+EC=AB+EC:¥+4\/—=¥.
A csonka kup palastjanak felszine:
A=(R+r)~a'7r=(7ﬁ+l6ﬁ)-15ﬁ-ﬂ=11445-7tz817,17cm2.
2 11 2 44

A szoknya elkészitéséhez 817,17 cm? teriiletd karton sziikséges.

5. Feladatsor /A — megoldasok

1. Az egyenlet értelmezési tartomdnya x2 — 1 miatt: -1 <x< 1.
Figyeljiik meg, hogy két gyokjel alatt is nevezetes szorzat 4ll:

\/(x -Dx+1)+ \/x +1=Jx+1)2

Mivel minden tagban megtaldljuk az x + 1 tényezét, ezért az egyenlet egyik megolddsa x; = —1.
fgy akar le is oszthatunk /x + 1-gyel (feltessziik, hogy x # —1):
Jx—T+1=/x+1
Mindkét oldal négyzetre emelése, majd az egyenlet rendezése utin:
2Jx-1=1, ahonnan Xy = % =1,25.

Ellendrzés:

V1,252 - 1+ 1,25+ 1=0,75+ 1,5:\/1,252 +2-1,25+1=2,25.

Az egyenletnek nincs mds megoldasa.

2. A korok elhelyezkedése miatt két k6zos belsd
érint6t keresiink.

Az dbra alapjdn azt sejtjiik, hogy az e: y =2 S

egyenes egyike a két keresett bels6 érintének.

Behelyettesitve a korok egyenleteibe, a kovet- !

kez§ egyenleteket kapjuk: AT
(x+1)2=0 é (x—2)>=0.

Mindkettének csak 1-1 megolddsa van, tehat 0 X

e valdban kozos belss érints, k,-vel vett érin-
tési pontja P(2; 2).

Az dbra szimmetrikus a korok kdzéppontjain at-
halad6 g egyenesre. Ezért g és e olyan M pont-
ban metszik egymadst, amely rajta van f-en is.

[rjuk fel g egyenletét:
0,0,3;-N =V, = n(7;3),
g: Tx+3y=5,

1
ebbdl (y helyére 2-t {rva): x = —%. A hiarom egyenes kozos metszéspontja: M (—7; 2).
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Ismét hasznéljuk ki a szimmetriat! P és Q érintési pontok is szimmetrikusak g-re, ezért ha P-bdl
g’ merdlegest dllitunk g-re, az Q-ban fogja metszeni k,-t. g’-t g-b6l kdnnyen megkapjuk:
g 3x-Ty=-8.
Meg kell oldanunk a kovetkezd egyenletrendszert:
g’ 3x-Ty=-8

ky: (x=2)2+(y+3)2=25

. 13
= y1=2 €S y2=2_9

Az elsé megoldds a mar ismert P pontot adja vissza, a masodik pedig Q( ;Z ;3) -t.

Két pontbdl (M és Q) mar fel tudjuk irni a keresett f egyenes egyenletét:
f: =21x+ 20y =43.
Megjegyzés: A feladatot mds dton is megoldhatjuk, példdul MO, f61€ irt Thalész-korrel.

!
. a) (3; 4; 3) tipusu ismétléses permutaciot kell elszamolnunk: % =4200.

b) A 10 papirdarabkabol harom magyar zaszI6t rakhatunk ki, €s marad egy fehér lapocska. Ezt a lapot
vagy az els@ zaszl6 elé, vagy az els6 utdn a masodik elé, vagy a mdsodik utdn a harmadik elé,
vagy a harmadik utdn a negyedik elé, vagy a negyedik utdn hizhatjuk. Ez 6sszesen 4 lehet&ség.

c) A két zaszl6 elhelyezésére 6sszesen 5 +4 +3 + 2 + 1 = 15 lehetGségiink van.

Vizoljuk az eseteket! Lehetséges, hogy a két zaszl6 mellett 4 egybefiiggd sziirke ,,nem-zaszl6”
rész marad (A esetek), illetve 1 + 3 (B), vagy 3-ndl kevesebb sziirke rész (C). Minden esetben
a sziirke részt 1 piros, 2 fehér és 1 zold szind lappal toltjiik ki.

A A B B, B, 0] 03 B B

=EEEE

299

OO ND G AW

-

A esetek. Ilyen hdrom van, mert A, ,,tiikrozhet6” (a sziirke résszel kezdjiik), A, viszont szim-
metrikus. Barmelyiket is tekintjiik, a 4 helyen 2 médon jelenhet meg tjra zaszIlo, vagyis a lehe-

téségek szdma: 41
3. (— - 2) =30.
1201

B esetek. Ilyen hat eset van, mert mindegyik ,,tiikkr6zhet6”. Most minden esetben csak
egyféleképpen keriilhet z4sz16 a sziirke mezdkbe, ezért a lehetoségek szdma:

|
11201

C esetek. Itt C;, C, ,.tiikrozhet§”, C; és C, szimmetrikus, igy Osszesen 6 eset van. Z4szl6
egyikben sem alakulhat ki, hiszen elapréztuk a sziirke lapokat. Az esetek szama itt:

|
6. _
11-21-1!

#99

Az esetek szama Osszesen 168.



. a) Afiiggvény az x =—1 helyen metszi az x tengelyt, azaz:

. a) Sorban véve a kis hdromszdgekben az xy, x,, ... szakaszokat,

f)=—-a+b-c+d=0.
Ahol szélsGértéke van, ott az f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢ derivdltja 0, vagyis
f()=3a+2b+c=0 és f(3)=27a+6b+c=0.
Mas informdciénk nincs a fliggvényrdl. Ha négy ismeretlen €s harom egyenlet ll csak rendel-
kezésiinkre, akkor csak valamelyik paraméter fiiggvényében tudunk nyilatkozni a tobbir6l.
(1) —a+b-c+d=0
2) 3a+2b+c=04.
3) 27a+6b+c=0
Vonjuk ki a (2)-t a (3)-bol: 24a +4b =0, igy b =—-6a.
Helyettesitsiink vissza (2)-be: 3a —12a + ¢ =0, igy ¢ =9a.
Végiil helyettesitsiink vissza (1)-be: —a —6a—9a +d =0, igy d = 16a.
Tehat f(x) fiiggvényiink a kovetkezd:
f(x) = ax® — 6ax? + 9ax + 16a = a(x? — 6x% + 9x + 16).
a=1 esetén f(x) = x> — 6x% + 9x + 16. Azt mar tudjuk, hogy a fiiggvény szélséértékei az x = 1
€s x =3 helyeken vannak. Tekintsiik a derivaltat:

) =3x2 = 12x+9 = 3(x — 1)(x - 3).

Mivel a derivalt felfelé nyil6 parabola, ezért elGjelviszonyai a kovetkezdk:

x<1 1 1<x<3 3 3<x
fx) pozitiv 0 negativ 0 pozitiv
f(x) monoton néve MAXIMUM monoton csokkend MINIMUM monoton nové

Innen leolvashatd, hogy a fiiggvénynek x = 3 helyen van a lokélis minimuma.

5. Feladatsor /B — megoldasok

kapjuk:
P x; =80-cos c,

X, = x; - cos & = 80 - cos’ax,
3ar,
x4 =X3-cos o = 80 - cos*ar stb.

X3=x,-cos o = 80-cos

A torottvonal hossza a mértani sorozatot alkoté szakaszok
Osszege (mértani sor):

80 cosa(l+cosa +cos’a +...) = 80-cosar- Y cos'a = 80 - cosa.
i=0 1-cosa
Mivel a nagy haromszogben az atfogd 20465, igy
coso = 140 =L,
20865 /65

Behelyettesitve, a vonal hosszara kapjuk:
7-80
V65 -7

=35(/65 +7) = 527,18 cm.



b) Tudjuk, hogy a derékszogli haromszog teriilete a befogdk szorzatdnak fele. Vegyiik sorban
az yy, ¥, ... szakaszok hosszait a kis haromszdgekben:

v =80-sino;
v, =x;-sina=80-cosa-sina;
2

y3=x,-sino = 80-cos“a - sin

Y4 =X3-sina =80 cosa - sin stb.

A z6ld haromszogek teriiletei a paratlan sorszamu x-ek €s y-ok szorzatai felének az 6sszege
(mértani sor):

802 - sina - cos 4

Tﬁld:f-(l+cos a+cosda+...)=

Z

802 sino-cosar ~, 4 .. 80%-sino-cosa

——-Z(COS ) =————
2 b 2(1 - cos*ar)

A piros haromszogek teriiletei a paros sorszdmi x-ek és y-ok szorzatai felének az Osszege
(mértani sor):

802 - sin¢ - cos’
T

. = 8
piros )

o
(14 cos*a + cosbar +...) =

3o

80%-sina - cos’a i(oos“a)” 802 -sino - cos
2 = 2(1 = cos*ar)

A hanyadosuk pedig: T

z0ld _

T

piros

1L _es
cos?or 49

6. a) Az n pontu teljes graf éleinek szama , az n pontu fanak pedig (n— 1) éle van.

nn-1)
n 2
Hanyadosuk 5

b) Mivel a teljes grafban barmely két pont szomszédos, igy az Gket 0sszekotd utak hosszanak
minimuma mindig 1. A teljes grafok dtmérSinek maximuma 1. Az n pontd fagrafok lehetnek
teljesen kiilonbozdek is. A legszélesebb fakat akkor kapjuk, ha a pontokat egyetlen vonalra
fizziik fel (lanc). Ekkor a legtdvolabbi pontok kozott (n — 1) él fut, azaz az ilyen grafok
atmérdinek maximuma (n — 1).

s 2

¢) Tudjuk, hogy minden pont foka kett§, tovabbd a graf egyszer( és dsszefiiggd. Vegyiik észre,
hogy az ilyen graf ,.kor” alakii! A 8 pontd korben a szemkozti pontok legkisebb tavolsiaga 4,
azaz a graf atmérdje is 4.
A ,kor” alak igazoldsdhoz valasszuk ki az egyik pontot és annak egyik élét. A pontot satiroz-
zuk be, és induljunk el az élen. A kovetkez$ pontba jutva satirozzuk be azt is, majd menjiink
tovabb a maésik élen. Ismételjiik ezt addig, mig satirozott pontba nem ériink. Belatjuk, hogy
ekkor minden pontot érintettiink: a satirozott pontok Osszefiiggd grafot alkotnak és ha lenne
satfrozatlan pont, akkor az eredeti graifunk nem lenne Osszefiiggd.

d) Ha minden pont foka 6, akkor barmely pontot is tekintve, van pontosan egy olyan, amellyel nem
szomszédos. Azonban a tobbi hat ponttal ez is szomszédos, azaz a két emlitett pont tdvolsdga 2.
Ilyen feltételek mellett barmely két pont tdvolsdga vagy 1, vagy 2. A grafok atmérGje 2.



e) A gondolatmenet nagyon hasonlé a d) ponthoz, kis kiilonbséggel. Induljunk ki pl. az A pontbdl,
4 szomszédos pontjat jelolje S,. B jeloljon olyan pontot, amely nem szomszédos A-val (hdrom
ilyen is van). Mivel B fokais 4, ezért maximum 2 olyan pont lehet vele szomszédos, amely
nincs S-ban. Tehdt B legaldbb két olyan ponttal szomszédos, amelyek A-val szomszédosak.
Igy most is barmely két pont tivolsdga vagy 1, vagy 2. Az ilyen grafok dtmérGie is 2.

Megjegyzés: Ha minden pont foka 3, akkor nehezebb a helyzet. Lehetséges, hogy S, egyik
pontja sem szomszédos Sy egyik pontjdval sem. Nem 0sszefiiggs grafnak pedig nincs dtmérdje.

. Jelolje a két ismeretlen értéket x és y. Az |A—s; A+ s[ =]2,5941; 9,4059[-b6] kiindulva
haszndljuk ki, hogy az intervallum kdzéppontja a szamtani atlag. Tehat:
A-s+A+s

A=———"—=0.
2

Ebbdl négy tizedesjegyre megadhatjuk a szorast is:
6+5=94059 = s=234059.

Ennyi informécié méar elegendd egy kétismeretlenes egyenletrendszer felirdsahoz:
1424+4+54+84+9+94+10+x+y
10
52+42 422+ 12+ (=22 +(=3)2 + (=3)> + (=4)> + (6 — x)*> + (6 — y)?
10

6=

3,4059 :\/

Rendezziik mindkét sort. Mivel tudjuk, hogy x és y egészek, ezért 3,4059 négyzetét kerekitjiik:
12=x+y

A minta hidnyz6 két eleme tehdt a 10 és a 2.

. Egy masodfokd fiiggvénynek pontosan akkor van két zérushelye,
ha a polinombdl alkotott mdsodfoku egyenlet diszkrimindnsa 2
pozitiv szam:

p2 1<>
D=p?-49>0, azaz 9<

Tudjuk, hogy (p; q) € I%, ahol I = [-2:2]. A (p; ¢) rendezett
part és a fenti feltételt legegyszertibben koordinata-rendszerben =i
abréazolhatjuk. A kék szind rész jelenti azokat a pontokat, me-
lyekre a kérdéses g(x) fiiggvénynek két kiilonbozs zérushelye -
van. A valészintiség a kék szind teriilet és a négyzet teriiletének

ardnya. A parabolagorbe és az x tengely kozotti teriilet:

2 5 37?

jp_dp:H _8.,8_4

724 121, 12 12 3
7

4
8+§:_
6 12

A valdszindség:

Tyex  _
T

négyzet
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9. Feltételezhetjiik, hogy a fak fliggdlegesen néttek,
ezért RPQOT négyszog téglalap, és RTS hdrom-
sz0g derékszogl. APB< és AQBY szogeket
az adatokbdl kiszamithatjuk. Mivel ismertek
a szogek, APB, és AQB, oldalait kiszamit-
hatjuk szinusztétellel:

PA  sin21°

= PA = 209,04 m,
500  sin59°

B _sinl0 - ppos574,45m,
500  sin59°

BO _sin6S"  po-553.2m.
500 sin55°

Trigonometrikus Osszefiiggések alapjan:

E =tg7° = PR=25,67Tm, illetve @ =tg7,5° = Q0S=72,83m.
PA OB

Ekkor ST = QS - PR=47,16 m. A PQB,-ben koszinusztétellel kiszdmithat6 PQ:
PQ?=PB%+ QB?>-2PB-QB-c0s39° = PQ~=37695m.

Végiil egy Pitagorasz-tétellel megadhatjuk RS értékét:
RS>=RT?+ST?>=PQ%>+(QOS-PR)> = RS=379.89 m.

Ahhoz, hogy a kotélre rogzitett targy a pélya egyik végpontjabdl a masikba jusson, a kotélnek
legalabb kétszer olyan hosszinak kell lennie, mint a palya hossza. Azaz a kérdésre a valasz:

2RS = 759,78 m.





