] MEGOLDASOK - 12. EVFOLYAM

12.3. TERGEOMETRIA

Térelemek — megoldasok

a) A pontok (120) =45 egyenest hatdroznak meg.

b) Minimalisan 1 sikot hatdroznak meg a pontok.

¢) Maximélisan (130 ) =120 sikot hatdroznak meg a pontok.

Ha barmely két sik parhuzamos, akkor a metszésvonalak szdma 0. A metszésvonalak szdmanak

maximuma: (120) =45.

a) Az ébra egy ilyen sikot mutat. A kdvetkezs sikok felelnek meg
a feltételnek: H

BEG, BED, AFH, AFC, DGB, DGE, HCF, HCA. ‘» G
£ V

A kocka csucsai koziil 6sszesen 8 sik tartalmaz pontosan
3 csucsot.

b) A sik a kockdnak 3 vagy 4 csucsdt tartalmazhatja. A 3 csicsot
tartalmaz6 sikokbdl 8 darab van. A 4 csucsot tartalmazo sikok @
vagy a kocka két parhuzamos helyzet( lapatldjat tartal- A
mazzak, vagy a kocka valamelyik lapjat. Mindkét fajta sikbol B
6 darab van. A legaldbb 3 cstcsot tartalmazé sikok szdma 20.
a) BF, CG, DH,
b) AD, BC, AE, BF, FG, EH, CG, DH;
c¢) CG, DH, EH, FG.

a) 90°; b) 90°; c) 90°; d) 0°% e) 45°; f) 60°%
g) 45°

Az AC egyenes kitér§ helyzetl az FB, HF, ED és HG egyenesekkel. Az AC egyenes parhuzamos
az EG egyenessel.

a) a\/z; b) a3

A lapatlok hossza: 3v/2 ~ 4,24 cm, illetve 3710 = 9,49 cm.
A testatlék hossza: 3J11 = 9,95 cm.

A kocka éle: 48 =443 = 6,93 cm.

Koriilbeliil 54,74°-ot.

60°-ot. (Lasd a 4168. feladat abr4jat.)

Koriilbeliil 35,26°-ot.

Hérom kiilonboz6 tavolsdg 1ép fel: % als g 3a

2



A piros szakaszok normdl transzverzdlisainak a kocka valamely lapjara vagy belsejébe esd részét
minden esetben zold szinnel jeloltiik meg.

a) " b) . c) H

N&

B B B

a) Az EB és FG szakaszok tavolsiga %, hajlasszogiik 90°.

b) Az EB és GC szakaszok tdvolsdga a, hajlasszogiik 45°.
¢) Az EB és DG szakaszok tavolsaga a, hajlasszogiik 90°.

A keletkezd hdromszog szabdlyos, oldaldnak hossza: % =3,5 cm.

. . 2 . . .
A kialakul6é négyszog minden oldala %, tehdt rombusz. Mivel 4tl6i a kocka két szemkozti

lapjanak kozéppontjat kotik 0ssze, ezért 4tldi is ugyanakkordk, igy valéban négyzetrdl van sz6.
Természetesen szogeirdl is konnyen belathatd, hogy 90°-osak.
2
a
A keletkez8 négyzet teriilete: >

@ 3a. b) 2.5a. b G
¢) A kocka lapjain halad6 legrévidebb PH 1t megtaldlasahoz E 3
készitsiik el a kocka sikbeli halgjat. A lapokon vezet§ leg- Q\

rovidebb ut a P pontot a H ponttal 6sszekotd szakasz lesz. 7
Az abran lathaté hélo esetén a PHG derékszogld harom- 7 B

szogben: .
PH = |a* + éa :a\/ﬁ.
2 2
a13

A legrovidebb 1t hossza:

Megjegyzés: Ha a legrovidebb PH dtaz EF élta Q pontban

metszi, akkor a PQF és PHG hiromszogek hasonldsdgat o
felhaszndlva meghatdrozhatjuk a Q pont F' csticstdl valo tavol- E 4"
sagat, hiszen:

OF _PF_1 o HG_EF N

HG PG 3 3 3
ezért Q akocka EF élének F-hez kozelebbi harmadolépontja. y ‘ c
A kocka lapjain vezet$ egyik legrovidebb PH utat az dbra ]
szemlélteti.



Nem a fenti az egyetlen legrovidebb tt, amely a kocka lapjain a P pontb6l a H pontba vezet.
Javasoljuk az FG élen keresztiilhalad6 tt, valamint a kocka ahhoz tartozé haldjanak meg-
keresését is.

A teljes precizitdshoz hozzétartozik az AE, illetve a CG éleken keresztiilvezetd utak vizsga-

lata is. Az ilyen utak koziil a legrovidebb hossza azonban avl7 , ami nagyobb, mint az EF élen

athaladé legrovidebb 1t hossza.

8B a) Az alaplap élei (AB, BC, CD, DA) 12 cm hosszdak. Az oldallapokon taldlhat6 élek (AO, BO,

CO és DO) hossza Pitagorasz tételével szdimolhatd. Példdul az AOE derékszogii hdromszdgben
AO? = AE? + OE?, azaz

2
A0 =122 +(6v2)", amibSl AO =216 =66 ~ 14,70 cm.
A gtla oldaléleinek hossza koriilbeliil 14,70 cm.

b) A gila ADO oldallapja és ABCD alaplapja altal bezart szog H
megegyezik az OQV derékszogli haromszog Q csticsdnal 1évs P
szogével, ahol Q az AD él felez6pontja, V pedig az ABCD E AW

alaplap kozéppontja. Az ADO, alaphoz tartozé magassiga
Pitagorasz tételével szdmolva:

00 =65 =~ 13,42 cm.

Mivel OV =12 cm, ezért: c
A
sin(OQV<X) = % =0,8944 = OQV< =6343° %

A gtla oldallapja és alaplapja dltal bezart szog koriilbeliil 63,43°.

sz

c) Akeresett szog megegyezik példdul az OAV derékszogl hdromszog A csicsandl 1évs szogével.
Az OAV),-ben:
12

66

A gila oldaléle az alaplappal koriilbeliil 54,74°-0s szbget zar be.

sin(OAVY) = =0,8165 = OAV=54,74°

d) Az OA oldalél és az AD alapél éltal bezdrt szoget az OAQ derékszogl haromszogbdl szdmol-
hatjuk ki:
00 _6/5
AQ 6
A gila oldaléle az alapéllel koriilbeliil 65,91°-0s szdget zdr be.

tg(OAQ) = =2,2361 = OAQ¥=65091°.

e) Jeloljik 7T-vel az ADO, A csuicsdb6l indulé magassaga-
nak DO oldalon 1év§ talppontjat. Ekkor a 7 pont egyben
a DCO, C csicsabdl indulé magassdgdnak is talppontja,
ezért a két szomszédos oldallap hajlasszoge megegyezik

az AT és CT magassagok hajlasszogével.

A két sik dltal bezart o szoget az ACT egyenl$ szard hdrom-
sz0g oldalaibdl fogjuk kiszdmolni.




El6bb kiszdmoljuk az AT szakasz hosszit. Az ADO, alap-
hoz tartoz6 magassdga a b) feladat alapjan:

00 =65 = 13,42 cm.
A hiromszog tertiletét kétféleképpen szdmitva:
66 - AT 12645
22

AT = 12\/§ ~10,95 cm.

Végiil az ACT,-ben a koszinusztétel alapjdn:
AC?=AT?+ CT?-2-AT-CT-cosc.

’

Mivel AC =122 (=16,97 cm), ezért: 1[5 o 1[5
3 5 6 6
288:120+120—2—12~\/2'12~\/g'cosa,
cosa =-0,2. A 122 ¢

A gula két oldallapja 101,54%-0s szdget zar be egymaéssal.

A kocka csticsai koziil 6sszesen @
a) Szabalyos haromszoget tgy kaphatunk, ha kivalasztunk
egy csucsot, valamint a cstcsra illeszkedd két lapatld csticstol
kiilonbozd végpontjait (ilyen példaul az dbran szerepld BEG). ‘» G
Mivel egy csticshoz 3 lapatld csatlakozik, ezért koziiliik 2-t £ <(
osszesen 3-féleképpen lehet kivalasztani. Ez azt jelenti, hogy
a kocka minden csucsa 3 darab szabdlyos haromszogre illesz-
kedik (példdul a B cstcs a BEG, BED, BDG hiromszdgekre).
Mivel 8 cstics van, ezért a hdromszogek szdma 24, de minden A
hdromszoget mind a hdrom csticsdndl egyszer szamoltunk,
igy Osszesen 8 darab szabdlyos hdromszog valaszthat6 ki

L p e 81
a kocka csticsai koziil, ezért a keresett valdszindség: % = ;

) = 56-féleképpen lehet harmat kivalasztani.

b) Derékszogl haromszogbdl kétféle van.

I. A kocka valamelyik lapjara illeszked haromszog. Minden lapon 4 derékszogli haromszog
taldlhat6 (példaul a BCGF lapon a BCG, CGF, GFB, FBC hiromszogek). Ebbdl a fajta
haromszogbdl tehat 6sszesen 24 darab van.

II. A kocka valamelyik 4tlos sikjara illeszkedd haromszog. Minden ilyen sikon 4 derékszogt
haromszog taldlhaté (példdul az ACGE sikon az ACG, CGE, GEA, EAC hiromszogek).
Mivel osszesen 6 atlos sik van, ezért az ilyen tipusu haromszogek szdma szintén 24.

Osszesen 48 darab derékszog(i hdromszog vilaszthaté ki a kocka csticsai koziil, ezért a keresett
. ..., 48 6
valészintlség: — =—.
56 7
(bl Igaz. A két metszésvonal nem lehet kitérd helyzeti, mert egy sikban vannak, ugyanis mindkettd
benne van a parhuzamosokat metsz§ sikban. Ugyanakkor nem lehet a két egyenes metszd helyzetd
sem, mert a feltételek alapjan kiilonb6z6, egymassal parhuzamos sikokban taldlhatok. Ebbdl ado-

ddan a két kialakul6 metszésvonal csakis parhuzamos lehet egymadssal.



BB o) Az AE éllel a GF, BC, KJ élek parhuzamosak.

b) Az ED egyenesre a kovetkez§ élek merSlegesek: EF, AG, BK, CJ, HI (illetve az 6sszeillesztés
utdn vele megegyezd LM).

oz

c) Az EF egyenessel kitérs helyzeti élek: DC (illetve az Osszeillesztés utdn vele megegyezd LC),
BC,AB,MJ, KJ.

a) Az édbra azt a fiigg6leges sikmetszetet mutatja, amelyik tar-
talmazza a Csobénc (C’), valamint a Szent Gyorgy-hegy (G’)
csucsat is. A két hegycstcs vizszintes sikon 1€vé vetiiletét C,
illetve G jeloli. A térképen mért 15 cm a valésagban 6000 mé-
ternek felel meg, ezért CG = 6000 méter. Ha a CGG’C’
derékszogi trapéz C’ csucsabdl indulé magassagénak talp- 376 415

pontjat T jeloli, akkor a G’C’T derékszogli haromszogben:
GC?2=CT?’+G’T?,

G’C? = 60007 + (415 — 376)?, & 6000 G
G’C’=+/36001521,
G’C’ = 6000,1 m.

A két hegycsiics tdvolsdga 6000,1 méter.

b) A G°C’Ty-ben:
6000

A/36001521

A Csobanc tetejérdl a Szent Gyorgy-hegy teteje 0,37°-0s ,,emelkedési szog” alatt latszik (gyakor-
latilag egy vonalban vannak).

coso = o =0,37°

Megjegyzés: cos o négy tizedesjegyre kerekitett értéke 1,0000, amibdl o-ra 0°-ot kapndnk,
ami azért lenne furcsa, mert a Szent Gyorgy-hegy a magasabb.

2 2 .2

Ha a cos o kiszdmoldsakor a G’C’ tdvolsag a) feladatban kapott kozelits értékét hasznaljuk,
akkor o= 0,33° adddik.

A feladat mutatja, hogy még a négy tizedesjegyre torténd kerekités sem mindig ad hd képet
a valésagrol.

Tekintsiik az ABCDEFGH kocka BF élének K, illetve CD élé-
nek L felezGpontjat. Mivel KB mer6leges az ABCD lap sikjéra, &
igy merdleges annak minden egyenesére, ezért az LKB hirom- £
szog derékszogl. A hdromszog LB befogdjanak hossza konnyen 6
kiszdmolhaté az LBC derékszogl hdromszogbdl. Pitagorasz
tétele alapjan ugyanis:

2
5 V5
LB =a?+|2]| =242 LB=a™>. 4 ’
a +(2] ¢ = a= p BC
Végiil az LKB haromszogben:

5 ’ 3 3
LK>=LB*+BK>=>a?+|%| =242 = LK=a/>.
47 "2) 2 2

s 2

Konnyen belathatd, hogy barmely két kitérd helyzetd él felezGpontja ugyanekkora tavolsdgra
van egymastol.



a) Ha az ABCD alaplap 4tl6i 4ltal bezért sz6g ¢, akkor az atlok

% szoget zarnak be a téglalap megfelelS oldalaval (1d. dbra). 0 ¢
Az ABC derékszogli haromszogben:
o 15 "”) 15
gz = %,
o =73,74° " % s

Az alaplap két atlja 73,74°-0s szoget zar be egymadssal.
b) Az AC atl6 hossza 25 cm (Pitagorasz-tétel). Az dbra ACG

haromszogében: e
., AC
cos60°=—, E F
AG
AG =50 cm.

A téglatest testatlgja 50 cm hosszd.

c) Atéglatest GC, illetve a GC-vel parhuzamos éleinek hossza:

253 = 43,30 cm. ﬂ b

A két egyenes hajldsszogét igy a legegyszeriibb
kiszdmolni, ha az egyiket onmagdval parhuza-

mosan a mdsik egyenes egy pontjiba toljuk. . o~
Példaul helyezziink az ABCDEFGH kocka A\V

»mellé” egy ugyanakkora éld kockat az abran
lithaté médon. Mivel GPIIHF, ezért az AG
testatld és a HF lapatld hajlasszoge megegyezik
az AG szakasz, valamint az Uj kocka GP lap- A
B

atlgja altal bezart szoggel.

A keresett szoget az AGP hiromszog oldalaibdl
szamolhatjuk. Ha a kocka élét a jeldli, akkor az AG testatlé hossza: AG = a~/3, a GP lapitl6
hossza: GP = a+/2, mig az AP szakasz hossza Pitagorasz tételének alkalmazasaval AP = av/5.
Vegyiik észre, hogy AG? + GP? = AP?, hiszen:
2 2 2
(@V3)” +(av2) = (a5),

ezért Pitagorasz tételének megforditdsa alapjan az AGP haromszog derékszogl. Az AG testétld,
valamint a HF lapatl6 tehat merGleges egymadsra.

a) Mivel a HAF hdromszdg minden oldala a kocka lapatl6javal

egyenld (Id. dbra), ezért a haromszog szabdlyos. Ebbdl ‘» F
kovetkezik, hogy H 4
HAF< = 60°
B
D



b) Ha a kocka éle a hosszusdgu, akkor az ADG haromszog
oldalai:

AD=a, GD=aJ2 és AG=a3. .
Mivel AD? + DG? = AG?, ezért a haromszog derékszog(, igy
ADG< = 90"
Megjegyzés: Mivel AD merSleges a DCGH sikra, ezért an-
nak minden egyenesére is merdleges, amibdl szintén adédik,
hogy ADG< = 90°.
¢) A b) feladathoz hasonlé mddszerrel belathatd, hogy
FGD< =90°

(=)
(s+)

F
H
d) Ha a kocka éle a, akkor a BDF derékszogli haromszogben:
a _2
tgBDF{=—=—
£ a2 2 B
BDF<¥ = 35,26° D

B3 o) A PHF haromszog derékszogl, hiszen PF merGleges az
EFGH sikra, igy merSleges annak minden egyenesére. A hdrom-
sz0g oldalai:

PF=5cm, FH =102 =14,14 cm.
Pitagorasz tétele alapjan:

PH? =524+ (1042)",

PH =15cm.

b) Az EKH derékszogli haromszogben:
KH? = EK? + EH?> =5+ 10? = 125,

m
D

amibdl:
KH =5J5~=11,18 cm.

Az a) feladat eredménye alapjan PH = 15 cm. Nyilvanval6
tovabbd, hogy KP =10 cm. Mivel
KH? + KP? =125 +100 = 225 = PH?,

ezért Pitagorasz tételének megforditdsa alapjan a PHK
haromszog derékszogi.

=X

amiNg

b S
o

Megjegyzés: Ez abbdl is kovetkezik, hogy a KP szakasz merdleges a kocka AEHD lapjéra.
c¢) Az EPF derékszogl hdromszdgben:

H

o EP?=10%+5%=125, T

amibdl: E (
EP=5J5=11,18 cm.

Az EPF és GPF haromszogek egybevdgdsagabol kovetkezik,
hogy:

& GP =5J5~=11,18 cm, | ¢
tehit az EGP hiromszog egyenld szard (EP = GP). Mivel EG B

a kocka lapatloja, ezért:
EG=10J2 = 14,14 cm.



d) Az LPE derékszdgl haromszdgben:
2
PI? =5 +(5J5) =150,

azaz
PL =56 =~12,25cm.

Az LPG hiromszog egyenl§ szard, hiszen
GP=GL=5J5=11,18 cm. A

Jeloljiik T-vel az E pont ABCD sikra esG merdleges vetiiletét,
valamint P-vel az ADE egyenl$ szari haromszog E csicsabol
indulé magassaganak AD alapra illeszkedd talppontjat. Az EPT
derékszogl haromszogben PT =2 m és ET =4 m. Az ADE
tetdsik a vizszintes ABCD sikkal bezdrt szogére:

tgo =2,
o= 63°
Az ADE és BCF tetSsikok a vizszintes sikkal 63°-os szoget o A
zarnak be. P 2 T

A madsik két tetGsik vizszintessel bezart szogét hasonlé mod-
szerrel szamolhatjuk ki. Ha Q jeloli az ABFE trapéz E csicsabol
hizott magassdg AB szakaszra illeszkedd talppontjat, akkor
az EQT héaromszog befogbi: ET=4m és TQ =2,5 m.

A tetGsik vizszintessel bezart  szogére: 4

4
tgep=—1,
gB 23
B =58
Az ABFE és DCFE tetGsikok a vizszintes sikkal 58°-0s szbdget
zarnak be.

a) Az EBD hiaromszog minden oldala a kocka egy-egy lapétl6ja, ezért az EBD, minden oldala
10v/2 = 14,14 cm hosszisagi, igy a hiromszog valdban szabalyos.

b) Az ABCD négyzet kdzéppontjat jeloljiik O-val. Ekkor AO
és BD anégyzet egy-egy atldjara illeszkedik, ezért merdle-
gesek egymadsra.

Masrészt EO az EBD szabdlyos hdromszog egyik magas-
sdga, ezért EO is merSleges BD-re.

Osszefoglalva: AO és EO egyaréant merdleges az ABCD és
EBD sikok metszésvonaldra, ezért a két sik hajlasszoge éppen
az EOA<. Az OEA derékszogi haromszogben:

10

tg EOA% = —0_ = /3,
& 1042 V2
2
EOAX = 54.74°

Az ABCD alaplap sikja az EBD sikkal 54,74%-os szoget zar be.
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(3D a) A helikopter, amelynek helyét az dbran P-vel jeloltiik, illesz-

kedik az ABCD téglalap sikjdnak A pontban emelt merSleges i
egyenesére. Ebbdl kovetkezGen az AP egyenes merdleges
az ABCD sik minden egyenesére, igy a BPA, CPA és DPA 133
hdromszdgek mindegyike derékszogdi. A BPA,-bdl: 120
AB? =130? - 120% = 2500, o ¢
AB=50m.
A B

A CPA,-bSl:
AC?=133%2-120% =3289,
AC =573m.
A szintén derékszogi ABC,-bdl:
BC?=AC? - AB?,
BC?=3289 — 2500 = 789,
BC =28,1 m.
A leszéllopdlya oldalai 28,1 m, illetve 50 m hossziak.
b) A PDA,-bdl:
PD? = PA% + AD? = 120% + 789 = 15189,
amibdll PD = 123,2 méter.

¢) Afeladat az ACP<-et kérdezi. A CPA,-bdl:

sin ACP< = @,
133
ACP<X = 64,5°

A C pontbdl a helikopter kortilbeliil 64,5°-0s emelkedési szogben latszik.

d) Tegylik fel, hogy a helikopter x méteres magassdgban van, amikor a D pontbdl kétszer akkora
sz0g alatt 1atszik, mint a C pontbdl. Ha a helikopter helyét ekkor is P jeloli, akkor

X X X X
tg ACP<=—= és tgADPX=——= .
s AC ~ V3289 s AD /789
Mivel a feltételek szerint ADP X =2-ACP <, ezért a megfelel§ addicids Osszefiiggés alapjan:
tg ADP% = Ztgzﬂ
1-tg=ACPX
A kapott értékeket behelyettesitve:
X
2.
X _ /3289
V789 X ( X )2 '
/3289
Rendezés utan azt kapjuk, hogy:
5 ( /789 )
x“=3289-1-2 - ——|,
/3289

x =8,2m.

A helikopter 8,2 méter magasan van, amikor a D pontbdl kétszer akkora szogben latszik,
mint a C pontbdl.

........................ .42



Tegyiik fel, hogy az e egyenes merdleges az S sik
két metsz6 helyzetl egyenesére. Célunk annak
igazolésa, hogy az e egyenes az S sik minden Py
egyenesére merdleges.

Két egyenes hajlasszoge nem vdltozik, ha kozii- 4
likk az egyiket onmagdval parhuzamosan eltoljuk,
ezért ,fogjuk meg” az § sikon azt a két egye- M A

nest, amelyre az ¢ egyenes merdleges, majd 7 X\C c
toljuk el azokat tigy, hogy dtmenjenek az S sik s A
és az e egyenes M metszéspontjan. Jeloljiik g
az eltolt egyeneseket a-val és b-vel, ekkor az o b
e egyenes merGleges a-ra és b-re is. EI6z6
megjegyzésiink alapjan elegendé megmutatni,
hogy az e egyenes merdleges az 9sszes olyan
egyenesre, amely az S sikban halad, és d&tmegy
az M ponton. Legyen ¢ egy a-t6l és b-tdl is kiilonbozs egyenes (I1d. dbra). Megmutatjuk, hogy
az e egyenes merdleges a ¢ egyenesre.

Vegylink fel az S sikban egy tetszbleges, de az M pontot nem tartalmaz6 egyenest, amely metszi
az a, b és ¢ egyenesek mindegyikét. A metszéspontokat jelolje rendre A, B és C. Vegyiink fel
tovabba egy P (M-t6l kiilonboz8) pontot az e egyenesen, majd tiikkrozziik az M pontra, igy
kapjuk a P’ pontot. Ekkor persze MP = MP".

Vizsgéljuk meg a kialakulé dbrat. Az dbrdban tobb egyenld szard hdromszoget is felfedezhetiink.
Mivel e és a mer6legesek egymdsra, ezérta PMA, és P°MA, egybevigé (két-két oldal + altaluk
kozbezart szog), amibdl addédik, hogy PA = P’A, igy a PP’A, valoban egyenld szdrd. Ugyanigy
belathatd, hogy egyenld szari a PP’B,, is.

Az eddigi eredményeinket 0sszefoglalva lathatjuk, hogy PA = P’A és PB = P’B. Ebbdl azonnal
kovetkezik, hogy az ABP, egybevagd az ABP)-gel, hiszen oldalaik hossza paronként megegyezik.
Az egybevdgdsdg miatt a megfeleld szogeik is egyenldk, igy példdul PBC¥ = P’ BC<. Ebbdl
addédodan Gjabb haromszogekrdl lathatjuk be, hogy egybevagdak: a PBC, és P’BC, ugyanis
két-két oldalban (PB = P’'B és BC kozos oldal), valamint az dltaluk bezart szogiikben megegyezik,
ezért valoban egybevigdak. Ebbdl kovetkezik, hogy PC = P°C, azaz a PP’C, egyenld szaru.
Mivel M a PP’ alap felez8pontja, ezért CM a hdromszog egyik magassdga, amibdl kovetkezik,
hogy az e egyenes merdleges a ¢ egyenesre. Eppen ezt kellett bizonyitanunk.

a) Akocka GH éle merSleges az ADHE lap sikjéra, ezért merd-

leges annak minden egyenesére, igy az AGH, derékszogu, .
a derékszogd csucs a H pontndl van. E dv
A H pont AG testatlotd] valo tdvolsdga megegyezik az AGH,

AG étfogdjahoz tartozé HT magassaganak hosszaval (1d. dbra).
Az AGH, oldalai:
HG=a, AH=aJ2 é AG=a3. .

A haromszog teriiletét kétféleképpen felirva:

AH-HG AG-HT a2 -a af3-HT 2
5 = 5 = 5 = > = HT =q,|-.

A H pont az AG testétl6tol a\/g = g egység tdvolsigra van.



b) Az ABP derékszogli hdromszogben:

H
2 2
AP2=g2 +|2 2 = AP_a\/— G
2 4 2 E /

A GPF, és az APB, egybevago (két-két oldal + dltaluk bezart

sz0g), ezért dtfogdik ugyanakkordk, igy: q{
C
Ar=ors % p /

Az AGP, tehit egyenld szaru, az alaphoz tartozé magassagat
(P ésaz AG testatlo tavolsagat) az APO,-bdl szamithatjuk:
2
OP2 = AP2 - AO? = Si_3i a- = OP:i
4 4 2 V2

2
A P pont az AG testatl6tdl % egység tavolsagra van.

Megjegyzés: Az OP szakasz hossza ,rdnézésre” is megmondhatd, hiszen OP parhuzamos

a kocka HF lapatléjaval, hossza pedig annak éppen fele.
¢) A BCGF lap kozéppontjat Q, a Q pont merdleges vetiiletét

H
az AG testatlon S jeloli az dbran. .
A Q pont AG testatl6tol valo tdvolsdga megegyezik az SQ E 4'
szakasz hosszaval.

Figyeljiik meg az dbra GOS és GAB hdromszogeit. Mindkét
haromszog derékszogl (a derékszogek S-nél, illetve B-nél
vannak), tovabbd a G csucsaikndl 1évS szogiik kozos.

A
Ebbdl kovetkezik, hogy a két haromszog hasonlé egymashoz.
A megfelel§ oldalaik ardnydra:
a2
s0_ 6o _ so_ 5 V2 6 .
AB  AG a a3 23 6

A BCGF lap kozéppontja az AG testatlotol % egység tdvolsdgra van.

a) Tekintsiik az dbrén lathaté AGK haromszoget. A hdromszog
AK oldalat az AKB derékszogli haromszogbdl konnyen ki
tudjuk szdmolni:

AK2=AB?+ KB?2=a?+|=
2 2

c
AL
B
a6
6
H

(a)z = AK—a\/_ EG

Mivel az AKB, és GKC, egybevagé, ezért AK = GK, igy 4
az AGK, egyenl6 szard. Ebbdl kovetkezik, hogy ha az AG »
@
=

testatlo felez6pontja T, akkor a KT szakasz az AGK egyenl§
sz4rd hdromsz0g magassaga, és igy merdleges az AG alapra.

Ezt tgy is megfogalmazhatjuk, hogy a KT szakasz hossza megegyezik a K pont AG testatl6tol

valé tavolsagaval.

Konnyen beldthatd, hogy az L, M, N, O és P pontok mindegyike egy-egy, az AGK,-gel
kovetkezik, hogy a
felsorolt pontok mindegyike ugyanakkora tdvolsdgra taldlhaté a kocka AG testdtléjatdl.

egybevdgd haromszoget alkot az AG testitlé két végpontjdval, amibdl

Ez a tdvolsdg éppen a KT szakasz hossza.
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b) A KT szakasz hosszat az ATK derékszogl haromszdgbdl igy szamithatjuk ki:
KT2=AK2_AT2=§a2_§a2=la2 = KT:M.
4 4 2 2

¢) Mivel a KGT,-ben a T csticsndl derékszog van, ezért a K pont

A K,L,M, N, O, P pontok mindegyike % tdvolsdgra van az AG testatlotol.

Megjegyzés: A KT szakasz hosszdt az dbra alapjan is meghatarozhatjuk. Mivel T a kocka
kozéppontja, T a KN szakaszra esik, €s azt felezi. KN hossza pedig megegyezik az ABCD
lapatléjanak hosszdval, vagyis KN = av/2. Igy
_KN _aV2

2 2

KT

szoget alkot a T és a G pontokkal, ezért az 0sszes csucs
illeszkedik az emlitett sikra. Ez persze azt is jelenti, hogy
a hatszog cstcsai egy sikban fekszenek. Ez a sik 90°-os szoget

z4r be a kocka AG testitléjdval.
A >
s c

illeszkedik a T pontban az AG testdtléra emelt merdSleges e N
sikra. A KLMNOP hatszog 0sszes csticsa derékszogii harom- ‘&b G

Egy masik bizonyitast is adunk arra vonatkozdan, hogy a KLMNOP hatszog csucsai egy sikban
fekszenek.

Mivel az LO szakasz a BDHF téglalap kozépvonala, ezért
LO pérhuzamos a kocka FH, illetve BD lapétldival. N

=
Az MN szakasz kozépvonala az FHE,-nek, ezért MN és FH </

&L
szintén parhuzamos egymadssal. /
Végiil: KP a BDC, kdzépvonala, amibdl kovetkezik, hogy VA

o A

H

KP péarhuzamos a BD lapétléval.

Osszefoglalva: az LO, MN, KP szakaszok parhuzamosak
egymadssal. Mivel két pairhuzamos egyenes (szakasz) mindig
egy sikban fekszik, ezért az L, O, M, N pontok, valamint
az L, O, K, P pontok egy-egy sikban fekszenek. E két sik azonban megegyezik egymadssal,
mivel a kocka, és igy a KLMNOP hatszog is kozéppontosan szimmetrikus az LO szakasz
felez6pontjara, ami csak ugy lehetséges, ha a hat pont valéban egy sikon helyezkedik el.

A

d) Az a) feladatban mar kiszdmoltuk az AKG hdromszog oldalait:

AK:KG:a%, AG = /3.

A koszinusztétel alapjan:

3a? :éa2 +§a2 —2~(a-£)~(a-£)~COSAKG<,
4 4 2 2

amibdl a miveletek elvégzése utan:

coOSAKGX = —%.



L) a) Ha o =0° azaz az AB szakasz parhuzamos az S sikkal, akkor

GiE8) @) Az EBD, szabélyos, minden oldala a megadott ABCDEFGH

AB’ = AB, azaz A—i =1. Ha o =90° vagyis az AB szakasz

merdleges az S sikra, akkor AB’ =0, azaz E =0.

Mais esetekben hiizzunk az A’ ponton 4t padrhuzamost az
AB egyenessel, majd jeloljik B”-vel a BB’ egyenessel vald
metszéspontjat. Az AAB”B négyszog paralelogramma, ezért
AB” = AB.

A B”BA’ derékszogli haromszogben:

by ty 5> 1)

A fenti 0sszefiiggés azokban az esetekben is érvényes, ha o = 0°% vagy o = 90°.

b) Az a) feladat eredménye alapjdn az AB’ szakasz hossza akkor minimadlis, ha o = 90° Az AB’
szakasz hossza akkor maximalis, ha o = 0°

kocka lapatléja, azaz 1052 = 14,14 cm. p
A hdromszog EO magassdganak (I1d. dbra) hossza: ‘» G

E0=10\/§~?:5\/€z12,25cm.

Az EBD, teriilete: y b
102 -5/6 ¢
2

Tepp = =50V/3 = 86,60 cm>. 5

b) Az EBD,-nek az ABCD sikra vonatkoz6é merdleges vetiilete az ABD,..
c) Az ABD egyenlG szart haromszog T teriiletére:

BD-AO

—

T =
Az OFA derékszogli haromszogben:

AO
cosq = —,
EO

ha ezt behelyettesitjiik a teriiletképletbe, azt kapjuk, hogy:
BD-EO-cosae _ BD - EO
5 =

Vegyiik észre, hogy az EO szakasz az EBD, BD oldaldhoz tartoz6 magassaga, ezért az utolsé
egyenl@ség jobb oldaldn szerepl§ tort éppen az EBD,, teriilete, tehat

T =Tgpp-cosa.

T = - COS Q.

d) Az ABD egyenl§ szard derékszogli haromszog teriilete:

AB-AD 10-10 _
2 2

Igy felhaszndlva az a) és c¢) feladatok eredményeit:

T = 50 cm?2

T=Tgpp-cosa = 50=50/3-cosa = cosa= = o =54,74°

5l



Testek osztalyozasa, szabalyos testek — megoldasok

Az alabbi 2 dbra lehet egy kocka sikbeli hdl6zata. A szemkozti
lapokat szinezéssel jeloltiik meg.

a) 24,
b) 24,
c) 8.

Osszesen 11 kiilonboz6 sikbeli hdléja van egy kockanak.

a) Barnabds maximum 21 darab kockdt haszndlhatott fel. Az dbra a tornyot
feliilnézetben mutatja, az egyes négyzetekbe azt irtuk, hogy ott hany
kockat helyezett egymasra.

b) Lehetséges, hogy Barnabds a torony megépitéséhez pontosan 10 darab
kockat hasznélt fel. Egy ilyen torony feliilnézeti képét az dbra mutatja.
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a) Szabdlyos haromszogben lehet a kockat metszeni, amint azt az el6z6 dbra mutatja.

b) A kocka metszhetd négyzetben.

c) A kockét lehet szabdlyos hatszogben metszeni.

Ennek igazoldsdhoz tekintsiik az dbra szerinti 6 él felez6pontjat, azaz a K, L, M, N, O és P
pontokat. Megmutatjuk, hogy a felsorolt pontokat tartalmazé sik szabdlyos hatszogben metszi
a kockat. Ehhez a kovetkezdket kell igazolnunk:

1.
2.

A hat pont egy sikon fekszik. Ezt kozvetleniil igazoltuk a 4197. feladatban.

A KLMNOP hatszog minden oldala egyenld. Ez konnyen beldthatd, hiszen ha a kocka é1ét
a jeloli, akkor a KLMNOP hatsz6g minden oldala dtfogéja egy-egy olyan egyenld szard

derékszogli haromszognek, amelynek befogdi g hosszisaguk. Péld4ul a KL szakasz a KLB,
az LM szakasz az LMF derékszogl hdaromszog dtfogdja. Ebbdl kovetkezik, hogy a KLMNOP

hatsz6g minden oldala % hossziisdga.

. A KLMNOP hatszog minden szoge egyenld. Megmutatjuk, hogy példdul a K és M csu-

csoknal taldlhaté szogek ugyanakkorak. Ehhez tekintsiik az LPK és LNM haromszogeket.
Mindkét hdromszog egyenld szard, szdraik egyenld hosszdak, tovdbbd LP = LN, hiszen
mindkét szakasz a kocka két kitérS helyzetd élének felez&pontjat koti 6ssze (1d. 4187.
feladat). Ebbdl adddik, hogy a két haromszog egybeviagd, ezért megfelels szogeik is meg-

egyeznek, igy a KLMNOP hatszogben a K és M cstcsokndl ugyanakkora szogek vannak.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a KLMNOP hatszog szabdlyos.

Megjegyzés: A 4235. feladatban egy mdsik mddszert is taldlhatunk annak igazoldséra, hogy
a hatszog szogei egyenldk.

d) A kocka szabdlyos nyolcszogben nem metszhetd, mert csak 6 lapja van, igy sikmetszeteinek
legfeljebb 6 oldala lehet.

22,5 cm.
63 =10,4 cm.

1242

—=8,49 cm.
2

a) Alevigott testet egy szabdlyos hdromszog és 3 egyenld szard derékszogil hdromszog hatdrolja.

b) Alevagott test egy szabdlyos haromoldalu gula (tetraéder).

c) A visszamarad¢ testnek 7 lapja, 10 csticsa és 15 éle van.

d) Mivel 10+ 7 =15+ 2, vagyis a cstcsok és lapok szdmanak 6sszege 2-vel nagyobb az élek
szamanal, ezért az Euler-féle poliédertétel teljesiil a visszamaradé testre.

e) Atestet 3 négyzet, egy szabdlyos hdromszog, valamint 3 egybevdgé otszog hatdrolja.

a) A visszamarad¢ test az abran lathatd. A testet 6 négyzet,
valamint 8 szabdlyos hdromszog hatdrolja.

b) A testnek 14 lapja, 12 csuicsa, valamint 24 éle van.

c) Mivel 12 + 14 =24 + 2, vagyis a csticsok és lapok szamanak
Osszege 2-vel nagyobb az élek szdmanal, ezért az Euler-féle
poliédertétel teljesiil a visszamaradd testre.




Szabalyos tetraéder Kocka Oktaéder Dodekaéder Ikozaéder

IR oLy,

Test neve Lapok szama Csicsok szama Elek szama
Kocka 6 8 12
Szabalyos tetraéder 4 4 6
Oktaéder 8 6 12
Haromszog alapa hasab ) 6 9
Haromszog alapa gila 4 4 6
Négyzet alapa hasab 6 8 12
Négyzet alapi gila 5 5 8
Otszog alapi hasab 7 10 15
Otszog alapi gila 6 6 10
Tizenkétszog alapu hasab 14 24 36
Tizenkétszog alapu gula 13 13 24

A csticsok és lapok szdmdnak 6sszege minden esetben 2-vel nagyobb az élek szdmdnal.
A hasabnak 6 oldallapja van.

A guldnak 12 oldallapja van.

a) (n—1)-720°% b) (n—1)-360°.

Ha a szabdlyos hatoldalu gula oldallapjai szabalyos haromszogek
lennének, akkor az dbrdn a-val jelolt szakaszok hossza meg-
egyezne. Ekkor a narancsszinnel jelolt derékszogli haromszog
atfogéja ugyanakkora lenne, mint az egyik befogdja, ami lehe-
tetlen. Ebbdl kovetkezik, hogy a szabalyos hatoldald gila oldal-
lapjai nem lehetnek szabdlyos haromszogek.

a) 73,74°; b) 73,74
c) 118,07° d) 60°.

Az alkot6 és az alaplap sikja 4ltal bezart szoget o, a kip nyilasszogét ¢ jeloli.
a) o =67,38°% ¢=45,24°% b) o =67,38°% ¢@=45,24°% c) a=53,13% ¢=73,74°

60°.



a) 54,74°; b) 75,04°.

63,43°.

(F73) Az ABCD szabdlyos tetraéder D cstcsabol indulé magassdgdnak
talppontjat 7-vel jeloltiik. Mivel a T pont egyben az ABC,, suly-

pontja is, ezért az AT szakasz az ABC, sulyvonaldnak %—

szorosa. A szabdlyos haromszog sulypontja és magassagpontja
egybeesik, ezért az ABC szabdlyos hdromszog stlyvonaldnak
hossza megegyezik a magassdganak hosszéval, igy:

AT:%.M:M. B

3 2 3

Az ADT), derékszogd, hiszen DT mer6leges az ABC alaplap sikjdra, igy merdleges annak minden
egyenesére is. Pitagorasz tételébdl kovetkezik, hogy:

2 2
DTZ:AD2—AT2:a2—(§j:2% = DT=a\E.

1 p . , L . 2 aJb .
Az a éld szabdlyos tetraéder csticsa a szemkozti laptol a\/; = T\/— tavolsagra van.

(F#8) Az ABCD szabdlyos tetraéder ABC és ACD lapjainak hajlds-
sz0gét a két lap kozos egyenesére (AC) a sikokon beliil emelt
merdlegesek hajldsszogeként szdmolhatjuk. Mivel az ABC és
ACD haromszogek szabdlyosak, ezért az AC oldalhoz tartozd
magassagaik az AC szakasz Q felezGpontjdban metszik egymast.
Ebbdl kovetkezik, hogy a két lap hajldsszoge megegyezik c
a DOB<-gel (1d. abra). ‘

Ha az ABCD tetraéder €leinek hossza a, és a DOB, D-bdl in-
dulé magassdgvonaldnak talppontja 7, akkor a 4221. feladat B

eredménye alapjan:
DT = a\/z
3

f
or 3

A DQT derékszogi haromszogben:

sin(DOB) = =—.
(DOB%) DO DO
A DQ szakasz a magassdg az ACD szabdlyos hdromszogben, ezért:

amibdl kovetkezik, hogy:

3
.
sin(DOBY) = —\% - ¥

2
DQB% = 70,53°

A szabdlyos tetraéder két szomszédos lapja 70,53°-o0s szoget zar be egymadssal.

........................ . 50



(¥78) Ha az ABCD szabalyos tetraéder éleinek hossza a, ésa D csi-

csdbdl indulé magassdganak talppontja 7, akkor az AD él és
az ABC alaplap 4ltal bezért sz6g megegyezik a DAT-gel.

A 4221. feladat eredménye alapjan:

DT = a\/z
3

igy az ADT derékszogli haromszogben:

a\F .
sin (DATS) = —5 = \E —  DATS ~54,74°
a

A szabalyos tetraéder éle az élt nem tartalmazo lapjaval 54,74°-0s szoget zar be.

Az ABCDEFGH kocka két kitéré helyzeti lapatldjanak végpont-
jai egy szabalyos tetraéder csucsai. Példaként tekintsiik az A, C, H

H és F pontokat, és hizzuk meg az dbran is lathaté lapatlokat. E
A kialakul6 ACFH tetraéder minden éle a kockdnak egy-egy G

lapatldja, ezért a tetraédert négy szabdlyos haromszog hatarolja.

Ebbdl kovetkezik, hogy az ACFH tetraéder szabdlyos. a

Ha a kocka éle a, akkor a keletkezd szabdlyos tetraéder éleinek

hossza: a~/2. A c
B a

A 4224. feladatban megmutattuk, hogy a szabdlyos tetraéder kockaba foglalhat6 (1d. 4224. feladat
abrdja). Azt is belattuk, hogy a szabdlyos tetraéder éle a tartalmazo kocka élének J2-szorose, ezért
ha a kocka éle x, akkor x\2= a, amibdl:

a2
2

X

. . . . . . a2
Az a élu szabdlyos tetraédert tartalmazo kocka éle tehat —

s 2

A 4224. feladat dbrdjan szereplG szabdlyos tetraéder AC és FH éle kitérs helyzetiek, tavolsdguk

2
éppen a kocka élének hosszaval egyenls, azaz %. A tartalmazo kocka AC és FH lapatldja

2 2

merdleges egymasra, ezért a szabdlyos tetraéder kitérd helyzetd élei is merGlegesek egymadsra.

a) A tetraéder ,,csonkoldsa” utan az abran lathat6
testet kapjuk. A masik dbra a test sikbeli hal6- D
jat mutatja.

b) A visszamarad¢ testnek 8 lapja, 6 csicsa
és 12 éle van. Megjegyezziik, hogy egy sza-
balyos oktaéder marad vissza a tetraéderbdl. c

c) Mivel 8 + 6 =12 + 2, ezért a lapok és csu- 4
csok szdmanak Osszege 2-vel nagyobb az élek T
szamandl, igy az Euler-féle poliédertétel tel-
jesiil a testre.

B



a) AKkeletkez8 FABCDE test minden €le ugyanakkora hosszi-

sdgu, hiszen barmely éle a kocka két szomszédos lapjdnak
kozéppontjat koti 6ssze (I1d. abra). Haaz A és E pontokat tar-
talmazé lapok kozos élének felezGpontja G, akkor az AEG
derékszogi haromszogben:

AE?2=AG?+EG?=102+10%2 = AE=10J2 ~ 14,14 cm.
Az FABCDE test minden €le 14,14 cm hosszisagu.
b) A testnek 8 lapja, 6 cstcsa és 12 éle van.
¢) Az FABCDE testet szabdlyos haromszogek hatdroljdk. A keletkezd test egy szabdlyos oktaéder.

Az dbrén lathaté FABCDE szabdlyos oktaéderben példaként meg-

vizsgéljuk, hogy az AB él a tobbi éllel mekkora szoget zar be.
A szabdlyos oktaéder lapjai szabalyos haromszogek, igy az AB €l
a kovetkezd szakaszokkal 60°-os szoget zar be: AF, BF, AE, BE.
A 4227. feladatban lattuk, hogy a szabdlyos oktaéder csucsai egy
kocka lapjainak kozéppontjai (ld. dbra). EbbSl adédéan az ABCD

négyszog négyzet, ezért az AB él a DC éllel parhuzamos (igy

azzal 0°-0s szoget zdr be), tovabba a kovetkez§ élekre merdleges

(igy azokkal 90°-0s szdget zdr be): AD, BC.

Ahidnyz6 4 él (DF, CF, DE, CE) mindegyike kitér6 helyzetid az AB éllel. Kitér6 egyenesek (sza-
kaszok) hajlasszoge alatt a tér egy tetszéleges pontjan dtmend, veliik parhuzamos, metsz§ helyzetd
egyenesek hajlasszogét értjiik. Vegylik észre, hogy a DC él parhuzamos az AB éllel, ezért az AB
és DE élek hajlasszoge megegyezik a DC és DE élek hajlasszogével, ami 60°. Ugyanigy belathato,
hogy AB a mdsik 3 hidnyz06 éllel is 60°-os szoget zar be.

z

A szabdlyos oktaéder két éle tehat a kovetkez6 szogek valamelyikét zarja be egymadssal: 0° 60° és 90°.

A szabdlyos oktaédernek 3 testitldja van, amelyeket az dbran

zo6lddel jeloltiink meg. Mindegyik testatld egy-egy 10 cm oldald
négyzetnek az atlja (pl. az AC testatlé az ABCD négyzet étloja),

ezért hosszuk 10v2 = 14,14 cm. Bérmely két testatlot is valaszt-

juk ki, azok biztosan egy négyzet atl6i (pl. az AC és BD testatlok A
az ABCD négyzet atloi), ezért a szabdlyos oktaéder barmely két
testatléja merdleges egymasra.

.
o

n
\

a) Az ébrén lathat6 derékszogli haromszogben:

tgl5° = % amibsl  m~1,34 cm.

Az ék ,,magassdga” koriilbeliil 1,34 cm.

b) Akockat egy téglalapban metszettiik el, melynek egyik (az dbran
lathaté négyzet sikjara merdleges) oldala 5 cm, a masik oldala

pedig: 5
= 5, 1 8 cm. / m
cos15° 15°

A kocka sikmetszetének teriilete megkozelitsleg 25,90 cm?.

c) A kockdbdl egy derékszogil haromszog, illetve egy derékszogi trapéz alapi egyenes hasdb
keletkezik. Az 4bra a két test alaplapjat mutatja.
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(4231 7)) Agi a dobotetraéderrel 4, a dobdoktaéderrel 8, a dobododekaéderrel 12, a dobdikozaéderrel

pedig 20 kiilonbozd szamot dobhat. A 4 testtel 0sszesen 4 - 8- 12-20 = 7680-féle dobds végez-
heté.
A primszédmok 1-t61 20-ig: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. Ahhoz, hogy mindegyik testtel primszamot
dobjunk, a tetraéderrel 2, az oktaéderrel 4, a dodekaéderrel 5, mig az ikozaéderrel 8 szdmot
dobhatunk. Ezért a primszdmok dobdsa szempontjabol kedvezd esetek szdma 2 -4 -5 -8 = 320,
annak a val6szindsége pedig, hogy mindegyik testtel primszamot dobunk:

320 0,0417.
7680

b) Mivel 4 + 8 + 12 + 20 = 44, ezért a dobott pontok Osszege az alabbi esetekben lehet legalabb 42.

1. A pontok dsszege 44. Ez csak tigy lehetséges, ha Agi mindegyik testtel a lehetd legnagyobb
szamot dobja. A pontok dsszege 1 esetben lehet 44.

2. A dobott pontok Gsszege 43. Ekkor Aginak egy kivételével mindegyik testtel a lehetd leg-
nagyobb szamot kell dobnia, a maradék testtel pedig a legnagyobb szamndl 1-gyel kisebbet.
Attol fiiggden, hogy melyik testtel nem dob maximalis értéket, ez az eset 4-féleképpen
kovetkezhet be.

3. A dobott pontok 6sszege 42. Ekkor vagy két testtel dob 1-gyel kisebbet, mint a maximalis
érték, vagy egy testtel dob 2-vel kisebbet a maximumnal, mig a tobbi testtel a legnagyobb

értéket kell dobnia. Az els§ valtozat @) = 6-féleképpen, a masodik pedig 4-féleképpen
kovetkezhet be.

A kedvezd esetek szdma tehdt: 1 +4 + 10 = 15, annak a valdszindsége pedig, hogy legaldbb
42 a dobott pontok Osszege: s

—— =(,00195.

7680

(¥XB Az FABCDE szabélyos oktaéder ADE és CDE lapjainak hajlés-
sz0gét fogjuk kiszdmolni. A térben vald jobb tdjékozddds
érdekében az dbrdn megjelenitettiik azt a kockat is, amelynek
kozéppontjai az oktaéder csicspontjai. A két lap hajlasszoge meg-
egyezik az ADE, valamint a CDE szabdlyos hdromszogek AT,
illetve CT magassagainak hajlasszogével. A keresett szoget pél-
dédul az ACT egyenld szart haromszdg oldalaibdl szdmolhatjuk ki.

Ha az oktaéder minden éle a hosszisagu, akkor az AT, illetve

CT magassdg: AT =CT = % (egy-egy a oldalu szabdlyos

héromszog magassagai), mig AC =av/2 (az a oldali ABCD négyzet 4tl6ja). Ha a két szom-
szédos lap hajldsszogét a-val jeldljiik, akkor az ACT),-ben a koszinusztétel alapjén:
AC?=AT?+CT?-2-AT -CT -coso,
3a> 3a® a3 a3
=—+—-2
4 4 2

2a?

Rendezés utan: |
coso = —5, amib6l o =109,47°.

A szabdlyos oktaéder két szomszédos lapja 109,47°-0s szoget zar be egymassal.



(*Z8) a) Az FABCDE szabélyos oktaédert, valamint a lapjait ,.€rint6” E
beirt kockdt az dbra mutatja (a D pont takards miatt nem

lathat6). A szobor magassdga megegyezik az FE szakasz

hosszdval. Mivel FE az AFCE négyzet atlja, a négyzet

oldala pedig 1 méter, ezért a szobor magassdga:

\/521,41 m. g e a

b) Feladatunk a szabdlyos oktaéderbe irt kocka KL élének
kiszamitasa. A feltételek alapjan K és L az ABE, illetve
a BCE szabdlyos haromszogek kozéppontja. Az dbran G-vel

jeloltiik az AB, H-val pedig a BC szakasz felez&pontjat. F

Vizsgéljuk meg a GHE,-et. Mivel GE és HE magassag egy-egy 1 m oldald szabdlyos harom-
szogben, ezért:
V3
GE =HE = B3 (m).

Ebbdl kovetkezik, hogy a GHE, egyenls szérd. A hdromszog GH alapja kdzépvonal a szintén
egyenld szdrd ACB,-ben, ezért:
GH = AC = ﬁ (m),
2 2
hiszen AC pedig egy 1 m oldali négyzet 4tldja (természetesen az ABCD négyzetrdl van sz0).
Végiil vegyiik alaposan szemiigyre a KLE,-et. Mivel K az ABE,, L pedig a BCE, silypontja,
ezért e pontok 2: 1 ardnyban osztjdk a megfeleld haromszogek EG, illetve EH sulyvonalait.
Ebbdl azonban az is kovetkezik, hogy a GHE,-et az E kozéppontu % ardnyu kozéppontos

hasonlésag éppen a KLE, viszi 4t. Az emlitett kozéppontos hasonlésdg a GH szakaszt a KL
szakaszba viszi, ezért:
2 2 V2 2

KL==.GH==.22=-Y%(m).
3 3 27 3

Az oktaéder belsejében elhelyezett kocka éleinek hossza koriilbeliil 0,47 m.

X} A jobb térbeli tdjékozodds érdekében az ACHF szabalyos tetra- H

édert belefoglaltuk az ABCDEFGH kockaba az dbran l4that6 E
moédon (a D pont takards miatt nem latszik). A tetraéder AF, CF, G
CH és AH éleinek felezGpontja rendre P, Q, R és S. Megmu-

tatjuk, hogy a PQRS négyszog rombusz, azaz a szabalyos
tetraéder metszhet§ rombuszban.

Mivel a PQ szakasz kozépvonal az ACF,-ben, ezért:

_AC c
PO="7 () .
tovibba PQ péarhuzamos AC-vel. Hasonlé megfontoldssal lathatjuk, hogy SR kozépvonal
az ACH,-ben, amibdl kovetkezik, hogy:

AC
SR=—" (2
> 2
tovabba SR is parhuzamos AC-vel. Osszefoglalva: PQ és SR ugyanazzal a szakasszal parhuza-
mos, amibdl kovetkezik, hogy PQ és SR egymadssal is pairhuzamos. Mdsrészt PQ = SR, igy végiil
az is kovetkezik, hogy a PORS négyszog paralelogramma.



Ugyanigy beldthat6, hogy OR kozépvonal az FHC,-ben, amibdl kovetkezik, hogy:

FH
OR=—, (3)
2
illetve PS kozépvonal az FHA,-ben, amibdl pedig:
PS = % ()]

Az (1), (2), (3) és (4) egyenlGségek alaposabb vizsgdlata utdn megéllapithatjuk, hogy a PORS
négyszog minden oldala az ABCDEFGH kocka valamelyik lapdtléjdnak a felével egyenld
hossziséagu.

Mivel a kockanak minden lapétl6ja ugyanakkora, ezért ugyanez érvényes a PORS négyszog olda-
laira is. Ebbdl mar kovetkezik, hogy a PORS paralelogramma valéban rombusz.

Megjegyzés: A PORS sik parhuzamos az ABCDEFGH kocka ABCD, illetve EFGH lapjaival,
tovadbba a tetraéder FH és AC éleivel.

Az aldbbi dbra azt mutatja, hogy a szabdlyos tetraéder egyik élé-
vel parhuzamos sikok mind paralelogramméban metszik a tetra-
édert (amennyiben metszik).

Megmutatjuk, hogy a szabdlyos oktaédert lehet szabalyos hat-
szogben metszeni.

Jeloljik az FABCDE szabdlyos oktaéder AB, AE, DE, DC,
CF és BF éleinek felezGpontjat az abra szerint a G, H, I, J, K,
L pontokkal. A GHIJKL hatszog szabélyos. Ennek igazoldsdhoz
az alabbiakat kell végiggondolnunk.

1. A hat pont egy sikban fekszik. A HI szakasz kozépvonal
az ADE hédromszogben, ezért HI és AD parhuzamos egy-
massal. A GJ szakasz kozépvonal az ABCD négyzetben,
ezért GJ szintén parhuzamos AD-vel. Ez azt is jelenti, hogy
GJ és HI egyarant parhuzamos az oktaéder AD élével, amibdl kovetkezik, hogy HI és GJ
parhuzamos egymadssal. Hasonléan mutathaté meg, hogy GJ és LK szintén parhuzamos
egymdssal. Ekkor azonban a GJ és a HI, valamint a GJ és az LK szakaszok parhuzamosak
egymassal, ezért végpontjaik, azaz a G, J, H, I, valamint a G, J, L, K pontok egy-egy sikra illesz-
kednek. E két stk azonban egybeesik egymadssal, hiszen a szabalyos oktaéder, és igy a GHIJKL
hatszog is kozéppontosan szimmetrikus a GJ szakasz felezGpontjdval, ami csak tigy lehetséges,
ha a GHIJKL hatszbg csucsai egy sikban fekszenek.

2. A GHIJKL hatszog oldalai egyenlSk. Vegyiik észre, hogy a hatszog minden oldala k6zépvonal
a szabdlyos oktaéder egy-egy lapjan: példaul /H kozépvonal az ADE haromszogben, GH kozép-
vonal a BEA haromszogben és igy tovabb. Ebbdl adédik, hogy a hatsz6g minden oldala feleakkora,
mint az FABCDE szabdlyos oktaéder éle, igy a hatszog minden oldala egyenl6 hosszisagu.



3. A GHIJKL hatszog minden szoge 120°-o0s. Példaként meg-

sz

mutatjuk ezt a hatszog H és I csucsaindl 1évE szogekrdl. Ha H % /
a szabdlyos oktaéder éleinek hossza a, akkor a GJIH trapéz
oldalainak hossza (1d. 4dbra):

HI=1J=GH = g illetve GJ=a.

Ha a trapéz rovidebb alapjanak végpontjait (H és I) Ossze-
kotjiik a hosszabb alap felez6pontjaval (az dbrdn az O pont),
akkor ezzel a trapézt harom szabalyos haromszogre bonthatjuk fel, amibdl kovetkezik, hogy
a H és I csticsokndl valéban 120°-os szogek vannak.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a GHIJKL sik a szabdlyos oktaédert valoban szabalyos hatszogben
metszi.

(FED o) Kossiik 6ssze a P pontot az ABC szabélyos hdromszog csi-

b) Az dbra jeloléseinek megfelelGen vdlasszuk ki az ABCD

csaival, ezzel a haromszoget harom kisebb haromszogre, a BCP,
CAP, illetve ABP haromszogekre bontottuk. A hdrom kelet-
kez6 haromszognek egy-egy oldala éppen a hosszisagu.
Vegyiik észre még, hogy a PX, PY, PZ szakaszok mindegyike
az a hosszisagu oldalhoz tartoz6 magassag az egyes harom-
szogekben. Ezek alapjdn az ABC hdromszog teriilete:

Typc =Tpcp + Teap + Thpps

a-PX a-PY a-PZ
Typc = > + > + >

=§-(PX+PY+PZ),

s

ahol m az ABC hdromszdg magassdganak hosszat jeloli. Egyszerdsités utan azt kapjuk, hogy:
PX + PY + PZ=m.

Mivel a jobb oldal nem fiigg a P pont kivalasztasatdl, ezért bebizonyitottuk, hogy a PX, PY,
PZ szakaszok hosszdnak 0sszege (a P pont helyzetétdl fiiggetleniil) az ABC haromszog magas-
sagaval egyenld.

Megjegyzés: A PX + PY + PZ Osszeget a szabalyos haromszog oldaldval is kifejezhetjiik.
Ha a haromszog oldalainak hossza a, akkor:

PX+PY+PZ=—“‘2/§.

szabdlyos tetraéder ABC alaplapjanak belsejében a P pontot.
Tegyiik fel, hogy a P pontban az ABC sikra emelt merdleges
egyenes az ACD lap sikjat az X pontban metszi. Jeloljiik X -vel
az X pontnak az ACD szabdlyos haromszog AC oldalara esd
merdleges vetiiletét (1d. dbra).

Ha a szabdlyos tetraéder két szomszédos lapjanak hajlasszogét
a-val jeloljiik, akkor az XX’P derékszogl hdromszogben
XX°P< = « teljesiil. Az XX°P derékszogli haromszogben igy:

tga:ﬂ, amibl PX=PX’-tgo.
PX’



e

El6z6 gondolatmenetiinkben nem volt 1ényeges szerepe annak, hogy az X pont az ACD lap sik-
jara illeszkedik. Ezért hasonlé megfontoldsok utdn azt kapjuk, hogy ha a P pontban az ABC lap
sikjara emelt merdleges egyenes a CBD, illetve ABD sikokkal valé metszéspontja Y és Z,
tovdbbad Y’ és Z° e két pont merdleges vetiilete az ABC haromszog megfelel$ oldalara, akkor:

PY=PY -tga és PZ=PZ -tga.
Ebbdl kovetkezik, hogy:
PX+ PY+ PZ=tga-(PX’ + PY + PZ).
Mivel a P pont az ABC szabdlyos haromszog belsejében fekszik, tovdbbd a PX’, PY’ ésa PZ’

szakaszok merdlegesek a haromszog egy-egy oldaldra, ezért az a) feladat eredményét fel-

haszndlva:
PX’ + PY’ + PZ’ =m,
ahol m az ABC hdromszog magassdga. Osszefoglalva:
PX+PY+PZ=m-tga,

igy az 0sszeg valdban fiiggetlen a P pont helyzetétdl.

Megjegyzés: A PX + PY + PZ dsszeget a szabdlyos tetraéder élével is kifejezhetjiik. Ha a tetra-
éder minden élének hossza a, akkor az ABC hdromszdg magassdga:

a3
m=—-.
2
A szabalyos tetraéder két szomszédos lapjanak o hajlasszogére:
tgor =22
(ez egyszerden kovetkezik a 4222. feladat eredményeibdl).

Ebbdl kovetkezGen:
PX + PY + PZ = a\/6.

A teriilet fogalma, a sokszdgek teriilete — megoldasok

a) 2200 cm?;  b) 2025 cm?;  ¢) 1450 cm?;  d) 6800 cm?.

(FFD o) 54 cm?; b) 6,16 cm?;,  ¢) 39,92 cm?;,  d) 630 cm?.

e) A beirt kor oldalakkal valé érintési pontjat rendre E, F, illetve
G jeldli (1d. dbra). Mivel a kor egy kiilsé pontjabdl a korhoz
ugyanakkora érintGszakaszok huzhatok, ezért:

BE=BF=x, CF=CG=13-x, AE=AG=2.
Az ABC derékszogi haromszog befogodira teljesiil:
AB=x+2, AC=15-x,
ezért Pitagorasz tétele alapjan:
(x+22%+(15-x)?%=132%
A miveletek elvégzése utan:
2x2 - 26x+60=0,
x2—13x+30=0.

A kapott egyenlet megolddsai: x; =3 és x, = 10. A hdromszog
befogdi: AB=5 cm és AC =12 cm (vagy forditva).

A hiromszog teriilete: 30 cm?.



] MEGOLDASOK - 12. EVFOLYAM

(7% 8 cm.
20 a) 4 cm; b) 2,8 cm.

A téglalap teriilete nagyobb. Ha a paralelogramma két szomszédos oldala a és b, az altaluk
bezart szog o, akkor teriilete T=a - b - sin . Rogzitett oldalak mellett a teriilet akkor maximalis,
ha o =90°

a) A teriilet 21 cm?. A paralelogramma magassdgainak hossza 3 cm, illetve 7 cm.
b) T=4,44 cm?Z. A magassagok: 1,85 cm és 1,2 cm.

c) T=176,67 cm?. A magassigok hossza: 14,72 cm és 10,39 cm.

d) T=38,07 cm?. A magassdgok hossza: 4,59 cm és 6,80 cm.

a) T=10,5 cm?. A paralelogramma minden oldala 3,81 cm hosszii. A magassagok hossza: 2,76 cm.
b) T=3,09 cm?. Az oldalak hossza: 1,24 cm és 2,78 cm. A magassagok hossza: 2,49 cm és 1,11 cm.
¢) T=18,13 cm?. Az oldalak hossza: 3,71 cm és 5,54 cm. A magassagok hossza: 4,89 cm és 3,27 cm.

0 ) 90°; b) 30°% c) 31,86°% d) 60,81°.
6v/3 = 10,39 cm?.
A trapéz teriilete: 36 cm?.
A trapéz teriilete: 35 cm?.

a) A szabdlyos hatszog teriilete: 21643 =~ 374,1 cm?2

' 262 5
b) A szabdlyos nyolcszog teriilete: 8 - _f82ay 695,3 cm?
12- 7?8"
c) A szabdlyos tizszog teriilete: 10 - LA 1108,0 cm?
Az 6tszog teriilete koriilbeliil 65,71 cm?,
a) A hétszog teriilete koriilbeliil 30,34 cm?.
b) A hétszog teriilete 24,63 cm?2.
A két sikidom teriiletének aranya: . 3 -=11,20.

Ha a nagy adag dra 1400 Ft, akkor a kis adagot legfeljebb 1400 - Lz = 972,22 Ft-ért érdemes
megrendelni. A kis adag tirés csusza megér 950 Ft-ot. 1,2

A csalddi haz kicsinyitett képének teriilete:
2
110- (ﬁ) =0,06875 m2, azaz 68750 mmZ2

Az Ad-es lap teriilete:
210-297 = 62 370 mm?.

A tervrajz nem fér el az A4-es lapon.
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(FE} Az ébra jeloléseinek megfelelden: az ABCD négyszog atloi
az O pontban metszik egymdst, tovdbbd T, p = 8 cm? és
Teop = 12 cm?. Mivel az AOB és COB héromszogekben az AO,
illetve a CO alaphoz ugyanakkora magassag tartozik (az dbran
my), ezért a két haromszog teriiletének ardnya megegyezik az AO
és CO oldalak ardnydval, igy AO =8x és CO = 12x alakban
felirhatd. Vegyiik észre, hogy az AOD és COD hdaromszogekben
szintén ugyanakkora magassag tartozik az AO, illetve CO olda-
lakhoz (az dbran m,), ezért a két hdromszog teriiletének ardnydra
teljesiil, hogy
8x - my B
Top__2 _2
T 12xemy 3
2 A

TC OD

Mivel a két hdromszog teriiletének dsszege 30 cm?, ezért Tyop = 12 cm? és Top = 18 cm?.
Az 4tlék berajzoldsa utdn keletkezé masik két hdromszog teriilete 12 cm?, illetve 18 cm?.
) o) AzerdSkicsinyitett képe az ABCD paralelogramma, amelyben

AB=35cm, BC=4cm és AC=7cm. Az ABC hdrom- 7 —°
szogben a koszinusztétel alapjan: Lo

AC?= AB + BC? -2 AB - BC - cosp, ooy
72=3,52+42-2.3,5-4-cosf, R
cosff=-0,7411,
B ~137,83°

Az ABCD paralelogramma teriilete:
T=AB-BC-sinf3 = 9,40 cm?.
Mivel az erd6 az ABCD paralelogramma 40 000-szeresére nagyitott képe, ezért az erd

teriilete:
T =40000%-9,40 = 1,504 - 109 cm?, ami 150,4 ha.

Megjegyzés: Az ABC haromszog teriilete Heron képletével is szamolhatd.
b) Az ABCD paralelogramma A csticsdndl 1év§ szogre:
o =180°-f=42,17°
Az ABD haromszogben koszinusztétel segitségével kapjuk, hogy:
BD = 2,74 cm.
Az erd6t atszel6 megfeleld turistadt hossza:
40000-2,74-1073 km = 1,1 km.

¢) Haaz ABCD paralelogramma atldinak hajldsszogét ¢ jeloli, akkor a paralelogramma teriiletére:

9,40 = AC-BD-sm(p’
2
sin@ = (0,9802,
¢ =78,58"

Az erdSben kijelolt turistautak 78,58°-0s szogben metszik egymast.



(¥ a) Ha az ABCD téglalap oldalai AB = a, BC = b, akkor az SRD
derékszogl haromszog teriilete:

)
Tp=22 ) 1,

2 16
Ehhez hasonléan:
1 2
(2
Tope =—————==—ab,
ROC 2 10°
DN G s
Trop=—"—<>=—ab, Tpsy=-—"~—-">=—ab.
PoB 2 40 s 2 32"
A derékszogl haromszogek teriiletének osszege:
iab+iab+iab+iab= 10+16+12+45ab=ﬁab.
16 10 40 32 160 160

A PQRS négyszog teriilete:

Tpors =Tapcp — Tsgp + Troce + Tpop + Tpsa) =
83 77 77

cab- S gLy
160" T160" T 160 ABCD

A PQORS négyszog teriilete az ABCD téglalap teriiletének 48,125%-a.

b) A PS és QR szakaszok nem parhuzamosak egymdssal. Mivel:
AP _AS 3
A8 AD 4
ezérta PSA és BDA derékszogl haromszogek befogdinak ardnya megegyezik, igy a két hdrom-
szog hasonld, amibdl kovetkezik, hogy PS parhuzamos a BD étldval.

Masrészt: R 1 5
—=—, illetve Q:—,
CD 2 CB 5
ezért:
CR €O
CD CB’

Ebbdl kovetkezik, hogy OR nem parhuzamos BD-vel, igy persze PS-sel sem.

Tekintsiink egy olyan ABCD négyszoget, amelynek teriiletét
az EF kozépvonala megfelezi (1d. dbra), azaz: D

Nl

Tyerp = Tgper- (1)
Mivel az F pont felezi a CD oldalt, ezért a DFE, és a CFE,
egy-egy oldala ugyanakkora, tovdbbd megegyezik az ezekhez az
oldalakhoz tartozé magassdguk is (az dbrdn az m-mel jelolt
szakasz). Ebbsl kovetkezik, hogy a két haromszog teriilete
egyenld, azaz:

Tpre=Tcrg- (2)



...............................................................................................................

Az (1) és (2) egyenl&ségek megfelel oldalainak kiilonbsége alapjan:
Taerp = Tpre = Teper = Tores
Taep = Tepce-
Vegyiik észre, hogy az AED és az EBC haromszogekben AE = EB, ezért teriiletiik csak ugy
egyezhet meg, ha az ugyanakkora oldalaikhoz tartozé magassaguk is egyenld, vagyis x; = x,).

Ekkor viszont a D és C pontok ugyanakkora tdvolsdgra vannak az AB egyenestdl, amib6l
kovetkezik, hogy DC és AB parhuzamosak. Ez azt jelenti, hogy az ABCD négyszog trapéz.

() Az ABCD hirtrapézba irhat6 kor a trapéz AB alapjat az F,
CD alapjat az E felezGpontban érinti.

A korhoz egy kiilsé pontjabdl hiizott érintGszakaszai egyenld
hosszuak, ezért:

AG=AF=135cm és DG =DE=6cm.
Ebbdl kovetkezik, hogy:
AD=AG+DG=19,5 cm.
Az ATD derékszog(i hdromszog AT befogdjanak hossza:
27-12

AT =

=7,5cm.

Pitagorasz tétele alapjéan:
DT?=AD?>-AT?> = DT=419,5-17,5> = DT=18cm.

A trapéz teriilete:

_27+12

T -18=351 cm?2

Mivel DT ugyanakkora, mint EF, azaz a kor atmérdje, ezért a trapézba irhatd kor sugara 9 cm.

() Vizsgaljuk meg eldszor Csilla javaslatat. A hdz sarkait jeldljiik
az dbranak megfeleléen a D, E, F' és G pontokkal, a DEFG
négyzet oldalat pedig y-nal. Mivel az ABC,, és a GFC, szogei
paronként megegyeznek (a derékszog kozos, tovabbi megfeleld
szogeik egydllasu szogek), ezért a két haromszog hasonld. Ha
az ABC, étfogdjahoz tartozé CT magassdganak hosszit m jeloli,
tovabbd CT a GF szakaszt a P pontban metszi, akkor a hdrom-
szogekben az egymdsnak megfelel§ szakaszok ardnyara:

AB_CT . AB__m
GF CP’ y m-y
Az egyenl6ségbdl y értékét kifejezve:
_ m-AB
Y m+ AB’

Az ABC, itfogdja:
AB =~24% + 252 = /1201 (= 34,66 cm).

A haromszog teriiletét kétféleképpen felirva:

AB-m _AC-CB 2425 .
2 2 ~ V1201 U




Ebbdl kovetkezden:

600  AAT
y= V1201 1201 _ 600v1201
~ 600 1801
++/1201
V1201
y=11,55 m.
Nézziik most Csaba javaslatit. Ha a hdz C-t6l kiilonboz6 sarkait B
az dbranak megfelelGen a P, Q, R pontokkal, a PORC négyzet
oldalait pedig x-szel jeloljiik, akkor az ABC, hasonlé az AQP,-
hoz, ezért:
A _cB AN
AP PQ’ =
25 24 X
25-x  x S o
24 .25 ¢ %5 ’
X = =12,24 m.

Lathato, hogy Csaba terve alapjan épitenének nagyobb alapteriiletd hdzat.

) a) A 4257. feladat eredménye alapjén, ha az ABCD négyszog teriiletét az AB és CD oldalt dssze-
kotd kozépvonala megfelezi, akkor a négyszog trapéz, amelynek alapjai AB és CD. A feltételek
szerint azonban a négyszog teriiletét a BC és DA oldalakat dsszekotS kozépvonala is megfelezi,
ezért BC és DA szintén parhuzamosak. Ezek alapjan az 6rokolt telek szemkozti oldalai par-
huzamosak, azaz a telek paralelogramma alakd.

b) A paralelogramma étlgja két egybevdgd haromszogre bontja a paralelogrammat, ezért Andrés
és Béla kiilon-kiilon akkora teriiletd részt 6rokolt, mint amekkora a megadott oldalak 4ltal haté-
rolt hdromszog teriilete. A hdromszog teriiletét pl. Heron képletével szamolhatjuk. Mivel:

L _18+15+224

=27,7m,
2

ezért a teriilet:
T = \/27,7 -(27,7-18)-(27,7-15)-(27,7 - 22,4) = 134,48 m2

Andrés és Béla kiilon-kiilon koriilbeliil 134,48 m? teriiletd telekrészt 6rokoltek.

(3 a) Az ABC szabdlyos haromszdg C cstcsanal H : G
60°-0s, a C csticshoz illeszkedd négyzeteken 320-30° 5 30°
,belil” 90°-o0s szogek vannak (Id. dbra).
Ebbdl kivetkezik, hogy: S
HCGX =360° - (90° + 90° + 60°) = 120°. 60

Mivel a HCG, egyenl§ szért (mivel CH és
CG ugyanakkordk, mint a szabalyos harom-
szog oldalai), ezért a HG alapon 30°-0s szdgek Ta 5 Bl
vannak, amibdl kovetkezik, hogy: ‘

IHG< =90° + 30° = 120°

Ugyanez a hatszog tobbi szogére is bizo-
nyithatd, tehat a DEFGHI hatsz6g minden
szoge 120°-os.
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b) A DEFGHI hatszog tengelyesen szimmetrikus az ABC, magassdgvonalaira, tovabbd forgds-

szimmetridt mutat az ABC, magassagpontja koriili, k- 120°-os forgatdsokra nézve (k € Z).

¢) A DEFGHI hatszog teriilete a kovetkezd sikidomok teriiletének 0sszege: az ABC szabalyos

haromszog, harom darab 10 cm oldald négyzet, valamint hdrom darab egyenld szard egybevago
haromszdg (GHC,, IDA, és EFB,). Az ABC szabalyos haromszog teriilete:

1()(10-\/§

T, = % =253 = 43,30 cm?

A hiromszog oldalaira rajzolt hdrom négyzet teriiletének dsszege:
T, =3-10%=300 cm?.
A GHC, teriilete:

TGHC = w = 25\/§ =~ 43,30 cm?

Az ABC, cstcsaihoz illeszked$ hdrom egybevagd hdromszog teriiletének dsszege:
Ty =3 Tyye = 7543 = 129,90 cm?
A DEFGHI hatszog teriilete:
T =T, +T,+T;=1003 + 300 = 473,21 cm>.

Megjegyzések:

1. Ha az utols6 szdmitdsndl a kordbbi kozelits értékeket adjuk dssze, és nem csak a legvégén
végezziik el a kerekitést, akkor 473,20 cm>-t kapunk eredményként.

2. Vegyiik észre, hogy az ABC, és GHC, teriilete megegyezik. Ez persze nyilvanvald, ha figye-
lembe vessziik, hogy két-két oldaluk megegyezik, tovabba az egyenld oldalak dltal bezart
szdgek (60° és 120°) szinusza szintén megegyezik.

d) A GEl, szabdlyos. Ahhoz, hogy ezt beldssuk, H G

vizsgéljuk meg a GIH, IED, EGF harom-
szogeket.

A haromszogekben két-két oldal, valamint
az altaluk kozrefogott szogek egyenldk.
Ebbdl kovetkezik, hogy az abran megjelolt
hiaromszogek egybevdgdk, ami mutatja,
hogy a GEI, oldalai egyenl6k, azaz valéban
szabdlyos hdromszog.

A GEl, oldalanak hosszat a GIH-bdl sza-

mithatjuk ki. Ehhez sziikségilink van a GH
oldal hosszara is.

A GHC,-b] koszinusztétellel szamolva: ? £

GH?=10%>+10%-2-10-10-c0s120° = GH =+/300 =103 ~17,32 cm.
Alkalmazva a koszinusztételt, ezittal a GHI,-re:
2
GI2 =102 +(103) =210 (10v3) -c0s120° =  GI =10y4 ++/3 ~23.94 cm.
Végiil a GEI szabélyos hdromszog teriilete:

(oJa+) -2

Tom = 5 2 = (100 +253) - V/3 = 248 21cm?




(FIA Az abra jeldlései alapjan:

AOB< = 360

= 45°,

ezért az ABO egyenl§ szart hiromszog OT ma-
gassdga 22,5°0s szoget zar be az OA szarral.
Mivel az ADC, és az AOT, hasonld, ezért
ADCY =A0TX =22,5° igy:
tg22,5° = £,
CD
AC =5-1g22,5°=2,07 cm.

A képkeret belsé oldala:
DE =AB -2-AC = 45,86 cm.

A keretbe elhelyezhet$ vaszon teriilete:
45,86

DE-OP o " 2.1g22,5°
2 2
A szdmolasok elvégzése utan azt kapjuk, hogy a vészon teriilete koriilbeliil 1,02 m2.

2

T=8-Tpy =8- ~10154,86 cm?.

(FIF) Az ABCDEF szabdlyos hatszog O kozéppontjat tiikrozziik az
oldalfelezd pontokra, igy az dbra szerinti KLMNPQ szabélyos
hatszoget kapjuk. Ha az AB oldal felez6pontja G, akkor OG
az ABO szabdlyos hdromszog magassaga, ezért:

0G=8-§=4—\/§:6,93cm.

A tiikrozés miatt G az OK szakasz felez6pontja, amibdl:
OK =83 =13,86 cm.

Az OKL haromszog szintén szabélyos, ezért a KLMNPQ hatszog
oldalainak hossza:

8v3 = 13,86 cm.
Végiil a KLMNPQ hatszog teriilete:

(33)- (843) 2
T=6- . 2 _ 2883 ~ 498,83 cm2

A keletkezd hatszog teriilete koriilbeliil 498,83 cm?.

(D a) A haromszog kdzépvonalai a haromszoget négy egybevagd

hdromszogre bontjak (1d. dbra), ezért ha az oldalfelezd pontok 2
F, G és H, akkor: T
ABC _ 4.
A F B



b) Ha az ABCD négyzet oldalfelezG pontjai F, G, H és I, akkor:
Tapcp _ 2.
TrGur

¢) Haaz ABCDEFG szabdlyos hatszog oldala a, akkor a hatszog
teriilete:
2 V3

a .
2 .33 .

Tapcper =6 2 2
A hatszog oldalfelezd pontjai dltal kozrefogott GHIJKL
hatszog szintén szabdlyos, és O kozéppontja egybeesik az
ABCDEF hatszog kozéppontjaval. Mivel az OGH,, is sza-
bélyos, ezért a GHIJKL hatszog minden oldala ugyanakkora,
mint OG.

Az OG szakasz magassag az ABO szabdlyos haromszogben, ezért:

0G = ﬁ‘
2
A GHIJKL hatszog teriilete:
ax/g)z. V3
2) 2 93
TonkL =6 ) ) -a’
A két hatszog teriiletének ardnya:
N3 e
Tapcper _ 2 _4
Tonukr N3 a2 3

d) Az ABCDEFGH szabélyos nyolcszog oldalfelez$ pontjai
a JKLMNOPQ szintén szabdlyos nyolcszoget fogjak kozre,
ezért ha a nyolcszogek kozos kozéppontja T, akkor a JKT és
az ABT héaromszogek hasonlok egymashoz (1d. dbra). Ebbdl

adddoéan: JK T
AB AT
Az ATJ derékszogli hdromszogbdl:
sin67,5° = £
AT

Visszahelyettesitve az elsG egyenl&ségbe:

E =sin67,5°.
AB

—

H C
G
F B




Ezt gy is megfogalmazhatjuk, hogy az ABCDEFGH nyolcszoget egy A= sin67,5° ardnyd
hasonldsagi transzformdacié viszi at a JKLMNOPQ nyolcszogbe. Mivel hasonld sikidomok
terliletének ardnya a hasonlésdg ardnydnak négyzete, ezért:

Tikmnoro —in267.5°
TypcpEFGH T
azaz
7ZLXBCDEFGH — 1 =1.17.
Tk mnoro sin%67,5°

e) Asorozat tagjait a,, jeloli. A d) feladat levezetésébdl lathatjuk, hogy a két sokszog hasonlé egy-
mashoz, a hasonlésag ardnydt ugyantgy szamolhatjuk ki, mint ahogy a nyolcszog esetében tettiik.

A sokszogek kozos kozéppontjandl kialakuld szog ebben az esetben nem 22,5° hanem 180 ,
n

a hasonldsdg (amelyik az eredeti sokszoget a kbzéppontok éltal kdzrefogott sokszogbe viszi ét)

ardnya pedig sin (90" _ 180 ), ezért:
n
1 1

n= 180° = 180° .
sin2 (900 _ 80) 0052 (80)
n n

180°
n

a

— 0°, a koszinuszfiiggvény folytonossdga miatt pedig:

(180")
cos —1.
n

Ha n tart végtelenbe, akkor

Az a, sorozat hatarértéke 1.

@ b) 9 d)
H H H H
E E E a E a
‘ 6 % g % G " 6
X V X y
A A A A
’ ¢ c ¢ ) ¢
B B B B
a) A sikmetszet a BFHD téglalap. A téglalap FH oldala a kocka egyik lapatldja, ezért:
FH =5J2 =7,07 cm,
igy a sikmetszet teriilete koriilbeliil 35,35 cm?,
b) A sikmetszet a PKHG téglalap. A téglalap GP oldala a GPF derékszogl haromszogbdl:
GP =+/5%+2,52~5,59 cm,
igy a sikmetszet teriilete koriilbeliil 27,95 cm?,

c) A sikmetszet eziittal is a PKHG téglalap, amelynek teriilete koriilbeliil 27,95 cm?.

d) A BPQ sik akocka CD élét annak R felezGpontjdban metszi, ezért a stkmetszet a BFOR tégla-
lap. A sikmetszet teriilete koriilbeliil 27,95 cm?.
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G0 a) Az ABC, oldalait és szogeit a szokdsos médon

jeloljiik. A HGC,, derékszog(, befogéi a és b, D
igy a hdromszog egybevidgé az ABCy-gel,

tehat tertiletiik is megegyezik. Megmutatjuk, ¢

hogy az ADI, és FEB, teriilete is ugyan-
akkora, mint az ABC, teriilete. b N

o
Az ADI,-ben Al=b és AD = c, tovibba £
IAD< = 180° — «, ezért teriilete: b ¢

bc-sin(180° - ) bc -sino b c
Typr = > == y Ch

Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon éppen a a 18075

az ABC, teriilete szerepel, ezért:

Tipr=Typc-

Ugyani ondolkodva:
syamey e ac-sin(180°- B) ac-sinf
Trpp = > -,

azaz:
Trgp = Thpc-

Ezzel igazoltuk, hogy a HGC,, ADI, és FEB, teriilete megegyezik az ABC) teriiletével.

b) A DEFGHI hatszog teriiletére:

Tpercur =4 Tape + Tanc + Tpegr + Tagep =
ab

:4-7+b2+a2+c2=(a+b)2+cz.
A feltételek szerint a + b = 10, ezért:
Lathatd, hogy a hatszog teriilete akkor a lehet§ legkisebb, ha az ABC, &tfogéjdra rajzolt

c oldald négyzet teriilete minimalis. Pitagorasz tétele alapjan azonban c? = a? + b2, majd
felhaszndlva, hogy a befogdk 0sszege dllando:

c?=a’>+(10-a)*>=2a*-20a + 100 =2+ (a - 5)* + 50.
A teljes négyzetté alakitott sorrdl leolvashatd, hogy az ABC,, 4tfogdjdra rajzolt négyzet teriilete
legaldbb 50 cm?, és pontosan akkor a legkisebb, ha a = 5 cm, és ebbdl kovetkezen b =5 cm.

Osszefoglalva: a DEFGHI hatszog teriilete minimalis, ha az ABC,, egyenld szart, azaz befogéi
5 cm hosszidak. Ekkor a hatszog teriilete 150 cm?.

a) Elébb az ABC hegyesszogli hdromszoget vizsgaljuk. Az ACBX

a hdromszog koré frhaté korben a C-t nem tartalmazé AB kor-
iven nyugvé keriileti szog. Ugyanezen a koriven nyugszik
az AABY is, igy a kertileti szogek tétele alapjan:

ACBX = AABL = .
Thalész tétele alapjan az ABA” hdaromszog derékszogt, ezért
a CAT, és az AAB, két szoge megegyezik, tehit a két harom-
sz0g valéban hasonlé egymdshoz.




] MEGOLDASOK - 12. EVFOLYAM

Tompaszogl hdromszog esetén a T pont a BC oldalon kiviil
fekszik. Ebben az esetben a CAT),-ben:

ACT% = 180° - 7.

Az AABC négyszog hiirnégyszog, ezért szemkozti szogeinek
Osszege 180° amibdl:

AABX =180° -7,
ami mutatja, hogy a CAT, és AAB, szogei ezittal is egyen- } /
16k, 1gy a két haromszog hasonld egymashoz.

b) Felhaszndlva a CAT, és AAB, hasonlosagit, azt kapjuk, hogy:
AT _AC  om,_ b be

a

= = —HA=— = m;=—.
AB AA c 2R 2R
Az ABC, teriilete:

T=%"  amibsl T =%
2 R

¢) Derékszogl haromszogben a T pont egybeesik a C, az A’ pont pedig a B csticcsal, ezért

a CAT, és AAB, nem jon létre. A derékszogii haromszogben ¢ = 2R, ezért:
7= _ab c_ab c _abc
2 2 ¢ 2 2R 4R

A teriiletképlet derékszogli haromszogre is érvényes.

a) Akorhoz egy kiilsG pontjabol hiizott érintGszakaszok hossza c
megegyezik, ezért:

AD=AF=x, BD=BE=y é CE=CF=z.

A hdromszog oldalai az érintGszakaszok segitségével:

y+z=a, (1)
x+z=b, (2)
x+y=c. (3)

A kapott egyenldségek megfelel oldalainak 6sszegébdl:
2c+y+z)=2s, tehit x+y+z=5.

Ha az utols6 egyenlGségbdl rendre kivonjuk az (1), (2) és (3) egyenl&ségek megfeleld oldalat,

akkor adédik, hogy: .
x=s—-a, y=s—-b é z=s-c.

Eppen ezt kellett igazolnunk.
b) Ezuttal is felhasznaljuk, hogy egy kiils§ pontbdl a korhoz

huizott érintészakaszok egyenld hossziak, ezért:

AG=AH, BG=BK és CH-=CK.
Ezek alapjan:

2-AG=AG+AH=(c+BG)+ (b+CH)=
=(c+BK)+(b+CK)=c+(BK+CK)+b=
=c+a+b=2s,

tehat AG = AH = s, amit bizonyitani kellett.
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¢) Az O pont a haromszog belsd szogfelezdinek
metszéspontja, ezért:

OBD< :E.
2

A Q pontilleszkedik a B cstcsndl talalhaté
kiils6 szog szogfelezjére. Mivel a harom-
szog egy belsd, valamint a mellette fekvd
kiils6 szogének szogfelezGje merbleges egy-
masra, ezért OBO< =90° amibdl kovetke-
zik, hogy a BOQG< szarai paronként merd-
legesek az OBD< szdraira, azaz a két szog
merdleges szard szogpart alkot, ezért: =

BOG% = OBDX = g

(nyilvdnvald, hogy mindkét szog hegyesszog). Lathatd, hogy a BOD, és a QBG, szogei meg-
egyeznek, ezért a két haromszog valéban hasonld egymashoz.
d) Az a) feladat dbrdja alapjan:
a-r b-r c-r_r-(a+b+c)_r s

Typc =Tpco + Tcao + Tapo = —— 7 T3 7

e) A c) feladat dbrdja alapjan ABQC négyszog teriiletét kétféleképpen is felirhatjuk:
Tipoc = Thapo + Taco, illetve Typoc = Thpc + Tpco-

Mivel az ABQ \-ben és az ACQ \-ben az AB = ¢, illetve az AC = b oldalakhoz tartozé magassag
egyarant 7, hosszisagu, ezért:
cr, br, (b+to)r,

T = + a . 1
ABOCT o T 9 2 M
Mivel a BCQ \-ben a BC = a oldalhoz szintén r, hosszisagi magassag tartozik, ezért:
a-r,
Thpoc = Tapc + —* 2
(1) és (2) alapjan:
(b+c)-ra_T LA
5 Tlact o
majd kifejezve az ABC, teriiletét:
QK:UHT};—wQ:b+§—Wm=222;;25Q:@_@4b

f) A BOD, és QBG, hasonl6sdga alapjan (lasd a c¢) feladat dbrdjat):

d =S_b = r-r=06-b-(s-o0).
s—c T,
> r . . .
A d) feladat alapjan r = —, mig az e) feladat alapjin r, = , igy:
s —
Ll —-b)G-o,
s s—a

amibdl atrendezés utan:
T?2=s-(s—a)-(s—b)-(s—¢) = T=\/s-(s—a)-(s—b)-(s—c).
Ezzel igazoltuk Heron képletét.




HT) Ha a P pont egybeesik az AC 4tl6 felezGpontjaval, akkor DP
az ACD,, mig BP az ACB, egy-egy stlyvonala. A hdromszog
sulyvonala megfelezi a haromszog teriiletét, ezért:

Tipp =Tcrp €8 Typp = Tcpp-
A két egyenl6ség megfelel§ oldalainak 6sszeaddsa utan lathatjuk,

hogy:
Tygrp = Tpcpp-

ezért az AC atlo P felez&pontja megfelel a feltételeknek.

Huzzunk ezutdn parhuzamost az AC szakasz felezGpontjan at

a BD éatléval. A parhuzamos metssze a CD oldalt E-ben, a CB oldalt pedig F-ben. Legyen
P’ az EF szakasz egy tetszGleges pontja. Ekkor a DBPP’ (vagy a DBP’P) négyszog trapéz, igy
a DBP, és DBP’, koz6s DB oldaldhoz ugyanakkora magassag tartozik, ezért a két haromszog
tertilete is egyenld. Ebbdl kovetkezik, hogy:

Tygpp = Tppa + Ippp = Ippa + Ippp = Tappp-

azaz ha a P’ pont az EF szakaszon valtozik, akkor az ABP’D négyszog teriilete dllandd, igy
az EF szakasz minden pontja megfelel a feltételeknek.

Végiil megmutatjuk, hogy az ABCD négyszog belsejében nincs

tovabbi olyan pont, amelyre teljesiilne a feladat feltétele. Nyilvan- 2
vald, hogy ilyen pont nem lehet az ABD,, belsejében. 2
Ha a Q pont a DBFE trapéz belsejében van, akkor biztosan
taldlunk az EF szakaszon olyan P’ pontot (lisd dbra), amelyre ¢
a DBP’, belsejében tartalmazza a Q pontot.
Ekkor a DBQ , teriilete kisebb, mint a DBP’, teriilete, igy az / F
ABQD négyszog teriilete is kisebb, mint az ABP’D négyszog )
teriilete.
Ha viszont a Q pont az EFC, belsS pontja, és a BQ szakasz
D

az EF szakaszt a P’ pontban metszi, akkor lathat6, hogy:

Ippo > Tpsp:

igy az ABQD négyszog teriilete biztosan nagyobb, mint az ABCD
négyszog teriiletének fele. A

Ezzel megmutattuk, hogy kizdrdlag az EF szakasz pontjai felel-
nek meg a feltételnek.

Jeloljiik az 4tlok hajlasszogét @-vel, tovdbbd legyen az O pontot
a csucsokkal 0sszekotd szakaszok hossza rendre:

OC=e|, OA=e,, OB=f; és OD=f,.
Ekkor a megfelel§ haromszogek teriiletére igaz, hogy:
_ fi-e,-sin(180° — @)

Typo = > )
e, - f,-sin(180° — ¢)
Tepo = ) .



Az ABCD négyszogon beliil kialakulé mdsik két haromszog teriiletére igaz, hogy:

e - fi-sing
Tyeo=—"—"1—"—" 12 ;
fo-€ sing
TDAO=f'

Mivel sin(180° — @) = sin ¢, ezért a két-két ,,szemkozti” négyszog teriiletének szorzata:

o _f1'€2'Sin(p,el‘fz‘Sin(P_el'ez'fl'fz'Sinz(p
ABO " “CDO — 2 ) = 4 s
Torr - T, _el'fl'Sin‘P'fz‘ez‘SiH(P_el-ez-fl-fz-sinz(p
BCO *DAO — = .

2 2

A ,,;szemkozti” négyszogek teriiletének szorzata valéban egyenld.

a) A 4270. feladat allitdsa alapjén:
Tygo Tepo = Teco " Tpao-
azaz
8-2=4-Typ.
amibdl
Tpao = 4 cm?.

Az ABCD négyszog teriilete:
8+2+4+4=18cm?

Tigp=Tipo + Tpao=8+4=12 sz,

Tipc = Tapo + Tpco = 8 +4 =12 cm?,

b) Mivel
valamint
ezért

Tipp = Typc-

4

Ha a két hdromszdg kozos AB oldaldhoz az ABD,-ben m;, az ABC,-ben pedig m, magassig

tartozik, akkor:

AB-m; AB-m,

2
ml = mz.

2

Ez azt is jelenti, hogy a C és D pontok ugyanakkora tdvolsdgra vannak az AB szakasztol, ezért
CD parhuzamos AB-vel. Ebbdl kovetkezik, hogy az ABCD négyszog valoban trapéz.

a) A metsz6 sik az A, P és Q pontokon kiviil
még a kocka DH és BF éleit metszi. Ha a sik
a DH éltaz R, a BF éltaz S pontban metszi,
akkor a sitkmetszet az ASPOR 06tszog.

b) A QP szakasz kozépvonala a HFG,-nek,
ezért QP parhuzamos a kocka HF lapatl6-
javal. Mivel egy sik parhuzamos sikokbdl
parhuzamos egyeneseket metsz ki, ezért
az APQ sik a kocka ABCD alaplapjanak
sikjat is egy HF-fel parhuzamos egyenesben
metszi.




Ebbdl kovetkezik, hogy haa QR egyenes a DC egyenest az X, a PS egyenes a CB egyenest
pedig az Y pontban metszi, akkor XY parhuzamos HF-fel és igy parhuzamos a BD lapatlo-
val is. Ekkor azonban az ABDX négyszog paralelogramma, ezért:

DX=BA=18cm és BY=DA =18 cm.

Vizsgaljuk meg az XDR és QHR haromszogeket. Mindkét haromszog derékszogd, valamint
az R csdcsndl 1év§ szogeik cstcsszogek, ezért a két hdromszodg hasonld egymdshoz. A meg-
feleld oldalaikra:

DR _DX _,
HR HQ

ezért az R pont a DH él D-hez kozelebbi harmadoldpontja, igy:
DR=12cm és HR=6cm.

2

Ugyanilyen megfontoldsbdl:
BS=12cm és FS=6cm.

Az ASPQR 6tszog minden oldala atfogdja egy-egy olyan derékszogii haromszognek, amelynek
befogdi illeszkednek a kocka éleire, igy mar konnyen kiszdmithatjuk az 6tszog oldalait:

OP =92 +92 =92 (=12,73 cm),
PS=0R=+/92+62 =313 (= 10,82 cm),
AR = AS =182 + 122 =6J13 (= 21,63 cm).

Mivel az RSBD négyszog is paralelogramma (sGt igazabol téglalap), ezért:
RS =182 (= 25,46 cm).

Az 0tszog teriilete az RSA egyenl( szard haromszog, valamint
az RSPQ hurtrapéz teriiletének osszege.

Az RSA, teriiletét Heron képletével szamolhatjuk:
2
Trsa = (6V13 + 9VZ) - (02)- (6413 - 942) =

=54/17 (=222,65cm?).

Az RSPQ hirtrapéz teriiletéhez sziikségiink van a trapéz QT
magassagara. Az RQT derékszdgli haromszdgben:

_18V2-9V2 92
2 2
Pitagorasz tétele alapjan:

2
oT = \/(3\/6)2 - (?) - 3\E7 (=8,75 cm).

Az RSPQ trapéz teriilete:

182 +92 17 8W17
TRSPQ:T'?’ 5T T (

RT

(= 6,36 cm).

~166,99 cm?).

Az ASPQOR 06tszog teriilete:
Tyspor = SW1T + @ =17 - % (~ 389,63 cm?).



...............................................................................................................

A kor és részeinek teriilete — megoldasok

Az abrédk alapjan egy paralelogramma teriiletével kozelithetjiik a kor teriiletét. A paralelogramma
egyik oldala r, a masik oldala a kor keriiletének nyolcadrésze. Ha a korcikkek kozépponti szogét
csokkentjiik, akkor a paralelogramma szogei egyre jobban ,,megkdzelitik” a 90°-os szoget, igy
a paralelogramma hatarhelyzete egy téglalap. A fentiek alapjan a kor T teriiletére a kdvetkezd
becslést adhatjuk:

er.K
4

nyoleadkors AMIbSL T =r-Kegs, azaz T=r-r-mw= r2.m.
a) t=14,18cm?, i=5,67 cm;

b) t=169,65cm?, i=~2827cm;

c) t=405,57 cm?, i~ 62,40 cm;

d) =335l cm?, i=8,38 cm;

e) t=203,58 cm?, i=22,62cm.

a) a= 85,94° b) a=1299,95°% c) a=120,03°
11,18 cm?, illetve 67,36 cm?.

A hiir hossza 12,90 cm. A nagyobb korszelet teriilete 435,96 cm?.
a) T=74,99 cm?; b) T =254,47 cm?.

111,33 cm?.

351,86 cm?.

2

A kisebb korgy(irt teriilete 167 = 50,27 cm?, a nagyobbé 247 = 75,40 cm?.
A motivumokat egy 1157 = 361,28 cm? teriilet(i részen helyezték el.

a) 125 Ft-ba; b) 540 Ft-ba; c¢) 160 Ft-ba; d) 955 Ft-ba.
Lathatd, hogy a gyakorlatban a pizza dra nem egyenesen ardnyos a teriiletével.

A haromszog koré irt kor sugara kétszer akkora, mint a beirt kor sugara, ezért teriiletiik aranya 4.

(B Az aszfaltozdsra varé teriilet a kivetkezd részekbdl tevédik dssze: 8 darab téglalap alaki rész
a pavilon oldalai mentén, illetve 8 darab korcikk alaki rész a pavilon sarkaindl. Egy-egy téglalap
alaki rész szélessége 0,5 m, hosszisdga 2 m, igy a téglalap alaku részek teriiletének Gsszege:

T,=8-0,5-2=8 m>

Akorcikkek sugara 0,5 m. A szabdlyos nyolcszog egy belsd szoge 135°-os, ezért egy korcikk kozép-
ponti szoge:
360° — (135° + 90° + 90°) = 45°.

sz

Mivel 8-45°=360° ezért a pavilon nyolc sarkdndl 1évé korcikkekbdl éppen egy 0,5 m sugard kort
lehet ,,0sszedllitani”. A korcikkek teriiletosszege ennek megfelelGen:

T,=0,5% - 7=0,8 m?.

Osszesen 8,8 m? teriiletd részt kell leaszfaltozni.
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a nagyobb teriiletdé:

r<fe(57]) =

— b%?=(a+b)-(a—-b) azonossagot, a két teriilet aranya:
R+r—2r‘R+r+2r

Felhasznélva az a?

t_ 2 2 _R+3r
T 2R+R+r 2R-R-r 3R+r
2 2
a) Ez a kor a két koncentrikus kor kozépkore, amelynek sugara:
r+R
H=——.
2

A korgytrd szélességét felezd kor sugara a két hatdrol6 kor sugardnak szamtani kozepe.

b) Ha a keresett kor sugara r,, akkor:

r22-7z:—r2-7r _r
amibdl a tortek eltiintetése és egyszerdsités utan:
r22-R— r2R=r-R>—r- r22.
Az ry-t tartalmazo tagokat egy oldalra csoportositva:
r22-R+r-r22=r-R2+r2-R,

r22~(R+r)=r-R~(R+r),

rf=r-R,
ry=~r-R.
A korgyfrit r: R teriiletardnyu részekre oszt6 kor sugara a két hatarol6 kor sugardnak mértani

kozepe.

2

c) Akorgyurd teriiletét felezd kor sugarat r;-mal jelolve:

R>rm-ri{m=r{n-r’*m

2 2

amibdl egyszerdsités és rendezés utdn:

2 R2+ 72 R2+ 2
}’3 = = r3 = .
2 2

A korgyird teriiletét felez6 kor sugara a két hatarol6 kor sugardnak négyzetes kdzepe.

d) Mivel a kapott kozepek koziil a mértani a legkisebb, anndl nagyobb a szdmtani, végiil a négy-
zetes a legnagyobb, ezért:
ry <r 1 <r 3.
Megjegyzés: Akozepek kozott ezuttal egyenlGség nem fordulhat el§ a R > r feltétel miatt. A ko-
rok koziil a legkisebb a ,,bels§” korhoz van kozelebb, az a) feladatban kapott kor a hatarold
koroktdl egyenld tdvolsdgra van, mig a ¢) feladat kore a , kiils6” hatdrol6 korhoz van kozelebb.

........................ . 74



a) Az azonos szinnel jelolt részek teriiletosszegét konnyebb
kiszdmolni, ha az azonos szineket egymas mellé forgatjuk (1d.
abra). A tabla fekete része két korgyftrticikket alkot. Mindkét

rész a megfeleld korgytrd teriiletének fele, ezért a feketével
jelolt tertilet:

[312-232) .7+ (182-102) -z ]=
= 3287 ~1030,44 cm?

le

N | —

b) A zolddel megjelolt részek teriiletdsszege:
T2=(102—52)-7r+%-[(362—312)-7r+(232—182)-7t]=
=3457 =~ 1083,85 cm?

c) A pirossal megjelolt részek teriilete kozvetlentil is szamolhat6, de akér ugy is, hogy a ,,legkiilsG”
kor teriiletébdl kivonjuk a tobbi szinnel megjelolt részek teriiletét. A legnagyobb kor teriilete:

T=3627=12967 =~ 4071,50 cm?.
Mivel a kék és fekete részek teriilete megegyezik, ezért a piros teriiletrészek 0sszege:
Ty=T-2-T) - T, = 129671 — 6567 — 3457 = 2957 = 926,77 cm>.

Bence a piros részt az aldbbi valdszintiséggel taldlja el:

L} = 295 =0,2276.
T 1296

a) Jeldljiik az eredeti hungarocelltabla sarkait az A, B, C és D
pontokkal, a két kivagott kor kozéppontjat O-val és Q-val.
Az O kozéppontu kor az ACB egyenld szard derékszogl
haromszog beirt kore. A kor r sugardt az ACB hdromszog
tertiletébdl szamolhatjuk ki. Mivel a haromszog befogéi 2 m
hosszuak, ezért:

Tycp=2m’.
Ha a haromszog keriiletének felét s jeloli, akkor:
s:%:Q{.}ﬁzS’éLl m.

Az ismert teriiletképlet alapjan:

Tycp 2
=ACB - = -2 _ [2~0,59m.
" K} 242

Az egyik céltabla teriilete:

tehat a tablanak koriilbeliil

# 100 = 46%-a

veszett karba.
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Lathatd, hogy Marci a sdrga részt 5-szor akkora valészintséggel taldlja el, mint a pirosat.

G a) A virdgtart6 tetejét teljes egészében lefedd teritdk koziil
a haromszog koré irhat6 kor sugara a legkisebb. Az ABC sza-
balyos haromszog koré irhaté kor O kozéppontja egybeesik
a haromszog magassagpontjaval, valamint beirhaté korének
kozéppontjaval is. Ha a C csticsbdl indulé magassdgvonal
talppontja T, akkor az AOT derékszogl haromszog A csu-
csandl 30°-os szog van, ezért ha a koriilirt kor sugara R, akkor:

R §
AT N
c0s30°=—, 30§ B v

R=¥z20,21 cm. 5

A viragtartét lefeds legkisebb kor alaki teritd teriilete koriilbeliil 1282,82 cm?.

s oz

b) A virdgtarton elférd legnagyobb kor alapu cserép r sugara megegyezik az ABC,-be irt kor
sugardval. Az AOT derékszdgli haromszogbdl:

p
tg30° = —,
£ AT
r=£-§z10,100m.
3 2

A legnagyobb virdgeserép alapteriilete koriilbeliil 320,70 cm?.

2 2z

c) AteritS és a virdgeserép alapkore sugardnak ardnya 2.

d) A terit6 teriilete a virdgcserép alapteriiletének 4-szerese.

(I3 A korcikkbdl kivaghat6 legnagyobb kor érinti a hatdrol6 korivet,
valamint a korcikk két sugarat. Ebbdl kovetkezik, hogy a kiva-
gand6 kor Q kozéppontja illeszkedik a koreikk kdzépponti szo-
gének szogfelezGjére. Ha a korcikk sugardt R, a korét r jeloli,
tovabba a korcikk hatdrol6 korivével vald érintési pont E, az OA

sugdrral pedig F (1d. dbra), akkor az OQF derékszogl hdrom-
szogben:
r = O_Q

sin30°=—— =
0 2




TERGEOMETRIA SV
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Mivel az O, Q és E pontok egy egyenesre illeszkednek, ezért:
OQ=0E-QE=R-r,

igy:
& R-r R
r = = —
2 3
A korcikk teriilete: )
7= R -n,
6
a beirt kor teriilete:
R
t= s
9
a hulladéké pedig:
RZ-1

Thaitagek =T — 1= T

igy a hulladék a korcikknek 33,33%-a.

(B a) Az aldbbi dbrdn berajzoltuk az ABCD négyzet oldalfelezd
pontjait, valamint az igy kialakult FGHI négyzetet. A satiro-
zassal megjelolt rész teriilete jol lathatéan feleakkora, mint
az eredeti dbran megjelolt részek teriiletdsszege. Ha az ABCD
négyzet oldala a, akkor az dbran sziirkével jelolt korszeletek
teriiletosszege az ABCD négyzetbe irt kor, valamint az FGHI
négyzet teriiletének kiilonbsége, azaz:

2 2
_fay @& _ o, m-2
T_(z) T 2—a 1 4 ¥ B

Az eredeti dbra sziirkével jelolt sikidomainak teriiletosszege:

2-T=a2-ﬂ_2,
2

ami a négyzet teriiletének 57%-a.
b) Az ABCD négyzetbe irt koron kiviil esd részek teriiletdsszege:
2
leaz_(ﬂj.n:a2.4‘_”. g
2 4

A koron beliili részt dsszesen § korszeletre bonthatjuk, melyek / e
koziil az abran sziirkével jelolt 2 korszelet teriiletosszege
az IH atmérGjd, U kozéppontd félkor és az THO derékszogd
haromszog teriiletének kiilonbsége, azaz:

2
(aﬁ). aa

4) " 272 _,m-2
2 2 16

Az eredetileg sziirkével jelolt részek teriiletosszege:

4-r T-2 2
T=T1+4~T2=a2(—+4' ):%

T2:

4 16
A négyzetnek tehat pont a fele, azaz 50%-a van beszinezve.



(I8 a) Az OAQB négyszdg minden oldala 12 cm, ezért a négyszog
rombusz. A rombusz OQ étldja szintén 12 cm, AB atlgja
pedig az AOQ és BOQ szabdlyos hdromszdgek magassdgai-
nak 0sszege, azaz:

AB:2-12-§: 12J3 (=20,78 cm).

Az OAQB rombusz teriilete:

Toags = % =723 (=124,71 cm?).

b) Asziirkével megjelolt rész az OAQB rombuszra, valamint 4 darab egybevagé korszeletre bont-
haté. Egy ilyen korszelet teriilete kiszdmolhaté a 60°-os kdzépponti szoggel rendelkezd korcikk,
valamint a 12 cm oldalu szabalyos haromszog teriiletének kiilonbségeként, azaz:

122-£

r=2 T 22 =247 - 36J3 (=~ 13,04 cm?).

A sziirke rész teriilete:
T =Tpppp+4-1=T2/3 +961 — 1443 = 967 — 724/3 =~ 176,89 cm?.

CEED) A hirom kor kozéppontja altal kozrefogott ABC, oldalai a suga-
rakbdl adédnak: AB=5cm, BC=7cm, AC =6 cm (Id. abra).
Ha az érintési pontokat E, F' és G jeloli, akkor a feladat a kor-
ivek altal hatdrolt EFG sikidom teriiletét kérdezi. E sikidom

teriiletét megkapjuk, ha az ABC), teriiletébdl kivonjuk az ABC,, c
csucsai mint kozéppontok koré irt korcikkek teriiletét (az egyik

ilyen korcikk példdul az A kozépponti o kézépponti szogl, 2 cm A A
sugaru korcikk). 4

Az ABC, teriiletét Heron képletével szamolhatjuk:
Tisc=~9-4-2-3=6J6 (=14,70 cm?).
A haromszog szogeit koszinusztétellel szamithatjuk ki:

2,62 2 ‘ '
cosa = 0T L ibsl o= 78460 o
2.5.6 5 oo
A hdromszog tovabbi szogei: = 57,12° y=44,42°

A haromszog csucsai koré irt korcikkek teriilete:

2. .

Iy = 2—7ra =~2.74 cm?,
360°
2. .

g = 2B 4 49em?
360°
2. 7.

1, = Ay 6,20 cm2
360°

Ha az ABC), teriiletébdl kivonjuk a korcikkek teriiletét, a korok altal hatdrolt sikidom terii-
letére 1,27 cm? adédik.



CFH A telek teriilete 225 m?. Az dbra jeloléseit

(I o) Egy hold alaki tészta teriiletét tigy szdmolhatjuk ki, hogy

kovetve tegyiik fel, hogy Béla bicsi az 6nt6z6-
berendezést az O pontba, a telek A cstcsdhoz
rakta legkdzelebb. A meglocsolt teriilet a kdvet-
kez6 részekre bonthaté: az 1 m oldali AGOH
négyzet, a 4 m hosszi atfogéval rendelkezd
EOG és FHO egybevagd derékszogl harom-
szogek, valamint az O kozéppontd, az dbrén
a-val jelolt kozépponti szogli, 4 m sugard
korcikk.

Az AGOH négyzet teriilete 1 m?.
Az EOG hiaromszogben:

cosf3 = i, amib8l S =75,52°

Az EOG (és a vele egybevigé FHO) hirom- S
sz0g teriilete:

1-4-sinf

Troc = ~1,94 m2.

A korcikk alaki rész kdzépponti szogére:
o =360°-90°-2f=118,96°
tertilete pedig:
4.1«
360°
Béla bacsi az ontozSberendezéssel koriilbeliil
1+2-1,94 + 16,61 = 21,49 m?
teriilet( részt tud meglocsolni a kertjébdl, ami a kertnek kortilbeliil 9,6%-a.

Tiorcikk = ~16,61 m>

a 4 cm sugart kor teriiletébdl kivonjuk a két metsz$ helyzetd
kor kozos részének teriiletét. A két kor kozos része tovabb
bonthaté az ADBC rombuszra (ld. dbra), valamint négy
egybevago korszeletre; az egyik ilyen korszeletet a BC hur
vagjale az A kozéppontd, 60°-os kozépponti szoggel rendel-
kez6 korcikkbdl. A korcikk tertilete:

4% .7
Tkércikk = T = 8,38 sz.

Az ABC szabdlyos haromszog teriilete:

S

42.

: 2 _4/3~6,93cm?

Typc =

ezért a megfeleld korszelet teriilete:

— ~ 2
Tktirszelet - dercikk - YABC - 1’45 cm-.

Az ADBC rombusz teriilete kétszerese az ABC haromszog teriiletének, azaz:
Typpe = &/3 = 13,86 cm?
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A két szomszédos kor kozos részének teriilete:
= ~ 2
Tmetszet - 7;4DBC +4- derszelet =~ 19,66 cm~.

Egy hold alakd tészta teriilete:
421 —19,66 = 30,61 cm?.

b) A két kor kozos részébe irt EFGH négyzet
teriiletét kérdezi a feladat. Az dbra szimmet-
rikus az AB egyenesre, valamint az AB sza-
kasz O felezpontjdra. Mindezekbdl kovetke- H G
zik, hogy az O pont egyben a négyzet kdzép- Nt
pontja is, ezért AOG< = 135°. Haa GO sza- FX
kasz hosszat x jeloli, akkor az AOG harom- A o Y
szdgben a koszinusztétel alapjan:

AG? = AO* + GO? -2- AO-GO - cos135°, £ 7
V2

42=22+x2+2~2~x~7,

amibdl rendezés utdn:
X2+ 232 x-12=0.
Az egyenlet megolddsai:
=14 -2 és x,=-14 -2
Mivel x, negativ, ezért:
x=+14 -2 =233 cm.
Az EFGH négyzet atl6ja 2x, ezért a négyzet oldala:
a=xV2=(V14 -v2)-V2=2J7-2=329 cm.
A négyzet alaku tésztdk teriilete:
a?=32-8J7 ~10,83 cm?

A térfogat fogalma, a hasab és a henger térfogata
— megoldasok

a) A kocka lapétldja: 7,5\/5 =10,61 cm.
b) A kocka testatlgja: 7,5\/§ ~12,99 cm.

a) Akocka felszine: 1200 cm?.
b) Akocka térfogata: 20002 ~ 2828,43 cm?,

a) A kocka felszine: 100,77 cm?.
b) Akocka térfogata: 68,82 cm?.

A két kocka éle 7 cm és 12 cm.
A négyzetes oszlop térfogata: 250 cm?.

A téglatest felszine: 286 cm?.

........................ . 80



A tekercs 162 g aluminiumbdl késziilt.

Egy raklapnyi tégla tomege: 1,085 tonna.

a) A téglatest térfogata: 1080 cm?.
b) A téglatest felszine: 636 cm?.

a) Ahaséb felszine: 7243 + 720 =~ 844,71 cm?2

b) A haséb térfogata: 72043 =~ 1247,08 cm3,

a) A haséb felszine: 17283 + 6048 = 9040,98 cm?2

b) Ahasdb térfogata: 36288+/3 =~ 62852,66 cm?

a) A hasab felszine: 18/91 + 760 = 931,71 cm?2

b) A hasib térfogata: 18091 = 1717,09 cm?,

A hasdb egy éle: 5 cm.

A hasab térfogata: 3888 cm?.

A ferde hasab térfogata: 5508,32 cm?.

A forgéstest térfogata: 1257 = 392,70 cm?, a felszine: 1007 = 314,16 cm?.

a) A forgéstest térfogata: 360 = 1130,97 cm?, a felszine: 1927 = 603,19 cm?.
b) A forgistest térfogata: 3007 = 942,48 cm?, a felszine: 1707 = 534,07 cm?.

A pohérba megkozelitSleg 1,70 dl viz fér.

A korhenger térfogata: 2887 = 904,78 cm?, a felszine: 1767 = 552,92 cm?.

A korhenger térfogata lehet 10807 = 3392,92 cm? vagy 27007 = 8482,30 cm’.
A bogre térfogata megkozelitSleg 3,85 dl, igy elfér benne a kakad.

A korhenger felszine: 231,83 cm?, térfogata: 225,08 cm’.

A henger térfogata: 4257 = 1335,18 cm?.

A henger térfogata: 15367 = 4825,49 cm?.

a) Atest 8-1+ 12-3 =44 egységkockabdl all, tehat térfogata 44 térfogategység.

b) Az eredeti kocka 6 oldallapjabol 6- (52 - 32) =96 teriiletegység maradt meg, ehhez még a 12 él
mentén beliil 12-6 =72 teriiletegység adddik, tehat a test felszine 168 teriiletegység.

Az dbran lathatd a éld kocka HB testitlojanak a G csucstdl mért H
tdvolsdga GT. A BGH derékszogli haromszog teriiletét kétféle- ? G
képpen felirva: E w
a3 - GT _a- a2
2 2
/316,33 _a-aJ2 g
2 2 A
a=20. B

A kocka térfogata 8000 cm?.
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(EFE) BefektetS Béla mobiltelefonjanak térfogata:
V =abc=108,8-46,2-11,7 = 58 810,75 mm? = 58,81075 cm?.
a) Az aranyrdd tomege:
m=V-p=1135,05 gramm.

b) Az aranyrad 1135,05

= 36,49 uncia tomegd, amelynek dra:
36,49-1161-182 = 7710410 forint.

[l

c¢) A 7000 tonna arany térfogata 362,69 m3. Ha ennyi aranyat hézagmentesen elhelyeznének
a 10x20 méteres medencébe, akkor ,,csak” 1,81 m magasan allna benne az arany, tehat a teljes
mennyiség elférne az tiszémedencében.
EF3 A csomag hosszisdga legyen 3x, szélessége 2x, magassdga x:
2-3x+4-2x+6-x+20=260 = x=12.
a) A csomag oldalélei: 36 cm, 24 cm és 12 cm.
b) A becsomagoldshoz sziikséges papir teriilete:
A 2-(ab+ac+bc)
0,96 0,96 -
_2:(36-24+36-12+12-24)
- 0,96

=3300 cm? =33 dm?2

c) A téglatest testatloja:
e=a+ b2 +c? =362 +242 + 122 = 44,90 cm,

tehat nem fér el a csomagban egy 50 cm hosszu rid.

[EF® Legyen a téglatest ABCD lapjanak két éle 3x
és 4x hosszusagu. Az dbra jeloléseit haszndlva
lathatjuk, hogy a BDH, egy szabdlyos harom- G
szog fele. A haromszog hosszabbik befogéja E
az 5x hosszisagu lapatld, a révidebbik befogd
a téglatest harmadik éle, az 4tfogé pedig a tégla-
test testdtléja.

A hiromszogben ismert 6sszefiiggések alapjan c
a téglatest harmadik élének hossza: A

4x
HD=@=$=250m, B
2 2

illetve a téglatest 50 cm-es HB testatljara fennall:

50-§=5x = x=5/3.
A téglatest éleinek hossza: 153 cm, 20v/3 cm és 25 cm.
a) A téglatest felszine:
A=2-(ab+ac+bc)=2-(15/3 2043 +15J3 - 25+ 2043 - 25) =
=1800 + 17503 =~ 4831,09 cm?.

b) A téglatest térfogata:
V=a-b-c=15/3-204325=22500 cm?



(B Legyen a négyzet alapi egyenes hasdb alapéle a,

a
oldaléle m hosszisagu. < a2 4>

A sikmetszetek teriiletébdl: —
a2 -m= 60\/—
ava? + m? =65

Az egyenletrendszert megoldva: a =5, m = 12.

m
a) Ahasab felszine: A = 2a% + 4am =290 cm?. Q? <

b) Ahasidb térfogata: V=a?-m =300 cm’.

2. in28540
Az btszog teriilete: T=5- M
2 -sin72°
a) A hasab felszine: s s
A=2T +k-m=2-5-2 505 4022 21100,22 cm?
2 -sin72°
b) A haséb térfogata: ,
VT -m=5.5"50"% o) 2420 43em?
2 -sin72°

CEF) a) A szabdlyos nyolcszog alapi hasdb
alapéle: a=2-15-sin22,5%

2. o
fedGlapjanak teriilete: 7 =8- %
A bevonando feliilet:
2. qi o
T+8-am=8-%+8-2-15-sin22,5°-8z1371,150m2.

b) A szabdlyos tizszog alapt hasab
alapéle: bH=2-15-sin18%;
fedSlapjanak teriilete: 7°=10- M
A bevonando feliilet:
T°+10-bm’=10- M +10-2-15-sin18°-10 = 1588,31 cm?

1588’3; -100 —100 = 15,84

A Vera 10. sziiletésnapjara késziilt tortdn a bevonandé feliilet

szdzalékkal lesz nagyobb, mint a 8. sziiletésnapjara készitett tortan.

(EFE) Ha a hasdb alapéle a, akkor a befestendd teriilet:

1+ Asig = @ \/_+253a 6,28 m>

Rendezés utdn a megoldand6 mésodfokd egyenlet:
V3-a?+30a-25,12=0.
Az egyenlet pozitiv megolddsa 0,80. A hirdetSoszlop alapéle 80 cm.



(EEI) Mivel a hasab két oldallapja 70°31°-0s szdget zar be, és a teriiletiik ardnya 2 : 3, az alaplap olyan
hidromszog, amelyben két oldal hosszat felirhatjuk 2x és 3x alakban, a két oldal dltal bezart szog
pedig 70°31".

Mivel a hasab harmadik oldallapjénak teriilete 120 cm?, és a hasdb magassdga 20 cm, a hiromszog
harmadik oldala 6 cm hosszu.

A koszinusztételt felirva a haromszogben:
6% = (2x)* + (3x)> =2+ (2x)- (3x) - c0s 70°31" = x=2.
Az alaplap oldalélei 4 cm, 6 cm és 6 cm hossziak.

A hasab térfogata:
_4-6-5in70°31

V=T-m 5 .20 = 226,26 cm3,
A csatorna keresztmetszetének teriilete:
a+c 6+8
T=T-mtrapéz=—~3=21m2.

a) A csatorna egy 6ra alatt legfeljebb annyi vizet tud elvezetni, amennyi egy 21 m? alapteriiletd
és 1,4-3600 = 5040 m magassdgu hasab térfogata:

V=T-m=21-5040 = 105840 m?>.

b) Ha a csatorna félig van vizzel, akkor a viz egy olyan trapéz alaku keresztmetszeten folyik le,

8 .
=7 m, magassiga 1,5 m. A keresztmetszet teriilete:
7+6

amelynek alapjai 6 m és

T 1,5=9,75m>2

Igy a csatorna dltal egy 6ra alatt elvezetett vizmennyiség annyi, mint egy 9,75 m? alapteriiletd
és 0,9-3600 = 3240 m magassdgu hasab térfogata:

V=T"-m=9,75-3240 = 31590 m>.

Akocka éle a = 10 cm. A feladatban megadott sik az dbréan 14that6
kockat két a magassagu hasabra vagja ketté.

A PEHQFG hasab alaplapja a PEH derékszogl hdromszog,

amelynek befogdi a és a hosszisagiak, atfogdja pedig ﬁ
hosszisagu. 2 2
A PEH haromszog teriilete és keriilete:
TPEH:a—2 és kPEH:S—a+ﬁ.
4 2 2

» NS T NIem

A PEHQFG hasab térfogata és felszine:
3
Veenorc = Tpen - a = % =250 cm?,

2
a 3a a\/Sj 4 ++/5
A =2 -Topy +kppy-a=2-—+|—+ ca= -a*=311,80 cm?,
PEHQFG PEH T Kppp - @ 4 (2 > a 2 a
Az ABCDPQGH haséb térfogatit megkapjuk gy, hogy a kocka térfogatdbdl kivonjuk a PEHQFG
haséb térfogatat:




Az ABCDPQGH hasab alaplapja a PADH derékszogt trapéz, melynek teriilete és kertilete:

3a2 50 a5
Tpapy = > @ kpapy = St

Az ABCDPQGH haséb felszine:

3a> (sa ﬁ)_a

Apseprocr =2 Tpapn + Kpapr - a=2- v +|=

2 2
= 8+2\/§ -a®=511,80 cm?2

A paralelepipedon alaplapjanak teriilete:

T=15-30-sin42°
A paralelepipedon magassaga:
m=24-sin75°
24
8% o)

A paralelepipedon térfogata:
V=T-m=15-30-sin42°-24-sin75° =

- 3
=~ 6980,37 cm”. m

sz

Ha az dszémedencében 90 cm magasan 4ll a viz, akkor a benne 1év6 viz térfogata:
V=r2-7-m=1,8%7-0,9 m.
a) Mivel a csapbdl 6ranként 30-60 = 1800 liter = 1,8 m3 viz folyik, a medence ennyi vizzel
2.r1.
1.8°-7-0.9 _ 5,00
1,8

oOra alatt tolthetd fel.

b) A vizdijunk éves emelkedése:
6-V-542=6-1,8%7-0,9-542 = 29791 forint.

oz 2

Az a él4 épitSkocka térfogata egyenld egy olyan henger térfogatdval, amely alapkorének sugara
11 cm, magassdga | cm:

aAd=rtazm=112 11 = a=724.
Bendeguz épitSkockdja 7,24 cm éld.

A maximadlisan felfoghaté csapadék mennyisége:
Vi=T-m;=120-8-10"3=0,96 m>.
A hord¢ térfogata:
V=r2mmy=0427-12=0,60m3,
tehdt a hord6 megtelt esévizzel.
A kéd egyszeri festéséhez a kad paldstjat és alaplapjat kétszer kell lefesteni. Hairomszori festéshez
a lefestendd tertilet:
A=3-2-(r> m+2r-m-m)=3-2-(0,75%* n+ 1,57 1,5) = 53,01 m?,
ennek lefestéséhez 2,39 kg festék sziikséges.
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CEED A cs6 kiilsS atmérdje 5,4 + 0,6 = 6 cm, tehdt az elkészitéséhez sziikséges fém térfogata:

V=n-(rE—r?) -mey = n- (32 -2,72)-200 = 1074,42 cm?.
A cs6 tomege:
m=V-p=1074,42-72~7736 g = 7,74 kg.

CEE) A henger magassdga:
m = 20-sin 80°,
az alapkorének sugara:
. 20 cm
r=10-sin80°.
A henger térfogata:
V=r2-g-m=6001cm3.

CEIT) A fahaséb alaplapjdt a parhuzamos sikok hdrom részre osztjdk.
A mellékelt dbran lathat6 szinezett korszelet 77 teriiletének meg-
hatdrozasahoz el6szor ki kell szdmitanunk az o = AOBX ko6z€Ep-
ponti szoget.

Mivel az atmér6t az AB hir harmadolja, az AOB egyenl§ szdri
haromszog AB oldaldhoz tartoz6 OT magassdga 5 cm, igy:

cosg = i = o =141,06°.
2 15
A korszelet teriilete:

141,06° 15%-sin141,06°
3600 2
Az egyik levagott rész térfogata:

=151 ~ 206,26 cm?.

Vy =T myeq = 9281,7 cm?,
my=V,-p=9281,7-0,71 = 6590 g = 6,59 kg.

A masik levagott rész ezzel egybevago, tehat ugyanekkora a tomege.

tomege:

Az egész hasab térfogata:
V=152 7145 ~31808 cm?,

m=V-p=31808-0,71 ~22580 g = 22,58 kg.

A harmadik rész tomegét megkapjuk gy, hogy az egész fahasab tomegébdl kivonjuk az m; tdmeg
kétszeresét:

tomege:

my=m-2-m; =940kg.
A keletkezett részek tomege: 6,59 kg, 6,59 kg és 9,40 kg.

CEIE) A téglatest élei legyenek a, b és ¢ hosszisdgtak. A feladat feltétele szerint:

a+b+c=18, valamint e=+/a?+ b2+ 2 =110.

Mivel
(@+b+c)=a%+b%*+c%+2-(ab + ac + be),
az eléz6eket felhasznélva:
182=110+ 2 (ab + ac + bc).
A téglatest felszine:
A=2-(ab+ac+ bc) =214 cm?.



(BIA A téglatest éleinek hossza legyen a, b és c. Az e hosszisdgi
testatlénak az élekkel bezart szoge legyen o, S és v.

A szogek koszinuszai:

a b c
cosa=—, cosfB=—, cosy=-—.
e e e

Mivel e =+/a? + b? + ¢2, a koszinuszok négyzetosszege:
a’> b> c?
cos? o +cos? B +cos?y = —+— +—
e- e~ e
a) Az el6zbek alapjan:
c0s223° + c0s?72° + cos?y=1 = y=76,17°
A testatlonak a harmadik éllel bezdrt szoge 76,17°.
b) A téglatest éleinek hossza:
a=280-c0s23° b=80-cos72° és c¢=80-cos76,17°
A téglatest térfogata:
V =803-c0s23° cos72°- cos 76,17° = 34 813,88 cm?.

CE¥8) o) A romboédert hat egybevdgd rombusz haté-

rolja. Egy rombusz teriilete: ] &
T ombus, = 182 - $in60° = 1624/3, F
tehdt a romboéder felszine:
A=6-Tpus = 616243 =9723 =
~C

=1683,55 cm>
18

b) Az abran lathat6 ABCDEFGH romboéder tengelyesen szimmetrikus az ACGE testatlé sikjara,

ezért az E csticsbdl az ABCD alaplapra bocsdtott merSleges T talppontja rajta van
az AC lapatlon. Az E csicsbdl az AD oldalélre bocsatott merdleges talppontja legyen K.
A hiarom meréleges egyenes tétele alapjan KT egyenese is merdleges az AD oldal egyenesére.
Az AKE derékszogl haromszogben:

AK =18 cos60°,

EK =18 -5in60° = 9/3.
Mivel ABCD rombusz, és T pont rajta van az AC lapatlon, ezért a KAT< =30° Az ATK derék-
szogl haromszdgben:

KT = AK -tg30° =18 - cos60° - tg30° = 3/3.

A romboéder ET magassaganak hosszat a KTE derékszogl haromszogbdl Pitagorasz tételével
szamolhatjuk:

m=ET =NJEK> — KT? = \|(%/3)* = (3J3)" = v216 = 6J6.

A romboéder térfogata:
V=T,

ombusz

-m=1623 - 6J6 =2916V2 ~ 4123,85 cm3,



(B A téglatest EC testatlojat tartalmazza az AB éllel parhuzamos H

EFCD sik. Az EC és AB Kkitér§ egyenesek tdvolsdganak meg- p G
hatdrozdsdhoz elég kiszdmitani az EFCD sik és az AB egyene- ' <

sének d tavolsagat. ’

Az ADHE sik merSleges az EFCD sikra, igy a d tavolsag a tégla- > ©
test A csucsdnak ED lapatl6to]l mért tdvolsaga. A

Legyen AE =3x, AD = 4x és AB = 5x hosszusagd. Az ED lap-

atlo a Pitagorasz-tétel alapjan Sx hosszusdgu. Az ADE derékszogl haromszog teriiletét kétféle-

képpen szamolva:
3x-4x  5x-d N 12

d=—x.
2 2 5
A feladat feltétele szerint d = 2,4 m, igy x = 1.

A téglatest élei 3 m, 4 m és 5 m hossziak, igy a téglatest térfogata:
V =abc =60 m>.
Az 4bran lathat6 kocka éle legyen a hosszisédgu. Pitagorasz

7 2z

tétele alapjan az F és D csticsoktdl a feladatban szerepld élek
felez6pontjanak mindegyike # tavolsagra van, tehat az FD

szakasz felez&merGleges sikja mind a hat pontot tartalmazza.
A felez6pontok sikbeli hatszoget hatdroznak meg.

A hat felez6pontot rendre 0sszekotd szakaszok mindegyikének
hossza feleakkora, mint a kocka egy lapatldja, tehat a hatszog
mindegyik oldala egyenl$ hosszu.

Ezen hatszog koré kor irhatd, mivel a kocka éleinek felezGpontjai a kocka kdzéppontjatdl feleolyan
tdvol vannak, mint a kocka egy lapatl6janak hossza.

Az a sikbeli hatszog, amely koré kor irhatd és oldalai egyenl$ hossziak, szabdlyos hatszog. Ezzel
az allitasunkat bebizonyitottuk.

Képzeletben vigjuk a nagy a éld kockét 8

egybevago kis kockdra. A 4345. feladat alapjan

tudjuk, hogy az 4j test lapjai minden ilyen kis
kockét szabdlyos hatszogben metszenek.

a) Akis kockat metszé sik a kis kockét két egy-
bevagd testre vagja szét, mivel a l1étrejott
egyik test a masiknak a kis kocka kozép-
pontjdra vonatkozé tiikdrképe. Ebbdl kovet-
kezik, hogy a két rész térfogata is egyenld.

Minden kis kocka térfogatdnak fele tartozik
az Uj testhez, tehdt a test térfogata:

3 3
V=a—=£=864cm3.
2 2

b) Az \j testet hatdrolé négyzetek atldi feleolyan hossziiak, mint a nagy kocka éle, tehit teriilete:

2
a
Ll

négyzet — T = E =18 cm?



Az j testet hatdrol6 nyolc szabdlyos hatszog oldaléle a nagy kocka lapétl6janak negyede, tehat

teriilete:
av?2 :
(4 )'ﬁ_&/@cﬂ

Thatszég =06- 4 16
A test felszine:
A=6-Tosayser + 8 Thaissog =018 +8-2743 =

=108 + 2163 ~ 482,12 cm?2.

Legyen a haséb alaplapja a oldald szabélyos
haromszog.

Ha a haromszogbdl szabalyos tizenkétszoget
akarunk késziteni, beirhat6 korének sugara leg-
feljebb akkora lehet, mint a szabélyos harom-
szdgbe irhaté kor sugara.

Mivel a szabdlyos hdromszog 120°-ra nézve,
a szabdlyos tizenkétszog pedig 30°-ra nézve
forgdsszimmetrikus, ezért a haromszogbdl ki
lehet vagni egy olyan szabdlyos tizenkétszoget,
amelynek beirhat6 kore egyben a haromszog
beirhat6 kore is.

Ennek a kdrnek a sugara a szabalyos haromszog
magassdganak harmada:

Lol a3_af3
3 2 6

a) A szabdlyos tizenkétszog b oldaléle egy olyan egyenld$ szdrd hiaromszog alapja, amelynek
szarszoge 30° az alaphoz tartoz6 magassiga pedig r.

Ebbdl kovetkezben:
b=2r-tgl5°= ? -tg15° = 0,15 m.
A hasab alapéle 0,15 m.

b) Az elszéllitand6 hulladék térfogata a hdromszog alapu és tizenkétszog alapu hasab térfogatdnak
a kiilonbsége:

a?-J3 b-r
V:Théromszég'm_nizenkétszég'mzm'( 1 _12.7 =
a3 15 a3
az,\/g ?’tg 'T
=m:- -12- —
4 2

12
- 1’54 L (V3 4-1g157) = 0.2476 m? = 247.6 dm’

A hulladék tomege:
Myyiiadek = V- p = 247,6- 2,85 = 705,66 kg.



EIE) A téglatest élei legyenek a, b és ¢ hosszusaguak.

[rjuk fel a szamtani és mértani kozép kozti osszefiiggést az ab, ac és be pozitiv kifejezésekre:

WZ 3ab -ac - be,

2-(ab+ac+bc)=6-Ja?- b2,
A26-3V2
Egy téglatest felszine mindig nagyobb vagy egyenld, mint a térfogata négyzetébdl vont kobgyok

hatszorosa.

Mivel ekvivalens 4talakitdsokat végeztiink, egyenldség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha az ab,
ac és bc kifejezések szamtani és mértani kozépe egyenld.

Ismert, hogy ez csak akkor teljesiil, ha:
ab=ac=bc & a=b=c.

A 125 cm? térfogatd téglatestek koziil az 5 cm éld kocka felszine a legkisebb.

A henger alapkorének sugara legyen r, magassiaga m.

A henger felszine:
A=2r -1 -(r+m),

A henger térfogata:
V=r2m-m.

A térfogat kifejezésébe helyettesitsiik be m-et, igy a térfogatot r fliggvényeként frjuk fel:

V(r):rz-ﬂ"(i_ )=r.é_r3,m reR*%
2r-m 2

Ennek a fliggvénynek ott lehet maximuma, ahol az els§ derivéltja O:

A
Virn==-3r2-1.
(r) 2 r

Pozitiv r-eket tekintve, ennek a fiiggvénynek r = ,6i helyen van zérushelye.
b1

Az els6 derivilt elGjele, ha 0 < r< /i, akkor pozitiv, ha fi < r, akkor negativ, tehat r = /i
6r 6r 6r

esetén V(r) fiiggvénynek maximuma van.

Az egyenl§ felszini egyenes korhengerek koziil annak a térfogata maximalis, amely alapkorének

sugara:
/A
r=,—,
6r
A A fA fA
m= —r= - — =2, —.
2r-m A 6r 6r
2. |—-m
6r

A henger térfogata tehat akkor a legnagyobb, ha alapkorének atmérdje és magassaga egyenld hossza.

magassaga:

........................ . 90



A gula és a kup térfogata

A tdblazat hidnyz6 adatai:

Alaplap Alapeél Oldalel Testmagassag Felszin Térfogat
négyzet 10 cm 534 cm 22 cm 100 + 20+/509 =~ 551,22 cm? @ ~ 733,33 cm?
négyzet 2dm 26 cm 2119 cm 1360 cm? 800‘3/11_9 ~2908,99 cm?
négyzet 10410 ~ 31,62 cm 30.cm 20 cm 1000 + 200~/65 ~ 2612,45 cm? 20300 ~ 6666,67 cm®
négyzet 20 cm 2./491 ~ 44,32 cm 42 cm 400 + 80~/466 ~ 2126,96 cm? 5600 cm?
f}ﬁgﬁgggg 12.dm 847 ~2117cm 20 cm 3643 + 36103 ~427,71cm2 24043 = 415,69 cm®
f}é‘}‘grﬂgggg 18cm 15 cm 3/13=10,82cm 324+ 8143 ~ 464,30 cm? 814/39 ~ 505,84 cm?
fé?:’z"l(')éos 12cm 434 ~2332cm 20 cm 2163 + 72127 = 118552cm? 144043 = 2494,15 cm®
fé?:’zac')éos 24 ¢m 30 cm 18 cm 8643 + 432421~ 3476,16cm?2 518443 ~ 8978,95 o

a) A Kheopsz-piramis térfogata:
14 :T'Tm ~2655317 m? = 2,66 km?>.

b) A Kheopsz-piramis alaplapjanak és az oldallapjanak a hajlasszoge megkozelitSleg 52°.

a) A gila felszine:

A= Ty + Apge =100 (V2 + 1) = 241,42 cm?

paldst

b) A giila térfogata:
g g Tom 500

3

1% ~166,67 cm3,

a) A gtla alapéle: 18 cm.

b) A gula felszine:
A= Ty + Apuigey =324 +10813 ~ 713,40 cm?.

A tablazat hidnyz6 adatai:

Alapkor sugara Kap magassaga Alkoto hossza Felszin Térfogat
6 cm 10 cm 2434 ~ 11,66 cm 127-(3+/34) ~ 332,92 cm? 1207 ~ 377,00 cm®
105 = 22,36 cm 20 cm 30 cm 1007-(5+ 3v5) ~ 3678,24 cm? 10200 m ~1047198 cm3
7cm 5411 = 16,58 cm 18cm 1757 = 549,78 cm2 257VT_ gt 9 o
10 cm 2dm 10v5~2236cm  100z-(1++/5) ~1016,64 cm2 @n ~2094,40 cm3
8cm 6.cm 10 cm 1447 ~ 452,39 cm? 1287 ~ 402,12 cm3



a) Az egyenes korkup felszine: A = 163,30 cm?.

b) Az egyenes korkup térfogata: V= 138,73 cm?.
A koktélospohdrba megkozelitSleg 6 dl ital tolthetd.

a) A forgistest felszine: A = 3007 = 942,48 cm?, térfogata: V = 2407 = 753,98 cm?.
b) Aforgastest felszine: A =90n = 282,74 cm?2, térfogata: V=1007 = 314,16 cmd,

a) A forgaskup alapkorének sugara: r = ? = 3,33 cm.

b) A forgaskip nyilasszoge: ¢ = 49,25°.

c) Aforgaskip térfogata: V = 2008¥” ~ 84,62 cm’.

d) A forgaskup felszine: A= %TE ~118,68 cm2

125J15
kN3

A forgaskup kiteritett paldstjanak kézépponti szoge 216°.

=91,05 cm?.

A forgéskup térfogata: V =

a) Az egyenes korkup felszine: A = 802,46 cm?.
b) Az egyenes korkip térfogata: V = 1487,44 cm?,

Tekintsiik a mellékelt dbrét. A Pitagorasz-tétel megforditdsa alapjan
az ACE, egy olyan egyenl§ szaru derékszogii haromszog, amely-
nek befogdi 18 cm hossziak. A gila testmagassaga az alaplap
AC 4tléjanak a fele:

oot BT

a) A gula felszine az alaplap és négy 18 cm oldald szabdlyos
haromszog teriiletének az osszege:

2,
A=T+Apalést=182+4~M

=182 (1+/3) = 885,18 cm2.
b) A giila térfogata:

Vv

. 2.9.
=T m=18 9 \/§=972\/§

3 ~1374,62 cm?3,

Tekintsiik a mellékelt abrat. Legyen a gula alapéle a hosszu-
sdgui. Az EFG, afeladat szovege szerint szabalyos hdromszog,
igy a gila testmagassdga a szabalyos hdromszog magassaga:

m= %, illetve az oldallapok magassdga a szabdlyos harom- b

szdg a oldala: m, = a.

A gula térfogatabol adéddan: c
2 a\/§ A 4] a

T-m “ry F

= = 1478=—=

o

V=



a) A gila magasséga:
a3
m=T=4\/§z6,930m.

b) A gila b oldaléle az AFE derékszogl haromszogbdl szamithato:

2
b=AF2 +EF? = @ +a? =42+ 82 = J30 = 45 ~ 8,94 cm.

c) A gila felszine:

a-m 82
A=T+Apalést=a2+4-T°=82+4-7=1920m2.

(Ef) Haa giila alaplapjanak teriilete 7, akkor egy oldallap teriilete 3 T. i
Igy a gula felszine: 4

A=T+3%T = 202,65=§T = T =62,35cm?2

A gula alaplapja a oldald szabélyos haromszog, ezért:

a*-\3 a*-\3
4 4

T = = a=12cm.

= 6235=

. a
A gula m testmagassdagdnak meghatdrozasiahoz szamitsuk ki B

az oldallap m_ magassdgat az oldallap teriiletébdl:
amy_3p o =770,
4

3
Toldallap = Z T, azaz

Az 4bra jeloléseit hasznélva a gila testmagassdganak S talppontja az ABC szabdlyos haromszog
sulypontja.

A stlypont a hdromszdg AF stlyvonaldnak a csucstdl tdvolabbi harmadolépontja. Az SFD derék-
sz0gl haromszdgben a Pitagorasz-tétel alapjan a gila m testmagassdga szamithato:

2
m=~DF? - SF? = \/7,792 - (# - %) ~ 6,98 cm.

Igy a giila térfogata:
_T-m _62,35-6,98

=145,07 cm3.
3

Vv

(B Az ABC alaplap egyenl szari derékszog(i harom-
szog, dtfogéja: AB = 10/2, az atfogéhoz tartozé
magassiga pedig az atfogé fele: CF = 5/2.

Mivel az ABC alaplap és az ABD oldallap bezart
szoge 45° az FCD haromszog is egyenl$ szart
derékszogl haromszog. A

A gtla testmagassaga: ‘
m=CF =5J2.

B

Az ABD oldallap magassdga:
my = DF = CF -2 =10. A



(4366

A gula térfogata:

y=im__2 ; ~117,85 cm3.

A gula felszine:

10-5V2 10¥2-10 _
2

A=Typc+2 Tyep + Typp =50 +2-
=50-(1+2J2)=191,42 cm?

A befedendg feliilet egy olyan szabdlyos 6toldali gtila paldstjdanak K
a teriilete, amelynek az alapéle 2 m.

Haszndljuk az abra jeloléseit. A gila magassdganak talppontja
a szabdlyos 0tszog koriilirhaté korének T kozéppontja. Az ABT

z. 2z

egyenld szard haromszog alapja AB = 2, a T-nél 1év{ szarszoge

360 =72° Ahdromszog TF magassdga: TF = !

tg36° %
F
A TFK derékszogli haromszogben ismert TF befogo, illetve
az F cstcsnadl 1év6 szog: A

TF 1

" cos48 tg36° - cos48°

A paldst teriilete: 1

2. -
tg36°-cos48° 5

2 tg36° - cos48°
10,2810

=~10,28 m2

Tpalést =5-Typg=5-

A tetd befedéséhez (a veszteséget is figyelembe véve) =115 cserepet kell vasarolnunk.

Tekintsiik az dbra jeloléseit. Legyen AB =20 cm E
és BC =12 cm, felez6pontjaik rendre F és G,
valamint a testmagassag talppontja 7.
A gila magassdga a térfogatbdl szamithato:
3V _3-1200 _
T 12-20
Mivel a gula csicsdbdl az alaplapra bocsétott
merdleges talppontja a téglalap atléinak metszés-
pontja, a gila minden oldaléle egyenl§ hosszu, vagyis az oldallap haromszogek egyenld szardak.

15cm

A F B

a) Afelszin kiszamitdsdhoz meg kell hatdroznunk az ABE illetve a BCE oldallapok magassagait.
Az EFT derékszogl haromszogbdl:

EF =JET? + FT? =152 + 62 =3J29.
Az EGT derékszogi haromszogbdl:
EG =+ET? + GT? =152 + 102 = 5J/13.

20'23“29 +2- 12';‘@ ~ 779,44 cm?,

A gula felszine:




b) Az oldalélnek az alaplappal bezart o szogét a TBE derékszogli haromszogbdl szamitjuk.
A TB szakasz az ABCD téglalap atl6janak a fele:

TB = % 202 + 122 =234,

Az o sz0g meghatdrozasa:
m 15

tgor = —=——+
84 T8 2
A gula oldaléleinek az alaplappal bezart szoge 52,14

= o=5214°

a) A feladatban leirt ,,csillagtest” felszine hat

E
20 cm alapéld, 30 cm magas szabdlyos négy- /
oldalu gula palédstjanak felszine.
Az dbra alapjan a fent leirt gila egy egyenld
szaru oldallapjdnak alapja 20 cm. A gila .
magassaga Pitagorasz-tétellel az FTE derék-
szogl haromszogbdl szamithato: (-

$ F
B

my = J(ET)?+ (FT)? = 10J/10.

A gila egy oldallapjnak teriilete:

W:mo\/ﬁ

Théromszég =
A ,csillagtest” felszine:
A=24 T gomsuse = 24 - 100510 = 7589,47 cm?

b) A ,csillagtest” térfogata:

202%-30
V:Vkocka+6'vg ’

=203+6 =32000 cm?3.

dla

CEIT) Legyen a kocka €le a, a =30 cm.

a) A keletkezett test felszine 6 nyolcszogbdl és 8 hdromszog-
bal all.

A nyolcszog teriiletét megkapjuk tigy, hogy az a oldalui négyzet
teriiletébdl kivonjuk négy % befogdju egyenld szard derék-

sz0gl hdromszog teriiletét:

2
(aj
3)  7a* 7-900
Tn)’Olcsz(jg =a’-4. T = ? =——— =700 cm?2

A hatérolé haromszogek mindegyike # oldald szabdlyos haromszog:

2

(aﬁ e
3 a* N3 9003

Théromsztig = 4 = 18 = 18

=503 cm?2

A test felszine:
A=6- Tnyolcszﬁg +8- Théromszﬁg =6-700 +8-503 = 4892,82 cm?
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b) A test térfogatanak meghatdrozasiahoz az a él{ kocka térfogatdbdl ki kell vonni a cstcsoknal

1év6 nyolc tetraéder térfogatat.
2 £ . . fox s a Loz P
A tetraéderek térfogatdnak meghatarozasahoz tekintsiik alapnak az 3 befogdju egyenld szard

Lo 2% o’ T £ .. 4 Lo a
derékszogl haromszoget. A tetraéder magassdga —, térfogata:

5 3

a

S

T-m_ 5 3_ad
Vietragder = T = 3 = 16_2 (z 166,67 cm3).
A test térfogata: s \
a Tla
V= vkocka -8 vtetraéder = a3 — 0 16_2 = —1 =25 666,67 cm3.

A gula alaplapjaval parhuzamos sik a gildbol az alaplaphoz hasonl6 stkidomot metsz ki. A hasonldsag

4372

15-8 7
15 15
Mivel hasonl6 sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsdg ardnyanak négyzetével egyenld, az alap-

lap T teriiletére fennall:
100 (7Y 22500
— == = T===""
T 15 49

ardnya

A gula térfogata:
22500 15
y=Tom_ 49— 12500 595 95 ems
3 3 49
A kup alakd tolcsér alkotdja 30 cm, az alapkorének r sugarara fenndll:
2-r-n:2-30-n-£, innen r:E:IOcm.
360° 3

a) A kip magassaga:
m=~302 —102 = 20v2 =~ 28,28 cm.
b) A kup térfogata:
r2og-m (102 -7-2042 20002
3 3 -
A tolcsérbe megkozelitSleg 2,96 liter pattogatott kukorica fér.

V= T =2961,92 cm?,

Ha a séderkup alapkorének sugara r, akkor a magassagét a fél
nyildsszog segitségével felirhatjuk r fiiggvényében:
r
m= .
tg50°
A kup térfogatdra felirhatjuk:
2. . 3. . °
y=l_rm = r:3/ﬂz1,32.
3 3-tg50° V4

Ebbdl az alapkor atmérdje: d = 2,64 m.

96



a) Mivel az alapkor dtmérdje tobb mint 2 méter, a séder nem fér el a kikészitett folidn.

|[6-1250°
" VY T 11lm.

b) A séderkip magassdga:

m= =
g50° tg50°

LEJE) Az dbra szerint az ABC,-ben legyen AB =30 cm, AC =42 cm,
és a két oldal 4ltal bezart szog 100°.

Mivel a hdromszog tompaszogl és a leghosszabb oldala koriil
forgatjuk meg, a keletkezett forgastest két kipbol all. A kipok 30
alaplapja kozos, valamint az alaplapok sugara a haromszog
leghosszabb oldaldhoz tartozé magassaga.

A hdromszog harmadik a = m; + m, oldaldnak hosszét koszinusz-
tétellel szamithatjuk: 4

a’>=30%+422-2-30-42-¢c0s100° = a=55,69.
A haromszog teriiletét rjuk fel kétféleképpen:
a-m, b-c-siny
2 2

Ebbdl kapjuk, hogy:
P gy . _r_b-c-siny_42'30'Sin100°

“ a 55,69
A kup alaplapjanak sugara 22,28 cm.

=22,28.

a) Aforgastest felszine a keletkezett két forgdskip palastjabol 4ll:
A=r-mw-ay+r-mw-a,=r-n-(a;+a,) =
=22.287- (30 + 42) = 5039,62 cm?.
b) A forgastest térfogata a keletkezett két forgaskup térfogatdnak az 6sszege. Vegyiik figyelembe,

hogy a magassdgok dsszege a megforgatott haromszog a oldaldnak hossza:

r2emem rrmemy, r’eom r’er

3 3 3

a) Ha a hurtrapézt a hosszabbik alapja koriil
forgatjuk meg, a forgdstest egy hengerbdl
és két egybevago kipbol 4ll. i
A kiip alkotéjdnak hossza: 18l=r

a=+152+152 =152 cm. ‘ ‘ ——————————— —
! Mhenger ]
A forgéstest térfogata: ’
V= Vhenger +2: Vklip = ‘

r2 /A mkﬁp -
3
=152 7-40 = 28274,33 cm’.

A forgéstest felszine:

V=

-a=28949,18 cm?,

30

— 42
=r 'E'mhenger+2~

A= Ahengerpalést +2- Akﬁppalést =2r-m- Mpenger T 2rem-a=

=27 70 (Mpgnger + @) = 2157+ (30 +15/2) = 4826,73 cm?



b) Ha a hurtrapézt a révidebbik alapja koriil

forgatjuk meg, a forgdstest egy olyan henger 80
lesz, amelybdl , kivagtuk™ a két kipot. Mhenger

A forgéstest térfogata:
V= Vhenger -2 Vklip =

2
r= -7 my,,

=r2. 7. _o. 7 Tkip _

=77 T Mpenoer 2 =

=152 7-50 = 35342,92 cm?>.
A forgéstest felszine:
A= Ahengerpalést +2- Aklippalést =2r-z- Mpyenger T 2re-m-a=

=27 70 (Mpenger + @) =215 -7+ (60 +15V2) =~ 7654,16 cm™

Ha a korkup nyildsszoge ¢, akkor a tengelymetszet teriilete:

a®-sing
Ttengelymetszet = T >
2. g
556=259  hibsl @~ 44e,
2 a=4

Az alkotd, a testmagassag és a sugdr alkotta derékszog(i harom-

szogben:

r=4-sin22°=1,50 és m=4-cos22°=3,71.
A kup térfogata:

2.
v="2 g 74 dmd
3
EJ() A feladatban szerepld két kuip hasonlé egymdshoz, mivel nyildsszogeik egyenlSk. A hasonldsdag

. 12 .
ardnya a sugaraik ardnya: 20 = % Térfogataik ardnya a hasonlésag ardnydnak a kobe.

A megmaradt rész térfogata a két kip térfogatanak a kiilonbsége:

3 2. .
Vevi—v,=v, () vioy [ 272207740 98 125447
5 125 3 125

~13136,05 cm?.

a) Tekintsiik a kip leghosszabb és legrovidebb alkot6jét tartalmazo sikmetszetét. Ez a sikmetszet
egy haromszog, melynek oldalai 40 cm, 32 cm és 20 cm hossziak. A 20 cm hosszisagu oldal-
hoz tartoz6 magassag a kup testmagassaga. Ennek meghatarozasahoz irjuk fel a haromszdgben
a koszinusztételt:

40% =322 +20>-2-32-20-cosc, ebbsl coso=0,1375 = «a=82,1°
Felhaszndlva, hogy m = 32 sin «, kapjuk, hogy m = 31,70.
A kup magassdga megkozelitSleg 31,70 cm.
Megjegyzés: m értékét kozvetleniil meghatdrozhattuk volna a Heron-képlet alkalmazasaval.
b) A kip térfogata:

2 2.
remem 10773170 3319 62 em?,




a) Tekintsiik a mellékelt dbrat. A gila AC és AB élének felezs- D
pontja legyen E és F.
Az E és F pontokon athaladd, az AD éllel parhuzamos sik H
az ACD és ABD sikokat az AD éllel parhuzamos egyenesben 616

metszi, igy az EH és FG szakaszok az ACD és ABD oldal-

lapok kozépvonalai. ¢

A kozépvonal tulajdonsiga miatt EH = FG = 3./6, valamint A < 18

a H és G pontok a DC és DB élek felezGpontjai. Hasonléan F g

HG és EF a BCD, és BCA, kozépvonalai, ezért HG = EF = 9. B

Tehdt az EFGH négyszog szemben 1évS oldalai egyenl$ hosszdak, vagyis a négyszog parale-
logramma.

Vizsgaljuk meg a paralelogramma EG és HF atldjanak hosszat.
Az FCH és EBG haromszoget vizsgalva:
1. EB = FC, mivel a szabdlyos hdromszog silyvonalai;
2. HC = GB, mivel mindkett§ egy-egy (egyenld hosszusagu) oldalél fele;
3. HCF< = EBG¥, mivel ezek a teraéder egyenld hosszisagu oldaléleinek az alaplappal bezart
szogei.
Ez alapjan FCH, és EBG, egybevago, tehat HF = EG, vagyis az EFGH paralelogramma
téglalap.
A téglalap alaku sikmetszet teriilete:
T=a-b=3J6-9=27/6 = 66,14 cm>.

b) Az ABCD tetraéder ABC alaplapjdnak terii-

D
lete: )
r=13 4\5:81\5. H
|

Az alaplaphoz tartoz6 DT magassaga az ab- c c
ran lathaté ATD derékszdgl hdromszogbdl
hatdrozhat6 meg. A hiromszog dtfogdja A A ‘F

B B

a tetraéder éle: AD = 616, az AT befogéja
az ABC szabélyos hdromszog magassaganak
a kétharmada:

AT 1832 6v/3.
2 3
A Pitagorasz-tétel alapjan:
m=(6v6) —(643) =63
Az ABCD tetraéder térfogata:
V= Tém = 81\53. 6J3 =486 cm?,

Tekintsiik az EFGH sik éltal a tetraéderbdl lemetszett AFEDGH testet. Ezt a gila ABC alap-
lapjanak sikjaval parhuzamos HGI sik egy ferde hasdbra és egy gulara osztja.

Az IGHD gila hasonl6 az eredeti ABCD guildhoz, a hasonldsag ardnya 1:2. Hasonl6 testek
térfogatanak ardnya a hasonldsag ardnyéanak a kobe:

1
Vicrp = gV-



Az MBD és az NBD sikok merdlegesek egy-

Az AFEIGH test egy ferde hasdb, amelynek az AFE alaplapja az eredeti giula ABC alap-
lapjdhoz hasonld, a hasonl6sag ardnya 1:2. Hasonl6 sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsag
ardnyédnak a négyzete: 1

Tyre = 4 .

A hasidb magassiga a gila magassdgédnak fele, igy a hasab térfogata:
1, m 3T-m 3
V, =T - —=—-—==V.
AFEIGH = 41 "5 =9 ™3 3

Az EFGH sik altal a tetraéderbdl lemetszett AFEHGD test térfogata:

L3y ty b use=243em’
g '8 2 2

Az EFGH sik az ABCD tetraédert két egyenld, 243 cm? térfogatd részre osztja.

madsra, mert a téglalap sikjaval bezart szogiik
30° illetve 60°.

A tetraéder térfogatdnak kiszdmitdsahoz elég
meghatdrozni az MBD, teriiletét és kiszadmi-
tani a tetraéder ezen lapjdhoz tartozo magassag
hosszat.

Az MBD, mer6leges vetiilete az ABD,,, és a két
haromszog sikja éltal bezart szog 30° ezért:

12-16
byap = —AED_ = 2 — 643,
MBD ™ 0s30° ﬁ

2

Az MNBD tetraéder N csicsdbdl indulé magassaga az MBD és az NBD sikok mer&legessége
alapjan a mellékelt dbra szerint az NQ szakasz. Mivel az NBD sik a téglalap sikjaval 60° szoget
zar be, NOC< = 60°.
Az NQ szakasz hosszat az NCQ fél szabdlyos haromszog alapjdn szamolhatjuk:

NQO=2-0C.

Az ABCD téglalap BD 4tl6janak hossza a Pitagorasz-tétel alapjan:
BD =+/162 + 122 =20.

A QC szakasz a BDC derékszogi haromszog atfogdjdhoz tartozd magassaga, amelyet kiszamit-
hatunk dgy, hogy felirjuk a haromszog teriiletét kétféleképpen:

12:16 _20-0C _ ch?.

2 2

Tehat:

NQ=2-QC=%.

A tetraéder térfogata:

96

~ 709,45 cm3,
3 3

Viunep =



a) Ahhoz, hogy a padlds térfogatdt meghata-
rozzuk, vegyiik az E és F pontokon dthaladd,
az alaplapra merdleges sikokat. Ezek a sikok
a padlas térfogatit egy hdromszog alapui
hasdbra, valamint két téglalap alakd gulara
bontjak.

Mivel a tet6 minden oldalrél 60°-os szoget
zar be a vizszintessel, a hasdb haromszog alap-
lapja egy 10 m oldald szabdlyos haromszog,
magassaga pedig:

m;=20-2-5=10m.

A haséb térfogata:

1023
4

10 =2504/3 m3

Vhasab =1 - my =

A két téglalap alakd guilat dsszetolva egy 10 m alapéld szabalyos négyoldald guldt kapunk.
A gula oldallapjai az alaplappal 60°-os szoget zarnak be, tehat a gila magassaga a 10 m oldald
szabdlyos hdromszog magassaga:

nmy

:%:i@m

A guila térfogata tehat:
T-m, 10%>-5/3 5003
Vgljla = = = m-.
3 3 3
A padlas térfogata légkobméterben:

Vg = 2505 03125015

V' =Vhasap + g

~ 721,69 m’.

b) A tetd felszinét alkoto lapok sikjai 60°-os szoget zarnak be a vizszintessel, és ezeknek a viz-
szintesre es6 merdleges vetiiletei a 10 m és 20 m oldald téglalapot adjdk.

Igy a sikidomok merdleges vetiiletének teriiletére vonatkozé dsszefiiggés alapjdn a tetd felszine:

_ Tapep _ 200 _ 400 m2
cos60°

1
2

A tet$ befedéséhez a 18% hulladék miatt % ~ 488 m? cserepet kell vds4rolnunk.

s

c) Akipceseréppel 4-AE + EF hosszusdgot kell lefedniink. Az AE él hossza az ATE derékszog(

hdromsz6gbdl szdmithato:
AE =52+ 102 =5/5.
A lefedendd hosszusag:
4-AE+EF =10+4-5/5=10+20J/5 m.
Mivel a sziikséges kipcserepek szdma:
(10 +20V5)-5-1,2 = 328,33,

ezért 329 darab cserepet kell megvasarolni.



CEID) Legyen a giila alaki ajandéktargy térfogata V. Ha az alaplapjara allitott giildban fele magassag-
ban 4ll a folyadék, akkor ezt ugy is felfoghatjuk, hogy a gulét elmetszettiik egy, az alaplapjaval
parhuzamos sikkal a magassdganak felénél. Mivel a lemetszett rész az eredetihez hasonlé gulat ad,
és a hasonldsdg ardnya 1:2, a lemetszett gila térfogata ugy ardnylik az eredeti gila térfogatahoz,

mint a hasonldsdg ardnyanak a kobe. A lemetszett rész térfogata tehat éV, a folyadék térfogata
7
edig —V.
pedig 3
Ha megforditjuk a gilat, akkor tekinthetjiik igy, hogy ismét elmetszettiik az alaplap sikjaval parhu-
zamosan, de most a lemetszett rész térfogata a %V. Innen a hasonlésdg ardnya: i/g A guldban

ekkor £ -10 = 9,56 cm magasan 4ll a folyadék.

Ismert, hogy a tetraéder silyvonalai negyedelve metszik egymast. Ez azt jelenti, hogy barmely
csdcsot a szemben 1év6 lap stlypontjaval 6sszekotve, ennek a szakasznak a lap sdlypontjdhoz
kozelebbi negyedelSpontja a tetraéder S silypontja.

A tetraéder cstcsai és a lapok stilypontjai a tetraéder S silypontjira vonatkozé A = -3 aranyu
térbeli kicsinyitéssel feleltethetSk meg egymasnak. Tehdt az eredeti tetraéder €s a lapjainak suly-
pontjai dltal meghatdrozott tetraéder hasonlé egymdshoz, és a hasonldsdg aranya 3

Ismert, hogy hasonlé sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsag ardnyanak a négyzete, a hasonld
testek térfogatdnak ardnya pedig a hasonlésdg ardnyanak kobe.

Igy a tetraéder lapjainak sdlypontjai dltal meghatdrozott tetraéder felszine az eredeti tetraéder
3

felszinének (5) = §—szerese, térfogata pedig az eredeti tetraéder térfogatanak (5) = E—szerese.

Az dbran lathatd ABCD szabdlyos tetraéder BC

élén 1év6 H pontra igaz, hogy
BH:HC=1:2.

D
“ C
a) Az ADH sik a tetraédert két djabb tetra- 8
éderre bontja, amelyek magassdga megegye- 12
zik az ABCD tetraéder m magassagaval. ¢
y ; A 12
12 -
B

Ha az ABC, teriilete 7, akkor az ABH,
teriilete %T, az AHC, teriilete pedig %T

Tehat: | ’
7T -m 1 gT -m 2
VagHD = 373 Vapcp,  valamint  Vyep = T3 73 Vascp-

2-a3
Ismert, hogy a szabdlyos tetraéder térfogata V = \/—1—20, igy a két rész térfogata:

1 1 V2123
VABHD=§VABCD=§‘ 2 =482 ~67,88 cm?,
2 2 J2-123
Varep = 3 Vagep = 3 \/_12 =962 = 135,76 cm?.
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b) A két tetraéder felszinének kiszdmitdsahoz meg kell adnunk
az AHD, teriiletét.
Ennek a haromszognek két oldala egyenl§ hosszid, mivel
AH és DH egyarant a 12 cm oldald szabalyos hdromszog
egyik csicsat koti Ossze a szemben 1év§ oldal harmadold-
pontjaval.
Az AHB/-bdl koszinusztétellel szamithaté AH:

AH?2=122+42-2-12-4-cos60° = AH =4/7.

Az ADH, két szdra 47 cm, alapja 12 cm hosszi. A Pitagorasz-tétellel szamithatjuk a harom-
szog alaphoz tartozé magassagat:

(4V7)* - 62 =2J10.
Az ADH, teriilete:
% =12J109.

Tapu =
Hasznéljuk ki, hogy:

1 . 2
Tygr = Tppu = 3 Type, lletve  Tyopy=Tpey = 3 Typcs

és irjuk fel a két tetraéder felszinét:

1 5
Apgup = Tapp + Tupp +2 - Typp = ]:4HD+YZABC+2'§7:LXBC:7:4HD+§7:43C:
2,
:12JE+§- 122-3 =12J19 + 60+/3 = 156,23 cm?,

2
AAHCD=7:4HD+YjL\CD+2'TAHC=TAHD+7:43C+2'§TABC=7:4HD+§Y:ABC=

2.,
5] 12

=1219 + 84/3 = 198,80 cm?

Tekintsiik a mellékelt 4brat. A keletkezett részek
olyan kuipszerd testek, amelyek magassagai
az eredeti forgaskiip m magassiagaval egyenldk.

A két kupszerd test alaplapja az a két korszelet,
amelyet az abran lathat6 AB hdr hoz létre az
alapkoron. Ezek teriiletének meghatdrozasdhoz
szamoljuk ki az AB hir és az alapkor kozéppont-
jénak d tavolsagat:

25
tg80°
Ez alapjan szdmolhat6 az dbran lathato kisebbik korszelet o kozépponti szoge:
25
cos = 4 _ 1e80° = a=127,69°
2 10 10

A kisebbik korszelet teriilete:
127,69° 102 -sin127,69°

~ 71,86 cmZ
360° 2

T7,=10%-n




A kisebbik rész térfogata:

Ti;-m 71,86-25
3

A nagyobbik rész térfogatit megkaphatjuk ugy, hogy a teljes gula térfogatabdl kivonjuk a kisebbik

rész térfogatat:

V= ~ 598,83 cm?>.

2.1
v, = 107725 508 83-2019,16 cm®
Legyen a forgdskip és a henger alapkorének sugara r, magassdga m. Ha a forgdskip alkotéja a,
akkor: 3 3
a=A~rc+m*.

A forgashenger és a forgaskup felszinének ardnya:

Apenger _ 2r-m-(r+m) _ 2(r+m)
Agp  rrr+a)  rarZem?
A feladat feltétele alapjan:
2r+m) 8

redriem? 5

Ekvivalens atalakitdsok utdn a kovetkezd egyenletet kapjuk:

1572~ 10r-m - 9m? = 0.
Mivel a forgaskiip nyildsszogére van sziikségiink, elég az egyenletbdl L—et, a fél nyilasszog tan-
gensét kifejezniink: , m

+
15.(L) ~10-L_9-0 = (L] _10+ved0
m m mj; 5 30

Mivel a hegyesszog tangense nem lehet negativ:

tg£=L=10+8\/ﬁ=5+m S p=99.28°
2 m 30 15

A kup nyilasszoge 99,28°.

Legyen a forgdskip alapkorének sugara r, magassaga m, alkotdja a. A feladat feltétele alapjan:

2r~m:90'
2

Ismert, hogy a =/r? + m?, tehét az els6 egyenlet gy is {rhaté:

rom <r+\/r +m) 634,86 = r2+r Zemi=3080

A masodik egyenletbdl m = —, amit az elsébe behelyettes1tve

{ 90 634 86

90 _63486

’,.

r-mw-(r+a)=634,86 és

Négyzetre emelés és rendezés utan 2 = 81. Mivel r pozitiv,  =9. Akip magassiga m = 2 =10.
r

A kup térfogata: 2 2
vl 7; m_ 9 7; 10 =2707 ~ 848,23 cm?>.




......

AXkiilsS kdp és a belsd kiip hasonld, mivel nyildsszogiik egyenld.

Tekintsiik a test tengelymetszetét.

Az dbra jeloléseit haszndlva a TBC haromszog hasonl6é a DC’C
haromszoghoz, mivel szogeik paronként egyenlSk. A két harom-
sz0g megfelel§ oldalai hosszanak ardnya egyenlG:

& _1C | pocp.TC€_5.40_4
C’D TB TB 30
A CC’ szakasz hossza a Pitagorasz-tétel alapjan 5 cm. A 5 "

30
Ez alapjan a bels6 kip magassaga: 40 —3 — 5 = 32.

3
A két kup hasonlésagédnak ardnya, a magassagaik ardnya: % = %, tehat a térfogataik aranya: @j .

2 2

A bakelit térfogatat a kiilsé és belsd kipok térfogatanak kiilonbsége adja:

3
4
V= Viiitss — Velss = Viilss — (g) Viiilss =
_ 61 61.302-71“40

= 2 Vi = —— = 58567 =~ 18397,17 cm® ~ 18,40 dm3
125 125 3

a) A test tdbmege:
m=p-V=13-18,40 =23,92 kg.

o

b) Arkhimédész torvénye alapjan ha egy test dtlagos stirtisége kisebb, mint a vizé, akkor ugy uszik
a vizen, hogy a test tomegével megegyezd tomegd vizet szorit ki.

Mivel az atlagsirtség

_ m _ 2392kg < kg
Pitag =y = 3768dm3  dm3 TV
ezért a test uszik.

A csticsdval lefelé forditott test olyan mélyen meriil a vizbe, hogy a viz alatti forgaskdp tér-
fogata 23,92 dm3 = 23920 cm?. A viz alatti forgaskip hasonl6 a kiils6 forgdskiiphoz. Hasonl6-
sdguk ardnya a magassagaik ardnya, amelynek kobe a térfogataik ardnya.

Ha a test &~ cm mélyen meriil a vizbe, akkor:
( h )3 23920

—— = h=3437.
40

~ 37680

A csticsdval lefelé forditott test 34,37 cm mélyre meriil a vizben.

Legyen a korlapbdl késziilt kup alapkrének sugara r, alkotdja a = 20 cm.
A kivdgandé korcikk ivhossza éppen a kip alapkorének kertilete:

i=2r-m
A Pitagorasz-tétel alapjan a kip magassaga:

m=a?-r? =\/202—r2,

tehat a kup térfogata:

2. 7. 2_ 2
yortme202—r =§‘\/7

400r* — rS.
3
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Ez ut6bbi pozitiv kifejezés maximuma helyett elég keresni az aldbbi fliggvény maximumat:
f(r)=400r* -5 (r>0).
Ennek a fliggvénynek ott lehet maximuma, ahol az elsé derivaltja O:
f(r) = 160073 — 673 = 13 (1600 6r2).

Pozitiv r-eket tekintve, ennek a fiiggvénynek » = @ = f% helyen van zérushelye.

80

. fSOO c
—— <r, tehat r =, [— esetén
3 3
L o 800 . . L1 s
A kup térfogata akkor maximalis, ha r = = vagyis a kivagand6 korcikk ivhossza:

i=2r-w=2- /8(;0 T

Ebbdl kiszamolhat6 a 20 cm sugarl’l korcikk o kozépponti szoge:

S

Az elsé derivalt eljele pozitiv, ha 0 <r < f% és negativ, ha

f(r) fliggvénynek maximuma van.

2:200m-——=2- 800 T =  0=293,94°
360° 3
Egy 293,94° kozépponti szogi korcikket kell kivagnunk ahhoz, hogy a kip térfogata a legnagyobb

legyen.

A csonka gula és a csonka kip — megoldasok

A négyzet alapu csonka gila térfogata: 9250 cm?.

A szabélyos hiaromszog alapt csonka gila térfogata: 570~/3 = 987,27 cm?,
A csonka gtila magassaga: 30 cm.

A tartdlyba 2100 liter folyadék fér.

A bura elkészitéséhez 2083,53 cm? vidszon sziikséges.

a) A csonka gila egy oldallapjdnak a magassdga: 26 cm.
b) A csonka gula oldalélének a hossza: 26,12 cm.

A csonka gtla fed6lapjanak éle: 7 cm.
A fez 24,71 cm magas.

Az egyenes csonka kip
a) alkotdja: 12,37 cm; b) felszine: 1128,74 cm?;
c) térfogata: 2752,04 cm?.

Az egyenes csonka kip
a) feddlapjanak sugara: 9 cm; b) felszine: 5467 =~ 1715,31 cm?;
c) térfogata: 11767 = 3694,51 cm?.
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Az egyenes csonka kup
a) magassaga: 10 cm; b) alkotdja: 16,40 cm; c) felszine: 2801,67 cm?2.

a) Az egyenes csonka korkip felszine: 23007 = 7225,66 cm?.

b) Az egyenes csonka korkup térfogata: M -7 = 34462,19 cm’.

A keletkezett forgdstest egyenes csonka korkip, amelynek felszine: 987 = 307,88 cm?, térfogata

pedig: 98\/1_% =397,47 cm3,

Az egyenes csonka kip
a) alkotdja: 15 cm; b) magassaga: 13,75 cm; c) térfogata: 17 408,35 cm?.
@ITE) Tekintsiik az dbrdn ldthat6 ABCDAB,C,D; négyzet alapi
egyenes csonka gulat.

Vegyiik a csonka gila C; és D, cstcsain 4thaladd, az alaplapra
merdleges LKCD; hurtrapéz sikmetszetét.

A trapéz alapjainak hossza a = 12 cm és ¢ = 6 cm, valamint magas-
sdga m =8 cm.

a) A csonka gula oldallapjanak magassdga az LKC|D,; trapéz
szara, amelynek hossza a Pitagorasz-tétel alapjan:

moz\/m2+(a;j2:\/82 (122 6) J73 =8,54.

A csonka giila oldallapjanak a magassaga: /73 = 8,54 cm.

b) A csonka gila b oldalélének hosszit a csonka giila BCC, B, oldallapjanak segitségével Pitagorasz
tételével szamithatjuk:

2
b=\/m02+ (a;C) :\/(\/ﬁ)2+ (122 6) =/82 = 9,06.
A csonka giila oldaléle: /82 = 9,06 cm.

c¢) A csonka gila oldallapjanak és alaplapjdnak o hajlasszoge az LKC D, trapéz K csticsandl levd
szbge, amelynek nagysdga a TKC| derékszogl haromszogbdl:
wa=—"—=8 o o694
a-c 3
2

A csonka gtila oldallapjénak és alaplapjanak hajlasszoge: 69,44°.

d) A csonka gila térfogata:

V_E (T+VT-1+1)= % (@ +a-c+c?)= 2 (122+12-6+6%) =672 cm?
e) A csonka gtla felszine:
A=T+t+Apalést=a2+c2+4-w=122+62+4-w=

=180 + 3673 ~ 487,58 cm2.
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Hasznaljuk a 4403. feladat jeloléseit: a =12 cm, c =4 cm és b= 15 cm.

4406

a) A csonka gila oldallapjdnak m, magassdga a BCCB, trapézbdl a Pitagorasz-tétel alapjan

szamolhato:
a—c) 12— 4V
= bZ_( > ) = 152—(7) =\/209 z14’46

A csonka gtila oldallapjdnak a magassaga: 14,46 cm.

b) A csonka gula testmagassaga az LKC D, trapéz magassiga. Hossza a Pitagorasz-tétel alapjdn:

=+/193 =13,89.

A testmagassaga: 13,89 cm.

c¢) A csonka gila oldaléle és az alaplapja dltal bezart 8 szog a TCC, szog, amely a TCC; derék-

sz0gl haromszogbdl szinusz szogfiiggvénnyel meghatdrozhaté:
inf="" s :?3 = B=~67,84°

A csonka gtila oldalélének az alaplappal bezart szoge: 67,84°.
d) A csonka gila térfogata:

V—g (T+T1+1)= % (@+a-c+ 2)=2O—8;193z963,2lcm3.

e) A csonka gila felszine:

m,-(a+c)

A=T+t+A =a’+c*+4- =160 + 327209 = 622,62 cm?,

paldst

Legyen a =18 cm, ¢ =10 cm.
A négyzet alapd egyenes csonka gtla felszine:
“(a+o)
A=T+t+A . =a2+c2+4-m,
Apalast 2

amibdl a csonka gila oldallapjdnak m, magassdgdra m, =15 adddik.

A 4403. feladat dbrdjat haszndlva a csonka gula testmagassdga az LKC;D, trapéz magassiga.

Hossza a Pitagorasz-tétel alapjan:
209 = 14,46.

A csonka gula térfogata:
V=%-(T+\/T-t +t)=%-(a2+a~c+c2)=60— ';209z2910,64cm3.

Mivel a szabalyos négyzet alapi csonka giila alapteriilete 36 cm?, az alapéle a = 6 cm. A fedélap
teriilete 18 cm?, tehat a fed6lap ¢ éle ¢ =3v2 cm.

Mivel ismerjiik a csonka gula térfogatat, a
V_? (T +JT-t+1)= % (@+a-c+c?)

képlet alkalmazdsaval a magassdga kiszamithato:

= —30 : (37_ \/E) =~ 6,80 cm.



4407

A 4403. feladat 4dbrdjat haszndlva, a csonka giila oldallapjdnak magassidga az LKC D, trapéz
szdra, amelynek hossza a Pitagorasz-tétel alapjan:

(0]

2 2
m.=.|m2+ (“;Cj :\/6,802+ (6 _23‘/5) ~6.86.

A szabdlyos négyzet alapt csonka gila egy oldallapjanak teriilete:

m,-(a+c)

Toldallap = T = 35,13 cm?,

Ha a szabdlyos négyzet alapu csonka giila alapéle a = 20 cm, akkor az alaplap teriilete 7 =400 cm?,
a fed6lapé =100 cm?, ahonnan a fedGlap éle ¢ = 10 cm.

A palast teriilete:
p Apatis = 5+ 100 = 500 cm?,

és mivel négy egybevagd szimmetrikus trapézbdl 4ll, ezért egy trapéz teriilete 125 cm?.
Az oldallap m, magassdga szdmithato a teriiletbdl:
. 2-T, 2-12 2
Ttrapéz = T (Cl_+ %) = mg,= trapéz > = —5
2 (a+c) 20+10 3

A 4403. feladat dbrdjat haszndlva a csonka gila testmagassaga az LKC|D, trapéz magassaga.
Hossza Pitagorasz-tétel alapjan:

\/ ) (a_cjz \/(25)2 (20_10)2 20
m= mo - = — = = —.
2 3 2 3
A csonka gula térfogata:
V_g (T+VT1+1)=" 3 (e +a-c+c¥)= @zlsss,smmi

A félig megtoltott virdgladaban 1évs virdgfold térfogata egy olyan
szabalyos négyoldali csonka gila térfogatdval egyezik meg, amely-

nek magassaga a csonka giila magassaganak fele, m = % =10 cm,

az alapéle 14 cm, a feddlap éle pedig a 1dda trapéz oldallapjdnak
20+14 17 em

a kozépvonala ¢ =
A virdgfold térfogata'

v_g (T+T-1+1)=2 3 (@ +ac+c?)= 130 (142 41417 +172) = 2410 cm®
A virdgladdban 2410 cm?3 = 2,41 liter virdgfold van.
Az egyenes csonka kip alaki badogvodor alapkorének sugara
r=10 cm, fedSkorének sugara R = 13 cm, a magassaga pedig
m =36 cm. P
a) A vodor térfogata:

v=mT'”-(R2+R-r+r2)= g

=307 (102 41013+ 13?) = 47887 = 15041,95 cm®

A vodorbe 15 liter viz fér.



b) A vodor a alkotéjanak hosszat a Pitagorasz-tétellel szamithatjuk:
a=+m?+ (R -r)? =1305 = 3J145.

Az egy vodor elkészitéséhez sziikséges badog mennyisége:
A=(R+a-(R+r)-n=(100+69145) - © cm2,

A tobbletértéket is figyelembe véve 1000 vodorhoz
1000 - (100 +69+/145 ) - 7 - 1,18 = 3450809 cm?,
azaz 345,08 m? badog sziikséges.

(I3l Az egyenes csonka kup felszinét az

A=(r2+R*+a-R+1)-7 a

képlet alapjan szdmolva a 0 = 2 + 10r — 96 mdsodfoki egyen-
letet kapjuk, melynek megolddsai:

— _ _ a
= 10+22:6 & 1= 10 22:—16.
2 2
a) Az fedGlap sugara csak pozitiv szam lehet, igy » = 6 cm. &

b) Az egyenes csonka kip m magassagit a Pitagorasz-tétellel
meghatarozhatjuk:

m=1Ja? = (R—-r)? =102 - (12-6)2 =8 cm.

A csonka gila térfogata:

V=mT'”-(R2+R-r+r2)=8?”-(122+12-6+62)=672nz2111,150m3.

A csonka kip alkot6ja a két kor sugaranak a kiilonbsége:
a=30-15=15cm.

Az alapkor keriilete a 30 cm sugard kor 150°-o0s kdzépponti
sz0géhez tartozo v hossza:

150°
360

Az feddékor keriilete a 15 cm sugard kor 150°-0s kozépponti
szogéhez tartozo {v hossza:

2:-R-n=2-30-1- R=2—250m.

2-R-m
150°

360°

2or-m=2-15-7-

a) A csonka kip felszine:

A=(R2+ r2+a-(R+r))-ﬂ:=%ﬂz1497,17cm2.

b) A térfogat meghatarozasahoz sziikségiink van a csonka gila m magassagéra. A Pitagorasz-tétel

alapjan: .
m=./a*-(r — R)? :,f152—(§—§) = 41‘19 cm.

A csonka kup térfogata:

_21875-4119 -

v=""" (R4 R-r+r?) 7 ~3904,54 cm3.
3 192



(EP Ha az egyenes csonka kipot az alaplappal parhuzamos sikkal
magassaganak felénél két részre vagjuk, akkor a sikmetszet egy
olyan kor, amelynek sugara az alapkor és fed6kor sugardnak
szamtani kozepe. Az alapkor sugara R = 30 cm, a fedSlap sugara

r =20 cm, a sikmetszet sugara p = % =25cm.

Alevéagott felsd csonka kiip alapkorének sugara p = 25 cm, fed6-
korének sugara r = 20 cm, magassaga pedig m = 30 cm. A felsé
csonka kip a alkot6janak hossza a Pitagorasz-tétel alapjan:

a=m?+(p-r?=4925=5/37 cm.

A leviagott felsd csonka kup felszine:
A=(p2+r2+a-(p+r)-n=(1025+225/37)- 7 ~7519,78 cm2.
A levagott felsG csonka kup térfogata:

% =”’T"’-(p2 +p-r+712)=152507 = 47909,29 cm’

5B a) Az alsé egyenes korhenger térfogata:
Vi=R* m-m=24x dm?. a— S .
A kozépsd egyenes csonka kup alaki rész térfogata: m’=1,5 dm

v=m'”-(R2+R-r+r2)=£n dm? y m'=14dm
2703 15

A fels6 hengeres részben 1,5 — 0,2 = 1,3 dm magassagig allhat
méz, ennek térfogata:

V3:r2-71"m”=£75 dm?, m=6dm

A bodonbe onthets méz térfogata legfeljebb:

V=%+V2+V3=§5—07n=89,74dm3. ...................... 3

— 2R=4dm —»

Tehat a bodonbe m, ¢, = V- p = 125,64 kg méz fér.
b) A bddon fenekéhez, illetve az alsé hengeres rész palastjdhoz
A =R’ m=4x dm?, illetve A,=2R-7-m=24x dm?
badoglemez sziikséges.

A kozéps6 csonka kup paldstjat az alkoté segitségével hatdrozhatjuk meg. Az alkotd hosszét
a Pitagorasz-tétellel szdmitjuk:
74

a=Jm)?+R-r?*=1,42+2-1)> ==~ dm,

igy a palast felszine:

V74 374

A3=a-(R+r)-7r:T-(2+1)-7I=T-ﬂ dm?

A fels6 hengeres rész palastja:
Ay=2r-m-m” =3r dm?.
A bodon elkészitéséhez sziikséges badog mennyisége a 8%-o0s tobblettel egyiitt:

155+ 374
5

A=(A + A+ Ay+Ay)-1,08= 71,08~ 122,69 dm>



LI3EY) Az eredeti giila térfogata:

y=Lom '3’" = 40007 cm’.

A levégott gila hasonlé az eredetihez, €s térfogata:
40007 — 10007 = 30007 cm?.
A levagott és eredeti gula térfogatdnak ardnya a hasonlésdg ardnydnak a kobe, igy:
5 = 530007 =F‘
40007 4

Ha a csonka giila keresett magassaga m, akkor a levdgott gila magassaga 40 — m.

A levégott és az eredeti gila magassdgdnak ardnya:

l=40—m N 3§=40—m = m=40(1_§/§)z3,66cm.
40 4 40 4

A csonka gula magassdga: 3,66 cm.

(I a) A medencében 1évG viz térfogatdnak meghatdrozdsahoz

ki kell szamolnunk, hogy a viz feliilete hany négyzetméter.
Ehhez meg kell adnunk annak a szabalyos hatszognek az
oldalhosszat, amelyet az alappal parhuzamos sik metsz ki
a csonka gulabdl.

Tekintsiik a medence egy ABCD hiirtrapéz oldallapjat, amely-
nek két alapja 12 m és 9 m. Az el6bb emlitett hatszog oldala
a trapéz szdrainak a kisebbik alaphoz kozelebbi harmadol6-
pontjait 6sszekoté D’C’ szakasz.

Huizzunk parhuzamost az AD szarral B csicson keresztiil.
Ez a parhuzamos DC-t E-ben, D’C’-t E’-ben metszi. A létre- D am ERSimEe

jott ABED négyszog szemben 1év6 oldalai parhuzamosak,
tehdt paralelogramma, ezért DE =9 m és EC =3 m.

Mivel D’C’ parhuzamos az alapokkal, a parhuzamos szel6-
szakaszok tételét felirva az EBC szogre:
EC BC 3 3
A szabdlyos hatszog alaku vizfeliilet oldaléle:
DC=1+9=10m.
A medencében 1év{ viz egy olyan csonka giila térfogatdval egyezik meg, amelynek magassdga
2 m, az alaplapja 9 m oldaly, fedSlapja 10 m oldali szabalyos hatszog.

92.J3 2433
4 2

Az alaplap tertilete:

T=6-

A fedGlap teriilete:

2,
=619 4J§=150ﬁ.

A medencében 1év6 viz térfogata:

V=%~(T+\/T-f +t)=§-(24§/§ +,/24‘72"/§ -1503 +150ﬁ)=271ﬁz469,39m3.




...............................................................................................................

b) Az a) részhez hasonlé gondolatmenet alapjan jarunk el.

Ebben az esetben a hurtrapéz oldallapnak a szdrak hosszab- . S
bik alap felé es6 harmadolépontjait 6sszekdté6 D”’C™ szakasz R o
hosszat kell meghatdroznunk. E =
A szabdlyos hatszog alaku vizfeliilet oldaléle:

D”C”=9+§~3=11m. g ? 8

A medencében 1év§ viz egy olyan csonka giila térfogatdval egyezik meg, amelynek magassaga
4 m, az alaplapja 9 m oldald, fedSlapja 11 m oldald szabdlyos hatszog.

Az alaplap teriilete:

2.
7. 23 _ 2433
4 2
A feddlap teriilete:
e 11233633
4 2

A medencében 1évé viz térfogata:

V=%-(T+\/T-t +t):%-(24;/§+,/24§5.363‘5 +363\/§j=602\/§z1042,69m3.

@ Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

Az egyenes csonka gtila alaplapjdnak éle legyen a, fed6lapjanak
éle c, testmagassdga m, oldallapjanak magassdga m,.

Mivel a paldst teriiletének harmada az ACC’A’ trapéz teriilete:

3'm-(a\/§+0\/§)_4‘m0-(a+c)
2 2
A2
m=T-m0.

a) Acsonka gila A’ csticsdnak az ABCD alaplapra esé merdleges vetiilete legyen 7, az AB alap-
élre esd merdleges vetiilete pedig K.

A csonka gula alaplapjanak és az oldallapjanak o hajldsszogét a KTA derékszogl harom-
sz0gbdl meghatdrozhatjuk:

sino = - = 22 =  a~70,53°
m 3

A csonka gtila alaplapjanak és az oldallapjanak hajlasszoge: 70,53°.

o

b) Az ATK derékszogl haromszogben Pitagorasz tételét felirva:

3V 1
KT = m02—m2: (m-m)—m2=—

Mivel A pont T mer6leges vetiilete rajta van az ABCD négyzet 4tl6jan, az AKT haromszog
egyenld szdrd derékszogli haromszog:

1 1

AT=KT -\2=—=-m-2=-m.

22 2



] MEGOLDASOK - 12. EVFOLYAM

Tekintsiik az 4tl6s ACC’A’ hirtrapéz sikmetszetet.

Az ACC’A hirtrapéz AC alapjdn az AT szakasz hossza az
alapok kiilonbségének a fele:
AT = Lo W22
2 2

Mivel az atlok merdlegesek egymadsra, az atlok M metszés-
pontjaaz A, C illetve az A, C’ pontokkal egyenld szérd derék-
sz0gl haromszoget hatdroz meg. A derékszogli haromszogek
atfogéhoz tartoz6 magassdga az atfogo fele, tehdt a csonka giila m magassaga AC és AC’
szakaszok Osszegének a fele:

a2 + 2
m=————.
2
Hasznaljuk fel, hogy a csonka gitila testmagassdga 30 cm:
30— a2 er 2
15= a\/i ; C\/E

Az egyenletrendszert megoldva:

a:#zM,SZCm és c=¥z10,6lcm-

A csonka gtila térfogata:

V=%~(T+\/T—-t+t)=%-(a2+a-c+cz)=

? . [(45;/5)2+ 45f : 152/5 + (lsfjj = 14625 cm®

A mellékelt dbra jel6léseit haszndlva a csonka o
gila ABC alaplapjanak éle a =10 cm, AB'C’
fedSlapjanak éle ¢ = 8 cm. Az oldallap magas-
sdga legyen m,, a testmagassig m.

a) Mivel egy oldallapjanak teriilete az alaplap és
feddlap teriiletének mértani kozepe, felirhato:

my-(a+c) |a®- 3‘C2'\/§
S 4

mo-(a+c)_a-c-x/§
2 4
a-c-3 203
my = = .
2-(a+c) 9

A levélnehez€k oldallapjanak a magassaga:

203

m,=——=3,85cm.



b) A csonka gila térfogatanak meghatdrozasahoz sziikség van a test m magassiagara. Az A’ csucs
AB alapélre es6 mer6leges vetiilete K. Az ABB’A’ hirtrapézbdl AK meghatdrozhato:

a-c 10-8

AK = =——=1cm.

2

Mivel az A’ cstcsnak az alaplapra es§ T merdleges vetiilete rajta van a szabdlyos haromszog
alaplapjanak az A csucsabol kiindulé magassagan, az AKT derékszogl haromszog egy fél

szabalyos haromszog, vagyis:
AK 1 J§

NN

irjuk fel Pitagorasz tételét a KTA’ haromszogben A csonka gtla testmagassdga:

m=m2—KT? = 1/ —“117~3 8lcm

A levélnehezék térfogata:

KT =

J1173
2 2 2 2,
V:%-(T+~/T-t+t)= ; _(04\/_+ 04\/__8 \/—+8 \/5):

4 4
_6l 5
391 =~ 134,02 cm3 = 0,13402 dm3,

A levélnehezék tomege:
Myehezek = V- P = 0,13402-8 = 1,07 kg.

LI3K) Jelolje O annak a kdpszer( testnek a csticsdt, amelybdl a csonka 0

kupszerd testet szarmaztattuk. A fedGlapnak O-tdl vett tavolsaga i
legyen x. Ha a csonka kipszerd test magassdga m, akkor az 7%
alaplapnak O-tdl vett tdvolsdga m + x, a metsz$ siknak pedig g% X

2 . , m
ugyanezen ponttol vett tdvolsaga B + X.

-
A csonka kupszerd test alaplapjanak teriilete legyen 7, fedd- A

lapjaé 1, a sikmetszet teriilete A. o
Az O pontra vonatkozd térbeli kzéppontos hasonldsdggal a fent
emlitett sikidomok egymdsba vihetSk. A teriiletiik ardnya az O-t6l

vett tdvolsdguk négyzetével egyenesen ardnyos, igy felirhato:

m
Jt X . WA x+5
= é .

N3

N3

= s
T x+m Jr X

Az elsé egyenletbdl x = \/{ nj/_ ezt a masodik egyenletbe behelyettesitve:
NS LN O S S ek (N 1
2x t-m 2 2
JT Ji

Tehat:

A=

)

T+t
(\/T+\/;)2_T+t+2\/T-t 2 T
2 4 2

amit bizonyitani kellett.



A csonka kup térfogatit felezS kor sikmetszetnek a sugara legyen p,
a csonka kip magassdga m, a felsG csonka kip magassaga m’.
Tekintsiik a csonka ktip alap-, illetve fedSkore kozéppontjara illesz-
kedd, az alaplap sikjara merdleges sikmetszetet. Ez trapéz alakai.

Az ABCD trapéz alapjai AB = 2R, illetve CD =2r. A csonka
kup alapokkal parhuzamos kor sikmetszetének dtmérdje a trapéz
alapjaival parhuzamos EF = 2p szakasz.

A 2R-2r H 2r B

Huzzunk parhuzamost a D csticson keresztiil a CB szdrral. Ez a padrhuzamos AB oldalt H, az EF
szakaszt G pontban metszi.
Az AHD, és az EGD, hasonld, mivel szogei paronként egyenlSk. A hasonlésdg ardnya:

m’ m _2p-2r p-r

m m 2R-2r R-r

A felsd csonka kup térfogata az egész csonka kup térfogatanak fele, tehat:

MR (024 g2

3 (p +p r+r) 1 m (pz_,_p,r_,_rz) 1
p =—, amibdl =
" (R2+R-r+r2) 2 m (R2+R-r+r? 2

yp 3 m p-r
Az utébbi egyenletbe behelyettesitve az — = R ardnyt:
m -r

p—r'(P2+p~r+r2)=l . pP-r_1 . p:3R3+r3
R-r (R2+R-r+r2) 2 R -3 2 2

L . . . R3+ 73
A csonka kiup térfogatat felezd sik kormetszetének a sugara: p =3 / 5

¥F) Az egyenes csonka kiip paléstjanak teriiletét felezd kor sikmet-
szetnek a sugara legyen p, a csonka kup alkotdja a, és a fels§
csonka kup alkotéja a’.

A 4419. feladat megoldasahoz hasonléan tekintsiik a csonka kip
alap-, illetve fed6kore kozéppontjara illeszkedd, az alaplap
sikjara mer6leges ABCD hurtrapéz sikmetszetet.

B

A miér emlitett feladat megolddsaban leirtak alapjan az AHD,, és az EGD,, hasonld, mivel szdgei
paronként egyenlSk. A hasonldsdg ardnya:

a a 2p-2r p-r
a a 2R-2r R-r
A fels6 csonka kup paldstjanak teriilete feleakkora, mint az egész csonka kup paldstja, tehat:
a-(p+r)-n_1
a-R+r)-x T2
Az utobbi egyenletbe behelyettesitve az %’ = Z — : aranyt:

_ 2 _ .2 2 2
por oan L por 1 R
R-r (R+r) 2 RZ-r2 2 2

: [R2+ 72
A csonka kup palastjanak teriiletét felezd sik sikmetszetének a sugara: p = ; =




(@) A tdl alapkorének sugara R = 10 cm, a fedSkor sugara r = 15 cm,

magassidga m =9 cm.
Az livegtal térfogata: ‘ ’

Vg = mT” (R2+R-r+r2)=142571 ~ 4476,77 cm? m ‘a-
N
A tdlban a tej m’ cm magasan 4all, és szintje p cm sugart kor- lm
lapot hatdroz meg. A tej térfogata:

4 mT'n-(R2+R-p+p2)=20000rn3.

ej:

A két térfogat hanyadosat felirva:

m’-n. 5 ' )
E= 3 (R +R p+p ), bl 2000 =£‘ (102+10p+p2) ‘
Va "™ (R24R-r+r2) 14257 m (102+10-15+152)
3

A 4419. feladat alapjéan:

m_ r—R _15-10

Behelyettesitve a kapott aranyt:
2000 _p-10 (102+10p+p?) _ p3_103 - _§/4750000
1425z 15-10 (1()2+ 10-15 + 152) 153 -10°

A két liter tej a talban

+1000 = 12,73 cm.
251

g PR _g 1273-10

m=m =4,91cm
r—R 15-10

magasan all.

A gomb térfogata és felszine — megoldasok

A gomb térfogata: 22 449,30 cm?.

A gomb felszine:

a) 165,39 cm?; b) 605,21 cm?.
A gomb térfogata:
a) 3908,82 cm?; b) 1486,91 cm3.

A gomb felszine 9-szeresére, térfogata 27-szeresére ndétt, ha a sugarat haromszorosara noveltiik.

Az ejtSernyd 282,74 m? szovetbdl késziilt.

A hdrom gomb felszinének az 6sszege =1,44-szorosa az eredeti gomb felszinének.

g
Zoli zsebét huizza le jobban a benne levd tiveggolyd.
Az dgytigoly6 térfogata 82,30 cm3-rel csokkent.

A vizfelszin teriilete megkozelitsleg 3,408 - 108 km?.

A megtett tdvolsdg: 204,26 km.



4438

4440

a) A Vénusz sugara: 6051 km.
b) A Vénusz térfogata a Fold térfogatdnak 0,85-szorosa.

A hengeres rész 3,43 m magas.

7 2 72

A hidroglébusz belsd atmérdjének 8,74 m-nek kell lennie.
A sik 24 cm tavolsdgra halad a gomb kdzéppontjatol.

00z cm3, felszine: 1007 cm?2.

a) A gomb térfogata: >
b) A gomb térfogata: 153 849,31 cm?, felszine: 13 885,06 cm?.

A két gomb sugara legyen R és R + 2.
Felszineik 0sszege:
4-R>- 7w+ 4-(R+2)? m=2060,88.
Az egyenletet rendezve az R + 2R — 80 = 0 masodfoku egyenlethez jutunk, amelynek megold4sai:
R, =8 ¢és R, =-10. Ez utébbi nem lehet kor sugara.
A két gomb sugara 8 és 10 cm.

A két gobmb sugara legyen R és R + 2.

Térfogataik kiilonbsége:
4.(R+2¥3n 4-R-z

3

Az egyenletet rendezve az R% + 2R — 168 = 0 mésodfoki egyenlethez jutunk, amelynek meg-
olddsai: R; =12 és R, =—-14. Utébbi nem lehet kor sugara.

=4255,81.

A két gomb sugara 12 cm és 14 cm.

A téglatest csticsai koriil szerkesztett gomboknek a téglatest belsejébe esd részei egyiitt egy 3 cm
sugard gombot adnak ki.

A megmaradt test térfogata:

4-R3 & 4.3%. 1

V=a-b-c—T=8~10~12— =960 — 367 =~ 846,90 cm?,

A gomb sugara legyen R, a sikmetszet sugara r. Keressiik a gomb
kozéppontjanak a siktdl vald d tdvolsagat.

A gdmb R sugarat a térfogatabol meghatarozhatjuk:

. R3.
LRI 1000 = Re32000 _,[750
3 4r T

Az r sugaru kor teriilete fele a f6gomb teriiletének, tehat:
rz-ft=lR2-7r = r2=%R2.

Mivel R, r és d derékszogli hdromszoget hatdroznak meg:

2
d2=R2—r2=R2—1R2=1R2=1-(3@], amibdl d=—2-3—z4,39.
2 2 2 Nz 2

A gomb kozéppontjatdl a sik 4,39 cm-re van.




(M5 Tekintsiik a 10 cm sugari gomb fékorét egy ilyen tulajdonsagu

4444

P ponttal.

A feladat feltétele alapjan a P pontbdl a f6korhoz hazott érintd-
szakasz hossza 10 cm. A P pont a gdmb kozéppontjival és az
érintési ponttal egy 10 cm befogdju egyenld szart derékszogd
haromszoget hatdroz meg. A haromszog 4tfogéja 1052 cm, ami
a P pontnak a gomb kdzéppontjatdl vett tdvolsiga.

A P pont rajta van az adott gsmbbel koncentrikus 102 cm su-
gard gdombon.

Hasonl6 megfontoldsbdl ez utébbi gomb minden pontjabdl
10 cm sugart érintdszakasz hizhat6 az eredeti gombhoz.

Az adott tulajdonsadgu pontok halmaza a 10 cm sugari gdmbbel koncentrikus 105/2 cm sugart gomb.

Legyen a nagyobb gomb sugara R, a kisebbé r. A kor stkmetszet
sugara p.

A hdrom sugér derékszogl haromszoget hatdroz meg, ezért:
P2=R>—r2
Annak a gombnek a felszine, amelyiknek a sugara p:
4~p2-7r:4~(R2—r2)~7r:4-R2~7r—4-r2-7r.

Ez éppen a bizonyitand¢ allitas.

A kiils6 gomb sugara 5 cm, a bels6 gombé 4.4 cm.
a) Az aluminium térfogatat megkapjuk, ha a kiilsé gomb térfogatdbdl kivonjuk a belsé gomb
<rfovatét:
térfogatat _4.53.”_4.(4’4)3'71_
3 3

1% ~ 166,78 cm3.

Az iireges gdomb tomege:
m=V-p=166,78-2,7 = 450,31 g.

b) AXkiils6é gombfelszin a belsének
4.5
4-(4,42 -1
A kiilsé gombfelszin 29,13%-kal nagyobb, mint a belsé.

-100% = 129,13%-a.

Ha a tekegoly6 tomege 2,8 kg, akkor a térfogata:
y="228_5am3
p 1,4

A goly6 térfogatdbdl R sugardra felirhato:

. R3.
YRI5 Red 2 am,
3 2r

A tekegoly6 az s = 16,5 m = 165 dm hosszud palyan
s 165

2‘R-& 2.3,1”
2r

n

= 33,60,

azaz kozel 34-szer fordul meg.



(T8 A szilvds gombbcok sugara R = 2 cm, a fazék alapkorének sugara r = 10 cm, a fazék magassdga

4446

a) Tekintsiink egy csapdgygoly6t, amely a csapégy kiils6 gyrd-

m =28 cm. A 20 darab szilvds gomboc térfogata:

.R3.
Vo0 LR -7
Ha vizbe tessziik mind a huszat, és a fazékban levé viz szintje 7 cm-rel megemelkedik, akkor:
-R3. . R3 .23
rz-n-h=20-4R—n - h=20.4—R=20.iz2’13_
3 3-r? 3-10?

A fazekat 28 —4 — 2,13 = 21,87 cm magasan toltsiik meg vizzel.

Tekintsiik az R sugard gobmbnek egy olyan f6korét, amelyik merSleges a metsz§ sikokra.
A sikoknak a f6korrel valé kozos pontjai az AB=2-12 cm és DC =2-5 cm parhuzamos htrok.

Bocsdssunk mer6Slegeseket a kor O kozéppontjdbdl a hdrokra, ezeknek a talppontjai 77 és 75,
amelyek tavolsdga 17 cm.

[rjuk fel Pitagorasz tételét az OAT, és ODT, derékszogli haromszigekben. Két eset lehetséges:
I. eset: Ha a kor kozéppontja a két hir kozott van:

I. eset
R> =122 +T,0?,
R?>=52+(17-T,0) ) 7, ,

A két egyenletet kivonva egymdsbdl 7,0 =5, ezt valamelyik
egyenletbe visszahelyettesitve R = 13 adddik.

IL. eset: Ha a kor kézéppontja nincs a két hur kozott:
R? =122+ T,0?,
R?=52+(17+ T,0)~

A két egyenletet kivonva egymdsbdl a 7,0 tdvolsdgra —5-6t
kapunk, ami nem lehetséges.

A gdomb sugara tehédt 13 cm.
A gomb térfogata:
4-R3-m _8788rm

3 ~9202,77 cm3,

V=

jét beliilrdl érinti.

A kozéppontokat tartalmaz6 sikmetszeten O legyen a csapagy-
gylrd, K a csapagygoly6 kozéppontja. Az O pontbdl a golyd
fékoréhez huzott érintSk €rintési pontjai A és B.

Az AOK derékszogl haromszogben:

OK:ﬁ—§:24,5 és AK:§:2,5.
2 2 2

Az O pontndl levs o kdzépponti szog nagysdga szdmolhatd:
2,5

n—=—— = o=I1171"
2 24,5

si

(o]

= 30,74, ateljes szog kisebb, mint 31¢, de nagyobb, mint 30¢, tehdt a csapagyba

o

Mivel 360
11,

elhelyezhetd golydk szdma legfeljebb 30.
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b) A csapagygolyodk térfogatainak 6sszege:

4-R3-m 4.2,5 .1

V=30- 3 =30- ~1963,50 mm?=1,96 cm?,

A csapagygolyok tomegének az dsszege:
m=V-p=196-7,14= 13,99 g.

Abilidrdgoly6 sugara r = 26,2 mm. A négy golyd kézéppontja egy 2r oldali szabdlyos tetraédert

hatdroz meg, amelynek magassaga 2r - \/g

Az épitmény magassagét ugy kaphatjuk meg, hogy a tetraéder magassagdhoz még hozzdadjuk
az als6 golyok kozéppontjdnak az asztal lapjatdl mért r tdvolsdgat, valamint a felsé golyé kozép-
pontjanak a goly6 legmagasabb pontjatdl vett » tavolsagat. Az épitmény magassiga:

2r - (\/% + 1] ~ 905,18 mm = 9,52 cm.

Ha egy R sugarti gomb érint harom egymadsra merGleges sikot,
akkor a gobmb kozéppontjdnak a hdrom siktdl vett tdvolsdga R.
Tehat a gomb O kozéppontja egy R oldaléld kocka csucsa,
amelynek a sikok ko6zos M pontjatdl vett tdvolsdga a kocka 4tl6-
janak a hossza, vagyis OM = R\/3.

Ez alapjan mind a teniszlabda, mind a goly6 kozéppontja rajta
van egy, a fiok sarkdba képzeletben elhelyezett kocka testatls-
janak az egyenesén.

A teniszlabda kézéppontjanak ezen az atlén a saroktdl vett td-

volsaga 7. V3, az r sugarti goly6 kozéppontjanak ugyanettsl

a ponttdl vett tivolsdga r/3.
A goly6 és a teniszlabda érintik egymast, tehat a kozéppontjaik tdvolsdga a sugaraik hosszdnak

az 0sszege:
%-ﬁ—r 3=%+r - r=z-@=z-(\/§—l)2z0,94.

A goly6 sugara 0,94 cm.

Egymasba irt testek (kiegészité anyag) — megoldasok
a) A gomb felszine: 144m = 452,39 cm?.
b) A gomb térfogata: 2887 = 904,78 cm?.

a) A gomb felszine: 4327 = 1357,17 cm?2.
b) A gomb térfogata: 864 -/3 - =~ 4701,37 cm®,

A téglatest éleinek hossza: 22,28 cm, 33,43 cm és 44,57 cm.
A négyzetes oszlop térfogata: 87655,23 cm’.

A doboz paldstjanak a felszine: 487 = 150,80 cm?.

A doboz felszine: 608 cm?.
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a) Akip felszine: 100 - (1++/5)- 7 = 1016,64 cm?

b) A kip térfogata: 2000 2094,40 cm?,

a) A giila felszine: 1440 cm?.
b) A giila térfogata: 1920 cm?.

a) Akorkip felszine: 907 = 282,74 cm?.
b) A korkip térfogata: 1007 = 314,16 cm?.

27 2

A hasab magassdga a beirt gomb atmérdjével egyenld.

Mivel a beirt gomb érinti az oldallapokat, a gdmb kézéppontjan dthaladd, az alapokkal parhuzamos
sikmetszet egy 24 cm oldali szabdlyos haromszog. A beirt gobmb sugara ebbe a haromszogbe
frhat6 kor sugardval egyenld.

A szabdlyos hdromszog beirt korének sugara a hdromszog magassagdnak a harmada:

a3 1 24f _4f3

1 av3
32 3

A hasib magassaga:

2r =8/3 = 13,86 cm.

A kockdba irt gobmb sugara a kocka élének a fele: g
A kocka koré irt gomb sugara a kocka testatlgjanak a fele: %.
a2

A kocka éleit érint§ gomb sugara a lapatlé hosszanak a fele: -

A harom gomb hasonl6 egymashoz, és hasonldsdguk ardnya a sugaraik hosszanak ardnya.

a) Hasonl¢ testek felszinének az ardnya a hasonldsdg ardnydnak a négyzete, tehat a harom gdémb
felszinének az ardnya: 5 5 )
(2) : (ﬂ) : (@) =1:3:2.
2 2 2
b) Hasonl¢ testek térfogatanak az ardnya a hasonldsdg ardnydnak a kobe, tehdt a harom gomb

térfogatdnak az ardnya:
Ay (aBY (a2Y
B () (e

A téglatest élei legyenek a, b és ¢ hosszisaguak. Két lapjanak a teriilete:
a-b=48 = b=ﬁ és a-c=60 = c—@
a a

A téglatest koré irt gomb sugara a testatlo fele, tehdt:

Na? + b2+ 2
W=

= a?+b%+c2=200.
Az egyenletbe b és ¢ helyére az el6z6 Osszefiiggéseket helyettesitve:

a?+b2+c2=200 = a%+ (48) (60) 200 = a*-200a%+5904=0.
a a

A kapott masodfokiira visszavezethetd negyedfoki egyenletbdl a pozitiv értékei: a =6 és a=24/41.



Az els esetben a téglatest éleinek hossza: 6 cm, 8 cm és 10 cm, a térfogata: 480 cm?.

2441 3041
4

A misodik esetben a téglatest éleinek hossza: 2/41 cm, a1 cm és
1440441
g T cm-.

cm, a térfogata

pedi

144041
YT

A téglatest térfogata lehet 480 cm? vag ~224,89 cm?,

Legyen a szabdlyos hatszog alapu gila alapéle a, magassdga m.

A giila térfogata: az-3
6- .
v _Thatszﬁg'm_ 4 m—az.\/g-
gila = 3 - 3 T2 "

A gulabdl csiszolhatd legnagyobb térfogatii kip magassiga
a gila m magassagaval egyezik meg. A kip alapkorének a sugara
a szabdlyos hatszog beirt korének a sugara.

Egy a oldalu szabélyos hatszog beirt korének a sugara egy a oldald

) ) iy ) a3
szabdalyos haromszog magassaga: r = —.
A kup térfogata:
)
y rrrem \ 2 '”'m_az-mm
T3 3 4
A kup a gula térfogatanak
a’>-m-m
Viap 4 n
= 100 = —= - 100 = 90,69%-a.
Veita @23 23 ’
“m
2

A csiszolaskor keletkezett hulladék 9,31%.

I8 a) Vegyiik a gila alaplapjara merdleges, az alap-

lap kozépvonaldt tartalmazé sikot.

Ez a sik a gilabdl egy egyenld szard harom-
szoget, a beirt gombbdl egy f6kort metsz ki,
amely a hdromszog beirt kore.

A hiromszog alapja a = 12 cm, magassiga
m=30cm, szdra a gila oldallapjdnak m,
magassaga.

Az FTE derékszdgl haromszogbdl:

2
my = |m?+ @ = /936 = 6/26.

Jelolje a hdromszog beirt korének sugardt r. A hdromszog teriiletét kétféleképpen felirva:
a-m a+2-m, 12:30  12+2-6J26 30
=r-s=r — = =r: = r .
2 2 2 2 1++26

=492 cm.

A gulaba irhaté gobmb sugara: r = N

0
+/26



b) Vegyiik az alaplap atl6jat tartalmazd, az alaplapra merdleges E
sikot.

Ez a sik a gilabdl egy egyenld szard haromszoget, a koriilirt
gombbdl pedig egy f6kort metsz ki, amely az emlitett harom-
sz0g koriilirt kore.

Ahdromszog alapja av/2 = 12+/2 cm, magassdga m = 30 cm,
és a szdr hossza a gula b oldalélének a hosszuisaga.

Legyen a hdromszog koré irt kor sugara R, kdzéppontja O.
Az dbra jeloléseit haszndlva az AOT derékszogli haromszog
atfogdja R, egyik befogoja az alaplap atldjanak a fele, masik
befogdja m — R.
A Pitagorasz-tétel alapjan:
2 2
R2=(m—R)2+(@) =(30—R)2+(%) ,
2 2
_81
s
A gila koré irt gomb sugara R = % =16,2 cm.

R

a) A 4463. feladat a) részének megolddsa alapjan vegyiik a gila alaplapjdra merdleges, az alap-
lap kozépvonalat tartalmazoé sikot. A sikmetszet egy egyenld oldald haromszog, amelynek
beirhat6 kore a guldba irhaté gomb fékore.

Mivel egy szabdlyos haromszog beirt korének a sugara a magassaganak harmada, a beirt kor
sugara 10 cm.

b) A gula alapéle az a) részben emlitett szabalyos haromszog oldala, amely a magassdg hosszdnak
ismeretében kiszamithatd:
Wi
2

_av3
2

A 4463. feladat b) részének megolddsa alapjdn a koriilirt gomb R sugardra:
2 2
2 2 N2
av/ ):(30—R)2+( 03 - ),

2 _ _ R\ ik el - =
R2=(m R)+(2 >

m 30 a=20/3cm.

R=125.
A gila koré irt gomb sugara: R =25 cm.

(T8 Jelolje a giila alapélét a, magassagét m, a beirt
gomb sugarat r.
Vegyiik a gila alaplapjira merdleges, az alaplap
kozépvonalat tartalmazé sikot.
Ez a sik a gildbdl egy egyenlS szard harom-
szdget, a beirt gdmbbdl pedig egy f6kort metsz ki,
amely az emlitett hdromszog beirt kore.
Az 4bra jeloléseit haszndlva az egyenl$ szard
hiaromszog magassdga m = 32 cm, alapja a,
a beirt korének sugara r =8 cm.




...............................................................................................................

2
FE = m2+(ﬁj.
2

A sikmetszetben az FTE derékszogd hdromszog hasonlé az OKE derékszogli hdromszoghoz,
mivel FET hegyesszogiik kozos. A haromszogek megfeleld oldalainak ardnya egyenld:

2
FE FT ’"2+(a) 2
L 2 _2

- 2

OFE OK m-—r r

A haromszog szardnak hossza:

amibdl kapjuk, hogy:

2
32%(“) a
2 _2 = a=16J2.
32-8 8
A gula térfogata:

T-m _a®m_(16J2)-32 16384

V= = = ~5461,33 cm?.
3 3 3 3

Vegyiik a gula alaplapjdra merdleges, az alaplap magassdgat tartalmazé sikot. A gula alapéle
legyen a, magassaga m.

a) A gulaba irt r sugard gobmb O kozéppontja
rajta van a gula magassdgan, és az alaplapot D
a gila magassaganak talppontjaban, az oldal-
lapokat az oldallapok magassdgain érinti. m-r
Az édbra jeloléseit haszndlva tekintsiik az NE
FTD derékszogii haromszoget. A hdromszog
T cstcsa az a oldald szabalyos haromszog
sulypontja. A sdlypont harmadolja a suly- F
vonalat, amely (szabalyos haromszogrdl 1évén a
sz0) a magassdg is egyben, tehat: B

TF:M.E:@:&B_
2 3 6

A beirt gomb kozéppontja minden oldallaptdl r tdvolsdgra van, tehat OF = r és OT =r, ezért
OD=m-r.
A hiromszog FD atfogdja a Pitagorasz-tétel alapjan:

FD =~lm? + TF2 = /20 + (3J3)" = Ja27.

Az FTD derékszogi haromszog hasonl6 az OED derékszogli haromszoghtz, mivel FDT hegyes-
szogiik kozos. A haromszogek megfeleld oldalai hosszanak ardnya egyenld:

¥ _F 33 _ V427 -~ = 603
OE OD ro 20—r 33 ++/427°
603

A gulédba frhat6 gomb sugara: r = = 4,02 cm.

3V3 +/427



Ismert, hogy ha egy poliéderbe gdmb irhat6, akkor a gomb

b) A gilakoré irt R sugard gomb K kozéppontja
rajta van a giila magassagan. D
Az abra jeloléseit haszndlva tekintsiik az
ATD derékszogli haromszoget. A hdromszdg
T csucsa az a oldald szabdlyos haromszog
sulypontja. A sulypont harmadolja a stly-
vonalat, amely (szabédlyos haromszogrol 1évén R
sz0) a magassag is egyben, tehat:

R
-

3

=5

AT:ﬁ-g:§:6\/§, “ 4 o5

2 3
A gomb K kozéppontja a gila minden csicsdtdl R tavolsdgra van, tehat AK =R és KD =R,
ezért KT =m — R. Az AKT derékszogl haromszdgben a Pitagorasz-tétel alapjan:

R2=(m—R)2+AT2=(20—R)2+(6\/§)2 = R:%.

A gula koré irt gomb sugara: R = % =12,7 cm.

r sugara a poliéder térfogatanak és felszinének ismeretében
e 3.V
kiszamithat6: r = ——.
A 10

Mivel tetraéderbe irhaté gomb, elég a tetraéder térfogatat és fel-
szinét kiszamitani.

[A

A tetraéder ABC alaplapjéanak teriilete: ¢ < F
1 22 12
a tetraéder magassaga m = 10 cm, igy a tetraéder térfogata:
3 3
Az ADC ¢és BDC derékszogl hiromszogek teriilete a befogdk szorzatanak fele, ezért:

10-12

1% =240 cm3,

Az ABD,-ben a szimmetria miatt: AF = BF = 6y/2 cm.
Az alaphoz tartozé m, magassdg Pitagorasz tétele alapjén: m, =172 = 2443 cm.
Az ABD, teriilete:
A gula felszine:
A=Tyge+2 Tyep+ Typp =72 +2-60 +12:/86 =192 +12/86 cm>
A gulaba irhaté gomb sugara:
3.V 3.240 3-20

= = =~ 2,37 cm.
A 192+12J86 16++/36




v
a2

a) Vegyiik a giila ACE egyenl$ sz4rd hdromszog sikmetszetét. A haromszog alapja a gila alap-
lapjénak az 4tl6ja, vagyis a~/2 hosszisigi. A haromszog magassiga a gila m magassaga.
Az oldalél és az alaplap EAC szogére felirhatjuk:

m 10
teFACE=-"_ = (gEACi=——" = EAC¥~433I".
& w2 & 1572

2 2

A gula oldalélének az alaplappal bezart szoge 43,31°.
b) A guldba irt kocka élének hossza legyen x.

Ismét vegyiik a gila ACE egyenl§ szard hdromszog sikmetszetét. A kockdbdl ez a sikmetszet
egy olyan FGG’F’ téglalapot metsz ki, amelyiknek az FG = x+/2 hossziisagi oldala parhuza-
mos az ACE, AC alapjdval.

Az ACE, és az FGE, hasonl6, mivel szogeik paronként egyenlSk.

Felirhatjuk a két haromszdgben, hogy az alapok hosszanak aranya egyenlS a magassagok hossza-

nak ardnyaval:
m—x _xJ2 N 10-x «x

m a2 10 15
A gildba irt kocka éle 6 cm.

Az R sugari gombbe irt henger alapkorének sugara legyen r,

magassiga m —

A feltétel szerint a henger paléstjanak teriilete kétszerese az alap- 2

lap teriiletének, tehat:
2.2 n=2r-m-m = r=m.

Vegyiik a henger tengelymetszetét. Ez a tengelymetszet egy

téglalap, amelynek egyik oldala 27, a masik m hosszusagu, és

a téglalap atl6ja kétszer akkora, mint a gdmb R sugara.

A Pitagorasz-tételt felirva:
(2R)? = (2r)? + m?,
(2-10)2 =212 + 12,
r=4/5.

A henger alapkorének sugara és magassaga: r =m =45 cm.

A henger térfogata: )
V=r2-m-m=(4J/5)" 145 =3204/5 - = 2247,94 cm’.
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Mivel a gémb felszine 400z cm?, a gémb R sugara 10 cm.

Az dbra jeloléseit hasznalva azt 1atjuk, hogy az ABC, koré irhat6
korének sugara R, kozéppontja O, valamint a haromszdg szdr-
szoge 50° Az O kozéppontbdl az AC szarra bocsatott merdleges
talppontja K.

Az OKC derékszodgli haromszogbdl kifejezhetd a kip alkotdjdnak
hossza:
AC

0s25° = % =  a=AC=2R-cos25°~18,13 cm.

Az ATC derékszogli haromszogben:
c0s25° = cr = L,
AC 2R -cos25°
amibdl megkaphatjuk a kip m magassagit:
m=CT=2R-cos?25°= 16,43 cm.

Az ATC derékszogli haromszog
£ =sin25° = AT = AC -sin25°
AC

amibdl a kiip alapkorének r sugara:
r=AT=2R-c0s25°-sin25°= 7,66 cm.

a) A kup felszine:
A=r-n-(r+a)=17,66m (7,66 + 18,13) = 620,63 cm?.

b) A gdomb kozéppontjan dthaladd, a kup alaplapjdval parhuza-
mos sik a kiipbdl az eredetihez hasonld kiipot metsz le. Legyen
a hasonl6 kiip alapkorének sugara p. A hasonl6 kipok magas-
sagainak és az alapkorok sugardnak a hosszara felirhato:
p R r-R 7,66-10
—_= et p = — et p = —_—
r o m m 16,43
A sik 4ltal a kupbdl kimetszett kor tertilete:

T=p? 7=466% 1 =6822 cm?

= 4,66.

LTYal) A félgomb alakd iivegfeds kozéppontjaaz a =8 cm és b =10 cm
oldalu téglalap atléinak metszéspontja. Ha a sajt legnagyobb
m magassagat keressiik, akkor a téglalap dtldjanak a fele és az
m magassag egy olyan derékszogli haromszog befogdi, amely-
nek atfogéja a gdbmb R =15 cm hosszu sugara. A Pitagorasz-
tétel alapjan:

2 2
3.2 2 2
Rz—(—a b )+m2 = 152=(—8 + 10 )+m2,

B 2 2

amibdl a magassagra kapjuk, hogy m = 2./46.
A sajt magassiaga legfeljebb 2446 =~ 13,56 cm lehet.



A pontszeri fényforrés és a goly6 kor alakid drnyéka egy olyan
forgaskupot hatdroz meg, amelybe a golyd sugardval azonos
sugard gdmb irhato.

Vegyiik a kip dbran lathato tengelymetszetét.

A tengelymetszet olyan egyenld szdard hdromszog, amelynek
magassaga CT =24 cm, alapja AB=2-10=20cm, a beirt
korének sugara r. A haromszog szardnak hossza:

2
AC=,|CT? + (%) =242+ 102 =26 cm.

A sikmetszetben az ATC derékszogli haromszog hasonld az

OKC derékszdgli haromszoghdz, mivel ACT hegyesszogiik

kozos. A haromszogek megfelel§ oldalainak ardnya egyenld:
AC AT 26 10 20
_— = =— = .
oC OK 24—-r r 3

A goly6 atméréje 2r = 2—0 = 13,33 cm.

'Yk} Legyen a csonka kiip alapkorének sugara R, fedSkorének sugara r,
alkotdja a, magassaga m.
A csonka kiip tengelymetszete egy hurtrapéz, amely egyben érintG-
négyszog is. A hurtrapéz alapjai 2R, illetve 2r hosszisdguak.
A trapéz magassdga, ami a csonka kip magassaga is, a beirhat6
kor sugardnak a kétszeresével egyenls: m =2p. A htirtrapéz szarai
a csonka kup alkotéi.
Az érinténégyszogek tétele alapjan:

20=2R+2r = a=R+r.

Irjuk fel a csonka kip felszinének és térfogatdnak a hanyadosat:

A_m(RP+r2+a-R+7r) 3-(RP+r2+R+7)-(R+7)

v mT'”-(R2+R-r+r2) 20-(R?+R-r+7?)

_3-(2-R2+2-r2+2-R-r)_§
2p-(R2+R-r+r2) p

A csonka kup felszinének és térfogatdnak hanyadosa 3
P

LYY A vodor alapkorének sugara r =35 cm, fedSkorének sugara
R’ = 8 cm, magassdga m.

Vegyiink egy olyan sikot, amely metszi a vodrot, parhuzamos
az alaplappal, és érinti a vodorbe tett labdét.

Ennek a siknak a vodorrel vett sikmetszete egy R sugard kor.
Tekintsiik a vodor dbran lathat6 ABC’D’ hurtrapéz alaku tengely-
metszetét.

Az 4bréan lathat6 ABCD hurtrapéz egyben érintStrapéz is. A beirt
kor sugara p = 6 cm, az alapok hossza 2r, illetve 2R, magassaga

pedig 2p.




4475

Abeirt kor O kdzéppontja a hdrtrapéz B és C csucsokndl levd szogek felezdinek metszéspontja.
Ez a két szogfelezd, mivel a trapéz egy szdron nyugvo szogeinek 0sszege 180° derékszoget zar be.

A kiils6 pontbdl egy korhoz hizott érintGszakaszok hosszdnak egyenlsége alapjan KC = CE =R,
illetve TB = BE =r.

Az OBC derékszogli haromszdgben az dtfogéhoz tartozé magassdg OE = p, amely a BC atfogén
R és r hosszisagu szeleteket hoz 1étre. A magassagtétel alapjan:

2 2
p=JR-r = R=E = R=%=%.
r

A vodor m magassaganak kiszamitasiahoz az ABC'D” tengely-
metszet B csicsan keresztiil allitsunk mer6legest a trapéz alap- \
D

jéra. Az igy 1étrejott BLC, és BL’C’, hasonld, mivel szogeik
paronként egyenlSk. A két haromszog megfelelS oldalai hossza-

nak ardnya egyenld:
!_ ’_ _ m
m_R-r - m=2p-R r=2'6‘8 5=@‘
2p R-r R-r 36 _5 11
A vodor magassaga: m=%zl6,36 cm. A

A kup alapkorének sugara legyen r, magassdga m, alkot6ja a, a beirt gomb sugara R.
A feladat feltétele szerint:

Avip=2-Agsmy = 1 m-(r+a)=2-4-R*7 = r-(r+a)=8-R%
Tekintsiik a kup tengelymetszetét.

A tengelymetszet egy olyan egyenl§ szard haromszog, amelynek alapja 2r, magassdga m, szarai-
nak hossza a, és a haromszogbe irt kor sugara R.
Szamitsuk ki a hdromszog teriiletét kétféleképpen:
2-r-m:R.2-a+2-r — p=Im
2 2 a+r

Ezt beirva az r- (r + a) = 8- R? 6sszefiiggésbe:

o\ o2
r-(r+a)=8- rom = r+a=8~l.
a+r (r+a)2
Mivel m? = a? - r%: .
iaeg @) o r@en-@=n
(r+a)2 (r+a)2

amibdl kapjuk:
(r+a?=8-r-(a-r),

9.-r2-6-r-a+a*=0,
B-r—a)?=0.
Ez ut6bbi egyenl§ség pontosan akkor teljesiil, ha az alkoté hossza a sugar haromszorosa, vagyis

a fél nyilasszog szinusza % Mivel ez a sz0g csak hegyesszog lehet, a fél nyildsszog 19,47°.

A kup nyildsszoge 38,94°.



A kip alapkorének sugara legyen r, magassaga m, alkotdja a, a beirt gomb sugara R.

4477

A 4475. feladat megolddsa alapjan:
= (a+r)-R

’
A gomb és a kup térfogatdnak ardnya:
4-R3-n
Voomb 3 _4-R¥  4.R3  4.R?
“erem 2em . T . '
Viap % r2em o R@+1 roa+r)
r

A gomb és a kup felszinének ardnya:
Agomb __4-R*m__ 4-R?
Ap Trom-(a+r) re(a+r)

Ez alapjan egy tetszlleges forgdskipba irt gomb térfogatanak és a kup térfogatanak aranya
egyenld a gomb felszinének és a kip felszinének az ardnyéval.

A gomb felszine a kip felszinének harmada.

A pohdr egy m =12 cm magassagu, a = 13 cm alkotdju kdp. A kip
alapkorének sugara:
r=+a*-m?=4132-122 =5.

A pohiér térfogata:

v r2-7t-m=52-7t-12

A pohdrban lev§ koktél térfogatat egy, a pohdrhoz hasonlé kip
térfogata adja meg. A hasonldsdg ardnya a kiipok magassdgainak
. 7,5 5
ardnya: A=—==.
12 8
Hasonlo testek térfogatdnak ardnya a hasonldsdg ardnyanak a kobe:

3
Vioktal -3 = Viorel = 213. Voohis = (é) 1007 = 3125 T

Vohir 8 128

r-m
0Ssze-

A pohdr dltal meghatarozott kuipba irhaté gomb sugarat a 4475. feladat alapjan az R =

fiiggéssel szamolhatjuk: a+r

5-12 10
= =—ocm
13+5 3
A koktél kapjaba irhaté gomb sugara:
l-R:é-&:&>l cm,
8 3 24

2

tehat a beletett 2 cm atmérdjd ringlot a koktél teljesen ellepi.
A ringlészilva térfogata:

4-B.n 4n
Vszilvasz?'



] MEGOLDASOK - 12. EVFOLYAM

Ha a poharba beletessziik a szilvat, akkor a pohdrban levd koktél a szilvaval egyiitt egy 7 magas-
sdgu kupot alkot. A kup alapkorének sugara legyen 7”. Ez a kuip hasonld a pohar kipjdhoz, tehat
megfelel§ adatai hosszdnak hdnyadoséra egyenld:

r_ro eoplon S
m m 12
A h magassag kiszdmitdsa: )
(r’)-m-h
Vioktet + Vazitva =7
2
5
3125 4n (uh)'”'h
— Tt —=—"
128 3 3
h=7,63.

A pohdrban a koktél szintjének emelkedése:
h-75=763-7,5=0,13cm=1,3 mm.

LYyE) Jelolje az oktaéder élének hosszisdgat a, a = 30 cm.

a) Vegyiik az oktaéder két szemkozti parhuzamos
élének felezGpontjan dthalado, ezen élekre

merdleges sikmetszetét.
A rombusz alaku sikmetszet tartalmazza a beirt
gomb kozéppontjat, és a gomb fékore érinti
4

a rombusz oldalait.

A rombusz oldalanak hossza az a oldald )
szabdlyos haromszog magassaga:

b=%=15\/§.

A rombusz egyik 4tldja az oktaéder a élével egyenlS hosszu.
Keressiik a rombuszba irt kor sugardnak r hosszat.
A rombusz teriiletét egyrészt felirhatjuk r segitségével:

T, r-ﬁ=r-ﬁ=2r-§=r~ax/§=30\/§~r.

rombusz 2 2

Masrészt a rombusz teriilete egyenld két a alapu és b szdrd egyenld szard haromszog teriile-
tével. A haromszog alaphoz tartozé magassaga:

m=[b? - @2= J15v3)* - 152 = 1542,

amibdl a rombusz teriiletére kapjuk, hogy

Trombusz =2 an =30- 15\/5 = 450\/5.
A két kifejezés egyenlGségébdl:
4502
3043 - r = 45042 =N _5 /6.
’ "T3003

Az oktaéderbe irt gomb sugara: » = 56 ~ 12,25 cm.



b) Vegyiik az oktaéder két-két szemkozti csiicsan dthaladd
sikmetszetét. Ennek a négyszog alaku sikmetszetnek minden

oldala a hossziisdgu, atléinak hossza a2, a sikmetszet tehat
négyzet.

A négyzet atldinak metszéspontjatdl a szabdlyos oktaéder
. . aJ2 .
minden cstcsa > tdvolsagra van.

Tehat a szabélyos oktaéder koré irhaté gomb sugara:

N2 5121 em.
2

Vegyes feladatok I. - megoldasok

A visszamarado testnek 56 csucsa, 84 éle és 30 lapja van.

273
8

A sikmetszet teriilete: ~5,85cm2

a) y=90° B=33,69° o ~56,31° Ahiromszog ¢ oldala: 24/13 = 7,21 cm.
b) Két ilyen haromszog van.

Az egyikben y = 30° a harmadik oldal hossza pedig koriilbeliil 3,23 cm. A hdromsz6g mésik
két szoge: o = 111,73° és B = 38,27°.
A masik haromszogben y = 150° a harmadik oldal hossza kortilbeliil 9,67 cm. A hdromszog
tovabbi szogei: o = 18,15° és B = 11,85°

a) Mivel a megadott paralelogramma négyzet, barmely két szomszédos oldala 90°-0s szoget zar be
egymassal.

b) A megadott paralelogramma két szomszédos oldala 11,54°-0s vagy 168,46°-0s szdget zar be
egymaéssal.

o

A korgytricikk szélessége 4,75 cm. A kozépponti szoge o = % =2 radidn, azaz o = 114,59°.

a) A haromszog teriiletét Heron képletével szamolhatjuk:
T=+21-8-7-6=84cm?

b) A legkisebb kor alaku kartonlapnak a sugara, amelybdl a haromszoget kivaghattuk, éppen
a hdromszog koriilirt korének sugara. Ha a koriilirt kor sugara R, akkor:

R_a-b-c _13-14-15
4.T 4.84
A koriilirt kor teriilete koriilbeliil 207,39 cm?2.

=8,125 cm.

¢) A haromszoglapbdl kivaghaté legnagyobb kor a haromszogbe irhat6 kor. Ennek r sugarara:
re T _84

=—=4cm.
s

A legnagyobb kivdghat6 kor teriilete koriilbeliil 50,27 cm?.



] MEGOLDASOK - 12. EVFOLYAM

a) Mivel AB? + BC? = AC? teljesiil, ezért az ABC,, derékszogd, [
amelyben az AC oldal az atfogo. PN
Az ABCD négyszog teriiletére teljestil: 5 :
Typep = Tapc + Tacp- :’I D S \\‘.
Az ABC derékszogli haromszog teriilete: '\‘ 0 6 ’,'I

Typc = % =12 cm?>

Az ACD,, teriiletét Heron képletével szdmolhatjuk:
Tyep =\(4+V13) - (4 - VI3)- (VI3 +1)- (VI3 — 1) =+/3-12 = 6 cm?
Az ABCD négyszog teriilete:

b) Mivel az ABC, derékszogt, ezért ha 1étezik olyan kor, amelyre a négyszog Osszes csticsa
illeszkedik, akkor a hirnégyszogek tétele alapjan az ACD,-ben a D csucsndl szintén 90°-0s
szognek kellene lennie. Mivel:

2
32452 <(2J13),
ezért az ACD,, tompaszog(, vagyis az ABCD négyszognek nem létezik kortilirt kore (azaz nem

hirnégyszog).

¢) A b) részben lattuk, hogy az ACD, tompaszdgl, vagyis az AC atlé a D pontb6l 90°-ndl
nagyobb szog alatt latszik, tehdt a D pont az ABC, Thalész-korének bels6 pontja. Az ABCD
négyszoget teljes egészében lefed6 kor legalabb akkora sugard, mint az ABC, koré irt kor
sugara, ezért a legkisebb sugard kor, amely lefedi a négyszoget, éppen az AC szakasz Thalész-
kore. Ennek sugara +/13 cm, teriilete pedig 137 = 40,84 cm?.

d) A DAC,-ben a koszinusztétel alapjan:
P +(B) -5 3

DACK = =
o 2.3.(2413) V13

Az ABC derékszogl haromszogben:

6 3
COSACBYL = ——=—.
213 J13

A kapott eredményeket 0sszehasonlitva lathatjuk, hogy DACX = ACB<, ezért az AD és CB szaka-
szok parhuzamosak egymassal, igy az ABCD négyszog trapéz.

a) Alegbels6 futésav kozépkorének sugara:
r= @ =~ 63,66 m.
2r
Beliilrdl kifelé haladva a kovetkezé futésav kozépkorének sugara 64,66 m, hossza 406,3 méter.
A kovetkezd sav kozépkorének sugara 65,66 m, hossza 412,6 méter. A legkiilsG sav kozép-

korének sugara 66,66 méter, hossza 418,8 méter.

2

b) A korgytird teriilete:
2-p-m-m,

ahol p a kozépkorének sugara, m pedig a szélessége.
A képlet alkalmazdsédval az egyes futdsdvokra a kovetkezd teriileteket kapjuk:
400,0 m?, 406,3 m?, 412,6 m?, 418,8 m>.



Tegyiik fel, hogy az e egyenes megfelezi az ABC, keriiletét

és teriiletét. Ha az e egyenes az ABC,-et két masik haromszogre
bontja, azaz dtmegy a hdromszog egyik csdcsdn, akkor a két
részharomszog teriiletének egyenldségébdl kovetkezik, hogy az
e egyenes a hdromszog egyik stlyvonala, a keriiletek egyenl&sé-
gébdl pedig az kovetkezik, hogy a hdromszog egyenl$ szaru.
Mivel az egyenl§ szard haromszog csicsabdl indulé sulyvonal
egyben szogfelezd is, ezért az e egyenes valdban tartalmaz
olyan pontot, amely a hdromszog oldalait6l egyenld tdvolsagra
taldlhato, ugyanis a beirt kor kozéppontja megfelel a feltételeknek.

Ha az e egyenes nem megy 4t a haromszog egyetlen cstiicsan sem, akkor a haromszoget egy négy-
szogre és egy masik haromszogre bontja. Tegyiik fel, hogy az egyenes a haromszognek az AB
és BC oldalait metszi, AB-t G-ben és BC-t H-ban. Legyen AG = x, CH =y, tovabba ebbdl ad6-
déan GB =c—x és HB=a—y. Legyen tovdbbd O a B csucsbdl indul6 szogfelezs és az e egyenes
metszéspontja. Ekkor persze az O pont az AB és BC oldalaktdl egyforma tdvolsdgra taldlhatd,
amit r-rel jeloltiink. A GHB,, tertilete:

(c—0r (a—yr
Toyg = + .
GHB 2 5

Az AGHC négyszog teriilete:

]:LXGHC=7;1GO+THC0+TCAO=7+? 5

xr r br’
A

ahol ’ az O pont AC oldaltél mért tdvolsaga.
Mivel az e egyenes megfelezi az ABC), teriiletét, ezért:
(c-9r (a=yr_ar yr br
2 2 2 2 2
(c—=x)r+(@a-y)yr=xr+yr+br. (1)

2

Vegyiik figyelembe, hogy az e egyenes megfelezi az ABC, keriiletét is, ezért:
c—Xx+a-y=x+y+b,
amibdl r-rel vald szorzds utdn:
(c=x)yr+(@a-y)yr=xr+yr+br. (2)
Az (1) és (2) egyenlGségek bal oldaldn ugyanaz a kifejezés all, ezért a bal oldalon all6 mennyi-
ségek is megegyeznek, azaz:
Xr+yr+br’=xr+yr+br,

amibdl kovetkezik, hogy r = r’. Ez azt jelenti, hogy az O pont a hiromszdg mindhdrom oldalatdl
egyenl§ tavolsagra taldlhatd, amit éppen bizonyitanunk kellett.

Megjegyzés: Az O pont éppen a hdromszog beirt korének kdzéppontja.

A korcikkben az dbra szerint elhelyezett PORS négyzet oldalat A
jeloljiik x-szel. Az OPS derékszogil hdromszogben:
X x  x/3

tg60°=— = OP=-—F%=——.

s OP V33 y A7
Ebbdl kovetkezik, hogy az ORQ derékszogd haromszog oldalai: . .

0Q=x+£=x(l+£), RO=x, OR=12cm.
3 3 /60°
0 P X Q B



Az ORQ)-ben felirhatjuk Pitagorasz tételét:
2
x2-(1+?) +x2=122 = 362-7-'-32\/§ =144,

amibdl a PORS négyzet teriilete:

, 432
xi=—
7+243

A korcikkben az dbra szerint elhelyezett TUVW négyzet oldalat
y-nal jeloltiik. A feltételek szerint az UT szakasz parhuzamos
az AB hurral, amibdl kvetkezik, hogy az OUT), szdgei paronként
megegyeznek az OBA, szogeivel, azaz a két haromszdg hasonlo.
Mivel az OBA,, szabdlyos (OA = OB és a két oldal 60°-os szdget
fog kozre), ezért a hozza hasonlé OUT, is szabdlyos, igy OU =y.

~ 41,28 cm?2.

Tekintsiik ezutdn az OUW,-et. A haromszdg oldalai:
OU=y, UW=yw2 é OW=I12cm.
A haromszog megfelel§ szogére:

OUW< = OUTX + TUW< = 60° + 45° = 105°.
A koszinusztétel alapjan:
OW?=0U?+UW?-2-0U -UW - cos105°,

144 = y2 + 2y2 - 2y\/§ - y-cos105°
amibdl a miveletek elvégzése utdn a TUVW négyzet teriiletére adddik, hogy:
3= 144
3242 - cos105°

Eredményeink alapjan az elsé esetben kapunk nagyobb teriiletd négyzetet.

~ 38,58 cm2

Ha a fabdl késziilt kocka éleinek hossza x cm, valamint a darabolas utan keletkez kisebb kocka
éleinek hossza y cm (x > y), akkor a feltételek szerint a nagyobb kocka és a darabolds utdn kelet-
kez kisebb kocka térfogatanak kiilonbségére teljesiil, hogy: x3 — y3 = 152.

Az ismert nevezetes azonossdg alkalmazdsdval szorzattd alakitva kapjuk, hogy:

(x—y)- (xz +xy + y2) =152.
A bal oldalon szereplé szorzat tényezdi pozitiv egész szamok, tovabba lathatd, hogy a masodik
tényezG§ hatdrozottan nagyobb, mint az elsd, ezért a kovetkezd esetek lehetségesek.
Leset: x—y=1 és x2+xy+y?=152. Az els6 egyenletbdl x2 —2xy + y% = 1, amit a misodik
egyenletbdl kivonva kapjuk, hogy 3xy = 151. Mivel a 151 nem oszthaté 3-mal, ezért ez az eset
nem teljesiilhet.

IL eset: x —y =2 és x> + xy + y? = 76. A mésodik egyenletbSl kivonva az els§ egyenlet négyzetét:
3xy =72, azaz xy = 24. Tekintettel arra, hogy x pontosan 2-vel nagyobb y-ndl, konnyen belat-
hatjuk, hogy x =6, y=4.

I eset: x—y=4 és x2+xy+y?=38. A mar kétszer alkalmazott médszer most a 3xy = 22
egyenletre vezet. Mivel a 22 nem oszthaté 3-mal, ezért ez az eset nem teljesiilhet.

IV. eset: x—y =8 és x2+xy +y? = 19. Ezittal 3xy =—45. Mivel a bal oldalon pozitiv szimok
allnak, amelyek szorzata nem lehet negativ szdm, ezért ez az eset sem teljesiilhet.

A feltételeknek egyetlen kocka tesz eleget, amelynek élei 6 cm hossziak. Az ellendrzés mutatja,
hogy a 6 cm éld kocka valdban feldarabolhat6 az ismertetett médon.



Vegyes feladatok Il. — megoldasok

a) A téglatest felszine: 2248 cm?.
b) A téglatest térfogata: 6240 cm?.

A négyzetes hasab térfogata: 1685,11 cm?.
A padlastér legnagyobb magassdga: 8 m.

a) A sajtbdl megkozelitSleg 592 darab szokdsos méret( sajtot lehetett volna késziteni.
b) Egy ilyen minGségl 1,4 kg tomeg sajt elkészitéséhez megkozelitSleg 10 liter tej kellene.
c) MegkozelitSleg 183 napra lenne elegendd.

A hangyalesd larvdjanak megkozelitSleg 84 cm? térfogatd homokot kellett megmozgatnia.
Egy liter asziibol koriilbeliil 242 borbonbont lehet késziteni.

a) Akeletkezett forgdstest felszine: 3007 = 942,48 cm?.
b) Akeletkezett forgastest térfogata: 2407 = 753,98 cm?.

A lavorba megkozelitSleg 22 liter viz fér.
A golyok feliiletének az dsszege: 130,46 cm?.,
A négyzetes oszlop alapéle legyen a, oldaléle m hosszisagu.

A feladat feltételei alapjan: <
m I
—= =tg49°41’,
w2 F
m
a®-m=2880.
Az egyenletrendszer megolddsai: a = 12 és m = 20. 49°41° L
A négyzetes oszlop felszine: o >
a

2122 +48-20 = 1248 cm?.

(HI) A feladat szovege alapjan egy atlagos testalkatd ember térfogata:
V;=1,5-0,08=0,12 m>.
A 61don €16 6,9 millidrd ember térfogata:
V=6,9-10-0,12 = 0,828 - 10° m? = 0,828 km?.
A Balaton vizszintjének i emelkedésére felirhatjuk, hogy:
0,828 =h-594 = h=0,0014 km.
A Balaton vizszintje 1,4 m-rel emelkedne.

) a) Az UTP kabel keresztmetszete T = 2,75%- 7 mm?, tehat kétszer 20 méter térfogata:
V=2,75%-7-40000 = 950 332 mm? = 950,33 cm?.

A kébel tomege:

m;=V-p=950,33-0,8 = 760 g.
A cs6 tomege:

m, =20-0,5=10 dkg =100 g.

A cs6 és a kabel egyiittes tomege:

m=my +m, =860 g =86 dkg.



(I Tekintsiik a csatorna dbran 14thatd keresztmetszetét.

b) Az UTP kébel sugara R = 2,75 mm, a cs6be még behtizhato
legnagyobb sugaru kédbel sugara legyen r.
Vegyiik a bekdbelezett csé dbran lathaté keresztmetszetét. A
A hdrom kébel kor keresztmetszetének kozéppontjai egy ‘v‘
olyan egyenl§ szdrd haromszoget hatdroznak meg, amelynek '
alapja 2R, szdrai R + r, az alaphoz tartozé magassaga pedig

2R — r hossztisaguak. frjuk fel Pitagorasz tételét a magassag
altal l1étrehozott egyik derékszogii haromszdgben:

R+r*=R>+Q2R-r? = r=%R.

A csdbe legfeljebb 2r = %R = % -2,75=3,67 mm kiilsé 4tmérGjd kabel huzhatd.

Szamoljuk ki, hogy a keresztmetszetben mekkora teriilet(i részt
foglal el az atfoly6 viz. Ez egy 45 cm sugaru korszelet, amelyet
az AB hur hatarol. A hirnak a kor kozéppontjatdl vett tadvolsaga
a sugdr harmadrésze, azaz 15 cm. Ez alapjdn az o kozépponti
szogre felirhato:

cos%:E =  a~141,06°
A korszelet teriilete:
T2 g, 0 riesing o 141,060 457-sin141,06°

360° 2 360° 2
~1856,37 cm? ~ 0,19 m2.

A csatorna drdnként annyi vizet enged at, amekkora egy T alapteriiletd m = 0,8 - 3600 = 2880 m
magassagu hengerszerd test térfogata.

Orénként a csatorna V=T-m = 547,2 m3 vizet enged at.

A tetraéder magassiga legyen m =AD =20 cm, az alaplapja

az ABC,, melynek teriilete:
Typc = % =150 cm?
a) A tetraéder térfogata:
- 15-20 20
v="T-_2 =1000 cm®.
3 3

b) A felszin kiszdmitdsdhoz sziikségiink van az oldallapok
teriiletére.

Az ABC derékszogi hairomszogbdl:

BC =+15% +20% =25cm.
Mivel az ABC,, és az ABD,, egybevig6: DB =25 cm.
Az ACD derékszogii haromszogbdl: DC = 20v/2 cm.



(H Az dbrik jeloléseinek megfelelGen a giila magas-

A tetraéder BCD oldallapja egyenld szarti haromszog. Szérainak hossza 25 cm, alapja 20v/2 cm
hosszu, igy az alaphoz tartoz6 magassédga:

252 - (20{) J25=5V17 = Tyep= M =50+/34 cm?

A tetraéder mdasik harom oldallapjénak teriilete:
Tipc=Thpp = 150 cm? és Tyrp =200 cm?.
A tetraéder felszine:
A=2-Tipe+ Ticp + Tgep =2 150 + 200 + 50734 = 500 + 50+/34 = 791,55 cm?.

sdga m =2 m, az alaplap beirt korének sugara K

r=1m, alapéle pedig a. Az alaplap beirt kdre

az alapélt az él F felez6pontjandl érinti.

A BFO derékszogli haromszog O csicsdnal 1évs

szoge: 00" 1_ 36°, amibdl: = B
2 F
a

tg36° =% = a=2-1g36°m
a) A gula alaplapjanak teriilete:
=5-%z5-tg36"m2 o y=lm 3832wl

3
A giila térfogata 4,42 m>,

b) A palast felszinének kiszdmitdsdhoz sziikség van az oldallap m, magassdgira. Az OFK derék-
szogl haromszogben ismerjiik az OK és OF befogokat, igy az m,, atfogo:
my=\OK? + OF2 =y/22+ 12 =5 m.
A gila paldstjanak felszine:
A

=5.%:5-tg36°-\/§z8,12m2.

paldst

Az a =12 cm oldald szabdlyos ABC haromszoget e egyenes
koriil megforgatva egy olyan korhengert kapunk, amelybdl két
egybevago korkupot kivagtunk.

A két kip és a korhenger alapkorének a sugara a szabélyos harom-

. ) a3 ) ) .
sz0g magassaga: r = -~ A henger magassaga a haromszog

oldaldnak az a hossza, a kipok magassédga pedig %.

A kupok alkotéinak hossza a hdromszog a oldaldnak a hossza.

a) A henger és a két kup paldstjanak teriiletét 6sszeadva megkapjuk a forgastest felszinét:

o3

A= Ahengerpalalst'l-2 Akuppalast—zr T-a+2r-n-a=4r-m-a=4- T T-a=

=23 -7 a®>=23/3 7144 =1567,12 cm>.
A forgistest felszine: A = 1567,12 cm?.



(4506)

b) A forgastest térfogatat megkaphatjuk gy, hogy a henger térfogatabdl kivonjuk a két kup térfogatat:
2
YT My 2
V= Vhenger -2 Vkljp =rtz Mhenger ~ 2 L=rim (mhenger - _mklip) =

3
2
= (#) 7 (12 —%-6) =864m =~ 2714,34 cm’.

A forgdstest térfogata: V = 2714,34 cm?.

3

A csonka kip alaku tejf616s doboz fedSkorének sugara R = 4,25 cm, az alapkor sugara r = 3,25 cm,
az alkotdja a = 12 cm.

A csonka kiip m magassdga az a® = m? + (R — r)* Osszefiiggés alapjan:

m=+a?—(R-r?=+122-12 =143 cm.

A doboz térfogata:

V= mT” (R2+R-r+r?) =0T (4052 4 405,325 43,252) ~ 531,43 cm?
A tejfol sirdsége:
_ Mygigs) 450 g
= = = 0,85 .
1% 531,43 cm?

Az dbra jelolései szerint a gombbe irt kiip tengelymetszete az
ABC,. A hdromszodg koriilirhaté korének sugara R =20 cm,

a hdromszog szdrdnak a hossza a = % -2R =30 cm, ami a kiip

a alkotéjanak hossza is egyben.

Az AOC egyenl§ szari haromszogben az AC oldalhoz tartoz6
EO magassag behuzasdval kiszdmithaté az ABC egyenl§ szard
haromszog C cstcsandl levs o szdrszoge:

a EC
cos—=——
2 oC

A kertileti és kdzépponti szogek tétele alapjan:
AOBX =20 = AOF¥=cq.

Az AOF derékszodgl haromszogbdl meghatdrozhat6 a kip alapkorének sugara:

o s o aosase
2720

sing=— = sin82.82°=—" = r~19.84cm.
R 20

A gombbe irt kup felszine:
A=m-r-(r+a)=r-19,84-(19,84 + 30) = 3106,49 cm>.

Tekintsiik a mellékelt 4brdt. Legyen a gula alapéle a.

Mivel szabélyos hdromszog alapu guilardl van sz6, a D csticsnak
az alaplapra es6 merdleges vetiilete az ABC szabdlyos hdrom-
szdg S silypontja.

Egy hiromszogben a sudlypont a sudlyvonal cstcstdl tdvolabbi
harmadolépontja, tehat:

_af3 2_af3
2 3 3

AS




Az ASD fél szabélyos haromszogben:

SD=AD- % =143, tehit a giila testmagassaga: m = 14/3 cm,

valamint:

AS = % = ? =14, tehat a gila alapéle: a =14/3.

A gula oldallapjdnak magassdga a DBC egyenl§ szard haromszdgbdl szdmithato:

m, = DF =\ BD? — BF? = (282 — (145) 7413 em.

a) A gila felszine:

2, .
A=T+3.T, =% ﬁ+3~“ Mo — 1473 + 14739 =~ 1172,63 cm?2
ATy 2

b) A gula térfogata:
a>-\3
3

=2058 cm3.

() A siivegcukor alapkorének sugara r = 6 cm, magassdga m = 30 cm.
A kup alkotdjanak hossza:
a=~/m2+1r2 =302 + 62 = /936 = 6526 cm.

A kup paldstja egy a sugart korcikk, amelynek kozépponti szogét jelolje a. A korcikk {ivhossza
az alaplap kertiletével egyenlG:

2eam—2=2rr = 26261 —
360° 360°
a) Akip paldstjat az L ponton dthaladé alkotdja
mentén felvagjuk, és sikba kiteritjiik. A légy
altal megtett legrovidebb ut az igy kapott kor-
cikk [ hosszuisagu hurja. A hdr hossza annak
az egyenl$ szard haromszognek az alapja, N
amelynek szarszoge 70,60° szdra 6.26:

l=2-6-\/%-sinwz35,36.

Alégy altal megtett tit 35,36 cm.

b) Tekintsiik a kip P ponton 4thaladé tengely-
metszetét az dbran lathato jelolésekkel.

A parhuzamos szelGszakaszok tétele alapjan:
pPr_ 5
or> 30’
- 626+ =%,

A P pontnak a kip csticsatol vett tdvolsdga:

OP =626 — /26 = 526 cm.




A kup paldstjat a P ponton athaladé alkot6ja mentén felvag-
juk, és sikba kiteritjiikk. A hangya altal megtett legrévidebb tit
az igy kapott korcikk azon & hurjanak a hosszisaga, amelynek
végpontjai a hatdrolé sugarakon a kiip csticsatél 526 cm
tdvolsdgra vannak:

1=2-5-\/%-sinwz29,47.

A hangya dltal megtett it 29,47 cm.

c) Alégy akkor keriil a legkdzelebb a kip csicsdhoz, amikor az ut felét megtette. Ekkor a csucs-
tél vett tavolsag:

d= m-cos@ = 24,97 cm.

A hangya a kiindul6 helyzetében van legtdvolabb a kip csucsatdl. Ez a tavolsag:
OP =526 = 25,50 cm.
Mivel OP > d, a hangya és a 1égy taldlkozhat a stivegcukor feliiletén.
Tekintsiink egy olyan szabalyos négyoldali csonka giil4t, amely-

nek az alapéle 4 dm, a fedGlapjanak felezGpontjai dltal meghata- G
rozott négyzet oldala 2 dm, magassdga pedig 1,5 dm. AN AN N

Az emlékm talapzatat ennek a testnek a csonkoldsdval kapjuk N2 N V2
gy, hogy a fed6lap minden csicsédndl leviagunk egy-egy tetra- :
édert.

A feliilnézeti dbrdn az emlékmd talapzata az ABCDEFGH test. i i
Ha az ABCDAB’C’D’ csonka gila A, B’, C’ és D’ csticsaindl Aj,f .............. EB
levagjuk az EHAA, az EFB’B, az FGC’C és a HGD’D egybe- g 5
vago tetraédereket, akkor éppen a talapzatot kapjuk meg.

; - ._B

A HGD' egyenl§ szért derékszogl haromszog atfogéja 2, igy befogdi ~/2 hosszisagiak, ezért
az AB’C’D’ négyzet oldaldnak a hossza 2+/2.

m
%BCDA’B’C’D’:‘/:g'(T‘*VT't +1)=
:%-(42+4-2ﬁ+(2\/§)z):12+4ﬁ.
A levagandé egybevigé tetraéderek (pl. HGD'D) alaplapjanak teriilete a ~/2 befogéijii egyenld
szaru derékszogl haromszog teriilete, magassdga m = 1,5, igy:

T -m

s p 1
Ir's——-—=1 €s Vtetraéder = T 5

Az emlékmi térfogata:
1
V= Vigcpanen =4 Viewaeder =12+ 42 -4 2°

=10 + 42 = 15,66 dm3.

A talapzat tomege:
Mialapzat = V.p=15,66-2,7=4228 kg.



Mivel a rétegek magassaga mindig kettGvel n6, ezért a paros négyzetszamok adjdk meg a szom-
szédos rétegekben levd kockak darabszamat.

Az épitményben a kis kockdk szdma:
4+16+36+64+ 100+ 144 + 100 + 64 + 36 + 16 + 4 = 584.

b) Az épitmény elolnézetének teriilete megegyezik a legmagasabb fiiggbleges réteg teriiletével. Ezt

a feliiletet elol és hatul is le kell festeni. Az eléz6ek alapjan ez a két feliilet:
2-122 =288 cm?.
Az épitmény oldalnézetben kétkockanyi magassdgrol indul, és mindig djabb két kockaval

Py

novekszik, amig el nem éri a 12 kockdnyi magassdgot, majd onnan az eléz6 szabdly alapjan
kétkockdnyi magassagig csokken. Két oldalrdl a lefestendd feliilet:

2-2+4+6+8+10+12+10+8+6+4+2)=144 cm?

Feliilrdl az épitmény alapjanak megfeleld teriiletet kell lefesteni:
3+7+11+15+19+23+19+15+11+7+3 =133 cm?

A befestend? feliilet 6sszesen:
288 + 144 + 133 = 565 cm?.
c) Az elsé fiiggsleges réteg 22 darab kockébol 4ll, és ennyit takar el a masodik fiiggdleges réteg
nem sz€ls6 kockdibdl, igy ezeket nem kell befesteni.

A miésodik fiiggSleges réteg 4% darabot takar el, a harmadik 6%-t, és igy tovabb egészen az 6todik
fiiggSleges rétegig, ami 10% kocka festését nem engedi meg a hatodik legmagasabb rétegbdl.

EttSl kezdve a csokkend magassagu oldalon az el§z6khoz hasonléan gondolkodhatunk.
Az épitményben igy

22442462 +82+10%+ 82+ 6% +42+22=340
kockédnak nem lesz egy oldala sem befestve.





