11.4. FUGGVENYEK

Az exponencialis és logaritmusfiiggvény — megoldasok
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EI1F) a) Ertelmezési tartomdny: x € R.
Ertékkészlet: y € R. 1
Az x tengelyt nem metszi, az y tengelytaz y = 7 helyen metszi.

b) Ertelmezési tartomany: x € R. p
Ertékkészlet: y > —3.
Az x tengelyt az x = 1 helyen, az y tengelyt az y = -2 helyen

metszi. 1
EREENN
c) Ertelmezési tartomany: x € R. "
Ertékkészlet: y>—2. :
Az x tengelyt az x = -2 helyen, az y tengelyt az y = 6 helyen
metszi. h(x)

BB r(11)=log;9+3=5, f(3)=logz1+3=3, f(11)+f(3)=8.

a
B fa+1)- (a—1)=2""1—2“‘1=2~2"—2—=2“-2—l =§~2“=3-2“‘1.
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FUGGVENYEK

— 3
(3464 a) f*(x)=2""-2 y
b) Ertelmezési tartomdny: x € R, nem véltozott.
Ertékkészlet: y > —2.
Zg€rushely: x =-2. f(x)
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y =10g, 4(x —1)

y =log, (x—4)
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d) x> N226D 2 =2x-1_2;

X
e) x> 4l-x+l=42-x - 16. (%J ;

f) x 3=

X>=3.2%
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h) x+>272.2%+6 4 3=2x+4 4 3

1 1
i) xis 1647162 = 167 V16 =4 §(27)' = 4-[27] = 2¥+2,

X>2X+4 43

-5

X > 2K+2

9
X —.3+1
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a) fx)=

c) xe]-41[;

(3460 )

b) f(x) e [-4;2];

e) x;=—44és x,=1.

—-x—-4, ha -5<x<0,
5*-5, ha 0<x<l,
logyx, ha 1<x<9;
d) xe[-5;3];
y b) y c)
16
y=2x+2 1){
r=1-(3)
_/p 1
22 X -1 1 X

d)

fI) ) Ertelmezési tartomdany: x > 0.

x*—4
2%-2 =2%+2 x 22,

y=2+2-logy | x|

2
1

'

logy4x2 =2 +2-log, | xl;

Ertékkészlet: y € R.
Zérushely: x=1.

5

=

log,2x =—-1+log,x;
2 2

Ertelmezési tartomdnydn szigortian monoton novd.

b) Ertelmezési tartomany: x > 1.

Ertékkészlet: y € R.
Zg€rushely: x =2.

Ertelmezési tartomanyan szigordan monoton néva.

y=2

-1
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y=2-logq|x -2|
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log (x—2)> =2-log lx-2l.
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¢) Nevezetes azonossagot alkalmazva:
logz(x2 —-2x+1)=log,(x - 1)2.
A logaritmus azonossagai alapjan a fiiggvény hozzdrendelési
szabalya:

x> 2-log, lx - 1.
Ertelmezési tartomdny: x € R\{1}, értékkészlet: y € R.
Zérushelyek: x =0 és x=2.
A fiiggvény a |—eo; 1] intervallumon szigoriian monoton csok-
kenG, az |1; +eo intervallumon szigordian monoton néveé.

d) Mivel |1 —x|=|x —1l, ezért a fiiggvény megegyezik a c) fel-
adatban megadott fliggvénnyel.
Ertelmezési tartomdny: x € R\ {1}, értékkészlet: y € R.
Zérushelyek: x =0 és x =2.
A fiiggvény a |—eo; 1] intervallumon szigorian monoton csok-
kend, az |1; +oo[ intervallumon szigoriian monoton nova.

a) A fiiggvény |-2; +oo-ban szigordan nd, zérushelye —1.
log,(x+2), ha -2<x<2,
2%-1" ha 2<x.

-]

b) A fiiggvény csokken, zérushelye x = 2.

3%+ ha x<I,
—(x-1)2+1, ha x>1.

gx)= {

c) A fiiggvény |—oo; 0]-ban csokken, [0; +oo[-ban né, zérushelye
nincs.
vx+1, ha x>0,

472*  ha x<0O.

h(x) = {
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y=logy(x%-2x +1)
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d) Alogaritmus tulajdonsdgait felhaszndlva: 7

i(x)=

log, x —log, 4
4 4

log, x+1
4

Ertelmezési tartomény: x > 0.

Zérushely: x = 4. i I i i
A fiiggvény a ]0; 4] intervallumon szigortian monoton csokken,
a |4; +oo[ intervallumon szigortian monoton né.
e) Zérushely: x =0. 7
A ]—c; 0[ intervallumon szigortian monoton csokken, a 10; +o[ 5
intervallumon szigortian monoton ng. i)
1
Sl 1 X
f) Zérushelyek: x=-2 és x=2. P
A ]—oo; 0[ intervallumon szigordan monoton nd, a ]0; +oo[
intervallumon szigortian monoton csokken. 7 k)
A fiiggvény paros, grafikonja tengelyesen szimmetrikus az y /
tengelyre vonatkozdan. il L il
g) Zérushelyek: x =0 és x=2. 7

A ]—co; 0[ intervallumon szigordan monoton csokken, a J0; 1]
intervallumon szigorian monoton nd, az ] 1; +o<>[ intervallumon
szigordan monoton csokken. 1)

Ertékkészlete: y > —1.

a) A masodfoku kifejezések gyoktényezds alakja alapjan: ,
+x-6=x-2)(x+3). /
A fiiggvény értelmezési tartomdnyadra:
(x=2)(x+3)>0 & (x=2)>0,

amib6l x > 2 adddik. BN ]
A logaritmus azonossdgai alapjan:
x-=2)(x+3
f)= 10&% =log, (x +3).



b) Alogaritmus és a négyzetgyok értelmezése miatt x> —4 >0 és
x +2>0. Akét feltétel egyiitt akkor teljesiil, ha x > 2.

A logaritmus azonossigai, majd nevezetes azonossag felhasz-

ndldsa alapjan:

x2—4
g(x)=log, =log, (x —2).
5 x+2 5

c) Afliggvény értelmezési tartomdnya: x > 0.
A logaritmus azonossdgai alapjan:
1 le”
h(x)=1gx - log,;—=lgx - —* =
(x)=1lg o1 =18 120.1

=lgx+(Igl-1gx)=0.

Egyenletek és fiiggvények — megoldasok

Az egyenletek bal és jobb oldalat kiilon fiiggvényként dbrazolva kapjuk:

a) y b) V416 x—16 C) y
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FUGGVENYEK

X>-2x+3

5 R \ X

x1=0 éSX2=1.

IV a) x =1 (értelmezési tartomany: x > —1).

A
5
: X logy(x +1)
X1 1
—13 1 [ X
L
b) x =3 (értelmezési tartomany: x > 2). y
5
X —>logs(x -2)
L : (y=0)
=l 5 X

-5

¢) Abrazoljuk egy koordinata-rendszerben a bal oldalon és a jobb
oldalon 4116 kifejezésekkel értelmezhetd fiiggvények grafikon-
jat x > -3 esetén.

y
Mivel az x—log,(x +3) fiiggvény nd, az x+—>3 —x fliggvény
csokken az értelmezési tartomdnyon, és x = 1-re mindkett§ érté- : N =logy(x +3)
>
70

ke 2, az egyenlet egyetlen gyoke: x = 1.




e

d) Az el6z6hoz hasonléan oldhaté meg, itt is egyetlen gyokot
kapunk az értelmezési tartomanyon (x > 1): x = 10.

fT8 ) Ertelmezési tartomany: x > 0.

Atalakitds utén:
logyx =—x>+5.

Az egyenletnek egy gyoke van, az x = 2.

b) Atrendezés utan:
2% 2 =—x24+2x—1=-(x- 1)~
Az egyenletnek 2 gyoke van, az x; =0 és az x, = 1.

c) Ertelmezési tartomdny: x > 0.
Az egyenletnek egy gyoke van, x = 1.

a) Abrizoljuk egy koordinta-rendszerben a bal és jobb oldalon
allo fiiggvények grafikonjat, és olvassuk le az eredményt a gra-
fikonr6l. Ellendrizziik algebrai tdton.

x—4
F) =25+ g(r)= 2w+ =0l = (l) ;
2
f) > gx).
Megoldas: x> 1.
EllenGrzés:
16

2x+2 5 pd-x 4~2">§, 2254 x>1.

' '
| |

i 0N
iy =log(x - 1)

f(x) =log, X

BRIV 5 X
}l/ \g(x) =x2+5

(x)=2x -2

/
—ﬁ g0 =0 =17

X —10g4x

1\/

= 5 X

x—>1-x2hax>0




b) Abrézoljuk:

f) =51 gy =5"+4;
J(x0) > g).
Megoldés: x> 0.

Ellenérzés:
5-5>5+4, 5*>1, x>0.

c) Ertelmezési tartomany: x > l
Abrizoljuk: 3
f(x) =logsBx—1), gl)=1;
| J(x) <g).
Megoldas: 3 <x<2.

Ellendrzés:

logs(3x-1)<1, 0<3x-1<5, 1<3x<6,

d) Abrazoljuk:
f) =32 gx)=9;
S 2 g(x).
Megoldas: x > 4.

Ellen6rzés:
3%-2>32 x-222, x=4.

e) Ertelmezési tartomany: 1> x.
Abrazoljuk:
J() =logz(1-x), gx)=2;
f(x) 2 gX).
Megoldés: x <-8.
Ellen6rzés:

l<x<2.
3

logz(1-x)>2, 1-x232=9, -8>x

-5

g(x)

-8

-5

=




f) Abrazoljuk:

Megoldas: x > —1.

Ellen6rzés:

g) Abrézoljuk:

fx) =log,|xl,
[0 > g().

Megoldés: x < —4 vagy x > 4; Osszefoglalva:

| x| > 4.
Ellendrzés:

log, | x| > 2,

h) Abrézoljuk:

Mivel

x, ha x2>0,
| x| =
" |-x, ha x<0,

foo =21,

Megoldas: —1< x< 1, vagyis |x| < 1.

Ellendrzés:

Megoldas:

2|x|<2’

A: x € [0; oo, vagyis x>0;

B: x € |-o0; 3[, vagyis x < 3.

1 x+1 /
fo) = (—) , g =1 i
2 f(x)
Jx) < g(x).
5
x+1 )
J <1, x+120, x>-1 E
-5 j 1 5 X
y
g(x) =2, .
f(x)
\ 2 /
1 g(x)
-8 5 4 E 1 4 8 X
|x|>22=4.
-5
y
gx) =2, BN
) < 8. i
2%, ha x2>0, .
fx)= olxl = 1
(5) , ha x<0. )
pV% ()
2 19 5 X
lx| < 1.
(1) y (2) "
10 10
8 X8
;5; X4
X 2X+3 XH|2m
1 1
-5 -1 1 X -5 -1 X



1 .
a) Az 5 alapu logaritmus csokkend, igy:

gl4x+620 N 0<4x+6

3 X X

lo

<l.

Az utébbi egyenl6tlenség dtalakitva:

b) A szorzat logaritmusara vonatkoz6 azonossag felhaszndldsaval:
logz(x+ 1)+ logg(x+3)=1 (x>-1) = logz(x*>+4x+3)=1.
A logaritmusfiiggvény szigortian monoton, ezért:
x2+4x+3=3, amibsl x-(x+4)=0.

A megolddsok: x =0 j6, x =—4 nem j6 gyok.

c) Atalakitdssal:
X2 55-5%2<0 = x?-5%<25-5%
Az exponencidlis fliggvény miatt 5* # 0, ezért:

x2<25, amibdl |x|<35.
A megoldas: -5 <x<5.

a) Az x+>2% és x> %x + 1 fiiggvény grafikonjét egy koordinata-

rendszerben dbrazolva latszik, hogy x; =0, x, =4 gyoke az egyen-
letnek. Mds gyok nincs, hiszen a 2* fiiggvény konvex, tehat
az egyenesnek és a gorbének tobb kdzos pontja nincs.




b) Abrazoljuk egy koordinita-rendszerben az x 2% és x > x2

fliggvények grafikonjat.

Ha x>0, akkor x; =2 és x, =4 j6 gyok, mert a két fliggvény
képének (2; 4) és (4; 16) kozos pontja. Mas kozos pont itt nincs.
Ha x <0, akkor az x> x2 fiiggvény csokken, az x — 2 fiigg-
vény nd, igy legfeljebb egy kozos pont van. Ez -1 és 0 kozott
lesz, x,=-0,7.

1 S
¢) Az x—log,x és x> x + > x>0 fiiggvények grafikonjat egy
2 1
koordinata-rendszerben dbrazolva vilagos, hogy x = 5 az egyet-

len gyoke az egyenletnek, hiszen itt a két fliggvény értéke egyenld,
és x> log, x csokken, x> x + % nd, tehét legfeljebb egy k6zos

2
pontja van a két grafikonnak.

g) y | h) y

-1 1\ 12 X -1 1 3 X
= 3 —
y=x—1/ y=logyr

x=1(ET: x<2); x=3 (ET: x> 0);

(4;16)

-




a) Atrendezve az egyenlGtlenséget:
3*>6-3x.
Abrazolva kiiln a bal és jobb oldalon 4ll6 fiiggvény grafikonjat,
leolvashaté a megoldds: x > 1.

b) Az a)-hoz hasonl6 eljarassal:

llogzx“<4—x, (x*>0, vagyis x #0)

2log,lx|<4 - x.
Megoldds: x <2, x#0.

&I «) Abrizoljuk egy koordinata-rendszerben az x > x és x> 3%~2
fliggvények grafikonjat.
Mivel az x> 3*~2 fiiggvény konvex, ezért az y = x egyenletii
egyenesnek és az exponencidlis fiiggvény grafikonjanak legfel-
jebb két kozos pontja van. Az dbrardl leolvashato, hogy az egyik
kozos pont (3; 3), tehdt az egyenlet egyik gyoke: x; =3, a md-
siknak az x koordindtdja 0 és 1 kozott van, pontosabb szamo-
lassal ez adédik: x, = 0,3.

b) Az x+—>2* és x+—>3 —x fiiggvények koziil az elsé nd, a masodik
csokken, 1gy a grafikonjaiknak legfeljebb egy metszéspontja lehet.

Az egyenlet egyetlen gyoke: x = 1.

Y S =g

y =2log, x| (x =0)

12 4NS X

y=4-x

<

y= 3x-2




¢) Abrazoljuk itt is az x> 3*+1 és x >3 — 2x2 fiiggvény grafikon-
jat egy koordindta-rendszerben.

A fiiggvények tulajdonsédgai alapjan lathatd, hogy két gyok van:
X1 =—1¢és XZ:O.

d) Az y=2x+ 1 egyenletd egyenes két helyen metszi az exponen-
cidlis fliggvény grafikonjit: az x; =0 és az x, = 1 helyen. Mivel
az y = 3* egyenletd fliggvénygorbe konvex, csak ez a két met-
széspont van.

e) Ertelmezési tartomdny: x # 0. Két metszéspontja van a két fiigg-
vény grafikonjdnak, az x; = -2 helyen és az x, =—1 helyen.

f) Atalakitva az egyenletet kapjuk, hogy 2**4 = 2. Egy metszés-
pontja van a két fliggvény grafikonjanak, az x = -3 helyen.
Ellendrizve algebrai dton kapjuk, hogy 4-2**4 =8, amib&l
22+x+4 =93 y16=3, x=-3.

BB a) Az x—lgx (x>0) és x> 1 —x fiiggvények grafikonja alapjan
vildgos, hogy az egyenlet egyetlen gydke: x = 1, hiszen az elsd
fliggvény nd, a masodik csokken, igy legfeljebb egy k6zos pont
van.

Va= 3+

y= 2X+2

y =2x+4 17
/ 2| y=2
// 1
5 [H |3 1 X
-1
y
\ T
== e
- 1 X
y=1-x



b) Ertelmezési tartomany: x >—2. A megfelels fiiggvények grafi-
konja alapjan az egyenlet megolddsa x = 2. Tobb megoldds nem
lehet, mivel az egyik fiiggvény szigordan monoton nd, a masik y=logy(x+2)+1
szigortian monoton cstkken. 2

¢) Ertelmezési tartomdny: x > 1. A grafikonok alapjan az egyenlet
megolddsai: x; =2 és x, = 5. Tobb megoldds nem lehet, mivel )
egy egyenesnek és egy konkdv fiiggvény grafikonjanak legfel- Y=kt

3 3
jebb két metszéspontja lehet.
y=log;(x 1)
> 2

EXB) a) Az adott egyenldtlenség ekvivalens a kvetkezs egyenlStlenséggel:

(2_1)x2—x—6 > 2x2—x—6,

vagyis
X2+ x+6>x2—x-6,
azaz, akkor és csak akkor igaz, ha

x2-x-6<0,
ennek megoldédsa: -2 < x < 3.

b) Az adott egyenlet igy irhat6:
B*+2)-(2*-9)=0.
Mivel 3* >0, ez csak akkor teljesiil, ha 2*=9, azaz x =log,9.

c) Hasznéljuk fel, hogy
1og1(x +1)=—-logz(x +1),

3
igy a megadott egyenlGtlenség:
0>logs(x + 1) +logz(2 —x) =logy(x + 1) - (2 — x),
ahol x+1>06és2—-x>0, azaz -1 <x<2.

A 0>logz(x + 1)-(2 —x) egyenlStlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha
O<x+1)-2-x)<1, azaz 0<2+x—-x2<1.
A bal oldali egyenl6tlenség akkor igaz, ha
-l1<x<2.
A jobb oldali egyenlGtlenség:
1+x-x2<0,
x2—x-1>0.



1 .
a) Az 3 alapu logaritmusfiiggvény csokken, ezért

Ez akkor és csak akkor igaz, ha

1-5 145
2 2

Tehat az eredeti egyenlGtlenség akkor teljesiil, ha

x <

-1<x< <x<2.

vagy

d) Két esetet érdemes kiilon vizsgdlni: ha az alap 0 és 1 kozé esik (I. eset), illetve, ha az alap
nagyobb 1-nél (II. eset).

I. eset:
0<2x<l1,

0< x <0,5.

Ekkor a logaritmusfiiggvény csokken, tehat az adott egyenlStlenség ekvivalens a kovetkezdkkel:

x2—5x+6>2x.
Azaz

x=6)-(x-1)>0,
amibdl:

x<1 vagy x> 6.

Eredményiinket az I. eset alaphalmazaval dsszevetve: 0 < x < 0,5.

IL. eset: Mivel 0,5 < x, ekkor a logaritmusfiiggvény nd, tehat az eredeti egyenlGtlenség a kovet-
kezdvel ekvivalens:
0<x%-5x+6<2x.

A bal oldali egyenlétlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha

x<2 vagy x>3,
a jobb oldali pedig akkor, ha
l<x<6.
Tehat mindkett§ teljesiil, ha
1<x<2 vagy 3<x<6.

Az egyenl6tlenség megoldésa:
0<x<0,5 vagy 1<x<2, vagy 3<x<6.

az egyenlGtlenség akkor és csak akkor igaz, ha:

O<log3x—+1S1.
x—1

A 3-as alapu logaritmusfiiggvény nd, igy a kapott
egyenlGtlenség akkor és csak akkor igaz, ha:

x+1£3 s 0<

x—1 x—1

1< <1.

Az dbra alapjan a megoldds: 2 < x.



b) Az el6z6 feladat megoldasahoz hasonldan az adott egyenlétlenség a kovetkezd alakra hozhato:
O<logs(x>-4)<1 & l<x?-4<5.

A megoldas: /5 <|x| <3, azaz -3 <x <—+/5, vagy /5 < x<3.
c¢) Ittis az el6z6hoz hasonlé gondolatmenet szerint: ’

O<log2ﬁ<1.

A kapott egyenlétlenség akkor és csak akkor 2 (N X+
igaz, ha: e

>—1.

<2 < 0>
1+x x+1

1<

Az abra alapjan a megoldds: x < -2.

Trigonometrikus fiiggvények — megoldasok

m a) lgaz. b) Hamis. ¢) Hamis. d) Hamis. e) Hamis.

a) b) , c) g
' 2l/\y 2003(’“*) y=—sin2x +1
y =sin(x +7r) 1 2

tg Xk ' J e)
s

I8 a) x— 2cosx.

-

SR
4.
I
SR
]
.
|
]
1
S
AL
me
i

X > 2C0SX

b) x+— —sinx + sinx = 0. "

x—0

T 3w omx

|
3
e




c) x+> cosx + cosx = 2cosx. (lasd a) 4dbra)

d) x+> sinx —sinx = 0. (lasd b) abra)

e) x> 2sinx. ”
2 X 2sinx
i 27r/
T
2

3 X

Megoldas:

s oattoain

A fiiggvény hozzdrendelési szabalya: f(x) = tg g - xj.

a) f3+3; b) é; c) -2.
G-
cos |~ — .
. 2 sin x P s .
X a) Mivel = = tg x, ezért valéjdban a tangensfiigg- —
CoS X coS X !
vényt kell dbrazolni a megfeleld intervallumon. ; y§=tg I
B -% f‘ % L %
. pis 1 [
b) Mivel tg (— - x) =ctgx =—, ezért: y
2 tgx
y=1

tgx-tgg-x)=1.

1
SIE]
A
el
(SIE]
>

¢) Mivel sin (5 - ): cosx, ezért:

y
T 2
sin?x + sin? (E - x) =sinx + cos?x =1. - 1| y=1 N
- _r T X
ol 2

d) A fiiggvény grafikonja az dbran l4thato.




e) Afliggvény grafikonja az dbran lathato.

ErD o) y2)=2-sin(4-2)=2-sin8 = 1,98.
b) 2 =2-sin(4t), amibdl:
1 = sin(41),

4t=§+2kn, keN

n  kr
l‘=§+7, kelN m y =2.sin(4t)
1=0,39+ %,
2

c) t = 2-sin(41) fiiggvény periodikus, periddusa % ez egyben egy teljes rezgés periddusa.
d) A test pélydja az dbran lathato.

(3492 J9) f(O):2~c0s%—1:2~§—1:\/§—1; b)

f(%)=2~cos§—l=0; /{\ 2

non [x _x

/2 iy

f(£)=2~cos(£+z)—l=—2; -2
2 2

6
f(n)=2~cos(%”)—1=—ﬁ—1.

=2-C08 x+£j—1
y=2os(u+7

c) Ertékkészlet: yE€E [—3; 1]; zérushely: xlz—g, X, :%, x3:?.

Menete: [—S—ﬂ:; —E}—on és [5—” 3—ﬂ}—on nG, {—E; 5—71—0n csokken.
6 6 6 2 6

EXB ) A tanult azonossdg szerint:

y
f(x)=cosx, xeR. . y=osx
NG AN y
= X
b) Alkalmazzuk a megismert azonossagokat: P
1 oy — ey = cin2y — coy = —

g(x) =1 - cos“x — cos“x = sin“x — cos“x = —cos 2x, x € R. | y=cose

3 3nx

0 e I




c¢) Itt is az azonossagok segitenek: o
. =1+ 02
h(x)=2- cosZx =1 —sin?x + cos?x =1+ cos2x, xeR. /'\y SR
f
\/\ /\./
V4

EIED a) Vegyiik észre, hogy az egyiitthatok nevezetes szogek szogfiigg- y
vényei, igy l\ ¥ =cos (%+X]
1 3. T A ! RS
—-COSX ———-SiNX =Ccos— - cosx — sin—-sinx = : ; s
2 2 3 3 L _Wl Ak

/4
=CoS| —+ x|

A fiiggvény grafikonjdt az dbra mutatja.
A fiiggvény minimuma —1, amit az x = e helyen vesz el. A fliggvény maximuma 1, amit

az x = 5? helyen vesz fel. A fiiggvény szigortian monoton csdkkend a |:0; 2ﬂ:| valamint az

[S?ﬂ 27t:| intervallumokon, és szigorian monoton névekvd a [— ?} intervallumon.
b) Alakitsuk at a fliggvényt definidld kifejezést: y
=2 &
cosx—sinx=\/§-(cosx-cos%—sinx-sin§)= /@Ly COS(X+4)

=+/2 - cos (x + %} e '1~Zw 1

A fiiggvény [—n; —E]—ban és [3—7[, n]—ban ng, [—E; 3—ﬂ]-ban csokken.
4 4 4 4
. T .. 3r
A maximuma /2, az x = 2 helyen, minimuma —+/2, az x = 7 helyen.

c) Akifejezést atalakitva:

T AN | Bl
h 2 — —cos2 -—1. B
(xX)=~2- (sm X - cos4 cos2x - sin ) V2 sm(x 4) /-\37 /\

A fliggvén [—n —Sl]—ban [—5'3—ﬂ]—banés [7—n'n]—bann6 7 *\ E%\j X
ggveny 3 P g \ r

[_5_”; _%]_ [ ] ban pedig csokken.
L4 T, 3n
8

8
< r : 5
€s x = s helyeken, maximuma /2, az x = -y €s x=—

8

Minimuma —\/5 az x =—
helyeken.



d) Addiciés Osszefiiggés alapjan:

1 . 3 T . T
—-smx+—-cosx=cos§-smx+sm§~cosx=

. T
=sm| X+ —|.

A fiiggvény az x = 2 helyen veszi fel maximumat, amelynek értéke 1. Minimuménak értéke —1,

amelyet az x = i helyen vesz fel. A fiiggvény szigordan monoton nd a [O; %:|, valamint

r . L, .. . |\m In|.
a |—;2r | intervallumokon, és szigordan monoton csokkend a g,? intervallumon.

ErH a) Alkalmazzunk azonossagokat (0 < x < 27):

sin

4x — cos*x = (sin?x + cosZx) - (sin?x — cos2x) = —cos 2x.

b) Trigonometrikus 6sszefiiggéseket felhaszndlva:

1—cos2x _ sin’x + cos?x — (cos?x — sinx) _

X) =
§) 2-sinx

2 -sin
2-sinx

c) Alakitsuk at a tortet:

1-cos2x _

2-sinx

2x

2 -sinx

hx) =
) sin2x

2-sinx-cosx

. T
=sinx, O<x<5.

/4
=tgx, O<x<-—.
g 2

d) Az addicios tételek alkalmazdsaval kapjuk, hogy:
k(x) =4-sinx-cosx- (cosx — sinx) =
=2-sin2x-cos2x = sin4x.

EID o) x—|sinx|, -2r<x<2n

1
~y
|
PR ra—
e
>

v =tox

{
Bl
1
B
dy
T
SJE
b
>

Ay Fi

y
=|[sinx
Ay [ sinx|




b) x—=|sinx|—sin|x|, 27 <x < 2x:

. y =|sinx|-sin|x|
Ha —27 < x < —m, akkor §
|sinx| — sin|x| = |sinx| — sin(—x) = sinx + sinx = 2 - sinx. Py _1]l T o x
Ha -7 < x <0, akkor
|sinx| —sin|x| =|sinx| — sin(-x) = —sinx + sinx = 0.
Ha 0 <x < m, akkor
| sinx| - sin|x| =[sinx| — sinx = sinx — sinx = 0.
Es végiil ha w < x < 2x, akkor
Isinx| —sin|x| =]sinx| - sinx = —sinx — sinx = —2-sinx.
A fliggvény grafikonjdt az dbra mutatja.
¢) Mivel 0 <x < z-ben sinx >0, és nm <x<2n-ben sinx <0, igy: y
| S |
—.sin2x, ha 0<x<m, 1 y =|sinx |- cosx

1
3
[sin x| - cosx = 2 3!

N,
g TS o X
—E-Sian, ha 7<x<2xm

A fiiggvény grafikonja az x = 7 egyenletd egyenesre szimmetrikus.

Trigonometrikus egyenletek, egyenlétlenségek (kiegészitd anyag)
— megoldasok

a) A megfeleld fiiggvény grafikonja alapjan: T

x=37ﬂ+2kﬂ, keZ.

NS
s
3

B 1

b) Az egyenletbdl adddik, hogy sinx = —%. y

, y=sinx

A szinuszfiiggvény grafikonja alapjan: Srooz i iy
; , - .

x=—%+2k7r és x=—%+2kn, keZ. ~—* i

¢) Az egyenletbdl adédik, hogy sinx = ? y

A szinuszfiiggvény grafikonja alapjan: ~ N 7N
x:§+2kn és x:%’%zkm keZ. >

@y
=
B}
>




d) Mivel sinx <1 és cosx <1, ezért

2-sinx+3-cosx<5
és itt az egyenldség csak akkor teljesiil, ha sinx=1 és cosx=1.

Mivel az utobbi két egyenlGség egyidejlileg nem teljesiilhet, ezért az egyenletnek nincs
megoldasa.

e) A szinuszfiiggvény és a koszinuszfiiggvény gra-

y
fikonja alapjan: /1]><\ y =sinx
5
x=%+2k7r és x=%+2k7r, keZ”. \ 3 i 4 /X\

a) Akoszinuszfiiggvény értékkészlete [—1; 1], ezért cosx < 1 minden olyan x-re teljesiil, amelyre
cosx # 1.

Az egyenl6tlenség megolddsa:
x € R\{2krlk € Z}.

b) A szinusz- €s koszinuszfiiggvény grafikonjardl leolvashatd, hogy

y
az egyenldtlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha: 1|><y=s<

5t

5 H e
T idkn<x<Zi2kn kez. : S
4 4 /n 1 T TN X

2~ 4 2
y =C0SX

c) A fiiggvénygrafikonok alapjin az egyenl6tlenség megoldasa:

%+kn’£x<§+km E+kﬂ<x£%+kn’, keZ.

d) A tangens- és szinuszfiiggvények grafikonjat kozos koordindta-

rendszerben felrajzolva lathatd, hogy az egyenlGtlenség akkor és
csak akkor igaz, ha:

kn’<x<%+k7r, keZ.

ETD o) A szinuszfiiggvény értékkészlete [—1; 1], ezért az egyenlStlenségnek nincs megoldésa.

b) A szinuszfiiggvény grafikonja alapjan az egyen-

y
I6tlenség megoldasa: y =%
1
§+2k7r<x<%+2krc, keZ. DN 7 SN Z N
ol ,
y =sinx




¢) A koszinuszfiiggvény grafikonja alapjan az

~ ) S 4 _\B3
egyenlGtlenség megolddsa: 1 =
T iokn<x< T iokn kez V4SRN LN
6 6 = y =C0SX s
d) Az f(x)=|sinx| fiiggvény grafikonja alapjin Y
az egyenlétlenség megoldasa: P
1
T okn<x<Z ik keZ. B N S s S -~
6 6 S y=pa|
B a) A fiiggvénygrafikon alapjdn az egyenlGtlenség ,
megoldésa: y=a
51 137 : SRR
—42km<x<—+2km keZ. —ON ~—fo——o Lo——OSw
6 6 416 6 M E
b) Az egyenl6tlenség megolddsa: o
—£+2kn3xss—ﬂ+2kn, keZ. i 57 S Sl
4 4 4 4
; ¥ 1 N b T X
=
¢) Mindkét oldal négyzetgyokét véve az egyenl6t- y
lenség a kovetkezd alakban irhato: 1 [
1
|cosx| < > B NS S
4l 3 3 y=5
Az f(x) =|cosx| fiiggvény dbrizoldsa utdn az i i
egyenlGtlenség megolddsa:
T ovkn<x<T vkn kez
3 3
BT ) A koszinuszfiiggvény értékkészlete [—1; 1], ,
ezért cosx + 3 >0 minden x-re teljesiil. Ebbdl ; Pl
kovetkezik, hogy a szorzat masik tényezd§jének — - 2 s -
is pozitivnak kell lennie, azaz R 7 X
\/ T y =C0SX

1
cosx > —.
2

A fliggvénygrafikonok alapjdn az egyenl6tlenség megolddsa:

—§+2k7r<x<§+2k7r, keZ.



FUGGVENYEK

b) Az y = sinx helyettesités utan az egyenlGtlenség

y
a kovetkezd alakban irhato: ! _1
1 2
2y2+y—1>0. = — o G
A bal oldalon all6 masodfoku fiiggvény zérus- 1 = — . i
helyei: i

. 1
y1=—1 es y2=5.
A masodfoku fliggvény grafikonja ,.felfelé nyilo” parabola, ezért az egyenlStlenség megoldésa:
y<-1 vagy y>%.
A sinx < -1 egyenlGtlenségnek nincs megoldésa.

A sinx > % egyenlGtlenség megolddsa a fliggvénygrafikonok alapjan:

%+2k7r<x<%t+2k7r, keZ.

c) Az y = cosx helyettesités utdn az egyenlétlen-

. .. . y
ség az aldbbi alakot Olti: y=§ ; L y=cosx
4-y242-(V3-42)-y-6<0. V/ ,\\f e i
f 4 7
A bal oldalon 4ll6 masodfoku fiiggvény zérus- y=—§
helyeire:
2
_ 2. (B-2) %4 (VF-2) +16-6 _—2-(V3-42)+20+8-V6 _
y1,2 8 8
2
-2 (B-V2) 24 (VB+V2)  _2.(B-2)£2-(N3+2)
8 8 ’
igy y = % és y, = —?. Mivel a masodfoku fiiggvény grafikonja ,,felfelé nyil6” parabola,
ezért a fiiggvény a két zérushelye kozott vesz fel negativ értéket, amibdl kovetkezik, hogy
—? <y< g, azaz —£ <cosx< Q

A fiiggvénygrafikonok alapjan az egyenlStlenség megolddsa:

%+2kn$xs%+2k7r, %+2kn£xs%r+2k7r, keZ.

d) Mivel cos?x = 1 —sin’x, ezért az egyenl6tlen- y
ség i
2-sinx—9-sinx—-5>0 ~ " mo TiaS A
alakban irhatd. A bal oldalon all6, y = sinx-ben AN : ~ Z X
masodfoku fiiggvény zérushelyei: - y= _%

, 1
yp=5 &s Y2= =5
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A masodfoku fiiggvény grafikonja ,.felfelé nyild” parabola, ezért értéke akkor pozitiv, ha

1 . 1 .
y<—5, vagy y>5, azaz s1nx<—5, vagy sinx> 35,

Az utébbi egyenl6tlenség egyetlen szdmra sem teljesiil, ezért sinx < 3

A szinuszfiiggvény grafikonja alapjan az egyenlStlenség megoldasa:

7—”+2k77:<x<11—”+2k77:, keZ.

e) Az egyenlGtlenség bal oldalan kiemelve sin x-et:
sinx-(2-sin®x + 3-sinx + 1) >0,

majd a zdrdjelen beliili kifejezést is szorzattd
alakithatjuk, igy azt kapjuk, hogy

sinx-(2-sinx+ 1)-(sinx+ 1) > 0.
Mivel a bal oldalon 4ll6 szorzat pozitiv, ezért egyetlen tényezGje sem lehet 0, igy sinx # 0,
sinx # - és sinx #—1. Az utdbbi feltétel mellett viszont sinx + 1 > 0, ezért az egyenlStlenség

mindkét oldalét eloszthatjuk az utolsé tényezdvel, igy
sinx-(2-sinx + 1) >0.

o . . 1
A kapott szorzat akkor pozitiv, ha sinx >0 vagy —1 <sinx < =3
A fliggvénygrafikonok alapjan az egyenlGtlenség megolddsa:

2kw < x <1+ 2km, vagy 7?n+2k7r<x<llT”+2krc,x;t377r+2k7r, keZ.

EdB ) Rendezés és szorzattd alakitds utdn:

L Ll i

tgx-(tgx—\/g)ZO. y=va [

A bal oldalon 4116 szorzat pontosan akkor nemnegativ, ha tgx <0 Y s
vagy tgx >+/3. A tangensfiiggvény grafikonja alapjdn az egyen- ’T_1 / ETE - '°_7

16tlenség megolddsa: : P 2/ :

%+kﬂ£x£ﬂ+h§x¢§+km keZ.

b) Abal oldal szorzattd alakitva:

tx-t)c+L =0
g g N )

) 1B
igy tgx =0 vagy tgx:—ﬁ=—?.

A tangensfiiggvény grafikonja alapjdn:

X = kT, x=—%+km keZ.



¢) Az egyenlbtlenség ekvivalens alakja: tgx > 1.

A tangensfiiggvény tulajdonsigai alapjan az egyenlGtlenség
megoldésa:

z+k7r£x<z+krc, keZ.
4 2

d) Ha tgx # 0, akkor mindkét oldalt szorozhatjuk a jobb oldal neve-
z0jével, igy
tgx=1,

majd mindkét oldalbdl négyzetgydkst vonva

ltg x| =1.
Az f(x) =|tgx| fiiggvény grafikonja alapjan az egyenlet meg-
oldésa:
x=£+k-£, keZ.
4 2
e) Az f(x) =|tgx| fiiggvény grafikonja alapjan az egyenlet meg- ; 1 vh [ly=ltgxl
oldésa: ‘ ‘
Zikr<x<Zikn kez
3 3 iye V=3
n T 7L’ X
3T sk :
BB a) Abrizoljuk az egyenléség két oldalan 4ll kifejezéssel megad- W Jy=ax
hat¢ fiiggvények grafikonj4t.
Errdl leolvashatd, hogy 0 és T kozott van egy gyoke az egyen- 1
letnek. 2 =AY AN _Ar x
Z 2y =cosx 2

b) Az abrardl leolvashatd, hogy egy gyoke van az egyenletnek,

T
ezaz x=—.
2

c) Lathato, hogy az egyetlen gyok x = 0.




d) Az édbra alapjan az egyenletnek két gyoke van.

e) Az egyenletnek két gyoke van.

EAD a) Ha |sinx| <1 és |cosx| < 1, akkor sin®x < sin®x és cos®x < cos2x, tehat

6 6 2

sinfx + cos®x < sinZx + cosZx = 1.

Igy az egyenlet csak akkor teljesiilhet, ha vagy |sinx| =1 és akkor cosx =0, vagy |cosx|=1
és akkor sinx = 0. Az egyenlet gyokei tehat:

x=k- L, kez.
2

b) Az a) feladat megolddsdhoz hasonldan itt is azt kapjuk, hogy az egyetlen gyoksorozat:
x=k-Z, kez.
2

c) Az egyenlet ekvivalens a kovetkezGvel:

1
sin (x+£)= - (ahol x¢k~£, keZ), azaz sin (x+£)-sin2x:1.
4) sin2x 2 4

Mivel mindkét tényezd abszolut értéke legfeljebb 1, tehat az egyenl&ség csak akkor teljesiil, ha
vagy (1) sin (x + %j =1éssin2x=1, vagy (2)sin (x + %) =-1és sin2x=-1.

(1) Mindkét feltételt az x = % +2km, k,eZ szogek elégitik ki.
(2) Nincs olyan szog, amely egyszerre mindkét feltételt kielégiti.

2

d) Az el6z6h6z hasonld egyenlethez jutunk, ha mindkét oldalt 2-vel osztjuk, és alkalmazzuk
az 0sszegzési tételt:

sin (x + %) -sindx =1.
Itt vagy sin (x + %) =1 és sindx =1 (L. eset), vagy sin (x + %) =—1 és sindx =—1 (I eset).
I. eset:

x+ZE =2 L okn, tehat x=Z 4 2kn, keZ,
3 2 6

T .
dx = 5 +2nm, tehat x=

|y

V3
+n-—, nel.
2

Ezek egyszerre nem teljesiilhetnek.
II. eset: Hasonldan adédik, hogy ez sem lehet egyetlen valds x-re sem.



EdBD a) A nevezdt vizsgaljuk:
sinx +cosx =~/2 - (smx COSZ +Cos X - sin ) V2 -sin (x + 4) <V2.

Egyenldség csak akkor all fenn, ha:

x+£=£+2krc, azaz x=£+2krc, ke”.
4 2 4

Mivel a nevezd nem lehet 0, ezért:
T
x;éz+2k7r, ke”.

sz

Minden, az értelmezési tartoméanyban 1év$ x-re a nevezd pozitiv, tehdt a tort értéke akkor
pozitiv, ha a szdml4lé is pozitiv:

sinZx > l,
4
[sinx| > 0,5.
Innen kapjuk a megolddst:

£+n7t<x<5—n+n7t, x¢§+2k7r, nke”.
6 6 4

b) A tangensfiiggvény értelmezése alapjan:

x¢%+mr, nez,
2x¢£+k7t, azaz x¢£+k~£, keZ,
2 4 2

3x¢§+ln, azaz x¢£+l-£, leZ.
2 6 3

Az utdbbi két kikotést elég feltenni, az elsé benne van az utolséban.
Alkalmazzuk a tangensfiiggvényre megismert azonossagot:
. . —tg3
2-tgx R 3-tgx—tg x
— tgx 1-3-tg’x
Ezeket behelyettesitve, majd elvégezve a miveleteket az egyenlGtlenség bal oldalan, azt
kapjuk, hogy:

tg2x =

tgtx +2-tg?x + 1 = (tg2x + 1)2 > 0.
Ez minden olyan x € R-re érvényes, amire az eredeti kifejezésnek értelme van.

c) Haszndljuk fel a kovetkezd azonossdgokat:
. . 1
sing - sin B = 5 (cos(a — B) — cos(ax + )
ugy, hogy a sinx-sin3x szorzatot alakitjuk &t:

sin2x - % (cos2x —cos4x) =
2-sin2x - cos2x — 2 -sin2x - cosdx =

sindx — 2 -sin2x - cos4x =

ul|; m|; U‘H;

A jobb oldal nagyobb mint 3, a bal oldal viszont 3-ndl nagyobb nem lehet, mert sin4x < 1
és —2-sin2x-cos4x < 2. Igy nincs olyan x € R, amire az egyenl&ség teljesiilne.



B a) Alkalmazzuk a megfelel azonossdgokat:

f(x) =sin®x + cosOx = (sin?x + cos?x) - (sin*x — sin?x - cos?x + cos*x) =

= (sin2x + cos?

2
x) —3-sin’x-cos?x=1-— % - sin? 2x.
Mivel 0 < sin?2x < 1, nyilvan teljesiil, hogy

%Sf(x)sl.

b) Hasznéljuk fel a 2-sin?x = 1 —cos 2x és 2-cos2x = 1 + cos 2x, valamint a sin2x=2-sinx-cosx
ismert azonossagot. Ezek alapjan:

1
3+3-sin2x +cos2x =3+ -sin2x + — - cos2x|.
g0 = r+cos2x =340 - ( A sin2er s x)
2 2
Mivel (i] + (L) =1, van olyan « valds szam, hogy cosco = i és sino = L
Ji0) T\Jo) T Y FHo8y J10 Jio’

Ezek alapjan g(x) igy irhaté:
g(x) =3 ++/10 -sin(2x + ).

3-J10 < g(x) <3+ V10.

¢) A megfelel§ azonossagok alapjan:

Innen kovetkezik, hogy:

tehat

Tegyiik fel, hogy n >0 egész és az f fiiggvény 3r szerint periodikus. Ekkor minden x € R-re:
f(x+3m)=cosn(x +3m)- siné(x +37m) =cosnx - sinéx = f(x).
n n

Legyen x =0, ekkor:

1
cosn3rm - sinﬂ =0.
n

. 1 . . 1
Mivel |cosn3zl=1, igy smﬁ =0, ami akkor és csak akkor igaz, ha 15 egész szam, azaz
n n

n osztdja 15-nek, tehat (tekintettel arra, hogy n pozitiv) n =1, 3, 5, 15.
Konnyen ellendrizhetd, hogy a kapott n értékek mindegyike megfeleld.

B Az addicios tétel szerint az egyenlet igy irhato:

sin (3)( + 5) =0,5,
4

amibdl:
) 3x+Z2=" 1o ke,
46
illetve

©) 3x+%=5-%+2nn’,nel.



Az (1)-bél:

x=-" 42T kez,
36
a (2)-bdl pedig: ;
x——jr 2n-=, ne”Z
36

Az els6 sorozat legkisebb pozitiv eleme k = 1-hez tartozik, ekkor x = 23—”

A mésodik sorozat legkisebb pozitiv eleme pedig n = 0-hoz tartozik, ekkor x = ;—767:
Tehat egy egyenlet legkisebb pozitiv gyoke ;—Z
EHL) Hasznaljuk fel, hogy 1 — cos?x = sinx, az egyenlet igy frhato:

cos x (14 cos?x) = (2 +sin? 3x) - V1 + sin? 3x.

A bal oldal értéke legfeljebb 2, ez akkor teljesiil, ha cosx = 1. A jobb oldal értéke legaldbb 2,
ez akkor teljesiil, ha sin3x =0. Az egyenlGség tehat csak akkor lehet igaz, ha cosx =1 és sin3x = 0,
azaz x =2km, ke Z.

EHD) Az egyenlet értelmezési tartoménya: 0 < x <a. Az egyenlet gyokei
azok a valds szdmok, amelyekre teljesiil, hogy

ﬂ-«/x~(a—x):§+2k7t,

<

EESY
R

y=x(@-x)
azaz

\/x-(a—x)=2k+%, keZ é k=0.

Ebbdl adédik, hogy:
x-(@a—x)=2k+0,5)% keZés k=>0.

a a X
2

Ha felvazoljuk az x+— x-(a — x) fiiggvény graﬁkonjat akkor lathatjuk, hogy az egyenletnek
a2
(2k+0,5)* < Z esetén kettd, ha pedig (2k + 0,5)* = ? akkor csak egy gyoke van. Ahhoz tehdt,
a2

hogy Gsszesen 2001 gyoke legyen az egyenletnek, az kell, hogy (2- 1000 + 0,5)? = ? teljestiljon,

amibdl
a=4001

adddik. Ekkor k=0, 1, 2, ..., 999 esetén két-két megoldds, k = 1000 esetén pedig egy megoldas
adddik, azaz a megolddsok szdma valéban 2001.

EFED A négyzetgyok értelmezése miatt teljesiilnie kell, hogy 0 < 72 — x2,

- <x<m.

T «/71-2_x2_£<2_”’
3

3 3

azaz |x| < 7w, tehdt:

Ennek megfelelGen:

és a szinuszfiiggvény értékkészlete alapjan:

—?Sf(x)ﬁl.



shird Alakitsuk at a sinx-et tartalmazo tortet:
S-sinx -3 _ 5 8

sinx +1 sinx +1

Mivel O <sinx + 1 <2 ezért

24, ésigy 5- <1, tehat:

sinx +1 sinx +1

5~smx—3S

g(x)=0,1- 0,1.

sinx +1

A fiiggvény értékkészlete tehdt a |—oo; 0,1] intervallum.

Vegyes feladatok — megoldasok

B ) Az f(3) =27 feltétel miatt a3 =27, amibdl a = 3. Az f(x) =3+

i
fliggvény grafikonjat az dbra mutatja.
5
b) A 3*= % egyenlet megolddsa x = —1, azaz a fiiggvény az % ér- fx)
téket —1-ben veszi fel.
N s 1 . _
A fiiggvény a /3 értéket az x = E—ben veszi fel. i =
Az f fiiggvény grafikonjdt az dbra mutatja. ,
X 2 -1 -2 3
f(x) 24 3 g 48 -
I 1
-5 _1_1 1 X
A fiiggvény hozzdrendelési szabalya:
-1
1 X
xX)={—-| -2
o=[2)
a) y b,
y=6" y=2f y =log, x
L 1
5 y =3
T = y=llog x|
1y 2 3 X
y=1
-, -
=H) =1 1 X 4 5 8 X
x<0; 0<x<33; vagy x2=2;




y
y=2-log, x
y=2lgx
1 s
4 /1 A0 5 X .
5 8 X
x>+/10;
/) y
y =|sinx| y=%
N o ° =\/= N/
n  x.mn | &z LT A X
2 a4l 4 2 2
—£+k7thS£+k7r,keZ.
4 4
a) f(x)=logy3* +1=2x+1, (xeR); ,
f(x)
;
-5 // 1 5 X
b) gx)=2-30@"D=2_(2x-1)=-2x+3, (x>%]; ,
2
T\
-5 -1 1\2 5 X
g(x)
x2-x-6
c) h(x)_logZT—log2(x—3), (x>3); , .
R 3'/1 5 X
oy 1 1 )
d) z(x)—1—5~10g3x——5-10g3x+l, (x>0); ?
1¥i(x)
-1 1 i 5 X




e) j(x)= 1og5B-(3x - 3)} 1=logs(x—1)+1, (x>1); ,

f) k(x):logr/(x+3)2=10gl|x+3|, (x #-3); oy

2 2

g) l(x)=1og2%-(2x—2)—2=1og2(x—1)—2, (x> 1). ,

A fiiggvény hozzarendelési szabalya: f(x) = —2-sin2x — 1.

a) A megadott adatokbdl felirhat6 a kivetkezs egyenletrendszer:
(1) -1=log,1+b

>0, a#l1.
@) O=loga2+b} Ml
(1)-bdl kivonva a (2)-t:

—-1=log,1-1log,2,
-1= logal,

2
)
a! :2—1,
a=2.

(1)-be visszairva a kapott a értéket:

-1=log,1+b = b=-1
A kapott fliggvény:

g(v) =logyx— 1 (x € J0; 8]).



b) A fiiggvény gorbéje az abran lathato.
c) Ertékkészlet: g(x) <2, vagy masként: y € ]—e0; 2].

f(x)
d) A(5; 1) pontesetén: y=1 és x =15, tehat: i /

1=log,5-1 = 2=log,5 = 4=#5. - 2 4 8 X
Az A pont nem illeszkedik a grafikonra.
B(2;0) esetén: y=0 és x =2, tehat:
0=log,2-1 = 1=log,2 = 1=1.
A B pont illeszkedik a grafikonra.
C(16; 3) esetén: y=3 és x = 16, tehat:
3=log,16-1 = 4-1=3.

De a fiiggvény értelmezési tartomanya ]0; 8], ezért nem illeszkedik C az adott fiiggvény grafi-

konjéra.
EFD) a) f(x) esetén: | | o TR
f(=1)=2, ekkor 2=a"! & -=2 & a=5.
a
A hozzarendelési szabdly: ’
1 X
—|= hix)
f(x) (2) * o 1 X

g(x) esetén:
g2)=16 & 16=a*> & a=4, mivel a>0.
A hozzarendelési szabdly:
gx) =4~
h(x) esetén:
h(2)=25 < 25=a*> & a=5, mivel a>0.
A hozzarendelési szabdly:

h(x) = 5"
c) Az értékkészletek:

1 1 1
- 4 5 — 4 5 h —, 5 .
podbd] ol woelL]
d) Igen, a fliggvények mindkét esetében az y = 2 értéket veszik fel:
-1

DN fien e _(1)_1
g(2)—4 =J4=2 é f( 1)_2 =21=2.

EFD o) Az A pont akkor és csak akkor illeszkedik az adott fiiggvény grafikonjdra, ha p>=9, p >0,

azaz p = 3.
b) Alogaritmus alapja csak 1-t6l kiilonb6z6 pozitiv szam lehet, tehat p >0, p # 1, és log,0,5 =1,
azaz p =0,5.

c) Afiiggvény értelmezési tartomdnya miatt —w <x+p <7, tehit x=0-ra -t <p <, és sinp = 1.

Ebbd kovetkezik, hogy p = %

d) Az értelmezési tartomdny miatt p >0 és log, p =0, tehdt p = 1.



EFB a) Anégyzetgyok miatt 4 —x>0 < 4>x.
A tort nevez§je nem lehet 0, ezért Ig(x—3) 20 & x—-3#1, x#4.
A logaritmus miatt x—3 >0 < x>3. Tehdt: xe R | 3 <x <4, vagyis: x € |3; 4[.
b) Alogaritmus miatt:

] ¥ +4x-5>0 © x<-5vagy x> 1.
A négyzetgyok miatt:

lg(?+4x-5)20 & *+4x-521 & X¥*+4-620 &
& x<-10-2 vagy x>+/10-2.
x € |-o0; =10 =2[ vagy xe |10 —2;00].

Ertelmezési tartomény:

&R Az dbrérol leolvashatd, hogy az egyenlStlenség ,
akkor teljesil, ha:

Qk+1)-n1<x<Qk+2)-7, keZ. e : /\\

y =|sinx 1|

[N

@
e}
U
2
N
|
R
3
w
3
o
3
>

EED Az abrardl leolvashato, hogy az egyenlStlenség
akkor teljesiil, ha:

E+kn£xﬁ3—n+kn', keZ.
4 4

EFB o) Mivel sinx <1, és a 2-es alapt exponencidlis fiiggvény szigortian nd:
2sinx < 2,
és a 2 értéket ott veszi fel, ahol sinx =1, azaz az x = % + 2kn, k € Z helyeken.
b) A |cosx| <1, és az egyenlGség csak az x = kr, k € Z helyeken teljesiil. Ezért a 3-as alapui
exponencidlis fiiggvény szigori ndvekedése miatt:
3. 3|cosx| <32-9,
A 9 értéket csak az x = km, k € Z helyeken veszi fel a fliggvény.
c) A szinuszfiiggvény tulajdonsdga miatt 1 —sinx <2, és itt az egyenldség csak akkor teljesiil,
ha sinx=-1, azaz x = 3 + 2km, keZ. Az 5 alapu exponencidlis fliggvény szigordan nd, ezért:
5l-sinx < 52 = 25,
Az egyenl@ség csak az x = 37” + 2km, k € Z helyeken teljesiil.

EF Az f fiiggvény hozzdrendelési szabdlya:
1 X
(5) +1, ha x <0,

~1-(x-2)2+6, ha x=0.

f)=

azaza:%,bzl,p:—l,u:2 és v=6.



a4l a) Az f fiiggvény hozzarendelési szabdlya:
n
p
n)=500000-| 1+ —| (neN).
f(n) ( I 00) ( )

b) A feltételek szerint:
500 000-1,05" 2500 000-1,5, azaz 1,05">1,5.
Mindkét oldal 10-es alapu logaritmusat véve:
n-1g1,05>1g1,5,
aminek megolddsa n > 8,31, azaz Gézanak legalabb 9 teljes évet kell varnia.

EFD) a) Ha az éves szaporodas mértéke p szazalék, akkor

20
107 1+-L-] =12,5-109,
100

20
1+ | =1.25,
100

14
1+—-—=21,25~1,0112,
100

amibdl p = 1,12%. Az éves természetes szaporodds mértéke koriilbeliil 1,12%.
b) Az orszag népessége 1990. janudr 1-én:
107-1,011210 = 11 178 167,
koriilbeliil 11 178 000 6 volt.

EF) a) Az egyenlet ekvivalens dtalakitdsokkal

RAG

alakra hozhat6. A bal oldalon 1-nél kisebb alapti exponencidlis fiiggvények 6sszege all, ezért
a bal oldalon 4ll6 fliggvény szigorian monoton csokkend. Mivel a jobb oldal konstans, ezért
az egyenletnek legfeljebb egy megolddsa lehet. Az egyenletnek x =2 megolddsa, ezért tobb
megoldds nincsen.
b) Vezessiik be az a = 2* helyettesitést. Ekkor az egyenlet
a?+(x-T)-a+6-x=0

alakban irhaté. A kapott masodfoku egyenletre felirva a megolddképletet, majd elvégezve
a kijelolt midveleteket azt kapjuk, hogy

T-xt -7 -46-x 7T-x+/x2—10x+25 _

2 2

=7—x4_r,/(x—5)2 _T-xt(x-5)
2 2 ’

a1p=

Az egyenlet két megoldésa:

a=1, vagy a=6-x
Az elsé esetben 2* = 1, aminek megoldadsa x = 0.
A masodik esetben 2* = 6 — x. Az egyenlet bal oldalan 4ll6 fiiggvény szigortian monoton nova,
a jobb oldalon 4ll6 fiiggvény pedig szigorian monoton csokkend. Ebbdl addédik, hogy az egyenlet-
nek legfeljebb egy megoldasa lehet. Mivel x = 2 kielégiti az egyenletet, ezért nincs tobb megoldas.



c) Az f(x) = 3* + x fiiggvény két szigordan monoton nové fiiggvény Osszege, igy f maga is szigo-
rian monoton novs. EbbSl adéddéan minden értékét egyszer veszi fel, azaz ha f(x) =f(y),
akkor x =y.

Mivel egyenletiink alapjan f (x2) = f(x), ezért x* = x. Az egyenlet megolddsai: x=0 és x = 1.

EED a) Alogaritmusfiiggvény tulajdonsdgai alapjén az adott egyenlStlenségbdl a kvetkezs ekvivalens

egyenlStlenségeket kapjuk:

log,logs(x% —11)>0,
2

0<logs(x?-11)<1,
l<@x?-11)<5,

12< x2 <16,
2-J3<lxl<4,
—4<x<-2-3, vagy 2-JB<x<4.

b) A hatvdnyazonossagok alkalmazdsaval ekvivalens dtalakitdsokat végezhetiink:

x-t X+

4* 3 2=3 2_22x—1’

4X+1-4x:J§-3x+3—x,
2 V3

3 4 .
— 4% =—.3% mivel 3* 0, ezért:
2 V3
3
4Y (4)2 . » .
3 = 3] az exp. fv. szig. monotonitdsa miatt:
3
x==.

2

¢) Atalakitasokkal:
(0’4)lg2x+1 — (6, 25)2—lgx3’ x>0

) lg2x+l_ 25 2-3.1gx
5/ |4 ’

2 lg2x+1 2 6-lgx—4
(g) = (gj , alogaritmus fv. szig. monotonitdsa miatt:

Ig2x+1=6-1gx — 4,
Ig2x —6-1gx+5=0.

A kapott masodfoku egyenlet gyokei:
lgx; =1 és lgx, =5,

amibdl:
X1 = 10 és Xy = 105

A kapott gyokok jok, mert ekvivalens dtalakitdsokat végeztiink.
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EEER) Ekvivalens atalakitdssal 2-es alapu logaritmusra attérve igy frhatjuk az egyenlGtlenséget:

log, x + <-2-coso.
log, x
Nyilvdn 0 <x, x # 1 johet széba csak.
Ha 0 <x <1, akkor log,x < 0 és igy:
log, x + <-2.
log, x

A -2 <-2-cosa egyenlStlenség minden o€ R esetén igaz, tehdt az egyenlGtlenség teljesiil, ha:
aeR é O<x<l.
Ha x> 1, akkor log,x >0, igy:

log, x + =2,

log, x

és itt egyenlGség csak log,x =1, azaz x =2 esetén teljesiil. Mdsrészt —2-cosa =2 csak cos o =—1
esetén teljesiil, ekkor az egyenl8ség igaz, tehat:

a=Q2k+1)-rm, keZ.
A logaritmus azonossagait felhaszndlva ekvivalens 4dtalakitdssal f(x) értékét a kovetkezd alakra
hozhatjuk:

fx)=log? x - (log? x +12- (3 - log, x)) = log2 x - (log2 x — 12 - log, x +36) =
2

= (log, x - (6 — log, x))".
Mivel 1 <x <64, ezért 0 <log,x <6, tehdt ha a log,x = z jelolést hasznaljuk, a (zo (6 - z))2 leg-
nagyobb értékét keressiik, ha 0 <z <6.
A szamtani és mértani kozép kozti egyenlGtlenség alapjan:

és egyenlGség csak akkor teljesiil, ha z =6 —z, azaz z=3.
Ezek szerint f(x) <92 = 81, és az egyenl6ség log,x = 3, azaz x = 8 esetén teljesiil.
Nyilvan x > 0 johet szoba megolddsként. A 2-es alapu logaritmusfiiggvény az értelmezési tartoma-

nydban szigordan nd, igy mindkét oldal 2-es alapu logaritmusét véve, és felhaszndlva a logaritmus
azonossagait, a kovetkezd, az adott egyenlStlenséggel ekvivalens egyenlStlenséget kapjuk:

(3 —logsx —2-logyx)-log,x > 0.
Az els6 tényezGt tovabbi szorzattd alakitva, és —1-gyel szorozva ezt kapjuk:
(logyx — 1) - (logyx + 3) - log,x < 0.

A hdrom tényez§ szorzata akkor lehet negativ, ha mindhdrom tényez3 negativ, azaz a legnagyobb
tényezd negativ: ]
log,x+3<0 = log,x<-3, amibdl O<x<§,

vagy ha egy tényezs negativ, kettd pozitiv, azaz a legkisebb tényezs6 negativ, a kozépsd pozitiv:
logobx—1<0<logox = 0<logyx<1, amib6l 1<x<?2.

A kovetkezdket kell tudni x-r6l: |x| #0, |x|#1, x+2>0, azaz x >-2.

Ha 0 <|x| < 1, akkor a logaritmusfiiggvény csokken, igy az adott egyenlStlenség a kovetkezdvé

alakul: .
x+2>x% azaz 0>x2—x-2=(x-2)-(x+1), amibsl -1 <x<?2.



Ekkor tehat a megoldas:

-1<x<0 é O<x<l1.

Ha | x| > 1, akkor a logaritmusfiiggvény nd, tehat az adott egyenlStlenség a kovetkezSvel ekvi-
valens:
x+2<x? azaz O<x?-x—-2=(x-2)-(x+1), amibsl x<-1 vagy x> 2.

Az értelmezési tartomdnyt is figyelembe véve ekkor a kovetkezd szdmok elégitik ki az egyenlGt-

lenséget: c
x>2 és -2<x<-l.

EED Fejezziik ki tgx-et sinx és cosx segitségével, majd ezeket 5 szogtiiggvényeivel:

X X
2-sin—-Ccos— x
=2. 2 2=2-th.

2- coszf
2

2 _ 2-sinx
1 4+ 608X I+cosx
sinx sinx

Igazoltuk 10. osztdlyban, hogy 0 < x < % esetén x < tgx, tehat az allitast igazoltuk.

EED a) Azexponencidlis fiiggvény tulajdonsagai alapjan a hatvany értéke akkor és csak akkor nagyobb
mint 1, ha vagy az alap 1-nél nagyobb é&s a kitevs pozitiv (L. eset), vagy az alap 0 és 1 kozott
van és a kitevd negativ (II. eset).

I. eset:
42 4+2x+1>1 = 2x-2x+1)>0,
amibdl
x>0 vagy x<-0,5,
valamint:
2-x>0 = x-(x-1)>0,
amibdl

x>1 vagy x<0.

Tehat ebben az esetben az x > 1, illetve x <—0,5 valds szdmokra igaz az egyenlGtlenség.

II. eset:
0<4x2+2x+1<1 = 2x-2x+1)<0,
amibdl
-0,5<x<0,
illetve
2-x<0 = x-(x-1<0,
amibdl

O<x<1.
Mindkét kikotést egyetlen valds szam sem elégiti ki, tehat itt nincs megoldas.

b) Az exponencidlis fiiggvény tulajdonsdgai alapjan az eredeti
egyenlGtlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha:

O<lx-(x-Dl<2. 5
Abrizolva az x—|x- (x — 1)| fiiggvény grafikonjat, az abrardl
leolvashatd, de szdmoléssal is konnyen ellendrizhets, hogy
a megolddsok: y=lx(x-nI\ 2

-1<x<0, O<x<1 és l<x<?2. |

- 1 i




¢) Alogaritmusfiiggvény tulajdonsdgai alapjan 2 eset lehetséges.
Leset: 0<x?<1és 0<3—2x<x? teljesiil.
Az elsé egyenlbtlenségbdl

-1<x<0 vagy O<x<l,
a masodikbol
I<x<1,5 vagy x<-3,

tehat ezeket kielégitd valds szdm nincs.

I eset: 1 <x? és 3 —2x>x? teljesiil.

Ebbdl
x<-1 vagy x>1,
illetve
0>x2+2x-3=(x-1)-(x+3), azaz -3<x<1.

Mindkét feltételt a —3 < x < —1 szdmok elégitik ki, ezek az egyenlStlenség megoldésai.

Indirekt bizonyitast célszer( valasztani. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvénynek van egy p > 0 peri6-

dusa, azaz minden x € R-re f(x + p) = f(x). Haszndljuk a szorzattd alakité azonossagokat:

pw/?)
2

f(x+P)—f(x)=2-sin§-cos(x+§j+2-sinp'2\/§-cos(x/z-x+

minden x € R-re. Ez csak akkor teljesiilhet, ha sing =0, azaz p = 2kn, valamely k € Z esetén

p-~2

és sin =0, azaz p =2 - 2nm, valamely n € Z esetén. Ebbél az kovetkezik, hogy van olyan

k, n € Z, hogy V2 -n=k n#0 miatt V2 = k ami ellentmondds, mert /2 irracionlis.
n

A sin/3 - x értéke 2 szerint periodikus, cos—= értéke 27 - V3 szerint periodikus.
V3 V3
Akkor lesz f(x) periodikus, ha van olyan k és n egész, hogy:
2r
k-===1-2m-3, 1#0.
V3

Ebbdl % =3 adédik, k=3, [ =1 esetén ez teljesiil. Tehat az f fiiggvény 27 - /3 szerint periodikus.

Valoban:

f(x+27t-x/§):sin(\/§-x+67t)—cos (%+2nj:f(x).
. 1
Abrdzoljuk az x—=>3*-7, xeR és x> 4%, x e R, x #0 fliggvé-

nyeket. !

Az x+—>3* -7, x e R fiiggvény végig nd, az x— 4* fiiggvény
]—c0; 0[-ban csokken és ]0; +eo[-ban is csokken, de mindeniitt
pozitiv. fgy legfeljebb egy gyok lehet. Az x =2 j6 gyoknek, itt
mindkét fiiggvény értéke 2.




T . .
€M o) Ha 0<x<5, akkor 0 < sinx < x, és

2 2
cosx=cos?X —sin2r=1-2-sin22>1-2. 2 =1-2
2 2 4 2
2
Ha 0 < x <2, akkor x% < 2x, azaz X < x, tehat:
2 2
cosx>1—-—>1-ux.
b) Mivel 0 <x < % akkor 0 <sinx < x < tgx, ebbdl kdvetkezik, hogy:
sin x
1>——>cosx>1-x.
X
Tehat az a)-ban igazolt azonossag felhaszndldsaval:
x>1-2 50,
X
EZE Ismert azonossdgok alapjén:
(D cosa:coszg—sinzg, (2) 1:sin2g+cos2g.
2 2 2 2
(1) és (2) Osszegébdl: Lo 1+cosa
Cos* —=———,
2
és mivel cosg >0, ezért:
2 a 1+ cosa
cos— = /—
2 2
(1) és (2) kiilonbségébdl:
. ,0 _1—coso
sin“— = ,
2 2
és mivel sing >0, ezért:
2 .o 1-cosa
sin— = /—
2 2
EZB A pontos értékek:
1+cos”™ 1+ Q
T 4 2 2+\2 . 2-2
cos— = = = : sint =N¥2— N2,
8 2 2 2 8 2
b T N24N24V2 i T _N2-V2+442
16 2 ’ 16 2 '
EFE) Szorozzuk meg a bizonyitandé egyenldség mindkét oldalat 16 - sin% -tal:
. X X X X x .
16 - sin— - cos— - cOs— - COS— * COS— = Sin X.
16 16 8 4 2
A sin2a =2 - sina - cos o azonossagot négyszer alkalmazva a bal oldalon, éppen a jobb oldalt

kapjuk.



EFD Azonossdgok alkalmazésdval f(x) igy irhato:
f(x) =sin5x-sin2x.

Mivel 0 < x <§ esetén sin2x >0, igy f(x) > 0 akkor és csak akkor, ha sin5x > 0. Ez pedig

akkor teljesiil, ha:
T 2r
O0<x< g €s —<x<-—.

Inverz fiiggvények — megoldasok

ETB Az f fiiggvény értelmezési tartomanya: [2; 6], értékkészlete [1; 3],

1 v X—X
hozzarendelési szabdlya: x — Ex. > i
Az f fiiggvény grafikonjdnak tiikkorképét f~ jeloli az dbran. Az f~
fiiggvény értelmezési tartoménya: [1; 3], értékkészlete: [2; 6], hoz- f
zarendelési szabdlya: x — 2x. :
B 1 5 X
—
EIM Az f fiiggvény inverzének értelmezési tartoméanya: [—1; 1], érték- ,
készlete %1; 3]. Az inverz fiiggvénynek nincs zérushelye. 3 /'
v B
A g’ inverz fiiggvény értelmezési tartomanya: 5,10 , értékkész- , )
10
lete: [—1; 2], zérushelye: x =2. A g és inverz fiiggvénye szigortan
monoton nové fliggvények.
T /g
i
17 12 5 X
EdD) o) Azinverz fiiggvény értellmezési tartomanya: [—1; 5], hozzdren- ,
delési szabdlya: f’(x) = gx - 3 5




b) Az inverz fiiggvény értelmezési tartomdnya: [0; +oo[, tovabba
g ) =x2-2.

. . z z £ 4 6 4
EFD) a) Azinverz fiiggvény értelmezési tartoménya: 5 +oo|, hozzi-

rendelési szabdlya: f’(x) = 1
X —

b) Az inverz fiiggvény értelmezési tartoménya: [ 1; +oo[, hozzéren-
delési szabdlya: g’(x) = x— 1.

X
B ) fi: R— |-oo; 0], x>-2% b) f: R— ]0; +°°[,x'—>e);
) fi ]0; +°<>[ — R, x—log,x; d) fa: ]_oo; 0[ — R, x> —log, (—x).
. L . 1 .
EF A logaritmus azonossdgai alapjdn f(x) = 5 log,(x —1). Azinverz ,

fliggvény hozzarendelési szabdlya: f’(x) =4* + 1, értelmezési tar- 5
tomdnya a valds szamok halmaza, értékkészlete: |1; +oo|.

EFB Teljes négyzetté alakitds utdn f(x) = (x — 3)> -5, igy g(x) =/x + 5 + 3. Ekkor
g+ fA)=VA4+5+3+4-3)2-5=2.



TR Az f fiiggvény értékkészlete: [—4; +oo[, ez egyben a g fiiggvény értelmezési tartomanya is.
Az f fiiggvény inverz fiiggvényének hozzarendelési szabdlya: g(y) = /y + 4. Ekkor

2
f(0)= (@) ~4=(y+4)~d=y+4-4=y,
és pontosan ezt kellett igazolni.

EF) Az egyenlet értelmezési tartomanya: x > —3. Legyen f(x) = vx + 3
és g(x) = x2 — 3. Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben a két fiigg-
vény grafikonjat. Az dbra alapjan lathatjuk, hogy az egyenletnek két
megolddsa van, tovabba az egyik gyok x = —2. Keressiik az egyenlet
masik, pozitiv elGjeld gyokét.

Ehhez vegyiik észre, hogy az f fiiggvény inverze épp a g fliggvény
nemnegativ szdmok halmazdra vald lesztkitésével egyezik meg.

Ez azt is jelenti, hogy ha az f fiiggvény grafikonjét tiikrozziik az 5
y =x egyenleti egyenesre, akkor a tiikorkép illeszkedik a g fligg-

vény grafikonjara. Ebbdl adéddan a két fiiggvény grafikonjanak
(pozitiv abszcisszdji) metszéspontja illeszkedik a két grafikon
szimmetriatengelyére, vagyis az y = x egyenletd egyenesre.

Az eredeti egyenlet pozitiv megolddsa igy kielégiti az x> — 3 = x egyenletetis. Az x> —x -3 =0
egyenlet gyokei:

1-J13 1++/13
.xl = es X 2 =
2 2
Mivel csak x, pozitiv, ezért az egyenlet megolddsai:

) 1++/13

x=-2 és x= .
2




