11.5. KOORDINATA-GEOMETRIA

Vektorok a koordinata-rendszerben. Miiveletek koordinataikkal
adott vektorokkal (emlékeztetd) — megoldasok

d=1-i+4-j, a(l;4); b=-5-i+2-j, b(-5,2); 2=-3-i-2-j, &(-3;-2);
d=-2-i+5-j, d(-2;5); 2=4-i+0-j, 24;0); f=3-i-2-j, f3;-2).
a) (-1;2); b) (3;-38); c) (2;-6); d) (6;-15);

e) (8;-21); f) (—%;9); g) (15;-40); h) (§;—31)-

a) 6-i+0-j; b) 2-i+4-j; c) —4-i+4-j; d) 0-i+0-j.

a) \2; b) J13; ¢) 5; d) @;

e) 1; f) a2+ b2 g) V5 h) /6;

i) \2-(a + D).

a)ldl=85;  b)IBl=97; ) lcl=89; @) ldl=29; ) lel=34.
Mindegyik vektor koordindtdinak abszolut értéke egy-egy pitagoraszi szamharmas két tagja, a har-
madik tag éppen a vektor abszolut értéke.

o [22), p (25, 2:5),
272 ) 13 ° 13 )
c) (—ﬁ; —M); d) (\/Z \ﬁ)
5 5 5 V5
A helyvektorok az dbrdn l4thatok. 7
A vektorok koordinatai a +90°-os, illetve a —90°-os forgatdsok utén: 5

a) (-1;-3), (1;3);

b) (-5;2), (5;-2);

c) (25-1), (=25 1). P
a) =5; b) 5; c) =5; /)
d) -10; e) —45; f) 85.
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a) Mivel @-b =0, ezért a vektorok derékszoget zarnak be egymadssal.
b) A két vektor hegyesszoget zar be, mivel a - b=2>0.
¢) A vektorok tompaszoget zarnak be egymassal, mivel skaldris szorzatuk —%.

d) A két vektor derékszoget zar be, mivel skalaris szorzatuk 0.



EFD a) Mivel AB- AC =0, ezért az AB és az AC szakaszok merGlegesek egymdsra, igy az ABC hdrom-
sz0g derékszogl. A derékszog az A csucsndl taldlhatd.

b) A derékszog a C csucsndl van.
c) A derékszog a C cstcsnél van.

EZB a) A C pont helyvektordra:
¢ =3b —2d =3(—i+4j) - 2(i - 2j) = —5i + 16;.
Ezek alapjéan a pontok koordinatai:
A(l;-2), B(-1;4), C(-5;16).

b) Mivel AB = —2i + 6j, valamint AC = —6i + 18j, ezért AC = 3AB, ami igazolja, hogy a harom
pont egy egyenesre illeszkedik.

EF a) Ha a mozgé pont helyvektora a megfigyelés kezdetekor d,
a kovetkez6 masodpercben pedig b, akkor a sebességvektor: /-

V=b-d=2i+], B
igy a sebességvektor koordinatai v(2; 1). 5

k=01

b) A megfigyelés kezdetét kovetd harmadik masodpercben a test
helyvektora:
¢=d+3v. t

A miveletek elvégzése utdn kapjuk, hogy a testa C(3; 8) pont- G T
ban tartézkodik.

c¢) A D(11; 12) pontra teljesiil, hogy
AD=14i+7j=1%,
ami azt jelenti, hogy az adott ponton a test a megfigyelés kezdetét kovets 7. mdsodpercben
halad at.

sElad A két vektor pontosan akkor merdleges egymadsra, ha skaldris szorzatuk 0. A két vektor skaldris szor-
zata a koordinataik segitségével:

d-b=—(\2+2)+2-a=0,

amibdl o-t kifejezve:

V2 +2
= =1++/2.
V2
EFD Szamitsuk ki a négyszog 4tlévektorainak koordinatait: AC(9; 3), , 5
illetve BD(4; —12). Mivel a két vektor skalaris szorzata: 8
AC -BD=9-4+3-(-12)=0, ’ i
ezért a két atlé valoban merGleges egymadsra. A %
2
6
-4 -2 2 4 8 X
—
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BT Anégyszog AB, illetve DC oldalvektorainak koordindtsit kiszamolva
lathatjuk, hogy mindkét vektor koordinatai (8; 1). Eredménytiink azt
jelenti, hogy az ABCD négyszogben két szemkozti oldal ugyanolyan
hosszu és parhuzamos, ezért a négyszog valdban paralelogramma.

3570

A megadott pontokat jelolje rendre A, B és C. A feladatnak harom
megolddsa van. Két olyan megoldast kapunk, amelyekben az AB
szakasz a paralelogrammaénak egyik oldala. Ezekben a paralelog-
rammdkban az egyik oldalvektor AB(6; 2).

Az dbra azt az esetet mutatja, amelyben a BC szakasz 4tld. Ekkor
CD, = AB, amibdl D(8; 6).

2z 2z

Akovetkez§ dbra azt a paralelogrammadt mutatja, amelyben az AB,
valamint a BC szakaszok is a paralelogramma egy-egy oldaldt alkot-
jak. Ekkor CD, = BA, és ezért D,(—4; 2).

Végiil még egy megoldas adddik, amelyben az AB szakasz a para-
lelogramménak atléja. Ekkor AD;=CB(3;-3), amibdl egyszert
szamoldssal kapjuk, hogy D5(2; —4).

a) A Kkeresett 6sszegvektor elsé koordinataja:
T+ (N2 =V1)+ (V3 =2) + (V4 = /3) +...+ (42008 — 2007 ) + (~/2009 —+/2008).

Ha alaposabban szemiigyre vessziik az 0sszeg tagjait, akkor lathatjuk, hogy az elsé helyen
4ll6 /1, valamint az elsé zarGjelben szereplé masodik tag ,kiejti egymast”, csakiigy mint
az els6, illetve a méasodik zarjelekben szerepld /2, illetve —~/2. Ha a tobbi tagot is parba
allitjuk, akkor igazabdl csak a +2009-nek nem taldlunk part, az Osszes tobbi tag ,.kiesik”
az 6sszegbdl. Ebbdl adéddan az osszegvektor els6 koordindtdja ~/2009.

=] 1

-2 A
A

A masodik koordinatét illetGen hasonléan jarhatunk el. A megfelelS koordindta ,,hosszu alakja™:

1 1 1 1

1

+ + +...+ + .
VZ+J1T B+V2 J4+3 J2009 ++/2008 /2010 ++/2009



Ha a fenti 6sszegben minden egyes tag nevezGjét gyoktelenitjiik, akkor azt kapjuk, hogy:

1 1 V2-y1_2-41
NG SV R TV R, P A LR
1 1I\/—ffff

NP VERNCANCENCRNE R

1 1 '~/2010 —+/2009 _ /2010 —~/2009
=2010 —/2009.
J2010 + 2009 2010 + 2000 ~2010 — 2009 2010 — 2009

Eredményeink alapjan a keresett vektor masodik koordindtdja tehat a kovetkezd alakban frhato fel:

(V2 = V1) + (V3 =2)+ (V4 = 3) +...+(~2009 — /2008 ) + (2010 — /2009 ).

Az 6sszeg feltling hasonldsdgot mutat a vektor elsé koordinatajanal szerepld osszeggel, csak itt
most az elsé zaréjelben szerepld —+/1-nek, valamint az utolsé zaréjelben talalhaté +/2010-nek
nincs parja, igy az 0sszegvektor masodik koordinatija /2010 —1.

A keresett 0sszeg koordindtai tehat:

(v/2009; v/2010 - 1).
b) Mivel +2009 >~/2010 -1, ezért a megfeleld pont az x tengelyhez van kozelebb.

Ket pont tavolsaga. Két vektor hajlasszoge.
Teriiletszamitasi alkalmazasok — megoldasok

a) 3; b) 5; c) 5; d) 13; e) ?; f) 2.
a) 3; b) 5; c) 13; d) 2-34; e) \J6; )23
J_ V26
) — h) —.
6

a)AB:AC:J%; b) AB = AC = \/34; ¢) AB = AC =+/20.
A c¢) feladatban szerepl6 haromszog derékszogt, mert 5(4; 2) és A—C"(2; —4).
a) A pont illeszkedik a korre. b) A pont illeszkedik a korre.
c) A pont nem illeszkedik a korre. d) A pont illeszkedik a korre.

a) AB=2, BC=3,6, AC =3, a hdromszog keriilete 8,6.

b) AB=237, BC=133, AC=16,1, a haromszog keriilete 53,1.

a) Az ilyen tulajdonsagu pontok két, az x tengellyel parhuzamos egyenesen helyezkednek el, att6l
3 egység tdvolsagra. A megfelel6 (x; y) pontokra y =3 vagy y =-3 teljesiil.

b) Ezuttal az y tengellyel parhuzamos egyeneseken taldlhatok a feltételnek megfelelé pontok.
A koordinataikra x = 3 vagy x = -3 teljesiil.

A megfelel§ (x;y) pontokra x =y vagy x = —y teljesiil. A pontok a két tengely szogfelezs egye-
neseire illeszkednek.



a) a=90,0% b) o0=90,0° c) a=180,0%
d) o0=126,5% e) a=45,0% f) oe=93.,4°
EED a) «=53,97° B=79,70° y=46,33°
a haromszog teriilete 11.
b) a=3270°% B=61,70°% y=85,60°%
a hdromszog teriilete 26.
c) a=103,32° B=48,18° y=28,50°
a hdromszog teriilete 38.

EFE) Hasznaljuk az dbra jeloléseit: legyen A(-7; 1), B(3;2) a két pont,
melyeken a test a mozgds sordn dthaladt, tovabba C(3; 0), D(-7; 0),

illetve O(0; 0). A feladat kérdése alapjan az ABO haromszog AB 3 B
oldaldhoz tartozé m magassagat kell kiszamolnunk. T < :
Ehhez kiszamoljuk az AB szakasz hosszat, valamint az ABO harom- b 201 ¢

szog teriiletét. A két szdmolt értékbdl mar konnyen megkaphatjuk
a keresett magassagot.

Az ABO haromszog teriiletét pl. dgy kaphatjuk meg, hogy az ABCD
trapéz teriiletébdl kivonjuk az AOD, valamint a BOC haromszogek teriiletét. A szdmoldsokat
elvégezve kapjuk, hogy

TABCD:AD;BC-CD:1-|2_2-10:15;
AD-0OD
TA0D=T=3’5;

BC-0C
Tgoc = — - 3;
Tago = Tapcp — Taop = Teoc =15-3,5-3=8.5.
Az AB tavolsag:

AB =+10% + 12 =/101.

Ha most az ABO hdromszog teriiletét az AB oldal, valamint a hozza tartozé m magassdg segit-
ségével irjuk fel, akkor

V101 -m 17
85=—— = m=——=—=1,069.
2 V101
A mozg6 test tehdt 1,69 egység tdvolsdgra volt az origétdl, amikor ahhoz legkozelebb tartéz-

kodott.

EEB a) Akapott négyszog trapéz, melynek alapjai pirhuzamosak az x ten-

gellyel. A négyszog tertilete:
2




...............................................................................................................

b) Az dbra jeldléseivel AB = AD =+/65, illetve CB = CD = /26, N
ezért az ABCD négyszogben két-két szomszédos oldal meg-
egyezik, igy a négyszog deltod. S Af . .

Az ABCD deltoid teriiletének kiszdmoldsdhoz érdemes a négy-
szoget egy olyan téglalapba foglalni, amelynek oldalai parhuza-
mosak a tengelyekkel. A széban forg6 téglalap csicsait az dbrdn _
A, E, F, illetve G jeloli. A teriiletszamitast megkonnyiti, ha az H 6
AEFG téglalap teriiletébdl kivonjuk a deltoid koriil ,,.kimarad6”
AED, DFC, CIB és AHB derékszogli haromszogek, valamint az IGHB négyzet teriiletét.
Az egyes sikidomok teriilete:

7-4
5-1 5-1
TDFC:T:2’5; TCIB:TZZ’S;
8-1
TAHB=T=4; Tiup =1

Az elmondottakbdl azonnal kovetkezik, hogy
Tipep=63-14-25-25-4-1=39.

¢) A kapott négyszog paralelogramma, hiszen (az dbra jeloléseit

o/, e y
haszndlva) BC = AD(1;4), ami mutatja, hogy a négyszog BC A G
és AD oldala parhuzamos egymadssal, valamint hosszuk is meg- i
egyezik. A: HC
1 '
Az ABCD paralelogramma teriilete a b) feladatban latott méd- ~ >
szerrel szdmolhatd. A paralelogrammat ezittal az EFGH tégla- EL NS \/
lapba ,,foglalhatjuk bele”, és a téglalap kimaradé részei harom- -
szogek. A szamitdsokat elvégezve az ABCD paralelogramma
tertiletére 23 egység adodik.
d) A kapott négyszog ezittal négyzet. Ennek igazoldsahoz vegyiik y

észre, hogy AB = 55(4; —1), amibdl l4thatd, hogy a négyszog
paralelogramma (van két parhuzamos és egyenl§ hosszusagu 74
oldala). Mivel AD(-1;—4), ezért -1 1A 1

AB-AD=4-(-1)+(=1)-(=4)=0,

ezért anégyszog A csicsdndl (és ebbdl kifolydlag a tobbi csics-
ndl is) derékszog taldlhatd, igy az ABCD négyszog valdban négyzet.

Mivel AB = /17, ezért az ABCD négyzet teriilete 17 egység.
EEE) Ha PA = PB, akkor

JB-02+(1-)? ={(-2- 0%+ (5- )%
Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd a kijelolt midveleteket, végiil a lehetséges 6sszevondsokat
elvégezve azt kapjuk, hogy
10x -8y + 19 =0.
Mivel 4talakitdsaink ekvivalensek voltak, ezért a fenti 0sszefiiggést csak a feltételeknek megfeleld
P pont elégitheti ki.



EED Mivel a feltételek alapjan PO =5, ezért
J2 -2+ (-1-y?2=5.
Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd a kijelolt miveleteket elvégezve kapjuk, hogy
x2+y2—4x+2y-20=0.

EFB «) Foglaljuk az ABC hdromszdget az dbran ldthaté médon a tenge-
lyekkel parhuzamos oldalakkal rendelkez6 CDEF téglalapba.
Mivel a téglalap oldalai 10 és 11 cm hossziak, ezért
Konnyen kiszdmolhat6 az ACD, ABE, BCF derékszogl harom-
szogek teriilete is:

’ZACD = 15 sz, T‘ABE = 16 sz éS TBCF = 33 sz. C

Az ABC héaromszog teriilete:
Tyse = Teper = Taep = Tage = Tper = 110~ 15— 16 — 33 = 46 cm”.

b) A hdromszog a legrovidebb oldaldra allitva a legmagasabb. Mivel
AB8;-4), BC(-11;-6) és CA(3;10),
ezért az AB oldal a legrovidebb és

AB =82+ (—4)2 =/30 =~ 8,94 cm.

c) Aleghosszabb magassdgot az ABC hdromszog teriiletébdl szamolhatjuk ki. Mivel

AB-m
Tynr= <,
ABC 2
ezért
V80 -m 92
46=——C  amib6l m.=—=10,29 cm.
2 80

d) Tegyiik fel, hogy az AB-vel parhuzamos szakaszok az dbranak
megfeleléen az I, H, valamint a J és K pontokat metszik ki
az ABC haromszog oldalaibol. Ekkor a CIH haromszog hasonld

a CBA haromszdghoz, tovabba a hasonl6sag ardnya A= % Mivel

hasonl6 sikidomok teriiletének ardnya a hasonlésdg ardnyanak
négyzetével egyenld, ezért a CIH haromszdg, vagyis a piros sav

teriilete A2 = §—szerese a CBA héaromszog teriiletének, ezért:

1

A fentihez hasonld gondolatmenettel szdmithatjuk ki a zold sdv teriiletét: a CJK haromszog

hasonlé a CBA hdromszoghoz, a hasonldsdg ardanya % amibdl kovetkezik, hogy

Igy a zold sév teriilete:
46 — 20,44 = 25,56 cm?.
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EED a) A térképen kialakul6 tdvolsagokat a tavolsdgképlettel szamolhatjuk ki.
Az eredmények:
Veszprém—-Gydr: /37, Veszprém—Szeged: 17, Veszprém—Debrecen: /641,
Gy6r-Szeged: 2-/113,  Gydr—Debrecen: 2-4/170,  Szeged—Debrecen: 2-+/61.
A vérosok kozti, kilométerben megadott tdvolsdgokat megkapjuk, ha a térképen mért tavol-
sdgokat megszorozzuk 11-gyel.
Ezek alapjén a tdvolsagok egészre kerekitett értékei:
Veszprém—Gy6r: 67 km, Veszprém—Szeged: 187 km, Veszprém—Debrecen: 278 km,
Gyo6r-Szeged: 234 km,  Gyd6r—Debrecen: 287 km,  Szeged—Debrecen: 172 km.
b) A koordindtakbdl észrevehetd, hogy a koordindta-rendszer kezdSpontja a Gy6r—Szeged szakasz
felez6pontjdban van. Ez azt jelenti, hogy az origd koriilbeliil Dunadjvarosban lehet.
a) Ha a P pont illeszkedik az x tengelyre, akkor koordindtdira P(x; 0) teljesiil. Ekkor
PA? + PB> = (x +3)2 + (0 - 2)> + (x = 5)> + (0 = 3)2.
A miveletek elvégzése utdn kapjuk, hogy
PA? + PB? =2x2 — 4x + 47,
majd teljes négyzetté alakitds utdn
PA% + PB? =2(x - 1)? + 45.
Mivel a négyzetes tag nemnegativ, ezért a kifejezés akkor lesz a lehet§ legkisebb, ha x = 1.

b) A PA? + PB? 6sszeg legkisebb értéke 45.

it a) Az asztal kicsinyitett képének cstcspontjait az dbranak megfele-

16en A-val, B-vel és C-vel jeloltiik: ’ I
A(0;0), B@B;0) és  C(2;2). T A
Az ABC hiromszog oldalai: 1:/ 8
AB=3, BC=\5 & AC=2-\2. R NI RN B
Mivel 1 egység a valdsdgban 50 cm, ezért: " —

AB=150cm, BC=50-J/5=111,8cm é AC=100-2=141,4cm.

b) A feladat arra kérdez r4, hogy mekkora az asztallap koré irt kor sugara. Az ABC hiromszog

a-b-c

koré irt kor sugarat konnyen kiszamolhatjuk az R = képlet segitségével, ahol T a harom-

szog teriiletét, a, b és ¢ a haromszog oldalainak hosszt jeloli. A haromszog AB oldalat valasztva
alapnak, a tertiletre adodik:

T= % =3 egység.

Az a) feladat eredményeit felhaszndlva az ABC hdromszog koré irhat6 kor sugara:
3-45-2-42 410

2 2
Figyelembe véve a kicsinyités ardnyét, a kerek asztal sugara:

25-J10 = 79,1 cm.

R=




¢) Az ABC hiromszog leghosszabb oldala AB, ezért az AB oldal-
hoz illesztett korszelet (az dbrdn g-val jelolt) magassdgéra kivan-
csi a feladat. A keresett magassdgot megkaphatjuk, ha az ABC
haromszog koré irt kor sugardbdl kivonjuk az ABO egyenld szari
haromszog AB oldaldhoz tartozé m magassagat, ahol O a harom-
sz0g koré irt kor kozéppontjét jeloli. Ha az ABO hdromszog széban
forgé magassdgdnak talppontjat 7 jeloli, akkor az ATO derék-
sz0gl haromszogben AO = R, tovabbd AT = 1,5, igy Pitagorasz

tételének alkalmazasaval:
JioY (3¢ 1
m= — == ==,
2 2 2

amibdl
VIO 1 J10-1
g=R-m=———-——= .
2 2 2
A megfeleld toldalék magassédga ezek alapjan:
50- \/1_(;‘1 ~54,1cm.

=7

=

d) Az asztallapon elhelyezhet legnagyobb kor alaki abrosz egybeesik az asztallapba irhat6
korrel, igy a feladat gyakorlatilag a beirt kor sugarat kérdezi. Az ABC hdromszog beirhat6é

korének sugardt az r = T képlettel szamolhatjuk, ahol s a hdromszog keriiletének a felét jeloli.
s

Az eredményeket behelyettesitve:
3.2 6

r= = .
3+05+2-42 3+/5+2-2

Az abrosz sugara igy:
6
50 — -
3454242

=37.2 cm.

EED a) Az erdd csticspontjait jeldljiik a megadas sor-
rendjében az A, B, C, D, E, F, G, H bettikkel.
Foglaljuk bele a nyolcszoget abba a mini-
malis teriiletd téglalapba, amelynek oldalai
parhuzamosak a koordinatatengelyekkel:
az dbran ennek a téglalapnak a csucsait /7, J,
K és L jeloli. Lathato, hogy a téglalap terii-
lete 20-10 = 200. A nyolcszog teriiletét meg-
kapjuk, ha az IJKL téglalap teriiletébdl

I -5 -1 |A

levonjuk azoknak a derékszog(i hdromszo-

geknek, illetve trapézoknak a teriiletét, amelyek a nyolcszog egy-egy oldala mentén taldlhatok,
és a nyolcszoggel egyiitt kitoltik az IJKL téglalapot. Ezeknek a sikidomoknak a teriiletét

az ébran T, ..

molhatd.

Az eredmények:
T =4,

T, = 10, T,=15 Ty=4,

T, = 10,

Ty =15.

., T jeloli. Egy-egy ilyen hdromszdg, illetve trapéz teriilete konnyedén kisza-
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Végiil a nyolcszog teriilete:
T=200-2-(4+10+4+15)=134.

Az erdd és az abrazolt nyolcszog hasonld egymashoz, a hasonlésdg aranya 5000. Mivel a hasonld
sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsag ardnyanak négyzetével egyenld, ezért az erdd teriilete:

13450007 cm?.
Mivel 1 ha = 10* m? = 108 cm?, ezért az erd§ teriilete:
134 - 50002

108
b) A szamitasok sordn felfigyelhettiink arra, hogy a nyolcszog szemkozti oldalaihoz illeszkedd
hdromszogek, illetve trapézok egybevdgdk egymadssal. Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy
a nyolcszog kozéppontosan szimmetrikus. A szimmetria kozéppontja példdul az AE szakasz

felez6pontja, vagyis a (4; 5) pont. Egyszer( szamoldsok mutatjdk, hogy ez a pont valéban meg-
felezi a szemkozti csticsokat Osszekots szakaszokat.

EED ) A(R; 0), B(—R; 0), esetleg forditva.
b) CA(R - ¢1;—c5), CB(=R — ¢ —¢y).
c) A CA és CB vektorok skaldris szorzatdra:
CA-CB=(R—-c)-(-R—c)+(=cy)-(=cy).
A kijelolt miveletek elvégzése utan adodik:

a-@=—R2+c2+c§.

s

Mivel a feltételek szerint a C pont az AB atmérdjii kor egy pontja, tovabba a kor kézéppontja
az origd, ezért a C pont az origdtdl éppen R tdvolsdgra van, amit a C koordindtdi segitségével
ugy is megfogalmazhatunk, hogy

Jet+c3 =R, azaz  cf+c3=R>

Eredményiinket 0sszehasonlitva a skaldris szorzat értékével l4thatjuk, hogy
CA-CB=-R>+c?+c}=-R>+R?=0.

=33,5 ha.

d) A c) feladat eredményébdl kovetkezik, hogy a CA és CB vektorok merdlegesek egymadsra, ami
egyben azt is jelenti, hogy az ABC hiromszog derékszogd. Ezzel belattuk, hogy ha az AB atmé-
r6jd kor egy (A-tdl és B-tdl kiilonbozs) C pontjat dsszekotjiik az atmérd két végpontjaval,
akkor derékszogli hdromszog keletkezik, amelyben a derékszog a C csticsndl taldlhato.
Megadtuk tehat Thalész tételének egy koordinadta-geometriai bizonyitasat.

Szakasz osztopontjanak koordinatai. A haromsz6g sulypontjanak
koordinatai — megoldasok

a) (1;3); b) =1 -1 C)(615) d)(z 2) e)(a+b’a2-b2'

a) A(4; 8); b)A(—% %) c) AQQe —1;2f - 4).

vss BEEY e i)

a) (4;-7); b) (14;-11).



a) (2013; 2005); b) (2027; 1997).

a) (6;§) és (9;QJ; b) (§;—7) és (l;—6);
3 3 3 3

31 22) , 2 8
)|l —;—| és | —:;——|
135" 9 135" 9

a) B(14;9); b) B(5;-17).
BB a) (1;2); b) (9; 4); c) (13;5); d) (37; 11).

EET) A paralelogramma két hidnyzo cstcsanak koordinatéi: (8; 3) és (—1; 2).
EI) A két hidnyzo cstics koordinatdi: B(4; 2) és D(-5; 4).
EID a) A feltételeknek két négyzet tesz eleget. A hidnyz6 csticsok koordinatdi az egyes esetekben:
(7;9) és (-1; 11), illetve (3;-7) és (-5;-5).
Az els6 négyzet kozéppontja (2; 6), a masodiké pedig (0; —2).
b) A feladatnak egyetlen megolddsa van. A hidnyzé cstucsok (0; —2) és (2; 6). A négyzet kozép-

pontja (1; 2).

EIB a) Az oldalfelezd pontok:
EQ;1), F(E, l) és G(l; _E)
22 2 2

b) A hdromszog oldalvektorai:

AB(2;4), BC(1:-5) és CA(-3;1).
A kozépvonalvektorok:

ﬁ(-g;l), GF(1;2) és ﬁ(l;—é).
2°2 22
c) Lathat6, hogy

FE=\CA GF=1AB ¢ EG=1BC
2 2 2

ami mutatja, hogy a megfelel6 kozépvonal és oldalvektor egymadssal valoban parhuzamos.

19 5
2;3); b) (0; 0); ——
€D «) (2;3) ) (0;0) C)(45 36)
€I ) A0;2);  b) A(0; 6);
EIB o) Az oldalfelezd pontok dltal meghatdrozott haromszog silypontja: (2; 3).

b) Ha az ABC hdromszdg csicspontjainak koordinatdi A(a;; a,),
B(by; by) és C(cy; cy), valamint oldalfelez pontjai E(—4; —2), G
F(7;1) és G(3;10), akkor az elsé koordinatikra a kovetkezd B
egyenletek irhatdk fel: (

2

+b b, + + F
%=3, chl=—4, %=7- -0 2 10 X
Az egyenletek megfelel§ oldalait 6sszeadva:
a,+b +c; =6, amibSl a; +b,=6—-c,. Y,



Az els6 egyenletbe visszahelyettesitve:
6-¢

=3, azaz ¢;=0.

Hasonlé médszerrel kaphatjuk meg, hogy
Cll = 14 és bl :—8

A masodik koordindtdkra felirhat6 egyenletek:

a2+b2:10 b2+c2:_2 a2+c2:1.

Az egyenletrendszer megolddsa:
a, = 13, b2 =7 és C2:—11.

Az Alex 4ltal berajzolt haromszog csicspontjai tehat:
A(14;13), B(=8;7) és C(0;-11).

Az ABC hdromszog stlypontjdnak koordindtdi: S(2; 3).

Megjegyzés: Az ABC haromszog csicspontjait a kovetkezd észrevétel alapjan is meghataroz-
hatjuk. Az EF szakasz kdzépvonal az ABC haromszogben, ezért EF' parhuzamos AB-vel, tovabba
hossza az AB hosszdnak fele. Ebbdl az is kovetkezik, hogy GA = EF. Mivel az EF koordind-
taira EF(11; 3), ezértaz A pont helyvektora: @ =g + EF, ahol g g a G pont helyvektordt jeloli.
A szamitdsok elvégzése utan A(14; 13) adddik. A tobbi cstics koordindtdi hasonldan szamithatok

c) A két hdaromszog sulypontja egybeesik. Indokldsként emlithetjiik, hogy az ABC haromszog
S sulypontjara vonatkozo, A = —% ardnyu kozéppontos hasonlésdg az ABC haromszoget

az EFG haromszogbe viszi at. Mivel az S pont a transzformacid fixpontja, ezért a két harom-

sz0g stlypontja valoban egybeesik.

E@ a) Az ABCD négyszdg BC oldaldnak felezSpontja F(3; 1). A tiik- y Y
r0zés utdn a B pont képe C ésa C pont képe B. Haaz A pont s ST
A tiikorképének koordindtdi A’(x; y), akkor felhaszndlva, hogy D -
az AA szakasznak F a felezSpontja, azt kapjuk, hogy f /\F
1 :

x+(_2):3, y+(_5):1. 1 1 ) » X
2 2 L) ,/, ]
. ‘i ;
-

Az egyenletrendszer megolddsaként A’(8; 7). Hasonlé szdmo-
lasokkal a D pont tikkorképeként D’ (7; —1) adddik. A

b) Az ABDACD hatszog szarmaztatdsabol adoddan kdzéppontosan szimmetrikus, amibdl azonnal
kovetkezik, hogy a szemkozti oldalai parhuzamosak. Ut6bbi éllitds természetesen koordindta-
geometriai eszkozokkel is igazolhat6. Példaként: AB(6;2) és CA(6; 2), ami azt jelenti, hogy
a két vektor megegyezik, igy természetesen parhuzamosak is egymassal.

a) Az A, B és C pontok képe az OA, OB, OC szakaszt 1:1 ardnyban 0szt6 pontok lesznek. A kép-

pontok koordinatai: 3 |
A(L; 1), B’(——; - ) C’(—3;—).
2 2
Az A’B’C’ hiaromszog O pontra vonatkozdé tiikorképe is megoldasa a feladatnak. E pontok
koordinatai: 13 17
A(=9;-9), B"|-—;-4|, C"-5—-—
2 2



b) Ebben az esetben a képpontok az OA, OB, OC szakaszt 1:2 ardnyban osztjak. A képpontok

koordinatai:

3 39 (2
33 3 3

Az A’B’C’ hidromszdg O pontra vonatkozd tiikorképe is megolddsa a feladatnak. E pontok
koordinatai:
A77 22 ) B77 17 _4 s C?’ _E _
3’ 3’ 37

a) Ha az A pont képe A'(x; y), akkor az OA’ szakasznak a felezGpontja A, azaz
X+ oo yHED o
2 2
amibdl A'(16; 16). Hasonlé médszerrel: B’(6; —4), illetve C’(0; 14).

b) Ebben az esetben az A pont 1:2 ardnyban osztja az OA® szakaszt, azaz
2-(-4)+x —6, 2-(—4)+y=6’
3 3
és igy A’(26; 26). A masik két pontra B’(11; —4), illetve C’(2; 23) adddik.

EdD a) Az AB oldal felezSpontja: E(%bl; %bz)

A BC oldal felez&pontja: F(b ;cl b, ;’ C2)

Az AC oldal felezGpontja: G(%; aZT-'-CZ)

b) Példaként bemutatjuk, hogy EF parhuzamos az AC oldallal. Ehhez kiszamoljuk az EF és
az AC vektorok koordinatait. Lathato, hogy

EF( > 4. %), mig E(cl —ag; ¢y, — a,).
A koordindtdk 0sszehasonlitdsa utdn vegyiik észre, hogy
EF =24C,
2

ami egyben mutatja, hogy a két vektor, és igy persze a nekik megfeleld szakaszok is parhuza-
mosak egymassal.

c) Az dllitds az EF = %A—C" Osszefiiggésbdl azonnal kovetkezik.

a) A paralelogramma atl6i felezik egymast, ezért az AC szakasz és a BD szakasz felezGpontja
egybeesik. Az AC szakasz felez6pontjanak koordinétéi:

(‘11 e ap+ cz)
b 9

2 2
mig ha a D pont koordindtéi x, illetve y, akkor a BD szakasz felez&pontja
(bl +x by + y)
2 7 2 )



...............................................................................................................

A két felezGpont megfeleld koordindtai egyenlSk, ezért
aj+c; b +x ay+c, by+y
2 2 2 2
Az egyenletrendszert megoldva adddik:

D(Cll +C _bl; a + Cz—bz).

b) Paralelogramma kozépvonala alatt két szemkozti oldal felez&pontjat 6sszekotd szakaszt értjiik.
Példaként megmutatjuk, hogy az AD és BC oldalak felez&pontjat 6sszekotd kozépvonal
parhuzamos az AB oldallal. Az AD oldal felezGpontja:

E(2a1+cl—b1. 2a2+cz—b2)
2 2 ’

mig a BC oldalé:

F(b1+cl. b, +62j-
2 7 2

Az EF koordinatdira ﬁ(bl —ay; by — a,) teljesiil, amirdl azonnal kideriil, hogy megegyezik
az AB koordindtdival. Eredménylinket ugy is megfogalmazhatjuk, hogy az EF és AB szakaszok
parhuzamosak egymassal.

¢) A b) feladatban belattuk, hogy EF = AB, amibdl a feladat 4llitasa nyilvdnvalé médon kovet-
kezik.

EEE a) Példaként néhdny sziikséges €s elegendd feltétel: egy négyszog akkor és csak akkor para-
lelogramma, ha

I. szemkozti oldalai egyenld hosszuiak;
II. van két szemkozti oldala, amelyek parhuzamosak €s hosszuk egyenld;
I1I. 4tl6i felezik egymadst;
IV.kozéppontosan szimmetrikus;
V.szemkozti szogei megegyeznek.

b) Az 1. feltétel alapjan:

AB=NT?+3? =58 BC =27 +4% =0,
CD = (=72 +(=3)2 =/58, DA=/(-2)>+(-4)? =/20.

A szemkozti oldalak valéban egyenldk.

AL feltétel alapjan:

ﬁ(% 3), tovabba FC(7; 3). Mivel a két oldalvektor koordinitdi megegyeznek, ezért AB és CD
parhuzamos €s egyenld hosszisdgiak.

A TII. feltétel alapjan:

Az AC &tlé felez6pontja: (@ %) Lathat6, hogy ez egyben a BD 4tl6 felez6pontja is,

ezért az atlok valéban felezik egymadst.

A 1V. feltétel alapjan:

. . L 2 . . 4009 4021
A négyszog kozéppontosan szimmetrikus a T - pontra vonatkozan.



Az V. feltétel alapjan:
ﬁ(7; 3), E(Z; 4). A két vektor skaldris szorzatdra:
AB-AD=7-2+3-4=26.

A skaldris szorzat definicidja alapjan (o a két vektor hajlasszogét jeloli):

[AB|-[AD|- cosar =26, amibsl cosa Z%'

Hasonl6 szdmoldssal ugyanezt az értéket kapjuk a CB és CD vektorok hajlasszogének koszi-
nuszdra is, ami igazolja, hogy a négyszog két szemkozti szoge megegyezik. Ugyanilyen szamo-
lassal ellendrizhetd, hogy a masik két szemkozti szog is egyenld.

a) Az dbra alapjan val6szindGsithetS, hogy az AB és CD oldalak "
parhuzamosak. A megfelel§ vektorok koordindtdira: AB(12; 3) C_—7"
és CD(4; 1), ami mutatja, hogy AB =3-CD. 5 ﬁ/,
Eredményiinkbdl kovetkezik, hogy AB és CD valéban péarhuza- 4 > 8
mos, ezért az ABDC négyszog trapéz, amelyben a hosszabb alap /4
Al 1 5 10 X

haromszor akkora, mint a révidebb.

b) Az atlok hossza a koordinata-rendszerben:
AD =462+ 72 =/85, illetve BC =.[(~10)%+3? =/109.
A két ut hossza a valdsdgban:
1000 - (+/85 ++/109) = 19660 méter, vagyis 19,66 km.

c) Ismert elemi geometriai Osszefiiggés alapjan a trapéz 4tléi az alapok hosszdnak ardnyaban
osztjdk egymast. Az a) feladat eredménye alapjan ez az ardny 1 : 3, ezért az atlok M metszés-
pontja egybeesik az AD atl6 D-hez legkozelebbi negyedelSpontjdval. Az AD szakasz
igy az FD szakasz M felezGpontja:

felez6pontja:
F(3; z),
2
M(3 +6 3,5+7

), vagyis M(4,5;5,25).

’

2 2

EFB Alkalmazzuk az adott szakaszt adott ardnyban oszt6 pont koordin4téira vonatkozo osszefiiggéseket!
Az eredmények az egyes esetekben:

a) P(l;—%); b) P(i;l); c) P(m;z).
373 55 9’9

€D Ha a B pont koordinatdira B(x; y) teljesiil, akkor a feltételek szerint a P pont koordindtai:
P(3-(—3)+2x_ 3-0+2y]

b

5 5
Mivel a P pont adott, igy
3-(—3)+2x=1 és 3-0+2y:
5 5
Az egyenletrendszer megolddsa utdn azt kapjuk, hogy a B pont koordinatdi: B(7; —5).

-2.



...............................................................................................................

E3B a) Az ABC hiromszog oldalainak hossza:
AC=3-V2, BC=5-V2 és AB=68=2-17.
Vegyiik észre, hogy AC? + BC? = AB? teljesiil, ezért Pitagorasz tételének megforditdsa alapjan
az ABC haromszog derékszogd, mégpedig a derékszog a C csicsndl taldlhato.

b) A Pista bdcsi dltal tervezett osvény éppen a C csucsbol induld y

szogfelez6 mentén hizddik. Eszerint az atfogéhoz tartozé szog- I

felezd és az atfogé D metszéspontjanak koordinatdit kell kisza- N 5
molnunk. A szogfeleztétel alapjan: @
AD _AC _3:42 _3 A D 1

E_BC_S-\/E_E’ 10 5 B 1] 1x

vagyis a D pont az AB atfogét 3:5 ardnyban osztja. Az oszt6-
pont koordinatdi alapjdn a D pont koordinatdi:

o+

¢) A mindhdrom uttél ugyanolyan tdvolsdgra taldlhat6 pont egybeesik az ABC haromszog beirt
korének kozéppontjaval, ezért a feladat gyakorlatilag a beirt kor sugardra kérdez ra. A kor

sugarit az r = T 0Osszefiiggésbdl szamithatjuk ki, ahol T az ABC haromszog teriilete, s pedig
s
a haromszog keriiletének fele. Mivel
_AC-BC _3:42-5-2 _
2 2

T 15,

tovdbba

AN

ezért a beirt kor sugara
15

SN

d) A beirt kor O kozéppontjit az ABC haromszog szogfelezGinek metszéspontjaként kapjuk.
Az A csicsbdl induld szogfelez6 az ADC haromszognek is szogfelez§je, ezért az O pont
koordinétdit a b) feladatban mar megismert mddszerrel szdmolhatjuk ki. Mivel az a) feladat
alapjan AC =3-+/2, tovabba

=4-2 - J17 = 1,53 egység.

AD = 32+(—§)2:§-\/ﬁ
4) 4 ’

ezért az O pont (3 : \/7) : G : \/ﬁ) ardnyban osztja a CD szakaszt. Az osztépont koordindtdira

vonatkozé osszefiiggések alapjan:

—8%'\/ﬁ+(—8)-3-\/§ 5%.\/ﬁ+%3~\/§

0]
3-\/§+%\/ﬁ 3-ﬁ+%dﬁ

s b}

amit kicsit ,,bardtsdgosabb” alakban is felirhatunk:
0(_8. (Jmﬁ).(wz-m)]
b 3 .




a) Az ABCD négyszog cstcspontjai legyenek A(ay; a,), B(by; by), Clcy; ¢,) és D(dy; d,). Haaz
AB oldal felez6pontja a (-3; 1) pont, akkor

b) Az EFGH négyszog EG 4tl6ja felez&pontjanak koordinatdi:

a) Az ABCD négyszog csdcspontjai legyenek A(ay; ay), B(by; by),

a;+ b, —_3 s a, +b,
2 2
amib6l by =-6 —a; és b, =2 —a,, tehat B(-6—ay; 2 — a,). Mivel a BC oldal felez&pontja is
ismert, ezért

=1,

—-6—a;+¢
2

amibdl a C pont koordinatdi: C(10 + a; —6 + a,). Végiil a CD oldal felez6pontjanak koordi-
nétdira

2—a2+c2=_

=2 és 2,

10+ a, + d,
2
és igy D(—4 —ay; 10 — a,). Eredményeink alapjdn az AD oldal H felez6pontjanak koordi-
nétdira:

-6+a,+d,

=3 éS =2’

H(al t(d-a) ap+ (10— az)j _(2:3)
2 2

Megjegyzés: a szamitdsokbol az is kideriil, hogy végtelen sok olyan négyszog van, amelynek

oldalfelezd pontjai a megadott pontok; a négyszog csucsait az A pont mdr egyértelmien meg-

hatdrozza.

(—3+3. 1+2)_(0_§)

2 72 ) U2
Egyszeri szamolds mutatja, hogy az FH &tl6 felezGpontja szintén
ugyanez a pont. Ez azt jelenti, hogy az EFGH négyszog atl6i
felezik egymast, igy a négyszog paralelogramma.

D(ddy) ¥

C(cy; ¢p) és D(dy; dy). Ekkor az oldalfelezd pontok:

E(al +b a,+ bz) F(bl +c . by +c2)
2 b 2 9 b b

2 2
G(cl +dy oy + dz) H(al +d; a,+ dz)‘
2 7 2 ) 2 72

Tobbféleképpen igazolhatd, hogy az EFGH négyszog paralelog-
ramma. Példaul megmutathatjuk, hogy az EF és HG oldalak
parhuzamosak és egyenl$ hosszuiak.

A megfeleld vektorok koordinatéi:
FF{CI - al’ C2 - azj és H—G’(cl - al’ C2 - az)
2 2 2 2
A két vektor koordindtdi megegyeznek, ami igazolja, hogy az EFGH négyszog paralelogramma.

Alayia,)




...............................................................................................................

b) Az a) feladat jeloléseit fogjuk hasznalni.

Az oldalfelezd pontok altal kozrefogott paralelogramma kozép-
pontja egybeesik az EG szakasz O felezGpontjaval.

Ezek alapjan a paralelogramma kozéppontjanak koordinatéi
felirhatdk:

0(a1+b1+c1+d1.a2+b2+c2+d2)
4 ’ 4 '

Alaya)

A BD, illetve az AC 4tl6 felez6pontja:

P(M;M) Hletve Q(aﬁq az_w)
2 2 2 2

A két atlo felezGpontjat 0sszekots PQ szakasz felezGpontja pedig:

(a1+b1+cl+d1. a2+b2+c2+d2j
4 ' 4 ‘

Mivel a kapott pont koordindtdi szemlatomdst megegyeznek az EFGH paralelogramma

O kozéppontjinak koordindtdival, ezért a feladatban szerepld két pont valéban egybeesik.

¢) Vegyiik fel a koordinata-rendszerben a trapézt ugy, hogy az ABCD
trapéz AB alapja illeszkedjen az x tengelyre, A csicsa pedig
az origéba essen. D(d;m) c(e;m)

<

Ekkor a trapéz csicsainak koordinatai a kovetkezd alaktak:
A(0;0), B(b;0), C(c;m) és D(d;m),
ahol m a trapéz magassagét jeloli.

E(g,ﬂ) és F(—b+c;ﬂ).
22 2 2

A koordindta-rendszerben az adatok (pontok) védlasztdsdbol adoddan a trapéz alapjai parhuza-
mosak az x tengellyel. Tudjuk tovabba, hogy E és F masodik koordinitija megegyezik,
ezért EF is parhuzamos az x tengellyel. Ezzel beléttuk, hogy a trapéz szarait 6sszekotd
kozépvonala parhuzamos az alapokkal.

A szarak felezSpontja:

Az alapok, valamint az EF kozépvonal hossza konnyen kiszdmithato:
AB=|bl, DC=|c-dl,

_ /(b+c—d)2_‘b+c—d
B 2 o2

Vegyiik észre, hogy ha b > 0, akkor ¢ >d, ésha b <0, akkor ¢ < d (maskiilonben az ABCD
négyszog hurkolt lenne), ezért b és ¢ —d elGjele mindenképpen megegyezik, és igy valéban
teljesiil, hogy

illetve

AB+ DC
—

EF =



a) Akétkozos belsd érinté természetesen az OQ szakaszon metszi y
egymast. Tegyiik fel, hogy az dbrdnak megfelelGen az egyik
kozos belsd érintd a koroket az E, illetve D pontokban érinti, £
mig a belsd érintdk metszéspontja P. Ekkor az OEP hdromszog
hasonlé a QDP haromszoghoz, hiszen mindkett§ derékszogl
(az érintd merdleges az érintési ponthoz tartozo sugarra), illetve -1 '] P
a P csucsndl 1év6 szogeik csucsszogek, igy szintén egyenlGk G) 5 X
egymadssal. A hasonldsdg ardnya megegyezik a korok sugarainak e

E Z
aranyaval, azaz A= O—D =3. Természetesen a két haromszog - ,
atfogdinak ardnydra is érvényes, hogy g = A =3. Eredményliinket méasként is megfogalmaz-

hatjuk; a P pontaz OQ szakasz Q-hoz legkizelebbi negyedelépontja. Igy a P pont koordinatsi:

P(3-0+1-5_3.(_1)+1-4)_(§,1)
4 7 4 “\4ra)

b) Az a) feladathoz hasonlé modszerrel jarhatunk el. Jeloljiik R-rel
a két kozos kiilsd érinté metszéspontjat, az egyik érintd érintési
pontjait pedig G-vel, illetve H-val. Az RHO hiaromsz6g hasonld
az RGQ haromszdghoz, a hasonldsdg ardnya 3. Az elmondottak

alapjan % =3, ami azt is jelenti, hogy a Q pont 1:2 ardnyban

osztjaaz RO szakaszt. Ha az ismeretlen R pont koordindtdi x és y,

akkor
2-x+1-5=0 és 2-y+1-4=

-1.

Az egyenleteket megoldva kapjuk, hogy R (—g; —9

Az egyenest meghatarozo adatok a koordinata-rendszerben

— megoldasok
a) Példaul: (1;0), (2;0), (-3;0). b) Példaul: (0; 1), (0;2), (0; 3).
¢) Példaul: (4; 5); (2;3; (40 50). d) Példaul: (-5;-7), (5:7), (0,5;0,7).
e) Példaul: (9;—4), (-9; 4), (18;-8). f) Példaul: (1;0), (-1; 0), (2010; 0).
a) (5;-9); b) (-6;5); c) (5;-3).
a) (1; 0); b) (0; 1); c) (8;3); d) (17;50); ) (1;3).
BB @) o=90° meredekség nem létezik; b) a=0°% m=0;
¢) a=45% m=1; d) a=5134° m:%;

e) a=—45% m=—1.

€ o) ¥(5:-3). #(3;5), a=~-30,96% m= —g; b) $(2; 1), ii(1;-2), a=2657% m= %;
¢) ¥(1;0), 1(0; 1), =0° m=0;



d) v(0; 1), #(1; 0), or=90° meredekség nem létezik;
e) V(3;-1), i(1; 3), a=-18,43°, m=—%;
f) v(1;5), #(5;-1), ax=78,69° m=5.

€3 )

y b) y
5 5
P
1 P
-5 = X -5 -1 1
-5 -5

1(1;0), oc=90° m nincs;

d)

e) :;

il 1), a=-45% m=-1;

i(1;2), a==26,57% m= —%; (V3 -1), o0 =60°, m=-/3.

(3625 JeY)

SRES]

X -5 -1 1 5 X
P

-5

b) ,

v(1; 0),

d)

-5

V(1;2), a=63,43°% m=2.

7n0; 1), «a=0°% m=0;

-5

-1

-5

a=-45°% m=-1;




b) y c) y
5 P 5
P P
1 1 1
-5 -1 1 5] X -5 S| 1 o X -5 -1 1 & X
-5 -5 -5
; R . ; _ 3o R
¥(0; 1), 7i(1; 0), m nincs; ¥(3:4/3), (V3 -3), m=== W=D, AL D, m=-L;
d) ,
5
J
-5 -1 1 ) X
P
-5
7(-1:3/3), i (V3:1), m=—+/3.
a) 0°% b) —45°, c) 18,43°% d) -30°% e) 89,97°.
(3628 | m=?; ¥(3:4/3). i(¥3-3); b) m=-1, ¥(1;-1), i(1; 1);
c) m=0, ¥(1;0), 7#(0; 1); d) m=3,73, v(1;3,73), n(3,73;-1);
e) m=-+/3; 17'(—1;«/5), ﬁ(\/g;l).

1 1 2 3
ma)mezz, mp=-2; b) mezg, mp=-5 ¢c)m,=1, m=-1; d)mezg,mf:—z.
A két egyenes meredekségének szorzata minden esetben —1, ami mutatja, hogy az egyenesek merd-

legesek egymadsra.
=3 b 3 3. d _ _a+b
ma)me—mf—, )me—mf——ﬁ, c) my=m;= > ) my,=m; = .

Mivel a két egyenes meredeksége minden esetben megegyezik, ezért az egyenesek valoban par-
huzamosak egymadssal.

EF) Az dbra alapjan az egyenes egy irdnyvektora a v = AB vektor, mely-
nek koordindtai ¥(3; 2). Haa C pont koordinatai C(2007; y), akkor
az TC(2005; y—2) vektor szintén irdnyvektora az egyenesnek,
ezért valamely o valés szdmra AC =0 - V. Ezek alapjan a vektorok

els§ koordinataira 2005 = ¢¢- 3, amibdl o =

, €s fgy -5 211 5 X

yo22 25 L, L4006 T

A C pont koordinatai tehat C(2007; £316)



a) Mivel AP(33;22), ezért AP =11¥, ami azt jelenti, hogy az AP szintén irdnyvektora az egye-
nesnek, tehat a P pont illeszkedik az egyenesre.

b) Mivel @(—15; —10), ezért @ = -5V, ezért a Q pont szintén illeszkedik az egyenesre.

c) Az AR koordinatdi Zl_é(—l& —11). Mivel az AR nem frhat6 fel a ¥ valahdnyszorosaként, ezért
a két vektor nem parhuzamos, igy az R pont nem illeszkedik az egyenesre.

a) Ha az autdpdlya két ismert pontjat A €s B jeloli (megaddsuk sorrendjében), akkor a pélya egy
irdnyvektoranak koordinatdi AB(5; 3). Az A pontot a koordindta-rendszer O kezdGpontjaval

Bsszekots vektor koordinatdira: AO(2; 1). Mivel a két vektor nem parhuzamos egymadssal, ezért
az autépdlya nem halad keresztiil az origén.

b) Haakeresett C pont koordindtdit C(1;y) jeldli, akkor AC (3;y+1). A C pont pontosan akkor
illeszkedik az autépédlya nyomvonaldra, ha valamely o valds szdmra teljesiil, hogy AC =o - AB.

A vektorok elsd koordindtdinak 6sszehasonlitdsdbol o = 3 igy a mdsodik koordindtdkra:

y+1_E 3, amibdl y=

Lnl-h

A C pont koordinatdi: C (1; 9

c) Elegendo megmutatm hogy a P pont illeszkedik az autépalya nyomvonaldra. Mivel AP( 10; 6),
ezért AP =2AB, ami mutatja, hogy a két vektor parhuzamos egymadssal. Ebbdl adédik, hogy
a P pont valéban az autépélyan taldlhato.

d) A két utszakasz dltal bezért szoget az dbrdanak megfelelGen

y
Jeloljiik o-val. Ekkor o megegyezik a PB és PQ vektorok hajlds- s 5
szogével. A vektorok koordinatai: PB(—5, 3), PQ( 1;-3). Akét
vektor skaldris szorzatara: 1 3 \a
PB-PO=(-5)-1+(-3)-(-3)=4, i ;
hosszukra pedig A \\
[PBl=34 ¢ |[PQ|=+10 I

teljestil. A skaldris szorzat definicidja alapjan:

\/3_4-\/m-cosoc:4,

4
cosSot = ——,
J34 -J10

o =T7747°

A két utszakasz 77,47°-0s szogben metszi majd egymast.

Az A csicsbdl indulé m, magassdgvonalnak a CTB'(S; —2) vektor
egy normdalvektora, ezért a magassagvonal egy irdnyvektora: V(2; 5).

A magassdgvonal meredeksége m = %, irdnyszoge pedig 68,20°.

Hasonl6 szamitasokkal kaphatjuk a B csticsbdl indulé magassagvonal

adatait: irdnyvektoranak koordinatéi (2; —1), meredeksége —l, irdny-
szoge —26,57°. 2

A C csicsbdl indulé magassagvonal adatai: irdnyvektordnak koordi-
natai (1; —2), meredeksége —2, irdnyszoge —63,43°.




EFD A hiromszog sulypontja S (§, i) Az AS silyvonal egy irdnyvektora: A—S"(%, !

vektora pedig a (?, ——) koordinataju vektor.

0) )
3/ egy normal-

A BS silyvonal egy irdnyvektora ES‘(—%; —g), egy normalvektordnak koordinatai @, —%)

Végiil a CS silyvonal egy irdnyvektora ES"@, —%), egy normdlvektordnak koo

EED a) A3633. feladat eredménye alapjén az A csticsbol indulé magassag-

rdinatai (§’ g)
33

vonal egy irdnyvektora V(2; 5), mig a 3634. feladat alapjan az }; /;m"
A csticsbdl induld sdlyvonal egy irdnyvektora A_S'(l?’—1 %) Akét 7 B
L. . 1 /"S il
vektor skalaris szorzata 24, a vektorok hossza: —+ Ry S
— 221 A
|\7|=\/E és |AS|=T ,:;
Sa, N
Ha a két vektor altal bezart szoget o jeloli, akkor a skaldris szor- 17
zatbdl:
24=29 Y221 cosa, amib6l o = 2592
b) Akeresett f§ szog megegyezik az A cstcsbdl indulé magassag- ) -
vonal V(2; 5) irdnyvektora, és az s, sulyvonal SB irdnyvektora T c !
(13,2 k9
altal bezart szoggel. A 3634. feladat eredménye alapjan SB (?3 5) i B

Az a) feladathoz hasonl6 szamitassal:

12=429- ”1373

-cos B, amibdl B =59,45°.

EED a) Kétegyenes akkor és csak akkor merSleges egymasra, ha irdnyvektoraik merGlegesek egymdsra,
ez pedig pontosan akkor kdvetkezik be, ha az irdnyvektorok skaléris szorzata 0. Ezek alapjan

\7;-17f22-S+1-p=0, amib8l p=-10.
b) p=0.
c)p=2-J2 vagy p=-2-2.

Tegyiik fel, hogy a 2 meredekséggel rendelkezd egyenes irdnyszoge «,
ekkor o= 63,43° a —3 meredekséggel rendelkez6é pedig S, ekkor
B=-71,57° A két egyenes altal bezart y szog az dbran a C met-
széspontndl alakul ki. Az egyenesek, valamint az x tengely altal

kozrefogott haromszogbdl:
y=180°— o+ B=180°-63,43°—71,57° = 45,00°.

o

1 gsx



EFED a) Az AB oldalegyenes egy irdnyvektora: AB(8; 1), az AC egyenesé AC (6;—6), vagy ¥,-(1; -1),
és a BC oldalegyenesé BC(-2; 7).

b) Az dbran v, illetve V), az AB, illetve AC

oldalegyenesek egy-egy egységnyi hosszu- =4 |
sdgu irdnyvektorat jeloli. A v, + . vektor Y
a két vektor 4ltal kifeszitett paralelogramma
megfelel§ atlévektora. Mivel a két vektor
rombuszt feszit ki, ezért atlgja illeszkedik
a két oldal altal kozrefogott szogfelezdre,
igy a v}, + V. vektor az A csucsndl 1évd f,
szogfelez§ egy irdnyvektora. Feladatunk
tehdt a ¥, illetve ¥, vektorok koordinatdi-
nak meghatirozasa.

Mivel AB(8; 1), ezért |ﬂ§| =./65, igy az AB-ral egydllasu egységvektor koordindtai:

L[ 8 1
Hasonl6an V(15 —1) és |‘7Ac| =./2, ezért az AC egyenes egységhosszi irdnyvektora:
. (L. _L)_
V2T V2
Az f, szogtelezd egy irdnyvektordnak koordinatdi:
Vi, +V (i+LL—L)
PrelVes T V2'Ves 2

c) Az f, egyenes irdnyvektordbdl a meredeksége mdr konnyen szdmolhat6:

1 1
LN
8 1°
765 V2
V26
T 2+ 65

Az egyenes irdnyszoge = —18,94°.

E[EL) Ha akét egyenest e és f jeldli, tovabbd m, az e, m, az f egyenes irdnytangense, akkor az egye-
nesek egy-egy irdnyvektora V,(1; my), Vy(1; m,). Akétiranyvektor skaldris szorzatdra teljesiil, hogy:

—

V, Ve =1+my-my.
A két vektor éltal kozrefogott szog éppen a két egyenes 4ltal bezart ¢ szoggel egyenld, ezért a ska-
laris szorzat mds alakban is felirhato:

7,9 =[] -[7| - cose.

[i|=1+mi és |vf|=,/1+m§,
V, V= 1+ mf -1+ m3-cosg.

Mivel

ezért



A skaldris szorzatra kapott két eredmény 6sszevetésébdl:

L+my-my=J1+mi-\J1+m3cose,

1+my-m,

cosQ =

&)

,/1+m12-,/1+m22.

Jol ismert, de amugy nem tilsdgosan bonyolultan igazolhatd, addiciés Osszefiiggés alapjan:

1+tg2p=

cos2g’

ezért ha az (1) egyenl&ség mindkét oldaldnak reciprokat vessziik, majd négyzetre emeljiik, akkor
adodik, hogy:

(1+m%)-(1 +m22)

l+tg?p=
& (1+ my - my)?
2y. 2
tgz(p=(1+m1) (1+m2)_1,
(1+ my - my)?
5 (I+m})-(L+m3)—(1+m;-my)?
tg2p= 5 .
(1+m1'm2)

A kijelolt miveletek és 6sszevondsok elvégzése utan:
mf—2-my-m, +m3

tg’p= ;
(my — my)?
Mindkét oldalbdl négyzetgyokot vonva kapjuk, hogy:

m—-m

tgp=
1+my-m,

’

amit éppen bizonyitani kellett.

Az egyenes egyenletei — megoldasok

a) y=3; b) x=73; c) x+y=5; d) 2x+y=0;
e) x—3y=-14; f) x+2y=-4; g) x-2y=15; h) x+2y=8.

a) x=1005; b) y=%; c) x+3y=0; d) —6x + 20y = 37.
8x—-3y=6,5.

a) x=2; b) y=-5; c)x—y=2; d) x+2y=-4

e) x+2y="17, f) x=3y=0; g) x—y=-06; h) 3x + 2y =16.
a) y=0; b) x=-2; c) y=73x; d) 10x+3y=11;
e)x+y=%; f) 2x—y=5-3.



...............................................................................................................

a) A pontok mindegyike illeszkedik az y = -2x + 1 egyenleti egyenesre.
b) Mindhdrom pont illeszkedik a 3x — 2y = 2005 egyenletl egyenesre.

c) Mindhdrom pont illeszkedik a 3x — 2y = 15 egyenlet( egyenesre.

d) A hédrom pont nem illeszkedik egy egyenesre.

a) y=4x, illetve y:—%x; b) 3x + 4y =10, illetve 4x—3y=-20;
c) y=4x+ 10, illetve x+4y=-11; d) 6x—Ty=41, illetve 7x+ 6y=-23.
a) 3x+2y=15; b) y=2x+8§; c)y=ux;
d) 2x+3y=-19.
a) y=-x; b) x+2y=2; c) x+3y=10;
d) y=x+1.
€30 o) y b) y ¢) y
5 5 \
P
- = 1
-5 Pl 1 5 X =4 1 ) X =5, -1 1 o X
-5 -5 -5
y=£x; y=x y—4=—£-(X+l);
3 3
d) y e) y f) y
5 P 5 5
1 1
=] -1 1 5 X =i -1 1 fi X -5 -1 1 5 X
P 2
-5 -5 -5
x=T; y=5=—+/3-(x+3); y=-2.
a) y b) y c) y
5 5 5
1p 1p 5 1




y
5
] 1
/5 B 5 X
-5
4x —y=-21;
y
5
1\
-5 BRI 5 X
-5
£+X=1’
2 3
y
5
1
-5 -1/ 5 X
5
2 oy,
3 5
= y
5
1
5 BN 5 X
-5

v(0; 1), 7(1; 0),
m nem létezik, oo =90°;

b)

y f) y
5 5
1 1
-5 -1 -5 11 5 X
P
\ P
I I \\
2x+y=-5; 2x + 3y =-10.
y c) y
5 / 5
/ 1
-5 B -5 —\ 1 5 X
_5 _5
N F x-2=1y
6 4 3
y c) y
5 5
1 1
-5 - -5 \ 1 5 X
— 1
-5 1 N=—x—3
V(1; 0), 7(0; 1), V(1;-1), #(1; 1),
m=0, a=0° m=-1, o=-45°



...............................................................................................................

d) ; e) ; f) ’
5 5 5

y=2x-4
1 1 y=+3x-3 1

(15 2), A(2; 1), v(1;4/3), A3 -1), ¥(3; 1), (15 3),
m=2, o= 63,43° m=+/3, o= 60° m=%, o~ 18,43°

€ o) x+y=3, d(l;1), ¥(1;-1), m=-1, a=-45
b) 2x+y=4, A(=2;1), ¥(1;2), m=2, o=6343%

c) x+2y=-2, 0(1;2), ¥(2;-1), m=—%, =-26,57%

d) x—6y=6, i(l;-6), V(6; 1), m:é, o= 9,46°.

€D a) A P pont illeszkedik az egyenesre, ezért az egyenes és tiikorképe
egybeesik. Igy a tiikorkép egyenlete: 2x +y =S5. \5&

b) 2x+y=-3.
c) 2x+y=-5. ;

a) Az egyenes a haromszog BC oldalegyenese.

b) Nem oldalegyenes.
c) Nem oldalegyenes.
d) Nem oldalegyenes.
e) Az egyenes a hdromszog AC oldalegyenese.
f) Az egyenes a haromszog AB oldalegyenese.
g) Az egyenes a hdromszdg BC oldalegyenese.

€ a) A(1;3), B(4;3), C(4;-2), D(1;-2).

Yt ix=1 ix=4
b) Az egyenesek téglalapot fognak kozre. 5
T A T
-5 -1 5 X
y=-2 D, c o
REE




c) A(=3; 1), B'(=3;4), C’(2;4), D(2; 1).
d) Az oldalegyenesek egyenlete:

B 5 c
x==-3, y=4, x=2, y=1. A B
e) Akétnégyszog kozos részének kertilete 6, teriilete 2; egyesitésiik " D
keriilete 26, teriilete pedig 28. 5 B 5 X
D c

a) Az AB egyenes egy irdnyvektora az AB(5; -5) vektor, igy egy normdlvektora az 7ip(1; 1)
vektor. Az egyenes egyenlete: x + y=0. A BC egyenes egy irdnyvektora: BC(2; 6), normadl-
vektora 7ip-(-3; 1), egyenlete: 3x —y = 12. Végiil az AC egyenes egyenlete: x — 7y = —16.

b) Az A csticsbdl indulé m, magassdgvonal merdleges a BC egyenesre, ezért egy normdalvektora
az %R(l; 3) vektor. Az A pontilleszkedik a magassdgvonalra, ezért m, egyenlete: x + 3y =4.

Hasonl6é gondolatmenettel kaphatjuk a masik két magassdgvonal egyenletét is: my, egyenlete
Tx+y =18 és m,. egyenlete x —y =2.

c) Mivel 2,5+3-0,5=4, ezért az M pont illeszkedik az m, egyenesre. Hasonléan: 7-2,5+0,5 =18,
illetve 2,5 -0,5 =2, ezért az M pont a mésik két magassdgvonalnak is pontja. Az M pont épp
az ABC hdromszdg magassdgpontja.

EE) ) Az AB oldal felezGpontja az e —3 koordinatdji pont. Mivel az AB oldalfelezé merSlege-

sének az E(S; —5) vektor normalvektora, ezért az egyenes egyenlete:

1 1
5x -5y=5-—-5-|——|, vagyis x—y=1.
Y= (2) & Y

A BC oldal felez6pontja (4; 0), az oldalfelezd merdleges normdlvektora (1; 3), ezért annak
egyenlete x + 3y = 4. Végiil az AC oldalfelez6 merdlegesének egyenlete: 7x +y = 13.
b) Mivel 7 3 ; 3 7 3
———=1, —+3-==4, T-—+==13,
4 4 4 4 4 4
ezért az O pont valdban illeszkedik mindhdrom oldalfelezd mer6legesre.

¢) Az O pont és az ABC haromszog csucsainak tdvolsiga:

2 2
i X
4 4 6 16 4
\/ 7V N2 35 235 5-410
0B = (3_—j+(_3_—) S ESINRE S AL
4 1) V16 ' 16 4
\/ 7V 3V 169 81 5-410
oC = (5——)+( ——j = |—+—= .
4 1) V16 16 4

Eredményeink igazoljdk, hogy az O pont a hdromszog csticsaitdl egyenld tdvolsdgra taldlhato.

d) Az O pont az ABC héaromszog koré irhaté kor kozéppontja.



EE) Az adott pontokat a megadds sorrendjében E, F és G, a haromszog .
csucspontjait A, B és C jeloli az dbran. Az EF szakasz k6zépvonal . =
az ABC hdromszogben, ezért parhuzamos a haromszog BC olda-  _ §<‘§\F
laval. Ezt a tényt a koordindta-geometridban gy is megfogalmaz- - 1
hatjuk, hogy az EF (4; —1) vektor a BC egyenes egy irdnyvektora. G I B . VR

A BC egyenes dtmegy a G ponton, ezért az egyenes irdnyvektoros :
egyenletének alkalmazdsa utdn a BC egyenes egyenlete: '
—x—-4y=-1-1-4.-0, azaz x+4y=1.
Hasonlé megfontoldsok utdn az AB egyenes egyenlete:
x-3y=-6,
az AC egyenesé:
2x+y=09.
EID) «) Jeloljiik C-vel az e egyenes egy olyan pontjt, amellyel az ABC y ‘o
haromszog derékszogi, a derékszog pedig a C cstcsndl van. il
Mivel C illeszkedik az e egyenesre, ezért koordinatdit C(2; y) 2NN T
alakban kereshetjiik. A feltételek szerint ACB< = 90°, ezért N
a @és CB vektorok skaldris szorzata 0. Mivel 6{(—4; 1-y) i}%c
és CB(-1; -4 —y), ezért B!

—4-D)+ (1) (-4-y) =0.
Az egyenlet megolddsai: y =0 és y =—3. Az e egyenesen tehdt valéban két olyan C pont
taldlhatd, amely az AB atfogdval derékszogli haromszoget alkot, ezek koordinatdi C(2;—3)
és C(2;0).

b) Az a) feladat eredményei alapjan C(2; —-3). Az AC befogé egy irdnyvektora a C,TA(—4; 4)
vektor, €s egy pontja a C pont. Ezek alapjan az AC egyenes egyenlete:
x+y=-1.
A BC egyenes egyenlete:
x—y=5.

c) Az AC egyenes meredeksége —1, a BC egyenesé 1.

d) Az ABC hiromszog derékszog, ezért koriilirt korének kdzéppontja egybeesik az AB 4tfogd
felezGpontjdval, a kor sugara pedig az 4tfogé hosszanak fele. Az AB 4tfogé hossza /34, igy

a kortiilirt kor sugara @ =2,92.

EI3 A hdromszoglap egyensilyban marad, ha a silyvonalai mentén
tdmasztjuk ald. A hdromszog AB oldaldnak felezGpontja E (0; —9 >

Mivel e pont illeszkedik az y tengelyre, csakigy mint a C csucs,
ezért az s, sulyvonal egyenlete: x = 0.

A BC oldal felez6pontja F G, 1), ezért az AB sulyvonal egy irdny-

vektora ﬁ@, 5), igy egyenlete: 10x — 9y = 6.

Az AC oldal felez6pontja G(_E; 3, az s, sulyvonal egyenlete: 7x + 9y = —6.



EIB a) Azegyenes x tengellyel valé metszete:

a=>5,
y tengellyel valé metszete:
b=-3.

A tengelyekbdl kimetszett hdromszog teriilete:

T=17,5.

b) Az egyenes x tengellyel valé metszete:
a=>5,
y tengellyel valé metszete:
b=2.

A tengelyekbdl kimetszett haromszog teriilete:

T=5.

c) Az egyenes x tengellyel valé metszete:

5
a=-—,
3
v tengellyel val6 metszete:
b=-5.
A tengelyekbdl kimetszett haromszog teriilete:
r=2.
6
d) Az egyenes x tengellyel valé metszete:
a=-2,
y tengellyel valé metszete:
b=8.

A tengelyekbdl kimetszett haromszog teriilete:

T=8.

[

EIB a) Az e egyenes meredeksége %, az f egyenesé —%. A két egyenes merdlegességének sziikséges

és elegendd feltétele, hogy a meredekségek szorzata —1 legyen. Ezek alapjan:

3@%:*’
3\ 2

amib8l a=3.



c) Az e egyenes parhuzamos az y tengellyel, ezért az f egyenesnek az x tengellyel kell parhuza-
mosnak lennie. Ekkor az f egyenes egyenletében x-et tartalmazo tag nem szerepelhet, ezért
a feltételeknek megfelel6 a nem létezik.

d) a=5 vagy a=-5.

1D a) b =% és a tetszbleges valds szam. b) b=-8 és a tetszBleges valds szam.
|
c) b==és a=-2.
2
EId A P és Q pontok koordinat4i kielégitik az egyenes egyenletét, ezért:
da+6b=4
—6a+21b=4|"
. 1, 1
Az egyenletrendszer megolddsa: a = 5 és b= 3

B8 a) Az AC vektor koordinatdi: AC(3; 6), ezért az AC egyenes egy
irdnyvektora:

1] —
V==—AC(1;2).
> (1, 2)

Mivel az AC egyenes dtmegy az A ponton, ezért az irdnyvektoros
egyenlet alkalmazdsdval kapjuk, hogy egyenlete:

2x—y=2-(-1)—-1-(-1), azaz 2x-y=-1.
Hasonl6 szdmitdsokkal a BD atl6 egyenesének egyenlete:
x+2y=6.

1. c
b) Az atldegyenesek egyenletébdl az AC egyenes meredeksége 2, a BD egyenesé —5 Mivel a két
egyenes meredekségének szorzata —1, ezért a két egyenes valoban merdleges egymasra.

. c RS p . . . AC - BD .
c) Mivel az ABCD négyszog atléi merSlegesek egymasra, ezért teriilete 7 = CT Egyszeri

szamoldsokkal: AC = /45, illetve BD = /80, igy az ABCD négyszog teriilete:

T_\/E-\/%_(?,-\E)-(mﬁ)
2 2
Mivel 1 egység 50 méternek felel meg a valosagban, ezért a birtok tényleges teriilete:
30-50-50 = 75000 m?, ami 7,5 hektar.

=30.

a) Az AB egyenes egy irdnyvektordnak koordinatdi: BA(1; 5), ezért
meredeksége 5, azaz tgff=>5.
B

A B csucshoz tartoz6 belsd szogfelezd irdnyszoge =, ezért mere-
deksége: 2
m= tgﬁ. 5 C X
2
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Ismert addicids Osszefiiggés alapjan:

B
2-tg—
2
Sztgﬂztg(z-éjz 2 = n s
2) B 1—-m?
-ty

amibdl kapjuk, hogy
5m*+2m—5=0.
A fenti egyenlet megolddsai:
—2+42-426 -1+426 . -1-26
my = = , illetve  my=——7°—.
10 5 5

Az ébra alapjan lathatd, hogy a B csucshoz tartozd belsd szogfelez6 meredeksége pozitiv,
igy csak m johet szoba. A B csucsndl 1évS szogfelezd meredekségének pontos értéke:

—14++/26
m=—0—.

A kiilsé szogfelezd merGleges a belsd szogfelezore, ezért ha meredekségét m’ jeloli, akkor
m’ -m=-1, azaz

. 1426 . , -5 V26 +1
m-———=-1, amibdl m’'= =— .
5 -1++/26 5
A Kkiilsé szogfelezd meredekségének pontos értéke:
._ N26+1
5
b) Az egyenes irdnytényezls egyenlete alapjan a B csucshoz tartozé belsé szogfelezs egyenlete:
= V26 -1 “(x+4).
5
Ha a P ponton dtmend egyenes tengelymetszetei az dbrdnak meg- hy
felelen a és b, akkor egyenlete d + % =1 alakban irhaté (a és b 5 “*-._.p
a
pozitiv szdmok). Mivel a P pont illeszkedik az egyenesre, ezért L
koordin4tdi kielégitik az egyenletet, azaz: ||
200210 -
a b

Az egyenes a koordindta-rendszer tengelyeivel az AOB derékszogd haromszoget fogja kozre,
amelynek befogéi a és b, ezért teriilete T = az;b. Feladatunk a teriilet minimuménak megéllapitdsa

az (1) feltétel teljesiilése mellett. Az (1) Osszeg tagjai kis tigyeskedéssel megjelenithetSk a teriiletet
leir6 képletben:

T =ab,

majd 10-zel bdvitve az a- b szorzatot, kapjuk hogy:

Ja-b=+10- gg

Mivel a teriilet nyilvan pozitiv érték(, ezért helyette a kapott kifejez€s minimumat is kereshetjiik.



- . e . a, b e
Haszndljuk fel, hogy két pozitiv szdm — esetiinkben az — és — szdmok — mértani kézepe nem
kisebb a két szdm harmonikus kdzepénél' 2 5

VaB =0 [ 8210 S =IO 5= 10220

1
+ JE— —
a Q a’ b
2 5
A harmadik egyenlGségnél felhasznaltuk az (1) Osszefiiggést. Eredményeink alapjan:

V2T =Ja-b>2-J10,

amibdl kovetkezik, hogy
T =20.

Ez azt jelenti, hogy a P ponton dtmené egyenesek a koordindta-rendszer tengelyeivel legalabb
20 egység teriiletd haromszoget fognak kozre. A teriilet a minimumét akkor éri el, amikor a mértani
és harmonikus kozepek kozott egyenlGség teljesiil, ami pontosan akkor kovetkezik be, amikor a két
tag megegyezik egymadssal, azaz

a_b

2 5
Az (1) és (2) egyenletekbdl 4ll6 egyenletrendszer megolddsa a =4 és b = 10, ezért a keresett egye-
nes egyenlete:

2

xl:]

4 10

Megjegyzés: A P pont éppen felezi a kapott egyenesnek a koordindta-rendszer tengelyei k6zé esd
szakaszat.

A P pont koordindtdit az dbrdn P(x; y), a befogdkra esé merdleges

J.
vetiileteit pedig Q, illetve R jeloli. Ekkor Béla bacsi az OQPR tégla- B
lapba tervez epret iiltetni, melynek oldalai x, illetve y, teriilete ebb6l Sl e i
kifolyélag pedig T=x-y (x és y pozitiv szdmok). Feladatunk a maxi- e 1
malis teriiletd téglalap megtalaldsa. Yo
X
Mivel a P pont a telek dtfogdjdra illeszkedik, ezért koordindtdi o i

kielégitik az atfog6 egyenesének egyenletét, azaz:
Tx+5y=35. (1)
A fenti 0sszeg tagjai kis ligyeskedés utdn megjelenithetSk az OQPR téglalap teriiletét leird kép-
letben:
T

1
x-y=75-000-0).

Haszndljuk fel, hogy két pozitiv szdm mértani kdzepe nem lehet nagyobb, mint szdmtani kozepiik,

ezert 2 )
T= (4/(7x) Gy )) 1 (M)zi.(ﬁ)zﬁ.

35 2 35 \2 4
A mdsodik egyenlGségnél felhasznaltuk az (1) Osszefiiggést. Azt kaptuk tehat, hogy az OQPR tégla-
lap teriiletére T < ? A teriilet a maximumaét akkor veszi fel, amikor a mértani és szdmtani k6zép

kozotti egyenlStlenségben egyenlGség teljesiil, azaz amikor a két szdm megegyezik egymassal.
Ez akkor kovetkezik be, ha
Tx=5y. (2)



Az (1) és (2) egyenletekbdl ll6 egyenletrendszer megolddsa:

x—é és —z
) YTy

o 57 .
A maximalis teriiletd téglalap tehét a P(E; 5) ponthoz tartozik.

a) Jeloljiik a P pont koordinatdit P(x; y)-nal. Ekkor
PA?=(x+3)>+(y—-5)% illetve PB>=(x-1)>+(y+4)%
igy a kijelolt miveleteket elvégezve kapjuk, hogy
PA%2 — PB?=8x—- 18y + 17.
Az adott feltételnek pontosan azok a P pontok tesznek eleget, amelyek koordinatai kielégitik a
&x—18y+17=24 (1)

%

egyenletet. Mivel a fenti egyenlet a A értékétdl fiiggetleniil egy egyenes egyenlete, ezért a fel-
tételt kielégitd P pontok valoban egy egyenesre illeszkednek.

2 2

b) Az (1) egyenletl egyenes meredeksége A-tdl fiiggetlentil m = i, ezért a A kiilonboz6 értékeihez
tartozé egyenesek valéban parhuzamosak egymaéssal. 9

c) Ha az origé illeszkedik az egyenesre, akkor koordindtdi kielégitik az (1) egyenletet, azaz
8:0-18-0+17=A, azaz A=17.

a) Az egyenlet bal oldalét szorzattd alakithatjuk:

(Bx—=2y)-(Bx+2y)=0. . 5 5
Mivel egy szorzat akkor és csak akkor lehet 0, ha valamelyik EEak VEL T
tényezdje 0, ezért:
y=§x vagy y=—§x. 7 7\ T
2 2
A feltételt kielégitd pontok tehét két, az origén athaladé egyenes 1
valamelyikére illeszkednek.
b) Az egyenlet bal oldalan 4116 kifejezést ezuttal is szorzatta alakit- ’
hatjuk: 5
6x2 — 6y% + 5xy = 6x2 — 4xy + 9xy — 6y% = y=%x
=2x-Bx-2y)+3y-Bx—-2y)=3x—-2y)-2x+3y)=0. .
A feltételnek az 5 B 5 X
y= Ex vagy y= —zx
2 3 JES

egyenletl, egymasra merGleges egyenesek pontjai tesznek eleget.

c) Az abszolut érték értelmezése alapjan: e
2x+3y-2=4 vagy 2x+3y-2=-4. \
A feltételnek az f y= _g. e

e:2x+3y=6, illetve f:2x+3y=-2

)
~ . . .. -5 SR S
egyenletd, egymassal parhuzamos egyenesek pontjai tesznek G
eleget.
N NE




Két egyenes metszéspontja, tavolsaga, hajlasszoge — megoldasok

745 35
Cl) (1’ l)s b) (3’_3)5 C) (55 2)7 d) (ﬁ, ﬂ)
a) (=2;5), (5;3), (=1;-2); b) (0;0), (3;5), (1, -4);
¢) (~4:2), (8:3), (-1;-5); d) (=3;6), (5:0), (~2;-1).

a) Az atlok metszéspontjanak koordinatai (2; 1).
b) Az atldkat tartalmazo egyenesek egyenlete: y = x — 1, illetve y = —x + 3. A két egyenes mere-
dekségének szorzata —1, ami igazolja, hogy a négyszog atléi merGlegesek egymasra.

¢) Az ABCD négyszog deltoid.

a) 0(3;-2), r=5; b) 0(0; 0), r=~/20;
c) O(=5;-3), r=+/20; d) O(=7;0), r=-/117.
38 20 119
a) (a;a); b) (15 1); ¢) (5;?)‘
(1; 0).
D a) V32 =4-2 [M2;0)]; b) 5 [M1;-2)];
) 2-35 [M(1;3)]; d) 25 [M@3;1)).
a) (6;-4); b) (2;-4); c) 357 d) (5;5).

a) Ha az x — y = 4 egyenletd egyenesen adott a P(4; 0) pont, akkor az x —y = —1 egyenletd

egyenesnek a P ponton dthaladd, rd merdleges egyenessel valé metszéspontja M %; E)
5.2

Ekkor dPM= 2

b) Haa —2x +y =5 egyenletd egyenesen adott a P(0; 5) pont, akkor a —2x + y = -5 egyenleti
egyenesnek a P ponton dthaladd, rd merSleges egyenessel valé metszéspontja M(4; 3).

Ekkor dpy, =2 -/5.
c) Ha az x + y =1 egyenletli egyenesen adott a P(0; 1) pont, akkor az y =2 — x egyenletd

. 1
egyenesnek a P ponton athaladd, rd merdSleges egyenessel valé metszéspontja M |—; —).

22
Ekkor dPM: %

ETD A hiromszog teriiletét konnyen kiszdmolhatjuk, ha egy, a koordi- ,
ndta-rendszer tengelyeivel pdrhuzamos oldalu téglalapba foglaljuk. 5

A téglalap teriilete T=10-7 =70. A téglalap csucsaindl 1évé DI | | |
. .. .. T
haromszogek teriilete: A<\ :

TI:E:@ T2:£:14, T3:ﬂ=25. o=
2 2 2 .

A hdromszog teriilete ezért Th =70 — (6 +14 + 25) =25.
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A magassagok hosszat a T = ¢ Me képlettel szdmolhatjuk ki. Mivel ¢ =d,z=+/40 =2-10,
és T=25, ezért m, = 5'\2/m.
A haromszog masik két magassaga 2 -/5, és 10- \3/6

Az A-val jelolt templom koordindtdit az adott egyenesek metszés-
pontjaként kaphatjuk. A két egyenes egyenletébdl all6 egyenlet- B
rendszer megolddsa x =—1 és y =15, azaz az A pont koordin4tai:
A(-1;5).

A tervek szerint a K pont a harom templom altal meghatirozott
ABC héaromszog magassagpontja, ezért a b-re merGleges, K-t tar-
talmaz6 egyenes éppen az ABC haromszdg m;, magassidgvonala.
A magassdgvonal egy normdlvektora megegyezik a b egyenes egy
irdnyvektoraval. A b egyenes egyenletébdl leolvashat6 annak egy '
irdnyvektora: V), =7, (—1; 4), ezért az m;, egyenes egyenlete: —x + 4y =4. A B pont koordinatdit
az my, valaminta c egyenesek egyenletébdl all6 egyenletrendszer megoldésa adja:

—-x+4y=4
2x+9y=43|"

amibdl B(8; 3). Hasonlé megfontoldssal juthatunk el a C pont koordinitdihoz. Az m,. egyenes
egyenlete: 9x — 2y =15, a C pont koordinatai: C(1; -3).

A rajzlapon megmaradt két csicspontot az dbrdn A és B, a magassag- 4
pontot M, a hidnyzé csicspontot C jeloli. Mivel az m@ —%) 9
------------ g

vektor a BC egyenesnek egy normdlvektora, tovabba a B(2; —3) pont 1 \;M

illeszkedik az egyenesre, ezért a BC egyenes egyenlete: - \ P X
3.3 33 41
Zx-—Zy==.2-=.(=3), azaz x-y=5. B
27T Y ' L

Hasonlo szdmoldssal az AC egyenes egyenlete: x — 9y =—27.

A C csics koordindtdit a BC és az AC egyenesek egyenletébdl 4116 egyenletrendszer megoldésa
adja. Az egyenletrendszer megoldasa utin C(9; 4) adddik.

A két adott egyenest megadasuk sorrendjében a és d, a paralelog-
ramma kozéppontjat K, cstcsait A, B, C és D jeloli az dbran. Mivel
az a és d egyenesek nem parhuzamosak egymadssal, ezért az egyen-
leteikbdl allo egyenletrendszer megolddsa adja a paralelogramma
A csucsanak koordinatdit: A(—2; —4). A paralelogramma kézéppontja
egybeesik az atlok felezGpontjaval, ezért a K pont az AC szakasz
felezGpontja is egyben. Ha a C pont koordinatéit C(x; y) jeloli, akkor

x+(=2) y+(4)
2 2

2, illetve

=0,

amibdl C(6; 4).
A BC egyenes egyenletét a C pont koordindtdinak ismeretében mar konnyen felirhatjuk. Mivel
BC péarhuzamos az ismert d egyenessel, ezért a BC egyenes egy normdlvektora rig- =i, (-6;1),

igy egyenlete: x4y =-32.



...............................................................................................................

Hasonl6 megfontoldsok utdan a CD egyenes egyenletére adodik:
—2x+7y=16.

A B pont koordinatdit a BC, valamint az a egyenesek egyenleteibdl 4ll6 egyenletrendszer meg-
olddsaként kapjuk: B(5; -2).
Végiil a CD és a d egyenesek D metszéspontja: D(—1; 2).

EEB a) A B csics koordinétéit az AB és BC egyenesek egyenletébdl all6
egyenletrendszer megoldéasaként kapjuk: B(—1; —3).
A BC és CD egyenesek metszéspontja: C(6;-2).
Ha a D pont koordinatdi D(x;y), és a BD atl6 felez6pontja F,
akkor a felez6pontra vonatkozé dsszefiiggések alapjan:
(D+x 1 Dy X G
2 2 2
amibdl x=2 és y =35, igy D(2;5).
Végiil az A pont elsé koordinatdja —4, tovabbd illeszkedik az AB egyenesre, ezért ha masodik
koordinatdjat a, jeloli, akkor
4-(-4)+3a,=-13, amibdl a,=1,

végil A(—4; 1).

b) Az AD(6;4) vektor az AD egyenesnek egy irdnyvektora, ezért annak egyenlete:
4x—-6y=4-2-6-5,
aminek egyszer(ibb alakja:
2x-3y=-11.

c) Az e: x =-1 egyenletli egyenes parhuzamos az y tengellyel,
tovdbbd tartalmazza az ABCD négyszdg B csucsat. Az AD ! D
egyenessel valo E metszéspontjanak koordinatdit az

x=-1
2x - 3y=-11

egyenletrendszer megolddsa adja: E(-1; 3).

Eredményeink alapjdn az e egyenes az ABCD négyszdgbdl
az ABE hiromszoget vigja le. Az ABE haromszog teriilete:

BE -m 6-3
TABE=TBE=T=9'

a) Jeloljiik a két adott oldalegyenest megadasuk sorrendjében e-vel
és f-fel. Az egyenletekbdl leolvashatd, hogy a két egyenes par- :
huzamos egymadssal, ezért csakis a rombusz két szemkozti oldal- T 1+
egyenesei lehetnek. Az elmondottak alapjdn a rombusz magas- e/'/1
sdga az e és az f egyenes tavolsdgival egyenld. Ezt a tdvolsagot ERE X
megkaphatjuk példaul gy, hogy az e egyenes egy tetszSleges §
E pontjdnak az f egyenestdl valé tdvolsdgat kiszamitjuk. N S5
Az e egyenes egy pontja az E(—2; 1) pont. f/°F/
Az f-re merGleges egyenesek egy normalvektora az 7(5; 1)
vektor, ezért az E-re illeszkedd, f-re merdleges egyenes egyenlete:

Sx+y=5-(-2)+1-1, azaz 5x+y=-9.




b) Egyszer( szdmolds mutatja, hogy az A(2; —3) pont illeszkedik

a) Az édbra jeloléseit haszndlva az ED egyenes egyenlete:

Ennek az egyenesnek az f egyenessel valé F metszéspontjanak koordinatdit az

Sx+y=-9
x—5y=17

egyenletrendszer megolddsa adja. Az egyenletrendszer megolddsa:

F(—E;—ﬂj.
13° 13

Az e és f egyenesek tdvolsagat — igy a rombusz magassagit is — az EF tdvolsdg adja meg:

2 2
e [ e[ ] - [l 301258
13 13 169 169 13
A rombusz teriilete ezek utdn mar konnyen kiszdmolhato:

12:426 _
13

T=a-m=+26- 24,

az f egyenesre. Ismert, hogy a rombusz 4tléi felezik egymast,
ezért ha az A-val szemkozti C csucs koordinatai C(x; y), akkor
az AC szakasz felezGpontja az O(5; 0) pont, és igy

2+x=5 és —3+y=.
2 2

Az egyenletrendszer megolddsaként a C pont koordinétdi: C(8; 3).

A rombusz 4tl6i merdlegesek egymadsra, ezért az éA_C'(l; 1)

vektor normdlvektora a mésik atlét tartalmazé egyenesnek. Mivel az O pont ennek az egye-
nesnek is pontja, ezért a BD 4tl6t tartalmazo egyenes egyenlete: x + y =5. Arombusz B csui-

csat az
x+y=5 }

x—=5y=17
egyenletrendszer megolddsa utdn kapjuk: B(7;—2). Hasonl6 szdmoldsok eredményeként: D(3; 2).

A BC(1; 5) vektor irdnyvektora a BC és az AD egyenesnek is. Ezek alapjan a BC egyenes
egyenlete:

Sx—y=5-7-1-(-2), azaz 5x—y=37.
Az AD egyenes egyenlete:

S5x-y=5-2-1-(-3), azaz 5x-y=13.

y=3.

Az EF egyenesnek a BC(-1; 3) vektor irdnyvektora, az A csucs
pedig egy pontja, ezért EF egyenlete:

3x+y=-3.

Az FD egyenesnek az E'(Z; 3) vektor irdnyvektora, B pedig
egy pontja, igy FD egyenlete:

3x-2y=6.




b) A megfelel§ egyenletrendszerek megolddsa utdn kapjuk a DEF haromszog csticspontjainak
koordin4tdit:
D4;3), E(-2;3) és F(0;-3).
¢) Az ABC hédromszog C csticsdn dtmend m,. magassdgvonaldnak y
egyenlete: x = 1.

Az A csucshoz tartoz6 m, magassdgvonalnak a B_C"(—l; 3) vektor

normdlvektora, ezért m, egyenlete: —x + 3y = 1.
i

Az M magassagpont koordinatdit az m, és m, egyenleteibdl o
all6 egyenletrendszerbdl szamithatjuk: I =T

e

d) A hiaromszog koré irhat6 kor kozéppontja az oldalfelezé merdSlegesek metszéspontja. Vegyiik
észre, hogy az m, egyenes egyben a DEF haromszdg ED oldaldnak, mig az m, egyenes
az EF oldalnak a felezomerGlegese, ezért az M pont egybeesik a DEF haromszog koré irhatd
kor kozéppontjaval. A DEF haromszog koré irhat6 kor kozéppontja igy:

i) a) Az A csicshoz tartozé m, magassidgvonalnak a B_C"(—4; 7) vektor " .
normdlvektora, ezért m, egyenlete: —4x + 7y = —13. iC

Hasonlé megfontoldsok utdn a C csticshoz tartozé m, magassag- g h my
vonal egyenlete: 5x +y = 26. 1
A két egyenletbdl all6 egyenletrendszer megoldasa szolgaltatja 1 M~ -
az ABC hiaromszog M magassagpontjanak koordinatdit: /] 1
M(5;1). '

b) Az ABC haromszog koré irt kor O kozéppontja az oldalfelezd .
merdlegesek metszéspontjdval esik egybe. A BC oldal f, oldal- i c

f
5 9 a
felez6 merdlegese egyrészt tartalmazza a BC oldal F (6; gj NEEN

felez6pontjdt, mdsrészt egy normdlvektora a BC(-4; 7) vektor.
Ezek alapjdn az f, egyenes egyenlete:

—4x+7y:—g. T

I

Hasonlé mdédszerrel kapjuk, hogy az AB oldal f. oldalfelezd merélegesének egyenlete:
Sx+y=13.
Az egyenletrendszer megolddsa utdn adédik:

0(§l)
22

¢) Az OM egyenes egy irdnyvektora az ZO—M(S; 1) vektor, egy pontja az M(5; 1) pont. Ezek

alapjan az Euler-egyenes egyenlete:
x—5y=0.



i) Az egyenes egyenletébdl konnyen leolvashatd, hogy az e egyenes

10

d) Az ABC hiaromszog sdlypontja: S (%, %) Mivel 3" 5 % =0, ezért az S pont koordinatdi

kielégitik az Euler-egyenes egyenletét, amibdl kovetkezik, hogy S illeszkedik az OM Euler-
egyenesre.

e) Mivel KS‘(%%) tovabba W@%} ezért SM =20S. Ezek

alapjan lathatjuk, hogy az S silypont 1:2 ardnyban osztja fel 5
az OM szakaszt.

egy egységnyi hosszisdgi normalvektora:

S A ) B
n(\/A2 +B2 JAZ+ sz'
Vegylink fel egy tetszéleges E pontot az e egyenesen, koordinatait
jeloljik E(x; y)-nal. Ekkor:
ﬁ(xo - XY~ )

Mivel az E pont koordindtdi biztosan kielégitik az ¢ egyenes egyen-
letét, ezért teljesiil:
Ax+By+C=0. (1)

Ezutéan inditsuk az 7# normalvektor kezdGpontjat az E pontbdl, és jeloljiik az EP ésaz it vektorok
altal bezart szoget a-val. Jelolje tovabbd Q a P pontnak az E ponton dtmend, e-re merSleges
egyenesre esd vetiiletét. Ekkor az EQ szakasz hossza éppen megegyezik a P pont és az e egyenes
d tavolsagaval.

Ha az EP és az i vektorok az e egyenesnek ugyanabba a félsikjdba mutatnak, akkor o < 90°.
Kiszdmoljuk a két vektor skaldris szorzatat:

ﬁ-ﬁ=|ﬁ|-|ﬁ|-cosa=|ﬁ|-1-cosa=EQ=d. (2)

A fenti eredmények alapjdn a két vektor skaldris szorzata éppen az e egyenes és a P pont tdvol-
sdgdval egyenld. A skaldris szorzatot a koordindtdk segitségével felirva azt kapjuk, hogy

A B Axy+ Byy+C —(Ax+ By +C)
\/A2+BZ+(yo_y)'x/A2+BQ= JA? + B2 '
Az utolsé zardjelben taldlhatéd 6sszeg (1) miatt O-val egyenld, azaz:

EP-ii= %. 3)

A (2) és (3) egyenlGségek Osszevetése utdn azt kapjuk, hogy:
Axy+ By, +C

JA? + B2

ﬁ-fi=(xo—x)-

d(P,e)=d = )



Amennyiben az EP ésaz 7i vektorok az e egyenesnek kiilonb6zd
félsikjaiba mutatnak (Id. a jobb oldalon 1évé abrat), akkor o> 90°, R0 yo)
igy a (2) egyenl6ség a kovetkez6képpen mddosul:

EP-ii =|EP|-1-coso=—EP -cos(180°— o) =—EQ =—d. (2

A bizonyitds tovabbi 1épései nem véltoznak, igy (2°) és (3) Ossze-
vetésébdl azt kapjuk, hogy:

Axy+ By, +C
BN/
A (4) és (4°) osszefiiggéseket egyetlen egyenlGségben is felirhatjuk:
Axg+ By, +C

VA2 + B?

d(P,e)=d = @)

d(P,e)=

ami éppen a bizonyitand6 allités.

ETI a) Kétegyenes hajlasszogét tobbféle médszerrel is kiszamolhatjuk. Egyik lehetSség, hogy irany-
vektoraik skaldris szorzatdbol szdmoljuk ki a keresett szoget. Az egyenesek egyenletébdl
leolvashat6 egy-egy irdnyvektoruk:

Vi(0;1) és Vy(1;-2).
A két vektor skaldris szorzata:
V-, =0-1+1-(-2)=-2.

A skaldris szorzat definicidja alapjan:

Vy -V, = [V | - cosar =15 - cosax,

ahol o a két vektor hajlasszoge. A skaldris szorzatra kapott értékek dsszehasonlitdsabol:

-2=/5-cosa = cosa=-——,
J5
amibdl o = 153,43°. A két egyenes hajlasszoge igy 180° — 153,43° =26,57°.
b) Amennyiben a két egyenes nem merdleges egymasra és irdnytangenssel rendelkeznek, akkor
a 3639. feladat eredménye alapjdn a két egyenes o hajlasszogére

my—m
tgor =|—L—2

1+m1‘m2

Az egyenletekbll m| =2 és m, =3, ezért tgor= %, amibdl o = 8,13°

c) Ebben az esetben m; = -2 és m, =3, ezért tgor= 1, amibdl a = 45°

ETD «) Az ABC haromszog koré irhat6 korének kdzéppontja az oldal-
felez6 merGlegesek metszéspontjaval esik egybe. Az AB oldal
Je felezGmerdlegesének egyenlete: x = 3. Az AC oldal f;, felez6-

1 .
merdlegese tartalmazza az AC szakasz Q(_E; %] felezGpontjat,

tovdbbd a normélvektora az ﬁ(l; 7) vektor, ezért f;, egyenlete:
x+7y=10.

A koriilirt kor O kozéppontja mindkét egyenletet kielégiti, ezért
az egyenletrendszer megoldésa utdn O(3; 1) adddik.

Az ABC hédromszog koré irhat6 kor sugara: r = |O_A| =5. Mivel |b7)'| =5 szintén teljesiil, ezért
a P pont valdban illeszkedik az ABC hdromszog koré irhatd korre.




b) Az E pont koordinatai akar az abrardl is leolvashatok: E(8; —2).
Az F pontot a BC egyenes, valamint a P-re illeszkeds, BC-re
merdleges egyenes metszéspontjaként kapjuk. A BC egyenes
két pontja ismert, ezért egyenlete konnyen felirhaté: x +y =5.
A BC-re mer6leges, P-t tartalmazé egyenesnek a v(1; 1) vektor
irdnyvektora, ezért egyenlete: x —y =7. A két egyenletbdl all6
egyenletrendszer megolddsaként F(6; —1) adodik.

A G pont koordinatai hasonlé médszerrel szamolhatdk ki. Az AC
egyenes egyenlete: —7x +y =5, ard merSleges, P-t tartalmazd
egyenesé: x + 7y = 15. Az egyenletrendszer megolddsa utén:

G(—E;Ej.
55

c¢) Megmutatjuk, hogy a G pont illeszkedik az EF egyenesre.
Ehhez felirjuk az EF egyenes egyenletét. Mivel az egyenesnek
az FE(2;-1) vektor irdnyvektora, E pedig egy pontja, ezért
az egyenlet: x + 2y =4. Az egyenletbe a G pont koordinatdit
behelyettesitve teljesiil, hogy:

_% +2. E = 4,
5 5
ami igazolja, hogy a G pont illeszkedik az EF egyenesre. Ezzel
belattuk, hogy a P pont oldalegyenesekre vonatkoz6 merSleges

vetiiletei egy egyenesre illeszkednek (Simson-egyenes).

EEB A goly6 kezdeti helyét jeloljiik A-val, az egyenest, amelyrdl vissza-
pattan e-vel. A megoldas sordn feltételezziik, hogy a visszapattands
eldtt a golyo utja ugyanakkora szoget zar be az e egyenessel, mint
a visszapattands utdni dtja, azaz az dbran a-val megjelolt szogek
egyenld nagysdguak. Ezt persze a kovetkezGképp is megfogalmaz-
hatjuk: ha a golyé visszapattands elGtti utjat meghosszabbitandank
(az dbran ezt a TQ szakasz szemlélteti), akkor a visszapattands
utdni dtja (az dbran 7Q’ félegyenes) egybeesne a TQ félegyenes
e egyenesre vonatkozd tiikorképével. Ezek utdn a feladat megolda-
sdhoz a kovetkezd 1épések vezetnek.

1. Kiszamoljuk, hogy a golyé mely T pontban éri el az e egyenest. A goly6 a 3x + 4y = 32 egyen-
letd egyenesen halad. A T pont koordinatdit a
3x+4y=32
x-2y=4
egyenletrendszer megolddsa adja. Megoldva a felirt egyenletrendszert, azt kapjuk, hogy
a T pont koordinatdi: 7(8; 2).
2. Keresiink egy Q pontot az AT félegyenes T ponton tili meghosszabbitdsan. Konnyen lathato,
hogy a Q(12; —1) pont kielégiti az AT egyenes egyenletét, €s igy a feltételeknek megfelel.

3. A Q pontbdl merGlegest allitunk az e egyenesre. Az e egyenes 7(1; —2) normalvektora a kere-
sett egyenesnek irdnyvektora, ezért az e-re merdleges, Q-t tartalmazé egyenes egyenlete:
2x +y=23.

4. Megkeressiik az iménti merGleges és az e egyenes P metszéspontjat. A megfelel§ egyenlet-
rendszer megolddsa utdn: P(10; 3).
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5. A Q pontot tiikkrozziik a P pontra, igy kapjuk a Q" pontot. Haa Q’ pont koordindtai Q’(x; y),
akkor felhaszndlva, hogy a QQ’ szakasznak éppen P a felezGpontja, azt kapjuk, hogy

12+x

2
Az egyenleteket megoldva: Q’(8; 7).

-1+y
2

=3.

6. A goly6 a visszapattands utdn a 7Q’ egyenesen halad, ezért felirjuk annak egyenletét. Mivel
a T ésa @ pontnak is 8 az elsd koordinatdja, ezért a bilidrdgoly6 a visszapattands utdn az x = 8

egyenletii egyenesen halad tovabb.

A kor egyenlete — megoldasok

a) x2+y2—l=0;
c) x2+y2+2x—4y+?:0;
e) x2+y2+10x + 10y +25=0;

a) x> +y2—4y+2=0;
c) x2+y2—2x+8y—65=0;

g
2) ") T
29

c) (x—2)2+(y—2)2=?;

a) (5;3), illetve (5;-5);
a) 0(0;0), r=+/30;

c) O12;-4), r=6;
e) OG;—]} r:ﬂ

’

2
3 V3
g) 0(1,—2} r= 7
a) O3;3), r=>5.

b) x2+y2-5-2-6 =0;

d) x> +y2+2-Bx+2-J6y+5=0;
f) x2+y2+4x—10y+4=0.

b) x> +y>+4x+6y+3=0;

d) x2+y2—4x—4y=0.

b) (x-1)?+(y+1)>=25;

d) (x—1)>+y2=29.

b) (=2;2), illetve (6;2).

b) 0(0;3), r=2-/3;
d) 0(—2;5), r= ﬂ;
2’2 2

) O(N2:3), r=+/5




b) Az egyenlet bal oldalat szorzattd alakithatjuk:
(x+y)-(x-y)=0.
Az egyenlet két egyenest hatdroz meg.

c) Az egyenletet csak a P(—2; 1) pont koordindtdi elégitik ki.

d) 0(6;-3), r=10.

e) Az egyenletet csak a P(0; 4) pont koordinatai elégitik ki.

f) Az egyenlet 4talakitdsa utdn az
x+y+2)-(x+y-2)=0
alakhoz juthatunk. Az egyenlet két egyenest hatdroz meg.

y
5
P

1
-5 1|1 5 X

-5

y

5

Ny =-x+2
-5 \ 1 5 X
y=-x-2

-5




g) Az egyenlet dtalakitdsa utdn az

2
(x—%):(y+l)2

alakhoz juthatunk. Az egyenlet két egyenest hatdroz meg.

ETD a) (x—-2)%+(+2)2%=13; b) (x—3)2+y2=34.

a) Akor egyenlete: (x —3)2 + (y + 1)2 = 20.
b) Akor egyenlete: (x — 1)? + (y — 2)? = 29.

B o) x-1)°+(y+27°=1; b) (x+3)%+ (y—5)>=49;
¢) x—=1)?+(y-4*=125; d) x+ 12+ (y+2)2=5.
a) =+ -rF=rk b) (x+r2+(y—r?=rk
c) X+ +G+r=r% d) x—r?+@Gy+r?=r

Tegyiik fel, hogy az ismeretlen csicsok koordindtdi C(cy; ¢;) és B(0; b,). Mivel ismert a BC szakasz
felezGpontja, ezért
O+c
2

2 & Dta_y

Az els6 egyenletbdl ¢ = 4. 3
A feltételek alapjan a C pont illeszkedik az y = Ex — 4 egyenletd egyenesre, ezért

3
Cy= 5 4-4=2,
igy C(4;2). A BC szakasz felez8pontjdra felirt madsodik egyenletbSl B(0; 6).
Az AB oldal felez6merdlegesének egyenlete: y = 3.
A BC oldal felez6merdlegesének egyenlete: x —y =—2.

A két egyenes metszéspontja az O(1; 3) pont, ami egyben az ABC haromszog koré {rhaté korének
kozéppontja is.

A kor sugara: OA = /10, ezért a keresett kor egyenlete:
(x-12+ (@ -3)2=10.

a) A hdromszog koré frhaté kor kézéppontja az AB atfogo 0(2; %) pontja. A kor sugara:

L AB _ B85

2 27

egyenlete: 5
1" 85
—22+( ——):—.

(=2 2) "4



b) A BC befogdé meredeksége ismert, ezért a BC egyenes irdny-

y
tényezds egyenlete felirhato: R
y+3=i(x—5), amib6l  x =4y +17. \ \
0 0 \‘.
Ha ezt a kor egyenletébe helyettesitjiik, akkor: Y 1 5 ) X
Y™ 85
(4)’+15)2+( —5) =4 —Xj_“f’,ﬂzzg'c"' -
17y +119y + 204 =0,
y2+7y+12=0.

Az egyenletrendszer megoldésai: y = -3, illetve y =—4.
Ebbdl a kor €s a BC egyenes két metszéspontja: B(5; —3), illetve C(1; —4).

A kor egyenlete felirhaté a kovetkezd alakban is:
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(=T +(-37=4,
igy a kor kozéppontja O(7; 3), sugara pedig 2. A kor legkisebb ordinatdju pontja ebbdl adéoddan
a O(7; 1) pont. A Q koézépponti, origét tartalmazé kor sugara /50, ezért a keresett kor egyenlete:

(x =72+ (y-1)?=50.
A kapott kor y tengellyel valé metszéspontjait megkapjuk, ha x helyére nulldt frunk, ekkor
-D*=1,
amibdl y =0, vagy y=2.
Ez azt jelenti, hogy a kor az ordindtatengelyt az origén kiviil még a (0; 2) pontban metszi.

Az adott pontokat jeloljiik A-val és B-vel. Mivel az AB szakasz a keresett kornek egy hurja, ezért
akor O kozéppontja illeszkedik az AB szakasz felezOmerdSlegesére. Az AB szakasz f felezGmer6-
legesének egyenlete: 7x —3y =9.

a) Mivel az O pontilleszkedik az y tengelyre, ezért koordindtdira
0(0; =3) teljesiil. A kor sugara ebben az esetben:

r=0A=+/29,

egyenlete:
X2+ (y+3)2=29.

b) Akor kozéppontja az adott h, €s az f egyenesek metszéspontja,
ezért koordinatdit az alabbi egyenletrendszer megoldasa adja:

7x-3y=9
dx+3y=241"

Az O kozéppont koordindtdi: O(3; 4), a kor sugara:
r=0A=429,

végiil egyenlete:

(x=372+(y-4)>=29.



¢) Akor kozéppontja az AB szakasz 0@; %) felez6pontja, sugara:

y
5
.T‘-.‘.\O 5
egyenlete: % SO T X
o633 N
— | +|y==|=—.
2

a) A tervezett kijaratot K-val, az autépdlya nyomvonaldt a-val
jeloltiik az dbran. A feltételek szerint AK = BK, ezért a K pont
illeszkedik az AB szakasz f felezGmerdlegesére. Az f egyenes
egyenlete: y=2x+ 11. A tervezett kijarat helyére a megfelel§
egyenletrendszer megolddsa utdn K(-3;5) adddik.

b) A kor sugara:
r=AK = m,

egyenlete:

(x+3)2 + (y—5)? = 40.
c) A tervezett utszakaszok hossza egy tized pontossaggal 6,3 km.

a) Akeresett kor az els6 siknegyedben taldlhato, és ha sugarat r jeloli,
akkor kozéppontjanak koordinatdi O(r; r), igy egyenlete:

(x= 1P+ (=P =12 o

alakd. Mivel a P(4; %) pont kielégiti a kor egyenletét, ezért:

2
(4—r)2+e—):r2, zk P

=7 2 10 X

0

r2—9r+§=0.

Az egyenlet megolddsai: r = g illetve r = g A feltéteknek két kor tesz eleget, egyenletiik:

5P (5Y.25 . 137 ( 13)°_ 169
——|+|ly—-=|=—, illetve - +|ly-——=|=—.
2 2 4 2 2 4
b) Akor a masodik stknegyedben taldlhatd, igy kozéppontja ezattal
O(-r; r), egyenlete:

x+r2+@y-rt=rk 10

A (-2; 1) pont koordinétdit az egyenletbe helyettesitve:

-2+ r)2 +(1- r)2 =r2
r2—6r+5=0. /PA
Az egyenlet megolddsai: r=5 és r=1. A feltételeknek a kovet- 5

kez6 egyenleti korok felelnek meg:
(x+52%+(@y-52%=25 é (x+1)P>+@y-1>=1.

S}




c) Akor egyenletét az alabbi alakban kereshetjiik:
x+r)2+@y+n2=r
Az adott pont koordinétdit behelyettesitve:
-1+ +(-8+r?=r?
r2 —18r +65=0.

Az egyenlet megolddsai:
r=13 és r=5.
A kapott két kor egyenlete:

(x+ 132+ (y+13)> =169, illetve (x+5)>+ (y +5)>=25.

d) A kor egyenletének alakja ezttal:
(x— r)2 +(y+ r)2 =72,

Az adott pont koordinétdit a kor egyenletébe helyettesitve a kovetkezd egyenlethez jutunk:
r2-22r+85=0,

amelynek megolddsai:
r=17 é r=>35.

A feltételeket kielégitS korok egyenlete:

(x=17)2+ (y+17)?>=289, illetve (x—5)>+(y+5)>=25.

a) A fakat megaddsuk sorrendjében A, B, C és D jeloli az abran.
Célunk annak igazoldsa, hogy az ABCD négyszdg csucsai egy
koron taldlhatok, vagyis hogy ABCD hirnégyszog.

A hurnégyszog koriilirt korének kozéppontja az oldalfelezd
merdSlegesek metszéspontja, ezért eljarhatunk dgy is, hogy
kiszdmitjuk valamely két oldal felez6merélegesének O metszés-
pontjit, majd megmutatjuk, hogy az a cstcsoktdl ugyanakkora
tavolsagra van.

A CD oldal felez6mer6legesének egyenlete: y = 3.

A BC oldal felez6merdGlegesének egyenlete: x +y =7.

A két egyenletbdl all6 egyenletrendszer megolddsa utan O(4; 3) adédik. Az O pont szdrmaz-
tatdsa alapjan OB = OC = OD nyilvanvaldan teljesiil, és ez a kozos tavolsag: /20.

Elegendd kimutatni, hogy az OA tdvolsdg szintén ugyanekkora. Egyszerti szdmolds mutatja,
hogy

0] = dyo =4 - 67 + (3~ -1)° =v20

valéban teljesiil. Eredményeink alapjan az ABCD négyszog hurnégyszog, azaz valdban taldlhaté
olyan pont, amelybe a locsold berendezést elhelyezve, az képes meglocsolni mind a négy
diszfat. Ez a pont a koordindta-rendszer O(4; 3) pontja. Lithat6, hogy az O pont egybeesik
az AB szakasz felez&pontjaval.

b) Alocsol6 berendezést ~20 = 4,47 egység tavolsagra kell beallitani.

c) Atuja (T)az O ponttdl
V@4 =372+ (- (-2) =26

egység tavolsagra van, ezért a locsold berendezé€s a tujat nem éri el.



a) Az oldalfelezd pontok: E(2; -2), F(4;2) y

b) Vegyiik észre, hogy az ABC hdromszog p

és G(-1;2). Az EFG haromszog koré irt ko-
rének O kozéppontjdnak koordinatdi példaul
az FG és a GE oldalak felez6merdlegesének
metszéspontjaként szdmithatok. Az FG
felez6merdlegesének (az dbrdn f jeloli)
egyenlete:
x=2.
2
A GE szakaszfelezd merdlegesének (f5)
egyenlete:

3
3x —dy=—.
M

Az egyenletrendszer megoldasa utan adédik:

o5:3)

Az EFG hiaromszog koriilirt korének sugara:
r=locl= [125 35
16 4

Az ABC hiromszog Feuerbach-korének egyenlete:

( 3)2 [ 3)2 125
- +ly-==—.
2 4)” 16

egyenld szérd, hiszen AB = BC = 10. Ebbdl ‘g
kovetkezGen az AC alap G felezGpontja egy- 5
beesik az m; magassdgvonal talppontjdval,
ezért az 4llitds az m;, magassdgvonalra tel-
jesiil.

Az ABC haromszdg m, magassidgvonala par-
huzamos az y tengellyel és egyenlete: x =1,
igy m, talppontja a H(1; —2) pont. Mivel
teljestil, hogy

2 2
-3
2 4 16

ezért H koordinatdi kielégitik a Feuerbach-
kor egyenletét, amibdl mar kovetkezik, hogy
illeszkedik a korre.

Az m, magassdgvonal egyenlete:

“3x+4y=1,
a BC egyenesé:

4x + 3y =22.

Akét egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszer megolddsa adja az m, magassdgvonal K talppontjanak

koordinatait: 7 14
K (—; —j
55



Egyszer( szdmolds mutatja, hogy

(£_§)2+ (E_E)Z_E
5 2 5 4) 16’

igy K is illeszkedik az ABC hdromszog Feuerbach-korére.

c¢) Az ABC hiromszdog M magassdgpontja az m, és m, magassagvonalak metszéspontja. Ebbdl
kovetkezden koordinatdit a
-3x+4y=1
x=1

egyenletrendszer megoldasa adja. Az egyenletrendszer megolddsaként M(1; 1) adddik. Ezek
utdn konnyen kiszdmolhatjuk a magassagpont és az ABC hdromszog cstcsai kozotti szakaszok
felez6pontjainak koordinatéit (1d. dbra):

P(—l;—l), T(;—l) és R(l;z].
2 2 2

Nem kis faradsagot igényld, de nem is tilsdgosan bonyolult szdmitdsokkal meggy6zS8dhetiink
arrdl, hogy mindhdrom kapott pont valdban kielégiti az ABC hdromszog Feuerbach-korének
egyenletét.

d) Az ABC haromszog koriilirt korének sugardt az R = c;_ch Osszefliggés alapjan szamolhatjuk,

ahol a, b, ¢ a hdromszog oldalainak hosszat, T a teriiletét jeloli. Mivel

=[AC|=v80=4-5

és a b) feladatban mdr utaltunk rd, hogy a = ¢ =10, tovdbbd T = M _ 40, ezért a harom-
sz0g koré irt kor sugara: 4 51010 s 5
T 440 0 2
Eredményiinket az a) feladatban kapottakkal 6sszevetve kapjuk, hogy
5 f
ro 1
R —f 2’
2

és igy a feladat allitdsat belattuk.

Megjegyzés: A koriilirt kor sugarat ugy is kiszamithatjuk, hogy meghatdrozzuk annak k6zép-
pontjat két oldalfelezd merdSleges metszéspontjaként, majd a két pont tadvolsagara vonatkozd

Osszefiiggéssel megadjuk a sugarét. Ezzel a mdédszerrel a koriilirt kor kozéppontjaként a (2; l)
pontot kapjuk. 2

a) Az oldalegyenesek egyenleteibdl a haromszog
1
csucspontjai: A(0; 0), B(8;0) és C (ﬁ 75)
A hdromszdgbe frhat6 kor kdzéppontja a szog-
felez6k metszéspontja. Vegylik észre, hogy - 0P
az AB oldal illeszkedik az x tengelyre, ezért B
,,C€lszerti” az A, valamint a B csucsokhoz SA
tartoz6 szogfelezSk egyenletét felirni. Ekkor =
ugyanis a hdromszog o szoge megegyezik
az AC egyenes irdnyszogével.

. C

SR




Az AC egyenes egyenletébdl lathatd, hogy az egyenes meredeksége %, ezért tgo = %

Az f, szbgfelezd irdnyszoge %, igy meredeksége tg %. Ismert addicids Osszefiiggés alapjan:

2tgg
tgor = 2a,
1-tg?—
, )
ezert
o
12 2o’
1-—tge—
& 2

o o
0=-5tg>2= —24tg—+5.
g 2 g 2
o 4 . . L o . a 1
A kapott egyenlet tg E—re nézve masodfoku, megoldasai: tg By =-35, illetve th = 3

Az abrabdl is lathatd, hogy az f, szogfelezd meredeksége pozitiv, ezért tgg =—. Végiil az f,
szogfelez$ dtmegy az origdn, ezért egyenlete: 2.5
1
D y=—x.
fi y=7
Hasonl6 szdmitdsok vezetnek el az f, szogfelezd egyenletéhez. Mivel a BC egyenes meredek-

sé e—E azaz t ﬂ——g i
g 1 g 1’ gy

B
R
4 » B’
1-tg~ ™

& 2

0=312P _gieP _3
£, 7%,

A kapott masodfoku egyenlet megolddsai: tgg =3, illetve tgg = —%.

B__1

Mivel az f), szogfelezd meredeksége negativ, ezért tg— =——. A szogfelez6 dtmegy a B ponton,
ezért egyenlete: 2 3

ﬁ:y=—§u—8>

Az O pont koordindtdit az f, és f; egyenesek egyenletébdl 4ll6

1
=——(x-8
y 3( )
1
Y75
egyenletrendszer megolddsa adja:
1 1
—x=——(x-38).
5 3( )

Az egyenlet megolddsa: x =5. Ekkor viszont y = 1, igy a beirt kor kézéppontjdnak koordinatai:
0 1).
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A BC oldalhoz irt kor kozéppontja az f,

< . . . ¥ 4 f
szogfelezon, valamint a haromszog B csu- ;
csdndl 1évé kiilsS szog szogfelezjén taldl- _ © f,
haté. Ez utébbi szogfelezdt az dbrdn f-fel 0,

jeloltiik. Elemi geometriai megfontoldsok i
alapjan az f egyenes merdleges az f;, belsd
szogfelezlre, ezért e két egyenes meredek- =74 ! g f
ségének szorzata —1. Ha az f egyenes mere- .
dekségét m jeloli, akkor:

11
m= _tg_é = —_—1
2 3
Az f szogfelez$ egyenlete: y = 3(x — 8). A BC oldalhoz irt kor Q kozéppontjanak koordi-

natait az

=3.

y=3(x-28)
1
=5

egyenletrendszer megoldasa adja. Az egyenletrendszer megolddsaként a Q pont koordinatai:

60 12
Q(T’T)‘

b) Az a) feladatban szerepld korok érintik az x tengelyt, ezért sugaruk hossza megegyezik
kozéppontjuk masodik koordindtdjaval. Ennek megfelelGen a beirt kor egyenlete:

x=57+(@y-1*=1,
illetve a BC oldalhoz irt kor egyenlete:

( 60)2 ( 12)2 144
-—|+y-=|=—.
7 7) " 49

Egy-egy ilyen kort taldlhatunk a masodik, illetve a negyedik sik-
negyedben. Ezek egyenlete:

ki (x+5)2+ (y—5)> =25,

ky: (x—=5)%+(y+5)>=25.
A fenti koroket, valamint a feladatban szerepld, c-vel jelolt kort
az dbra mutatja.

A feltételeknek eleget tevS tovabbi koroket az elsd siknegyedben

kereshetiink; ha egy ilyen kor sugarat r jeloli, akkor kbzéppontjdnak 3?; 0
koordinétdi Q(r; r) alakdak. Mivel az O(S5; 5) kozéppontd, 5 egység .
sugaru ¢ kort érinti, ezért az OQ tdvolsag éppen a két kor sugardnak 20
Osszege, azaz OQ =r+ 5. Az OQ téavolsdgot a Q pont koordina- 15
taival felirva kapjuk, hogy 1018 5
Jor=352+(-52=r+5. e
-5 5 10 15 20 25 30 35 X
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Mindkét oldalt négyzetre emelve €s a lehetséges dsszevondsokat elvégezve:
r2—30r+25=0.
A fenti egyenlet megoldésai:
n=15+10-2, illetve r,=15-10-2.

A feltételeknek mindkét kor eleget tesz (ezeket az dbrdn pirossal jeloltiik). A korok egyenletei:
(= (15+10-v2) + (y— (15+10-v2))’ = (15+10- V2 )’
(= (15-10-v2)/+ (y - (15-10-v2)) = (15-10-v2)*

Atalakitva a megadott egyenleteket: P

ki: (x+1)2+(y—-4)2=1,

ky: (x+1)72+@y+1)2=1,

ky: (x=5)2%+(+2)7>=1.
Az egyenletekbdl lathat6, hogy mindhdrom kor
sugara | egység, tovabba a kozéppontjaik:

01(-1;4), Oy(-1;-1) és 05(5;-2).

A feladat szerint olyan k kort keresiink, amely
a ki, ky és ks koroket kiviilrdl érinti. Ha a meg-
feleld k kor kozéppontjat nem véltoztatjuk, de
a sugardt 1 egységgel megnoveljiik, akkor olyan
k’ kort kapunk eredményiil, amely dtmegy az
0, O,, O5 pontok mindegyikén. A megndvelt
sugard kor éppen az 010,05 haromszog koré irhatd kor. A tovabbiakban ennek a kdrnek a kdzép-
pontjdt keressiik. Ez a pont az oldalfelez6 merdlegesek metszéspontja.

Az 0,0, oldal f; felez6merdlegesének egyenlete:

_3
y >
Az 0,05 oldal f, felez6mer6legesének egyenlete:
27
bx —y=—.
=3

A két egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszer megolddsaként a Q pont koordindtdi:

ol5:3)

Az 00,05 hdromszog koré irt korének sugara:

2 2
— 5 3 37
O|=|-1-=|+|4-=] =,|—
20 \/( 2) ( 2) 2
Korébbi észrevételeink alapjan a ky, k, és ks koroket érintd kor kozéppontja Q, sugara:

. 37
r=|Q01|—1=\/;—1,
2 2 2
b T
2 2 2

ezért egyenlete
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b)

A

A Q pont koordinatdit jelolje Q(x; y). Ekkor
QA2+ OB?=x>+ (3 -y + (6 -x)*+ (1 -y~
A miveletek elvégzése utin:
QA% + OB? =2x2 - 12x + 2y% — 8y + 46.

Az x-et, valamint az y-t tartalmazé tagokbdl kiilon-kiilon teljes négyzeteket alakithatunk ki:
QA% + OB? =2(x? - 6x + 9) + 2(y> — 4y + 4) + 20 = 2(x — 3)* + 2(y — 2)> + 20.
Lathaté, hogy az els6 két tag mindig nemnegativ, tovabbad a QA2 + QB? sszeg akkor a leg-
kisebb, ha x =3 és y =2, ekkor értéke 20. A legkisebb Osszeg a Q(3; 2) ponthoz tartozik.

Ha QA2 + QB? = A teljesiil, akkor az a) feladat eredményei alapjén:
2(x —3)2+2(y—2)2+20= A,
(x—3)2+(y—2)2=%.

Ha 4> 20, akkor a feltételt kielégitd Q pontok a (3; 2) kozéppontd, r =
korvonalon helyezkednek el.

Ha A =20, akkor a fenti egyenlet jobb oldalan O &ll, igy egyediil a Q(3; 2) pont tesz eleget
a feltételnek.

Ha A <20, akkor nincs a feltételnek megfelel§ pont a sikon.

A-20

sugard

kor és az egyenes kolcsonds helyzete; két kor kozos pontjai

— megoldasok

3715 IO,

d)

17

b)
c
.0
e 1
— X -,

metszéspontok: metszéspontok: érintési pont:
(=2;2) és (2 4); (1;=2) ¢és (0;4); (-1;-2);
e y
C
0
2 [ ]
i \\Z/ 4
_4\

nincs k6z0s pont.
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a) A Kkét alakzat metszG helyzetd.
b) Az egyenesnek és a kornek nincs k6zos pontja (D < 0).
c) Az egyenesnek és a kornek nincs kdzos pontja (D < 0).
d) Az egyenes érinti a kort.

Akor kozéppontja O(4; 2), sugara +/20 =2 - /5. Mivel az O pont illeszkedik az adott egyenesre,
ezért a kimetszett hiir a kornek atmérgje, amelynek hossza 4 /5 = 8,94.

Két ilyen pont van: (-1; 2), illetve (4; -3).

grak) Két ilyen haromszog van. Az egyenld szdrd hdromszog alaphoz tartozd felezGmerdlegesének €s
az adott kornek az egyenletrendszerébdl adédnak a megolddsok.

Az ismeretlen csucs koordinatai: (7;4), illetve (—%; - lj.

A leghosszabb hir egyben atmérd is, ezért a leghosszabb hirt tartalmazo egyenes az OP egyenes,
amelynek egyenlete: y = 2x + 1. A legrovidebb hiirt tartalmaz6 egyenes merdleges az OP egye-
nesre, igy egyenlete: 1 3

=——x-—.
V=TT,

A téglalap csicsai: (1;2), (2;-2), (10;0) és (9; 4).

Az egyenes és kor érintésének feltétele, hogy az egyenleteikbdl dll6 egyenletrendszerbdl kapott
masodfoku paraméteres egyenlet diszkrimindnsa O legyen.

a) A kapott egyenlet:
5x2+ (2 —-4p)-x+p2-2p-3=0,

pi-6p—-16=0,
p1:8 és p2:—2.

diszkriminansa:

igy a megoldéasok:

b) A kapott egyenlet:
(p?>+1)-x>+(4—-4p)-x=0,

4—-4p=0,

diszkriminansa:

igy a megoldas:
p=1
c) Akapott egyenlet:
P &Y 2x2+2p-2)-x+p2+4p+9=0,

p2+10p+17=0,
p1==5+2-\2 és p,=-5-2-2.

diszkriminansa:

igy a megoldasok:

fIPE) Az érintési pontba huzott sugédr merGleges az €rintdre, igy a P ponton édthaladé érint§ egyenletéhez
minden esetben felhaszndlhatjuk, hogy az OP a keresett érintének egy normdlvektora, ahol O az
adott kor kézéppontja.

a) OP(3; 3), amib6l i,(1; 1), igy az egyenlet: x +y = 6.
b) OP(1;-3), igy az egyenlet: x — 3y =—5.

¢) OP(0; 4), igy az egyenlet: y = 1.

d) OP(~+/2;/3), igy az egyenlet: +2x + /3y =-5.



a) Jeloljiik a fa helyét A-val, a sziklaét B-vel. Az AB egyenes

a) Az ABC szabélyos haromszog C csicsa illeszkedik az AB oldal

egyenlete —3x+y=9. Az origé kézéppontd 5 egység sugari
kor egyenlete: x> +y? = 25. Akincs helyét a két egyenletbdl 4116

-3x+y=9 }

x2+y2=25
egyenletrendszer megoldasa adja. Az els6 egyenletbdl y-t kife-
jezve, majd a masodik egyenletbe beirva kapjuk, hogy:
x2+(3x +9)2 =25,
10x% + 54x + 56 =0.

A fenti egyenlet megolddsai: x| = —z, valamint x, = —4, ebbdl adéddan a kor és az egyenes

metszéspontjai:
7 24
Pl—-—;—] és —4;-3).
[55) & ecu
Az 4brardl leolvashatd, hogy a P pont nem illeszkedik az AB szakaszra, ezért a kincset
a Q(—4; —3) pontban rejtették el.

b) Mivel

AQ=10 és QB=+/40=2-10,

ezért a kincs az AB szakaszt 1:2 ardnyban osztja.

Aradar az x% + y? = 100 egyenleti kort, és annak belsS pontjait fel- ,
tigyeli. Ha az utasszallit6 az A, illetve a B pontokban metszi a radar 1T
altal vizsgalt 1égteret, akkor a metszéspontok koordindtdit az .
y=T7x - 50} ,
x2+y2=100 -1 2| 2 X

egyenletrendszer megoldasai adjék. Az y értékét a masodik egyen-

letbe helyettesitve: 127
Y x2 +(7x = 50)2 =100, 1T ﬁ=7x—50
50x2 — 700x + 2400 =0,
x2—14x +48=0.

Az egyenlet megolddsai: x; =6 és x, = 8. Akor és az egyenes metszéspontjai: A(6; —8), B(8; 6).

Az AB szakasz hossza AB=10-+/2. Az utasszallit6 koriilbeliil 141,4 km utat tesz meg a radar
altal feltigyelt 1égtérben.

felez6merGlegesére, és az A kozéppontld, AB=+18=3-12
egység sugari korre. Az AB szakaszfelez mer6legesének <

egyenlete: x4y=-1,

az A kozéppontui, AB sugaru kor egyenlete:
x-12%+@y-12=18.
A C pont koordinatdit az aldbbi egyenletrendszer megoldésa adja:
x+y=-1
(x =12+ (y—-1)>? =18}'




Az els6 egyenletbdl x = -1 —y, amit a masodik egyenletbe helyettesitve:
2=+ -1*=18,
4+4y+y*+y2 -2y +1=18,
2y? +2y-13=0.

A fenti egyenlet megolddsai:

-1-427 . -1+27
yy=——7—, Iilletve y,=——.
2 2
Eredményiink (valamint az dbra is) mutatja, hogy a feltételeknek két pont is eleget tesz, ezek

koordinatai:
—1+27 -1-27) —1-27 -1+27
¢ 2 ; 2 és G, > ; 2 .

b) Az ABC, és az ABC, szabdlyos haromszogek AB oldala kozos, ezért a két haromszog koré
irhat6 kor sugara is megegyezik. Ismert, hogy a szabélyos haromszdg magassdga az oldalanak

;—szbrése, és mivel mindkét haromszog oldala AB=3-+/2, ezért magassiguk:

f(3ﬁ)3f

A szabdlyos hdromszdgben a magassagpont, a sulypont és a koriilirt kor kozéppontja egybeesnek,
tovabb4 a sulypont 2: 1 ardnyban osztja a silyvonalakat, ezért a koriilirt kor sugara a silyvonalnak

(egyben magassagvonalnak) a %-szorosa.

Ebbdl adéddan a hdromszogek kortilirt koreinek sugara:

R_gi Je.

32

a) Thalész tételének megforditdsa alapjan, ha a P pontbdl az AB
szakasz derékszog alatt latszik, akkor a P pont az AB szakasz
mint 4tmérd f61é emelt korvonal egy pontja. Ennek megfeleléen
a keresett pontok illeszkednek az AB szakasz Thalész-korére

(az dbran k jeloli). E kor kozéppontja az AB szakasz OG —3)
felez6pontja, sugara pedig: 22

_AB_50 _5-\2
2 2 2
Az AB szakasz Thalész-korének egyenlete:

-3+ b+3)-3
——|+y+=|==
2 2 2

Az adott egyenletd (e-vel jelolt) egyenes feltételnek megfelel§ pontjainak koordinatdit a kovet-
kez6 egyenletrendszer megoldasai szolgaltatjak:

x-3y=-5

-3+ b3-3]
X—=|+|y+=|==
2 2 2




jrdd) Az adott kor egyenlete:

Az els6 egyenletbdl x = 3y — 5, amit a médsodik egyenletbe helyettesitve:

g
Y)Y T
25

121 9 2
9y? =33y +—+y2 +3y+—="—,
y y 4 y y D)

10y% =30y +20 =0,
y2-3y+2=0.

Az egyenletrendszer megolddsai: y; =2 és y, = 1. Eredményiink mutatja, hogy az AB szakasz
az e egyenes két pontjabol is 90°-os szog alatt 14tszik; ezek koordinatai:

0(1;2) és P(-2;1).
b) A C pontilleszkedik AB Thalész-korére, tovdbba az AB szakasz

felezGmerdlegesére. A felez6merdleges egyenlete: 7x +y = 2. y &
bl

A C pont koordinatdit az aldbbi egyenletrendszer megolddsaibol >

kapjuk: /] :

Ix+y=2
-3+ b-3-3
——|+|ly+=| ==
2 2 2
A metszéspontok:

Ci(0;2) és Cy(1;-5).

(x=2)2+(y-2)*=5.
A szintén adott (dbrdnkon e-vel jelolt) egyenessel parhuzamos érin-
t6k merdlegesek az érintési ponthoz huzott sugérra, ezért az érintési
pontokat a kor kdzéppontjan dtmend, e-re merGleges (f-fel jelolt)
egyenes metszi ki a korbdl. Az f egyenes egyenlete:

y=-2x+6.

Az f egyenes és a kor metszéspontjainak meghatarozasahoz a kovet-
kez6 egyenletrendszert kell megoldanunk:

y=-2x+6
(x-22+(-2)2=5 ’

Az egyenletrendszer megolddsa utdn a metszéspontokra A(3; 0) és B(1; 4) adddik. Mivel az érint6k

parhuzamosak az e egyenessel, ezért meredekségiik % egyenletiik pedig:

a y=—x—— és b: —lx+—
S YT SYETY

a x-2y=3 és b x-2y=T.

I. megoldas. A kor egyenletét dtalakitva:

(x+2)%+ (y +4)? =25,
igy kozéppontja O(-2; —4), sugara 5 egység. Az érintési ponthoz huzott sugar meréleges az érintdre,

amelynek meredeksége ezdttal ~3 ezért az O pontot, valamint az érintési pontot is tartalmazo



egyenes meredeksége % Ez egyszertien kovetkezik abbdl a ténybdl, hogy ha két egyenes merdleges

egymdsra, akkor meredekségeik szorzata —1. Eszerint az érintdk érintési pontjit az O ponton

3 A ” . .
atmend, 2 meredekségii egyenes metszi ki az adott korb6l. A széban forgd egyenes egyenlete:

y=—x—-—.
4 2
Az érintési pontokat meghatdrozé

T2
(x+2)2+(y+4)?%=25

egyenletrendszer megoldésa utdn az érintési pontokra A(2; —1), valamint B(—6; —7) adédik. A kere-

sett érintdk egyenlete:
a: ——ix+§ és b ——ix—IS
S YT ST

a. 4x+3y=5 és b 4x+3y=-45.

I1. megoldas. A feladatra mutatunk egy masik, inkdbb algebrai megfontoldsokat haszndld, els
nekifutdsra kissé taldn rémisztd megoldast is. A keresett érinték meredeksége —%, ezért egyenletiik
y= —%x + ¢ alakban irhatd, ahol a ¢ paraméter értékét ugy kell meghatdroznunk, hogy az egyenes
érintse a kort. Ekkor viszont az 4
y=—§x+c
(x+272+(y+4)?=25

egyenletrendszernek csak egyetlen megoldasa van. Az els6 egyenlet felhasznédldsaval a masodik
a kovetkez§ alakban irhat6:

2
a+2ﬁ+&%x+c+ﬂ=2i

éxz— @+§c -x+c2+8-5=0.
9 3 3

Mivel a fenti egyenletnek is csak egy megoldésa lehet, ezért az egyenlet diszkrimindnsa biztosan 0,

azaz
20 8 -4. é (c2+8c-5)=0.
3 3

A miveletek elvégzése utdn:

—4¢2 —%c+100 0.

Az egyenlet megolddsai: ¢; =—15 és ¢, = g A keresett érintSk egyenlete ennek megfelelGen:

4 5 4
a y=——x+— és b y=——x-15.
YT Y73

Bizunk benne, hogy nem vettiik el érdekl6d6 Olvasdink kedvét a paraméteres kifejezésekkel vald
szamolasoktol.



I. megoldas. A kor egyenlete

(x+2)2+(y-3?2=10
alakban firhatd, ahonnan leolvashatd, hogy kézéppontja O(-2; 3).
Az adott (az dbrdn e-vel jelolt) egyenesre merdleges érintSk érintési
pontjait az O ponton dtmend, e-vel parhuzamos egyenes (f) metszi ki
a korbdl.

Az f egyenes egyenlete:

y=-3x-3.
Az érintési pontok koordinétdit ad6 egyenletrendszer:
y=-3x-3
(x+2)2+(>y-3)2=10 ’

Az egyenletrendszer megolddsaibol az érintési pontok: A(-3; 6) és B(—1; 0). A megfeleld érintGk
egyenlete:

1 1 1
a y=—x+7 é b y=—x+-.
Y73 Y733
I1. megoldas. A 3729. feladat masodik megoldasahoz hasonlé mddszerrel is célt érhetiink. Az érinték
egyenletét y = %x + ¢ alakban keressiik, ahol a ¢ paraméter értékét tigy kell meghatdroznunk, hogy

az egyenes érintse a kort. Az

L
Y=3

(x+272+(@-3)2=10

egyenletrendszernek ennek megfelelen csak egyetlen megoldédsa van. Az x véltozot kikiiszobolve:

2
(x+2)2+ex+c—3)=10,

&xz— 2+2c ‘x+c2-6¢c+3=0.
9 3

A fenti egyenlet diszkrimindnsa 0, azaz

2
(2+2cj—4-£-(c2—6c+3)=0,
3 9

—4c2+§c—§=0.
3 3

A kapott egyenlet megolddsai: {
c1=7 é cp=—.

3

Ugyanazokat az egyeneseket kaptuk, mint az els§ megolddsban.

a) Az elsé egyenletbdl a masodik egyenletet kivonva:

10x =10y + 20 =0,
x—y+2=0,
x=y-2.



...............................................................................................................

A kapott 0sszefiiggést a masodik egyenletbe helyettesitve:
(=27 +y2—4-(y-2)-6=0,
2y2 -8y +6=0,
y2 —4y+3=0.
A fenti egyenlet megolddsai: y; =3 és y, = 1. Akét kornek két metszéspontja van, ezek koor-
dinatédi: (1;3) és (-1; 1).

b) A két egyenlet kiilonbsége: 6x — 12y — 30 = 0, amibdl x =2y + 5. Az els6 egyenletbe vissza-
helyettesitve: 5y2 + 10y + 5 = 0. A kapott egyenlet diszkrimindnsa 0, ezért a két kor érinti
egymast. A kozos pont: (3; —1).

c) Az adott koroknek két metszéspontja van. Ezek koordinétéi: (3; 3) és (1; 5).

d) Az adott koroknek nincs kozos pontja.

a) Mivel a keresett érintSk az origén 4thaladnak, ezért egyenletiiket
Ax + By =0 alakban kereshetjiik. Az dbra alapjan is meggy§z46d- k
hetiink arrdl, hogy egyik érinté sem parhuzamos az x tengellyel, =
ezért A # 0, sét feltehetjiik, hogy A =1, azaz az érinték egyen- %
letének alakja: =

e: x+By=0. ®
Az adott kor kozéppontjanak koordinatdi O(3; 3), sugara r = J2. -1 1 X
Mivel az érint6 az O ponttdl éppen r tdvolsdgra halad, azaz -
d(0, e) = /2, igy a 3689. feladat eredményeit felhasznalva:
3+3B

V1 + B?
Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve:
9+18B+9B% _
1+ B2 ’
7B +18B+7=0.

A kapott masodfoku egyenlet gyokei:

BI:M, illetve B, =
7

~-9-4-42
—

Konnyen végiggondolhatjuk, hogy mindkét érték kielégiti a felirt egyenletet. A P pontot tar-
talmazo érinték egyenlete:

—9+4-2 -9-4.2
+—y=

er x =0 é e x+— y=0.

A két érintd ¢ hajlasszogének kiszdmitdsa a 3639. alapjén a

nm - ny
tgp =
1+m1‘m2

Osszefiiggés alapjan torténhet, ahol m; és m, a két érint6 meredekségét jeloli. Az egyenes
egyenletébdl a meredekségek:
7 7-(4-V2+9) 4-2+9 7 9-4.42
= , illetve  my= = .
7 9+4-2 7

m1=

T29+4-02 —49




b) Eljarhatunk az a) feladatban ismertetett mddszerrel is, de ezttal ;

c) Egy harmadik megolddsi médszert is bemutatunk az érint6 egyen-

A Kkét érint6 hajlasszogére:

4-J2+9 9-4-2
tgp = 7___ 7 _42
124 V2+9 9-4-2 7

7 7

A két érintd hajlasszoge: ¢ = 38,94°

inkdbb egy elemi geometriai ismereteket alkalmazé megoldast
mutatunk be.

Az adott k kor kozéppontja O(-3; 4), sugara 4 egység.
Az érintSk érintési pontjat az OP szakasz folé emelt Thalész-kor
metszi ki a k korbSl. Az OP szakasz felezGpontja Q(0; 2),
a c-vel jelolt Thalész-kor sugara QP = /13, igy egyenlete:
X2+ (y-2)*=13.
Az érintési pontok koordinatdit a kovetkez§ egyenletrendszer megolddsai adjak:
x2+y2+6x—8y+9=0}
x2+(y-22-13=0]
A két egyenlet megfelelS oldalainak kiilonbségébdl:
3x-2y+9=0,
amibdl y-t kifejezve, majd a masodik egyenletbe visszairva kapjuk az aldbbi egyenletet:
13x2 +30x - 27 =0.

A kapott egyenlet megolddsai: x; =—3 és x, = %

. . . 72
Ennek megfelelGen a keresett érintési pontok: E;(-3; 0), illetve E, (%, E)

A PE, érint6 egyenlete: y =0 (éppen az x tengely). A PE, érint§ egyenlete:

=——Zx+—.
V=TS

Mivel az egyik érintd éppen az x tengely, ezért a két érintS hajlasszoge:

tg(p=%, amibsl ¢ =67,38°

letének felirdsara.
Az adott kor kozéppontja O(—2; —2), sugara r = /8 egység. ﬂ
Tegyiik fel, hogy a P pontbol hidzott egyik érint6 az E %1 P pontban

érinti a kort, tovdbba az OEI vektor koordinatai OEl(a b).
Mivel e vektor hossza éppen a kor sugardval egyenld, ezért:

Ja? +b? =8,

a’>+b%=8. (1)

€1




A tovabbiakban kiszamitjuk az O—E{ -OP skaldris szorzatot. Mivel ﬁ"(?); 5), ezért
OE, - OP =3a + 5b.

Masrészt a skaldris szorzat definicidja, valamint az OF P derékszogii haromszog alapjan:

OFE,|

=8 -|0E;|= 8- V8 =8,
lop|

OF, -07 <|0E, 10| cosor = & - [o]. | 2B

ahol POE ¥ = a.
A skaldris szorzatra kapott két eredmény 6sszevetésébdl:
3a+5b=8. (2)
, amit az (1) egyenletbe visszahelyettesitve:

2
(ﬂ) +b2=38.
3

A kijelolt miveletek elvégzése utdn az aldbbi egyenlethez jutunk:
34b% - 80b - 8 = 0.

A (2) egyenletbdl a = 8-

A fenti egyenlet megolddsai:

20+6-413 20-6-v13
—— é by=—.
17 17

Az egyenletrendszer megoldasaiként a kdvetkez§ két vektort kapjuk:
12-10- J_ 20+6-4/13) . ——(12+10-V13 20-6-V13
OE1 és OE, ; .
17 17 17 17
Mivel a két kapott vektor egyben a megfelels érintd egy-egy normdlvektora, ezért az érintGk
egyenlete:
& e (12-10-413)-x+(20+6-13)-y =72 +8- /13,
ey (12410-13)-x+(20-6-+/13) -y =72 -8-/13.
A két érint6 hajlasszoge: ¢ = 58,03°

b1=

a) A c kor egyenlete:
(x=2)2+(y+2)2=10,
a k koré:
G+ D2+ (@ -1)2=4.

A két egyenlet megfeleld oldalainak kiilonbségébdl: —x + y =0, azaz y = x. A kapott dssze-
fliggést a ¢ kor egyenletébe visszahelyettesitve:

(x=2)%+(x+2)?2=10,
amibsl x% =1, igy x; = 1 és x, =—1. Akét kor kozos pontjai: A(1; 1), B(~1; -1).

b) Haa P(x;y) pontbdl a ¢ korhoz hizott érint6 az E pontban érinti
a kort, akkor az OEP derékszdgli haromszogben:

PE?=0P? - OE>.
Mivel a ¢ kor kozéppontja O(2; —2), tovabbd OE = /10, ezért:
PE?2=(x-2)2+(y+2)*-10.

Hasonlé gondolatmenet mutatja, hogy a k kérhoz a P pontbdl
huzott érintészakasz négyzete:

G+ 12+ (y—1)2 -

Y




A feltételek alapjan a két érintGszakasz hossza, igy persze azok
négyzete is megegyezik, azaz
(x=22+@G+2?-10=(x+1)2+(y-1)>-4.
A mtveletek elvégzése utin:
y=X.
Eredményiink mutatja, hogy ha a P pontbdl a két korhoz ugyan-
akkora érintGszakasz hizhatd, akkor a pont koordinétai kielégitik

a fenti egyenletet. Mivel a kapott egyenlet egyenes egyenlete,
ezért a feladat 4llitasat igazoltuk.

c) Az A és B pontok koordinatai kielégitik a kapott egyenes egyenletét, igy mindkét pont illesz-

kedik az egyenesre.

SIEL) A ¢ kor kozéppontja O(-1; —3), sugara 2 egység, a k koré Q(2; 0),
sugara 1 egység. Az dbra is mutatja, hogy a k6zos belsd érintGk
egyike az x tengellyel, a masik az y tengellyel parhuzamos. A kozos

2 2

belsé érintSk egyenlete:
y=-1, illetve x=1.

v 2

A kozos kiilsé érintdk egyenletének meghatirozasa nehezebb feladat-
nak bizonyul. Ha ezek az érint6k a P pontban metszik egymast,
akkor P nyilvan az OQ egyenes egy pontja. Tegyiik fel, hogy az
egyik kozos érintd (az dbran az e-vel jelolt) a ¢ kort az E, a k kort
a G pontban érinti. Ekkor az OEP és a QGP derékszogd harom-
szogek hasonldsiga alapjan:

OP _OE _2 a2z oP=20P
oP 0G 1
Ez egyben azt is jelenti, hogy a Q pont egybeesik az OP szakasz
felez6pontjaval.
Ha a P pont koordinatdit P(x;y) jeloli, akkor:
_1+x=2 és $=0,

amibdl x =5 és y =3, végiil P(5; 3).

Ezutan a feladatot visszavezettiik a kovetkezd problémara:

Adotta P(5; 3) pont, valamint a k: x2+y2—4x+3=0 kor. frjuk fel a P ponton dtmend, a k kort

pedig érint6 egyenesek egyenletét.

A 3732. feladat a) pontjanak médszerét kvetve — az egyenes normdlvektoros egyenletét felhasz-
ndlva, ahol 7i,(1; B) és Py: P(5; 3) — az érints egyenletét x + By =5 + 3B alakban kereshetjiik.

Az érintd és a Q kozéppont tavolsiga:
‘2-5-33

1+ B2




Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve, majd rendezve:
9+18B+9B% _ 1

1+82
4B +9B +4=0.
Az egyenlet megoldasai:
B = # & By = %.

2 2

A két kor kozos kiilsé érintGinek egyenlete:

L9117 o 13-3-417

s 8
~9+17  13+3-J17
fix+ Sy = .
8 8
IEE) Ha a kor egyenletébe az y = 0 értéket helyettesitjiik, akkor megkap- y
hatjuk az x tengelybdl kimetszett szakasz végpontjainak koordind-
tdit. Ekkor 10
x2—1lx+c¢=0,
amibdl: D
_11-J121-4c _11+V121-4c¢ x. .
= f ©s 2= f’ B A\_/B 12 X
és az dbra jeloléseinek megfelelGen:

2 2

Az AB szakasz hossza:

11-VI121-4c¢ 3 11++121—4c¢
Al———:0 és B|l———;0|.

AB =+/121-4c.
A kor y tengelybdl kimetszett hirjanak végpontjait az
y2—Ty+c=0

egyenlet megolddsai adjak.
A megfelel§ pontok:
C(7—m;o) & D(7+\/m;0)‘
2 2
A CD szakasz hossza:
CD =+/49 - 4c.
A feltételek szerint AB = 3CD, azaz:
VI21—4c =349 - 4c.
Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd a kapott egyenletet megoldva:
121-4¢=9-(49 - 4¢),
c=10.
Ellendrzéssel is meggy6zddhetiink arrdl, hogy a kapott érték megfelel a feltételeknek.




A parabola — megoldasok

{IE[) a) A parabola paramétere:

p=4.
A parabola tengelypontja:
7(0; 0).
A parabola egyenlete:
x2 = 8y.
b) A parabola paramétere:
p=3
A parabola tengelypontja:
T (l, 1).
2
A parabola egyenlete:
1 1
x-——=——(@y-1)>
2 10 o-1
¢) A parabola paramétere:
p=3
A parabola tengelypontja:
T(é; - )
2
A parabola egyenlete:
1
x—==—(y+3)>?
p 0+3)
d) A parabola paramétere:
p=2.
A parabola fokuszpontja:
F(2;-6).

A parabola egyenlete:
1
+5=——(x-2)>
y 2 (x-2)

e) A parabola paramétere:
p=4.
A parabola fékuszpontja:
F(-1;-1).
A parabola egyenlete:

1
x—1l=—=(@y+1)>2
8(y )

o=

-5 -1,

-5 SR 5 X
/ %

y

1

-1y 5 X
I IE

L]

-5
v

y

1

ERE 5 X
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f) A parabola paramétere:

p=2.
A parabola vezéregyenesének egyenlete:
vi x=1.
A parabola egyenlete:
1
x=——(@y+3)>
4@ )

SIEI) A paramétert p, a fokuszpontot F, a tengelypontot 7, a vezéregyenest v jeloli.

a) Az egyenlet a kdvetkezd alakra hozhaté: ’
2
ELYN I ‘
8 11T 5 X
A parabola adatai: F
p=4, T2;-1), F(2;-3), vi y=1.
-5
b) Az egyenlet a kovetkez§ alakra hozhat6: y
—Exz =y- % v 9
A parabola adatai: _5 ( 7-1\ s r
p=1, T(O; %) F@O; 1), vi y=2.
-5
c) Az egyenlet a kdvetkezd alakra hozhat6: v Iy
1 3 >
~(y-12=x-=.
2 o= 2
A parabola adatai: .y °r
B 5 Ji¢
p=1, T@;l), F2; 1), vi x=1.
-5
d) Az egyenlet a kdvetkezd alakra hozhaté:
3.1
- —=—(x-3)> \
y-3 2( ) 5
A parabola adatai:
F
p=1, T(3;%j, F(3;2), v: y=1. v =
=l 1 6 X




e) Az egyenlet a kovetkezd alakra hozhaté:

1
—“1=—=(y-1)2
x 8(y )

A parabola adatai:
p=4, T(l; 1), F(-1;1), v: x=3.

f) Az egyenlet a kdvetkezd alakra hozhat6:

1 1
——(x=1)2=y-=.
1O(x )=y 7

A parabola adatai:

p=>5, T(l;%), F(1;-2), v: y=3.

A parabola tengelypontjét jelolje 7T(u; v). Mivel a parabola paramétere 0,5, tovdbba tengelye

az x tengellyel parhuzamos, ezért egyenletét a kovetkezd alakban kereshetjiik:

x—u=(y-v)? vagy x—u=—(y-v)%
Az elsé esetben az adott pontok koordinatdit az egyenletbe beirva
az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

1—u=v?

6—u=(5—v)2}
Az els6 egyenletbdl a mdsodik egyenletet kivonva:

—5=vZ-(5-v)?

-5=-25+10v,

v=2.

Ekkor u =-3, a parabola tengelypontja 7(-3; 2), egyenlete pedig:

x+3=(y-2)>~
Amennyiben a parabola egyenlete x — u = —(y — v)? alakd, akkor

az adott pontok koordinatdit az egyenletbe helyettesitve az aldbbi
egyenletrendszerhez jutunk:

l—u=-v?2
6-—u=—(5-v)2 .

A megfelel§ oldalak kiilonbsége:

—S5=—vZ+(5-v)3
—5=25-10v,
y=3.

Ekkor u =10, a tengelypont 7(10; 3), a parabola egyenlete:
x—10=—(y-3)%

a5

4| P—s___ x

—
B
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a) Mivel a parabola tengelye az y tengellyel parhuzamos, ezért ,
egyenletét y = ax? + bx + ¢ alakban kereshetjiik.
Az adott pontok koordinatdit az egyenletbe beirva a kovetkezd 5
egyenletrendszerhez jutunk:
3=da+2b+c y( ¢
0=9a+3b+c ;. FARRE N -
3=36a+6b+c

Ha a masodik, illetve a harmadik egyenletbdl kivonjuk az els§ egyenlet megfelelS oldalat, akkor
a kovetkezs Osszefiiggéseket kapjuk:
-3=5a+b
0=32a+4b |’
A kapott kétismeretlenes egyenletrendszer megolddsa: a =1 és b =-8. Akapott értékeket az elsd

egyenletrendszer elsG egyenletébe visszairva kapjuk, hogy ¢ = 15. A feltételeknek megfelels
parabola egyenlete:

y=x%—8x+ 15.
Megjegyzés: Ha az egyenletet atirjuk y = (x —4)% — 1 alakba, akkor a parabolat konnyen dbra-
zolhatjuk is.
b) Az x tengellyel parhuzamos tengelyd paraboldk egyenletét y
felirhatjuk )
x=ay-+by+c 1
alakban. Az ismert pontok koordinatdit behelyettesitve adédik : "
a kovetkezd egyenletrendszer: A
-8=c¢ B
-2=9a-3b+c ;.
0=4a-2b+c

Az egyenletrendszer megolddsa: a =—2, b =-8 és ¢ =—8. A kapott parabola egyenlete:
x=-2y>-8y-8.

2(1)
y 4_ 2 B

igy a parabola tengelypontja T (—%; %), paramétere p = %, fokuszpontja F (—%; 2), vezéregyene-

#JL1) A parabola egyenletét atalakitva:

sének egyenlete v: y=—. Az dbrdkon ezt a parabolat zo6ld szaggatott vonallal jeloltiik.

. 1
a) A tengelypont origéra vonatkozd tiikkorképe T (5, - %), a fokusz- y
5

ponté F ’e; —2), a vezéregyenes v’ tiikkorképe: y = 7

i
A parabola tiikorképének egyenlete: ,’X 0, ‘;\ /
=5 = \ 5 X
: ( 1)2 v ! \ L
y+—=|x-——|. 7 )
4 2 i

A tiikorképet az abran pirossal jeloltiik.



b) Ha a parabolat a vezéregyenesére tiikrozziik, akkor a tiikkorkép
fokuszpontja F ’(—%; 3), tengelypontja 7’ (—%; %)

A tiikorkép egyenlete:

A tiikorképet az dbrdn pirossal jeloltiik.

c) Atiikorkép tengelypontja 7° g %) fokuszpontja pedig F ’g; 2),
vezéregyenese V.
A tiikorkép egyenlete:

2(2}
Y7y 2)

A tiikorképet az abran pirossal jeloltiik.

d) A ¥V vektorral eltolt parabola tengelypontja 7’ e, _%), fokusz-
o1 , ) 1
pontja F 5;_1 V' vezéregyenese y =——.

A kapott parabola egyenlete:

-
YT Uk

Az eltolt paraboldt az dbran pirossal jeloltiik.

a) Az elsG egyenletbdl kifejezett y értékét a masodik egyenletbe
helyettesitve:
Qx+7)?-6Q2x +7)+9=4x,
42 +12x+16=0,
x?+3x+4=0.
A kapott egyenlet diszkrimindnsa negativ, ezért a két alakzatnak

nincsen kdzos pontja.

b) Az egyenes érinti a parabolat. A két alakzat k6zos pontja:
P(2;5).

o<
—




c) A metszéspontok:
A(=2;5) és B(4;2).

d) Az f kor egyenletét atalakitva a kovetkez6 egyenletrendszerhez
jutunk: ) 5
x“+(y-3)*=13
x2—dy=4 |
A két egyenlet megfeleld oldalainak kiilonbsége:
(=37 +4y=9,

D

y?=2y=0,
y-(y-2)=0.

—'B 5 X

A fenti egyenlet megolddsai: y; =0 és y, = 2. Ha y; értékét a g egyenletébe helyettesitjiik,

akkor x% =4 adédik, amibd] a két alakzat alabbi metszéspontjait kapjuk:
A(=2;0) és B(2;0).

Ha y, =2 értékével szamolunk, akkor x> = 12, amibd] a tovabbi metszéspontok:

C(-2-v32), illetve D(2-/3;2).

1 .
Megjegyzés: Ha a parabola egyenletét y = sz —1 alakban {rjuk, akkor kénnyen dbrazolhat6.

e) Az f és g egyenletének kiilonbsége:

C4x—12y+24=0, amibsl y=_—**O
A kapott 0sszefiiggést a g egyenletébe visszahelyettesitve:
248720 60,
3x2-8x =0,
x-(B3x-8)=0.

A fenti egyenlet megolddsai: x; =0 és x, = % A két alakzat metszéspontjai:
A(§,&) és  B(0;2).
39
Az adott parabola fokuszpontja F(0; 2). Az F ponton éthalado,
V(4; 3) iranyvektort e egyenes egyenlete: 3x — 4y =—8. A parabola

és az egyenes metszéspontjait az aldbbi egyenletrendszer megolda- -
saibol kapjuk:
1,
=—x+1
Y=y _
3x-4y=-8 -




Az y értékét a masodik egyenletbe helyettesitve:
3x— 4(1362 + IJ =-8,
4

-x2+3x+4=0.

A fenti egyenlet megolddsai: x; =4 és x, =—1.
Az egyenes a parabolat a kovetkezd pontokban metszi:

A4;5)  és B(—l;%j.

a) Az érint6 egyenletének irdnytényezds egyenlete: ;
y—5=m(x-3).
Mivel a feltétel szerint az egyenes érinti a parabolat, ezért az
y=5=m(x-3)
5 1

y= Ex + 5 5 - / 5 X
egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van. e
Az y értékét az elsG egyenletbe visszahelyettesitve:
lx2+l—5=m(x—3),
2 2

lxz—mx+3m—%:0.

Mivel a fenti egyenletnek is csak egy megolddsa van, ezért diszkrimindnsa 0, igy:
m2—4'l'(3m—2)=0,
2 2

m? —6m+9=0,
(m—-3)2=0.
A fenti egyenlet megolddsa m = 3, ezért a keresett érint§ egyenlete:
y—-5=3(x-3), azaz y=3x-4.
b) Az érint6 egyenletét ezittal a kovetkez§ alakban keressiik:
y+1=mkx+1).
Mivel a feltétel szerint az egyenes €rinti a paraboldt, ezért az
y+l=mx+1)
y=dx2i L | !
2 2 -5 Q 1 5 X

egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van.

Az y értékét az elsd egyenletbe visszahelyettesitve:
lx2 + 3 =m(x +1),
2 2

lx2—mx—m+§=0.

2 2



A kapott egyenletnek csak egy megolddsa van, igy diszkrimindnsa 0, azaz:
m2—4~l~(—m+§)=0,
2 2

m2+2m—-3=0.

Az egyenlet megolddsai: m; =1 és m, =—3. Az adott ponton 4t két érintd is hizhat6 a para-

boldhoz, ezek egyenlete:
e y=x,
illetve

fiy+1=-3-(x+1), azaz y=-3x-4.

¢) Az adott (az dbran e-vel jelolt) egyenessel parhuzamos érintd

egyenletének alakja:

fry=2x+c.
Mivel az
fiy=2x+c
pry= 1. x2 + 1
2 2
egyenletrendszernek egy megolddsa van, ezért az

lxz+l=2x+c
2 2

egyenlet diszkrimindnsa 0. Az egyenlet O-ra redukdlt alakja:
lx2—2x+l—c=0,
2 2

amelynek diszkrimindnsa:

4_2~(l—c)=0, amib6l c=-—.
2 2

A keresett f érintd egyenlete:

3
=2x——.
Y 2

Az eldobott kavics parabolapdlydn mozog. A parabola sikjdban
helyezziink el egy koordinata-rendszert, amelynek kezdSpontjaban
Barnabds taldlhaté (A), a vizbe érkezés helye pedig az x tengely
pozitiv felére illeszkedik.

Ekkor a kavics mozgésa sordn dthalad a kdvetkezG pontokon:
A(0;0), B(6;4) és C(12;0).

Mivel a feltételek szerint B a parabola tengelypontja, ezért egyen-

letét a kovetkez6 alakban kereshetjiik:

y=—a(x—6)>+4.
Az A pont koordinétdit az egyenletbe helyettesitve:
. 1
0=-36a+4, amibgl a= 5,

a parabola egyenlete pedig: |
y:-§@—6ﬁ+4

(3]
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Barnabas a kavicsot a parabola e érintGje mentén inditotta ttnak. Az A ponton atmend érintd
egyenlete y = mx alakd, tovabbd az

y=mx

1
=——(x-6)2+4
y 9( )

egyenletrendszernek egyetlen megolddsa van.
Az y viltozd kikiiszobolése utan:

mx = —é(x -6)>+4,

lx2+ —i-x=0,
9 3
X l)c+m—i =0.
9 3

A kapott egyenletnek csak egy megoldésa lehet, amibdl kovetkezik, hogy m = 3 az érint6 egyen-
lete pedig y = %x.
Ha Barnabds a kavicsot a vizszinteshez képest o szogben hajitotta el, akkor:

tgo = % amib6l o =53,1°

A parabola adott (e-vel jelolt) egyeneshez legkdzelebb esG pontja AT
éppen az egyenessel parhuzamos érint érintési pontjaval esik egybe.
Az érint§ egyenlete a kdvetkezd alaku: 51 g
y=3x+c, '
tovabbd az
y=3x+c
/A

egyenletrendszernek egyetlen megolddsa van.
Ebbdl kovetkezik, hogy a
—x2+5x=3x+c,
—x242x—c=0,
egyenlet diszkriminansa 0, azaz
4-4c=0, gy c=1.
A keresett érint6 (amit az dbran f-fel jeloltiink) egyenlete:
y=3x+1,
az érintési pont, egyben az e-hez legkozelebbi parabolapont koordinatéi: E(1; 4).
A parabola és az e egyenes tdvolsidga megegyezik az E pont e egyenestdl mért tdvolsdgaval.
A 3689. feladat eredménye alapjdn a tdvolsag:
[3-1-4+5| 4 2410
BN EE R

1,26.




A parabola egyenlete alapjan a fékuszpontja F (0; %), v-vel jelolt
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1
vezéregyenesének egyenlete y = ——. A vezéregyenesen felvett P pont
e 1 .
koordinétait jelolje P(p; —Z), ahol p valds szam. A tovabbiakban

felirjuk a PF szakasz felezGmerGlegesének (e) egyenletét. A szakasz NS 2

felez6pontja Q(B; 0), a felez6mer6leges egy normdlvektora pedig e

ﬁ(p; _Ej Az e egyenes egyenlete:
1 p?

X ——y=—. 1

px--y=7=- (D

Megmutatjuk, hogy az (1) egyenlet(i egyenes valéban érinti az y = x? egyenletii parabolit.

Az y értékét az (1) egyenletbe helyettesitve:

2

x——x2=p—,
PRty
x2 - 2px + p?=0,
(x—p)*=0.

A kapott egyenlet megolddsa x = p, amibdl kovetkezik, hogy az (1) egyenletii egyenesnek a para-
boldval egy kozos pontja van, amelynek koordindtdi E(p; p?). Mivel az e egyenes nyilvanvalé
modon nem lehet pdrhuzamos a parabola tengelyével, ezért csakis a parabola érintdje lehet.

Az y tengely a paraboldnak, és igy a befrt téglalapnak is szimmetria-
tengelye, ezért a téglalap csucsainak koordinatdi A(-b; 0), B(b; 0),
C(b; —b? + 6), illetve D(—b; —b2 + 6), ahol 0 < b < /6. i

Az ABCD téglalap teriilete: t 1
T=AB-BC=2b-(-b%+6).
Feladatunk a T(b) = 2b- (-b* + 6) fiiggvény maximumanak meg- K / IERRE \ S p

y

taldldsa a 0 < b <~/6 feltétel mellett. Mivel a széban forgé fiigg-
vény pozitiv értékd, ezért pontosan akkor lesz maximaélis, amikor
négyzete, vagyis elegends a T2(b) = 4b%- (—b? + 6)? fiiggvény
maximumbhelyét keresniink. A kapott fiiggvényt tovabb alakitva:

T?(b)=2-(2b%)- (=b*> + 6)- (-=b* + 6).
A zéréjelben 4116 szdmok szorzatdrdl esziinkbe juthat azok mértani kdzepe, amely kozismerten nem
lehet nagyobb a szdmtani kozepiiknél, azaz:

J2bD) - (b2 +6)-(-b2 +6) <
majd mindkét oldal harmadik hatvanyét véve:
(2b2)- (=b? + 6) - (=b* + 6) < 64.
A kapott egyenl6tlenségbdl kozvetleniil kovetkezik, hogy

202 +(-b2+6)+(-b>+6) _

47
3

T?(b) <128,
amibSla 0 <b <6 feltétel figyelembevételével kapjuk, hogy
T(h)<8-/2.
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Eredményiink mutatja, hogy a beirt ABCD téglalap teriilete nem lehet nagyobb, mint 8 -+/2. A terii-
let a maximumét akkor éri el, amikor a mértani és szdmtani kozép kozotti Osszefiiggésben egyenls-
ség teljesiil, azaz amikor a hdrom szdm, amelyre az egyenlGtlenséget alkalmaztuk, egymdéssal meg-
egyezik. Ez pontosan akkor fordul eld, amikor:

2b2=—b2 +6,
b=+/2.

Osszefoglalva: a maximdlis teriilet( beirt téglalap csticsai:
A(—\/Z 0), B(\/f; 0), C(\/E; 4) és D(—\/z 4).

A maximalis teriilet:

8-2.
A keresett pontot jelolje A(a; 0), a szabdlyos haromszog tovabbi, y
az y tengelyre illeszkedd cstcsait B, illetve C. 1
Mivel az x tengely a parabolénak és az ABC haromszognek is szim- 8

metriatengelye, ezért az AB egyenes irdnyszoge o = 30° irdny-
tangense pedig:

m=tg30°= £
3
Ebbdl adéddan az AB egyenes irdnytényezls egyenlete:
V3
y=—-(-a).
3
Mivel az egyenes a parabolat érinti, ezért az
V3
=—- - (x—-a
y=—k-a
x=y?
egyenletrendszernek egyetlen megolddsa van. Az x valtozoé kikiiszobolése utdn azt kapjuk, hogy
V3
Y= 2 - a),

V3-y2-3y—a-J/3=0.
Természetesen a fenti egyenletnek is csak egy megolddsa van, tehat az egyenlet diszkriminansa O:

9-4-J3-(-a-+/3)=0, amibdl a=—%, igy A(—%;O}

Ha a B cstcs koordinatai B(0; b), és C(0; —b), akkor az ABC haromszog oldala 2b, és magassaga

az A pont elsS koordindtdjdnak ismeretében —, ezért:

4

3 =2b- £

4 2

p=P

4
A haromszog tovabbi csicsai:
07) « cn-3)
4 4



...............................................................................................................

A parabola fokuszpontja F (0; 5 Tegyiik fel, hogy az F pontb6l

kiindul6 fénysugar a P(p; p?) pontban éri el a paraboldt. Ekkor
a fénysugdr visszaverddés el6tti FP ,itja” ugyanakkora szoget zar

be a parabola P pontbeli érint§jével, mint a visszaver6dés utdni
Latja”. Ezt a kozos szoget az dbran f jeloli.

A J sz6g azonban még egy helyen megjelenik az dbraban; ha a fény-
sugdr nem verddne vissza a tiikkorr6l, hanem ttja egyenesen folyta-
tédna tovabb, akkor a kapott (dbran PF’-vel jelolt) szakasz szintén
ezt a szoget zarja be a P pontbeli érintdvel. Ezt konnyen beldthatjuk, ha arra gondolunk, hogy igy
a P pontndl csicsszogek alakulnak ki.

P

Megallapitdsaink lehet6vé teszik, hogy felirjuk annak az egyenesnek az egyenletét, amelyen
a fénysugar a visszaverddés utan halad. Ehhez példaul a kovetkezd 1épések vezethetnek el:

1. Az F pont P-re vonatkozd F’ tiikorképének meghatarozasa. A fénysugar az FF’ egyenesen
haladna, ha nem verddne vissza a parabolatiikorr6l. Az F~ pont koordindtdi:

1

F’|2p; 2p? - —j.

(p Py

2. A P pontbeli érint6 egyenletének felirdsa. Az érint§ egyenletét y — p> = m(x — p) alakban
kereshetjiik. Az

y = p*=m(x - p)
y=ux?
egyenletrendszernek egy megolddsa van csakigy, mint a belSle kapott

2

—mx+mp—-p*=0
egyenletnek. Ebbdl adéddan az egyenlet diszkrimindnsa 0, azaz
m? —4(mp —p*) =0,
amibdl
(m—-2p)*>=0, végil m=2p.
A P ponton dtmend e érint§ egyenlete:
e y-p*=2p-(x-p).

3. Az F’-ben az érintére emelt merdleges egyenes egyenletének meghatarozasa. A kapott érintd
egyenletébdl leolvashaté annak egy normalvektora: ©(2p; —1). Mivel ez a vektor a keresett
merdGlegesnek egyben irdnyvektora, ezért az egyenes egyenlete:

x+2py:2p+2p.(2p2_i} azaz x+2py=4p3+%p.

4. A 3. pontban felirt egyenes, valamint a P pontbeli érint§ 7" metszéspontjdnak meghatdrozasa.
A T metszéspont koordinatdit az

x+2py=4p3+%p

y=p*=2p-(x-p)
egyenletrendszer megolddsa utdn kapjuk. A mdsodik egyenlet 2p-szeresét kivonva az elsé
egyenletbdl:

x+2p3=4p3+%p—4p2x+4p3.



Az egyenlet megolddsa:

33
6pP+=p Zp-(4p*+1
pirop P @t g

1+4p2 1442 27

A kapott értéket a mdsodik egyenletbe visszahelyettesitve, majd a miiveleteket elvégezve

kapjuk: y = 2p?, igy

3
T|=p:2p?|.

5. Az F’ pont tiikrozése a T pontra vonatkozéan. Ha az eredményt Q jeloli, akkor a parabola-
tiikorrél visszaverddott fénysugar dthalad a Q ponton. Mivel T a QF’ szakasz felezGpontja,

ezért ha Q(q;; q,), akkor: 1
6+ 27—
@2 _ Ep g 4

2 2 2

Az egyenletrendszer megoldasa utan:

=2p~

a2 L
Q(p,Zp + 4)-

6. Afénysugar utjat a PQ egyenes mentén folytatja. A P és Q pontok els§ koordindtdja egyarant p,
ezérta PQ egyenes parhuzamos az y tengellyel, ami a parabola tengelye. Ezzel a feladat allitasat

belattuk.

Vegyes feladatok — megoldasok

a) (9;5); b) (-9;-5);  ¢) (0;0); d) (45;25).
B(10; 3).
a) -11; b) —44; c) —1122.

A skaldris szorzat az eredeti vektorok skaldris szorzatdanak A2-szeresére valtozik.

Megmutathatjuk példaul, hogy AP=)-AB, ahol 0<S A< 1.

a) AP(4;-3), AB(16;-12), igy E‘:i-ﬁ és A—P%
. . — 2 — . AP 2
b) AP(2;-4), AB(5;-10), igy AP==-AB és —==
) AP( ) ( ), igy 5 PE 3
¢) AP(8:2), AB(12:3), fey AB=2.AB ¢ AL —o

3 PB

. . o —— 1 — . AP
d) AP(5;-6), AB(10;-12), fgy AP=—-AB é =1

y=4x+5 [M(-1; D).

y=gx-2 [M(1-3)



...............................................................................................................

p=4, q=2, akor sugara 5.

BE o) (x+ 1)+ +27 =5 b) (x— 12+ (y-272=5;
¢) x=1)?+(y+272=5; d) (x—92+(y+8)2=5;
e) (x+4)72+y*=5; f) @+22+(y+1)2=5;

g) (x+2)2+(y—4)2=20, illetve (x—2)+(y+4)%=20;

2 2 2 2
h) )c—l + y—z =§, illetve 7 + y—2 =§.
2 2) 4 2 2) 4

{6 Az ACD hdaromszog teriiletére: ’
CD-m *
Tacp = )
ahol m a hdromszog CD oldaldhoz tartozé magassagat jeloli.
Mivel CD =3, tovdbbd m =5, ezért

Az ABC héaromszog teriilete az dbra alapjan konnyen kiszdmolhatd:

Tapc = Taec = Tarp — Tgrec-
Az AEC, illetve AFB haromszogek tertiletére:
Tyec =25, Typp=2.5.
A BFEC trapéz alapjai 1, illetve 5, magassdga szintén 5, ezért teriilete:

1+5

Végiil az ABC hédromszog teriiletére:
Typc=25-25-15=175

adddik, ami mutatja, hogy az AC tlé valéban megfelezi az ABCD négyszog teriiletét.

C(=5;-1).
a) Két vektor pontosan akkor merdleges egymadsra, ha skaldris szorzatuk 0. A két vektor skaldris
szorzata a koordinatdik segitségével:
G-b=x-(x-1)+x+2)-(x+3)=0,
2x% +4x+6=0.

Mivel a fenti egyenletnek nincsen valés megolddsa, ezért a két vektor nem lehet merdleges
egymasra.

b) A két vektor skalaris szorzata:
G-b=x-(x+3)+(x+2)-(x+3)=(x+3)-(2x+2)=0.
Mivel egy szorzat csak akkor lehet 0, ha valamelyik tényezdje 0, ezért

x=-3 vagy x=-1

Megjegyzés: Az el6bbi esetben b= 0, amely minden vektorra merSleges. Ha x = -1, akkor
a-1; 1), b(2;2).



a) Mivel AB(6;2) és DC(3; 1), ezért lathato, hogy AB =2DC,
amibdl mar azonnal kovetkezik, hogy az AB oldal parhuzamos
a DC oldallal, igy az ABCD négyszog valdban trapéz. Noéminek
igaza volt.

b) Az AB és DC alapok hosszanak ardnya az a) feladat eredményei

alapjan g—lé =2. Ha az atlék metszéspontja O, akkor az ABO

és COD haromszogek hasonlok egymadshoz, és a hasonldsag
ardnya 2. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy az atlok 2: 1 ardnyban osztjdk egymadst, a hosszabb
részek a hosszabb (AB) alaphoz vannak kozelebb.

c) Az O pont koordindtéi:
0(1-(—2)+2-4;1-(—3)+2-5), _— 0(2;1)‘

3 3 3
a) Mivel AC(3;2) és AB(6;—4), ezért: ,
[AC|=vi3 ¢ [aBl=2-v13. c
A két vektor skaldris szorzatdra: ! :
AB-AC=3-6+2-(-4)=10, {4 -
masrészt
AB-AC =13 -2 -/13 - cosax =26 - cos . B

A két eredmény Osszevetésébdl:

26 - coso =10,

cosa = i
13
o =67,38°

b) Az o szogfelezdje illeszkedik az x tengelyre. Az a) feladatban meghatarozott két vektor
. . . 2
az AC, illetve az AB egyenesnek egy-egy irdnyvektora, ezért AC egyenes irdnytangense 3
AB irdnytangense —%.

A tangensfiiggvény tulajdonsdgai alapjan ezért AC és AB ugyanakkora nagysagu szoget zér be
az x tengely pozitiv felével, amit mdsként gy is megfogalmazhatunk, hogy az x tengely
szogfelezdGje a két egyenes dltal bezdrt o szognek.

. 1 4
a) Az E ponta DA szakaszt 1:2 ardnyban osztja, ezért E (——; —).

33 ©
4 F
Hasonlé médon az F pont 1:2 ardnyban osztja a CB szakaszt, D
111 — — B
igy F (?, ?0) Ennek megfelel6en az EF koordinétdi: EF(4; 2). E/
=l 1 5 X

b) Mivel DC(2; 1), ezért EF =2DC, amibdl kovetkezik, hogy az A
EF szakasz parhuzamos az ABCD trapéz DC, és igy termé-
szetesen az AB alapjaval is.




S A hdromszog Euler-egyenese tartalmazza a harom- :
sz0g M magassagpontjat, valamint S stlypont- My m,
jat. Az S pont koordinati: '

S(E,i)
3°3

Az M pont meghatdrozdsahoz felirjuk az m,,
valamint az m; magassdgvonalak egyenletét.
Mivel m, parhuzamos az y tengellyel, tovdbba
atmegy a C ponton, igy m,. egyenlete: x = 5.

Az m, egyenesnek az %E’(l;l) normal-

vektora, B pedig egy pontja, ezért m;, egyenlete: A ¢
x+y="7. Akétegyenes metszéspontja:
M(5; 2).

Az Euler-egyenesnek a %ST/I'Q; 1) vektor irdnyvektora, ezért az SM Euler-egyenes egyenlete:
x—2y=1.

Megjegyzés: Az Euler-egyenes dtmegy az ABC hdromszog koré irt kor O kdzéppontjén is.

Az O pont koordindtdi: O(3; 1).

{5 A rombusz adott csicsdt A-val, atldinak metszéspontjat O-val,
az adott oldalegyenest e-vel jeloltiik. Az ABCD rombusz az O pontra

vonatkozéan kozéppontosan szimmetrikus, igy az A pont O-ra o8
vonatkoz6 tiikorképe egybeesik a C ponttal. A megfeleld tiikkorkép
koordinétai: C(4; 0). ‘ e

A rombusz 4tl6i merdlegesek egymdsra, igy a BD egyenesnek = 2
a CA(1; 3) normalvektora, O pedig egy pontja, ezért egyenlete: Eas
x+3y=09.

A B cstcsota BD egyenes metszi ki az e egyenesbdl. A megfelel§ egyenletrendszer megolddsa

utan B(é,é)
22
15 1

A BD szakasznak O a felezGpontja, amibdl D(? 5)

3(3;5) C(4;0), D(I—S;l).
22 2°2

A rombusz hidnyzé csucsai:

a) Az adott egyenesek egy-egy irdnyvektora:
V(2 1), W (1:=2), V21 és v(1;-2).

Mivel v, =V. és V}, =V}, ezért az egyenesek altal kozrefogott
négyszog szemkozti oldalai pirhuzamosak, igy a négyszog para- 2
lelogramma. Vegyiik észre tovabbd, hogy példaul:

v, V,=2-1+1-(-2)=0,
ezért az a és b egyenesek merGlegesek egymasra. Hasonl6 igaz

a négyszog tovdbbi szomszédos oldalegyeneseire, ezért a meg-
adott egyenesek téglalapot fognak kozre.

=




A megfelel§ egyenletrendszerek megoldasa utdn kiszamithatjuk a széban forgd négyszog
csticsainak koordindtdit is. Az a és b egyenesek metszéspontja: A(—4; 2), a b és ¢ egyeneseké
B(-1;-4), a ¢ és d egyeneseké C(5;-1), végiil a d és az a egyeneseké D(2;5).

Mivel AB = BC = /45, ezért az ABCD téglalap szomszédos oldalai megegyeznek, ami iga-
zolja, hogy ABCD négyzet.

b) A négyzet koré irt kor kozéppontja az AC szakasz O felezSpontja. Az O pont koordinatdi:

0(%; %) A kor sugara: r =0A = f% Az ABCD négyzet koré irt kor egyenlete:

)TV
c) A négyzet koré irt kor teriilete: T = 77:, a négyzet teriilete pedig t = 45. Mivel

T_Z 571,
t 2

ezért a kor teriilete a négyzet teriiletének koriilbeliil 157%-a.

d) Egyszerd behelyettesitéssel meggy&zddhetiink arrdl, hogy a négyzet koré irt kor O kozéppontja
illeszkedik az e egyenesre. Ebbdl ad6ddan az e egyenes a négyzetet két egybevagd trapézra
bontja, igy teriiletiik ardnya 1:1.

Behelyettesités mutatja, hogy az A pont nem illeszkedik az e egye- ]
nesre, ezért az A pontot is tartalmazé atlé egyenese (melyet az dbran bl
f jelol) merdleges e-re. EbbGl ad6ddan az e egyenes irdnyvektora 1
az f egyenesnek normdlvektora. Az e egyenletébdl leolvashato egy '
irdnyvektora: ¥(2; 1). Az f egyenes egyenlete ennek megfelelGen ~
2x +y=2. A rombusz atléinak metszéspontjat a két atlbegyenes

egyenletébdl allo

1
=—x+2
Y73

y=-2x+2

egyenletrendszer megoldasa adja. Az O metszéspont: O(0; 2). Az ABCD rombusz 4tl6i felezik
egymast, igy O az AC szakasz felezGpontja, amibSl C(1; 0). A feltételek alapjdn a rombusz
oldala /10, ezért a hidnyzé B és D csicsokat az A kozéppontd, /10 sugard kor metszi ki
az e egyenesbdl. A széban forgd kor egyenlete:
(x+ 12+ (y—4)%=10.
A kor és az e egyenes egyenletébdl allo
x+1)?+(y-4)2=10

1
=—x+2
Y 2
egyenletrendszerbdl y értékét kikiiszobolve:

2
(x+1)? +(%x —2} =10,

x2=5,

NN

x2 =4,



A kapott egyenlet megolddsai: x; = -2, illetve x, = 2. Ennek megfeleléen B(-2; 1) és D(2; 3).
A rombusz hidnyz6 csticsai:
C(1;0), B(-2;1) és D(2;3).

B a) A két templom tavolsaga:

AB=+/62+82 =10 km.

b) Azok a pontok, amelyekbdl az AB szakasz 90°-os szog alatt 14t-
szik, illeszkednek a szakasz f6l€ emelt Thalész-korre, amit az abran
¢ jelol. A kor kozéppontja O(4; 0), sugara 5, ezért egyenlete:

(x—4)? +y%2=25.
Mivel az utszakasz egyenlete x = 0, ezért a metszéspontok ma-
sodik koordinatdjara:
(0-4)2+y>=25, amibsl y, =3 ésy,=-3.
Két olyan pont is van, amelybdl a templomok 90°-os szdg alatt latszanak, ezek koordindtdi:
D(0;3) és E(0;-3).

¢) A két templom a ¢ kor belsd pontjaibdl latszik tompaszog alatt. Ez az utszakasznak 6sszesen
6 km hosszu része (D és E pont kozott).

Bodria ¢: (x+ 1)2 + (y —3)? =9 egyenletii korvonalat, illetve annak
belsd pontjait éri el. A kor, valamint az a-val jelolt sétait metszés-
pontjait az aldbbi egyenletrendszer megoldasai adjak:

(x+1)2+(y—3)2=9
y=x-1 '

Az y értékét az els egyenletbe visszahelyettesitve:
(x+1)2+(x—-4)2=9,
x2-3x+4=0.

A fenti egyenlet diszkrimindnsa negativ, igy a sétatit nem metszi a Bodri altal elérhetd korvonalat.
Ezzel a feladat 4llitdsat igazoltuk.

a) A hozzdrendelési utasitast atalakitva:
fx)= \/x2 +(x=3)2+ \/(x - 6)2+ x2.
Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon éppen a P(x; x) pontnak
az A(0; 3) és B(6; 0) pontoktSl mért tdvolsagosszege 4ll.
A feladatot igy az aldbbiak szerint fogalmazhatjuk at: keressiik
az y = x egyenletd egyenesnek azt a P pontjat, amelyre a PA + PB
Osszeg a lehetd legkisebb.
Konnyen végiggondolhatd, hogy a P pontnak illeszkednie kell az AB szakaszra. Ha ugyanis
P’ az y = x egyenletd egyenes egy P-t6l kiillonbozS pontja, akkor az ABP’ haromszdgben
a haromszdg-egyenlGtlenség mutatja, hogy:
AP+ PB=AB<AP’+ P'B.

Az AB szakasz az adott egyenest a P(2; 2) pontban metszi, ezért az f fiiggvény a minimumat
az x =2 helyen veszi fel. A minimum értéke:

f(2)=AB=+45=3-./5.




b) Az a) feladathoz hasonldan jarhatunk el. A hozzarendelési

a) Az a-val jeldlt autépalyan olyan P pontot keresiink, amelyre ,

szabdlyt 4talakitva:
g(0) = /x2 +(dx = 3)% +J(x — 6)2 + (4x)™.

A jobb oldalon a P(x; 4x) pontnak az A(0; 3) és B(6; 0) pontoktol
mért tdvolsdgosszege 4ll. Feladatunk tehat ezittal az y = 4x egyen-
letd egyenes, valamint az AB szakasz metszéspontjanak meghata- “

rozésa. Az AB egyenes tengelymetszeti egyenlete LA A 1, ezért a megfeleld P pont koordi-
ndtdira: 6 3
' 4 2
24221, amibsl  x=Z.
6 3 3

. e o (28 N, . . 2
A minimumot szolgdltaté P pont koordinatai P(—; —). A g fiiggvény a minimumat az x =—
helyen veszi fel. A minimum értéke: 33 3

g@zfmzmzs.ﬁ.

az AP + PB 0sszeg a lehet§ legkisebb. Tiikrozziik ennek érde- 51p
kében a B pontot az a egyenesre, a tikkorképet jelolje B’. Mivel -
a tiikrozés tavolsagtartd transzformaciod, ezért:

PB=PB’, igy AP+ PB=AP+ PB’,
amibdl kovetkezik, hogy a keresett 6sszeg pontosan akkor mini- / P
malis, amikor az AP + PB’ 0sszeg is minimadlis. A fenti 0sszeg g
akkor lesz a lehetd legkisebb, amikor a P pont illeszkedik az AB’ B
szakaszra.

Els6 1épésben a B” pont koordindtdit szdmoljuk ki. A tiikrozés miatt B’ illeszkedik a B pontban
az a egyenesre emelt merdlegesre. Ebbdl kifolydlag a BB’ egyenes egy irdnyvektora meg-
egyezik az a egyenes egy normalvektordval. Az adott egyenletbdl a BB’ egyenes egy irany-
vektora: V(1; -2), igy egyenlete: 2x + y=4. A BB’ egyenes és az a egyenes T metszéspontjat
a két egyenes egyenletébdl 4ll6 egyenletrendszer megolddsa adja. A T pont koordindtdi: 7(2; 0).
Mivel a T pont egyben a BB’ szakasz felezGpontja is, ezért B’(4; —4).

A kovetkez§ 1€pésben felirjuk az AB’ egyenes egyenletét. Az egyenesnek az AB’(6;-6) egy
irdnyvektora, ezért az 7(1; 1) egy normalvektora. Az egyenes normalvektoros egyenlete: x +y =0.

Végiil a lehajto helyét (amit az dbrdn P jelol) az AB’ egyenes metszi ki az a egyenesbdl. A meg-

2 2 2 2
felelS egyenletrendszer megolddsa utdn P(—; ——) adddik. A lehajtét a P(—; ——) pontban kell
kialakitani. 33 33

b) Korabbi megjegyzésiink alapjan a megépitendd utszakasz hossza megegyezik az AB’ szakasz

hosszéval. Mivel AB’ = 6-+/2 =~ 849, ezért koriilbeliil 8,49 km hosszi utat kell épiteni. Ez hozzé-
vetSlegesen 1273 500000 Ft-ba kertil.

8gF) a) Ha a kor kozéppontja O(u; v), sugara r, tovabba u, v, r € Z, akkor a kovetkezd pontok koor-

dinétéi egészek, és illeszkednek a korre:
Alu—r;v), Blu+r;v), Clu;v—r) é D(u;v+r).
Az O(0; 0) kozéppontu, r =1 sugard kor pontosan négy racspontot tartalmaz, ezek:
A(-1;0), B(1;0), C(0;-1) és D(0; 1).



b) Az O (— NER i) kozépponti r sugard kor egyenlete:
2
2 1
(x+/3) +(y—z) =r2

Indirekt médon bizonyitunk, ezért tegyiik fel, hogy az éllitassal ellentétben két olyan racs-
pont is létezik, amelyek illeszkednek a korvonalra. Legyenek ezek A(ay; a,), illetve B(by; b,),
tovabba a,, a,, by, b, € Z, valamint az a, = b; és a, = b, egyenldségek egyidejlileg nem
teljesiilnek. Mivel mindkét pont koordinatéi kielégitik a kor egyenletét, ezért:

(o + \/5)2 + (az - if: 2,

(b ++/3 )2 + (bQ - iT: r

A két egyenlet jobb oldala megegyezik, ezért a bal oldalak is egyenldk, igy:
2

(al+\/§)2+(a2—%)2= (bl+\/§)2+(b2—%) .

A miveletek elvégzése utdn azt kapjuk, hogy
a12+2-x/g-a1+a22—%a2=b12+2-\/§-b1+b22—%b2,
majd rendezés utin:
alz—b12+a22—b22+%b2—%a2=2-\/§-(b1—al).
A fenti egyenlGség bal oldalan raciondlis szam all, ezért értelemszertien a jobb oldalén is racio-

nélis szdm szerepel. Mivel 2-+/3 irraciondlis szdm, ezért a jobb oldal egyetlen esetben lehet
raciondlis, mégpedig ha értéke 0, azaz ha a; = b|. Ekkor persze a bal oldal is 0, ezért:

1 1
majd szem el6tt tartva, hogy a; = by:

a%—bzz'l'%bz—%az:o,

a22 — b22 = %(az — bz),
1
(612 - b2) . (az + b2) = 5((12 — bz).

Kordbbi megjegyzésiink alapjan az a; = b; és a, = b, egyenldségek egyidejlileg nem teljesiil-
hetnek, ezért a, # b,, igy mindkét oldal oszthat6 (a, — b,)-vel, amibdl kdvetkezik, hogy:

1
a,+by,=—.
2T =5
Mivel a bal oldal két egész szdm Gsszege, ezért nem lehet egyenld a jobb oldallal, azaz ellent-

monddsra jutottunk. Ebbdl adédik, hogy az O(—\/g; l) kozépponti, r sugard kor valdban
legfeljebb egy rdcsponton mehet 4t. 4



b) Az egyenlGtlenséget O-ra redukdlva, majd kozos nevezét kiala-
kitva kapjuk, hogy:
-x—-2y+3 <0
2x+y-1

Ez csak dgy teljestilhet, ha
—x—=2y+3<0 é 2x+y-1>0,
vagy ha

—x—=2y+320 é 2x+y-1<0.
A két feltételbdl y értékét kifejezve
1 3
——x+—-Z5 és >1-2x,
2 > y y
vagy

1 3
——Xx+—=2 és <1-2x.
> > y y

A folytonos vonallal rajzolt egyenes pontjai hozzatartoznak, mig a szaggatott egyenes pontjai
nem tartoznak hozzd a B halmazhoz.

c) Az x =0 feltételt kielégitS pontok, vagyis az y tengely pontjai,
nem tesznek eleget a feltételnek.

Ha x> 0, vagyis az els6é és a negyedik siknegyed pontjait

tekintjiik, akkor:
x3—2x — xy>0,

x(x2=2-y)>0.
Mivel az els6 tényezd pozitiv, ezért
x2-2>vy.

Ha pedig x <0, akkor:
x3—2x+xy>0,
x(x2=2+y)>0.
Mivel az els6 tényezd negativ, ezért
y<2-x2
Az abran szaggatottan jelolt paraboldk, valamint az y tengely pontjai nem tartoznak a C hal-
mazhoz.



d) Az egyenl6ség bal oldaldn a lehetséges kiemeléseket elvégezve:

xy- (x? +y?) = 16xy,
majd O-ra redukdlva, és ismét elvégezve a kiemeléseket:
xy-(x2+y2-16)=0.
A bal oldalon 4ll6 szorzat csak ugy lehet 0, ha:
x=0, vagy y=0, vagy x*+y’=16.
Az els6 egyenldségnek az y tengely, a masodiknak az x tengely,

mig a harmadiknak az origd kozéppontd, 4 egység sugart kor
pontjai tesznek eleget.

e) Az egyenlGtlenség mindkét oldalan nemnegativ kifejezés 4ll,
ezért mindkét oldalt négyzetre emelhetjiik, igy:
(x2 +y2 —dx —4)2 < 4y?,
majd O-ra redukdlva és szorzattd alakitva:
(2 +y2—4x —4)2 —4y2 <0,
(2 +y2—dx —4-2y)-(x2 + y? —4x — 4 +2y)<0.
A zardjeleken beliil teljes négyzetek kialakitdsa utdn azt kapjuk,
hogy:

(k=22 +(=-12=9)-((x=22+(y+1)2-9) 0.

Haa P pontilleszkedik az O(2; 1) vagy a Q(2; —1) kozéppontd, 3 egység sugari korre, akkor
P az E halmazhoz is hozzétartozik. Ezenkiviil a fenti egyenl6tlenség bal oldalan pontosan
akkor all negativ szdm, ha a tényezdk koziil az egyik pozitiv, a masik negativ. A feltételnek ezért
azok a pontok felelnek meg, amelyek az emlitett korok koziil egyiknek bels, mig a masiknak

kiils6 pontjai.

f) Afeltételnek megfelel6 P pontok koordindtdira:
(x2—y)-(x2+y)<0.
Ez csak dgy teljestilhet, ha
x2<y és —x2<y,

vagy ha

x2>y és y<—x2

Az elsé feltétel szerint x2 <y, a masodik alapjan y < —x2.

a) A feltételnek eleget tevd pontok halmaza az AB szakasz felez6-
merdGlegese. Ennek egyenlete:

2x—y=%.

AP

y=-x2




b) Haa P(x;y) pont eleget tesz a feltételnek, akkor:

Jo+ 22 637 1 jummENRE

x-42+y> 2 N
Mindkét oldalt négyzetre emelve: Ao’ 2a
(+2P+0-37 _1 \ S
(x —4)2 +y? 4 ~S— 4 | 1 B %

e 2

Szorozzuk meg mindkét oldalt a tortek nevezgjével:
Ax+2)2+4(y-3)2=(x-4)72+y?,

végiil végezziik el a kijelolt miveleteket, és igy addédik, hogy

3x2 +3y2 +24x — 24y + 36 =0,

x2+y24+8x—8y+12=0.
A kapott egyenletben teljes négyzeteket kialakitva:
(x+4)? + (y—4)?=20.

A fenti egyenlet az O(—4; 4) kozépponti, r=2-/5 sugari kor egyenlete.
Atalakitdsaink végig ekvivalensek voltak, ami mutatja, hogy a P(x; y) pont akkor és csak akkor

tesz eleget az % = % feltételnek, ha illeszkedik a fent meghatédrozott korre.

a) A parabola egyenlete a kovetkezd alakban is felirhato:

ay @ a’ ay
y:(x——)——+a—1, amibdl y—(——+a—1j=( ——).
2) 4 4 2

A fenti egyenlet mutatja, hogy a parabola tengelypontjdnak koordinatai:

2
T[g;—a—+a— 1).
2 4

b) Vegyiik észre, hogy az a) feladatban meghatdrozott T pontok koordinatéi kielégitik az
y=—x>+2x-1, azaz y=—(x—1)2
egyenletet. A felirt egyenlet parabola egyenlete, igy a T tengelypontok paraboldra illeszkednek.

Konnyen beldthaté az is, hogy a most kapott parabola minden pontja az a) feladatban felirt
parabolak valamelyikének tengelypontja. Eredményiink alapjan a 7' pontok halmaza parabola.

c) Ismét atalakitva a felirt parabola egyenletét:
2 2
a a
=|x——=|+a-1, amibdl —(a-1)=|x-——=|.
g ( 2) yola=b ( 2)

A parabola tengelypontjdnak koordindtdi ezttal:

T(g;a—l)
2

A T pont koordinatdi ezuttal az y = 2x — 1 egyenletnek tesznek eleget. Mivel egyenes egyen-
letét kaptuk, ezért ebben az esetben a tengelypontok halmaza az y = 2x — 1 egyenletd egyenes.
Ezittal is sziikséges megjegyezniink, hogy az egyenes barmely pontja egy alkalmasan valasztott
parabola tengelypontjdval esik egybe.



a) Jelolje x az A siitemények, y pedig a B sii-

temények szamdt.

Ekkor a feltételek szerint a kovetkez6 egyen-
I16tlenségek teljestilnek:

x>0, y=>0, tovabba x,yeZ;
x + 2y <45 (aliszt mennyiségére);
2x + y < 35 (a cukor mennyiségére);
x +y <25 (a margarin mennyiségére).

A nyereséget az aldbbi kétvaltozos fiiggvény
irja le:

f(x, y) =T70x + 50y.

Feladatunk tehat a fenti 6t egyenlGtlenség
teljestilése mellett az f fiiggvény maximu-
manak meghatdrozasa.

Az els6 két egyenlGtlenség egyiitt a koordinata-rendszer elsd siknegyedét irja le. Ha a tobbi egyen-
I6tlenségben a reldcidjelet egyenldségre cseréljiik, akkor mindegyik feltétel egy-egy egyenes
egyenletét adja. Ha ko6zos koordindta-rendszerben dbrazoljuk a megfelelS egyeneseket, akkor
lathatjuk, hogy az 6t egyenlGtlenséget egyidejlileg egy konvex 0tszog belsd, illetve hatdrpont-
jainak koordinatéi elégitik ki (Id. dbra). Ebben a tartomdnyban keressiik azt a P(x; y) pontot,
amelynek koordindtdira az f(x, y) érték a lehetd legnagyobb.

Vegyiik észre, hogy barmely rogzitett ¢ valds szdmra az f(x, y) = ¢, vagyis a 70x + 50y =c¢
egyenlet egy #(7; 5) normélvektord egyenes egyenlete. Ha egy-egy ilyen egyenes belemetsz
az otszogbe, akkor a kapott pontokra az f fiiggvény értéke dllando.

Eszrevételiink alapjan az 7i(7; 5) normélvektort parhuzamos egyenes-sereg tagjai koziil
keressiik azt, amely belemetsz az 6tszogbe, tovabba (példaul) x tengellyel valé metszete a lehetd
legnagyobb. Az dbra alapjan is meggy6zddhetiink arrdl, hogy a keresett egyenes dthalad az 6tszog
P(10; 15) koordinatdju csicsan. Ekkor:

70x + 50y = 1450.

A maximalis nyereség elérése érdekében az A siiteménybdl 10, a B siiteménybdl 15 darabot
kell késziteni.

b) A maximdlis nyereség 1450 Ft.



