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9.1. KOMBINATORIKA, HALMAZOK

Szamoljuk dssze! — megoldasok

a)2-2-2=8 b) 10, 6, 4, 2,0, -2, -4, -8
a) 4 b) 8, 4,0, -4

a) 6 b) 3, mégpediga -2, -8 és 0.
2-3-3=18

3:4-4.2=96

3:3=9

a)3-2-1-3=18

1:2:2:2:2=2%=16

2.2.2.2:.2=235=32

b)3-2-1=6 c) 2

a) A mozdonyokra 2-1, a kocsikra 5-4-3-2-1 =120 lehetdsége van egymadstdl fiiggetleniil.

Ez Gsszesen 2 - 120 = 240.

b) Mozdonyt valasztani most is 2 lehetSsége van, utdna pedig az elsg kocsit 5, a masodikat 4 jar-
mibdl véilaszthatja ki. Igy 6sszesen 2 -5 -4 = 40-féle szerelvényt allithat dssze.

a) Mivel megkiilonboztetjiik a helyeket, az olyan, mintha egyszer( linedris sorba kellene tenniink
harom személyt. Vagyis a megoldéds 3-2-1=6.

b) Ha a székeket nem kiilonboztetjiik meg egymadstol, akkor dgy kell eljarnunk, mint a korberaka-
sokndl éltaldban. Valasszuk ki egyikiiket, és vele kezdjiik a sort. Az eredmény 2 -1 =2 lehetGség.
(Nyilvan, ha A madr il, akkor B és C legfeljebb helyet cserélhetnek.)

¢) Mivel 6sszesen harman vannak, igy mindig mindegyikiik szomszédja a masik kettének. (Harom-
szdgben minden csics szomszédos.) Az eredmény tehat 1.

a) A halmazok elemeinek pdrositasat 0sszesen

f h ] j k
3.2-1 = 6-féleképpen végezhetjiik el. i Lo e il L &

1 2 2 4 4 6 6

Az egyes hozzarendelések soran a kovet-
kez§ fiiggvényeket nyerjiik: 2 4 6 2 6 4 2

3 6 4 6 2 2 4

b) Afiiggvények koziil f(x) és j(x) linedris (dbrdzolva a pontokat, ezeket tudjuk egyetlen folyto-
nos egyenessel 0sszekotni). A szabdlyaik:

fx)=2x és j(x)=-2x+8.

a) Legyen a két szin mondjuk piros (P) és fekete (F). A felsd sor-alsé sor ekkor: PF-FP vagy FP-PF
Tehat két lehetGség van.

b) Legyen a harom szin mondjuk piros (P), kék (K) és fekete (F). Ha a bal felsG sarokba pl. P-t
irunk, akkor mellé és ald 2-2 lehetGség van a sor és oszlop kitoltésére. Ha mondjuk a felsd sor
PFK, akkor barmit is frunk a masodik sor els6 négyzetébe, az utdna levék mar meghatarozottak



(hiszen a harmadik szint nem irhatjuk sajat maga ald, oda P-t kell irni). Az utolsé sor minden-
képpen eleve meghatdrozott. Mivel a bal felsé négyzetet hdromféleképp tolthetjiik ki, igy
Osszesen 3-2-2 = 12 lehet&ségiink van a négyzet szinezésére.

Megjegyzés: Ha elég tirelmesek vagyunk, akdr egyesével is 0sszegytjthetjiik a megoldasokat.
Erdemes jo stratégiat kitaldlni, hogy ne hagyjunk ki szinezést, illetve ne készitsiik el kétszer ugyanazt!

a) A hatso két ajtot 0sszesen 3 helyzetbe mozgathatjuk. Ugyanis vagy egymds mellett vannak
a jobb oldalon, vagy egymds mellett vannak a bal oldalon, vagy a két szélen vannak.

b) Az a) kérdésre adott vilasztdl fliggetleniil az elsS (tiikros) ajté 3 helyzetben lehet: jobb
oldalon, kézépen, bal oldalon. Igy a vélasz: 3-3 =32=0.

c) Az alsé részen a fentihez hasonldan ismét 9 lehet&ség van az ajtok bedllitdsdra. Mivel az also
és a felsS rész egymastdl fiiggetleniil 4llithatd, ezért a keresett érték (3-3)-(3-3) =3*=81.

A feladatra két megoldast is mutatunk.

Rajzoljunk egy ABCD deltoidot, €s irdnyitsuk a kért szakaszokat mondjuk A-t6l.

Legyen AB=b, AC=¢, AD=d. A b+ ¢ + d vektorok 6sszeaddsa tulajdonképpen egy utvonalat
ad meg. Mindegyik vektort kétféle irdnnyal tekinthetjiik. Mivel a deltoid AB és AD oldala, illetve
AC éatléja nem lehetnek parhuzamosak, igy a kiilonféle irdnyitdsokkal 6sszesen nyolc kiilonbdzs
pontba jutunk el (az eredeti irdnyitdssal példaul a P pontba jutunk A-bol).
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A masik megoldashoz jusson esziinkbe, hogy valamely b vektort ellentétesen irdnyitva —b vektort
kapjuk! Ekkor a feladatot értelmezhetjiik a kovetkezSképpen is: hanyféleképpen oszthatjuk ki
a + és — elGjeleket az eredeti vektordsszegben: ( I;) +( @) +( c_f) ? Mivel hdrom helyre kell
a kétféle jelbdl beirnunk egyet-egyet, ezért a megoldasok szdma 2-2-2 =8.

Sajnos ennyivel még nem fejezhetjiik be a megolddsokat, diszkutdlnunk is kell a feladatot. Ha ugyanis
a deltoid rombusz, akkor b + d = ¢. Ekkor el6fordul, hogy kiilonboz§ elGjelkiosztassal ugyanabba
a pontba jutunk: (b —-C+d=-b+c-d=0; S=A= T%, igy csak 7 kiilonbozd megoldast kapunk.
Megjegyzés: A vektorok dsszeaddsa felcserélhetd mivelet, ezért b, ¢ d sorrendjét nem kell figye-
lembe venniink a megoldds sordn!

Halmazok — megoldasok

a) Nem, mert nem egyértelm. b) Igen.
c) Igen. d) Nem, mert nincs réla informacionk.
e) Igen.

a) A={xeZ|0<x<6}, B={x*|xeZ é 0<x<10}
b) C = {rovid magyar maganhangzok}, D = {a ,Rdkdczi FC” méassalhangzoi}
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fIFE) A Venn-diagram az dbran lathatd. (=)

() a) Igen. b) Nem.
c) Nem. d) Igen.

fI72) a) Végtelen sok ilyen szam van.
b) 5-8-9=360

(I Jelolések: dsz: 4, kirdly: k, felsd: f, also: a. A kételemd részhalmazok:
{a;k}, {&f}, {4a}, {kf}, {kia}, {f a}.

03 a) @, {2}, {3}, {5}, {23}, {2:5), {3:5), {2:3;5).
b) {1;4}, {1,9}, {l;16}, {49}, {416}, {9;16}.

(77} A-ra végtelen sok megoldds adhat6, a legsziikebb: A = {J; {J}}.

OF o) {1}, {2}, {3}, (1;2) {1;3}, {2:3}, @.
b) Végtelen sok.

(7 a) Igaz, hamis, igaz, igaz. b) Igen, az E halmaz. Nincs.
c) Igen, az A halmaz és a C halmaz.
a) R c P igaz. b) Pc T igaz.
c) Egyik sem igaz. d) lIgaz, igaz, hamis, hamis, hamis, hamis, igaz.
fIF) a) Korvonal. b) ,.Futépélya”.
c) Zart sav. d) Lekerekitett sarku téglalap (¢ hozzétartozik).
a) b)
1cm
c) e d)
2cm
2cm 2cm




@7 a) Ha B-nek van olyan eleme, amely nem eleme A-nak, ugyanakkor nincs olyan elem, amely

mindkét halmazban benne van.

b) Ha B-nek nincs olyan eleme, amely nem eleme A-nak, ugyanakkor nincs olyan elem, amely
mindkét halmazban benne van, azaz ha B = .

¢) A masodik halmaz részhalmaza a harmadiknak.

EED a) Gombfeliilet.
b) Nyitott gombtest.

¢) Az AB szakaszt felezd, rd merSleges sik.

d) Hengerfeliilet, tengelye az e egyenes.

@ED (15;2;3), {1;2;4), {152;5), {1;2;6}, {1;3;4}, {1:3;5}, {1;3;6}, {1;4;5}, {1;4;6}, {1;5;6},
{2:3;4), {2:3: 5}, {2, 3,6}, {2:4:5), {2:456), {2:5:6}, {3:4;5}, {3;4;6}, {3;5;6}, {45, 6}.
fED a) AKkitoltott tabl4zat:
{a} {a, b} {a, b, c} {a,b,c,d}
0 elemii részhalmaz 1 1 1 1
1 elemii részhalmaz 1 2 3 4
2 elemii részhalmaz - 1 3 6
3 elemii részhalmaz = = 1 4
4 elemii részhalmaz = = = 1

b) A szamok a Pascal-haromszog soraibdl valdk. Ennek 6todik sora: 1; 5; 10; 10; 5; 1.

€[EB o) .Mindenki k6ltozzon bttel nagyobb sorszami szobaba!” Ekkor felszabadul az elsé 6t szoba,

igy oda be lehet koltéztetni a csaldd mind az 6t tagjat.

b) Végtelen sokszor végtelen sok érkezdt kell elszdllasolnunk. El§szor is keressiink jol beazono-

sithaté végtelen lancokat a természetes szamok kozott. Ilyenek példaul a kiillonb6zd prim-
hatvanyok: 21, 22 23 24 ...; 31,32 33 ...; 51 52 53 ... stb. A természetes szamok kozott
végtelen sok prim van, és minden egyes prim hatvanyainak sorozatdban is végtelen sok elem van.
Tehat van hely a végtelen sokszor végtelen sok érkezének, csak fel kell szabaditanunk a szo-
bakat. Ehhez kiildjiik minden n-edik primhatvany szoba lakéjat a 2n-edik prim ugyanannyiadik
hatvanyu szobdba.

Példaként tekintsiik az 57 sorszami szoba lakéjat. Ez a szobaszdm a harmadik prim hetedik
hatvdnya, ezért lakdjanak a hatodik prim hetedik hatvdnya sorszdmi szobdba kell koltdznie,
azaz Gj szobaszdma 137 lesz. Es igy tovdbb minden primhatvéany sorszamu szobéra. Ekkor iiresen
maradnak az 0sszes paratlanadik primhatvany-lancolatban szerepl$ szamu szobak, hiszen azokba
nem koltozik senki. Oda kell bekoltoztetni az érkezdket, mégpedig a kovetkezSképpen:

A buszok iilésszdma (pl. s5) jelentse a hatvanykitevst, a busz sorszdma pedig azt, hogy hdnyadik
lancba keriil az utas a kovetkez6 formula szerint: az n-edik buszhoz tartozzon a (2n — 1)-edik
prim. Konkrét példan: keressiik meg, melyik szobdba kell mennie a B, jeld busz 13. székén
helyet foglalé utasnak. Szobaszdma a (2-4 — 1) = 7-edik prim hatvdnyainak ldncolatdban
a 13. lancszem, vagyis a 13. hatvany. Mivel a hetedik prim a 17, igy a kedves vendég szamara
a 1713 sorszdmii szoba lesz kiutalva.
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fED ) A szakasz mentén egy hengerpaldst, a két végén pedig egy-egy félgomb. (Gydgyszeres kap-
szula.) Csak a feliilet tartozik a halmazhoz!
b) Atéglalappal parhuzamosan egy-egy vele egybevagd téglalap (alatta és felette), oldalainél fél-
hengerek, sarkaindl pedig negyedgdmbok. (Hasonléan, mint amikor a 1égparnds hajo felfijja
a légparndkat.) A megoldas az egész test, hatarold feliiletével egyiitt.

c) Lekerekitett sz€ld téglatest, ahol a lapok egybevagdak az eredeti lapjaival, oldalélei negyedhen-
gerek, sarkai nyolcadgombok. (Régi utazébdrond.) Csak a nyitott test tartozik a halmazhoz!

Megjegyzés: Erdemes meggondolni, mennyiben véltoznak a fenti alakzatok, ha kiinduldsul nem
zart, hanem nyitott (vagy félig nyitott) szakaszt, téglalapot, téglatestet adunk meg!

Halmazmiiveletek — megoldasok

flE3 AnB={7;43;61}

(ED a) Négy: &, {1}, {3}, {1;3}. b) O, A. Azis lehet, hogy a kettS egybeesik, ha A = U.

(lfl) AND=0; BNnC=0; END=0; ENnC=0; ENB=J; ENA=Q.

fF) a) AUB=1{1;2;3;4;5,6;7,9}; AnB=1{1;3;5}; A\B={2;4;6}; B\A={7;9).
b) Barmely C halmaz, melynek részhalmaza a {7; 9}.

fIFE) a) Komplementerek.
b) (A\B) U (B\A) vagy (AU B)\(ANB), AUBU(ANB) vagy (ANB)U(AN B).

(I a) A\B = {b;e; g; h},
B\C={d; f; j; k: 1},
AnC={ac;e; g h},
AuB={ab;cidse; f; g hsis js ks s m}.
b) AA\(Bu C) = {b}.
¢) A Venn-diagram az dbran 14thatd.

(75} a) A két halmaz megegyezik. b) Akét halmaz megegyezik.
c) Az elsé részhalmaza a masodiknak.




(I Készitsiink Venn-diagramot. ElGszor irjuk be a metszetet (x; u),
majd toltsiik fel a B halmaz A-n kiviil es6 részét (r; t; y; z). Amit (2] (8]
az uniobol eddig nem irtunk sehova, az keriil az A halmaz B-n
kiviili részébe. Igy kapjuk:
A={p,q,s,u, x}.
(78 a) Igaz. b) lgaz. ¢) Hamis. d) (A\B)\C < A\(B\C)
A a) AU {152;3;4) = {=3;-2;-1;0; 15 2; 3; 4};
AN {-1;-2;-3;-4} = {-1;-2; -3};
AN0; 2,4} ={-3;-2;-1; 1}
{egyjegyt pozitiv primek } \A = {3; 5; 7}.
b) U={-5;-4;-3;-2;-1;0; 1;2; 3; 4}, ezért A = {-5;—4;3; 4}.
(I8 a) Béarmely kettd diszjunkt.
b) [B\(A U C)]U[(A N C)\BJ;
[C\(A\B)]\(B\A);
AUBUCU[(AUC)NBNANBNO)].
c) AA(BuUC)

(13 Az utolsé feltétel szerint A vagy B halmazon kiviil nincsenek
tovabbi elemek az univerzumban. Haladjunk a Venn-diagramban
beliilrdl kifelé. Igy A = {1; 2; 3;4; 6; 7}.

a) Elemeikkel megadva: U = {0; 1; 2; 3; 4, 5; 6; 7; 8; 9};
A=1{2;3;5T7}
B=1{0;4,;6;8;9}.
Ekkor AUB = {1}.
b) Elemeikkel megadva: U = {0; 1; 2; 3; 4, 5;6; 7; 8;9};
A=1{2;3;5T}
B=1{6;7;8;9}.
Ekkor AU B ={0; 1;4}.

a) Elemeikkel megadva: A = {1;2;3;4;5; ...;96; 97; 98; 99; 100};
B=1{2;3;5;7;11;...;73;79; 83; 89; 97};
C=1{0;1;4;9; 16; 25; 36; 49; 64; 81; 100};
D ={4;6;8;9; 10; ...; 94; 95; 96; 98; 99}.
fgy B,D cC A.

b) Igen, B és C diszjunkt, hiszen nem lehet egy szdm egyszerre
prim és négyzetszam. Hasonléan nem lehet egyszerre prim (8]
és Osszetett is egy szam, ezért B és D is diszjunkt.

¢) A Venn-diagram az dbran 14thaté.




() a) A Venn-diagramok az abran ldthatok.

b) Toltsiik fel a Venn-diagram 6sszes mezdjét
egy-egy szammal, példaul: A = {1;2;4; 5},
B={2;3;5,6}, C={4;5,6;7}.

Ekkor
BUANC)=1{2;3;4;5;6}

€s BUMANC) C\A) U (ANB)
(C\A)U (AN B)={2;5,6;7}.

¢) A masik halmazhoz nem tartozo részeket tiressé kell tenniink:
BUANC)c(CNMA)UANB), ha ANnC)\B=B\Au(C)=0.

Forditva,
(CNAYUANB) CBUMANC), ha C\AuB)=Q.

€D a) A 2 eleme A-nak és B-nek is, de nem eleme C-nek. Hasonléan,
11 eleme mindhdarom halmaznak. A 3 és 4 helye is rogzitett.
Ebbdl és az utolsé feltételbdl tudjuk, hogy az 1, 5, 6, 8 elemek
valamilyen elosztdsban a B vagy C halmaz mastol diszjunkt
részébe kerlilhetnek. A maradék 9 és 10 igy csak az (A N C)\B
részbe irhatok. Azaz A ={2;7;9; 10; 11}. A Venn-diagram
az 4brdn l4thato.

b) A B halmaz mdr most is tartalmaz két parat-
lan szamot, igy oda nem keriilhet 1 és 5, ezek
csak C-be eshetnek. A 6 és 8 helye azonban 1. {2;3;4;11;6;8F  {1;3;4;59;10; 11}
tQYébbrg is 1férdé§es. Mivel tpbb infqrmé— (2:3:411:6)  {1:3:4,5:9,10; 11 8}
ciénk nincs, igy négy megoldds lehetséges:

6,8 B; vagy (6e€B és 8€C);
vagy (6e€C és 8eB); vagy 6,8¢€C.

Megoldas B C

2
3 {2;3;4;11; 8} {1;3;4;5;9;10; 11; 6}
4 {2;3;4;11} {1;3; 4;5;9;10; 11; 6; 8}

6 a) A metszet lehet

—iires halmaz (ekkor e és k; elkeriilok,
|€ M k] | =0); ky ¢
—egyetlen pont (ekkor e és k| érintdk,
|emk1|:1); ky . A
—zart szakasz (ekkor e és k| metszok,

|€ M kl | = °°)

(Utébbi két pont lenne, ha korvonalrdl lenne sz6, most viszont zart kdrlapunk van.)
b) A metszeteket lasd az abrakon. Két kiilonb6z4

7 . . s e ” k2 k2 k?_ k2
sugard korlap lehet diszjunkt, érintd, metszd,
és részhalmaza egyik a masiknak. Koncent-
rikus korlapok esetén is ez utébbi a helyzet.
o '
k
3 !

o

c) Korgyrd, a két kor kozotti rész. A kiilsd kor-
vonal igen, a bels6 korvonal nem tartozik
a halmazhoz!

Megjegyzés: Erdemes dtgondolni, mi véltozik, ha zart helyett nyitott korlapot, illetve a korvonalat
adjuk meg!
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EIFB) a) A metszet iires halmaz, ha
elkeriilik egymast.

x

Egy egész egyenes, ha a
henger részhalmazként tar-
talmazza az egész egyenest.

FuG
H
Egyetlen pont, ha az egye- i
nes érinti a hengert. .

\ @

Végiil barmilyen hosszu szakasz, ha az egyenes dofi a hengert. (Ne feledjiik, zart henger-

testrdl van szo!)

b) Az egész sik, ha az egyenes parhuzamos
a sikkal és nincs kozos pontjuk. s

Két diszjunkt félsik, ha az egyenes a sikban
futott.

Egy pontban kilyukasztott sik, ha az egyenes
dofte a sikot.

c) Az egész sik, ha eredetileg diszjunktak vol-
tak a hengerrel.

Két diszjunkt félsik, ha volt k6zos pontjuk
és a henger tengelye parhuzamos a sikkal
(a két félsik tdvolsdga maximum a henger
atmérdje lehet). A metszet lehet egy lyukas
sik, ahol a lyuk kor (ha a sik merdleges

S

I
~
e

a henger tengelyére), vagy ellipszis (ha a sik derékszdgnél kisebb pozitiv szoget zar be a henger

tengelyével).

Megjegyzés: Hogy a sik valdban ellipszisben metszi a hengert, bizonyitani nem tudjuk (k6zép-
iskolai tanulmanyaink soran késébb sem foglalkozunk vele).

@D o) K={(:y)llxl<1ésx yeR) vagy K={(x;y)|-1<x<16s x,yeR).
L={:»lly-2l<1ésx,yeR} vagy L={(x;y)|1<y<3ésx yeR]}.

b) Jelolje K’ a K, L’ pedig az L elforgatdsabdl kapott sdvokat. y
K’\L’ a csak \\\ ferdén satirozott; L’\K’ a csak /// ferdén L I

satirozott; K’m L’ pedig a racsos rész.

Halmazként felirva ket (minden esetben x, y € R):
KA\L= {1yl <1 és (x<-3 vagy x>-D};
L\K’ = {(x;y)| Ix+21<1és (y<-1vagy y>1};

KnL={(xyllxl<1 e ly-2]<1).

1] K




([ a) Amit biztosan beirhatunk a halmazabriba, az a harmadik,

illetve az utolsé feltételbSl adodik. A 10 a harmas metszetbe,
az 1, valamint az 5 csak a B-be keriil. (A m B)\C iires.
A maésodik, illetve az utolsé el6tti feltételbSl (C N B)\A
részben egy elem van, ez vagy 2 vagy 7.
Ennél tobbet nem tudunk, ezek szerint
B={1;5;7;10} vagy B=1{l;2;5;10}.

b) A feladat feltételei megengedik, hogy a 7 az A-ba essen, de az is lehet, hogy 7 ¢ A. Nem

tudjuk pontosan megmondani.

c) Folytatva az a) gondolatmenetét, C-bdl egy,

A-b6l még két elem hidnyzik. A szabad Loeooe A i -
elemek a 3, a 8 és 9. Ezek koziil kell kett6t i {7;10;8;9} {1;5;10;2}  {2;7;10; 3}
csak A-ba, egyet csak C-be irni. Ez harom 9 (7:10;3;9}  {1:5:10:2} {2:7:10: 8}
lehetGség. B-re volt még kettd, igy a fel-

adatnak 2-3 =6 olyan megolddsa lehet, 3. {7;10:3;8  {1,510;2}  {2,7,10;9}
amely klelégﬁl a feltételeket. A tablazatban 4 {2:10;8;9}  {1;5:10:7} {2;7;10; 3}

lathat6 hat lehetGségbdl kellett felirni harmat.
{2,10;3;9} {1;510; 7} {2;7;10; 8}

6. {2;10; 3; 8% {1;5;10; 7} {2;7;10; 9}

Halmazok elemszama, logikai szita — megoldasok

W[ =8

s

a) 6 elemi: {e, 1, a, 6,1, 6}.

b) 4 elemi: {J; {a}; {b}; {a, b}}.

c) Végtelen sok eleme van: {szabdlyos 3-, 4-, 5-, 6-, 7-, ...-szogek}.
d) 6elemi: {2;3;5;6;10; 15}.

IT| =123 + 45 + 87 =255
|[AUB|=20+32-14=38

Két megoldést is adunk.
I. Alkalmazzuk a logikai szitat:
26=|NUD|=IN|+|DI-INNDI=15+20-|NN DI,
ahonnan a metszet elemszdma 9. Vagyis csak danul |D|—|N n D[ = 11 f§ tanul.

II. Irjuk a Venn-diagramba az elemszdmokat a metszettel (x)
kezdve. x helyére olyan szdmot kell irni, hogy (V] ° (D]

1I5-x+x+20-x=26
legyen. Ez x = 9-re teljesiil. fgy csak danul 20 -9 =11 f§
tanul.
Két megoldast is adunk.
I. Alkalmazzuk a logikai szitat:

10=|Ul=IFUK|+x=|Fl+|K|I-|FNK|l+x=5+4—-1+x,
ahonnan x = 2.

........................ .12



II. Jelolje U a bardti tarsasdgot mint alaphalmazt, F a fociért, u
K a kosarlabd4ért rajongdok halmazat. Irjuk az elemszdmokat
a Venn-diagramba, kezdjiik a metszettel. Utdna toltsiik fel
F-t 5 és K-t 4 elemre, majd az egészet egészitsiik ki 10-re.
A megoldas 2.

o

Jelolje T atarka farkd, H a hosszi csérd szarkdk halmazat. A logikai szitdt alkalmazva:
| T U HI=200-0,6 +200-0,7 —200- 0,4 = 180,
igy a rovid csord és egyszind farktolld madarak szdma 20. (Ez az 6sszes madar 10%-a.)
0 <|N N D|<4. (A golyéstollak dsszes szdmdra nem tudunk mit mondani, mert Magdinak lehet-
nek olyan tollai is, amelyek az emlitettektdl kiilonbozdk.)
Legyen J a joképtl, O az okos fidk halmaza. A logikai szitdt alkalmazva:
lJuol=7+5-3=09.
Rajtuk kiviil vannak még nyolcan, akiket a lanyok — papiron legaldbbis — kikosaraztak. fgy 17 fia
jér az osztalyba. Evelinen és Lilin kiviil pedig még 14 lany tanul ott, 6sszesen 16-an. Az osztilyba
eggyel tobb fid jar, mint lany.
(@ Kétféle megoldast is adunk.

I. Logikai szitdval: Jelolje Hi a hintdz6, Ho a homokozé gyermekek halmazait. A kergetdzdket
nem jeloljiik kiilon, beleesnek az 6sszes bolcsist tartalmazé U univerzumba.

14=|U|=|HoUHil+2=|Hol| +|Hil-|Ho " Hil +2=9 +|Hi| -5 + 2.

Innen |Hi| =8, a csak hintdz6k szdma pedig 8 — 5 = 3.
u
(Ho] (Hi]
6 2

[ Nem lehetséges. Minden szdm vagy az egyik, vagy a mdsik halmazba esik. A két halmaz unidjanak
s-sel jelolt elemszama: | 1

—S+—-5s—=-5=—"5,

3 4 2 12

ami szerint az unién kiviil is vannak még elemek. Ez viszont ellentmond az els§ feltételnek.

II. Venn-diagrammal:

Jelolje a talban levs g darab gumicukrok koziil A az éllatos, S a tobbszind cukrok halmazait. Ekkor
lUI=g=1AUSI+0,1-g=|Al+[S|-|AnS|+0,1-g=
=04-g+08-g-lAnS[+0,1-g,
ahonnan |A N S|=0,3-g. Mivel 10% pontosan 9 + 6 = 15 cukrot jelent, igy a tdlban dsszesen
45 darab szines allatfigurds gumicukor volt. Azoéta persze Eszter is evett bel6le.
a) Jelolje M a matematika, N a magyar nyelvtan hizit készit6k halmazat. Ekkor
UI=IMUNI+3=IM|+INI-IMANI+3=13+15-8+3=23.
A csoport 23 f6s.
Megjegyzés: A mésik lehet§ség Venn-diagramba irni az elemszdmokat.

b) Csak a matek hazit 13 — 8 =5 {6 készitette el, ez pedig a 23-nak 100 - 2%’ =21,74%-a.
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Jelolje az eperfagyit kedvel6k halmazat E, a mélndsokat M,
a citromot szeretGket C. Rajzoljuk fel a Venn-diagramot, majd
haladjunk beliilrdl kifelé. Az dbraba keriilt szimokhoz még 13-t
kell adnunk, igy az osztalylétszdm:

1+2+3+4+13=2316.

Az els6 mondat alapjan U =V U P, ahol V a verseket, P a prozét tartalmazé konyvek halmaza.
Tudjuk még, hogy |VI=9, |P|=7 és |V P|>1. Mivel legal4bb egy olyan kényv van, amelyik
csak prozat tartalmaz, ezért a metszetben legfeljebb 6 konyv lehet, igy

6>V P|>1.

A logikai szitat felirva:
152|U1=9+7-1VA Pl 210.

A polcon levé konyvek szdma 10-t8l 15-ig terjedhet.
Megjegyzés: Masik lehetGségként felrajzolhatjuk a Venn-diagramot is.

Kezdjiik most logikai szitdval. Jelolje U a helyszinen tartézkoddk
halmazat, V a védét, K a kozéppdlydst és Cs a csatart mar
jatszott fidk halmazait. Ne feledjiik, Ede és a harom kapus is ott
volt a megbeszélésen, de nem jelentkezett! Ekkor

UI=1+3+IVUKUCsl=4+|VI+|K|+]Cs| -
~lVAKI-IVACsI-IKN Cs|+IVn KN Cs| =
=4+19+20+22-10-9-11+4=39.
Ugyanez Venn-diagrammal az dbran lathatd.

Jelentse H, I, P azon fdk halmazait, melyek mellett hdvirdg, ibolya, pipacs terem. A szdveg

szerint minden fa mellett nyilik valamilyen vadvirag, igy a szita formula: 20

f=|HquP|=%-f+l-f+l-f—i-f—l-f—l-fHHmImPl.
3 15 3 10 5 30
Innen adddik, hogy az osszes fa %—e 20 darab, vagyis a kertben 300 fa taldlhato.

a) Az (1) feltétel szerint (A N C)\B-be nem esik egy elem sem,

a harmas metszetbe viszont 5. Ez és a (6) feltétel szerint
(A N B)\C-ben 3 elem taldlhatd. fgy C szamossdgdval végez-
tiink is, mert csak C-be 4 elem esik (hogy (3) alapjan Osszesen
12-t kapjunk). Persze nem ez volt a kérdés.
A (4) feltétel szerint frhatjuk be x és 2x kifejezéseket. Mivel
(2) miatt B-nek 10-zel tobb eleme van, mint A-nak, igy
csak B-be 2x + 7 keriil. Az (5) feltétel szerint pedig 2-2x =2x + 7 + 3, ahonnan x = 5.
Tehét |A| =20, | Bl = 30.

b) Osszeadva az egyes részekben levs szdmokat, az eredmény 44.

a) Jeldlje B, H, P a Bécsben, Helsinkiben, Pragaban jart szinjatszok halmazait. Mivel 55%-uk jart
csak egy varosban, igy 45%-uk, vagyis 27 6 tobb helyen is. Tudjuk, hogy (H M P)\B lires

halmaz, ezért
27=21+15-|HNPNBI.

Innen a harmas metszet elemszamara 9 adodik.



b) Beirhatjuk csak H-ba a 3-at, csak P-be x-et és csak B-be

2x-et. Mivel a 60 f&s tdrsulat tagjainak 55%-a csak egy - ‘ﬂ
vdrosba jutott el, igy
o\

33=3x+3, £ N
ahonnan x = 10. Ez alapjan Bécsben 47 {6, Helsinkiben 18, @ w
Pragaban pedig 31 6 jatszott. r)
a) Erdemes el8szor értelmezniink a kijelentést. A ,,metszetiik elemszdma”: |A N B N C|,
az ,elemszamaik szdmtani kézepe” pedig (mivel harman vannak): w A kijelentés

szerint el6bbi nem nagyobb, mint utébbi, azaz kisebb vagy egyenls:

|AmBmd<LMHMHC

Ezt kell igazolnunk.

Mit tudunk barmely metszet elemszamér6l? Példaul azt, hogy kisebb vagy egyenl$ az 6t
alkot6 halmazok elemszamaindl. Vagyis

[AnBNC|I<|Al, [AnBNC|I<I|B| és |AnBNC|<|Cl.

Osszeadva a fenti harom egyenlétlenséget, majd hdrommal elosztva, éppen a kérdezett dssze-
fliggést kapjuk.

Megjegyzés: JOl latszik, hogy a kijelentés dltaldnosithaté barmennyi véges halmazra.
b) A masodik részben

. Al+IBl+IC] _
eSS ——=

[ANBANCl=k k+1.

Utébbit megszorozva harommal:

|Al+|Bl+]Cl=3k+3.
Rendezziik a kovetkezSképpen:

(lAl-k)+(Bl-k)+(Cl-k)=3.

Most vessiink egy pillantdst a Venn-diagramra. A feladat sz6-
vege szerint x, y, z egyike sem lehet 0. Utolsé egyenletiink
ezen feltétel mellett csak ugy lehetséges, ha x=y=z=1 és
tovabbi elemet nem tartalmaznak a halmazok. Azaz uniéjuk
elemszamara:

lJAUBUCl=k+3.
Megjegyzés: Kidertilt, hogy a harom halmaz elemszdma egyenld.

¢) Gondoljuk meg, hogy a feltételeknek meg-
felel két véglet az aldbbi két lehetséges
helyzet az elemek szdmara.
Az els6 esetnél tobb eleme mar nem lehet
az uniénak.
A masodik esetnél pedig kevesebb eleme
nem lehet az unidénak.
Az abrabol pedig leolvashatjuk a feladatra adott valaszt is:

n—k

1,5 -0,5k=3- +k<|[AUBUCI<3-(n—k)+k=3n-2k




Szamegyenesek, intervallumok — megoldasok

17 a) és b) intervalluma az dbran lathato.

K o—e
) J=[-2:1] | e—
d) H={xeR|-1<x<3) e

(il a) Az I és K intervallumok félig nyitott, félig zart, a J nyitott, az L pedig zart intervallumok.
b) Igen, Jc K és LcC K.
c) Egészitsiik ki K-t a jobb végponttal. A megoldds: K> =[-2;2].

a) K nyitott, J zart, I balrdl zart, jobbrdl nyitott, L pedig forditva, jobbrdl zart, balrdl nyitott.
b) 1=[0:3[; J=[16]: K=]-1:4[; L=]47]; nv=[0;1[; K\I=]-1;0[ U [3;4[;
INL=[1;4]; 1nJ=[1;3]; JnL=]46]; JoL=[1;7]; KuJ=]-1;6]
c) I és L, illetve K és L diszjunkt intervallumok.
d)L=[-1:4]; K={-1}U[47]

a) [={xeR 4 <x< A , szdmegyenesen:
5 15 = -0,5 0
p 89 10 11
15 15 15 15

D a) A megadott intervallumok dbrédzoldsa az egységkorben:

b) A z6ld szinnel dbrézolt szog: [135°; 225°[.

A piros szinnel dbrazolt szog: [270°; 360°[ vagy [-90°; 0°[.
00

(50 a)—d) Ne feledjiik, I és J két-két részbSl 4 —

all ossze! | ——o -—

) H={xlxeR é |x|>3). ; —

G(2) és I(<) esetében igen,
J=1-5;-1[ U [0; e].
([T a) Ott van a fiiggvény zérushelye, ahol gorbéje

PRI R R A

y
metszi az x tengelyt. Az adott fliggvénynek s
3 zérushelye van, az x =0, az x =5, valamint )
az x =7 helyen. ;
b) Ott vesz fel negativ értéket, ahol az x ten- /
gely ala megy: [-1;0[ és ]5; 7| intervallu- Bl S N A i
mokon. -
¢) Novekedési intervallumok: [-1; 1], [2; 4],
[6; 8].



fIIE) a) Feliil nyitott negyedsik.

b) Negyedsik, amelynek levdgtuk a sarkat. A tengelyek felSl nyitott, csak a rovid vizszintes
hatéra tartozik hozz4.

c¢) Csak feliil zart téglalap.
d) Csak feliil zart négyzet.

a) y b) y c) y d) y
31 31 Har
2 21 2 2
1 1 | 1
-2 - 1 2 3 X -2 A 1 2 3 X -2 - i 2 3 X -2 - 1 2 3 X
-1 -1 14 -

a) U=R, H={xeR|x>-2}=[-2;].
b) U=R-, H={xeR|0>x>-2}=[-2;0[.
c) U=RY, H=U=[0; .
(A H ebben az univerzumban iires halmaz.)
d) U=1{4;3;2;1;,0;-1;-2;-3;-4; ...},
H=1{-2;-1;0;1;2;3; 4}.

d)je o e o 0 0o o

c)e
b) e—o
a)e

PR R N R

(3 «) Elészor érdemes az adott intervallumokat dbrdzolni szamegyenesen, majd segitségiikkel a kér-
déses intervallumokat meghatdroznunk. A keresett intervallumok alulrdl felfelé, sorban

taldlhatok.
L o————o (KUJI\LO
(Lul)\Ko—e o—o
KOo——"0 N o———
Knl &———O
| o——ue LNK O—=e
101234567839 101234567839

LnK=]3;5], KnI=[46], INJ=[46], J\=]7; ],
(LUD\K=]2;3]U6:7], (KU\L=]5;0[
b) Az aldbbi intervallumokat nem 4brazoltuk szamegyenesen, csak leolvastuk az eredményeket.
L=]s5:f, T=]2:6[, TOT=]24],
TUK =]2;3]u 7,0, TULUK=@.
a) Mindkett6t kiilon-kiilon k6zos nevezdre hozva, majd azzal megszorozva és atrendezve kapjuk
eredményiil (kdzben negativ szimmal nem osztottunk, szoroztunk):
x>-5 és x<3.
b) 1=]-5; e[, J=]-e0; 3]. ; .
¢) InJ=]-5;3], N =]3;00[, J\[=]-0,-5]. 1o

d) v J =R, hiszen egyesitésiik magdt a szdm-
egyenest adja.

© 565-4-3-210 12 3 4



a) Erdemes felrajzolni néhdny intervallumot
(az intervallumot n indexével jeloltiik). Ebbdl
mar lathatjuk, hogy végtelen 1épcsérdl van
sz6. Igy konnyen vélaszolunk a kérdésekre:

Jl ﬂJzﬁJ3= {2}

1088

b) (HhLuJP\L=[1;2[ Ul4;5].

J4.—.
JS._.
JZ._.
J1.—.

10123456789

A rajzolés el6tt érdemes fliggvényként gondolni az Osszefiiggésekre, a)-ban példaul y =—x + 2,
illetve y = x — 3 alakban dbrédzolni a linedris fiiggvényeket, majd utdna szinezni az egyenl6tlen-
ségnek megfelelGen! Azt se feledjiik el, hogy meg kell mondanunk, hogy a kialakult alakzatokhoz

mely hatdrok tartoznak hozz4, és melyek nem.

a) A K tartomdny a /// irdnyban satirozott, L pedig \\. Az L\K tartomdny a csak \\\ irdnyban
satirozott fels6 rész (negyed sik). Hatdrai nem tartoznak hozza.

b) Akérdéses ponthalmaz egy parhuzamos egyenesek kozotti sav egy darabkaja lesz (a derékszogl
haromszoghoz a befogdk nem tartoznak hozza, csak az atfogd). Az utolsé feltételek miatt végiil

az x —y > -1 feltétel mindig teljesiil.

a) ’ \

b)

A4 1 3 5 X
T y

c) Az N és az O is egy-egy savot hatdroz meg a sikon. Mds irdnyba ddlnek, és szélességiik sem
ugyanaz. [lyen ponthalmazokat gy is megkereshetiink, ha kiprébalunk j6 néhany pontot a sikon,
és ellendrizziik, igaz-e rajuk a feltétel. Elég sok pont utdn mar latni fogjuk a szabdlyszerdséget.
Az O\N eredménye két félsav (a csak \\\ irdnyban satirozott részek). Hatdrai hozz4 tartoznak,
hiszen N a hatdrait nem tartalmazza, igy nem is vettiik el ket O-bdl.

d) P nem egyenlGtlenséget tartalmaz, hanem egyenletet, ezért nem kell satiroznunk: egy négyzetet
kapunk. Q-ndl oda kell figyelni arra, hogy x és y is csak egész szamok lehetnek! Tehat itt sem kell
satiroznunk, csak egész koordinat4ju pontokat bejelolni. A pontokat a fekete szaggatott vonallal
jelolt rombusz szélén vagy azon beliil kell keresni (négyzetracsos fiizetben hamar megy). A kér-
déses P N Q metszet iires halmaz, hiszen egyik gombdc sem esik a négyzet oldalaira.

c) 7

,:]‘ 7

d)




a) Abrizoljuk az intervallumokat. Barmely nagyobb indexi

intervallumnak részhalmaza egy kisebb index: lso——"—2
IZO_.
I,c 1, . ho—e
ahol p < ¢ pozitiv egészek. " 39401 92 3 4

b) A tartalmazasok miatt az 0sszes intervallum metszete az els6 intervallum: /; = ]o; 1].
c) Egyesitésiik a szamegyenes pozitiv fele, azaz R™.

z 2

Megjegyzés: A c) részfeladatra adott vdlasz pontos bizonyitdsat csak késébb adhatjuk meg. A gon-
dolat 1ényege, hogy barmilyen (nagy) pozitiv szdmot is védlasztunk, el6bb-utébb belekeriil
valamelyik intervallumba. Példdul az 111111111 eleme lesz el6szor az 111111111. intervallumnak,
majd az utdna jovo Osszes tobbinek, igy unidjuknak is.

@ED «) Intervallumként: J, = [O; % [ 0
‘/3 o—0
b) A szdmegyenes egyetlen pontjara, a O-ra igaz, hogy eleme az Jp ———0
Osszes intervallumnak. Van-e rajta kiviil mésik ilyen érték? Jy@——o
Nyilvan negativ vagy 1-nél nagyobb szdm nem lehet a metszet- 0 :

ben, hiszen egyik intervallumnak sem eleme.
Mi a helyzet a 0-hoz nagyon kozel levd pozitiv szamokra? Vdlasszunk egyet, példdul
1

az ——————
1000000
de egyre kozelebb keriilnek a 0-hoz. Az 1000 000. intervallum jobb végpontja példaul pont

-t. Ez elég kozel van a 0-hoz. Viszont az intervallumok jobb végpontjai ha lassan is,

a kérdéses érték, vagyis annak mir nem eleme az ; Az n>1000000 intervallumokra

1000000
biztosan nem, azaz az 0sszes metszetébe sem keriilhet bele. A 1ényeg, hogy barmilyen pici
pozitiv szdmmal is prébdlkozunk, mindig ezt kapjuk. Tehdt a O az egyediili szdm, amely
a metszetben megtaldlhato.

»_z

€D «) Az dbranagyon hasonlit az el6z6 feladatban szerepldre, csak

kicsit atrendeztiik a szakaszokat. —=/

. —o/

b) A metszetiik iires halmaz. Ha a 0 feldl zart intervallumok —_ ,z
lennének, akkor a 0 eleme lenne mindegyiknek. Igy viszont ——,

barmilyen kicsi negativ szdmot is valasztunk, pl. —0,001-et,
elébb-utébb a bal végpont atlépi ezt az értéket.

A konkrétan emlitett —0,001-et az 1001. intervallum mar nem fogja tartalmazni, hiszen

-0,001= L < —L.
1000 1001

Természetesen az utdna jovSk sem, igy nem lehet a metszetnek eleme.

1 1

Megjegyzések: El16z8 és jelen feladat b) pontjaban emlitett gondolatmenet vezet el minket késébb
a hatdrérték és a torloddsi pont fogalmdhoz. Megfigyelhetjiik azt is, hogy mindkét esetben
hasonléan gondolkodtunk: egy értéket valasztva beldttuk, hogy az nem megoldésa a feladatnak.
Az ilyen gondolatmenetet indirekt bizonyitdsnak nevezziik.

A 0

c) Leolvashatjuk az abrarél, hogy




Vegyes feladatok — megoldasok

0 o) 4.32-1=24 b) 4 )6

€Im 3-3-3.3=81

0D o) 3-4.2=24 b)3.-4.2.3=72

54 5 9

0D o) 2-2=4 py 2.2 3 2
%) ) 95" 16" 20

(D a) 3-3-5=45 b) 8-7-6-5-4.3.2.1=40320
) 20-19-...-3-2-1=243-10'8 d) 14-13-...-3-2.1~8,72- 1010
0)3-2:1=6

a) {10; 12; 15; 20; 30; 60}
b) A Venn-diagram az dbrdn lathat6. (c)
c) lgaz, igaz. 6&

a) {a}, {b}, {c}, {d}, {a;b}, {a;c}, {a;d}, {b;c}, {b;d}, {c;d}, {a;b;c}, {a;b;d}, {a;c,d},
{b;c;d}, &

b) {a; b}, {a;b;c}, {a;b; d}

€T a) A\B=1{0;2;4;8;10; 14}, B\A={3;9; 15; 18},
AUB={0;2;3;4;6;8;9;10; 12; 14; 15; 18}, An B = {6; 12}
b) A= {-1;1;3;5,7,9}, B= {-1;0;1;2;4;5;7,;8; 10},
ANB={-1;1;5;7}, A\B={-1;1;3;5;6;7;9}
a) A Venn-diagram az dbrén lathato.
b) B\A={1;10}, C\B=1{2;3;6; 8},
ANC={2;7;8}, CuB={1;2;3;6;7;8;9; 10}
c) B\AuC)={1},An(BuCu {11})={1; 3; 6; 10},
ANB)UANC)UBNC)={1;3;4;5;6}

i) AUC\B={6;é; 1)}
|[AUB|=82=56+93—-|ANBI, innen |A N B|=67.

ik} Jelolje G a gitdros szdmok halmazdt, D a dobosokat.
|GuDI=IGl+ID|I-IGNDI=13+10-8=15.
A Vizilovaknak 15 sajat szamuk van.

Kétféle megoldast is adunk.
I. Jelolje H a szuperhdsoket, J a jarmiveket, M a mesehdsoket tartalmazo képregények halmazit.
|[HOJuM|=30=|H|+J|+IMI-|HANJI-IHAMI-|JAMI+|HAJM|=
=14+9+20-3-5-|HAM|+1,

innen |H N M|= 6. Mivel a hirmas metszet 1, ezért az egyiitt gyalog jaré6 mese- és
szuperhdsoket felvonultatd képregények szdma 5.

........................ .20



II. Venn-diagrammal:
Davidnak 30 képregénye van, igy
14+2+4+15-x=30,
amibdl x = 5.

iil5) a) Az intervallumok 4brazolasa:

L &e=——O
b) \K=]-1;1[, JnK=]2;3], KuL=]0;3] o
c) Igen, J és L. Igen, L 1. Jo—e

| OO

21012345

a) A megoldédsok: x> -3 és x <2. Abréazolasuk:
b) InJ=]-3;2] e
c) INJ=]2; 09 43241012 3
d) J\I = ]-o0; —3]






