10.2. A GYOKVONAS

Racionalis szamok, irracionalis szamok — megoldasok

a) 2,625; b) 2,3125; c) 4,83;
d) 0,583; e) 0,45; f) 1,428571;
g) 1,538461; h) 0,2941176470588235.
191 21973 23
a) —; b) ; c) —
250 10 000 9’
413 764 172
d) — - i
) 99 ° € 999’ 7) 225
)75_7 B 31531; l,)6=g.
990 9999 1

Mindegyik bizonyitds indirekt dton torténhet.

a) A derékszogli haromszog 4tfogéja 2, befogdi 1 és +/3.
b) A derékszogli hiromszog befogéi 1 és 2, dtfogdja /5.
¢) A derékszogi haromszog atfogéja 4, az egyik befogéja 1, a masik +/15.
d) A derékszogli haromszog atfogdja 5, az egyik befogéja 1, a masik /24.
e) A derékszogi haromszog befogéi 3 és /2, tfogdja v/11, ebbdl 2-t elvesziink.
f) 3-bol elvessziik az a) részben szerkesztett J3-t.
g) A derékszogii haromszog befogéi 2 és /3, dtfogdja /7, ezt megfelezziik és elvessziik a 2-bél.
h) A derékszogli haromszog atfogdja 8, az egyik befogéja 2, a masik /60.
i) A derékszogi hiromszog befogéi 44 és /73 (egy masik derékszogi hdromszogbdl szerkeszt-
hetd, melynek befogéi 8 és 3), az atfogd ~/2009.

a) Példdul: 1,23112311123111123...; 1,23223222322223...; 1,21213213321333...
b) Példdul: 11,123112311123...; 12,212112111211112...; 13,1331333133331...
c) Példaul: 31,21221222122221...; 32,213211321113...; 33,3133133313331...

W a) %:2,5625; a 2009-dik jegy O. b) 1?—3 6; a 2009-dik jegy 6.
13 : . 5 : o
c) —=2,16; a2009-dik jegy 6. d) 5" =0,5; a2009-dik jegy 5.
25

e) ——3 571428; 6 jegy ismétlédik, mivel 2009 =334 -6 + 5, a keresett jegy 2.

f) ﬁ =0,7058823529411764; 16 jegy ismétldik, mivel 2009 = 125- 16 + 9, a keresett jegy 2.

Raciondlis példaul: 5,991; 5,992; 5,993.
Irraciondlis példaul: 5,9912112111211112...; 5,99232232223...; 5,99565565556...



€ID a) Igaz.

b) Hamis, példaul (1++2)+(3-+2)=4.

c) lgaz.

d) Igaz, példaul % : % =2.

e) Hamis, példaul (vV2-1)-(V2+1)=1.

f) Igaz, lasd az el6z6 példat.

g) lgaz.

h) Hamis, minden raciondlis szdm reciproka racionalis.

i) Hamis.

A négyzetgydokvonas azonossagai, alkalmazasaik — megoldasok

1
a) x=—;
) 2

3
d) x<—;
) x >

g) x <=3 vagy xZg;

Jj) x <=3 vagy 2<x;

a) 6;

d) 2,

g) 3

J) 25;

m) 2401;

r) 2

a) 50 >/45;
d) 20 <21,
g) V23 </24;
a) 24 +11-/6;
d) 12;

g) 34-24-2;
j)19+4-J21L
a) 2;

d) 4;

g) 30;

j) 2-/89 —18;

b) x=0;
e) xeR;
1
h) x=2—;
) x 5
k) x<—1 vagy x> 1.
b) 3;
e) 5,
h) 15;
k) 16;
n) 121;
q) 12.
b) 77 </78;
e) V13 </14;
h) 27 </30;
b) 5-J2+1,;
e) 14,
h) 48 +24 -3
b) 5;
e) 5;
h) 2;
k) 2-/41-12.

c) x<0;

A

i) x=2;

c) 14,
f) 155
i) 3;
1
1) =:
) >
0) 9;

¢) 20 =+/20;

f) /30 =/30;

i) L>l
10 5

c) 1;

fl 4

i) 45-20-/5;

c) 5,
f) 6;
i) 56,



IR a) 75 >72; b) V108 >+/98;
d) \99 >/92; e) N72 =72;

g) V2 =142; h)\/7 \/7;

VN3N

E a) 0; b) 6-/3; c) 0; d) 2
g) 2; h) 47; i) 17; j) 3-a;
45, w22,
d) 3-7; e) g;
27, 13-4/10
g) —3 h) 0
J) S'ﬁ,x>0; k) M,yﬂ);
2 3
G a) 8-(V5-2); b) 6-(3+1);
d) 2-(J6 -1); e)2-(2-V3+1);
g)2-(4-42-3-J3); h) 5-N7+6-3;
j) 5-(Jx-1) >0: k) —“'(‘/E”),azo,a;el;
x—1 a—1
@D a) 2-3-V2; b) 6++/3;
d) 1; e) 5++21;
4 3 J_+1 _
g) _H’ a_1 20,(1?51,
J) 5_3.\/§,y20,y¢1.
y—1
Ei a) V5 b) J15; c) \/%; d) J6;
¢) 12a%;  h) Jab; i) b3,
FIEE) A nevezdt gyoktelenitve:
a)ﬁ=\/€+\/§,ezért\/_ <2
7 ) 7
b)m—2'\/§+\/§,ezeﬂ3 \/§<\/ﬁ_\/§.

¢) V500 > /436;
f) J448 < /450

(72
3B

e) V3 1
k) 0; 1) 14 -/2x.

C)4'\/§;

f) i;

y-x/_

i)
x

) g,y>0.

x>0;

c) —5'(2+\/7);

£)11-(3-V2 +V17);

i) 19 +6-10;

I (x +)’
X=y

, X, y>0,x#y.
C)7-\/§_7~\B—5'
2-J5 10

f) 34;

2J‘ 6

x—1

x20,x#1;

e) N £y



a) Gyoktelenités utdn:
(V7+v3) - (20-2-84) (10+2-v21)-2-(10 - /34) _
4 4
_(10+34)-(10- V84) _100-84 _16

=—=8.
2 2 2

b) A nevezd atalakitasaval:

(6 + 2 ]-(10+7-J§):(7-J§-10)-(7-£+10):49-5-100:145.

542 2-(5-2)
A behelyettesités eldtt végezziink étalakitdsokat:
2 Vr+2 Jx-2 _(r+2)- (Vx-3)+({x-2)-(Vx+3) _2x-12_29

3+ dx  Jx 3 x—9 T x—9 22
p) 3N+l 3Ja -1 B Va0V +5)+B-Vx-1)-0-Vx-5)
2-Jx -5 542 Jx o 4x - 25 B
_ 120410 62
T 4x-25 121

A bal oldali tort nevezdjét gyoktelenitsiik:

125+51-/6  (125+51-46)-(5+6)
5-46 25-6

A jobb oldalon levé nevezdt gyoktelenités utdn emeljiik négyzetre:

2
(;j=(5+2.\/6)2:49+20~\/6.

=49 +20-/6.

5-2.6

Mivel v4x2 —12x+9 =/(2x — 3)2 = |2x - 3|, ezért:

a)|2x-3|=2x-3,hax>=;

o w

b)|2x-3|=3-2xhax<=.

[\

a) A hdromszog oldalai: a = 3; b=~72=6-/2; ¢ =9 egység.
b) Akétbefogd /15 és 210 egység, az 4tfogd 15 egység.

c) A Pitagorasz-tétel alapjdn:

2=V 1) +(2x-2x+ D).
ahonnan:
2 =4x2+4x +1,
c2=2x+1)%
c=2x+1.

Mivel x € IN*, az atfogé hossza pozitiv egész szam.



AlN) o) Gyoktelenitsiik a tortek nevezdit:

A_x/§+\/§_(\/§+\/§)-(\/§+ 2)

=55 ) =15 + 10 + /6 +2;
V0B (B0-B)-(BND) o o
B= N T =2-15-2-J10 —=2-/6 +4.

Nézziik a két kifejezés kiillonbségét:
A-B=-15+3-410 +3-/6 -2=(3-410 -v/15) +(3-/6 - 2) > 0.

Mert mindkét zaréjelben pozitiv szam all.

Tehat A > B.
b) Egyszertsitsiink:
A=5-2-2-3
po20-46_10-2-v6_(10-2V6) V2 _o 5 , g5
2-\2 V2 2
Tehdt A = B.

c) Hozzunk létre a gyokok alatt teljes négyzeteket:

M N 2 V3-1_ B3+1
A=\/§+ 5(4—2\/§)=\/§+ 5(\/5—1) =\/§+ \/E = \/E >

1 1 2 J3+1
B:\/E-(4+2-x/§):\/5-(\/§+l) =5

Tehat A = B.
Vegyiik észre a gyokok alatt a teljes négyzeteket:

V3542 V3% 352 V3a =\(3a + 1)) —(V3a-1)’ =
=34 + 1134 -1 =2.

Ail) a) Gyoktelenitsiik a nevezdket:

1 2-3
= = =2-43, é b=2++/3.
T B 4-3 V3 & V3
Behelyettesités:
Y 1 1 L _3+43 3-V3_,

+ = + =
a+1 b+1 3-43 3+3 9-3 9-3
b) El6bb a nevezdk gyoktelenitésével hozzuk egyszeriibb alakra az eredeti kifejezést:

(1+a)-(1—\/1+a)+(1—a)~(1+\/1—a>
1-(1+a) 1-(1-a)

l+a-Jl+a-a-V1+a-1+a-J1-a+a-Jl-a

—da

=—2a+a-(\/1+a—\/1—a)+\/1—a+\/l+a )

a




Mielétt helyettesitenénk, szamitsuk ki a két kritikus kifejezést:

l—a—\/1—£ \/2\/'\/4 243 _ (\/'21) J'21

oo _\/—2+1

Ezeket az eredményeket irjuk be (1)-be:

_2£ x/_(x/g+1_\/§—lJ+x/§—l+\/§+l _2'£+§+ 3
2 2 2 2 2 2 _ 2 2 -1
V3 V3 '
2 2

a) A tortek és gyokok miatt a #0, a #b, b > 0.

a2-b-b —a?- b’ =a2-b-JE—|a|-b2-JE=
a-(b—a)z-\/ﬁ a-(b-a)*-b-Jb

aa=b 1 . aso,
_a2—|a|~b a-(b-a? a-b
_—. _ 2= ]
a-(b-a) a-(a+b) a+b ha a<O.

a-(b-a? (b-a)?’

b) A gyok miatt a >0, a tort miatt a — 5-a + 6 # 0. Helyettesitsiink: x = /a.
x2-5x+6=x2-2x-3x+6=
=x-(x-2)-3-x-2)=(x-2)-(x=3),

tehat a#4, a#9.

A szamlal6t is alakitsuk szorzatta:
xox-2=x24+x-2x+2=

=x-x+D-2-x+D=(x+1)-(x-2).

Visszahelyettesitve az eredeti tort:

(Va+1)-(a-2) _Ja+l
Wa-2)-(Ja-3) Ja-3

c) A gyokok és a tortek is értelmezhetdk, ha x > a? és a # 0. A zardjelen beliil hozzunk kozos
nevezore:

G [(rVra®) (radaa) |

JVx-a? x—(x—d? x—(x—a?
o x _x+x—a2—2-\/;-\/x—a2—x—x+a2—2-\/;-\/x—a2 _
JVx-a? a?
Jx '—4-\/;-\/x—a2__4_x
Jx —a? a? a?’



d) A gyokok és a tortek értelmezéséhez az kell, hogy a >0, b >0 és a # b teljesiiljon.
El6bb a szamldléban hozzunk koz6s nevezdre, majd probéljunk egyszerdsiteni.

a-Ja+b-Jb
O _ava+b-Jb-a-b-b-a, 2-4b

\/_+\/_ N
Ja+-b (a—b)-(Na++b) " Ja+ b
_Na@-b)-Vb-ta=b) 2:Nb _(@a-b)-Na-Vb) 2o _
@—b)-(Ja+\b)  Na+vb (a—b)-(Na+b) " J‘ Jb

_Ja-b, 2 _a+db_
~Ja+b Ja+b Ja+b

Az utolsé szorzatot frjuk it az (a + b) - (a — b) = a® — b* azonossag alapjan:
2009-2011 =2010% - 1.

\/1 +2006 - /1 + 2007 - /1 + 2008 - 2010.
Alkalmazzuk tdjra az el6z6 mddszert:

J1 42006 - /1 +2007 - VT +2008-2010 =+/1 + 2006 - V1 + 2007 - 2009 =
=1+ 2006 - 2008 = 2007.

a) Elébb a gyokok alatti kifejezéseket hozzuk egyszertibb alakra:

Ezzel a kifejezés:

a*+20a% +16 a*+8a%2+16 (a%+4)?
x—3:——3: = )
4a? 4a? 4a?
a*+20a% +16 a*—8a2+16 (a%-4)?
xX—-T=—F—-7= = .
4a? 4a? 4a?

Ezek utén helyettesitsiink:
a® +4)? a’ - 4)? 2+4 |a® -4
fa)= J( ) \/( )2 _ . .
442 2 |a| 2]dl

A feltételek miatt |al=a és |a?-4|=4-d2
+4 4-a%> 8 i
"

fla )_ 2a 2a 2_a:

b) Kovessiik az el6bbi modszert:

1 a? -1 a2 _ 442 - b2 _ a*+2a? - b2+ b* - 442 - b2 (a2 - b2)2
T T 2" 2~ 2
x? (a®+ b2 (a2 +p?) (a?+ b2) (a2 +b?)
4p?

ezt behelyettesitve:
2
=2 (@®-57)" _ 20> la®-b?
& a’ + b? (a2+b2)2 a2+ b?  a?+b?




2h2 a? - b? _ 3b% - a2

- = , ha a=>b,
a?+b* a?+b?  a?+Db?
g(X)= 2 2 2 2 2
2b _b —a” _a +b “1. ha b>a
a?+b* a>+b% a2+b?
c) Elbb csak az (x2 — 1)-et irjuk fel a-val:
‘= a+1
2-Ja’
2 1_(a+1)2_1_a2+2a+1—4a_(a—1)2
da 4a 4a

Gyoktelenitsiik A(x) nevezdjét:

ho= 2V =L 2Nl 1))y (o),

N x2-x2-1)

ebbe az alakba helyettesitsiink be:

5 f@=17? [a+1  J@-D*) ) la-1l (a+1 la-1|
M=24" [2-JE+\/ 4a )'2 2 Ja \2-a 2af

Ebbdl:
a-1(a+1 a-1 a-1 2a
. + = . =a-1, ha aZl,
Ja (2-& 2.JEJ Ja 2-Ja
h(x)=
l—a. a+1+1—a _l—a' 2 l-a ha O<a<l
Va \2-a 2-a) Na 2-Na  a’ '

Vizsgéljuk meg a k-adik tagot:
1 =\/k+l—\/E= 1ok
Jk+Jk+1  (k+1)—k

Az Osszeg tagjait atirva:
V2-D+(3-vV2)+ (V4 -B)+...+ (n —Vn—1)=9,
ugyanazok a tagok pozitiv és negativ elGjellel is megjelennek,

Jn—-1=9,
n=100.

Alakitsuk 4t f(x)-et a szamlal6 gyoktelenitésével:
(241000 - (x2+ 1) 99
V24100 +Vx2+ 1 a2+ 100 +Vx2+ 1

Az f(x) fiiggvény paros, mert f(x) =f(—x).

F)=x2+100 —x2 + 1

Ha x =0 a fiiggvény szigorian monoton csokken, maximuma van, ha x =0, ekkor f(0) =9.
Mivel f(x) > 0, alehetséges egész értékek: 1, 2,3, 4,5, 6,7, 8 (ezeket két helyen veszi fel) és a 9.
Tehat 0sszesen 8-2 + 1 =17 helyen vesz fel egész értéket.



Szamok n-edik gydke, a gyokvonas azonossagai — megoldasok

B a) 3;
e) 3;

i) -7,
m) 4;

3

q) _Z7

u) 0,3;

B a) x;
e)lxl;
i) x*;
m) —4x>;

a) 15;
e) 2b;

i) 2x;

B a) 3;
e) 2;

FIF0) a) 3184 <3/189;

e) Y1024 <¥1053;

EZED a) 0;
e) dx - 3x:

G o) 975

e)aZO,Q/cT:W;

b) -1;
f)35;
Jj) 10;
n) 2;
2
r) —E,
5:
v) 5,
b)lal;
f) x%
j) a%
n) 27x3;
b) 6;
Xy,
f) 5

J) 2@-‘{/%-

b) 4;

/)3

b) 3135 < J136;
f) Y3159 < J3168.
b) 0;

£ 4x -3

b) W77,

f) beR, Yv7;

i) xeR, 75/x54 =25/x18; ]) x>0, 6/x13;

m) x>0, 6/ x31,

3/g2
Ema)g;

e)5-§/¥;
7-3a?
6a
EER a) 32
e) \/W;

i)

b) 2-43
) 6-925;

b) 2;
f) a*b3e;

c) -2
g) 10;
k) —100;
o) —4;

1
Y 10

2

c) b;
g) x';
k) 1x31;

o) |x|.
c) 12;
g) 2;

c)5;
g -2

c) 1377 >I1375;

c) 0;

g) 6a-a;

c) Y33

g) xe R, X/x16;

k) x>0, 1%/1;
X

) 3-35%
5-3a?.

g)3,

c) J3;
g) \2a*boc3.

d) -4;
h) T,
[)2;
p) 8

1
1 =,
)2

d) -x;
h) x3;
D1x31;

d) 15;
h) —;

d) -2;
h) -1.
d) 405 > 4400,

d) 5-42;
h) 6a3-3a.

) §27,
h) x>0,1x10 = x5
) x>0, 2 x33

d) 5-33;

.3
h)sg/z;

d) J10;



Egyrészt 2 = ¥/4.
Alakitsunk ki kozos gyokkitevoket:
2= 30/215, 3= 30/310, Y5 = 3{)/5_6‘
Elég 0sszehasonlitani a gyok alatti hatvanyokat:
50=253<323=215=8<93 =310,

B<Z=Y3<¥

Tehat novekvd sorrendben:

a) Igaz. b) Hamis, mert 4/(-11)* =11
¢) Hamis, mert ¥a'® = a3, d) Hamis, mert 3/(-a)!? = (~a)* = a*

A bal oldalon:
B B L . (LN SRRV N Y TS R P e Py
a) x—1+|xl+|x=2l=x+1,ha0<x<2.
b) x—1+|x|+|x-2l=3x-3, ha x>2.
¢) x—1+|xl+lx=2l=1-=x, hax<0.

. 2
a) Ertelmezés: x #+1. A gyokjel ald bevitel utdn hasznaljuk fel, hogy (3/x2) "= 3/x?.

2
x-3x—1+3‘3x2—1 _W—l %/_ i1y 3 (\/x_2+1)+3
Ix2 -1 i1 Tt %/_-1 I+ A2+

Egyszertibb alakban:
Yt 2. x2+4 x-Yx+2. \/7+4

3/?+1 - \/_+1

b) Ertelmezés: a—x>0 és a +x>0.

A zarojelben 1év4 kifejezést hozzuk kozos nevezore:

a-(a+x)-x-(a-x-2%>_ a’-x (a-x)-(a+x) _
(a—x) -(a+x _\/(a_x).(aJ,x) Ja-»n. TN (a—x)-(a+x).

Az eredeti kifejezés:
J@—-x)-(a+x) _\/(a—x)-(a+x)_\/a+x (a+x)2
Ya-x-(a-x)-(a+x) a-x-Ya+x Ya+x (a+x)
c) Ertelmezés: a > 0; x>20; a#x.
Els6 1épésben alakitsuk a zdréjelben 1év6 tortet:
a+¥ar’ _Ya (3 +¥5) _ (Ya+¥x) (Ya? - ax+\/7):<;/a7_%+w
Va+¥ax  Ya-(Ya +¥x) Ya +¥x '

Az elsd tort is egyszerisithetd:

a+x

ﬁ_\/_-l-\/_

Az eredetibe behelyettesitve:

Ja+x - (¥ -2 - Yax +¥4x2) =2 Yax.



d) Ertelmezés: a > 0; b=20; x=0; de a és x egyszerre nem lehet 0.

A zir6jelben 1év4 tortet alakitsuk:
Ibx3 + Yalbx _ Ibx -(\4/x2 +3¥Ya? ) — b
Vx ++Ja Jx ++Ja '

Ezt beirva, és elvégezve a négyzetre emelést:

4-Jbx +bx+3  (Vbx +3)-(Vbx +1) _
et N =bx +1.

a) A gyok alatti kifejezéseket alakitsuk teljes négyzetté:
<‘/17+12~J§—1/17-12.\/§=‘\‘/(3+2-J§)2—(‘/(3-2-&)2=
=\V3+2-V2 -3-2-2.
Alkalmazzuk az el6z6 médszert:
B2 - Z =W+ 1) 21 =
=V2+1)-(2-1)=2.
b) Legyen Ya+b-Je —¥a—b-Jc =x pozitiv egész szdm.
x2=\/a+b-\/g+Ja—b-f—2-ﬂa2—b20,
%/_/
x2+2=\/a+b-\/5+\/a—b-\/g, a feltétel miatt 1
(2422 =a+b-Jec+a—-b-Je+2-a* - b,
\%f—J

(x2+2)2=2a+2. a feltétel miatt 1

Eredményiink szerint x pdros szdm.
Legyen x =2k, x € N*.
(x2+2)2=(4k>+2)2 = 16k* + 16k + 4 =2a + 2,
amibdl:
a—1=8k*+8k?>=8k%-(k* + 1).
Mivel k? és k* + 1 szomszédos szdmok, a szorzatuk péros, ezek szerint 16|a — 1.
Tehat az a szam 16-tal osztva 1-et ad maradékul.

Vegyes feladatok — megoldasok

a) lgaz.
b) lIgaz.
c) lgaz.
d) Hamis, az 1-nél kisebb szamok esetén nem.
e) Hamis, a —1-nél kisebb szadmok esetén nem.

f) lgaz.
g) Hamis: 1§38 <1839,
h) Igaz.



E0) a) aeR; b) b>0; c) ceR; d) d<0; e) x=0.
am o) 25 >4, b) 922 <95 0 V2.3 =17 3.
EIA a) 33; b) 6; c) 1+4-J15;
d) 6-3/9; e) -1 f) 2
2) 6(\)/1; n Ax*-2-Yx —2x -1, i) 4va,
a a-1
TR a) §243; b) ¥500; c) 531

5
d) ?E; e) 1,2/(9 ; f) 1954;
3
g) ¥b; h) 15/5-
a

G a)5+5-Y5-5-45; b) 21 c)a-a-¥Ya+a-Ya.
10

2 Mivel a=——— =2-(/7 +/2), behelyettesitve a? —4 -7 -a=-20.

2145 =2 (YT 2), behely

Ha a befektetést b-vel, a hasznot h-val, az ardnyossagi tenyezSt pedig g-val jeldljiik:

h=gq- Ib.
a) Az 500 =g -3/1000 000 egyenletbl: ¢ = 5.
b) h=5-3/2000 000 ~ 630 Ft.
¢) Az 1500=5-3/b egyenletbsl: b =3003 =27 000 000 Ft.

21
2w |—
a) A fonalinga lengésideje b —‘? = /2 -szeresére novekszik.
Y
8

b) A fonélinga lengésideje b = \E = ? -szoroséra csokken.
2r - h
3t 8 o ll .
c) Ha t; =31, akkor —= > amibdl 3= 7, vagyis [} =91.
t 2w - [—
8
Tehét a fondlinga hosszat 9-szeresére kell novelniink, ha a lengésidejét meg akarjuk harom-

SZorozni.



a) H tartalmazza az egész szdmokat, a kifejezés értéke a, ha b =0.
b) Legyen x=a+b-2, y:c+d-\/§, ahol a, b, ¢, d € Z. Ekkor:
x+y=(a+c)+(b+d)-J2eH,
x-y=(ac +2bd)+(ad + bc) -2 € H.

¢) A megadott szdm eleme H-nak, mert:

J27=10-2 =\25-10 2 +2=A(5-+2) = 5-2| =5+ (1)-~2 e H.

d) A szam reciproka:

1 -b-2
_a-b V2 __a b Ne
a+b-\2  a*-2b* a?-2b> a*-2b?
Akkor kapunk egész szdmokat, ha a tortek nevezdinek értéke 1 vagy —1. Ennek megfelels

a és b értékek, példaul a =3, b =2 vagy a=7, b =35, természetesen ezek ellentettjei is
megoldasok:

1 1
- =3-2.42, —— —=-7-5.{2.
34242 7-5-J2



