10.5. SZOGFUGGVENYEK

A szinusz- és koszinuszfiiggvény definicioja,
egyszeri tulajdonsagai — megoldasok

FFE a) Pozitiv. b) Pozitiv.
c) Negativ. d) Mivel sin3 >0, cos4 <0, ezért negativ.
FIE A kovetkezd tablazatot kapjuk:
o  30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°
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A szinuszfiiggveny grafikonja — megoldasok
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y=1+sin2x
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& a) sinl<sin1; d) sin(mw—2) = sin2.
2

EI a) x=0;

b) sin(—0,2)>sin(—%); ¢) sin2 > sin3;

b) x=m; c) x=-T.



e) y f)
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a) Afiiggvény [—7‘6; —%] -ban és [g, ﬂ] -ban csok-
ken, [——; —:I -ban né. A —% helyen minimuma,
al helyen pedig maximuma van. A minimum

értéke —3, a maximum értéke 1.

b) Afiiggvény [—n; —2?”] -ban és I:g, n':l-ban csok-

ken, [—%,%] -ban né. A —2?” helyen mini-

T . .
muma, a — helyen pedig maximuma van.

A minimum értéke —3, a maximum értéke 1.
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¢) A megadott fiiggvény [-; 0]-ban konstans,

|:0; §:| -ben nd, I:g, 71:] -ben pedig csokken.

A — helyen maximuma van, értéke itt 2, mini-
muma 0, ezt [-7; 0]-ban és m-ben veszi fel.

d) Megjegyzés:

0, ha
—2-sinx, ha

sinx =0,

|sinx|—sinx:{ .
sinx <0.

Példaul:
a) a=60° 120° 420°
c) a=127°413°, 487°

a) x= 4?” + 2kr, illetve S?ﬂ +2nm, k,neZ;

c)x=§+kﬂ,keZ;

a) Vegyiik észre, hogy a 2x + 30° = o helyettesi-
téssel csak a sin o= % egyenletet kell megoldani.
Visszahelyettesités utdn a megoldasok:

x;=k-180% ke Z; x, =60°+n-180° neZ.

. 1
b) Helyettesitéssel a sin o = - egyenletet kell

megoldani fliggvénygrafikonnal.

Visszahelyettesités utdn a megolddsok:
r  2km

X=—+—, keZ;
18 3
x2=—%+2n—”, nez.

c) Hasonl6an az a) és b) feladat megoldasahoz,
helyettesitéssel a sin @ =1 egyenletet kapjuk,
amibdl visszahelyettesités utdn a megoldas:

I krm
keZ.

Xx=——+—,

24

y=sinx+|[sinx|

- .4 T X
2
y =|sinx|-sinx 12/
1
- 0 TX

e

b) oo=210° 330° 570°;
d) o=340° 560° 700°.

b) x= 2?7[ + 2k, illetve 4?” +2nm, k,neZ;

d) xz% + kr, illetve 2?” +nm, k,ne”Z.

y=1 ’ y=sina
2
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Visszahelyettesités utdn a megoldédsok:

x1:£+kn’,keZ;x2=—£+nﬂ,ﬂ€Z-
8 8

e) Helyettesitéssel:
. ) 2 . V2
sin|5x ——|=— = sina=—.
4 2 2

Visszahelyettesités utdn a megoldédsok:
:l+2kT”, keZ, x2:§+2n—”,

1770

f) Vegylik észre, hogy 2-vel osztds utan:
sin|4x — )

=—— = sina=-—.
2 2
Visszahelyettesités utdn a megolddsok:
T krm T nm

X\=—+—, keZ;xo=——+—, neZ.
2 24 2

24

g) 4-gyel osztas, majd négyzetgyokvonds utdn:

. 2 V3 V3
sin (3x - ?)

=— = |[sina|=—
2
Visszahelyettesités utdn a megolddsok:

x1=k—n, keZ; x2=£+ﬂ, neZ.
3 9 3
15 a) B); b) C); c) A);
a) 107; 2 ¢) 7.
2 7
&m ) y
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c) d)
y y :
y=§ y=sinx \ ! y=sinx
- . 0 T TN, X
57 - z 0 7 & 3t =« 2 2
-F -3 Bz o AN »
=il
y=-2 2
b4 T . ., .
—— +2kn<x< Z + 2km, ke Z; nincs megoldés, mert —1 <sinx < 1;
e
) y f) }1' y=sinx
1 y=shx \ n _x _m
T B z 121 9_4 &
6 2 6 2 6, —k\ : 0 P TN X
- /o NG : 3 2
1 ~— & §
2 - y=-3

Nel

2-vel val6 osztas utan: sinx > —5, 2-vel vald osztds utan: sinx < —7,

—2?7[+2k7erS—§ + 2krm, ke Z,;

—%+2kﬂ<x<%+ 2km, ke Z;

dtalakitds utan: |sinx| >0, x # kr, k € Z.

EED) a) Alakitsuk 4t az eredeti egyenlStlenséget:

V2 -sinfx+5|>-1 = sin|x+Z% >—£.
4 4 2

Vegyiik észre, hogy igy csak a sino > —% egyenlGtlenséget kell fiiggvénygrafikonok segit-
ségével megoldani. A grafikonok a 2646. feladat d) pontjaban lathatok. A megoldas:

—§+2kn<a<%”+2lm, keZ,

amibdl: 5
—£+2k7r<x+£<—”+2k7r,
4 4 4

—%+2k7r<x<7r+2kn’, keZ.



b) (=2)-vel valo osztas utan:

—2-sin(2x—37”)s\/§ = sin(2x—37nj2—g.

Grafikonnal megoldandé a sino = —% egyenlGtlenség (1d. 2646. feladat d) pontja).
A megoldas:

—%+2knﬁas%+2kﬂ, keZ,

amibdl: 3 5
T ok <oax -2 <2 ok,
4 2 7 4

5?ﬂ+kﬂSxS11?n+kfc, keZ.

c) 2-vel val6 osztas utan:

2.sin|x-ZL|<V3 = sin|x-Z% <£.
6 6 2

Grafikonnal megoldandé a sino < ? egyenlGtlenség (1d. 2649. feladat b) pontja).
A megoldas:

—4?”+2k7r<a<z+2k7r, keZ,
amibdl:

—4—”+2kn<x—£<£+2kﬂ,
3 6 3

—%+2kn<x<%+2km keZ.

d) Hasonldan az el6z6 feladatokhoz:

_§+2ana£4?ﬂ+2kn, keZ,

amibdl: 4
T okr<oax - B < Lok,
3 373

anxSS?”+k7r, keZ.

B33 a) 2-vel val6 osztds utin:

y
|sinx|£%. y=% o~ ; y =lsinx|
A megoldas: _i,_\,,/_sé, E _% oi,g x MX
—%+k7r£x$%+k7t, keZ. »



b) Alakitsuk 4t az egyenl&tlenséget:

y
y=£ y=sinx
| . 2 2 1
sinfx>— = |sinx|>—, : it 7 % ‘
2 2 3 4 T2 4 :
o 5T — Y 2 0z 7 3 =«
amibdl: - \ 7 2 4 N
_ V2 . 2 V2 .
sinx>— vagy sinx<—-—. V==
2 2
A megoldas:

%+2k7r£x$'%t+2k7r vagy —%+2kn3xs—§+2kn, keZ.

Rovidebben: 3
E+k7r£x£—ﬂ+k7r, keZ.
4 4

c) A sin|x| felbontésa:

. sinx, ha x>0, - J| y=sinx
sin[x[=1 . ~. L~
—sinx, ha x<0. o x 1an R A
2 - 2
A megoldas:

2n+2kn<x<-m+2kn, k<0, keZ

vagy

T+ 2kn<x<2n+2km, k>20,keZ.

B a) Afiiggvény értéke a krr, k € Z helyen 0, a grafikon egyenes
szakaszokbdl all. Paros fliggvény.

|2kr; 2k + 1)- z[-ban (k € Z) 1,
|2k —1)- m; 2kn[-ban (k € Z) csokken,
sz€lsGértéke nincs.

b) A fiiggvény |-m; m[-ban né.
Az x = —r helyen minimuma van, értéke —.
Az x = r helyen maximuma van, értéke .

c) A megadott fiiggvény péros, [—fc; —E] -ben és [O; E] -ben nd,
[—E; 0] -ban és [E; 7:] -ben csokken.
2 2
A —m; 0;  helyen minimuma van, itt értéke 0.

A_E és 5 helyen maximuma van, itt értéke 1.
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A koszinuszfiiggvény grafikonja, egyenletek,
egyenlétlenségek — megoldasok

(2653 ey
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m) 9
2 y—1—cos£
2
1
T T U 3t 2m 3n X
2 - 2 2
-2
0) y

y =1+c0s2x

b4
a) x=—;
) 2

a) cosl >cosl,5;

0 7 &® 3 o
2 2
T
b) x=——;
2

b) cosl =cos(-1);

T
c) x=——.

2

c) cosl >cos3.

265 1) y b)
2 T
; y=cos(x—5j
2 3w -m 0 7 o\ 3% An x
E e
c) y d)
1
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2 2 - 2 2
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! y &
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/_\1\/
- _z 0z z T X
2 4 2
=
g , ; h)
1 y=cos(2x—§]
.
2 3

=1- +Z
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.= o iy
2 2 | g y=lcosx|+2
[_Z; ]—ben és [E;n]—ben né. \/\/
2 2 2

Maximuma van a -, 0, & helyeken, értéke 3.

Minimuma van a _E és E helyeken, értéke 2.

b) [— n;—%:l -ben és I:%, n]—ben csokken,

[—5—” —] ben ng.
6 6

Minimuma van a —5?” helyen, értéke —1.

Maximuma van a g helyen, értéke 3.

¢) Bontsuk fel az abszolut értéket: P

2-cosx, ha cosx=0, 2
|Cosx| +CosSx = y =lcos x|+ cosx

0, ha cosx<O.
[ -7 ——] -ben és

5
5o en . i ] s
-

] -ben és [Z :I-ben, értéke 0, maximuma van x = 0 helyen, értéke 2.

] ben konstans,

I
Bl
NI
=)
ISIE]
Bl
>

Minimuma van a

Példaul:
a) oo=45° 315° 405° b) a=150°210° 510°;
c) oo=320° 400° 680° d) o=230° 490° 590°.
a)x1=—§+2k7r,keZ;x2:§+2n7t,neZ. y
Rovidebben: x = i% +2km, keZ. y=% - 1 \y‘=cosx
b) Hasonldéan az a) feladathoz: r /n _; z 0z &z T X
T 2 3 6 6 3 2
x:5+kn,keZ. =i

c) x=2km, keZ.

d) x, = ‘% + 2k, ke Z; xy = % +2nm, n e Z. Rovidebben: x =+~ + 2%n, k e Z.

T
4



e) x| = —% + 2k, ke Z; x, =% +2n7, n € Z. Rovidebben: x = t% + 2k, ke Z.

f) Nincs megoldas.
g) Nincs megoldais.

h) Atalakitds utdn: cosx = —Q. Megolddsok: x; = _%‘c +2km, keZ; xy = % +2nm, ne”Z.

Rovidebben: x =+ ‘%t +2knm, ke Z.

i) Atalakitds utdn: cosx = —ﬁ. Megoldésok: x; = —5?” +2km, ke Z; x, = 5?” +2nm, ne”Z.
Rovidebben: x =+ % +2km, ke Z.

J) x; ==70,53°+ k-360°% ke Z; x,=70,53°+n-360° n € Z.
Rovidebben: x = +70,53° + k-360° ke Z.

k) x; =—-66,42° + k-360° k € Z; x, = 66,42° + n-360° n € Z.
Rovidebben: x = +66,42° + k-360° ke Z.

a) Afiiggvény grafikonja a 2653. feladat ¢) pontjdban lathat6. A megoldas:

ve |-Froun E s unl|. kez
4 4

b) A fiiggvény grafikonja a 2653. feladat /) pontjaban lathaté. A megoldas:
X € £+2k7r,3—”+2k7r , keZ.
2 2
c) Afiiggvény grafikonja a 2653. feladat /) pontjdban l4that6. A megoldas:

x € |-+ dkm; w+ dkn|, ke Z.

d) A fiiggvény grafikonja a 2653. feladat k) pontjdban lathatd. A megoldds:
xeRlx#z-n+2%n kez

Az egyenleteket a 2646. feladathoz hasonléan lehet megoldani.

a) Helyettesitslink 2x = o-t, igy a cosa =% egyenletet kell megoldanunk. A megolddsok:

o =" 4 2%km keZ 6 op="T+2m leZ,
3 3

amibdl:
q=lrkmkeZ & xy=LiinlcZ.
6 6
b) Az a) feladathoz hasonléan o =2x + 60° helyettesitéssel a megolddsok:
0, =60°+k-360° keZ és a,=300°+1-360° [€Z,
amibdl:
x=k-180% keZ és x,=120°+1-180° e Z.



c) Az a) feladathoz hasonléan o = 3x — % helyettesitéssel a megoldasok:

o, =2 +2km, keZ és a2=—§+217r,leZ,

amibdl:

x1=7_n-+2k_n" keZ és x2=£+2l—ﬂ, leZ.
36 3 36 3

d) Az a) feladathoz hasonléan o= 2x — % helyettesitéssel a megoldasok:

oc1=5—”+2k7r, keZ és a2=—5—”+217r, leZ,
6 6

amibdl:

T

X =2 4km keZ és x2=—§+lﬂ,leZ.

e) (=2)-vel val6 osztds és o= 5x — % helyettesitéssel a megolddsok:

a1=3—”+2krc, keZ és a2=—3—”+2l7r, leZ,
4 4

amibdl:

f) 2-vel val6 osztds €s o= 2x — "%t helyettesitéssel a megolddsok:

a1=—3—”+2k7r, keZ és a2=%+2ln, leZ,

amibdl:

xy=km keZ és x2=3—ﬂ+ln:,leZ.
4

g) 4-vel val6 osztas utan:

2

1 1 1
coslx=— < |cosxl== < cosx=1—.
4 2 2

Mind a négy siknegyedben keressiink megoldast:

x=Erkn keZ b x,=FiinleZ.
3 3

b4 iy
h) oo=2x+ 5 helyettesitéssel:
cos’a=1 & |cosal=1 < cosa=+1.

A megoldasok:
oy =2km, keZ é a,=m+2r leZ,

amibdl:

y=-2ikm keZ é x,=Z+im l€Z.
4 4



. . L. T oz .
i) 4-gyel val6 osztds és o= 3x — 5 helyettesités utdn:

, 3 V3
cos a=Z o leosa|l=— & cosa=t—.

Mivel mind a négy siknegyedben keresiink megoldast:

amibdl:

Egyszertibben:

o, =2 12k, ke,
6

S
(Z3=—

2 2kmw
X=—+—,
9

4 2mm
X3=—+——
9

2r  krm

X1 =

oz

j) Hasonl6an az el6z6 feladathoz:

Egyszertibben:

P17 a) A megoldas:

keZ,

ay=-Z42r, leZ,
6

7
+2mm, meZ, a4=?ﬂ+2nn, ne’z,

x2=g+21Tﬂ, leZ,

S5t 2nrw

. mEZ, X4:?+T,HEZ.

In

—+—,keZ é&s x2=4—”+—, leZ.
9 3

x1:7—”+2k7r,keZ, x2=5—”+2l7r,leZ,
4 4
x3=%+2mn, meZ, x4=11—”+2nn’, nelz.

T

x1=7+k71', kEZ

xe |- ZioumZiokrl|, kez.
2 2

b) Mindig teljesiil, mert —1 < cosx < 1.

c) A megoldas:

X€E [£+2k7r;
3

5—7t+2k
3

n'], keZ.

és x2:¥+l7r, leZ.
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d) A megoldas:

y=L .
X€e —£+2kn;£+2k7t , keZ. z =
6 6 y =008 X
B /n x 0z E\f/x
2 6 6 2
-1
e) A megoldas: y
3 5 1 y=c0S X
xe]—ﬂ+2kﬂ;—”+2kn[, keZ. 3n oz T 3 5z 3n
4 4 4 2 2 4 4 2
7 0 INEE: X
y=—§ B
f) Helyettesitéssel: P
1 1
COS2x<—— = coso<——. U y—cosa
2 2 2n _m n2n Am 37
Visszahelyettesités utdn a megoldds: 3 2 - f—3 3 2
1 1 /3 1 X
i1 2r ] -~ <
xe|-—+km,—+kr|, keZ. y=-- 4
3 3 2
g) 2-vel osztva és helyettesitve: p
_\2
2 -cos 2x—3—7t >2 = cosa>£. ry :
2 2 y=cosa
Visszahelyettesités utdn a megoldds: - /r x 0z = T X
2 4 5 2
xe]s—ﬂ+kn;7—”+kﬂ[, keZ. =
8 8
h) 2-vel osztva és helyettesitve: p
2 1 =
2'005(3x+z)2—\/§ = cosa2—£. . 4 cosaan
4 2 T4 o
Visszahelyettesités utdn a megoldds: - A ’ o T
2 2 V2o
X€E —E+ﬁ;£+ﬂ , keZ. r==
3 3 6 3

i) Hasznéljuk ki, hogy cosx péros fiiggvény:

1 .
Helyettesitéssel tehat a coso > > egyenl6tlenséget kapjuk.

A c¢) pont grafikonja alapjan visszahelyettesités utdn a megoldas:

xe]2k7t;2?ﬂ+2k7t[, keZ.



j) Helyettesitéssel: p

cosdx<0 = cosa<O.

) o ) ) ¥ =00S &
Visszahelyettesités utdn a megoldas: /
n krm 3m  km
xe |=+—;—=+—|, keZ /—% ’ Z * iz ¥
8§ 2 8 2 y
EITE) Mivel a szinusz- és koszinuszfiiggvény értéke abszolit értékben 1-nél nem nagyobb, ezért:
sin®x < sin’x és cos®x < cos?x.

fgy azt kaptuk, hogy
f(x) <sinx + cos?x = 1.

Az f értéke akkor 1, ha [sinx| =1 vagy |cosx| =1, tehdt x =0, %,ﬂ' esetén.

ETD A megoldis: f(—x) = —sinx —sin’x — 5-cosx-sin 2x = —f(x).

ETH A megoldas: f(—x) = f(x).

BT «) Haszniljuk fel, hogy sin’x + cos?x = 1:

5 1
(1-cos?x)—|cosx|< rE

4-4.cos?x—4-|cosx|<1,
4-cos?x+4-|cosx|-3>0,

4-|cosx|?+4-|cosx|—3>0.

Legyen p =|cosx|. Ekkor 4p? + 4p —3 > 0, ahonnan p < —% vagy p > %

Visszahelyettesitve: | cos x| < _3 vagy |cosx| < > Csak ez utébbinak van megoldasa:

—§+kn<x<§+kmkez.

P T . . 24
b) A nevez$ miatt cosx # 0, azaz x # 3 + km, k € Z. Alakitsuk 4t az egyenlGséget:
5—4-sin’x

COSXx

<4,

5—4-sinx —4-cosx

<0,
COSX

(1= 29 —-4-
5-4-(1-cos“x) 4cosxs0,

cosx
5-4+4-cos’x—4-cosx

<0,
cosx

. 2y _ 4.
4-coscx -4 cosx+1s0’

coSX
(2-cosx—1)2
coSX

<0.



A kapott hanyados szdmldl6ja nemnegativ.

A hanyados akkor 0, ha a szdmldl6ja nulla, azaz ha 2-cosx—1 =0, amib6l cosx = l Ekkor
a megoldésok: 2

X =l 42%km keZ és xy=—2+2im leZ.
3 3

A héanyados negativ, ha a nevezg§je negativ, azaz ha cos x < 0. Ekkor a megoldas:

§+2nﬂ:<x< 37”+2n7t, nelz.

Az édbrazolt fiiggvények hozzédrendelési szabdlyai:
a(x) =sin (x - §)+ 1;  b(x)=cos (x + %j -2; c(x)=2-sin2x; dx)= % . sin% - X.

it Akkor értelmezett az egyenldség, ha x # 0. Alakitsuk 4t az egyenletet:
2-cosy-x=x2+1,
x2-2-cosy-x+1=0.

A kapott masodfoku egyenlet megolddsai:

_2-cosyt4-cosly—4 2-cosy+2-\cos’y-1
2 2

Ez akkor, és csak akkor 1étezik valds x-re, ha siny =0, vagyis y =km, ke Z.
Ha y=2nnr, akkor x=1; ha y=(2n+ 1) &, akkor x =—1.
A keresett szamparok tehat:

=cosy®+/—sin?y.

1,2

(1;2nm) és (-1;2n+1)-7), neZ.
BT Hasznaljuk a megoldoképletet:

No2=

_2+J4_4. 2
24 24 oS 1+1-cosla. 1

A megoldasok tehat:

yi=-1+sina é y,=-1-sina.

A bizonyitandé egyenlStlenség bal oldalét igy alakithatjuk at:
L
cosx _ cos?x

sin? x - (cos x — sinx) B tg2x-(1—tgx) B

1+tg2x 1 1 1
= : = —+tgx| —m——.
tgx  tgx-(1-tgx) |tgx tgx - (1-tgx)

Ha O<x< Z, akkor O <tgx < 1, ezért — +tgx>2, és a szamtani és mértani kozép kozti
tgx

1

egyenlGtlenség alapjan 0 < tgx- (1 —tgx) < l ezzel ekvivalens; —— > 4.
4 tgx-(1-tgx)

Ezek alapjan:

1 1
—+tgx |- —>8.
tgx tgx-(1-tgx)



PIFE) Mivel cos?x <1 és cos2x < 1 minden k € R esetén:
2-cos?x +3-cos2x < 5.

Mivel az egyenl6ség bal oldaldn sin2x <1 és cosx <1, ezért 4-sin2x + cosx <5, az egyenlGség
csak akkor teljesiilhet, ha sin2x =1 és cosx = 1. Ez a két feltétel egyszerre nem teljesiil, hiszen
ha cosx =1, akkor sinx =0, ésigy sin2x = 0. Az egyenletnek tehat nincs valds gyoke.

A tangens- és kotangensfiiggvény — megoldasok

I8 a)

d)

A harom fiiggvény grafikonja az dbrén lathato.

y b) :
o Ly =tg(x +)
y=m&—%1
4
r 1 D 1/
T AR
y ! e) ! !
Nz g\ 7 ism
¢ 4 N2 2 14
1 o\ X i 1 X
- 2 i i
§y=1+ctgx §Y=CtQ(X+%)

2015 7)) —%+kn<x<§+km keZ;

b) T +k7t<x<£+krc, keZ;
4 4

c) %+kﬂ<x< n+km, keZ;

d) kn<x<%+k7r, keZ.

2676 2,

ly=tgx+1

c)

y y=tgx
y=x
1 y=sinx
_r s A
2 2




MEGOLDASOK - 10. EVFOLYAM

NI

{
el
|
L]
E]
k]
B
i
]
3
ISE]
3
>

a) A megolddsok:

|
x= % +km, keZ. | y=tgx
B |

b) Abrézoljuk a fiiggvényt az o = % — x helyettesitéssel. : 7
, y=Clgo
Visszahelyettesités utdn a megolddsok: \
_ 1 y=1 : 1 :
x—12+k7t,keZ. i-\ X !
-mo_r noN omwo X
2 42
¢) Abrazoljuk a fiiggvényt az o= x — % helyettesitéssel. ‘ gl
Visszahelyettesités utdn a megolddsok: 4 \ \
V=N :
b4 b4
— < — . | i
3+kfr<x_2+k7r,keZ. '\ 1\ |
mo_m\ |E B\ 7m X
! 2 6 2 ]

d) Alakitsuk 4t a bal oldalt:
3-tg?x—4-tgx+1=3-tgx—1)-(tgx—1)<O0.

Tényezénként keressiik meg a zérushelyeket, majd tartsunk
elGjelvizsgélatot.

A megoldésok:
0,32+k7t<x<§ +kr, keZ.




a)k~§<x<%+k-§,kez; b) —27 + dkr < x < dkn, k € Z;
c)—£+kn'Sx<£+kn',keZ; d)£+k7r<xS£+k7t,keZ;
12 6 4 2

e) _r +k7l'$x<—£+k7‘[ és E+k7t£x<£+k7r, keZ;
2 4 4 2

f)%+k7r£x£5?” +krm, keZ.

2679 7] uggvény |——;0|-ban csokken, |0; —| -ben no, a elyen
@30 a) A figgvény ’2’0b kk ogb 5, a 0 hely

§y=\tg|x|\

minimuma van, értéke itt 0.

L)
T
>

b) A fiiggvény ]—5?”; % |:—ban nd, a 0 értéket —% -ndl veszi fel.

| §y=ctg(5—XJ
: : 6
A
T
]

_Sm;
3

A fiiggvény legkisebb értéke 2, ezt az x = T nél veszi fel, legnagyobb értéke nincs.

1 . L
Megjegyzés: tgx + ctgx =tgx + ox 22, mivel ]0; g [—on a tgx pozitiv.
gx

B3I a) A bal oldal értéke minden x-re 1, igy az egyenlet ekvivalens a kovetkezdvel: tg|x + E) =1,
azaz x =km, ke Z,; 4
DTk T ex< ik E ez, )ik Zex<ZikZ kez;
4 2 8 2 8 2 2
d) x=km keZ.
ETB Mivel 0<x< % esetén tgx >0, és tgx szigorian ng, ezért kiemelés utdn:
2-tgx —tg2x =tgx- (2 —tgx).
Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenséget:
%z—tgx)z /tgx-(2—tgx),
1ztgx-(2-tgx).
Az egyenl6ség csak akkor igaz, ha tgx =2 —tgx, azaz tgx=1, x = %

Ha tgx > 2, akkor 2-tgx — tg2x < 0.
Igy a fiiggvény legnagyobb értéke 1, és ezt x = %—nél veszi fel.



Py

Alakitsuk 4t az f-et definidld kifejezést, bévitsiik a tortet sin x-szel:
. sinx) .
) sinx + -sinx -
sinx+tgx cosx _sin“x 1+cosx

cosx +ctgx cosx) . cos?x 1+sinx
CoS X + -sinx

sin x

Mivel az értelmezési tartoméanyban 0 < |cos x|, |sinx| < 1, cosx és sinx korldtossdga miatt mind-
két tort szamléldja és nevezdje pozitiv, tehat f értéke pozitiv.

A tgx miatt cosx # 0. A megadott értelmezési tartomdnyban cosx pozitiv, ezért:

sinx
1-cosx<

—sinx,
cosx
cosx - (1 —cosx)<sinx-(1-cosx).

2 2

Mivel az adott értelmezési tartomdnyban (1 — cosx) > 0, igy egyszer(sités utdn a cosx < sinx
egyenl6tlenséget kapjuk. Ennek megolddsa az adott intervallumon:

T T

—<Xx<—.

4 2
Abrizoljuk |-7; z[-ben az f(x) = tg% és g(x) =2 —x fiigg- 3 y 1 p
vényeket. y=2-x y=to3
Az 4brardl leolvashatd, hogy a keresett gyok 1,2 és 1,3 kozott : i
van, zsebszdmolégép haszndlatdval eljuthatunk az x = 1,27 = e 7
értékhez. ; /‘ \

Osszetett feladatok és alkalmazasok — megoldasok

a) A szinuszfiiggvény potszoges Osszefliggésébdl p
lathat6, hogy g(x) = cosx, x € [-m; 7].
¥ =Cc0s X

A fiiggvény [-m; 0]-ban n6, [0; 7 ]-ban csokken.
Minimuma van a —z és r helyen, értéke —1. = A 0 s =
Maximuma van az x = 0 helyen, értéke 1. _/2 p 2\_

b) A fiiggvény ]—%;—%]—ban csokken, majd

: " n
| spo(++5)
T T » : :
——;—| -ban né. 3 i
4 4 : il
. T o ; ;
Minimuma van az x = —— helyen, értéke 0. = x = X
4 e n

a) Mivel [sinx| <1, 0<sin?x<1, igy 1 <sin?x+1<2.
Az f minimalis értéke 1, ezt az x = kx (k € Z) alaku helyeken veszi fel.

Az f maximadlis értéke 2, ezt a % + nr (n € Z) alaku helyeken veszi fel.

b) Atalakitds utdn: g(x) = 3 + cos2x, tehat 3 < g(x) <4, hiszen 0 < cos?x< 1, ha x € R.



3 . oy -
>1, ez nem lehet koszinuszérték, a masik

“i1i A cosx-re masodfokud egyenlet egyik gyoke 2

gyok ?, ez mdr lehet egy szdm koszinusza.
A megoldésok: x; = 0,96 + 2km, k€ Z és x, =5,33 + 2nm, ne Z.
A1 a) x =—£+k7r, keZ, x . +n-£, ner.
g T8 2

b) x1=—§+4k-§, keZ, x2:—§+4n~§, nez.

c) xlzkn,keZ,xZ:%+2n-%,neZ.

d) x1=k-§, keZ, x2=n~%, neZ.

FIET) Azonos atalakitdsokkal az egyenlet igy irhato:
4 4 ) 2.)% L2 2
sin“x + cos*x = (sm X + cos x) —2-sin“x-cos“x = 1.
Kivonva az 1-et, és tudva, hogy sin®x + cos?x = 1, kapjuk:
—2-sin?x- (1 —sin2x) =0 < 2-sinx-(sin2x— 1) =0.
Ez akkor teljesiilhet, ha sinx = 0 vagy |sinx| = 1. Igy a megoldésok:

x =km keZ, x2=i§ +2I, 1€ Z; rovidebben: x=k~%, keZ.
FIT1) Az egyenlet igy frhatd:
syemetiey 6-sin2x — 11 -sinx +4 = 0,

Ebbdl csak sinx = 0,5 johet szoba megoldasként, és igy

xl=z +2krm, ke Z, x2=5—7r +2nm, ne”.
6 6

BB A fiiggvény étirhat6 a kovetkez alakra: y
Vs
T . VA y =cos ‘X —7‘
cos|x—=|=sinx,ha =<x<m; 1 2
T 2 2
cos|x——=|=
n . T = _z © T ™ X
cos|— —x|=sinx, ha -#<x<—. 2 2
2 2 4

BB a) Ekvivalens 4talakitast végziink:
J3-cosx>1—sinx.

Mivel az 1 —sinx >0 (hiszen —1 <sinx < 1), ezért az egyenltlenség bal oldaldnak hatdrozottan
pozitivnak kell lennie (az egyenldséget a feladat nem engedi). Vagyis cosx > 0, tehat

—§+2kn<x<§+2kn, keZ.

Négyzetre emelés utan: - .
0>2-sin“x—sinx—1,

aminek a megolddsa: 7
—05<sinx<1, xi% +kr, —% +2k7r<x<?”+2k7r, keZ.

Tehat az egyenlGtlenség megoldésa:
—%+2k7r<x<§+2k7r, keZ.



, az egyenlet sin x-szel val6

b) Felismerve, hogy a bal oldal sin [x + %J =cosx és sin% =

2
osztdsa utan a kovetkezd alakban irhato fel:
CcOoS X 1
= = (Ctgx=—7+= = t x=\/§.
sinx 2 g 2 g
Ebbal x=0.96 + k1.

BT Alakitsuk 4t a fiiggvény hozzérendelési szabdlyat:

2 2

f(x) = sin?x — sinx — 2 - cos?x = sin®x — sinx — 2 - (1 — sin%x) =
=3-sin?x —sinx -2 = (sinx — 1)- (3-sinx + 2).
igy a fiiggvény zérushelyét a (sinx—1)-(3-sinx + 2) =0 egyenlet adja. Ebbdl sinx =1, vagy

sinx = —%, azaz x| = % vagy x, = 3,87 + 2km, x3=5,55+2nm, k,n € Z.

A [—ﬂ'; ﬂ]—ba es6 zérushelyek: x| = g, X, =—0,73, x3 =-2,41.

BT Mivel sinx + cosx legnagyobb értéke /2, ezért a nevezd /3 — /2 mindig pozitiv. Az egyenl6t-
lenség tehat akkor és csak akkor teljesiil, ha a szdmlalo pozitiv:

sin2 x —l>0,
4

. 1
[sinx|>—.
2
A megoldas: 5
z+k7r<x<—7r+k7r,keZ.
6 6
ETH Mivel 0 <x < 7 esetén 0<x+%,ezért: ,
4
/4 T :
X+—|=x+—, X
6 6
tehat
sin x+£‘—1:sin x+£ -1.
6 6

FITI) Az egyenlet igy frhaté cos?x = 1 —sin’x helyettesités és (~1)-gyel valé beszorzds utan:

oo A3+l
s~ x — .

sinx+—3=0.
4

A megoldoképletet alkalmazva:
Bl A1-3) Bl -4
2 2 __2 = 2 :\/§+li‘(\/§—l)
2 2 4 '

(Sin x)l’z =

Tehat a megoldasok: |

sinx=— és sinx :7.

Ebbdl azt kapjuk, hogy a [—7; 7] intervallumban az egyenletnek 4 gydke van.



SZOGFUGGVENYEK

1
A cos?x — > >0 egyenlStlenség akkor és csak

y
. 1 =lcos x| 1 _2
akkor igaz, ha |cosx|>—\/§. —— i)
A grafikonrdl leolvashaté a megoldas: _n _Q = _é 0 E b sl T X
4 2 4 4 2 4
3 T T 3z
—rT<x<-——, ——<x<—, —<x<nm =
4 4 4 4

BT a) Ertelmezési tartomdny: sinx # 0, azaz x # kr, k € Z.
sinx -ctgx =0,

. CcoS X
sinx - —— =0,
sinx

cosx =0,

x=§+kﬂ,keZ.

b) A tgx és ctgx értelmezési tartomdnya miatt sinx # 0 és cosx # 0. A feladatnak nincs megolddsa.
c) Ertelmezési tartomany: x # krm, k € Z.
3.ctgx=2-cosx,

cosx
3.——=2-cosx,
sin x
cosx =0,

x=%+kﬂ,keZ.

Ha cosx # 0, akkor nincs megoldds, mert a kovetkezé6t kapjuk:

3.
=2 = —=sinx.
sin x 2

d) cosx =0 esetén nincs megoldas, mert ekkor sinx = 1, igy:
J3 -sinx=3-cosx,

Nt sinx:3,
COoSX
gx=—1,
T

x=§+kn’, keZ.

e) Ertelmezési tartomdny: a tangens miatt x # 5 +kr, k € Z, és a nevezd miatt sinx # 0, azaz

x#lm, le”.

ﬁ_ sinx

2 tgx ’
3 COS X
—=sinx- s
2 sin x
NE)

—— =CO0SX,

2

amibdl a megolddsok:
x1=%+2kn, ke, x2=—%+2lﬂ:, leZ.



f) Ha cosx =0, akkor nincs megoldds, ezért oszthatunk cos x-szel:
cosx ++/3 -sinx =0,

1443 sinx _0,
cos X
tgx =
g \/§’

x=5§+kn, keZ.

g) Az egyenlet dtalakitdsa: cos?x = cos? .,
cosdx — cos2x =0,
cos?x-(cosx —1)=0.
A kapott szorzat akkor lesz 0, ha cosx =0 vagy cosx—1=0:

T
x1=5+k7r, keZ, x,=2Ir leZ.
() A fiiggvényt értelmezs képlet elss tényezGje & szerint, masodik tényezGje 4n szerint periodikus,
igy a szorzat periddusa 4.
(1) Az egyenletnek a valés szdimok korében nincs megolddsa, mert azonos atalakitdssal a kovetkezd

alakra hozhato:
(x2 4+ 2)2 =—cos?y.

A bal oldal 22-nél nem kisebb, a jobb oldal pedig nem pozitiv.
A jobb oldal gy frhat6: 2 — (y — 3)2 < 2, és az egyenl§ség csak akkor teljesiil, ha y = 3.
A bal oldalon tgx >0, ctgx = tL’ igy tgx + ctgx > 2, és az egyenldség csak akkor igaz, ha
gx

tgx=1 x—E
g > 1

Geometriai alkalmazasok — megoldasok

Alkalmazzuk a tanult képletet:
t=14-16-sin110°=14-16-sin70° = 210,5.

Itt is a paralelogramma teriiletképlete vezet eredményre:
t=10-10-sin100° = 100 - sin 80° = 98,5.



SZOGFUGGVENYEK

A hdromszog koré irt kor sugardnak kiszamitésa:
b=2-R-sinf3, azaz 8=2-R-sin71,36°
amibdl
R =422 cm.
A hidnyz6 szog:
o= 180°-2-71,36° =37,28°

A haromszog teriilete:

. b-b-sino 64 -sin37,28°

2

=19,38 cm?>

FII13 a) A szabélyos nyolcszog kozépponti szoge: 360°: 8 = 45°, igy:
_R-R-sin45°

T,=— T,

) nyolcszog = 8- T,

Kétféleképpen felirva egy kis haromszog teriiletetét:
R-R-sin45° R-a-sin675°

’

2 2
R-0,7071=10-0,9239,
R=13,07 dm.

Ebbdl kapjuk, hogy:
T,= 60,4 dm? és Thyoleszog = 4832 dm?.
Tehét a nyolcszog koré irhaté kor sugara 13,07 dm, a nyolcszog teriilete pedig 483,2 dm?.
b) A szabdlyos 6tszog kdzépponti szoge: 360°:5 = 72°
Kétféleképpen felirva egy kis haromszog teriiletetét:
R-R-sin72° R-a-sin54°

’

2 2
R-0,9510=10-0,8090,
R=8,5 cm.

Tehat 8,5 cm sugard korbe frhatunk egy 10 cm-es oldalu sza-
balyos otszoget.

P01} A hdromszog ismert oldaléra felirhat:
a=2-R-sing,
6,8=2:R-sin38°,
R=5,52 cm.

<)



2710

2711

A szabdlyos kilencszog kozépponti szoge: 360°:9 = 40°.
[rjuk fel a kilencszog teriiletetét:

R - R -sin40°

Tkilencszﬁg =1080=9- f’

2160=9- R2-0,6427,
R2=373,42,
R=19,32 dm.

Tehat a kilencszog koré irhaté kor sugara 19,32 dm.

A hur hosszara felirhat6:

h=2-R-sinc,
13,4=2-8,7-sin¢,
0,7701 =sine,
o =50,36°.

A keriileti szog o-nak a fele, tehat 25,18°

Az ABS hdromszog teriilete harmada az ABC hdromszog terii-
letének, igy a tanult képlet alapjan az ABC hdromszog teriilete: ¢

t=3-m+108=36-sin72"z34,2.

S
LN
A B
Az dbra alapjan a trapéz teriilete:
t=(a-coso+a)-a-sinoc=a?-(1+cosc)-sine, 0< (xﬁg. p
Elég meghatdrozni a kovetkezd fiiggvény maximumat: ,
a a-sine a
fla)=(1+cosa)-sina =(1+cosa) -1 - cos?a =
=J( + cos)? - (1- cosa), 0<as§ a

A szamtani €s mértani kozEép kozti egyenlGtlenség felhasznaldsaval ezt kapjuk:

3-(1+cosa) +3-(1- cosa)): (g)“

4 2

és itt az egyenlGség csak akkor igaz, ha 1 + cos ¢=3 —3-cos o, azaz:

(1+cosa)®-3-(1- cosa)S(

1 T
cosag=—, a0=—.
2 3

A keresett maximum tehat o = 60° esetében érhetd el.



A forgéskip alapkorének sugara x, magassaga m, félnyildsszoge

pedig . Az adott értékek kozt a kovetkezd Osszefiiggések
allnak fenn: “
r r
x= , m=——m.
coso sino .
Mivel a forgaskup térfogata: r
V= E ._x2 -m, «
. 3 X
1gy
V:E.r?’.—. 1 =£-r3- - ! - s 0<Oﬂ<£.
3 sinet -cos?or 3 sine - (1 —sin?q) 2

Mivel V minimumét keressiik, elég meghatarozni sin a- (1 —sin? o) maximumét 0 < o< = esetén.
A szamtani és mértani kozép kozti egyenlGtlenség szerint: 2

3
2-sin2or+2-(1- sin%c)] _(2)3

2-sin?o - (1—sina)? < =1,
3 3

Az egyenlség csak akkor igaz, ha:

. . . 1 .
2-sina=1-sin’q, azaz sina=-—==0,5773, igy a=35,3°
V3
. L1 g 211, . 2 T .
Ak A trapéz teriiletét a félkor r sugardval és a-val (O <o < —J igy —

frhatjuk fel: 2 =

. . . . a a

t=r2-sina+r?-sino -coso=r2-(sino + sina - cosa).

) ) T i ) i r rAsino

Az f(x)=sino+sino-cosa, 0 < a< 5 fliggvény maximumat A

keressiik. Elég meghatdrozni a kovetkez$ szorzat maximumat:
3-(1=cosa) +3-(1+cos))'_81
4 16

3-sina - (1+cosa)?=3-(1—cosa)-(1+cose)’ S(

a szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenség alapjan.
Az egyenldség csak akkor teljesiil, ha:

3-(1-cosax)=1+cosa, azaz cosa=%, igy a=§.

Vegyes feladatok — megoldasok

A fiiggvény grafikonja az dbrdn lathato.

. T
y= sm(x+zj‘
1
-on - |9z 3z~xw i 2m X
4 4 4 4
i
a) cosSwt=cosm=-1; b) sin7n =sinmw=0;
¢) tg800° =tg 80° = 5,6713; d) ctg500° = ctg140° = -tg 50° = -1,1917.
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a)xl—)sin(x—%), chos(x—%} xl—>—sin(x+‘%t);
b) x+—> cos(x + m), Xx+>—COSX, xr—>sin( —%);
c) x> 1 —sinx, xr—>1+cos(x+§), x+— 1 +sin(x - m);
d) x> 2 + cos 2x, xH2+sin(2x+§J, xHZ—sin(Zx—%];

T 2n
e) thg[x—g} thg[x+?}

f)x— ctg(x—§)+1, x|—>1+ctg(x+§}

a) y b) y
! y =sin(z+x) ! y=-sinx
/[n _% 0 g T X /n _% 0 % T X
- 4
¢) y §y=tg(7t:—x) d) ; } {2 ly=-tgx
_g‘ 1 -% 1
=B ENE Ll % b3 2 X _2 -\ ! B g b3 2 X
T a) ET:R; b) ET:]R\{% +k-Z —+k7r keZ}
. T 2 T
c) ET: R\ {E+kﬂ;k€Z}; d) ET: R\ {5 + k; —+k7l' kEZ}
e) ET: ]R\{E+k E kEZ} f) ET:]R\{/CIL’,—+I€7T kEZ}

g) ET: {xe]R‘é+2kaS%+2k,keZ}.



x1=ﬂ+2k7t,keZ,x2=—§+2lﬂ,leZ; x=—%+2k7t,keZ.

a) -1<f(x)<0; b) 1<g(x)<3; c) =3 <h(x)<-1; d) -1<i(x)<3.

a) Irjuk be az ismert értékeket:
3

1
cos60°—sin60°_5_2 1-3 2 _1—\/§

sin60°+cos60°_\/§ 1 2 ‘\/§+1_1+\/§.

2 2

Gyoktelenités utdn:

(1_J§)2_1+3—2-x/§=4—2‘\/§_2'*/§_4=\/§—2.

-3 -2 -2 2
b) Irjuk be az ismert értékeket: NN
cos45°—sind5° 2 2 4 _ 1
2-tg45°-3  2-1-3 -1 2

¢) Mivel cosa=-cos(180° — o), ezért
c0s20° =—-co0s160° co0s40°=—-cos140° cos60°=—-cos120° cos80°=—-cos100°
Tovabba cos180° = -1, igy az Osszeg értéke is —1 lesz.

d) Mivel tgo=-tg(180° — ), ezért
tg20° = —-tg160° tg40°=—tg140°% tg60°=—-tg120°% tg80°=—tg100°.
Tovabba tg180° =0, igy az Osszeg értéke is O lesz.

Hasznaljuk fel a potszoges Osszefiiggéseket a gondolkodésnal.

a) a(x)-nél: 7 g g .
cos|x ——|=cos|—|=—x||=cos|=— x|=sinx.
S i

Tehat az a(x) = sinx + sinx = 2-sinx fiiggvényt kell dbrdzolni.

b) b(x)-nél: . . ' T (r
sin|x — = |=sin|—|= - x||=—sin| = — x|=—cos x.
S

Tehat a b(x) = cosx + (—cosx) = 0 fiiggvényt kell dbrazolni.
¢) c(x)-nél: mivel sin?x + cos?x = 1, ezért a c(x) = 1 fiiggvényt kell dbrdzolni.

d) d(x)-nél: mivel (cos x + sin’x ) =12=1, ezérta d(x) = 1 fiiggvényt kell dbrazolni.

e) e(x)-nél: 7 T T .
cos|x ——=|=cos|—|=—x||=cos| = — x|=sinx.
S

Tehét az e(x) = sinx — sinx = 0 fiiggvényt kell abrazolni.
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a) A megoldésok:
2kn<x<m+2km, k>0, keZ, y =lsinx|
—m+2ne< x<2nm, n<0, ne”.

y =sinx|
b) A megoldasok: y
_§+2k7z£xS§+2k7r,kEZ. /\/\/\%\
Y - _g P 0 M 2T X
y =cos|x|
c) A megoldésok:

|t y=lgx]
anx<§+kﬂ,k20,keZ; | |

T
—E+nﬂ<xSn7t, n<0,ne”.

d) A megolddsok:

k7t<x£§+kn', k>0, keZ;

T
—E+n7er<n7t,nS0,neZ.

a) Haszndljuk fel, hogy —cos o = cos(m —a). A megoldas: x = % +km, keZ.

b)x=§+k7t,keZ.
o) x= T s km keZ ésx=—1F +omm nel
12 12
d) x=60°+k-180° ke Z.
a)0<x<§; b) G <x <7 ¢) 225° < x < 360°;
4 0<x<IE.
12

B o y

) 1
= +-
y=|sinx 2‘

U
3
NIy
B
>

U
3
N
|y
B
>

U
3
IR




7IFE) a) Ertelmezési tartomany: cosx # 1, azaz x # 2k, k € Z.

sinx
1+cosx= ,
1-cosx
1-cos2x =sinx,
sin?x — sinx =0,

sinx - (sinx —1)=0.
Ha sinx =0, akkor x = k7, k € Z, az értelmezési tartomany miatt a megoldas:

Xy =mn+2km, keZ.

Ha (sinx — 1) =0, akkor a megoldas:
x2=§ +2In, € Z.

b) Ha cos?x = 0, akkor nincs megoldds.

T
Ha cosZx #0, azaz x;tE +kr, keZ:

sin? x 5
=cos2x,
sin? x
5o =3,
cosZx
tgZx =3,
|tgx|=\/§.

Ha tgx = +/3, a megoldis:
x1:§+k7r, keZ.

Ha tgx = —+/3, a megoldas:
2r
X2=?+l71', leZ.

c¢) Ha cos?x = 0, akkor nincs megoldds.

T
Ha cos?x #0, azaz x # E + kr, k € Z, akkor oszthatunk vele:
6-cos2x—3-sinx —3-sinx-cosx =0,

. 2 .
sin” x sinx
. _3. =0,

cosZx cosx
6-3-tg2x-3-tgx=0,

6-3

2-tg?x—tgx=0.

A mdsodfoku egyenlet megoldésai: (tgx); =1 és (tgx), =-2.
Ha tgx =1, a megoldas:
x1=%+kn, keZ.

Ha tgx =-2, a megoldais:
X,==1,1+In l€Z.



d) Ha cosx =0, akkor nincs megoldas.

V4
Ha cosx #0, azaz x # 5 + km, k € Z, akkor oszthatunk vele:

V3 -sinx — cosx =0,

3 -sinx = cosx,

\/§'SII])C=1,
COS
tgx=—3,
3
x=Likm ke

. L. , T
e) Ertelmezési tartomdany: cosx # 0, azaz x # — + km, k€ Z.
Szorozzunk be cos x-szel:

1 1
COSX — =—-tgx,
cosx 2
2 1 .
cos x—I:E-smx,

. 1 .
0=sin%x +5 -sinx,

sinx ~(sinx +lj=0.
2

X\ =km, keZ.

Ha sinx =0, akkor:

Ha sinx = %, akkor a megoldasok:
x2=—%+217r, leZ és x3:%r+2m7r, meZ.
f) Atrendezés utan:
cos?x+4-cosx=3-3-cos?x,
4.cos2x+4-cosx—3=0,

—4+16 +48

(cosx) o= 2

Ha cosx = l, akkor:
2 /4
x:ig +2kr, ke Z.
Ha cosx = —%, akkor nincs megoldas.

2
08~ X ’

FIF) a) Atrendezve: ctg’x = 1 —sin’x, azaz ——— =cos
sinZx

1
x, igy cost-( — —1)=O.
sin“x
Ebbdl vagy cosx =0, vagy sin?x = 1, azaz sinx = 1 vagy sinx = —1. Tehit:

x=§+k7r,keZ.



b) A sinx + cosx = z helyettesitéssel a kovetkezd masodfoku egyenletet kapjuk:
5z2-13z+8=0.

Ennek gydkei: z; = %, 2, = 1. Mivel sinx + cosx = % nem lehet a valds szamok korében, igy
sinx + cosx = 1, ahonnan:
x;=2knr vagy x, :g + 2k, ke Z.

c) Az egyenlet igy irhato:
sinx + cosx + (sinx + cos x)2 =0,

(sinx +cosx) - (1+sinx +cosx)=0.

Tehat vagy sinx + cosx =0 vagy sinx + cosx =—1.
Ha sinx + cosx =0, cosx-szel osztva (cosx # 0): tgx =—1, tehat:

n
xl=—z+k7r, keZ.
Ha sinx + cosx =—1, akkor:

x2=—§+2k7r, keZ vagy x3=rm+2nm ne”Z.

(Ez utdbbi eset megolddsdhoz haszndlhatunk fiiggvénygrafikont is.)

A fiiggvények grafikonja az dbran ldthato. y

Az dbra szimmetrikus az x = 1 egyenesre, ebbdl kovetkeznek

. (s T £ P "
az azonossagok. (Az dbréan csak 0 < x < 1 esetén szemléltettiik.) L /I A%

o

a) Az egyenldtlenség igy frhato:

1 b4
tg2x+—2>2, xX#n-=,neZ.
tg<x

1 . , .
Ismert, hogy ha a > 0, akkor a+—>2, ezért mivel tg2x > 0, igy ez minden olyan esetben
a

igaz, amikor tgx # 1, azaz |tgx|# 1, tehdt ha:
x2Z 4k L kez
4 2
b) Az egyenl6tlenség igy irhatd:
sin*x — 6-sin%x + 5> 0.

Helyettesitsiink sin’x = p-t, igy a p?> — 6p + 5 > 0 zérushelyei: p =5 és p = 1 miatt akkor és
csak akkor lehet igaz, ha

sin?x< 1 vagy sin%x>5.
Az utébbi nem lehetséges, igy a megolddsok csak azok az x-ek, amelyekre |sinx| < 1, tehat:

x¢§+kn’, ke”.
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c) A két fiiggvény, f(x) =sinzx és g(x) = cosnx, x € R grafikonjardl leolvashatd, hogy az
egyenlGtlenség akkor és csak akkor igaz, ha:

l+2k<x<§+2k,keZ.
4 4

Megjegyzés: Ugyeljiink arra, hogy csak sin > cos or egyenlétlenséget kell megoldanunk or-ra,
majd o = mx-et helyettesiteni.

sinx
d) Haa tgx=
cosx

, X# LA km, k € Z azonossagot haszndljuk, akkor az egyenl6tlenség igy irhato:

. sin x
1+sinx <

+ COS X,
CcoSXx

ahonnan ekvivalens dtalakitasokkal ezt kapjuk:

sinx

l-cosx< -(1-cosx).

CcOS X
Ha cosx # 1, azaz x # 2km, akkor 1 —cosx > 0, tehét elég megoldani az

sin x
1< =

tgx
cosx

egyenlétlenséget. Ennek a kovetkezs x értékek tesznek eleget:

£+kn<x<£+kmkez.
4 2

Ha cosx =1, akkor nincs megoldds x-re.



