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9.6. EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK
Tengelyes tiikrozés — megoldasok

a)

Az a) feladatban konkav, a b) feladatban konvex deltoidot kapunk eredményiil.

a) b)

A megoldds az dbran lathat6. (=)

a) A(3;-1), B'(-2;-5), C’(-4; 2).
b) A(-3;1), B'(2;5), C’(4;-2).

Az x tengelyre vonatkozé tiikr6zés utan A'(x; —y),
majd az y tengelyre vonatkozé tiikrozés utdn
A’(—x; —y). Akét tengelyre vonatkozé tiikrozés
az origdra vonatkoz kozéppontos tiikrozéssel
helyettesithetd.

Altaldban is érvényes, hogy két merSleges egye-
nesre vonatkoz6 tiikrozés egymads uténi elvég-
z€se, a tengelyek metszéspontjara vonatkozo
kozéppontos tiikrozéssel egyenértékd transzfor-
macio.




a) Hamis. b) lIgaz. ¢) Hamis. d) lIgaz.

e) Hamis. f) lgaz. g) lgaz. h) 1gaz.
i) Hamis. j) Hamis. k) 1gaz. /) Hamis.
m) Hamis. n) Hamis. o) lgaz. p) Hamis.
g) Hamis. r) Hamis.

A szerkesztés 1€pései:

1. Tikrozzik az f egyenest az e egyenesre, a tiikorképet jeloljiik fi-gyel, igy kapjuk az f;
és a g egyenesek B metszéspontjat.

2. A B pontot tiikrozziik az e egyenesre, igy kapjuk az A pontot, amely f-re illeszkedik.

3. A szabdlyos ABC haromszog C csucsat az A kozéppontd, B ponton dtmend kor metszi ki
az e egyenesbdl (Cy; C,).

A szerkeszthetGség feltétele: a g egyenes metssze az f egyenes e egyenesre vonatkozo f; tiikor-

képét.

A megoldédsok szdma attdl fiigg, hogy van-e az f| és a g egyeneseknek metszéspontja. Ha a két

egyenes nem metszi egymadst, akkor nincs megolddsa a feladatnak. Ha az f; és g egyenesek

egybeesnek, akkor a B pont helyzete nem egyértelmd, igy végtelen sok megolddsa van a feladat-

nak. Ha az f; és a g egyenesek egy pontban metszik egymadst, akkor a feladatnak két megolddsa

van, amelyek az AB egyenesre vonatkozé tengelyes tiikrozéssel egymasba vihetdk.

A szerkesztés 1épései:

1. A k; kort tiikrozziik az e egyenesre; a tiikor-
kép k. A k* és a k, korok metszéspontjai
az dbrdn C| és C,.

2. A Cy és C, pontok tiikrozése az e egye-
nesre; a tiikorképek B; és B,, melyek illesz-
kednek ky-re.

3. Az e egyenesen egy tetszlleges A pont
szerkesztése.

A szerkesztés eredménye az ABC; és az AB,C,
haromszog.

A szerkeszthetSség feltétele: a k* és a k, korok
metszéspontjainak vagy érintési pontjanak 1éte-
zése. A megolddsok szdma lehet 0, ha a két kornek nincs kozos pontja, minden mds esetben
a feladatnak végtelen sok megolddsa van, mivel az A pont az e egyenes tetszéleges pontja lehet.

A szerkesztés 1épései:

1. A szimmetriatengelyre illeszkedd két csticson (A és C) dtmend ¢ egyenes szerkesztése.

2. Az egyik kor t egyenesre vonatkozd tiikorképének szerkesztése.

3. A tiikorképként kapott kor, valamint a masik kor metszéspontjainak megjel6lése; a metszés-
pontok egyikét jeldlje B.

4. A B pont t egyenesre vonatkozo tiikorképének szerkesztése; a kapott pont D.

A szerkesztés eredménye az ABCD deltoid.

A szerkeszthet&ség feltétele: a harmadik 1épésben vett két kornek legyen legaldbb 1 k6zos pontja.

A megoldasok szdma attdl fiigg, hogy a két kérnek hany k6zos pontja van. Ezek alapjan a feladat-
nak lehet O, 1, 2, esetleg végtelen sok megoldasa.
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a) A szerkesztés 1épései:

1. A szimmetriatengelyre illeszked§ két csticson 4tmend ¢ egyenes szerkesztése.
2. Az adott sz6g megfelezése.

3. A megfelezett sz6g mésoldsa a ¢ egyenesre, a deltoid megfeleld csicsahoz.

4

. A deltoid adott oldalat korzényilasba vessziik, majd kort szerkesztiink, melynek kdzéppontja
a deltoid megfelel csicsa. A kor az dtmdsolt szog szardbol kimetszi a deltoid harmadik
csucsat.

5. Akapott cstics ¢ egyenesre vonatkozd tikkorképe a deltoid negyedik cstcsa.

b) A szerkesztés 1épései:

A

1.

N o~ > AW N

W

1. A szimmetriatengelyre illeszkedd két csticson 4tmend ¢ egyenes szerkesztése.
2. Az adott sz0g megfelezése.

3. Amegfelezett szog mdsoldsa a ¢ egyenesre, a deltoid megfelel csticsdhoz, és a szogszéar meg-
hosszabbitéasa.

4. A deltoid adott oldaldt korzényildsba vessziik, majd kort szerkesztiink, melynek kdzéppontja
a deltoid szintén adott, de a széban forgd oldalegyenesre nem illeszked§ csticsa.

5. A szerkesztett kor metszi ki a 3. pontban szerkesztett szogszarbdl a deltoid harmadik csicsat.
6. A kapott cstics ¢ egyenesre vonatkozo tikkorképe a deltoid negyedik csticsa.

szerkesztés 1€pései:

Az adott atlé két végpontjat 6sszekots szakasz, majd a szakasz felez&merGlegesének szer-
kesztése.

. Az adott sz0g megfelezése.

. A megfelezett szog dtmdsoldsa az 4tléra annak valamelyik végpontjaban.

. A szdgszar kimetszi az atl6 felezGmerdSlegesébdl a rombusz harmadik csucsat.
. A kapott csucs atlora vonatkoz6 tiikkorképe a rombusz negyedik csticsa.

szerkesztés 1épései:

. Az egyik kor adott egyenesre vonatkoz6 tiikorképének szerkesztése.
. A tiikorkép kor masik korrel valé metszéspontjainak szerkesztése; a kapott pontokat 6sszekotd

szakasz a trapéz egyik szdra.

. A szerkesztett metszéspontok tiikrdzése az adott szimmetriatengelyre; a kapott pontok a trapéz

masik szaranak végpontjai.

A megoldasok szama attdl fiigg, hogy az 1. pontban szerkesztett kor a masik korrel milyen hely-
zetd. Ha a két kornek nincs kozos pontja, vagy érint§ helyzetiek, akkor a feladatnak nincs
megoldasa. Ha a metszéspontok szdma 2, akkor a feladatnak 1 megolddsa van. Ha két kor
egybeesik, akkor végtelen sok megoldds van.

Tiikrozziik a hdromszdget a 30°-o0s sz6g melletti befogd egyenesére.

A

amelynek szarszoge 60° igy a haromszog szabalyos, oldalai 30
a derékszogli haromszog a atfogdjaval egyenlGek. Mivel

két haromszog egyesitése olyan egyenl$ szard haromszog,

30°

a tilkkortengelyre merdleges oldalt a tengely felezi, ezért a derék- a a

sz0gl haromszog 30°-os szogével szemben valdban a4 hosszdsagu
oldal van. (=) 2

Mindharom szakasz hossza 6 cm.

..........

o/



A feltételek szerint CAA< = 60°, tovdbba a tiikrozés tulajdon-
ségai alapjan CA = CA. Ebbdl adédbéan az AAC haromszog sza-
balyos, és igy AACX = 60°. Mivel AAC az ABC haromszog kiilsG
szoge, igy a nem szomszédos belsd szogek Osszegével egyenld,
amibdl azonnal addédik, hogy BCA< = 30°. Ekkor az ABC hdrom-
sz0g két szoge egyenld, ezért valoban egyenld szart hdromszog.

A két téglalap kozos része rombuszt alkot.

Tegyiik fel, hogy AP = BQ. A tiikrozés tdvolsagtartd tulajdonsdga
alapjan AP = AK = x, tovabba BK = BQ =y. A feltételek szerint
azonban x =y, ami azt is jelenti, hogy a K pontaz A és B pon-
toktdl ugyanolyan tdvol taldlhat6. Ebb6l adédéan K valéban
illeszkedik az AB szakasz felezGmerGlegesére.

Tegyiik fel, hogy K illeszkedik az AB szakasz felez&merdle-
gesére, azaz AK = BK. Ekkor tiikkorképeik, azaz AP és BQ is
egyenl§ hosszuak. Ezzel az dllitast igazoltuk.

A megfelel§ T pontot a PQ’ szakasz metszi ki az AB falbdl,
ahol Q’a Q pont AB egyenesre vonatkoz tiikorképe.

A bevasarlokozpont T helyét az AB’ egyenes metszi ki az aut6-
palyabdl, ahol B’ a B pont tiikorképe az autdpdlya egyenesére
vonatkozdan. Valéban:
AT+ TB=AT + TB’= AB’,
tovdbba ha P az aut6pélya mellett egy 7-t8l kiilonb6z6 pont, akkor
AP+ PB=AP + PB’ > AB’.

Az utébbi egyenl6tlenség a haromszog-egyenlStlenség kozvetlen
kovetkezménye az AB’P haromszogben.

Vegyiik fel az A csdcshoz tartoz6 kiilsé szogfelezén (f) az A-tl
kiilonbdz6 P pontot, majd tiikrozziik f-re a C pontot, igy kapjuk
C’-t. Mivel a szogfelezére vonatkozé tiikrozés sordn a szog-
szarak egymdsba mennek at, ezért a C’ pont illeszkedik a BA
félegyenesre, tovdbbad AC’ = AC = b, illetve PC’= PC.
frjuk fel a haromszog-egyenlGtlenséget a BC’P hiromszog
BC’ oldaldra:

BC’< PC’ + PB,

c+b<PC+PB.
Mindkét oldalhoz az ABC hdromszdg a = BC oldalat hozzdadva

azt kapjuk, hogy
a+c+b<BC+PC+ PB,

ami mutatja, hogy a PBC hdaromszog keriilete valoban nagyobb,
mint az ABC haromszog keriilete.

to

P Sog T\ autopalya
Ng
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(3 Adottak az A csdcshoz tartozé belsd szog-
felez6 (f), tovdbbd a B cstcsot tartalmazdé
b egyenes és a C csucsot tartalmazd ¢ kor.
A szerkesztend$ haromszog tengelyesen szim-
metrikus az f egyenesre vonatkozdan, ezért
a B csucs tiikorképe illeszkedik a ¢ korre. Ezt
az észrevételt felhaszndlva, a szerkesztés 1épései
a kovetkezok:

1. A b egyenest tiikrozziik az f egyenesre,
a tiikorkép b’

2. A b’ egyenes és a ¢ kor metszéspontjanak
(metszéspontjainak) szerkesztése, a metszés-
pont C. Az dbran a jobb attekinthetSség érde-
kében csak egy metszéspontot rajzoltunk be.

3. A C pont tikkrozése az f egyenesre, a tiikkorkép B.

4. A B kozéppontid, C-t tartalmazd kor szerkesztése.

5. Akor és az f egyenes metszéspontjainak szerkesztése, a metszéspontok A; és A,. Az A|BC,
A,BC hdromszdgek szabdlyosak, €s a feladat feltételeinek megfelelnek.

(B a) Feltételezziik, hogy a falrdl visszapattané golyo ugyanakkora

szogben pattan vissza, mint amekkora szogben a falhoz P ¢
érkezik, vagyis az dbran azonos médon jelolt szogek meg-

egyeznek. Ezt mdsként tigy is megfogalmazhatjuk, hogy ha 01& """" ¢

a visszapattand golyo ttjt a falra tiikrozziik, akkor az egy L6 P
egyenesbe esik a visszapattands el6tti dtjdval. Ezek alapjan > :
a golyd utjat a kovetkezSképpen szerkeszthetjiik meg. Tiikroz- ; / !

ziik a Q pontot az AD falra, a tiikorképet jeloljiik Q;-gyel. 0 _/
A Q) pontot tovabb tiikrozziik, ezittal az AB fal egyenesére, ?

a tiikorképet jeloljikk O,-vel. A PQ, szakasz kimetszi a falbol a keresett tit els érintési pontjat,
amit az dbran E|-gyel jeloltiink. Az AD fallal valé E, metszéspontot az E;Q, szakasz metszi
ki az AD falbol.

b) Az a) feladatban felhaszndlt mddszert fej-
lesztjiik tovabb. Tiikrozziik a Q pontot a DA
egyenesre, a tiikorképet Q,-gyel jeloljik.
Ezta Q; pontota CD egyenesre tiikrozziik,
igy kapjuk a O, pontot, amelynek BC egye-
nesre vonatkozo tiikkorképe Q. Végiil a Oy
pont AB egyenesre vonatkozé tiikorképe Q,.

A goly6t a PQ, szakasz mentén kell ellokni;
a szakasz kimetszi az AB falbdl az elsd érin-
tési pontot, Ej-et. Az E;Q5 szakasz kimetszi
a BC falbél a mdsodik érintési pontot,
E,-t. Az E,Q, szakasz CD fallal val6 met-
széspontja a harmadik érintési pont (Es), végiil E-et az E5Q; szakasz és a DA oldal metszés-
pontjaként kapjuk meg.

» U5

.04

@B Ha a goly6 az AB falat az E,|, a BC falat az E, pontban érinti, és az dbra jeloléseinek meg-
felelden PE|A< = ¢, akkor a goly6 az AB fallal az els§ visszapattands utdn is « szdget bezdr6 tton
halad tovabb, azaz E,E\B< = a. Az E\E,B derékszogli haromszdg mutatja, hogy a goly6



90° — o szogben érkezik a BC falhoz, és ezért onnan ugyan- D
akkora szogben verddik vissza, azaz

QE,C<=90°- .
Ha parhuzamost hizunk az E, ponton 4t az AB oldallal, akkor

konnyen lathatd, hogy az E,Q szakasz a pdrhuzamossal o szoget
zar be, ami igazolja, hogy PE|és E,Q parhuzamos egymadssal.

€D a) A BDA hiromszdg BD egyenesre vonatkozo tiikorképe a BDF hdromszog. A tengelyes tiikro-

z8s megtartja a szogeket, ezért DFBX= DAB<=90°, igy DF és BF val6ban merGlegesek egymadsra.

b) A B, F, C és D pontok az ABCD téglalap 5 ¢
oldalainak hosszatdl fiiggden kétféle sor-
rendben alkothatnak szimmetrikus trapézt. J ,
A Kkét esetet az dbrak szemléltetik. A bizo- < 5
nyitast az els§ dbra alapjan végezziik el, D N N »
a masik esetben értelemszerd modositasok- /! 1 F
kal juthatunk célhoz. y
Vegyiik észre, hogy az dbra azonos mdédon J 5 i . 5

jelolt szogei megegyeznek! Ez részint abbdl
kovetkezik, hogy az ADBX BD egyenesre vonatkozd tiikorképe az FDB<X, részint pedig abbol,

hogy az ADB¥ és a CBD<% véltészogpart alkotnak. Ekkor viszont a BD szakasz felezd-
merdlegesére vonatkozo tengelyes tiikrozés sordn a D pont képe a B pont, mig DF = BC miatt
az F ponta C pontba megy 4t, vagyis a BCFD négyszdg szimmetrikus trapéz.

A

€3 1. megoldas. Jeloljiik az ABC hdromszog oldaldnak hosszét c
a-val, a P pont BC, valamint CA oldalalakra es6 merdleges
vetliletét E-vel, valamint F-fel. Legyen tovabbd PE =x, PF =y.
Ekkor az ACP és BCP haromszogek teriiletének 0sszege meg-
egyezik az ABC hdromszog teriiletével, azaz ha az ABC hdrom-
sz0g magassagat m-mel jeloljiik, akkor

a-y a-x_a-m
2 2 2
A lehetséges egyszerisitések elvégzése utan azt kapjuk, hogy y + x =m. Ez azt jelenti, hogy
a P pontnak az AC és BC oldalaktdl mért tdvolsdgosszege a P pont helyzetétdl fliggetlentil

megegyezik az ABC hdromszdg magassdgdval.

I1. megoldas. Mivel APF< = BPE< =30° ezérthaa PF szakaszt
tiikkrozziik az AB egyenesre, akkor E, P, valamint az F' pont F’
tiikorképe egy egyenesre illeszkednek. Ha nemcsak a PF sza-
kaszt, hanem az ABC haromszoget is tiikrozziik, akkor az eredeti
és a képharomszog egyesitése rombusz, melyben az EF’ szakasz
a magassag. A rombusz és az ABC haromsz0g magassaga termé-
szetesen megegyezik, ezért
X+y=EP+PF=EP+ PF’=EF =m,

ami a P helyzetétdl fiiggetleniil valéban dllando6.

1
1
i
I

I
I
1
I
'
!
I
I
1
I
'
i
I
I
i
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(1 I megoldas. Ha P pontnak a hdromszog oldalaitol mért tavolsagat
x, v, z jeloli, akkor az ABP, BCP és CAP haromszogek teriile-
tének 6sszege megegyezik az ABC hdaromszog teriiletével, igy

6-x 6-y 6:-z 6-M
—_—t——— =
2 2 2 2

ahol M az ABC hédromszdg magassidga. Az egyszer(sitések
elvégzése utdn x + y + z = M adddik.

s

A szabdlyos haromszog magassaga az oldaldnak £—szerese,
gy x+y+z=3-/3=52cm. 2

I1. megoldas. Hizzunk a P ponton 4t parhuzamost az AB sza-
kasszal; a parhuzamos az dbra jeloléseinek megfeleléen a T és Q
pontokban metssze az AC és BC oldalakat. A TQC hdromszog
minden szdge 60°-0s, ezért a hiromszog szabdlyos. A P pont
a TQ oldal egy belss pontja, ezért az 1595. feladat eredményét
alkalmazhatjuk a P pontra, valamint a TQC haromszogre. Igy
kapjuk, hogy y + z =m, ahol m a hdromszog magassaga.

Ekkor x +y+z=x+m =M, ahol M immar az ABC hiromszog
magassaga (1d. dbra).

Mérjiink fel a megépitendd Tt teljes 8 km-es hosszdval meg-
egyez( tavolsdgot a vasit mentén, az A’ dlloméstdl kiindulva.
Az 1t végpontjat jeloljiik B-vel a bal oldali dbranak megfelelGen.
Mivel a BT szakasz szimmetriatengelyén 1évG pontok ugyan-
olyan tdvolsdgra vannak a 7 telepiiléstSl, mint a B ponttdl. ;
Ha P jeloli a szimmetriatengely és vasut metszéspontjat, akkor
TP = BP miatt TP + PA'= BP + PA' =8 km, ezérta P pont meg- vas(it /

felel az EU-s pdlydzatban foglalt feltételeknek.

Ha a jobb oldali dbrdnak megfelel6en a 8 km-es utat az dlloméstdl kiindulva a masik irdnyba
mérjiik fel, akkor az igy kapott C ponttal megismételhetjiik a szerkesztést, és egy tovébbi, a feladat
feltételeinek szintén megfeleld Q pontot kapunk eredményiil.

) A feladat nem rendelkezik arrol, hogy a szerkesztends APQ torott
vonal milyen sorrendben érintse az adott szog szdrait, ezért két
lehetséges sorrendet is vizsgdlnunk kell.

Vizsgéljuk azt az esetet, amikor a P pont az e szdgszarra illesz-
kedik. Tiikrozziik az A pontot az e szogszdrra, a tiikorképet
jeloljiik A-vel. Mivel a tengelyes tiikrozés tavolsagtartd transz-
formécio, ezért AP = AP, igy AP + PQ = AP + PQ. A feladat
tehat arra redukélddik, hogy szerkessziink az A’ pontbdl olyan
utat az f szogszarig, amely metszi az e szogszarat, €s hossza
a lehet§ legrovidebb. Az ilyen tt szerkesztéséhez elegendd
az A’ pontbdl mer@legest allitanunk az f szogszarra. A merdleges
kimetszi az e szogszarbdl a megfelel§ P pontot.

Ha a szerkesztend§ torott vonal eldbb az f szogszdrat érinti,
akkor az A pontot értelemszeridien az f-re kell tiikrozni. A szer-
kesztés eredményét ebben az esetben az alsé dbra mutatja.




€D Legyen P az e, Q az f szogszér egy-egy pontja, az A pont e-re,
valamint f-re vonatkozé tiikorképe A’, valamint A”. A tiikr6zés
tavolsagtarté tulajdonsdga alapjan az APQ haromszog keriiletére
teljesiil, hogy AP + PQ + QA =AP + PQ + QA”. Mivel A’ és A”
a P és Q pontok helyzetétdl fiiggetleniil allando, ezért felada-
tunk dgy is megfogalmazhatd, hogy szerkessziink olyan ABCA”
torott vonalat, amelynek B és C pontjai egy-egy szogszdrra
illeszkednek, tovabbd a torott vonal hossza a lehet legrovidebb.
Mivel a torétt vonal hossza pontosan akkor lesz a legrovidebb,
ha belsd pontjai illeszkednek az AA” szakaszra, ezért a minimalis
hosszisagu vonal B és C pontjait az AA” szakasz metszi ki
a szogszdrakbol. Az ABC hdromszdg keriilete megegyezik
az A'A” szakasz hosszaval.

a) Ha nemcsak az M pontot, hanem az MC
szakaszt is tiikrozziik, akkor a kovetkezd
megallapitdsokat tehetjiik. A C pont mindkét
tiikroz€s utdn helyben marad, tovabba a szog-
tartd tulajdonsag alapjan MCA< = PCAL = «,
valamint MCB< = QCB< = 8. Ekkor persze
PCO¥=2-a+2-B=2-(o+ B)=180° mivel
az ABC héaromszog derékszogli. A C csucs-
ndl kialakulo egyenesszog mutatja, hogy
a P, C, Q pontok az M pont helyzetétdl fiig-
getleniil egy egyenesre illeszkednek.

b) Atengelyes tiikrozés tavolsagtartd tulajdonsagabodl kovetkezik, hogy MC = PC, illetve MC = QC,
aminek egyszer( kovetkezményeként PQ = PC + QC = 2- MC adddik. Ez azt is jelenti, hogy
a PQ szakasz akkor a lehetd legrovidebb, amikor az MC szakasz is ilyen tulajdonsagu, ez pedig
pontosan akkor kovetkezik be, amikor az M pont egybeesik az ABC hdaromszog rovidebb
befogdjanak C-tdl kiilonbozd végpontjaval (a fenti dbrdn ez éppen a B pont). A minimadlis
hossziisdgi PQ szakasz kétszer olyan hosszi, mint az ABC hdromszog rovidebb befogéja.
Megjegyezziik, hogy ha az ABC hiaromszog egyenld szérd, akkor az dtfogé mindkét végpontjara
minimalisnak adodik a PQ szakasz hossza.

El6z6 gondolatmenetiink egy masik kovetkezménye, hogy a PQ szakasz akkor a lehet$ leg-
hosszabb, amikor M az ABC haromszog koré irt kor C-vel dtellenes pontja. Ekkor a PQ szakasz
hossza az AB atfogd hosszanak kétszerese.

c) Haaz M pont egybeesik a C pont AB egye-
nesre vonatkozé tiikorképével, akkor a CM
szakasz éppen az ABC hdromszog atfogéhoz
tartoz6 magassaganak 7 talppontjdban metszi
az atfogét. Ha MCB< = 3, akkor egyrészt
a tiikrozés miatt BCOX = B, masrészt a CTB
derékszogli haromszogb8l CBTX =90 — f3.
Ha O az ABC hdromszog koré irt kor kozép-
pontja, akkor a BCO hdromszog egyenld
széru, igy BC alapjan fekvs szogei megegyez-
nek, azaz OCBX = CBO< = CBTX =90°- 3.
Végiil egyszerl szogszamolassal lathatjuk, hogy OCQ< = OCB< + BCQOX = (90°— ) + f=90°,
vagyis OC és CQ merdlegesek egymasra. Ez csak tgy lehetséges, haa CQ egyenes az ABC
haromszog koré irt kor érintdje.
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a) Jeldljiik a birtok bekotduttal hatdros szakaszénak végpontjait
A-val és B-vel. A feladat szerint olyan C pontot kell keres-
niink, amelyre az ABC haromszog keriilete a lehet legkisebb.

A szoveg alapjdn AB =200 méter, tovabbd a hdromszog terii-
lete 1 hektar = 10000 m2. Az adatokbél kiszdmolhat6, hogy
a hdromszog AB oldalhoz tartoz6 magassdga 100 méter,
igy a C pont az AB-vel parhuzamos, att6l 100 méter tdvol-
sdgra halad6 e egyenesen taldlhato.

Tekintsiik az e egyenes egy tetszéleges P pontjat, majd tiik-
rozziik a PB szakaszt az e egyenesre. A tiikrozés sordn
a P pont helyben marad, a B pont képe B’, a tdvolsagtarté tulajdonsag miatt PB = PB’. Az ABP
haromszog keriilete 200 + AP + PB =200 + AP + PB’. Mivel a B’ pont helyzete fiiggetlen
a P pont helyétdl, ezért a kertilet lathatéan akkor a lehet§ legkisebb, amikor az APB’ torott
vonal hossza minimdlis, ami akkor kovetkezik be, ha az A, P, B’ pontok egy egyenesre
illeszkednek. Eredményiinket tigy is megfogalmazhatjuk, hogy a legkisebb keriiletd haromszog
C cstcsat az AB’ szakasz metszi ki az e egyenesbdl.

b) Mivel AB = BB’=200 méter, ezért az ABB’ haromszog egyenld szard és derékszogl. A tiikkrozés
tulajdonsdgai miatt a BB’C hdromszdg is egyenld szard, melynek BB’ alapjan ezek szerint
45°-0s szogei vannak. Ekkor viszont az ABC haromszog C csicsdndl derékszdg van, amibdl
kovetkezik, hogy az ABC haromszog is derékszogi és egyenld szard. Ha AC = BC = x, akkor
Pitagorasz tétele alapjan x2 + x2 = 2002, amib6l x = 100 - /2 méter. Az ABC haromszog
keriilete 200 + 200-+/2, igy Géza bacsinak legalabb 1,05 - (200 + 200-+/2) = 507 méter keri-

tést kell vasarolnia.

@B a) Legyen az AC oldal egy pontja T, a BC oldal
egy pontja pedig S. Tiikrozziik a PT sza-
kaszt az AC, a PS szakaszt pedig a BC oldal
egyenesére, a P pont tiikorképeit pedig jelolje
rendre U, V (ld. dbra). A tiikrozés tulaj-
donsdgai miatt PT=UT =x és PS=VS=y,
amibdl kovetkezik, hogy a PTS hdromszog
keriilete megegyezik az UTSV torott vonal
hosszdval. Mivel az U és V pontok helyzete
fiiggetlen a T és S pontok valasztasatol, ezért
a torott vonal hossza akkor lesz a legkisebb, amikor T és S illeszkedik az UV szakaszra.
Az eddigi gondolatmenetiink alapjdn konnyen szerkeszthetd a minimadlis keriiletd beirt
PQOR hédromszog, hiszen annak Q és R csicsait az U és V pontokat 6sszekotd szakasz metszi ki
a haromszog megfelel§ oldalaibdl. A POR haromszog keriilete természetesen megegyezik
az UV szakasz hosszaval.

b) A feladat kérdése arra vonatkozik, hogy mi-
ként kell az AB oldal P pontjat megvalasz-
tani, ha azt akarjuk, hogy a kapott POR
haromszog keriilete, azaz az UV szakasz
hossza a lehet§ legkisebb legyen. Mivel
a tiikrozés megtartja a szogek nagysagat,
ezért az dbrdn azonos maédon jelolt szogek
egyenlSk. Mivel a tiikrozés a tavolsagot is
megtartja, ezért CU = CV = CP. Eszerint
az UVC hdromszog a P pont tetszleges




vélasztasa mellett egyenl$ szard haromszog, amelyben a szdrak altal bezart szog 2 - (o + ),

ahol o+ 8 az ABC haromszog C csucsndl 1év6 szogét jeloli.

Az ilyen hdromszdgek UV alapja pontosan akkor minimdlis, amikor a hdromszog szdra, vagyis
a CU szakasz, a lehet§ legkisebb. A CU = CP szakasz pedig akkor a legkisebb, amikor P
az ABC haromszog C csucsb6l indulé magassdgvonaldnak talppontja. Gondolatmenetiink
egy nem tdl bonyolult kovetkezménye, hogy egy hegyesszogli haromszogbe irt hdromszogek
koziil a talpponti haromszog kertiilete a lehetd legkisebb.

¢) Ha az ABC haromszogben a C csticsndl
derékszog van, akkor UCV< = 180° ami azt
jelenti, hogy a C pont illeszkedik az UV sza-
kaszra. Ebben az esetben tehat UV nem
bels6 pontokban metszi a hiromszog AC
és BC oldalait, igy nem létezik minimalis
keriiletd beirt hdromszog sem.

Hasonld a helyzet tompaszdgli hdromszog esetén is; ekkor az UV szakasz egydltaldn nem
metszi a haromszog oldalait.

@B a) Az ABCD téglalapba az aldbbi dbra szerint beirtuk a PORS
négyszoget. Feladatunk a legkisebb keriiletli négyszog
szerkesztése. A tovabbiakban ,kiteritjilk” a beirt négyszog JANEN

A P B

oldalait egy torott vonalba. Tiikrozziik a téglalapot a beirt sok- \

szoggel egyiitt az AB egyenesre, az igy kapott tiikorképeket S\ g P, 4
1 indexszel lattuk el. Tovabbi két tiikrozéssel (az dbran a k- AP PN ’
adik tiikrozés utdn kapott pontok k indexet kaptak) sikeriil . RE:

kiteriteni a PORS négyszdg oldalait; a négyszog keriilete
megegyezik az SPQR,S; torott vonal hosszdval. Ennek
hossza akkor minimalis, amikor szakassza fajul, ami azt jelenti,
hogy a minimalis keriiletd beirt négyszog keriilete egyenld
az SS3 szakasz hosszdval.

Az SS5 szakasz hossza latszolag fligg az S pont valasztdsatol.
A tiikrozés tavolsdgtartd voltdbdl fakadéan azonban konnyen

Sik
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végiggondolhatjuk, hogy SD = S,D; = S,D, = §3D,, tovdbba SD és S3D, parhuzamosak,
amibdl kovetkezik, hogy a DSS3D, négyszog paralelogramma, igy az SS5 szakasz hossza meg-
egyezik a DD, szakasz hosszdval, ami viszont €pp az eredeti téglalap 4tl6jdnak kétszerese.

Ezzel igazoltuk, hogy a P pontot csicsként tartalmazo,
a téglalapba beirt négyszogek keriiletének minimuma épp a
téglalap atldjanak kétszerese, ami valdban fiiggetlen a P pont
helyzetétol. o )

D R _C

b) A téglalap oldalainak ismeretében Pitagorasz tételével az atléra
35 m adddik, ezért a telek elkeritéséhez 70 m kerités sziikséges. |G -7

o ., . L . C e S i 10) Sy
c) Az el6zbek alapjan mar nem tilsdgosan nehéz a minimaélis AN
keriilet(i beirt négyszog szerkesztése. Hizzunk a DD, sza- N \

kasszal parhuzamost a P ponton at. Ez a D,A5 szakaszbdl
kimetszi a minimalis keriiletd beirt POQRS négyszog S pont-

janak S5 harmadik tiikorképét, a C;D, szakaszbdl kimetszi S5
az R pont R, mdsodik tiikorképét, mig a BC; szakaszbol s
kimetszi a Q pont Q, elsé tiikorképét. Ezaltal a PORS négy- Bs Py A

sz0g szerkeszthetd.
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@D a) Ha az ABC hdromszdg koré irt kor kozép-
pontjat O jeldli, akkor AO = BO = CO, hiszen
mindhdarom szakasz a koriilirt kor sugara.
A tiikrozés tdvolsdgtartd transzformdcio,
ezért az emlitett szakaszok tiikorképei is, igy
példaul az ébrén szereplé AQ, CQ, CP, BP
szakaszok mindegyike a koriilirt kor suga-
rdval egyenld hosszd. Ekkor viszont az AOCQ
és BOCP négyszogek rombuszok, ezért szem-
kozti oldalaik parhuzamosak egymassal, azaz
CQ péarhuzamos OA-val, CP parhuzamos
OB-vel, amibdl kovetkezik, hogy QCPX = AOB<. Eddigi eredményeink alapjdn a QPC
és ABO haromszogek egybevagdk (két oldal + kozbezdrt szog), ezért QP = AB. Hasonl6
gondolatmenettel 1dthatjuk be, hogy a POR haromszog minden oldala egyenld az ABC hirom-
sz0g egy-egy oldaldval, ezért a két haromszog valéban egybevdgd egymadssal.

b) Az a) feladatban lattuk, hogy a QPC és ABO haromszogek egybevdgoak, tovdbba két-két
oldaluk parhuzamos, amibdl kovetkezik, hogy harmadik oldalaik, azaz QP és AB is parhuza-
mos egymadssal. Ugyanigy; PR és CA, valamint QR és CB is parhuzamos egymassal. Mivel
a QO egyenes merdleges az AC egyenesre, igy merSleges a PR egyenesre is, igy a QO egyenes
a PRQ haromszog magassagvonala, O pedig a magassagpontja. Eszrevételiinket felhasznalva
az ABC haromszog szerkesztésének a Iépései a kovetkezSk lehetnek. Megszerkesztjik a POR
haromszdg O magassagpontjat. Ezutdn megszerkesztjik az OQ, OR, OP szakaszok felez6-
merGlegeseit. A megszerkesztett egyenesek egyben az ABC haromszog oldalegyenesei is,
ezért az ABC hdromszog csticsai mar konnyen szerkeszthetdk.

Kozéppontos tiikrozés — megoldasok

A tiikorképek az egyes esetekben:

a) A(=3;-1), B’(2;-5), C’'(4;2);

b) A(=3;7), B'(2;3), C’(4; 10);

¢) AL 1), B'(4;-3), C’(6;4);

d) A(1;-3), B'(6;-7), C’(8; 0);

e) A(=5;-5), B(0;-9), C'(2;-2);

f) A(=5;13), B’(0;9), C’(2; 16).

A két haromszog egyesitése paralelogrammat hatiroz meg, mert a kapott négyszog kdzéppontosan
szimmetrikus.

A két trapéz egyesitése paralelogrammat hatdroz meg, mert a kapott négyszog kdzéppontosan
szimmetrikus.

Ha az ABCD négyszog BC oldalanak F felez&pontjéra tiikroziink,
akkor a szokdsos jelolések mellett az ABDACD hatszog szogei
o, B+7, 6, a, B+ vy, 6. Akozéppontos tiikrozés sordn a szakasz
és tiikorképe parhuzamos egymadssal, ezért a kapott hatszog
szemkozti oldalai valéban parhuzamosak.




Ha a két szakasz nem esik egy egyenesbe, akkor végpontjaik egy
paralelogramma cstcsait alkotjak. Ebben a paralelogramméban =
az atlok metszéspontjara vonatkozé tiikrozés a szakaszokat egy- S
mésba viszi 4t. ’ N ’

/ %) /
Ha a két szakasz (AB és tiikorképe A'B’) végpontjai egy egye- ST 0 ;
nesre illeszkednek, akkor nem feszitenek ki paralelogrammat, de
a tiikrozés kozéppontja ebben az esetben is az AA’ és a BB’ i .
szakaszok kozos felezGpontja.

A negyedik tiikrozés utdn visszajutunk a kiinduldsul vett pontba.
Ha a P pontbdl indulunk ki, és a tiikrozések eredményét rendre
Py, P,, Py és P, jeldli, akkor ugyanis AB kozépvonal a PP,P,
haromszogben, amibdl kovetkezik, hogy PP, parhuzamos AB-
vel és hossza az AB hosszanak kétszerese. Ugyanigy DC kozép-
vonal a PP, P; hdromszogben, amib6l adédik, hogy PP, par-
huzamos DC-vel és hossza a DC hosszdnak kétszerese. Mivel
ABCD paralelogramma, ezért AB és DC parhuzamosak, illetve .
egyenld hosszdak, igy ugyanez érvényes PP,-re és P,Ps-re is. P1-
Ez azonban csak ugy lehetséges, ha P = P,.

A jatékban Barnabdsnak van nyer§ stratégidja. Ehhez a kovetkezd szabdly szerint érdemes
jatszania: az els6 pénzérmét Ggy kell elhelyeznie, hogy kozéppontja egybeessen az asztal
kozéppontjaval. Ezek utdn nincs mds dolga, csak ha Andrés rakott, akkor a sajat érméjét ugy
helyezze el, hogy az asztal kézéppontjara vonatkozé tiikorképe egybeessen az Andréas éltal
legutoljara elhelyezett pénzérmével. Ekkor a siker garantdlt, ha ugyanis Andrds tud még rakni,
akkor ez Barnabdsnak is biztosan sikertilni fog.

Az O pont e-re, illetve fre vonatkozé merdleges vetiiletét az dbran
T-vel, illetve T-vel jeloltiik. A feltételek szerint OT = OT’ = x.
Vizsgaljuk az O pontra vonatkozd kdzéppontos tiikrozés tulaj-
donségait. A T pont képe T, tovabba az e egyenes képe olyan
egyenes, amely dtmegy a 7~ ponton és parhuzamos e-vel. Ez az
egyenes csakis az f egyenes lehet. Mivel a tiikkrozés O kozép-
pontja illeszkedik a PQ egyenesre, ezért a P pont képe illeszkedik
a PQ egyenesre, tovabbd illeszkedik az e egyenes f képére is, ezért
csakis a két egyenes Q metszéspontja lehet. Pont és képe ugyan-
olyan tdvolsdgra van a tiikkrozés kozéppontjatdl, ezért OP = OQ.

Mindhdarom négyszog tengelyesen szimmetrikus a négyszog egyik atléjdnak egyenesére, ezért
mindhdrom négyszog deltoid. A kdozépen keletkez8 négyszog a négyzet kozéppontjara vonatkozd
kozéppontos tiikrozés sordn invaridans marad (képe onmaga), ezért paralelogramma. Mivel 4tl6i
illeszkednek a négyzet atldira, ezért merSlegesek egymadsra, igy a kozépen keletkezd négyszog
rombusz.

Az O pontra vonatkoz6 kdzéppontos tiikrozés sordn az A pont
képe C, a D pont képe pedig B. Az 1612. feladat eredménye
alapjan OP = 0Q, ezért a P és Q pontok egymads tiikorképei.




1618

.....
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A szerkesztés 1épései:

1. Az adott szog O csucsat tiikrozziik az adott P pontra; a tiikor-
képet O*-vel jeloltiik.

2. Az O’ ponton 4t parhuzamosokat szerkesztiink a szog szd-
raival.

3. A péarhuzamosok és a megfelel§ szogszarak A és B metszés-
pontjainak szerkesztése.

4. Az AB egyenes szerkesztése. Az egyenes a kivant tulajdonsagokkal rendelkezik, hiszen
az OBO’A négyszog paralelogramma, ezért atl6i felezik egymast, igy PA = PB.

A szerkesztés 1épései:

1. Az adott P ponton it a megfeleld szogszarral (amelyiket a szer-
kesztendd egyenes a P-t6l mérve tdvolabb metsz) parhuza-
most szerkesztiink.

2. A pérhuzamos és a masik szogszar O’ metszéspontjdnak szer-
kesztése.

3. Az O’ ponton keresztiil pArhuzamost szerkesztiink a PO sza-
kasszal.

0 BV

4. A szerkesztett parhuzamos masik szogszarral valé B metszéspontjdnak szerkesztése.

5. A PB egyenes szerkesztése. Az egyenes a kivant tulajdonsagu lesz, hiszen a szerkesztés menete
alapjdn az OBO’P négyszog paralelogramma, amelyben az 4tlok felezik egymast.

a) Igaz. b) lIgaz.
d) Hamis. e) Hamis.
g) Igaz. h) lIgaz.
j) Hamis. k) Hamis.
m) Hamis. n) Hamis.

Jeloljiik a két kort k-val és c-vel, és tegylik fel, hogy az egyik
metszéspontjukon (A) dtmend egyenes az A-t6l kiilonbozd P és
Q pontokban metszi a két kort (1d. dbra), valamint AP = AQ.

Ekkor az A pontra vonatkoz6 kézéppontos tiikrozés a P pontot
a Q pontba, az AP szakaszt pedig az AQ szakaszba viszi ét.
Ez a megallapitds lehetdséget ad a Q pont egyszerd szerkesz-
tésére; a Q pontot a k kdr A pontra vonatkozd &’ tiikorképe
metszi ki a ¢ korb6l. A P pontot megkaphatjuk, ha a Q pontot
tiikrozziik az A pontra.

Mivel az igy kapott AQ és AP szakaszok egy egyenesbe esnek, és
a tiikrozés tavolsagtartd tulajdonsiga miatt hosszuk megegyezik,
ezért a PQ egyenes megfelel a feladat minden feltételének.

¢) Hamis.
f) lgaz.
i) Igaz.
[) 1gaz.
o) Igaz.

A feltételekbdl kovetkezik, hogy a k* kor két pontban metszi a ¢ kort, amelyek koziil az egyik
természetesen az A pont. EbbGl adéddan a Q pont és igy a P pont is egyértelmtien szerkeszt-

hetd.

Ujabb megoldast kapunk, ha a két kor masik metszéspontjara tiikroziink.
Vegyiik végiil észre, hogy a két metszésponton dtmend szel6 nyilvanvaléan megfelel a feltéte-

leknek, ezért a feladatnak harom megolddsa van!



fEE) A koncentrikus korok koziil a belsét k-val, a kiilsét c-vel, a kisebb
kor rogzitett pontjat P-vel jeloltiik az dbran. Tegyiik fel, hogy az
e egyenes a c¢ kort A-ban és B-ben, a k kort P-ben és Q-ban
metszi az dbranak megfelelGen, tovabbd AP = PQ = OB.

Ekkor a P pontra vonatkoz6 kozéppontos tiikrozés sordn a Q
pont az A pontba Keriil, igy a k kor képe olyan &k’ kor, amelynek
a ¢ korrel valé egyik metszéspontja éppen A. Megéllapitasunk
egyben eljarast ad az A pont szerkesztésére is. Az A és P pontok
ismeretében az e egyenes mar szerkeszthet. Nem kell aggdd-
nunk amiatt sem, hogy esetleg OB nem lenne egyenld AP-vel.
Ugyanis ha AP = PQ, akkor AP = OB is teljesiil, amihez ele-
gendd végiggondolnunk, hogy a PQ szakasz felezémerdlegesére (az dbran ¢ jeloli) vonatkozd
tengelyes tiikr6zés sordn a P pont képe O, az A pont képe B, ezért AP = QB val6ban fenndll.

A szerkeszthetGség feltétele, hogy a &k’ kor és a ¢ kor metssze egymast. Attdl fliggden, hogy a két
kornek hany metszéspontja van, a megoldasok szdma 0, 1 vagy 2 lehet. A két kor nem metszi
egymdst, ha a ¢ kor sugara nagyobb, mint a k kor sugardnak hdromszorosa, egy metszéspont
és 1gy egy megoldas adddik, ha ¢ kor sugara egyenl§ a k kor sugaranak haromszorosaval, mig mas
esetekben két megoldast kapunk.

(D) A feltételek szerint az ABC hdromszdg A csicsa
illeszkedik az e egyenesre, tovdbbd F; az AC
oldal felez&pontja, igy a C cstcs illeszkedik
az e egyenes F| pontra vonatkozd e’ tiikor-
képére. Hasonl6an; mivel a B csucs illeszkedik
a k korre, valamint £, a BC oldal felez6pontja,
igy a C csucs illeszkedik a k kor F, pontra
vonatkozé k’ tiikkorképére. A tiikrozott alakzatok
metszéspontja eszerint épp a hdromszog C csui-
csaval azonos. A hidnyz6 A, illetve B cstcsot
megkapjuk, ha a C pontot tiikkrozziik az Fj,
illetve F, pontra. A fent vazolt szerkesztés eredményét, valamint a megolddsul kapott A;B,C,
és A,B,C, haromszdgeket az dbrdn ldthatjuk.

A szerkeszthetGség feltétele, hogy az ¢’ egyenes metssze a k’ kort. A metszéspontok szdmatdl
fliggen a feladatnak 0, 1 vagy 2 megoldésa lehet.

@ Feladatunk olyan ABCD paralelogramma szer-
kesztése, amelynek kozéppontja O, tovabba
Aek,Beky, Cekyés Deky.

A szerkesztend§ paralelogramma szimmetrikus
az O pontra nézve, ezért kozéppontosan tiik-
rozziik a k; kort az O pontra; a tiikorképet
jelolje k. Vildgos, hogy a paralelogramma
C csucsa illeszkedik kj-re és kz-ra, vagyis
a C pont e két kor metszéspontjaként szerkeszt-
het6. Az A pontot megkapjuk, ha a C pontot
kozéppontosan tiikrozziik az O pontra. A para-
lelogramma B és D csticsainak szerkesztése
ezzel anal6g médon torténhet, csak a ky és
k4 korokkel kell dolgoznunk.
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A szerkeszthet§ség feltételei, hogy a k| és a k3, valamint a k5 és a k, korok egyardnt metsszék
egymadst. Ha az emlitett korok koziil valamelyik kettGnek nincs metszéspontja, akkor a feladatnak
0 megoldésa van. A tovabbi estekben a megolddsok szdma a metszéspontok szamatdl fiigg. Ennek
értelmében a feladatnak lehet 1, 2, 4, esetleg végtelen sok megolddsa. Ez utébbi eset akkor
kovetkezik be, ha k| kor a k3 korrel, vagy a k; kor a k, korrel esik egybe.

3D Jeloljiik a szog szérait e-vel és f-fel, az adott
pontot O-val. Ha az ABCD négyzet A csicsa
illeszkedik az e szogszarra, valamint C csicsa
illeszkedik az f szogszarra (ld. dbra), akkor
az A pont O pontra vonatkozo tiikorképe, mely
épp a C pont, illeszkedik az e szogszér O pontra
vonatkoz6 tiikorképére.

Ezek alapjdn a szerkesztés 1épései a kovetkezdk

lehetnek:

1. Kozéppontosan tiikrozziik az e szogszarat
az O pontra; igy kapjuk e’-t.

2. Az ¢ félegyenes és az f szogszar metszés-
pontjanak szerkesztése; a metszéspont C.

3. A C pont O pontra vonatkoz¢ tiikrozése;
a tiikorkép A.

4. Az AC szakaszfelezd merSlegesének szerkesztése; a kapott egyenes g.
5. Az O kozépponttal, OC sugdrral rajzolt kor szerkesztése.

6. A g egyenes és a szerkesztett kor metszéspontjainak szerkesztése; a keletkezd metszéspontok
B és D.

A feladatnak konvex szog esetén minden esetben egyetlen megolddsa van.

(3B A szogszérakbol lemetszett haromszog teriilete akkor a legkisebb,
ha az adott pont felezi a metsz§ egyenesnek a szog szdrai kozé
esd szakaszat. Jeloljiik a szogszarakat e-vel és f-fel, az adott
pontot P-vel, tovdbbd g-vel azt az egyenest, amely dtmegy
a P ponton és a szogszarak kozé es6 szakaszdt a P pont meg-
felezi. Ha a g egyenes az e szogszarat E-ben, az f szogszarat
F-ben metszi, akkor PE = PF (1d. dbra). Megmutatjuk, hogy
ha egy g-tdl kiilonboz6 egyenes dtmegy a P ponton, tovabba
a szogszdrakat K-ban és L-ben metszi, akkor az OKL hédrom-
sz0g terlilete nagyobb, mint az OEF hdromszog teriilete. Mivel
PK és PL semmiképpen nem egyenld, ezért feltehetjiik, hogy
PK > PL.

Tiikrozziik a PLF haromszoget a P pontra. A tiikrozés soran 0 L\ \F
a P pont helyben marad, az F pont képe E, mivel PF = PE,

az L pont képe pedig a PK szakasz egy belsé L’ pontja. Az EL’ és FL szakaszok parhuzamosak
a kozéppontos tiikrozés tulajdonsdgai alapjan. Jeloljik a PLF és PLE haromszogek kozos
teriiletét #-vel. Ekkor

f

Toer = ToppL + 1 < ToppL + 1+ Tprk = Toks
amit éppen bizonyitani akartunk. Az E és F pontok, valamint a g egyenes az 1622. feladatban
ismertetett médon szerkeszthetGk. Az ott alkalmazott jelolésekkel az EF szakasz egybeesik
az ABCD négyzet AC atl6javal.



FD Jelslje O az ABCD paralelogramméba frit EFGH paralelogramma
kozéppontjat (1d. dbra). Ekkor az O pontra vonatkoz6 tiikrozés [
az E pontot a G pontba, az AB szakaszt vele parhuzamos sza- .
kaszba viszi at, hiszen a szakasz és tiikor képe parhuzamos
egymdssal. Mivel azonban a G pont illeszkedik CD szakaszra, F
igy az O pontra vonatkozd kozéppontos tiikrozés az AB szakaszt —
csakis a CD egyenesre képezheti. Ez azonban csak ugy lehet-
séges, ha az O pont egyenl§ tdvolsdgra van az ABCD paralelogramma AB és CD oldalaitdl,
amibdl kovetkezik, hogy O illeszkedik az AB és a CD egyenesek kozépparhuzamosdra. Hasonldan
igazolhatjuk, hogy O az AD és a BC egyenesek k6zépparhuzamosara is illeszkedik, igy O valéban
megegyezik az ABCD paralelogramma kozéppontjaval.

3 «) Tekintsiik az dbran ldthaté A A,A3A,4A5 Ot-
szoget, melynek oldalfelezd pontjai Fj, F,
K, F,, Fs, valamint a sik egy tetszdleges
P, pontjat. Tiikrozziik a PjA| szakaszt el6bb
az Fj, majd a kapott tiikkorképet az F, pontra,
és igy tovabb. Az i-edik tiikr6zés utdn igy
a P;, 1A, . szakaszhoz jutunk (A; = Ag).
A tiikroz€s tulajdonsdgai alapjan barmely
(1, ) szdmpdrra (1 <i,j<6) a PA, és I}Aj
szakaszok pdrhuzamosak és egyenlS hosz-
szdak, tovdbbd minden i-re PA;és P, A, | .
(1 £i<5) ellentétes iranyuak. Az elmon- Py
dottakbdl kovetkezik, hogy a P F, szakasz-
nak A, afelez&pontja.

A fenti észrevételek alapjan az 6tszog konnyen szerkeszthetd. Tiikrozziik a sik egy tetszéleges
P, pontjat rendre az Fj, ..., F5 pontokra; igy kapjuk a Fg pontot. A P|Fy szakasz A, felezs-
pontjat tiikrozziik az F| pontra, igy kapjuk A,-t. Tikrozziik A,-t az F, pontra; igy kapjuk
az A; pontot, és igy tovdbb.

A feladatnak minden esetben egyértelmid megolddsa van, bar el6fordulhat, hogy a kapott 6tszog
hurkolt vagy elfajuld. A feladat fent vdzolt megolddsa minden pératlan n-re altaldnosithato.

b) Ha n péros, ugy a P/A| és P, A, szakaszok tovdbbra is parhuzamosak és egyenldk, csak
ezuttal megegyezd irdnydak. Ebbdl kovetkezéen a Py és P, pontok egybeesnek, igy ebben
az esetben a feladat hatdrozatlan.

@) a) Jeloljiik az erd6 kozéppontjat O-val, a falut P-vel. Olyanszelst
kell szerkeszteniink a P ponton at, amelynek a korrel vald
elsé metszéspontja (az dbrdn A) felezi a hosszabb szelG-
szakaszt, azaz PB-t. Természetesen ekkor az A pontra vonat-
kozé kozéppontos tiikkr6zés a P pontot a B pontba viszi 4t,
csak kisebb kellemetlenséget okoz, hogy az A pont helyét
nem ismerjiik. Ha viszont egy pillanatra feltételezziik, hogy
az A pont ismert, és a Kerekerd6t tiikrozziik az A pontra,
akkor eredményiil olyan O’ k6zéppontu kort kapunk, amely-
nek sugara 6 km, tovabba atmegy a P ponton, és az A pontban
érinti a Kerekerd6t modellez6 kort. Az O’ pont ezek szerint
a P ponttdl 6, az O ponttdl 12 km tdvolsdgra taldlhatd,
igy a P és O pontok ismeretében megszerkeszthets. Az OO’szakasz kimetszi Kerekerd6bdl
a keresett szel6 A pontjat, majd a P pont A-ra vonatkozo tiikorképe megadja a B pont helyét.
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b) A feladat megolddsa az OPO’ haromszog szerkeszthetGségén
alapul. Mivel a hdromszog oldalai OP =10 km, OO’ = 12 km,
O’P=6km, és 00"+ O’P > OP, ezért az O kozépponti
12 km sugard, valamint a P kdzéppontd 6 km sugard kor
két pontban metszi egymast (az dbrdan O’ és O”), igy a feladat-
nak két megolddsa van. A két ut egymads tiikorképe az OP
egyenesre vonatkozdan.

c) A feladatnak x < 6 esetén nincs megolddsa, hiszen ebben
az esetben a falu a Kerekerd§ belsejében vagy hatédrén
helyezkedik el. Ha 6 < x < 18, akkor a feladatnak két meg-
olddsa, x = 18 esetén egy megolddsa van. Ut6bbi esetben O’
és O” megegyezik, valamint illeszkedik az OP szakaszra.
A feladatnak x > 18 esetén nem adddik megoldésa.

a) Megmutatjuk, hogy a BA’ szakasz hossza

a P pont helyzetétdl fiiggetleniil megegyezik
az AB oldal hosszéval.

A tiikrozésbdl kovetkezden az APCB’ négy-
sz0g paralelogramma (kézéppontosan szim-
metrikus az AC oldal F, felezGpontjdra vo-
natkozdan), ezért AB’parhuzamos PC-vel,
tovdbbd AB’= PC. Ugyanilyen megfon-
toldsbol paralelogramma a CPBA négyszog
is, ezért BA’ parhuzamos PC-vel, tovdbba
BA = PC. Azt kapjuk tehdt, hogy AB’ és BA  ugyanazzal a PC szakasszal parhuzamos, ezért
a két szakasz egymadssal is parhuzamos. Természetesen AB’= BA = PC is teljesiil. Ekkor
viszont az ABA'B’ négyszogben két szemkozti oldal parhuzamos és ugyanolyan hosszasagu,
igy ABAB’ paralelogramma, amibdl azonnal kovetkezik, hogy B’A’= AB, amit bizonyitani

kivéantunk.
Hasonldan igazolhat6, hogy AC’ az ABC hdromszog CA, és B’C’ a CB oldaldval egyenld
hosszuiséagu.

b) Az a) feladatban igazoltuk, hogy az ABA'B’
négyszog paralelogramma. Mivel a para-
lelogramma 4tl6i felezik egymast, ezért ha
az AA és BB’ szakaszok egymadst az R pont-
ban metszik, akkor az R pont egybeesik
mindkét szakasz felez6pontjaval.

Természetesen ugyanigy paralelogramma
az AC’AC négyszog is, ezért AA és CC’ is
felezik egymast. Ezt mésként is megfogalmaz-
hatjuk: a CC’ szakasz az AA’ szakaszt annak
R felezépontjaban metszi. Ezzel igazoltuk,
hogy az AA, BB’ és CC’ szakaszok valdban
egy pontban, a kozos felezGpontjukban met-
szik egymast.




Haromszogek, négyszogek néhany nevezetes vonala
(salyvonal, magassagvonal, kozépvonal) — megoldasok

a) Ahdromszog kdzépvonaldnak hossza a végpontjait nem tartalmazé oldal hosszanak felével egyenld.
b) A paralelogramma kozépvonaldnak hossza a végpontjait nem tartalmazé oldal hosszaval egyenld.

¢) A trapéz szarainak felezGpontjait 6sszekoté kdzépvonalanak hossza az alapok hosszanak szam-
tani kozepével egyenld.

Az eredeti hdromszog keriilete 28,5 cm.
A vadasznak 6sszesen 97,5 perc sziikséges az tt megtételéhez.

A haromszog sulyvonala a haromszoget két olyan haromszogre bontja, amelyeknek egy-egy
oldala megegyezik, valamint az ezekhez tartozé magassaguk is egyenlS. EbbSl adéddan a két
haromszog teriilete is egyenld.

Az ABC haromszog stlypontjit S-sel, az AB oldal felezpontjat
F-fel, az AF = FB szakasz hosszit c-vel jeloltik. Az el6z6
feladat eredménye alapjan T,y = Tppc. Ugyanakkor az AFS
és FBS haromszogekben egy-egy oldal egyenld (AF = FB = ¢),
a hozzdjuk tartozo magassag pedig kozos (x), ezért teriiletiik is
megegyezik, igy T, g = Trpg. Ha egyenld teriileti sikidomokb6l
egyenld teriiletieket vesziink el, akkor a visszamaradé stkidomok
teriilete is megegyezik, azaz Typ-— Tyrg = Trpc — Trps, amibdl
azt kapjuk, hogy 7 ¢ = Tgpc. Hasonlé gondolatmenettel lathatjuk,
hogy T = T gp is teljesiil, amivel a feladat allitasat igazoltuk.

Megoldas lehet, ha a tortat a kozépvonalak mentén vagjuk fel. Mivel a keletkez§ négy torta-
szeletben az oldalak paronként megegyeznek, ezért a teriiletiik is egyenld.

Szintén igazsagos darabolashoz jutunk, ha a hdromszog egyik oldalat négy egyenlG részre osztjuk,
majd az osztépontokat az oldallal szemkdzti csicsokkal 6sszekotjiik. A négy keletkezd haromszog
egy-egy oldala egyenl$ hossziisagu, az ezekhez az oldalakhoz tartoz6 magassagok pedig kozosek,
igy a haromszogek teriilete valdban egyenld.

Az ilyen tulajdonsdgi pontok a rogzitett oldallal parhuzamos kézépvonalon taldlhatok. A kozép-
vonal minden pontja rendelkezik ezzel a tulajdonsdggal.

a) A haromszog szabdlyos, igy minden oldala 120°-0s szdgben latszik a magassagpontbdl.
b) Az abra jeloléseivel CABS = 60°% CBA<¥=80° igy ACB<=40°. i
A CFME négyszdgben ismert hirom sz6g nagysaga, valamint
az E és F csucsokndl derékszogek vannak, ezért: A
FMEX = 180°—40° = 140°.
Mivel az AMB< és FME< csicsszogek, ezért egyenldk,
igy AMB< = 140°, és az AB oldal a magassagpontbdl 140°-o0s
szog alatt latszik. Ugyanilyen gondolatmenettel szdmolhato,
hogy a BC oldal a magassagpontbdl 120°-os, mig az AC

oldal 100°-0s sz6g alatt litszik. a
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¢) A hdromszog ebben az esetben tompaszogd,
ezért magassagpontja a haromszogon kiviil
talalhat6. Az ECFM négyszogben a C csucs-
nal 100°-o0s, az E és F csucsoknal 90°-os
szogek vannak, ezért EMF<¥ = AMB<X = 80°,
azaz az AB oldal a magassagpontbdl 80°-os
szog alatt latszik. Az AMG<, valamint
az EBAY merdleges szard szogpart alkot,
és mivel mindkett6 hegyesszog, ezért meg-
egyeznek, tehdt az AC oldal a magassagpontbdl 20°-0s szog alatt latszik. A BC oldal 60°-os
szogben lathaté az M magassagpontbdl.

A G B

Haa BF és CE magassdgvonalak 20°-os szogben
metszik egymast, és M a haromszog magassag-
pontja, akkor az AEMF négyszogben az E, vala-
mint F' csticsokndl 90°-o0s, az M csticsnal 160°-0s
szogek vannak. Ebbdl adédéan az ABC harom-
sz0g A csucsandl 1évo szog 20°-0s.

Az ABC haromszog BF és CE magassagai két derékszogi harom-
szoget is kialakitanak a hdromszdgben; az ABF és ABE hirom-
szogekben az 4tfogd kozos, éppen az AB oldallal egyezik meg.
Thalész tételének megforditdsa alapjan a derékszogt csucsok,
azaz F és E illeszkednek az AB atmérdji korre. A kor kozép-
pontja egybeesik az AB oldal O felezGpontjaval. Ekkor viszont

OF és OF egy-egy sugdr a korben, ezért hosszuk megegyezik.

Ha a B-bdl indulé magassagvonal talppontjat P, a C-bdl induldét
T jeloli, akkor az ADP derékszogli haromszdgben az A csticsnal
30°-o0s, igy a D csicsndl 60°-0s szog van. Az EDM haromszog
D cstcsandl 1év6 szog szintén 60°-os, hiszen az elbbi szog csucs-
szoge. Az AET derékszogl haromszdgben az A csticsndl 30°-0s,
ezért az E csucsndl 60°-0s szog van. Ezzel beléttuk, hogy
az EDM hédromszog két szoge is 60°-0s, és igy a haromszog

valéban szabdlyos.

(]

Megjegyezziik, hogy amennyiben az ABC hiromszog szabalyos,
ugy az E, D, M pontok egybeesnek, ezért az EDM hiromszog
nem jon létre. Ha az ABC haromszog tompaszogt, akkor a bizo-
nyitds a hegyesszogl esethez hasonléan végezhetd el.

B

A feladatnak két megolddsa van. Ha Peti a paralelogrammat a 12 cm-es oldallal parhuzamos kozép-
vonala mentén végta szét, akkor a masik oldal hossza 13 cm. Ha szétvdgds nem a 12 cm-es oldallal
parhuzamos kozépvonal mentén tortént, akkor a paralelogramma maésik oldaldnak hossza 12,5 cm.

A paralelogramma keriilete 60 cm.

........................ - 142



A paralelogrammat barmely kozépvonala, illetve barmely 4tldja két egyenld teriiletd részre vagja
sz€t. Az 1614. feladat eredménye alapjan barmely olyan egyenes, amely dtmegy a paralelogramma
kozéppontjan, szintén egyenld teriiletd részekre bontja a paralelogrammat.

A trapéz alapjait 2 - x, illetve 3-x alakban kereshetjiik. A feltételek alapjan

2-x+3-x
2

=15 = x=6.

A trapéz alapjai tehat 12 cm, illetve 18 cm hossziak.

A szérakat 0sszekotd kozépvonal 9 cm hosszisdgu. A keletkezd két trapéz kozépvonalainak
hossza 7 cm, illetve 11 cm.

(@D o) Tegyiik fel, hogy az ABC hdromszdg A csticsanal hegyesszog

van. Tiikrozziik kozéppontosan a haromszoget az a oldal
F felez6pontjdra. Eredményiil az ABA’C paralelogrammét
kapjuk (ld. dbra). A paralelogramma egyik atl¢ja az ABC
haromszog a oldaldval, masik 4tlgja, vagyis az AA* szakasz
pedig az a oldalhoz tartozé silyvonaldnak kétszeresével
egyenld hosszisdgu. A feltételek szerint az ABC hdrom-
szogben az A cstcsndl hegyesszog van, amibdl kovetkezik,
hogy az AAB hdromszogben a B csticsndl tompaszdg van. Ennek beldtdsdhoz elegendd
emlékezniink arra, hogy a paralelogramma egy oldalan fekvé szogeinek 6sszege 180° Az emli-
tett két haromszogben két-két oldal egyenld, hiszen az AB oldal k6zos benniik, tovabba
AC = BA a tiikrozés tulajdonsdgai alapjan. A két haromszog harmadik oldalai koziil nyilvén-
valéan az a nagyobb, amelyik a tompaszoggel szemkozt van, azaz 2 -5, > a, ami egyenértéki
a bizonyitando6 allitdssal.

b) Afeladat allitasa az a) feladatban bemutatott bizonyitas értelemszerd valtoztatdsaval igazolhatd.

@3 a) Legyenek a telek csicsai A, B és C, a BC oldal felez6pontja E, e

az AB oldalé F. Tegyiik fel tovabbd, hogy AE =24 méter,

CF =30 méter. Ha a két sulyvonal metszéspontja S, akkor

Iévén a sulypont 2:1 ardnyban osztja fel a sulyvonalakat, E
azt kapjuk, hogy AS = 16, illetve SE = 8 méter, tovabba %
CS =20, illetve SF = 10 méter. A feltételek alapjan az ACS, ©
ECS és AFS haromszogek mind derékszogtek, igy azokban
rendre alkalmazva Pitagorasz tételét az atfogdkat kiszamol-
hatjuk. Nem tdl bonyolult szdmol4dsokkal a megfelel§ kerekitések utdn AC = 25,6 méter,
EC =21,5 méter, végiil AF = 18,9 méter. A telek oldalai tehat 25,6 méter, 43 méter, 37,8 méter.

10
A F B

b) A telek korbekeritéséhez 25,6 + 43 + 37,8 = 106,4 méter keritést kell Béla bacsinak vennie.
¢) Sajnos Béla bécsit varatlan meglepetések érhetik, ha a b) feladatban kiszdmolt hosszisagu

keritéssel prébdlja korbekeriteni a telkét. Ha ugyanis a szdmoldsokat nem egy tizedes pontos-
saggal végezziik, akkor lathatjuk, hogy

AC =656 >25,61 m; EC=+/464 >21,54m; AF =356 > 18,86 m.
A kapott egyenlétlenségek felhaszndldsaval a telek keriiletére egy alsé becslést kaphatunk:
Kipc>25,61+2-21,54 +2-18,86 = 106,41 méter,
ami mutatja, hogy a b) feladatban kapott 106,4 méter hosszu kerités nem elegendd a korbe-
keritéshez. Béla bacsi szerencsésebben jart volna, ha a szamitasokndl eztttal nem a kerekités

szabalyait kovette volna, hanem minden 1épésben felfelé kerekit. igy elkeriilhets az a rendkiviil
bosszantd helyzet, hogy a vésarolt kerités par centiméterrel rovidebb, mint a telek kertilete.
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(@ Jelolje az ABC héromszog oldalainak felezSpontjét E, F, G, suly-
vonalait s,, s, 5. az dbrdnak megfelelGen. Tiikrozziik az ABC
haromszoget, valamint a G pontot az E pontra. A tiikrozés soran
a B és A pontok ,helyet cserélnek”, a C pont képe C’, tovdbba
a G pont képe a BC’ szakasz G’ felez6pontja. Az elmondottak-
bdl adédban a BG = s;, sulyvonal az AG’ szakaszba megy 4t.

A tovdbbiakban megmutatjuk, hogy a CEG’F négyszog parale-
logramma. A kozéppontos tiikkrozés megtartja a szakaszok
hosszat, ezért EG = EG’, tovabba természetesen E, G, G’ egy
egyenesre illeszkednek. Mivel EG az ABC haromszog egyik
kozépvonala, ezért pdrhuzamos a megfelel§ oldallal, azaz BC-
vel, tovabba EG hossza BC hosszanak fele, azaz EG = CF.
Ezek szerint EG’ és CF is megegyezik EG-vel, amibdl persze
azonnal kovetkezik, hogy EG’= CF. Természetesen CF nemcsak
EG-vel, hanem a tartalmazé egyenesével is, igy EG’-vel is
parhuzamos. Ezzel bebizonyitottuk, hogy a CEG’F négyszogben két szemkozti oldal egyenld,
valamint parhuzamos, ezért valéban paralelogramma. De ha négyszogiink paralelogramma, akkor
a masik két oldala is parhuzamos és egyenld, igy G’F = CE =,..

Tekintsiik végiil az AG’F haromszoget. A hdromszog oldalai: AG’=s,, G’F =s,, FA =s,, ami
szépen mutatja, hogy a haromszog sulyvonalaib6l valéban lehet haromszoget szerkeszteni.

Tegyiik fel, hogy az ABC haromszogben az AE és BF silyvona-

lakra AE = BF = x. Ha S a hdromszog silypontja, akkor S mind- A
két silyvonalat 2 : 1 ardnyban osztja fel, ezért:
AS=BS= 2. X,
3 F E

amibdl azt kapjuk, hogy az ABS hdromszog egyenld szard.

Az egyenl§ szdri haromszogekben az alapon fekvs szogek

megegyeznek, igy SABY = SBA<. Ekkor az ABE és BAF hirom-

A B

szogekben két-két oldal, valamint az dltaluk bezart sz0g meg-
egyezik, ezért a két hdromszog egybevagd, amibdl persze
kovetkezik, hogy AF = BE. Vegyiik figyelembe, hogy E és F oldalfelezd pontok, ezért AC = BC,
azaz az ABC hdromszog is egyenld szard. Azt kaptuk tehdt, hogy ha egy haromszdgben két stly-
vonal egyenld hosszisagu, akkor a haromszog egyenld szaru.

Az iménti megéllapitdsbol azonnal kovetkezik, hogy ha egy hdromszog mindharom stlyvonala
ugyanakkora, akkor a hdromszog barmely két oldala megegyezik, azaz a haromszog valéban
szabdlyos. Tehdt csak a szabdlyos hdromszogben egyezik meg a hdrom silyvonal hossza.

Tegyiik fel, hogy az ABC haromszogben az AQ és BT magas-
sdgokra AQ = BT = x. Ekkor az ABQ és BAT haromszogek
derékszogiek, igy benniik két-két oldal, valamint a nagyobbal
szemkozti szog megegyezik. A két haromszog tehdt egybevago,
ezért a megfeleld befogéikkal szemkozti hegyesszogeik is
egyenldk, azaz TABX = QBA<.

Megallapitdsunkbdl azonnal adédik, hogy az ABC hiromszog
AB oldalan fekvd szogei egyenlSk, ezért az ABC hdromszog
egyenl§ szard és AC = BC. Azt kaptuk tehdt, hogy ha egy
haromszogben két magassag ugyanolyan hosszisagu, akkor azok
az oldalak is megegyeznek, amelyekhez a magassdgok tartoznak.

C




Ebbdl persze az is kovetkezik, hogy ha mindhdrom magassag egyenld, akkor mindhdrom oldal is
megegyezik, azaz a haromszog szabalyos. Tehét csak a szabédlyos hdromszogekben egyezik meg
a hdrom magassag hossza.

Ha az ABC haromszogben a beirt kor O kdzéppontja egyben
stlypont is, akkor az AO szogfelez§ a BC oldalt az E felezd-
pontban metszi (Id. dbra), azaz BE = CE. Allitsunk merélegest
az E pontbdl az AB és az AC oldalakra, a talppontokat jeloljiik
E,-gyel, illetve E,-vel. Mivel az E pont az A csicsbdl indulé
szogfelez$ egy pontja, ezért a szogszaraktdl egyenld tdvolsdgra
van, azaz EE| = EE,. Ekkor viszont az EE|B és EE,C derék-
szogl hdromszogekben két-két oldal megegyezik, ezért pl.
Pitagorasz tételének alkalmazdsaval beldthat6, hogy a harmadik
oldalak is megegyeznek, azaz BE,| = CE,.

Ugyanezzel a gondolatmenettel beldthatd, hogy AE| = AE, is teljesiil. Eredményeinket Ossze-
foglalva azt kapjuk, hogy AB =AE| + BE| = AE, + CE, = AC, azaz az ABC hdromszdg egyenld
szard. Ha most abbdl indulnank ki, hogy az O ponta B cstcsbdl indul6 szogfelezének is pontja,
akkor azt kapnank, hogy AB = BC, ami el6z6 eredménnyel egyiitt mutatja, hogy az ABC hirom-
sz0g szabdlyos.

a) Jeloljiik a B és A csucsokhoz tartozé magassagvonalak talp-
pontjait P-vel és Q-val. Mivel az F pontra vonatkozd tiikro-
z¢€s sordn az MBA< képe az M'/AB<, ezért MBA< = M'ABX.
Az AM’BC négyszdg A csucséandl 1év6 szog

MACS = o+ M'ABS = o+ MBAX = 90°,
hiszen az utolsé egyenldség bal oldalan all6 szogek az ABP
derékszogi haromszog hegyesszogei. Hasonlé gondolat-

menettel mutathaté meg, hogy a B csticsndl 1év§ szog szintén
derékszog.

b) Az a) feladat eredményét gy is megfogalmazhatjuk, hogy
a CM’ szakasz mind az A, mind a B pontbdl 90°-0s szog
alatt latszik. Thalész tételének megforditdsa alapjan ezért A és Brajta vana CM’ szakaszon,
mint 4tmérd f6lé emelt koron. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy az M’ pont az ABC hiromszog
koré irt koron taldlhato.

Hizzuk meg az ABCD trapéz szarainak felezGpontjat 6sszekots
EF kozépvonalat az dbranak megfelelGen. Tegyiik fel, hogy
a kozépvonal az atlékat a P és Q pontokban metszi. A trapéz
szarakat 6sszekotd kozépvonala parhuzamos az alapokkal, ezért
elegendd igazolnunk, hogy P az AC, Q a BD 4tl6 felezGpontja.
Mivel azonban EP parhuzamos a DC alappal és E az AD oldal
felezGpontja, ezért EP sziikségképpen a CDA haromszog CD-
vel parhuzamos kdzépvonala, igy P az AC szakasz felezGpontja.
Hasonléan igazolhatd, hogy Q a BD atl6 felezGpontja.

a+b

Kiszamitjuk a PQ szakasz hosszit. A trapéz megfelel§ kozépvonaldra EF = , tovdbbd a CDA

és CDB haromszogek EP és QF kozépvonalaira EP = QF = 2 Innen PQ hossza mar konnyen
szamolhatd, hiszen 2
a+b ) b a->b

2

PQ=EF —(EP +QF)= (a>Db).
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3 a) Az ABCD konvex négyszog oldalfelezs pontjai az dbra jellé-
seinek megfelelGen legyenek P, O, R, S.

Az SR szakasz kozépvonala az ACD haromszognek, ezért
SR parhuzamos AC-vel, és hossza AC hosszdnak fele. Hason-
16an; a PQ szakasz kézépvonal az ACB haromszdgben, ezért
PQ is parhuzamos AC-vel, és PQ hossza is AC hosszanak
fele. Mivel SR és PQ ugyanazzal a szakasszal parhuzamosak,
ezért SR és PQ parhuzamosak, és nyilvdn hosszuk is meg-
egyezik. Azt kaptuk tehdt, hogy a PORS négyszogben
a szemkozti oldalak parhuzamosak és egyenldk, ezért a négy-
sz0g paralelogramma, vagyis valéban kdzéppontosan szim-
metrikus.

Hasonlé 4llitds érvényes konkdv négyszogekben is. A bizo-
nyitds ugyanigy végezhetd, mint a konvex esetben.

b) Az ABCD négyszog kdzépvonalai a PORS paralelogramma
atloi, amelyekrdl kozismert, hogy felezik egymast. Ezért
a négyszog kozépvonalai is felezik egymadst.

(D a) A PS szakasz kozépvonal az ADB héromszdgben, illetve a OR
szakasz kozépvonal az ADC haromszogben, ezért mind PS,
mind QR pdrhuzamos az AD oldallal, hosszuk pedig az AD
oldal hosszdnak fele, azaz 4 cm. Hasonldan lathatjuk be,
hogy PQ és SR parhuzamos a BC oldallal, hosszuk a BC oldal
hosszanak fele, azaz 5 cm.

Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy a PORS négyszog para-
lelogramma.

b) A PORS négyszog keriilete 18 cm.

c) Az 1652. feladat eredményei alapjan tudjuk, hogy a négyszog kézépvonalai felezik egymast,
ezért az ABCD négyszog kozépvonalainak metszéspontja éppen a PR kozépvonal O felezd-
pontja. Mdasrészt a PORS paralelogramma 4tl6i is felezik egymadst, ezért az O pont egyben
e paralelogramma 4tldinak a metszéspontja is.

(D Az 1652. feladat alapjan a PQORS négyszog paralelogramma, D R C
amelynek oldalai feleakkordk, mint az ABCD négyszog meg-
felel6 atléi. Mivel a szimmetrikus trapézban az atlok egyenld
hosszuiak, ezért a PORS paralelogramma oldalai is egyenldk,
azaz PQORS rombusz. A négy pont akkor alkot négyzetet,

ha az ABCD trapéz 4tl6i merdlegesek egymdsra.

@ Tegyiik fel, hogy az ABC hédromszdgben a C csticsbdl indulé CT magassdg, valamint a CF
sulyvonal a C csicsndl 1évS szoget hdrom egyenld részre osztja. A CT szakasz az AFC harom-
szogben is magassag, rdaddsul megfelezi az ACF<-et, ezért a haromszog egyenl§ szard, igy
az AF alaphoz tartoz6é magassdga megfelezi az alapot is, azaz AT = TF = x. Mivel F az AB szakasz
felez6pontja, ezért FB =2 x.

Tiikrozziik a TBC haromszoget a TB egyenesre; a C pont képét jeloljiik C-vel. A C’CB hiromszog
nyilvanvaldéan egyenl§ szari (CB = C’B), igy BT a haromszog egy sulyvonala és szogfelezdje is



EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK [

egyben. Vegyiik észre, hogy az F pont a BT sulyvonalat éppen c
2:1 ardnyban osztja (a csucstdl szdmitva), amibdl kovetkezik, .
hogy F a C’CB haromszog silypontja! Mivel a CF silyvonal
a C csucsndl 1évS szoget megfelezi, ezért CF szintén szog-
felezGje a haromszognek.

>

Osszefoglalva; a C’CB hiromszogben F silypont és a szog- A
felez8k metszéspontja, azaz a beirt kor kozéppontja is egyben.

Az 1649. feladat allitdsa alapjdn a C’CB haromszog szabdlyos,
amibdl 2 o =60° o =30° adédik. Az ABC hiromszog szdgei

mar konnyen szamolhaték: 60° 90° 30°.

mi

A

T F
g

:

c

5 Tiikrozziik az ABC haromszoget a BC oldal F felez&pontjara.
A kapott hdromszdg az eredetivel egyiitt az ABAC paralelog-
rammdt alkotja, amelynek oldalai b és c, atléi AA=2-5,, BC=a
(1d. abra).

A Hdromszogek, négyszogek, sokszogek cimt fejezet 1355. fel-
adataban igazoltuk, hogy a paralelogramma atl6inak négyzet-
0sszege egyenld oldalainak négyzetdsszegével.

Alkalmazva ezt a tételt az ABAC paralelogrammara, azt kapjuk, hogy
a’+ (2-sa)2 =2-(b% + ¢?),
amibdl az a oldalhoz tartozé silyvonal négyzetét kifejezve adédik, hogy
2= 2-(b2+c?-a?
=
4
Ehhez hasonléan a haromszdg masik két oldalanak stilyvonalara felirhatjuk, hogy
a2+ c2)— p2 (A2 B2y 2
2-(a*+c?)-b és s§=2(0+b) .
4 4
A kapott egyenldségek megfeleld oldalait sszeadva, majd jobb oldalon a kijelolt miveleteket,
illetve lehetséges Osszevondsokat elvégezve

3-(a?+b%+ 2
s§+s§+s§=¥
4

2 _
Sp =

2

amit éppen bizonyitani kellett.
a) Az 1656. feladatban kifejeztiik a haromszdg stlyvonalait az oldalak segitségével. Az ott
bebizonyitott osszefiiggéseket felhaszndlva:
s2+s57=5-52
T
2-(b%+c?) - a? N 2 (a*+c?) - b? _s. 2 -(a*+ b?) - ¢?
4 4 4 '
Mindkét oldalt 4-gyel megszorozva, majd a mtiveleteket elvégezve azt kapjuk, hogy
a’?+b%>+4-¢2=10-a>+10-b>-5-c2,
9:¢2=9-a%>+9-b?,
c2=a*+b%
Atalakitasaink ekvivalensek voltak, igy Pitagorasz tétele alapjdn a siilyvonalakra vonatkozé
feltétel valéban akkor és csak akkor teljesiil, ha a haromszog derékszogd.
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b) Az ABC haromszdg s, és s, silyvonalai pontosan akkor merg-
legesek egymadsra, ha az ASB derékszogl haromszog oldalai
eleget tesznek a Pitagorasz-tétel feltételének, azaz

3 e 3 b

Mindkét oldalt 9-cel megszorozva, majd a stlyvonalak négy-
zete helyett az 1656. feladatban bizonyitott dsszefiiggéseket
beirva azt kapjuk, hogy

2-(b2+c?)—a?+2-(@*+c?)-b?r=9-c%
Az egynemd tagok 6sszevondsa utdn adodik, hogy
a’>+b*>=5-c%
Atalakitdsaink ekvivalensek voltak, igy a feladat allitasat
igazoltuk.

@) a) A Q pontot tartalmazé kozépvonal masik
végpontjat P, a Q pontra vonatkoz6 tiikor-
képét P’, a PQ kozépvonal hosszat k jeloli
az abran. A keletkez6 ABDA'CD hatszog
szarmaztatasabdl eredden kozéppontosan
szimmetrikus és kozéppontja a Q pont.
A kozéppontos tiikrozés a szakaszt dnma-
gaval parhuzamos szakaszba visz at, ezért
a hatszog szemkozti oldalai parhuzamosak, a
tavolsdgtartd tulajdonsdg miatt pedig egy-
madssal egyenld hosszuiak.

b) Tekintsiik a PPAD négyszoget. A négyszog PD és PA oldalai parhuzamosak, és mindkett§
feleakkora, mint az ABCD négyszog AD oldala. Az elmondottakb6l adédéan a PPAD’ négy-
sz0g paralelogramma, ezért PP’ és DA’ is parhuzamos, valamint ugyanakkora hosszisaga.
Mivel a kozéppontos tiikrozésnél pont, annak képe, valamint a tiikkr6zés kozéppontja egy
egyenesre illeszkednek, ezért a PP’ egyenes tartalmazza a Q pontot, amibdl kovetkezik, hogy
PP’=2-PQ =2k, igy végiil DA’ =2k is teljesiil. Ugyanilyen gondolatmenettel bebizonyit-
hat6, hogy AD’=2-k. Eszerint az ABDACD hatszog AD’ és DA’ atldja is kétszer olyan hosszd,
mint a PQ kozépvonal. Megjegyezziik, hogy tobbet mutattunk meg a feladat 4llitdsanal; a két
atlé nemcsak kétszer olyan hosszi, mint PQ, hanem parhuzamos is a kdzépvonallal.

c) Ha alkalmazzuk a hdromszog-egyenlé6tlenséget a DAC haromszogben, akkor azt kapjuk, hogy
2-k<a+c,ahol a és ¢ az ABCD négyszog PQ kozépvonaldnak végpontjait nem tartalmazé
oldalainak a hosszat jeloli. A felirt egyenlStlenség mutatja, hogy a PQ kozépvonal hossza
valéban nem lehet nagyobb a megfeleld oldalak szdmtani kozepénél. Megjegyezziik, hogy
egyenlGség esetében a DAC hiromszog egy szakassza fajul. Ez akkor fordul eld, ha AB, illetve
CD parhuzamosak, azaz az ABCD négyszog trapéz.



b) c)

-60°
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d) Mivel 300° = 360° — 60° és a 360°-os forgatds a helybenhagyassal egyenértékii transzformécio,
ezért a forgatds szoge —60° igy a feladat megolddsa megegyezik a b) feladatéval.

(00 A két haromszog egyesitése mindkét esetben ) b)
rombuszt alkot, amelynek hegyesszoge 60°-os,
tompaszoge 120°-0s. Az dbrdk az A csucs koriili
forgatdsok eredményét szemléltetik.

B=C

(77 a) —1980°=5-(-360°) — 180°, ezért a forgatas
szoge —180°-kal helyettesithetd. A szog mér-
téke mutatja, hogy gyakorlatilag az A cstcsra
vonatkozé kozéppontos tiikrozEésrdl van szo.
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b) 4410°=12-360° + 90°, ezért a forgatds szoge
90°-kal helyettesithetS. Az dbra az A csucs
kortili forgatds eredményét mutatja.

a) A(-1;3), B'(-5;-2), C’'(2; -4); b) A(1;=3), B'(5;2), C'(-2; 4);
c) A(=3;-1), B'(2;-5), C'(4;2); d) A(=3;-1), B'(2;-5), C’(4; 2);
e) A(1;-3), B'(5;2), C'(=2; 4); f) A(=153), B'(=5;-2), C’(2; -4).

A sik végtelen sok pontja tesz eleget a feltételeknek. A megfelel§ pontok a két adott pont kozti
szakasz felez&merdlegesének pontjai.

A B pont képét az A kozéppontd, B ponton
atmend kor metszi ki az e egyenesbdl. Attdl fiig-
gben, hogy a kor és az egyenes milyen helyze-
tdek, 2, 1 vagy 0 olyan pont létezik az egyenesen,
amelybe a B pont forgatassal atvihet§ (ezeket
az dbrdn B, és B, jeloli). (w)

Az A kozéppontud, B ponton dtmend kor kimet-
szi az e egyenesbdl azokat a pontokat, amelyek 3
forgatdssal dtvihet6k a B pontba. A pontok e
ismeretében a forgatds szoge meghatdarozhaté.

Megjegyzés: A feladat nem hajthat6 végre, ha B kozelebb van A-hoz, mint e.

Akét egyenld hosszusagu szakaszt jeloljiik AB-vel
és CD-vel. A megfelel§ forgatds kdzéppontja
egyenld tavolsdgra van az egymasnak megfelels
pontoktdl, ezért pl. az AC és a BD szakaszok
felezGmerGlegeseinek metszéspontjaként kaphat-
juk (a fels6 dbran O-val jeloltiik).

Szintén egy megfelel§ forgatds kozéppontja
a BCés az AD szakaszok felez6merdlegesének
QO metszéspontja (als6 dbra).

Az ismertetett szerkesztési eljarasok nem adnak
helyes megolddst, ha pl. a BC és AD szakaszok
parhuzamosak egymadssal, hiszen ebben az eset-
ben felez&merGlegeseik egybeesnek. Ez akkor
fordul el6, ha az ABCD négyszog hurtrapéz.
Ebben az esetben az egyik forgatds kozéppontja
a négyszog koré frhaté kor kozéppontja, a masik
forgatds kozéppontja pedig a keletkezG hur-
trapéz szdrait tartalmazd egyenesek metszés-
pontja.




Az ilyen forgatds kozéppontja az A és B pontoktdl egyenld tdvolsagra van, ezért illeszkedik
az AB szakasz felez&merdlegesére. Ugyanakkor a forgatds kozéppontjabol az AB szakasz 90°-os
sz0g alatt latszik, ezért illeszkedik az AB szakasz f61€ emelt Thalész-korre is. A forgatds kozép-
pontjdt tehdt a Thalész-kor és a szakaszfelez6 merdleges metszéspontjaként szerkeszthetjiik.
Lathat6, hogy a feladat feltételeinek két pont is eleget tesz.

a) A szabalyos haromszoget a koriilirt korének kozéppontja koriili, k- 120°os (k € Z) forgatdsok
hagyjdk helyben.

b) A négyzetet a kbzéppontja koriili k-90°-os (k € Z) forgatasok hagyjak helyben.

c) A szabdlyos n szoget a kozéppontja koriili £ -
ahol k egész szdmot jeldl.

szogl forgatdsok hagyjak helyben,
n

A szerkesztés 1épései:

1. Az O cstcsu szoget az A pont koriil elfor-
gatjuk —60°-kal (vagy akdr 60°-kal).

2. A szog elforgatott képe kimetszi az eredeti
sz0g megfelel§ szdraibol a B és B’ pontokat.

3. A B és B’ pontokat az A pont koriil 60°-kal
(—60°-kal) elforgatjuk. A képpontok C és C".
Ekkor az ABC és AB’C’ haromszogek sza-
balyosak.

Megjegyzés: A szerkeszthet§ség feltétele, hogy

az elforgatott szog valamely szdra metssze az

eredeti szO0g masik szdrat.

a) lgaz. b) Igaz. c) Igaz. d) Hamis. e¢) Hamis. f) Igaz.
g) Hamis. h) lgaz. i) Igaz. j) lgaz. k) Hamis. [) Hamis.
m) Igaz.

T n T T T

el b) = = d) —; - N
a) B ) 5 c) 2 ) 3 e) > f)

4.7 1257

—_— h ; i) 42 - 1.
8) 3 ) T )
a) 180 =57,3% b) 3- 180 =171,9°% c) 15°%

T T

d) 36°% e) 30°% f) 270°
g) 240°% h) 13680°; i) 120000°.

a) Az 6ra nagymutatéjanak végpontja 20 perc alatt 3 = 5,24 cm utat tesz meg. Ezalatt a mu-
taté koriilbeliil 6,54 cm? teriiletet sdrol. 3

b) Fél ora alatt a nagymutatd végpontja 3r =~ 7,85 cm utat tesz meg, és a mutaté altal strolt
teriilet koriilbeliil 9,82 cm?. 2
35-m
12

.15
d) A mutaté végpontja % ~ 11,78 cm utat tesz meg. A surolt teriilet 14,73 cm?.

c) A mutaté végpontja =9,16 cm utat tesz meg. A sdrolt teriilet 11,45 cm?.
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Az dbra jelolései szerint az ABO hdromszog szabdlyos, oldala

50 méter, ezért teriilete 1082,53 m2 A rovidebb AB korivhez

tartozo korcikk kozépponti szoge 60°-0s, ezért teriilete a kor

teriiletének hatodrésze, azaz 1309 m2 A kisebb korszelet teriilete

ebbdl kifolydlag: <&
1309 — 1082,53 = 226,47 m>.

A nagyobb rész teriilete 7627,51 m>,

A kor keriilete 8- cm.

A korivek hossza STE =~ 5,03 cm, ST” =~ 8,38 cm, illetve 267

=~ 11,73 cm.

74 Anégyzet O kozéppontja koriili 90°-os forgatdsa CEB harom-
szdget a DFC hdromszogbe viszi dt, igy ECBX = FDCX. Az O
kozéppont koriili —90°-os forgatds az FAB hdromszoget EDA
haromszogbe viszi at, ezért FABS = EDA<. A két forgatds utdn
a harom megjelolt szog Osszege éppen a négyzet egyik szogét .
adja, ami igazolja, hogy a szogek 0sszege 90°.

(=)
o

>
m
[oo)

16 Ahatszog O kozéppontja koriili 60°-os forgatds az ABCG négy-

szoget a BCDH négyszogbe viszi dt, ezért a két négyszog 7 4 .
teriilete megegyezik, azaz Tpcc = Tpcpy- Ha a két négyszogbdl G
a kozos résziiket, vagyis a BCGT négyszoget elvessziik, akkor
a visszamarad¢ sikidomok teriilete is nyilvdnvalé médon meg- F c
egyezik, azaz Typr = I5pyr- .
A B
Tl Jeloljik az OP és BC szakaszok metszéspontjat E-vel, OR o
és CD metszéspontjat F-fel, tovabba G-vel, illetve H-val az AB,
illetve BC oldalak felez6pontjat. Ezutdn forgassuk el az OFCH D /¢
négyszoget az O pont koriil —90°-kal. A forgatds utdn a négyszog Q
képe az OEBG négyszog, melynek teriilete igy megegyezik .
az OFCH négyszog teriiletével. Azt kaptuk tehat, hogy az ABCD H
és OPQOR négyzetek kozos részének, vagyis az OECF négy- 2
szognek a terlilete ugyanakkora, mint az OEBG és az OEH sik- A A 5

idomok teriiletének 0sszege. Az abrardl azonnal leolvashatd, hogy

a teriiletdsszeg az ABCD négyzet teriiletének negyede: %.

Az adott pontot A-val, a pairhuzamos egyeneseket e-vel, illetve f-fel jelolve, a szerkesztés 1€pései
a kovetkezdk lehetnek:

1. Forgassuk el az e egyenest az A pont koriil 60°-kal, az elforgatott egyenest jeldljiik e-vel.
2. Szerkessziik meg az ¢’ és az f egyenes B metszéspontjat.
3. Forgassuk el a B pontot az A pont koriil —60°-kal; a keletkezett pontot jeloljik C-vel.



Az ABC hiaromszog megfelel a feladat feltételeinek. Ha az 1. és 3. 1épésben a forgatdsok szogének
nagysagat nem, de irdnyit megvaltoztatjuk, akkor egy tjabb megoldast kapunk. Az ABC hiromszog
az adatok tetszbleges felvétele esetén szerkeszthetd. Minden esetben két haromszoget kapunk
eredményiil.

Az adott pontot A-val, az egyenest e-vel, a kort k-val jeloljiik. Ha a szabdlyos ABC haromszog
B csucsa illeszkedik a k korre, akkor a C csucs illeszkedik a k kor A pont koriili 60°-kal

(megfeleld irdnyban torténd) elforgatott képére. Ezek alapjan a szerkesztés 1épései a kbvetkezbk
lehetnek:

1. Forgassuk el az A pont koriil 60°-kal a k kort; az eredmény a &k’ kor.

2. Szerkessziik meg a k’ kor és az e egyenes metszéspontjit vagy metszéspontjait. A metszés-
pontok egyikét jeloljik C-vel.

3. Forgassuk el a C pontot az A pont koriil —60°-kal; a kapott pont B.

Az ABC hiromszog megfelel a feladat minden feltételének. Tovabbi megolddsokat kaphatunk, ha
az 1. és 3. 1épésben a forgatds irdnyat megvéltoztatjuk. A szerkeszthet§ség feltétele, hogy a k kor
60°-kal vagy —60°-kal elforgatott képének legaldbb egy kozos pontja legyen az e egyenessel.
A feladatnak 0, 1, 2, 3, 4 megoldasa lehet.

(@A a) A szabélyos hdromszoget a kozéppontja koriili 120°-os forgatds Snmagaba viszi 4t, ezért ugyanez

a forgatds az adott szog megfeleld szogszarat olyan félegyenesbe viszi, amelyik a haromszog
egyik csucsdban fogja metszeni a masik szogszarat. A szogszarakat e-vel, f-fel, az adott pontot
O-val jelolve, a szerkesztés 1€pései ezek alapjan a kovetkezSk lehetnek (bal oldali dbra):

1. Forgassuk el az e szogszdrat az O pont koriil 120°-kal, a kapott félegyenest jeloljiik e-vel.
2. Szerkessziik meg az ¢’ és f félegyenesek B metszéspontjat.

3. Forgassuk el a B pontot az O pont koriil —120°-kal, a kapott pont A.

4. Forgassuk el a B pontot az O pont koriil 120°-kal, a kapott pont C.

Az ABC hiaromszog a feladat feltételeinek megfelel.

Ha a forgatdsok szogének nagysdgit nem, de irdnydt megvéltoztatjuk, akkor egy djabb
megoldast kapunk. Ezt a megoldést a jobb oldali dbra szemlélteti. Megjegyezziik, hogy
a szerkeszthet§ség feltétele, hogy az ¢’ félegyenes metssze az f szogszarat.
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b) A szerkesztés lépései:

1. Forgassuk el az e szogszdrat az O pont koriil 90°-kal, az igy kapott félegyenest jeloljiik
e-vel.

. Szerkessziik meg az ¢’ és f félegyenesek B metszéspontjat.
. Forgassuk el a B pontot az O pont koriil —90°-kal, a kapott pont A.
. Tiikrozziik a B pontot az O pontra, a tiikorkép legyen D.

DN B W

. Tiikrozziik az A pontot az O pontra, a tiikorkép legyen C.
Az ABCD négyszog négyzet, amely a feladat minden feltételének eleget tesz.

Az a) ponthoz hasonldan itt is Gjabb megoldast kaphatunk, ha a forgatdsok irdnyat meg-
véltoztatjuk.

(@B Az adott pontot O-val, a koroket k-val, illetve
c-vel jeloljiikk. Ha az ABCD négyzet k6zép-
pontja O, tovabbd az A csucs a k kor, B a ¢ kor
egy pontja, akkor a szerkesztés lehetséges 1épései
a kovetkezok.

1. Forgassuk el a k kort az O pont koriil 90°-
kal, a kapott kor legyen k.

2. Szerkessziik meg a k’ és ¢ korok egyik
metszéspontjat, B-t.

3. Forgassuk el a B pontot az O pont koriil
—90°-kal, igy kapjuk az A csucsot.

4. Tikrozziik a B pontot az O pontra, az ered-
mény D.

5. Tiikrozziik az A pontot az O pontra, igy
kapjuk a C pontot.

Az ABCD négyzet a feltételek mindegyikének eleget tesz.

El6fordulhat, hogy a feladatnak tobb megolddsa is van, hiszen a &k’ és a ¢ korok eleve két metszés-
ponttal is rendelkezhetnek.

A feladat tovabbi megolddsait kaphatjuk, ha a forgatdsok irdnyat megvaltoztatjuk.

Kialakithat6 ugyanakkor egy elég specidlis adatfelvétel, amikor a feladatnak végtelen sok négyzet
is eleget tesz. Ez tigy lehetséges, ha a k kor elforgatott képe egybeesik a ¢ korrel, ekkor ugyanis
a B pont a ¢ kor tetszGleges pontja lehet.

a) Tegyiik fel, hogy az ABC haromszog pozitiv koriiljarasi irdny-
nyal rendelkezik, azaz a B pontot az A pont koriili +60°-0s
forgatdssal lehet a C pontba dtvinni. Forgassuk el az E pont
koriil az AC szakaszt —60°-kal. A szerkesztendd szabalyos
haromszog megfeleld csicsa (F) illeszkedik a kapott AC’
szakaszra, valamint a BC oldalra is, ezért a két szakasz
metszéspontjaként szerkeszthetd. A haromszog hidnyzé
G cstcsa az F pont E pont koriili 60°-os elforgatdsaval
szerkeszthetd.

A feladat megoldasainak szdma attdl fiigg, hogy az A'C’ milyen helyzetd a BC szakaszhoz
viszonyitva. Mivel a két szakasznak pontosan egy metszéspontja van, ezért barmely E pontbdl
indulunk is ki, minden esetben egy megoldast kapunk.
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b) Tegyiik fel, hogy az EFG szabdlyos haromszdg E csucsa
az ABC szabdlyos haromszdg AB, F csicsaa BC, G csuicsa
a CA oldalra illeszkedik. Jelolje O az ABC hiromszog kozép-
pontjat. Forgassuk el az E pontot az O pont koriil 120°-kal.
Eredményiil olyan E’ pontot kapunk, amely a hiromszog
BC oldaléra illeszkedik. Ha a kapott E’ pontot tovdbb
forgatjuk az O pont koriil 120°-kal, akkor a CA oldal egy
E” pontjdhoz jutunk. A pontok szdrmaztatdsabol azonnal
kovetkezik, hogy az EE’E” haromszog szabalyos, amelynek
természetesen az O pont a kozéppontja.

Az a) feladatban megmutattuk, hogy az E ponthoz egyetlen olyan szabdlyos haromszog tartozik,
amelynek tovabbi csdcsai is az ABC hdromszog oldalaira illeszkednek, ezért E’=F, E”= G.
Ezzel megmutattuk, hogy az O pont az EFG haromszog kdzéppontja is egyben.

A feladat megolddsdhoz felhaszndlhatjuk, hogy ha a korben két
hidr egyenld hosszisagu, akkor a kor kozéppontjatdl ugyanolyan
tavolsagra haladnak, amibdl pedig kovetkezik, hogy a kor kozép-
pontja koriili forgatdssal egymasba vihetSk. Ha a két hur rdaddsul
merdleges egymadsra, akkor a forgatds szoge 90° Ezek alapjdn
a szerkesztés 1épései a kovetkezdk lehetnek.

1. Forgassuk el az adott P pontot a kor O kozéppontja koriil
90°-kal mindkét irdnyba. A forgatdsok eredményeként
az abran Pj-gyel és P,-vel jelolt pontokat kapjuk.

2. Szerkessziik meg a PP, illetve a P,P egyeneseket.

3. Szerkessziikk meg a PP és a P,P egyenesek korrel valé metszéspontjait. A kapott metszés-
pontok megadjdk a keresett hirok végpontjait (1d. dbra).

A kivant tulajdonsagu huirok minden esetben szerkeszthet6k. Ha a P pont és a kor O kdzéppontja
egybeesik, akkor végtelen sok megoldds van, mivel barmely két, egymdsra merdleges atmérd
megfelel a feltételeknek. Mds esetekben a feladatnak egy megoldasa van.

A szerkesztések elvégzése utdn lathatjuk, hogy az F pont koriili
—120°-o0s forgatds az A és B pontokat olyan A’, illetve B’ pon-
tokba viszi 4t, amelyek illeszkednek az AC egyenesre (1d. dbra).
Az édbra alaposabb elemzése utdn észrevehetjiik, hogy a B* pont
egybeesik az AC oldal felez6pontjdval, valamint az A’ pont
egybeesik a B’ pont C-re vonatkozé tiikorképével. A fenti
sejtések konnyen igazolhatdk. Valéban, ha B’ jeloli az AC sza-
kasz felez6pontjit, akkor az FB’C hdromszog szabdlyos,
és ezért FB’= FC = FB, tovabbd BFB’<¥ = 120° ami igazolja,
hogy a B’ pont egybeesik a B pont F pont koriili —120°-kal
elforgatott képével.

Megmutatjuk, hogy ha A’ jeloli a B’ pont C-re vonatkozé
tilkorképét, akkor A’ egybeesik az A pont F koriili —120°-kal
elforgatott képével. Valéban, hiszen B’ a B pont elforgatott képe, tovabbd B’A’= BA, vala-
mint FBA' S = FBAX = 60°, ezért a BA szakaszt a forgatds csakis a BA’ szakaszba viheti at, igy
az A pont képe A’.

Fenti eredményeinket ugy is megfogalmazhatjuk, hogy az ABC szabdlyos hdromszogben
a BC oldal felez&pontja koriili —120°-os forgatds sordn az AB oldalegyenes az AC oldalegyenesbe
megy 4t. E megdllapitds alapjdn a szerkesztési feladat megolddsa mar nem tilsdgosan nehéz.
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Ha adott az F felez&pont, tovabbd a P és Q pontok, melyek koziil P az AB, mig Q a BC oldal-
egyenesre illeszkedik, akkor az ABC haromszog szerkesztése a kovetkez6képpen végezhetd el.

1. Forgassuk el a P pontot az F pont koriil —120°-kal.

2. Fektessiink egyenest a P, képponton, valamint a Q ponton 4t. A kapott egyenes éppen az AC egye-
nessel egyezik meg.

3. Az ABC haromszog A csticsat ezutdn az AC egyenes ,,visszaforgatott” (az F pont koriil 120°-kal
elforgatott) képe metszi ki az AC egyenesbdl.

4. A hidnyz6 haromszogcsucsokat az AF szakaszra F-ben emelt merdleges egyenes metszi ki
az oldalegyenesekbdl.

a) Ha az ABC hédromszog koré irt kor kozéppontjat O jeloli,
akkor az APO és BPO haromszogek egyenld szardak (AO,
PO, BO akor egy-egy sugara), ezért ha AOPX = q, illetve
POB< = 3, akkor

APO%=90°- %, illetve OPB<=90°— g,

12y

APBY = APO< + OPB< = 1800-“—;’13.

90°-% '90 _.122
Az ABC hdromszog szabdlyos, ezért az O pont nemcsak -
a kortilirt kor kozéppontja, hanem egyben a belsé szogfelez6k
metszéspontja is, ezért az ACO, illetve BCO egyenl szari haromszogek alapon fekvé szogei
30°-osak. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy AOCX = BOC< = 120°, majd

o+ ff=360°-240°=120°
amit az APB<-re kapott dsszefiiggésbe behelyettesitve kapjuk, hogy

APBY = 180°—“T+ﬂ= 1200,

b) Forgassuk el az APB haromszoget az A pont koriil 60°-kal.
A forgatds sordn az A pont helyben marad, a B pont képe
a C pont, a P pont képe P’.

Vizsgaljuk meg a keletkez6 APP’ haromszoget. A forgatas
tavolsagtart6 tulajdonsdga miatt AP = AP’ = x, ezért a hdrom-
szog egyenl§ szari. Mivel a forgatds szoge 60° ezért
PAP< =060° igy az APP’ hdromszog egy olyan egyenld szari
hiromszog, amelyben a szdrak egymdssal 60°-0s szoget
zérnak be. Egy ilyen haromszogben az alapon fekvd szogek
Osszege 120° ezért a hdromszog sziikségképpen szabdlyos is,
igy PP =x, tovdbbd AP’P¥ = 60°.

A forgatds szogtartd tulajdonsdga miatt CPAX = BPA< = 120° amint azt az a) feladatban
megmutattuk. Ekkor viszont egyszerd szogszamolds mutatja, hogy

CP’P< = CPAS + AP’PX =120° + 60° = 180°,
amibdl azonnal kovetkezik, hogy a C, P’, P pontok egy egyenesre illeszkednek. Ismét
a forgatds tavolsagtartd tulajdonsdga miatt CP’= BP =y, ezért
PA+PB=x+y=PP + PC=PC,
amit éppen bizonyitani kivantunk.




Vegyiink fel az ABC hegyesszogii haromszog

belsejében egy P pontot, melyre PA =y, PB=x,
PC =z az dbra szerint. Feladatunk az x + y +
0sszeg minimaliz4ldsa.
Az ilyenkor szokdsos eljarast kovetjiik; meg-
probaljuk ,kiteriteni” a harom szakaszt egymas
mellé. Ennek érdekében forgassuk el az ACP
haromszoget az A pont koriil 60°-kal. Az A pont
helyben marad, a C pont képét C°, a P pont
képét P’ jeloli az dbran. A forgatds tulajdon-
sdgai miatt AP’=AP =y, tovdbbd PAP< = 60°,
ezért az APP’ haromszog egyenl$ szard, melyben a szdrak egymassal 60°-os szoget zarnak be, igy
a haromszog sziikségképpen szabdlyos is, amibdl azt kapjuk, hogy PP’ =y. A forgatds eredmé-
nyeként tehat a BPP’C’ torott vonal hossza éppen a minimalizdlni kivant x + y + z Osszeggel
egyenld. Mivel a C’ pont helyzete a P pont vélasztdsatdl fiiggetlen, ezért a torott vonal hossza akkor
a lehetd legkisebb, ha a P’ és P pontok illeszkednek a BC’ szakaszra. Ez akkor kovetkezik be,
haa CPAY = C’PAL = 120° valamint a BPA< = 120° 0sszefiiggések teljesiilnek. Masként fogal-
mazva; a P pontnak a haromszog csucsaitol mért tdvolsagosszege akkor a lehetd legkisebb,
ha a P pontbdl a haromszog mindhdarom oldala 120°-0s szogben latszik. (A széban forgd P pontot
a hdromszog izogondlis pontjdnak nevezik.)

B

A keresett pont szerkesztésére a kdvetkezs eljarast adhatjuk.

1. Forgassuk el a C pontot az A pont koriil 60°-kal; igy kapjuk a C’ pontot.

2. Forgassuk el a B pontot a C pont koriil szintén 60°-kal; igy a B’ ponthoz jutunk.
3. Szerkessziik meg a BC’ szakaszt.

4. Szerkessziik meg az AB’ szakaszt.

5. A BC’ és az AB’ szakaszok metszéspontja a haromszog keresett pontja.

Bemutatunk egy masik bizonyitast is arra vonat-
kozoéan, hogy a PA + PB + PC 0sszeg valéban
arra a P pontra minimadlis, amelybdl az ABC
hdromszog oldalai 120°-0s szdgben l4tszanak.

Ehhez 4llitsunk az A csticsban merdSlegest a PA
szakaszra, a B csicsban a PB szakaszra, végiil
a C csticsban a PC szakaszra. Ha a kapott
egyenesek metszéspontjai az AB’C’ harom-
szoget alkotjdk az dbra szerint, akkor egyszerd
sz0gszamolds mutatja, hogy az AB’C’ harom-
sz0g szabdlyos. Valéban, hiszen példaul az
APBC’ négyszogben a P csticsndl 120°-0s, az A
és B csticsokndl pedig 90°-o0s szogek vannak,
ezért

AC’BX =360°— (120° + 90° + 90°) = 60°. C
Hasonléan igazolhatjuk, hogy a hdromszog
mdsik két szoge is 60°-os.

Az 1596. feladat eredménye alapjan az AB’C” haromszog belsejében vélasztott tetszéleges pontnak
a haromszog oldalaitél mért tivolsdgosszege ugyanakkora, éppen a haromszog magassigaval
egyenld. Ezek szerint a PA + PB + PC 0sszeg megegyezik az AB’C’ haromsz0g magassaga-
nak hosszaval.
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Vilasszunk ezutdn az ABC haromszog belsejében egy P-tdl kiilonb6z§ Q pontot. Megmutatjuk,

hogy QA + QB + QC > PA + PB + PC.
Haa Q pontnak az AB’C’ hdromszdg oldalaira es6 merSleges vetiileteit Q,, O,, Q5 jeloli az dbra-

nak megfelelGen, akkor .

Q0 <QA, 00,<0B é 00;<0C.
Ennek igazoldsdhoz elegendd az dbréan satirozassal megjelolt haromszogekre hivatkoznunk;
példaul QQ; befogd, QA dtfogd az AQQ, hdaromszdgben, ami mutatja, hogy Q0 < QA valéban
teljesiil. A felirt egyenlStlenségek megfelelS oldalait 6sszeadva azt kapjuk, hogy

QA+ 0B+ QC> Q0 + 00, + 00;.
Vegyiik észre, hogy a 004, 00,, Q05 szakaszok hossza éppen a Q pontnak az AB’C’ hdromszog

oldalait6l mért tavolsagaival egyenldk, ezért kordbbi megjegyezésiink alapjan 6sszegiik éppigy
a hdromszdg magassdgdval egyenld, mint a PA + PB + PC 0sszeg, vagyis

00+ 00, +003=PA+PB+PC.

OA+ QOB+ QC>PA+PB+PC.

Ezzel igazoltuk, hogy barhogyan is valasztjuk meg az ABC haromszog belsejében a P-t6l kiilon-
boz6 Q pontot, annak a csicsoktdl mért tdvolsdgdsszege nagyobb, mint a P pontnak a csicsoktol
mért tdvolsdgdsszege.

Ekkor viszont

Megjegyzés: Igaz a feladat dllitdsa olyan tompaszogii haromszogben is, amelynek nincs 120°-nél
nagyobb szoge.

a) Tegyiik fel, hogy az ABCD paralelogramma

oldalaira kifelé rajzolt négyzetek kozép-

pontjai az dbra szerint az EFGH négyszoget

alkotjdk. Feladatunk annak igazoldsa, hogy G

az EFGH négyszog négyzet. .

Ennek érdekében forgassuk el az AEH D c

haromszoget az E pont koriil —90°-kal. A for-

gatds sordn az E pont természetesen helyben

marad, az A pont képe pedig a B pont, mivel A
az AB oldalra rajzolt négyzetben AE = BE,

és a két szakasz merdleges egymasra. Ezutdn
megmutatjuk, hogy a H pont az F pontba E
keriil 4t. El§szor is gondoljuk végig, hogy
az dbrdn o-val jelolt szogek merdleges szaru
szogpart alkotnak, hiszen a B cstcsnél
taldlkozé szogszdrak koziil az egyik merbleges AB-re, a mdsik pedig BC-re, igy a vele
parhuzamos AD-re is. A merdleges szdru szogek vagy megegyeznek, vagy egymdst 180°-ra
egészitik ki, de mivel mindkét széban forgd szog szemlatomdst hegyesszog, ezért csakis
egyenlGk lehetnek. Vegyiik végiil észre, hogy FAHX = EBF<, mert a négyzet atlja minden
esetben 45°-0s szoget zar be a négyzet oldaldval, igy mindkét szog nagysaga 90° + o.. A szogek
egyenldsége mellett AH = BF is teljesiil, hiszen mindkét szakasz egy-egy ugyanakkora oldald
négyzetben az atlo felével egyenld. Eddigi eredményeink mutatjdk, hogy a forgatds a H pontot
valéban az F pontba viszi 4t.

Ekkor viszont az EH szakaszt az E pont koriili —90°-os forgatdssal az EF szakaszba lehet
atvinni, ezért EH = EF, tovéabba a két szakasz egymasra merdleges. Ugyanigy bizonyithatjuk,
hogy az EFGH négyszog barmely két szomszédos oldala egyenld hosszu és 90°-os szoget zar be
egymadssal, ezért a négyszog valoban négyzet.



b) Amennyiben az ABCD rombusz, és az A

csucsnél 30°-o0s szog van, akkor az a) feladat

eredményei alapjan az EFB egyenl§ szard

haromszogben a szdrak 4ltal bezart szog G

120° Ha T jeloli az EF alap felezGpontjat, -

akkor a BTF derékszogl hiaromszdgben > c

a B csucsndl 1év6 szog 60°-os, igy egy
,.félszabalyos” haromszogrdl van sz6.

Az ilyenkor szokdsos mddszer szerint, ha A
tiikkrozziik a B pontot az EF egyenesre,

akkor a kapott BB’F hiromszog szabdlyos, o\
amelyben FT a magassag. Ezek utdn mar E a4
konnyen szdmolhatjuk az EF oldal hosszat. B
Mivel a rombusz oldala a feltételek szerint
10 cm, ezért a BC oldalra rajzolt négyzet
4tléja 10-+/2 cm, igy BF =5-+/2 cm.

A BB’F szabélyos hdromszog magassdgara adodik:

S

FT=5-\/§-?:¥0m.

Végiil az EFGH négyzet keriilete:
K=8-FT=20-/6 = 48,99 cm.

(@D Tegyiik fel, hogy az ABCD négyzet csiicsaira
PA =a, PB=b teljesiil. Ekkor az A cstcs illesz-
kedik a P kozéppontd, a sugart k korre, mig
a B csucs illeszkedik a szintén P kdzéppontd,
b sugart c¢ korre (1d. dbra). Mdsrészt az O
kozépponti 90°-os forgatds az A pontot a B
pontba viszi t, ezért ha a k kort is forgatjuk,
akkor eredményiil olyan &’ kort kapunk, amely
tartalmazza a B pontot. Ezek alapjan a szer-
kesztés menete a kovetkezd lehet.

1. Megszerkesztjik a P kozéppontd, a sugard
k kort.

2. Megszerkesztjikk a P kozéppontd, b sugari
¢ kort.

. Elforgatjuk 90°-kal az O pont koriil a k kort, igy a k&’ kort kapjuk.
. Anégyzet B csucsédt a k’ és a ¢ korok metszéspontjaként szerkeszthetjiik.

. A B pontot az O pont koriil —90°-kal elforgatva az A pontot kapjuk.

AN L B~ W

. A B pontot az O pont koriil 90°-kal elforgatva a C pontot kapjuk.
7. A D pontot a C pont O koriili 90°-kal torténd elforgatdsaval kaphatjuk.

%

A megolddsok szdma a &k’ és ¢ korok egymdshoz viszonyitott helyzetét6l fiige. Megjegyezziik,
hogy ha a k kort ellentétes irdnyba forgatjuk, majd az 6sszes tovabbi forgatds irdnyét is megval-
toztatjuk, akkor tovdbbi megolddsokat is kapunk. Ha az OP tdvolsdgot x (x > 0) jeloli, akkor
PP’ = x-/2, igy a megolddsok szdma a kovetkezéképpen alakul (b > a esetén).
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Ha x-+/2 >a + b, akkor k’ és ¢ koroknek nincs kozos pontjuk, ezért nincs megoldas.
Ha x-/2 =a + b, akkor k’ és ¢ érintik egymast, ezért 6sszesen 2 megoldast kapunk.
Ha a+b>x-2 > b—a, akkor 6sszesen 4 megoldast kapunk.

Ha x-~/2 = b —a, akkor ismét 2 megoldds adédik, mas esetekben nincs megoldas.

Haaz O és P pontok egybeesnek, akkor a = b esetén végtelen sok megoldast kapunk, ha a és b
kiilonbozdek, akkor pedig nem adédik megoldas.

a) Haaz ABC szabalyos haromszogbe a POR szintén szabdlyos
haromszdget irjuk, akkor az 1684. feladat eredményei alapjan
a két haromszog kozéppontja egybeesik; a kdzos kdzéppontot i/
az dbran O-val jeloltiik. A szabdlyos haromszog kozéppontja

egyben magassag- és stlypont is, ezért a PO szakasz z-szorosa

a POR haromszog magassdganak (felsg abra). 3 Q
Béla bacsi végrendelete szerint a minimalis teriiletd POR
haromszoget keressiik. Mivel a szabdlyos haromszog oldala
és magassdga egymadssal egyenesen ardnyos, ezért teriilete
akkor a lehet6 legkisebb, ha magassdga minim4lis, ami pon-
tosan akkor kovetkezik be, ha a PO szakasz a lehetd leg-
rovidebb. A PO szakasz pedig akkor minimalis, ha PO R a
merGleges az AB szakaszra, azaz amikor P az AB szakasz
felez6pontja. Ebben az esetben Q és R is felezGpontok
a megfeleld oldalakon (alsé dbra). A minimadlis teriiletd beirt
szabdlyos haromszog oldalai tehat az ABC haromszog kozép-
vonalai egyben. Mivel a kozépvonalak négy egybevagd haromszogre bontjak az ABC harom-
szoget, ezért a legkisebb teriiletd beirt szabdlyos hdromszog teriilete negyedrésze az ABC
haromszog teriiletének.

A 2 B

b) Az a) feladat eredményei alapjan a PQR hiaromszog teriilete akkor a lehet§ legnagyobb, ha
a PO szakasz hossza maximdlis. Az AB oldal bels§ pontjai kdzott azonban nincsen olyan,
amely legtdvolabb lenne az O ponttdl, azért valéban nem létezik maximdlis teriiletd beirt
szabdlyos haromszog, igy minden valamirevald birdsdgnak el kell utasitania az 6rokos keresetét.

. T . .
Megjegyezziik, hogy a beirt hdromszog teriilete a [—; T [ intervallumban valtozik, ahol
T az ABC haromszog teriiletét jeloli. 4

Eltolas — megoldasok

A megfeleld eltolds az dbrdn l4thato.




A megfeleld eltolds az dbran l4thato.

Az ABB’C négyszog paralelogramma.

Toljuk el az adott szog egyik (az dbran e-vel je-
161t) szarat az adott AB-ral. Azeltolt ¢ félegye-
nes a szog masik (f-fel jelolt) szardbol kimetszi
a B’ pontot. A B’ pontot BA-ral eltolva az e fél-
egyenesen olyan A pontot kapunk, amellyel az
AB’ szakasz megfelel a feltételeknek.

Az adott kort toljuk el az adott AB-ral. A kor
eltolt képe kimetszi az eredeti korbdl a B’
és B” pontokat. A B’ és B” pontokat BA-ral
eltolva megkapjuk a feltételeknek megfeleld
AB’ és A’B” szakaszok mdsik végpontjat.

Ha az AB szakasz hossza kisebb, mint a kor
atmérdje, akkor a feladatnak két megoldésa van.
Ha az AB szakasz hossza éppen a kor atmérd-
jével egyenld, akkor csak egy megoldds van,
mads esetekben a feladatnak nincsen megoldasa.

Toljuk el az adott k; kort az adott AB-ral. Akor
eltolt képe (k') a szintén adott k, korbdl kimet-
szi a B’ és B” pontokat, amelyeket a BA-ral
eltolva a k; kor olyan A’ és A” pontjait kapjuk,
amelyekre az AB’ és A’B” szakaszok a feladat
feltételeinek megfelelnek.

A feladatnak attdl fiiggéen 0, 1, 2 vagy végtelen
sok megolddsa lehet, hogy a k; kor eltolt képe
milyen helyzet(i a k, korrel. Az utébbi esetben
az eltolt kor egybeesik a k, korrel.
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A feladat az 1697. feladat egy dtfogalmazdsa. Az ott hasznlt jelolésekkel az AAB’B és az AA’B”B
négyszogek paralelogrammak.

(0ED) @) A& 4), B'(-1;8), C'(=3; 1);

b) A(1; 6), B'(—4; 10), C'(=6; 3);

c) A(-1;-2), B'(-6;2), C’(-8;-5).
a) AB3; -2), B(=2;2), C(-4; -5);

b) A(5;-6), B(0;-2), C(-2;-9);

¢) A(7;4), B(2; 8), C(0; 1).

a) A’(-2;-1), B”(4;4), C7(0;9).

b) Ha az eltolasokat forditott sorrendben alkalmazzuk, akkor az elsé eltolas utdn a kovetkezd
pontokhoz jutunk: (—4; -5), (2;0), (-2;5). Ha a kapott pontokra alkalmazzuk a (2; 4)
koordinataja vektorral torténd eltoldst, akkor a (—2; —1), (4; 4), (0; 9) koordinétdja pontokhoz
jutunk. Ugyanazokat a pontokat kaptuk, mint az a) feladatban, ami igazolja a két eltolds
sorrendjének felcserélhetGségét.

z. .z

c) Akételtolds egymds utani elvégzése a (—1; 2) koordindtdju vektorral torténd eltoldssal helyet-

tesithetd.
a) Igaz. b) Igaz. ¢) Hamis. d) Hamis.
e) lgaz. f) Hamis. g) Igaz.
) 2:b




a) OA =d(-3;8):

b)@:é-ii —2; 12
2 2

4 4

N3
8l

a) Zi:E_D'=F_0'=O_C';
¢)d+b=AC =FD;
a) E=l§;

d) EE=2'(5—5);

g) FB=2-G-b;

a) EF =—a;
d) FG = —b;

EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK [

B y
10+
A
5.
C L
-5 - 1 = X
E
51
D
b) b=FE = 0D = AO;
d) G—b=0B =EO=DC =FA.
b) AD =2-b; ¢c) EO=a-b;
¢) FD=ad+b; f) FC=2-a;

h) EA=d—2-b.
b) A_C":El'+5;
e) ﬁ=—(5+5);

¢c) AD=a+b+¢;
f) GE =b +a.
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I. megoldas. Az ABC egyenl§ szard haromszdg AB alapjanak
egy tetszGleges pontjat P-vel jeloltiik. Ha a megfelelS parhuza-
mosok a hdromszog szdrait az dbranak megfeleléen Q-ban, illetve
R-ben metszik, akkor az APR hiromszog szintén egyenl§ szaru,
ezért AR = PR=x. A PQ szakaszt a PR mentén torténd elto-
lassal az RC szakaszba lehet dtvinni, ezért PQ = RC =y. A par-
huzamosokbdl a haromszog oldalai dltal kimetszett szakaszok
Osszege ezek szerint:

PR+ PQO=x+y=AC,
a P pont valasztasatdl fliggetleniil a hdromszog széardval egyezik
meg. Megjegyezziik, hogy az eltolds helyett elegendd lett volna
arra hivatkoznunk, hogy a POCR négyszog paralelogramma.

I1. megoldas. Tiikrozziik az ABC haromszoget, valamint a PR
szakaszt az AB egyenesre. A tiikrozés utdn az AC’BC rombuszt,
valamint a PR’ szakaszt kapjuk. Az dbrdn azonos médon meg-
jelolt szogek egyenlGségébdl kovetkezik, hogy a Q, P, R’ pontok
egy egyenesre illeszkednek, ami mutatja, hogy
PR+ PQ = PR+ PQ = R0,

ami a P pont helyzetétdl fiiggetlentil pAirhuzamos az AC’BC rom-
busz AC oldaldval, ezért hosszuk is megegyezik.

WAl A telepiilés kozpontjat O-val, a megépitend ttszakaszon kialakuld
két 4j keresztez8dést A-val és B-vel jeloltiik. A feltételek szerint
az ABO haromszog egyenld szard, ezért az AB alap merdleges
az O csucsbdl kiindul6 szogfelezdre.

A fenti észrevétel alapjan az AB ut szerkesztése a kovetkezd-
képpen torténhet. E16szor megszerkesztjitk a mar meglévd két tit
szogfelez§jét, majd az egyik utat (az dbrdn az f-fel jeloltet)
eltoljuk a szogfelez6re merdleges, 5 km hosszu vektorral. Az tit
eltolt képe (f’) kimetszi a mésik utbdl (e) a szerkesztendd
B ttkeresztez8dést. A B ponton 4t a szogfelezére emelt merd-

leges kimetszi az f utbol az A keresztez6dést.

iahl Tekintsiik az ABCD trapézt, melynek alapjai a €s ¢ (a > ¢), szérai
b és d. Toljuk el a BC szérat a CD-ral. Ekkora C pont dtmegy
a D pontba, a B pont dtmegy az AB alap egy belsé B’ pontjaba.
Mivel a BBCD négysz0g paralelogramma, ezért B’B = ¢, amibdl
kovetkezik, hogy AB’=a — ¢, és igy az AB’D hiromszog oldalai:
a—c, b, illetve d.
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Lathat6, hogy a haromszog a trapéz oldalainak ismeretében szerkeszthets. Ezek alapjan a szer-
kesztés lehetséges 1épései:

1. Megszerkesztjiik az AB’D hdromszoget, amelynek mindhdrom oldala ismert.

2. Megszerkesztjiik a DC-t, amely parhuzamos az AB’ oldallal, egyalldsi az AB’-ral, nagysaga
a trapéz rovidebb alapjanak hosszaval egyenld.

3. Eltoljuk a B’D szakaszt a DC-ral, az eltolt szakasz végpontjaiként kapjuk a B és C pontokat.
A szerkeszthetGség feltétele, hogy az AB’D haromszog szerkeszthetd legyen. A hdromszog pon-
tosan akkor szerkeszthetd, ha oldalaira a haromszog-egyenl6tlenség teljesiil, vagyis ha az a — ¢,
b, d szakaszok koziil barmely kett§ hosszdnak 6sszege nagyobb a harmadik hosszdndl. Ha a hdrom-
sz0g szerkeszthet§, akkor a feladatnak — egybevagdsagtdl eltekintve — egy megolddsa van, mas
esetekben a trapéz nem szerkeszthetd.

Haaz ABCD trapéz alapjai AB =a, CD =c, atl6i

pedig e és f (I1d. dbra), akkor toljuk el a BD D g ¢
atlét a DC-ral. Az eltolds utdn a D végpont v
dtmegy a C pontba, a B pont képe az AB alap ‘

B-n tili meghosszabbitdsan taldlhaté B’ pont,

amelyre BB’ = ¢ teljesiil. Ekkor az AB’C harom-

sz0g oldalai a + ¢, e, f, azaz a hdromszdg szer- A a B c
keszthetd.

A trapéz szerkesztésének 1épései ennek megfelelSen a kovetkez6k lehetnek:

=)

1. Megszerkesztjiik az AB’C haromszoget, amelynek mindhdrom oldala ismert.
2. Megszerkesztjiik a B pontot, amelyet az AB’ oldalbdl a B” kozéppontd, ¢ sugard kor metsz ki.
3. Atrapéz hidnyz6 D csucsat tigy kapjuk, hogy a C pontot eltoljuk a B’B ral.

A szerkesztés pontosan akkor végezhets el, ha az a + ¢, e, f oldalakbdl hdaromszog szerkeszthetd,
vagyis a hdrom szakasz kielégiti a haromszog-egyenlStlenséget. Ebben az esetben a feladatnak
(egybevagosagtdl eltekintve) egyetlen megolddsa van, mas esetekben a trapéz nem szerkeszthetG.

Toljuk el az ABCD trapéz (az alapok AB és CD,

CD < AB) BD étléjata DC-ral. Ekkora D pont D ¢ ¢

a C pontba keriil, a B pont B’ képe az AB alap w /

B-n tili meghosszabbitdsan taldlhatd, tovabbé o>

BB’ = CD = c. Mivel az eltolds a szakaszt On-

magéval parhuzamos szakaszba visz at, ezért A a B ¢ B

B’C parhuzamos BD-vel, igy az dbrdn azonos

modon jeldlt szogek egyenlSk egymdssal (¢ az atlok altal bezart szog kiegészits szoge).
Az AB’C hiromszogben ezért két oldal (AC = e, B’C = f), valamint az altaluk bezart sz6g ismert,
amibdl a haromszog mar konnyen szerkeszthetd.

A trapéz szerkesztésének 1épései a kovetkezdk:
1. Megszerkesztjiik az AB’C haromszoget két oldalabol, valamint az altaluk bezart szogbdl.

2. Az AB’ oldalon megszerkesztjiik a B pontot, amelyet a B’ kdzéppontu, ¢ sugard kor metsz ki
az AB’ szakaszbol.

3. Atrapéz hidnyz6 D csucsat ugy kapjuk, hogy a C pontot eltoljuk a B’B ral.

A szerkeszthetdség feltétele, hogy az AB’C haromszdg AB’ oldala hosszabb legyen a trapéz rovi-
debb alapjinak kétszeresénél.
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Ha az ABCD paralelogramma C csucsa az f, D csticsa az e egye-
nesre illeszkedik, akkor az e egyenes AB -ral eltolt ¢’ képe
tartalmazza a paralelogramma C cstcsat, igy az szerkeszthetd
az [ és ¢’ egyenesek metszéspontjaként. A paralelogramma
C csticsanak ismeretében a D csucs is szerkeszthets, példaul
azdltal, hogy a C ponton at parhuzamost szerkesztiink az AB-ral,
majd a parhuzamos kimetszi az e egyenesbdl a keresett D csu-
csot (1d. dbra). Ehhez hasonl6 szerkesztéssel kaphatjuk meg azt /
a paralelogrammat, amelyben a C cstics az e, mig a D cstcs
az f egyenesre illeszkedik; ebben az esetben az e egyenest a BA-ral kell eltolni, és el6bb a D pont
szerkesztése torténik.

A feladatnak altaldban két megolddsa van, ezek koziil esetleg egyik elfajulhat szakassza. Ha a két
adott egyenes parhuzamos, és pl. az AB-ral val6 eltolds az e egyenest atviszi az f egyenesbe,
akkor a C pont helyzete nem egyértelmd, igy a feladatnak végtelen sok megolddsa is lehet.
Megjegyezziik, hogy ha a két egyenes parhuzamos, akkor akar az is elképzelhetd, hogy nincsen
a feltételeknek eleget tevd paralelogramma. Ez akkor kovetkezik be, ha az e egyenes egyik eltolt
képe sem esik egybe az f egyenessel.

Wil A két parhuzamost az ébran e és f, az adott pontot
P jeloli. A feladat megoldésa el6tt érdemes észre-
venni, hogy a szerkesztend§ egyenessel akar-
hogyan is hizunk parhuzamost, annak a parhuza-
mosok kozé esd szakasza szintén d hosszisagi
lesz. Ezt konnyen beldthatjuk, ha arra gondolunk,
hogy a két parhuzamos az e és f egyenesekbdl
egy paralelogrammat metsz ki, amelynek szem-
kozti oldalai valéban megegyeznek.

Eszrevételiink alapjan a szerkesztési feladat
megoldasa a kovetkezd:

1. Az e egyenes egy tetszGleges A pontja, mint
kozéppont koriil d sugard kort szerkesztiink.

2. Megjeloljiik a kor és az f egyenes metszéspontjait (az dbran Q és S).

(98]

. Meghuizzuk az AQ, illetve AS egyeneseket.

4. Az AQ, illetve AS egyeneseket eltoljuk ugy, hogy azok a P ponton dtmenjenek (AQ-val
és AS-sel parhuzamosokat szerkesztiink a P ponton 4t). A szerkesztett egyenesek a feladat minden
feltételének megfelelnek.

A szerkeszthetdség attdl fiigg, hogy az A kézépponti kor és az f egyenes milyen helyzettiek, vagyis
az e és f egyenesek tdvolsdga ne legyen nagyobb, mint d. Ha a két parhuzamos tdvolsdga éppen d,
akkor 1, ha d-nél kisebb, akkor 2 megoldast kapunk. Méds esetben a feladatnak nincsen megoldésa.

a) Felhasznélva, hogy P és Q harmadolSpontok, azt kapjuk, hogy

D P C
AP=AD+DP=h+1.a,
illetve : b
TQ:@+FQ=Z£+%-E. e
A a B
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b) Az a) feladat eredménye alapjan

D P C
PO=A0-AP=|d+~-b|-(b+2-a|=2-(a-5).
3 3 3 .
b
Mivel DB=AB - AD=d — b, ezért PO==- DB, ami mu- Q
tatja, hogy a két vektor parhuzamos.
PQ_% A a B

¢) A b) feladat alapjan: —
) Ab) pjan: e =3
d) Jeloljikk a PQ szakasz felezGpontjat F-fel, majd bontsuk fel
az AF-t a kovetkez6képpen: AF =AP+ PF. Az AP-t
az a),a PQ-t a b) feladatban mar kiszamoltuk, ezek alapjan
— 1 — 1 -
PF=—-PQ==-ld-b),
S PO=7-(d-b)

= (w1 2
AF-(b+§~a)+§-(a—b)—3 (@+5b).

e) Az AC=d+b egyenlGséget felhaszndlva azt kapjuk, hogy AF = 2. AC, ami mutatja, hogy
AF és AC valdban parhuzamos egymadssal. 3

|

Haaz @ és b vektorok parhuzamosak, akkor mindkét 4llitas egy-
szerden kovetkezik a vektormtveletek értelmezésébdl. Amennyi-
ben a két vektor rdaddsul egyirdnyu is, akkor az a), mig ellentétes
irdnyu vektorok esetén a b) feladat allitdsaban teljesiil egyenlGség.

Ha a két vektor nem parhuzamos egymadssal, akkor inditsuk azo-
kat kozos kezdSpontbdl, majd szerkessziik meg az d + b és
d— b vektorokat. A két vektor az ABCD paralelogramma egy-egy
atlévektora (1d. dbra), azaz AC=Gd+Db és DB =ad-b. Haalkalmazzuk a haromszog-egyenl6t-
lenséget az ABC, illetve az ABD haromszdgekben, akkor éppen az a), illetve a b) feladatok 4llitdsat
kapjuk. Megjegyezziik, hogy ebben az esetben egyik egyenl6tlenségben sem teljesiilhet egyenlGség.

Ha a k; és k, korok egyik metszéspontja A,
tovdbbd az A ponton dthaladé e egyenes olyan
E|E, szakaszt metsz ki a korokbdl, amelynek
hossza megegyezik az adott szakasz d hossza-
val, akkor az E}A, ill. az AE, szakaszok P és Q

felez6pontja kozotti szakasz hossza g (Id. abra).

Tegyiik fel, hogy a feladatot mar megoldottuk,
majd toljuk el az e egyenest igy, hogy eltolt
e’ képe atmenjen a k; kor O, kdzéppontjdn. Megmutatjuk, hogy az e’ egyenes az adatokbdl
megszerkeszthetS. Ha az eltolds a Q pontot a Q° pontba viszi, akkor a PO;Q’Q négyszdg para-

lelogramma, sét téglalap, és igy PO = 0,0’ = % Maisrészt, az O,Q szakasz mer6leges az e és €’
egyenesekre, amibdl kovetkezik, hogy a Q’ pont illeszkedik az 0,0, szakasz Thalész korére.
A Q' pontot ezek alapjan az O, kozéppontd g sugaru kor metszi ki az emlitett Thalész-korb6l.

Az ¢ egyenest ezutdn mar konnyen szerkeszthetjiik, hiszen két pontja mar ismert. Az ¢’ egyenes
ismeretében az e egyenest ugy kaphatjuk, hogy az A ponton at parhuzamost szerkesztiink e’-vel.



Tegyiik fel, hogy a feladatot sikeriilt megoldani, majd toljuk el
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az APB hiromszoget az ABCD paralelogramma AD oldalvek-
tora mentén. Ekkor az A csics a D csucsba, a B csucs a C
csicsba, mig a P pont a P’ pontba keriil 4t. Mivel az APP’D
és a PBCP’ négyszogek paralelogrammadk, ezért PA = P’'D és
PB = P’C. Minthogy a PA =a és PB = b szakaszok hossza adott,
csakigy mint a C és D pontok, ezért a DP’C haromszog szer-
keszthetS; a P’ pont a D kozépponti a sugart, és a C kozép-
pontd b sugard korok metszéspontja (Id. dbra). Az ABCD para-
lelogramma hidnyz6 A és B csucsaita D és C pontok P’P vektorral eltolt képe adja meg.

A szerkesztés diszkusszidja elég nehéznek bizonyul. A megolddsok szdma a két kor egymashoz
viszonyitott helyzetétdl, valamint a P és P’ pontok kolcsonds helyzetétdl fiigg. Ha ugyanis a két
kor valamelyik metszéspontja ugyanolyan tdvolsdgra van a DC egyenestSl, mint a P pont, akkor
a megfeleld PP parhuzamos a DC oldallal, igy a D és C pontok eltolt képe illeszkedik a DC

egyenesre, ami azt jelenti, hogy az egyik megolddsul kapott paralelogramma szakassza fajul el.

Amennyiben a P pont és a korok érintési pontja vagy metszéspontjai kiilonbozd tdvolsdgra
van(nak) a CD egyenestdl, gy a metszéspontok szdma a hdromszog-egyenlStlenség teljesiilésétdl
fliggden a kovetkezSképpen alakul. Ha a > b és DC > a + b, akkor 0, ha DC = a + b, akkor 1,
haa - b<DC<a+b, akkor2, ha DC =a — b, akkor megint 1, végiil ha DC < a — b, akkor
ismét 0 megoldds adodik.

Az abran a szerkesztend6 ABCD négyszog oldalait adott sor-
rendben AB=a, BC=b, CD=c és DA=d, az AB és CD
egyenesek hajldsszogét o jeloli. Tegyiik fel, hogy a feladatot
sikeriilt megoldani, és elemezziik a kész 4brat. Toljuk el a négy-
szog CD oldaléat ugy, hogy a D pont az A pontba keriiljon.
Haa C pont képét C’ jeldli, akkor az AC’CD négyszog para-
lelogramma, ezért AC’= DC = ¢, tovabba az AC’ szakasz és
a DC egyenes parhuzamossdga miatt CAB< = . Eszrevételiink
lehetGséget ad a C’ pont szerkesztésére, hiszen az ABC’ harom-
szogben két oldal, valamint az altaluk bezart szog adott. Ezek alapjdn a szerkesztés menete
a kovetkezd lehet. Felvessziik az AB szakaszt, majd az A cstcshoz dtmdsoljuk az adott « szbget.
A szerkesztett szogszarra ramérve a szintén adott ¢ tdvolsidgot, megkapjuk a C’ pontot. A kovet-
kez§ 1épésben a C pontot szerkeszthetjiik, hiszen egyrészt C’C = d miatt C illeszkedik a C’ k6zép-
pontd, d sugart korre, masrészt BC = b miatt C illeszkedik a B kézéppontﬁ b sugaru korre, igy a
két kor metszéspontjaként a C pont valoban szerkeszthetS. A négyszdg hidnyzo D cstcsa
az A pont C’C-ral torténG eltoldsaval szerkeszthetd. Megjegyezziik, hogy a feladatnak — egybe-
vagdsagtol eltekintve — legfeljebb két megoldasa lehet. Az adatok felvételétdl fliggden elGfordulhat,
hogy a kapott ABCD négyszog konkdyv, esetleg hurkolt.

Ha a két vektor koziil valamelyik a nullvektorral egyenld, akkor
az |a+b|=|da-bl egyenl@ség nyilvanvaldan teljesiil. Meg-
jegyezziik, hogy ebben az esetben az d és b vektorok merdle-
gesek egymadsra, hiszen a nullvektort barmely vektorra merd-
legesnek tekintjiik.

Ha a két vektor parhuzamos egymadssal €s egyik sem a null-
vektor, akkor egyirdnyd vektorok esetén |G +b|> |a b|
ellentétes irdnyd vektorok esetén pedig la+bl<la-b , ezért egyenlGség nem teljesiilhet.

A
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Mis esetekben az @+ b és @— b vektorok az @ és b vektorok dltal kifeszitett paralelogramma
egy-egy atlovektorai (Id. dbra), ezért a hosszuk akkor és csak akkor egyezik meg, ha az ABCD
paralelogramma atléi ugyanolyan hossziak. Mivel az ABC és ABD haromszogekben két-két oldal
megegyezik, ezért harmadik oldalaik akkor és csak akkor egyenlSk, ha a két hdromszog egybevago.
A két haromszog egybevagdsaganak sziikséges és elegendd feltétele, hogy a paralelogramma A
és B csicsdndl 1évé belsd szogei megegyezzenek. Mivel a két szog dsszege 180°, ezért csak tgy
lehetnek egyenlok ha mlndketto 90° -0S, azaz a paralelogramma téglalap. Azt kaptuk tehdt, hogy
|a@+
egymasra merolegesek legyenek.

Ha az @ és b vektorok valamelyike nullvektor, akkor termé-
szetesen |G +5|=|a-b|. Ha a két vektor egyirdnyu, akkor
|d+ b
akkor |G+ bl <|d—bl.

Ha az @ és b vektorok nem pérhuzamosak és kozos kezdd-
pontbdl inditva az ABCD paralelogrammat feszitik ki (I1d. &dbra),
akkor AC = d+ b, valamint DB = d— b. Az ABC és ABD hirom-
szogekben két-két oldal megegyezik, mivel BC = AD, valamint
az AB oldal kozos. A harmadik oldalak koéziil az a rovidebb,
amellyel szemben kisebb szog van, ezért la+bl<ld-bl pon-
tosan akkor teljesiil, ha ABC< < BAD<. Mivel a két szog az ABCD paralelogramma AB oldaldn
nyugszik, ezért Osszegiik 180° ezért ABCX < BAD¥ akkor és csak akkor teljesiil, ha az ABCX
hegyesszdg és BAD< tompaszog.

A a B

Eredményeinket 0sszefoglalva azt kapjuk, hogy az la+bl<ld—bl osszefiiggés akkor és csak

akkor teljesiil, ha az a és b vektorok tompaszoget vagy egyenesszoget zarnak be egymadssal.

Geometriai transzformaciok — megoldasok

a) A két hdromszog nem feltétleniil egybevago.
b) A két haromszodg nem feltétleniil egybevago.
c) A két hdromszog egybevago.
d) A két hdromszog egybevago.

a) Akét téglalap egybevago.
b) Akét téglalap egybevago.
c) A két téglalap egybevago.
d) A két téglalap nem feltétleniil egybevago.

a) A két paralelogramma nem feltétleniil egybevago.
b) A két paralelogramma nem feltétleniil egybevago.
c) A két paralelogramma egybevago.
d) A két paralelogramma egybevago.

a) A két rombusz nem feltétleniil egybevago.
b) A két rombusz egybevago.
c) A két rombusz egybevago.
d) A két rombusz egybevago.
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a) Az AEF, ECD, CAB hiromszogek egybevdgok egymadssal
(az O kozéppont koriili forgatdssal vihetSk egymdsba). Ebbdl
adodoan AE = EC = AC, azaz az AEC haromszog szabdlyos.

b) Az AEC hdromszog, valamint az ABCDEF hatszog terii-
letének ardnya 1:2. Ez azonnal beldthat6, ha behizzuk
az OA, OC, OE szakaszokat. Ezzel a hatszoget hdarom
egybevagd rombuszra osztottuk. Az AEC haromszog oldalai
atlok egy-egy ilyen rombuszban, igy megfelezik a rombuszok
teriiletét.

a) Mivel az ADE, DCH, CBG, BAF héaromszogek egybevagok 0 o
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és egyenl§ szaruak, ezért szaraik megegyeznek, ami igazolja, o o
hogy a kialakulé EHD, GHC, FGB, EFA haromszogek szintén @ H
egyenl§ szdrdak. Mivel az utébbi hdromszdgekben a szdrszog
90°-2 - a, ezért e haromszogek paronként egybevagok. E G
Megmutatjuk, hogy az EHGF négyszog négyzet. Az eddigiek-
bdl mar kovetkezik, hogy a négyszog oldalai megegyeznek. a
Jeloljiik az ABCD négyzet oldalaira emelt egyenld szdri
haromszogek alapon fekvd szogeit o-val. Ekkor egyszerd
szogszamolds mutatja, hogy az egyenl$ szari EHD haromszogben EDH< =90°-2- «
és DEHY =45°+ «a. Ugyanigy lathatjuk be, hogy AEF< =45°+ o szintén teljesiil. Végiil
az ADE egyenl$ szard haromszogben DEA< = 180°—2 - . Szdmoljuk ki az EHGF négyszog
E csucsanél kialakul6 szoget:

HEF< =360°-2-(45°+ o) — (180°-2- &) = 90°.
Természetesen ugyanilyen médszerrel megmutathatd, hogy a négyszog tobbi szoge is 90°-os,
ezért az EHGF négyszog valdban négyzet.

A B

b) Az dbran bejelolt egyenesek az dbra tiikkortengelyei, igy Ossze-
sen 4 ilyen egyenes van.

c) Az abran szerepld két négyzet kozos kozéppontja koriili
k-90°o0s (k € Z) forgatasok az abran szerepl$ alakzatot
Oonmagdba viszik at.

Tiikrozziik az ABCD trapézt BC szdrdnak F ,
felez&pontjara. A tiikr6zés sordn a B és C csu- SITTTTTmmmmmmeeees s
csok ,helyet cserélnek”, a BD atlé dtmegy f & ) o
a CD’ szakaszba. Az dbra jeloléseit haszndlva E X SRR AR 3
ldthatjuk, hogy az AD’C hdromszog oldalaira V \ P
AD’'=a+ ¢, AC = e (a trapéz egyik atl6ja), 2 a 5T

D’C =f (atrapéz masik 4tl6ja).

A hdromszdgben barmely két oldal 6sszege nagyobb, mint a harmadik oldal, ezért AC + D’C > AD’,
azaz e + f > a + c. Tekintettel arra, hogy a trapéz kozépvonaldnak hossza az alapok hosszanak
szamtani kozepével egyenld, adédik, hogy e + f > 2 -k, amibdl valéban azt kapjuk, hogy

k<ﬂ'
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Az ébra jeloléseit haszndlva belathatjuk, hogy az AEG, BFE, CGF
haromszogek egybevagok egymassal. Ehhez csak annyit kell észre-
venniink, hogy a haromszogekben két-két oldal (pl. AE = BF,
AG = BE), valamint az altaluk bezart szog megegyezik (ez utdbbi
mindhdrom esetben 60°). Az egybevagdsagbodl kovetkezik, hogy
a hdaromszogek harmadik oldala is megegyezik, ami igazolja, F
hogy az EFG haromszog szabdlyos.

a) Az ABC hdaromszdg CT magassiga két egy-
bevagd, derékszogl hdromszogre bontja
a hdromszoget. Megmutatjuk, hogy az AGI
és BEH haromszogek egybevagoak a kelet-
kez6 haromszogekkel.

Az ACT héromszog 4tfogdja egyenls az ABC
hiaromszog a oldalaval, tovabba hegyes-
szogei 60°, illetve 30°-osak. Az AGI és BEH
haromszogek dtfogdja szintén a hosszisagu,
tovdbbd az A, illetve a B csucsokndl 1évS hegyesszogeik 180° —90° — 60° = 30°-osak, ezért
a két haromszog valéban egybevig6 az ACT haromszoggel.

/ A T B H

Az egybevigdsagbol kovetkezik, hogy a tovabbi megfeleld oldalaik is megegyeznek, azaz
Al=CT=m, illetve BH=CT=m.
b) Az ABC hiaromszog koré irt kor kozéppontja illeszkedik az AB oldal felezGmerdlegesére.
Mivel TH =TB + BH = TB + m, valamint 7] = TA + AI = TA + m, tovabba TB = TA, ezért
a T pont nemcsak az AB, hanem a HI szakasz felez6pontja is egyben. Ekkor azonban
az AB szakasz, valamint a HI szakasz felezGmerdlegese egybeesik, igy az ABC hiaromszog
koré irt kor kozéppontja valdban illeszkedik a HI szakasz felez6mer6legesére.

¢) Ha az ABC hdaromszog hegyesszogt, akkor
az AIG hiromszog egybevagd a CTA hdrom-
szoggel, tovabba a BEH héaromszog egybe-
vagd a CBT haromszoggel. Ennek igazola-
sdhoz vegyiik észre, hogy AG = CA, mindkét
haromszog derékszogl, IGAX = TACL = «,
mivel a szogek szdrai pdronként merdlegesek
egymadsra, €s mindkett§ hegyesszog (merdle-
ges szari szogpdr). Osszefoglalva azt kaptuk,
hogy az AIG és a CTA haromszogekben két-
két szog egyenld, tovabba a nagyobbal szemkozti oldalak is megegyeznek, tehat a két haromszog
valéban egybevagd egymadssal.

Ekkor viszont a tovabbi megfelels oldalaik is megegyeznek, azaz Al = CT =m, €s éppen ezt
kellett bizonyitani. Ertelemszeri mdédositadsokkal igazolhatd, hogy BH = CT = m szintén
teljesiil.

A b) feladat allitdsdnak igazoldsdhoz elegendd arra hivatkoznunk, hogy az AB szakasz
felez6pontja ugyanolyan tdvolsdgra van az I ponttél, mint a H ponttdl, mivel Al = BH.
Ebbdl kovetkezik, hogy az AB szakasz és az IH szakasz felezOmerdlegese eziittal is egybeesik,
és igy az ABC hdromszog koré irhat6 kor kozéppontja illeszkedik az IH szakasz felez6merd-
legesére is.



MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

a) Az FH szakasz kdzépvonal a BCA hdrom-

szogben, ezért BC E

F H = T J
A GI szakasz kdzépvonal a BDC harom- c
szogben, igy

Gl = @ |

2
4 G

A BDC haromszog szabdlyos, ezért BD = BC,
amibdl kovetkezik, hogy FH = GI. Hason- D
16an lathaté be, hogy JH = GF. Lathatjuk,
hogy az FHJ és FGI hiromszogekben két- A F B

két oldal megegyezik. Megmutatjuk, hogy az

egyenl§ oldalak 4ltal kozrefogott szogek is megegyeznek, amibdl azonnal kovetkezik, hogy a két
hdromszdg egybevagd. Haszndljuk fel, hogy az ABC hiromszog HF kdzépvonala pdrhuzamos
a BC oldallal, amibdl kovetkezik, hogy AHFX = ACBX = y (egyallasu szogpar). Hasonld
mondhat6 a haromszog GF kozépvonalardl és AC oldalardl, ezért FGB< = ACB< =y is tel-
jestil. Vegyiik észre, hogy az AHJE és a BDIG négyszogek trapézok, hiszen JH és GI
kozépvonalak a megfelel§ szabdlyos haromszdgekben. A trapéz szdran fekvs szogei 180°-ra
egészitik ki egymast, és mivel mindkét trapézban a hosszabb alapon fekvd szogek 60°-osak,
ezért AHJ<¥ = BGI< = 120°. Ekkor JHF< = 120°+ y = FGI<, amit bizonyitani akartunk.
Megjegyezziik, hogy ha y = 60° akkor JHF< = FGI< = 180° ami mutatja, hogy ebben az
esetben mindkét haromszog szakassza fajul.

b) Az a) feladatban bizonyitottak alapjén az FHJ
és FGI haromszogek egybevagok, amibdl E
azonnal kovetkezik, hogy az FIJ haromszog
egyenl( szaru, és FJ = FI. Tekintsiik a CJI
haromszoget. Mivel J az EC oldal felez6-
pontja, ezért JC = HC = GF, és hasonldan
CI = GI. Egyszerid szogszdmolds mutatja,
hogy ¢

JCIL =60° + ¥+ 60°=120° + 7. H

Korébbi eredményiink alapjan JCI = FGI<, D
ezért a JCI és az FGI haromszogekben
két-két oldal, valamint az altaluk kozrezart A F B
szogek megegyeznek, €s ebbdl adéddan
a két haromszog egybevago egymadssal. A haromszogekben ekkor a harmadik oldalak is meg-
egyeznek, azaz JI = FI = FJ, tehat az FIJ haromszdg valéban szabdlyos.

¢) Amennyiben az ABC haromszog szabdlyos,
ugy az FIJ hdromszog egybevagd az ABC E J c / D
haromszoggel, amint azt az dbra is mutatja.
Ebben az esetben az FI oldal is a hosszi-
sagu, igy példaul Pitagorasz tételével kisza- B G
molhat6 az FIJ hdromsz6g magassdga, majd
a magassagbdl a teriilete:
m= a- \/5 a2 . \/§ A F B

, T= .
2 4
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a) A feladat Pitagorasz tételének egy kevésbé
gyakori, geometriai transzformacidkkal dol-
goz6 bizonyitdsat kéri. Az dbra jeloléseit
haszndlva megmutatjuk, hogy a befogdkra
rajzolt négyzetek részeibdl atfedés nélkiil, D
hézagmentesen kitolthet§ az atfogéra rajzolt ------- /S M/ .
négyzet. G

Az atfedéshez eltolasokat hasznalunk fel; E
az IMOL négyszoget a WRGS négyszogbe,

az MCJO négyszoget a TXSB négyszogbe, p;
az OJBK négyszoget az AUYT négyszogbe,
az LOKH négyszoget az UFRV négyszogbe,
és végiil az EACD négyzetet az YVWX négy-
zetbe vissziik at.

Vizsgaljuk el6szor a BC befogoéra rajzolt
négyzetet. Az O pont koriili 90°-os forgatas
anégyzetet bnmagdaba viszi at, az O-n dtmend F B
két merGleges egyenest pedig egymasba.

Ebbdl kovetkezik, hogy a két egymdsra merdleges ,,vagas” négy egybevagd részre bontja
a négyzetet.

- - -booooococod4ococooo|lbacococoooad soooooocoay - - - -

G

Ezutan toljuk el az IMOL négyszoget a WRGS négyszogbe. Mivel MO és OL merdlegesek
egymasra, ezért az eltolds megvaldsithatd; az R pontaz FG, az S pont a GB oldalra illeszkedik.
Toljuk most az LOKH négyszoget az UFRV négyszogbe. Ez pontosan akkor tehetd meg, ha
MO + OK = AB. Ez azonban teljesiil, hiszen az ABKM négyszog szemkozti oldalai parhuza-
mosak, 1gy ez a négyszog paralelogramma. Ebbdl kdvetkez6en MO + OK = AB, vagyis a két
szakasz hosszdnak 0sszege valdban kiadja a haromszog atfogéjanak hosszat. Mivel IM és HK
parhuzamosak, ezért eltolt képeik is parhuzamosak, ami igazolja, hogy a V pont illeszkedik
az RW szakaszra, azaz az R pontndl sem hézag, sem dtfedés nem alakul ki.

Ezutén toljuk az MCJO négyszoget a TXSB négyszdgbe. Ahhoz, hogy ez megtehetd, meg kell
mutatnunk, hogy LJ=LO + OJ = AB. Enmlitettiik, hogy az O koriili 90°-0s forgatds az O-n
atmend merdlegeseket egymasba viszi 4t, amibdl azonban az is kovetkezik, hogy LJ elforgatott
képe MK, ezért LJ = MK. Mar lattuk, hogy MK = AB, igy LJ = AB is teljesiil. Megjegyezziik,
hogy az § pontndl ugyanigy nem alakul ki sem &tfedés, sem hézag, mint ahogy azt mar
az R pontndl lattuk.

Az eddigiekbdl mér az is kovetkezik, hogy az OJBK négyszoget az AUYT négyszogbe tudjuk
tolni dgy, hogy az ABGF négyszog oldalai mentén sehol nem alakul ki 4tfedés és hézag.

Azt kell még megmutatnunk, hogy az EACD négyzetet az YVWX négyszogbe lehet tolni. Lattuk,
hogy az ABKM négyszog paralelogramma, és igy BK = AM, amibdl egyszertien adddik, hogy

BK-MC=AM-MC =AC.

Mivel a mér ismertetett eltoldsok a BK szakaszt az YT szakaszba, az MC szakaszt pedig
az XT szakaszba viszik at, ezért
YX=YT-XT=BK-MC=AC.

Hasonl6an lathat6, hogy az XYVW négyszog tobbi oldala is AC-vel egyenld, ezért rombusz.
Maisrészt az eltolds minden szakaszt onmagdval parhuzamos szakaszba visz 4t, igy az YT
és az UV szakaszok hajldsszoge megegyezik a BK és LH szakaszok hajlasszogével. Ez utobbi
kettd szakasz viszont a BC oldald négyzet két szomszédos oldaldra illeszkedik, igy merSlegesek
egymadsra. Ez bizonyitja, hogy az XYVW rombusz négyzet, amely egybevagd az EACD négyzettel.
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b) Joval egyszeriibb az egyenld szard derékszogd
haromszog esete. Ekkor a BC befogoéra rajzolt
négyzet nem négyszogekre, hanem egyenld
szard derékszogli haromszogekre esik szét.
Az atdarabolds természetesen ebben az eset- ~  &-------
ben is mikodik, amit az aldbbi dbrdn meg-
jelenitett segédvonalak szépen szemléltetnek.

becommccalboscon-co
A G

b
[se)

Vegyes feladatok — megoldasok

a) Szogeinek nagysaga szerint harom ilyen deltoid 1étezik. A szogek az egyes esetekben:
I. megoldas: 80°, 80° 30° 170°
II. megoldas: 30° 30° 80°% 220°
III. megoldés: 125°% 125° 80° 30°
b) Szbgeinek nagysdga szerint két ilyen deltoid 1étezik. A szogek az egyes esetekben:
I. megoldés: 100°% 100° 40° 120°
II. megoldas: 110° 110°% 100° 40°
Ha a szimmetriatengely két oldaldn 40°-os szogek vannak, akkor nem kapunk deltoidot, mivel
a negyedik szogre 180° adddna.
A négyszog szogei: 30° 30° 150° illetve 150°
Mivel 288° = 12-24° ezért az allitds igaz.

a) igen; b) nem; c) igen;
d) igen; e) igen.

A téglalapok, illetve a rombuszok.

Van ilyen nyolcszog. Az dbran egy négyzet oldalainak negyedels-
pontjait kotottiik Ossze. A kapott nyolcszog természetesen nem

szabdlyos, ugyanakkor a négyzet kozéppontja koriili 90°-os / \
forgatds onmagdba viszi at.




a) Kozéppontosan szimmetrikus konkdv négyszog nem létezik,
mivel egy ilyen négyszognek sziikségképpen két konkav
szoge is lenne, igy a belsé szogeinek Osszege nem lehetne
360°.

b) Kozéppontosan szimmetrikus konkdv hatszog 1étezik. Ilyet e
kapunk példdul, ha az dbran is lathaté médon egy trapézt
kozéppontosan tiikkroziink rovidebb alapjanak felezGpontjara.

a) Haaz ABC haromszoget tiikrozziik AB olda-
lanak F felezGpontjara, akkor a kapott BCAC®
paralelogramma oldalai a és b, egyik atloja
2.5, hosszuisagu. Ezek alapjdn a szerkesztés
1épései a kovetkezdk:

1. Megszerkesztjiik a BCC’ haromszoget,
melynek oldalai ismertek: a, b és 2-s,.

2. Megszerkesztjiik a CC’ szakasz F felezd-
pontjat.

3. Tiikrozziik a B pontot az F pontra, igy kapjuk az ABC hdromszog hidnyz6 A csucsat.

b) Ha tiikrozziik az A pontot a BC oldal G felezGpontjdra, akkor y
az AAC haromszog két oldala és egy szoge ismert, hiszen az
ABAC négyszog paralelogramma, amibdl kovetkezik, hogy
ACA < =180° — a. Ezek alapjdn a szerkesztés menete a kovet-
kezé.

1. Az adott AC = b szakasz C végpontjdhoz felmérjiik a
180° — o nagysdgu szoget.

2. Az A pont — mint kdzéppont koriil — 2 -5, sugard kort
szerkesztiink.

3. A kor az 1. 1épésben szerkesztett szogszarbdl kimetszi
az A’ pontot.

4. Megszerkesztjiik az AA’ szakasz G felezGpontjét.

5. Az ABC hiaromszog hidnyz6é B cstcsdt a C pont G-re
vonatkoz6 tiikrozésével kapjuk.

¢) Az adott m,, szakasz nemcsak az ABC hdrom-
szognek, hanem az AC’BC paralelogram-
mdnak is magassdga, ahol C” a C pontnak
az AB szakasz F felezGpontjara vonatkozo
tiikorképe. A szerkesztés menete ezek alapjan:

1. Az adott AC = b szakasszal, attdl my, tivol-
sagra, parhuzamost szerkesztiink. A par-
huzamos tartalmazza a B és C’ pontokat.

2. A C’ pontota C kozéppontd, 2, sugard kor metszi ki az 1. pontban szerkesztett pArhuzamosb6l.
3. Megszerkesztjiik a CC’ szakasz F felezGpontjat.
4. A B pontot ugy kapjuk, hogy az A pontot tiikrozziik az F pontra.
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d) A c)feladat abrdjanak jeloléseit haszndlva a szerkesztés 1€pései a kovetkezdk:

1.
2.

~N N L W

Felvessziik a BC egyenest, majd kijeloliink rajta egy tetszSleges B pontot.

A BC egyenessel, attdl m, tdvolsdgra, pdrhuzamost szerkesztiink (e), amely tartalmazza
az A és C’ pontokat.

. Megszerkesztjiik a B kozéppontd, b sugard k Kort.

. Az e egyenes és a k kor metszéspontjaként megjeldljiik a C” pontot.
. Megszerkesztjiik a C” kozéppontd, 2 -5, sugard ¢ kort.

. Megjeldljiik a ¢ kor és a BC egyenes C metszéspontjat.

. Megszerkesztjiik a CC’ szakasz F felezGpontjat.

8.

Haaz ABCD trapézt BC szaranak E felezGpont-

jéra tiikrozziik, akkor az dbra szerinti ADAD
paralelogrammat kapjuk, amelynek AD’ oldala /\( \
. . B e

A hidnyzd A cstcsot ugy kapjuk, hogy a B pontot tiikrozziik az F pontra.

az adott kozépvonal hosszanak kétszerese. Ezt X
az észrevételt felhaszndlva a szerkesztés konnyen V \ / d
elvégezhetd. A szerkesztési 1épések leirdsa sordn c D
az abra jeloléseit hasznaljuk.

a) 1.
2.
3.

b)

A W o =

9,

c) 1.

...............

Megszerkesztjiik az AD’ =2 - k hosszisdgui szakaszt.
Parhuzamost szerkesztiink az AD’ szakasszal, att6l az adott magassdggal egyenlG tavolsagra.

A trapéz D csucsat az A kozéppontd, d sugard kor metszi ki a 2. 1épésben szerkesztett
parhuzamosbdl.

. Megszerkesztjiik a DD’ szakasz E felezGpontjat.
b o .
. Atrapéz B csucsat az E kdzépponti 5 sugard kor metszi ki az AD’ szakaszbdl.

. Atrapéz hidnyzé C csicsat a BE egyenes, valamint a 2. 1épésben szerkesztett parhuzamos

metszéspontjaként szerkeszthetjiik meg.

. Megszerkesztjiik az AD’ = 2 - k hosszusagu szakaszt.

. Parhuzamost szerkesztiink az AD’ szakasszal, attél az adott magassaggal egyenld tavolsagra.
. Az AD’ szakasz A végpontjdban felmérjiik az AD és AB oldalak altal bezart szoget.

. A 3. Iépésben szerkesztett szogszdr kimetszi az AD’ egyenessel parhuzamos egyenesbdl

a D pontot.

. Megszerkesztjiik a DD’ szakasz E felez&pontjat.
. Az E ponton it olyan egyenest szerkesztlink, amely a BC és BA oldalak ismert szogét

zarja be a BA oldallal.

. A 6. 1épésben szerkesztett egyenes kimetszi az AD’ szakaszbdl a B csticsot, az AD-vel

parhuzamos egyenesbdl a C csucsot.

Megszerkesztjiikk az AD’C haromszoget, melynek oldalai ismertek: AD’ a kozépvonal
kétszerese, masik két oldala az ABCD trapéz egy-egy atloja.

. A B cstcsot a C kozéppontd, b sugari kor metszi ki az AD’ szakaszbol.
. Megszerkesztjiik a BC szakasz E felezGpontjat.
. A D csticsot a D’ pont E kdzéppontra valé tiikrozésével kapjuk.



Az édbra, és igy a ,,belsd” hatszog is forgdsszimmetrikus az eredeti hatszog kozéppontja koriili
k-60°-o0s (k € Z) forgatdsokra nézve, ezért a kialakuld ,,bels6” hatszog is szabalyos.

a) Az édbra, és igy a kozépen kialakuldé négy-

sz0g is forgdsszimmetridt mutat a négyzet .
kozéppontja koriili k-90°-o0s (k € Z) forga- T
tdsokra nézve, ami csak gy lehetséges, hogy \
a ,.belsd” négyszog is négyzet. Mivel szakasz
és elforgatott képe egymdssal a forgatds k \
sz0gét zarjak be, ezért példaul DE merd- 1 oy
leges CH-ra, tovdbbd CH merGleges GB-re, F
amibdl az is kovetkezik, hogy DE és GB L J
parhuzamosak. Ekkor viszont a DLKG négy- 5 /
szogben DL és GK parhuzamosak, ezért S
anégyszog trapéz, amelyben az LK szir
merdleges az alapokra. Hasonl6an lathat6 be, N
hogy a CKJF, BJIE, AILH négyszogek is I
ugyanilyen tulajdonsaguak.

b) Forgassuk el a H pont koriil a DHL derékszogti haromszoget 180°-kal; ekkor a H pont helyben
marad, D képe A, L képe L (Id. dbra). Megmutatjuk, hogy az L’LIA négyszog négyzet.

Ehhez elGszor is vegylik észre, hogy a HL szakasz parhuzamos az Al szakasszal, tovabbd H
a DA oldal felez6pontja, ezért HL egyben az AID haromszog kozépvonala is, igy HL hossza
az Al hosszénak fele. Az elmondottakbdl kovetkezik tovdbba, hogy L'L = Al, valamint
LA =LD = LI ezért az L'LIA négyszdg szemkozti oldalai egyenld hosszuiak, igy L'LIA para-
lelogramma. Mésrészt a négyszog L’ cstucsdndl 90°-os szog van, igy természetesen téglalap is
egyben.

Végiil vegyiik észre, hogy az ABCD négyzet kozéppontja koriili 90°-os forgatds a DL szakaszt
az Al szakaszba viszi at, ezért DL = Al, masrészt DL = CA, amibdl LA = Al kovetkezik. Ez azt
mutatja, hogy az LLIA téglalap két szomszédos oldala egyenld hosszisagu, ezért valdban négyzet.
Ha ehhez hasonldéan az AEI, BFJ, CGK hiromszogeket is 180°-kal elforgatjuk a megfeleld
oldalfelezd pontok koriil, akkor ezzel az ABCD négyzetet 6t egybevigd négyzetté daraboljuk at.
Ez viszont azt jelenti, hogy az IJKL és az ABCD négyzetek teriiletének ardnya 1:5.

Thalész tételének megforditdsa alapjén az ABC

derékszogl haromszog C csucsa az AB atfogd
folé rajzolt koron taldlhat6, amibdl az kovet-
kezik, hogy az AOC haromszog egyenld szard
(OA = OC, mindkett6 a Thalész-kor sugara).
Az egyenl$ szard haromszog alapjan ugyan-
akkora nagysdgd szogek taldlhatdk, emiatt
CAO% = ACO< = a, ebbdl kovetkezben az AOC
hdromszog kiils6 szogére COB< =2 -« teljesiil.
Ha az ABC haromszog AB étfogdjahoz tartozo
magassdgat m jeloli, akkor AB =4 - m miatt
AO=CO=2-m.
Tiikrozziik a C pontot az AB egyenesre. A kapott
CC’0 héaromszdg minden oldala 2 -m hosszu-
sdgu, ezért a hdromszog szabdlyos. A CO és a C’O oldalak a tiikrozés AB tengelyével ugyan-
akkora szoget zarnak be, ezért 2 - o = 30° amibdl az ABC haromszog hegyesszogei mar konnyen
szamolhatok: 15° illetve 75°




A héaromszdg alapjahoz frt kor kdzéppontja (Q) a hdromszog
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cstcsdbol indulé belsd szogfelezdre, tovabba a masik két kiilsd
szogének szogfelezdire is illeszkedik. Ha a Q pontnak az alap
egyenesére vonatkozo tikkorképe egybeesik a haromszog koré irt
kor O kozéppontjaval, akkor az AQ, BQ, AO, BO szakaszok
mindegyike a haromszog koré irt kor sugardval egyenlS hosszi-
sagu, igy az AQBO négyszog rombusz. A rombusz szogeit
az atlok megfelezik, ezért OAB< = BAQX = a. Mivel a Q pont
az ABC hdaromszog A csicsdndl 1év6 kiilsS szog felezdjének egy
pontja, ezért a kiilsé szog nagysaga 2 - o, igy az ABC hdromszog
alapon fekvd szogei 180° — 2 - o nagysdguak. Egyszer(i szog-
szdmolds mutatja, hogy a haromszog szarszogére:

ACB¥ =180°-2-(180°-2- ) =4- or— 180°.
Vegyiik észre ugyanakkor, hogy CAO< = 180°- 3 o, és mivel
az ACO héromszog is egyenld szard, ezért
ACO¥ = CAO< =180°-3-«.
Ebbdl a hdromszog szarszogét kiszdmolva azt kapjuk, hogy
ACB¥=2-(180°-3-a)=360°-6- .
Az ABC hiaromszog szdrszogére kapott két eredmény 0sszehasonlitdsabol adodik:
4.0-180°=360°-6-¢,
o =54°

A hdromszog szdgei ennek megfelelGen:
CAB<=CBAX=72° é ACB<=36"

A két haromszog k6zos része szabalyos hatszog. Ehhez elébb ;
megmutatjuk, hogy szogei megegyeznek, majd utdna hogy

oldalai is egyenldk. . / H .
Mivel a tiikrozés sordn szakasz €s képe parhuzamos egymdssal,

ezért B’C’ és BC egyarant 60°-0s szoget zar be az ABC szaba- 0

lyos hdromszog AB oldaldval (1d. dbra). Ebbdl kovetkezden
a keletkez6 EFGHIJ hatszog E csucsndl 1évé belsd szoge 120°-os. 6060 60/
Hasonl6an beldthatd, hogy a hatszég minden szoge 120°-o0s.

m
-

Az EFGHIJ hatszog nyilvdnvaléan kozéppontosan szimmet-
rikus, kozéppontja az ABC hdromszog koré irt kor O kozép-
pontja. A szimmetridbdl kovetkezik, hogy szemkozti oldalai megegyeznek, azaz EJ = HG,
EF =1H, FG =1J. Ugyanakkor a CC’ egyenes koz0s szimmetriatengelye a hatszognek, tovdbba
az ABC és AB’C” haromszogeknek. A tengelyes szimmetria kdvetkezményeként EJ = FG.
A BB’ egyenes is szimmetriatengely, igy EJ = HI. Eredményeinket 0sszefoglalva megéllapit-
hatjuk, hogy a hatszdg oldalai is megegyeznek. Ebbdl ad6ddan a hatszog szabélyos.

C

Ha a hdromszog magassdgai m, =5 cm, my, = 10 cm, m, =15 cm, akkor a hdromszog teriiletét
hidromféleképpen kiszdmolva azt kapjuk, hogy

a3 b0 el o yonp=3ec
2 2

2
Ekkor b+c=l-a+l-a=é
2 3 6

haromszog nem létezik.

-a<a, igy nem teljesiil a hdromszodg-egyenlGtlenség, ezért ilyen



a) Az ABCD négyzet O kozéppontja koriili 90°-os forgatés az

ABK hédromszoget a BCL haromszogbe, a BCL haromszoget . . d
a CDM haromszogbe, a CDM haromszoget a DAN harom-

szogbe, mig a DAN hdromszoget az ABK hdromszogbe viszi at.

Ebbdl kovetkezik, hogy a KLMN négyszog forgasszimmet- i . M

rikus az O pont koriili 90°-0s forgatdsra nézve. Egyetlen 0
ilyen tulajdonsagi négyszog van, a négyzet.

m
A 10 B
b) Jeloljiik x-szel a KLMN négyzet oldaldnak hosszit. Ekkor ) p c
a négyzet atlgjara =P
KM =x-/2.
Ha a KM egyenes az ABCD négyzet AB és CD oldalit
a T és P pontokban metszi (Id. dbra), akkor a KT szakasz L REL
az ABK szabdlyos hiromszog magasséaga, ezért
X
KT:10.£=5.J§,
_ 2 My
amibdl A T B

PK=10-KT=10-5-/3.
A PT szakasz ugyanolyan hosszi, mint az ABCD négyzet oldala, tovabbd
PT=PK+KM+MT=2-PK+x-2.

Felhaszndlva, hogy az imént PK-t mar kiszamoltuk, valamint hogy az ABCD négyzet oldala
10 cm, azt kapjuk, hogy

2-(10-5-3)+x-2=10,

x-v2=10-/3-10,
x_10-(J§—1)
2

x=5-42-(V3-1)=5,18.
A KLMN négyzet oldala tehat koriilbeliil 5,18 cm hosszisagu.

A feladatok megolddsdhoz hasznosak lehetnek
a kovetkezd észrevételek. Ha az ABC harom- 4
sz0g A csucsdt a C pont koriil elforgatjuk ugy,
hogy a kapott A’ pont illeszkedjen a BC oldal
C-n tdli meghosszabbitdsdra, akkor a kapott 5
BA’A haromszogben BA = a + b, tovabba az
AAC hiaromszog egyenld szard, amelynek ebbdl
kifolyolag C csucsa illeszkedik az AA” szakasz B a /C b y!
felezGmerdlegesére.

Vegyiik még észre, hogy az AAC egyenld szard haromszogben a C csucsndl 1évE kiilsS szog a nem
szomszédos belsd szogek osszegével egyenld, amibdl kovetkezik, hogy

AACE = AACK = %

A megoldads minden esetben a BAA haromszog szerkeszthetGségén alapul.
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a) A szerkesztés 1épései:

1. Az adott a + b hosszisagli BA® szakasztol
m,, tdvolsagra parhuzamost szerkesztiink.

2. A B cstcsban a BA® szakaszra dtmdsol-
juk az adott B szoget.

3. A kapott szogszdr a BA-vel parhuzamos
egyenesbdl kimetszi a szerkesztendd
haromszog A csucsat.

4. Az AA szakasz felez6merSlegese kimetszi a BA® szakaszbdl a hidnyzé C csucsot.

A kapott ABC haromszog a feladat feltételeinek megfelel. A feladatnak minden esetben egy

megolddsa van.

Ezzel egybevagd megoldast kapunk, ha a parhuzamost, valamint a f szoget a BA’ szakasz

masik partjan is megszerkesztjiik. A két haromszog a BA’ egyenesre vonatkozd tengelyes

2 oz

tikkrozéssel vihetd at egymadsba.

b) A szerkesztés lépései:
1. Az adott a + b hossziisdgli BA’ szakaszt6l m, tdvolsdgra parhuzamost szerkesztiink.
2. B kozépponttal, ¢ sugérral kort szerkesztiink.
3. A kor kimetszi a BA-vel parhuzamos egyenesbdl a haromszog A csucsat.
4. Az AA szakasz felezOmerGlegese kimetszi a BA’ szakaszbdl a hidnyzé C csucsot.

A feladatnak 0, 1, 2 megolddsa lehet, attdl fiiggGen, hogy a B kozépponti kor milyen helyzetd
a BA-vel parhuzamos egyenessel.

Tovéabbi megolddsok adddnak, ha a metszéspontokat a BA® szakasz mdsik oldaldn is
megszerkesztjiik. Az igy ad6dé megolddsok a kordbban megkapott megolddsok BA® egyenesre
vonatkoz6 tiikkorképei.

c) A szerkesztés 1épései:
1. Az adott a + b hossziisdgi BA’ szakaszt6l m, tdvolsagra parhuzamost szerkesztiink.

2. Az A cstcsban a BA® szakasszal % nagysagu szoget bezaré félegyenest szerkesztiink.

3. Akapott félegyenes kimetszi a BA-vel parhuzamos egyenesbdl az A csucsot.

4. Ahdromszog hidnyz6 C csicsdt az AA’ szakasz felezGmerdlegese metszi ki a BA’ szakaszbol.
A feladatnak minden esetben 1 megoldésa van.

A kapott megoldds BA® egyenesre vonatkozo tiikorképét megkaphatjuk, ha a parhuzamost,

valamint a szoget a BA’ szakasz masik oldaldn is megszerkesztjiik.

d) A szerkesztés 1épései:
1. Az adott a + b hosszisagi BA’ szakasz B csticsdhoz atmasoljuk a § nagysagu szoget.

2. Az A cstcsban a BA' szakasszal % nagysagu szoget bezard félegyenest szerkesztiink.

3. A két szerkesztett szogszar metszéspontjaként megkapjuk a hdromszog A cstcsit.
4. Ahdromszog hidnyz6 C cstcsat az AA* szakasz felezGmerdGlegese metszi ki a BA' szakaszbol.
A feladatnak 1 megoldédsa van.

A megoldds BA egyenesre vonatkoz6 tiikorképét megkaphatjuk, ha a szogszdrakat a BA® szakasz
madsik oldaldn szerkesztjiikk meg.



Jeloljiik a két telepiilést A-val és B-vel, tovabba legyen ASTB
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egy olyan ut a két telepiilés kozott, amelynek ST darabja az aut6-
palyédra merGleges (Id. dbra). Toljuk el az A pontot az ST =V
vektorral. Ha az eltolt pont A’, akkor az AA'TS négyszog parale-
logramma, ezért az ASTB torott vonal hossza megegyezik
az AA'TB torott vonal hosszdval, igy a feltételek szerint ennek
hosszat kell a lehetd legrévidebbnek vélasztanunk. Mivel a sz6ban
forgd torott vonalban az AA’ szakasz az S pont helyzetétsl
fliggetleniil mindig ugyanakkora, ezért elegend$ az ATB torott
vonal hossz4t minimalizalnunk, ahol a T pont az autépélya B-hez
kozelebbi hatdrvonaldn véltozik. Tegyiik fel, hogy a hatarvonalbdl az AB szakasz a Q pontot
metszi ki. Ekkor AQ + OB = AB < AT + TB a hdromszog-egyenl6tlenség miatt, ami mutatja, hogy
az AQB ,torott vonal” hossza soha nem lehet nagyobb, mint az ATB torott vonal hossza, akarhol is
vessziik fel a T pontot (Q és T persze kiilonbozbek). Utébbi észrevételiink lehetdséget ad a szer-
kesztés elvégzésére.

B

1. Toljuk el az A pontot a Vv vektorral, jeloljiik az eltolt pontot A-vel.

2. Jeloljiilk meg az AB szakasz és az autOpalya B-hez kozelebbi hatdrvonaldnak Q metszéspontjat.
3. Allitsunk merGlegest a Q ponton it az autépélya hatérvonalaira.

4. Az iménti merdleges kimetszi az A-hoz kozelebbi autépdlya hatarvonaldbdl a P pontot.

5. Az APQB torott vonal megfelel a feladat feltételeinek.

A megoldashoz toljuk el a p egyenest az AB -ral, majd a megfeleld K pontot vagy pontokat
a kapott p’ egyenes és a k kor metszéspontja(i)ként szerkeszthetjiik. A K pont(ok) ismeretében
a PK szakasz masik végpontja a K pont BA-ral torténd eltoldsdval szerkeszthetd. Tovébbi
megolddst vagy megolddsokat kaphatunk, ha a p egyenest nemcsak az AB, hanem a BA vektor
mentén is eltoljuk. Az igy kapott egyenest az dbrdkon p” jeldli.

Ezuttal a megolddsok szaménak elemzése okozza a legtobb nehézséget.

Ha az eltolt egyenesek egyike sem metszi Ha az egyik eltolt egyenes érinti a k kort, a masik
a k kort, akkor a feladatnak nincsen megoldédsa.  elkeriili, akkor 1 megolddst kapunk.

Ha az egyik eltolt egyenes két pontban metszi Ha az egyik eltolt egyenes 2 pontban metszi,
a k kort, a masik elkeriili, akkor két megoldast a madsik érinti a k kort, akkor hdrom megoldas
kapunk. Szintén 2 megoldds adédik, ha mindkét — adoédik.

eltolt egyenes érinti a k kort.

Végiil négy megoldést kapunk, ha mindkét eltolt egyenes 2 pontban metszi a kort.
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a) Abeirt és koriilirt korok kozéppontja csak a szabalyos harom-
szogben esik egybe. Jeloljiik az ABC haromszog beirt és
koriilirt korének kozos kozéppontjat O-val, beirt korének
sugarat r-rel, koriilirt korének sugardt R-rel. Ha a beirt kor
a haromszog oldalait az dbra szerint a 7, P, Q pontokban
érinti, akkor az AOT, BOT, BOP, COP, COQ haromszdgek
mind egybevdgdak egymadssal, hiszen mindegyik derékszogd,
atfogdjuk hossza R, egyik befogdjuk hossza r. Ezek alapjan
az ABC hdromszog oldalaira esd befogdik is megegyeznek;
ennek hosszdt az dbran x-szel jeloltiik. Lathatjuk, hogy
az ABC hdromszog minden oldala egyenld hossziisagu, igy a haromszog valdban szabalyos.

b) A stlypont és a magassagpont csak a szabalyos haromszogben
esik egybe. Ha ugyanis a hdromszog stlypontja és magassag-
pontja azonos, akkor a silyvonalak egyben a megfelel§
oldalhoz tartozé magassdgvonalak is, amibdl kovetkezik,
hogy barmely magassagvonal megfelezi a haromszog meg-
feleld oldaléat. Ha viszont az ABC haromszog CF magas-
sdgvonala megfelezi az AB oldalt, akkor az AFC és BFC So =M
derékszogli haromszogekben a befogdk megegyeznek, igy
a két haromszog egybevagd, amibdl azonnal addédik, hogy A g F“ B
AC = BC, vagyis az ABC haromszog egyenl§ szari. Mivel
barmely magassdgvonalat kivdlasztva azt kapjuk, hogy a magassagvonalat kozrefogd oldalak
megegyeznek, ezért a hdromszog valdban szabdlyos.

(4

c) Ha az ABC hédromszogben a stlypont egybeesik a koriilirt kor
kozéppontjaval, akkor a haromszog szabdlyos. Ugyanis ha
S sulypont és a koriilirt kor kozéppontja is egyben, akkor
AS = BS, hiszen mindkett§ a koriilirt kor sugardval egyenld.
Az ABS haromszogben igy két oldal egyenld, tehdt a hdrom-
sz0g egyenld szard, amibdl SAB< = SBAS = «.

Az AS = BS egyenlGségnek egy tovabbi kovetkezményeként
az AF és BG stlyvonalak is megegyeznek, hiszen a stlypont
a sdlyvonalat 2: 1 ardnyban osztja, ezért mindkét szakasz
masfélszerese a koriilirt kor sugardnak. Ekkor a BFA és AGB
hiaromszogekben két-két oldal megegyezik (AF = BG és AB koz0s oldal), tovdbba az egyenld
oldalak 4ltal bezart szog is egyenld, ezért a két haromszog egybevigd egymassal. Ez azt is
jelenti, hogy AG = BF, amibdl AC = BC kovetkezik, azaz az ABC haromszog egyenl§ szaru.

Mivel haromszogiinkben barmely két sulyvonal egyenld hosszisagu, ezért ugyanez érvényes
az oldalakra is, amibdl tényleg kovetkezik, hogy a haromszog szabélyos.

i) Tegyiik fel, hogy az ABCD konvex négyszog tengelyesen szimmetrikus. Mivel a tengelyre vonat-
kozd tiikrozés sordn a négyszog minden csticsa a négyszog valamely csicsdba megy at, ezért két
eset lehetséges; a tengely a négyszognek 0 vagy 2 csticsat tartalmazza.

Ha a négyszog egyetlen csticsa sem illeszkedik a ¢ tengelyre,
akkor a  mindkét partjan a négyszog két-két csticsa helyezkedik el. c
Ekkor a ¢ egyenesre vonatkozo tiikrozés az A csticsota B, a D
cstcsot a C pontba viszi at. A tiikrozés tulajdonsigai alapjan
pont €s képe kozti szakasz merGleges a tiikortengelyre, ezért
DC és AB egyarant merdleges a t egyenesre, €s gy egymdssal
parhuzamosak. Az ABCD négyszog tehat szimmetrikus trapéz.



Ha a r tengely a négyszog két csucsat, A-t és C-t tartalmazza,
akkor a tengely sziikségképpen szétvalasztja a négyszog masik két
csdcsdt, B-t és D-t. A t egyenesre vonatkozo tiikkrozés sordn
az AB szakasz képe AD, a CB szakasz képe CD, ezért a tdvolsag-
tart tulajdonsdg alapjan AB = AD, tovabbd CB = CD. Az ABCD
négyszogben AB + CD = AD + CB, azaz a szemkozti oldalak B
Osszege megegyezik. Mivel a feltételek alapjan az ABCD négy-
sz0g konvex, ezért az érinténégyszogek tételének megfordi-
tdsabol kovetkezik, hogy az ABCD négyszog érinténégyszog.

clt

a) Az dbra jeloléseit hasznilva megmutatjuk,
hogy a P\P,P;P, négyszogben P\P, és PyP;
parhuzamosak és egyenl§ hosszuak, igy
anégyszog valoban paralelogramma.

Az AP szakasznak az F; felezpontra vonat-
koz6 tikorképe P\B, igy AP és P\B par-
huzamos egymadssal, tovdbba hosszuk meg-
egyezik. Ehhez hasonléan a PC szakasznak
az F, felez6pontra vonatkozo tiikorképe PB,
igy PC és P,B parhuzamos egymadssal, €s
ugyanolyan hossziak. Tekintsiik ezutdn az
APC és P,BP, haromszogeket. Lattuk, hogy
a két haromszogben két-két oldal parhuzamos
egymdssal, amibdl kovetkezik, hogy APC< = P BP,< (egydllast szogpar). Mivel a két hdrom-
szogben a két-két parhuzamos oldal hossza is egyenld, ezért a két hdromszog egybevago egy-
madssal. Az egybevagosag kovetkezményeként AC = PP, és e két oldal is parhuzamos egymadssal.

Az el6z6hoz hasonlé gondolatmenettel azt is beldthatjuk, hogy az APC és P,DP; haromszogek is
egybevdgok, csak ezittal az Fy, illetve F5 pontokra vonatkozé kdzéppontos tiikrozés tulajdon-
sagait kell felhaszndlni. Az egybevagdsagbol adodik, hogy AC = PP, tovdbba a két szakasz
parhuzamos is egymadssal.

Eredményeinket dsszefoglalva elmondhatjuk, hogy a PP, és P,P; szakaszok parhuzamosak
az ABCD négyszog AC étl6javal, tovabba PP, = P,P; = AC. Ezzel belattuk, hogy a PP,P3P,
négyszog paralelogramma, amelynek két-két oldala az ABCD négyszog egy-egy atlojaval
egyenld, és azzal parhuzamos.

A hdromszog kozépvonaldra vonatkozé isme-
retekkel a PP, és P,P; szakaszok parhuza-
mossdga, valamint egyenl&sége a kovetkezd
mddszerrel igazolhatd. Az FjF, szakasz koz€p-
vonal a PP,P és az ACB hiaromszogekben,
ezért PP, és AC is parhuzamos FjF,-vel,
amibdl adéddan a két szakasz persze egy-
madssal is parhuzamos. Mivel a hdromszog
oldala kétszer olyan hosszd, mint a parhuza-
mos kozépvonala, ezért AC = PP, =2-FF,.
Hasonl6an; FyF; kdzépvonal az ACD és a
P,P;P hiromszogekben is, ezért PPy = AC,
és a két szakasz parhuzamos is egymadssal.

Az eredményeket 0sszefoglalva azt kapjuk, hogy P,P; = P|P,, tovabbd mindkettd parhuzamos
AC-vel, ami bizonyitja, hogy a P;P,P3P, négyszdg paralelogramma.
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b) Lattuk, hogy a P pont helyzetétdl fiigget-
leniil a PP,P;P, paralelogramma két-két
szemkozti oldala parhuzamos és egyenld
az ABCD négyszog atléival. Ebbdl adédéan
a P P,P;P, paralelogramma teriilete fiigget-
len a P ponttél. Erdemes ezért egy olyan P
pontot vélasztani, amelybdl kiindulva a kapott
P,P,P;P, paralelogramma teriilete konnyen
kifejezhetd az ABCD négyszog teriiletével.
Ilyen pontnak tiinik az atlok metszéspontja
(Id. abra). Ebben az esetben a P\P,P;P,
paralelogrammat az AC és BD atlok négy
kisebb paralelogrammara bontjak, melyek-
ben az ABCD négyszog oldalai egy-egy atlot alkotnak. Az 4tl6 a paralelogramma teriiletét
megfelezi, ezért az dbran azonos médon megjelolt teriiletrészek egyenlSk. Ebbdl kovetkezGen
a P P,PP,, valamint az ABCD négyszogek teriiletaranya 2.

¢) Abizonyitds sordn sehol nem hasznéltuk fel, hogy a P az ABCD négyszog belss pontja, ezért
kovetkeztetéseink kiils§ pontra is érvényesek.

a) A hézagmentes, atfedés nélkiili parketta-
zéshoz be kell latnunk, hogy példdul a C
csticsndl keletkez$ szogek Osszegben pon-
tosan 360°-ot tesznek ki. Ez azonban kénnyen

igazolhatd, hiszen a tiikrozés szogtarté tulaj- 7544800
donsdga miatt, a keletkez6 szogek megegyez- “W
nek az eredeti négyszog belsé szogeivel,

A (B

amelyeknek 6sszege valéban 360°. Az dbrdn
az eredeti négyszog szogeit, valamint a C
csucsndl kialakulé szogeket tiintettiik fel,
ugyanakkor az attekinthetGség érdekében
a pontok cimkéjét mdr nem jelenitettiik meg.

Szintén sziikséges, hogy a négyszogracsban szomszédos négyszdgek érintkezd oldalai
ugyanakkordk legyenek. Ez is teljesiil, mivel az érintkezd négyszdgoldalak minden esetben
egymads tiikorképei, és a tiikrozés a szakaszok hosszdt megtartja. Megjegyezziik, hogy
gondolatmenetiink konkdv négyszogre is érvényes, igy a sik azokkal is kiparkettdzhato.

A bizonyitdson til érdemes megvizsgdlni, hogy milyen transzformacidval vihetSk egymasba
a négyszogracs kiillonbozd elemei! Példdul a kozos oldallal rendelkezd négyszogeket kozép-
pontos tiikrozéssel, a cstccsal érintkez6ket eltolassal tudjuk egymdsba vinni. Az dbrardl leolvashato,
hogy két kbzéppontos tiikrozés egymads utdni elvégzése egy eltoldssal helyettesithetd.

b) Ha egy négyszog kozépvonalat valamelyik g g ;
végpontjra tiikrozziik, akkor a tiikorkép,
valamint a kiinduldsul vett kozépvonal ter-
mészetesen egy egyenesre illeszkednek.
Ha a ko6zépvonalat a nem illeszkedd oldalak
felez6pontjéra tiikrozziik, akkor a tiikkorkép
és a kozépvonal a tiikrozés tulajdonsigai
miatt pirhuzamos egyenesekre illeszkednek.
Ebbdl kovetkezik, hogy a kézépvonalak
tartdegyenesei paralelogrammarécsot alkot-
nak (az dbran szaggatott vonallal jelolve).




c) Akozépvonalakra illeszked$ egyenesek a par-

kettdzasban szerepld minden négyszoget négy
részre vagnak szét. Az dbrdn nyomon kovet-
het8, hogy az ABCD négyszog egyes részei
a tikkrozések soran mely négyszogekbe men-
nek 4t; az azonos szdmmal jelolt négyszdgek
egymadssal egybevdgdk. Lathatjuk, hogy
az ABCD négyszog részeibdl valdban atfedés
nélkiil, hézagmentesen kirakhat6 a paralelog-
rammarécs paralelogrammadja (az dbran piros
szinnel jelolve).

a) Anégyzet O kdzéppontja koriili 90°-os (vagy

—90°-0s) forgatds az AD oldalegyenesta CD

oldalegyenesbe viszi dt, ezért haa P pontot

az O pont koriil 90°-kal (vagy —90°-kal) elfor-

gatjuk, akkor a keletkezd P’ pont illeszkedik

a CD egyenesre. Ezek alapjdn a szerkesztés

1épései a kovetkezSk lehetnek:

1. Elforgatjuk a P pontot az O pont koriil
90°-kal, igy kapjuk a P’ pontot.

2. Megszerkesztjiik a QP egyenest.

3. A P ponton 4t merdlegest allitunk a QP’
egyenesre.

4. A merGleges és a QP’ egyenes metszés-
pontja a szerkesztendd négyzet D csticsa.

5. A D pontot az O pont koriil 90°-kal elfor-
gatva megkapjuk a négyzet C csucsat.

6. A C pontot az O pont koriil 90°-kal elfor-
gatva megkapjuk a négyzet B cstcsat.

7. A B pontot az O pont kortil 90°-kal elfor-
gatva megkapjuk a négyzet A csucsat.

Haa P pontot az 1. 1épésben —90°-kal forgat-

juk, és a tobbi forgatds irdnyat is megvaltoz-

tatjuk, akkor egy djabb, a feltételeknek szintén

megfelel§ négyzetet kapunk eredményiil

(als6 abra).

b) Mint az a) feladatban lattuk, dltaldban két megoldast kapunk. Ez aldl a kovetkezd esetek

jelentenek kivételt.

Haa P vagy a Q pont valamelyike egybeesik az O ponttal, akkor értelemszertien a feladatnak

nincs megoldasa.

A két ellentétes irdnyu forgatds ugyanahhoz a négyzethez vezet azokban az esetekben, ha
a P és a Q pontok egybeesnek, vagy ha a PQ szakasz felezGpontja az O pont. Az eldbbi
esetben a P pont megegyezik a négyzet D cstcsdval. Az utdbbi esetben P=A és Q = C.
Ezekben az esetekben tehdt a feladatnak csak 1 megoldasa van.

A feladat hatdrozatlan, ha a 2. 1épésben megadott QP’ egyenes nem szerkeszthetS. Ez akkor
kovetkezik be, ha az O pont koriili 90°-os vagy —90°-os forgatds a P pontota Q pontba viszi at.

Ezt az esetet a c¢) feladatban targyaljuk.
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c) Tegyiik fel, hogy az O pont koriili 90°-os forgatds a P pontot a Q pontba viszi 4t. Ekkor
a QP’ egyenes nem szerkeszthetd egyértelmten, hiszen P’= Q. Ha felvesziink a Q ponton 4t
egy tetszGleges egyenest (kivéve OQ-t), akkor a szerkesztés tovabbi 1épései minden gond nélkiil
végrehajthatak, és eredményiil egy, a feltételeknek megfeleld négyzetet kapunk. Az elmon-
dottakbdl kovetkezik, hogy a Q ponton dtmend minden egyes egyeneshez (kivéve természe-
tesen az OQ egyenest) egy megoldds tartozik, azaz a feladat feltételeinek végtelen sok négyzet
tesz eleget.

d) A POD hiaromszogben a P és Q pontok rogzitettek, tovdabbd P az AD, Q a CD oldalegyenes
egy-egy pontja, ezért PDQO<X = 90° Thalész tételének megforditdsa alapjdn a D pont tehat
illeszkedik a PQ szakaszra mint atmérG folé emelt korre (1d. bal oldali abra). E kor minden
O-t4l kiilonbozb pontja egy alkalmas négyzet D cstcsdval egyezik meg.

A négyzet tovabbi cstcsai is egy-egy megfelel6 Thalész-korre illeszkednek (1d. jobb oldali dbra).
Ezeket a koroket igy kapjuk, hogy a PQ szakasz folé irt kort az O pont koriil 90°-kal, 180°-kal,
illetve 270°-kal elforgatjuk. Megjegyezziik, hogy példaul a B ponta P és Q pontok O kozép-
pontra vonatkozd tiikorképei f61€ emelt korre illeszkedik. A Thalész-korok kozos O metszés-
pontja egyetlen négyzetnek sem lehet csticspontja.

Jeloljiik a két tereptargyat A-val, illetve B-vel,
a falut P-vel. A feladat szerint a P ponton at
olyan, az A és B pontokat szétvilasztd e egye-
nest kell szerkeszteniink, amelynek az A és B
pontoktdl mért tavolsdgdsszege éppen az adott
d hosszusdggal egyenlG (az dbréan d; + d, = d).
Vegylik észre, hogy ha az e egyenest onmagaval
parhuzamosan eltoljuk gy, hogy az eltolt ¢’ kép
atmenjen az A ponton, akkor a B pont ¢’ egye-
nestdl mért tdvolsdga éppen d, igy lehetdségiink
nyilik e’ egyenes szerkesztésére; az ¢’ egyenes
ugyanis érinti a B kozéppontd d sugard kort.
Az ¢ egyenes ismeretében az e egyenes szer-
kesztése mar nem okoz nehézséget, csak annyi
dolgunk marad, hogy parhuzamost hizzunk
a P ponton it az e’ egyenessel.

Az ut megépithetdségének vizsgélata joval nehezebb feladat, mint a tervezése. Ha az A pont
a B kozéppontu d sugaru kornek bels§ pontja, akkor természetesen sem az ¢’ egyenes, sem pedig
a feltételeknek megfeleld tt nem szerkeszthetd.



Ha az A pont a kornek kiilsé pontja, akkor
az A ponton keresztiil két érintd is szerkeszt-
het§ a korhoz. A két érintd mindegyikébdl
elvileg egy-egy megfelel§ utat is kapunk, ame-
lyekbdl azonban nem feltétleniil mindegyik, sGt
esetleg egyik sem tesz eleget a feladat feltéte-
leinek.

Ha ugyanis példaul az ¢’ érint§ szétvalasztja
a B és P pontokat (az dbra egy ilyen esetet
mutat), akkor a megfelel§ e egyenesnek éppen
a B és az A pontoktol mért tavolsdgkiilonbsége
lesz egyenl$ d-vel (d, —d; = d).

Hasonlo helyzet 4ll el6 akkor is, haa B ponton
keresztiil e-vel parhuzamosan huzott egyenes

vélasztja szét az A €s P pontokat, csak akkor az A és B pontoktdl mért tavolsagok kiilonbsége

egyenld d-vel, azaz d| —d, =d.

Fenti észrevételeink alapjan a lehetséges megoldasok:

Az 4brén azt a tartomdnyt jeloltiik meg, amely-
b6l kikeriil§ P pontokra mindkét ut megfelel
a feladat feltételeinek.

Az abran megjelolt pontok esetén egyetlen
megoldést sem kapunk.

Az dbran megjelolt tartomédny pontjaira a feladat-
nak egy megolddsa van.

Az A pontilleszkedik a B kézéppontd d sugard
korre. Ekkor az A ponton at egyetlen érintd
szerkeszthet$ a korhoz. Ha a P pont az dbrdn
megjelolt savba esik, akkor a feladatnak egy
megolddsa van, mds esetben a feladatnak nincs
megolddsa.



MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

Afolyét f-fel, a két turistacsalogaté latvanyossagot A-val és B-vel
jeloltiik az abran. Feladatunk az f egyenesen olyan P és Q d : [
pontok szerkesztése, amelyre az APQB torott vonal hossza
a lehet$ legkisebb, tovabbd PQ =d, az elGre adott tavolsag. B
Toljuk el az A pontot az f egyenessel parhuzamosan a B pont
~irdnyaba” d hosszisagu vektorral (Id. dbra). Ha a kapott
pontot A’ jeloli, akkor az APQA’ paralelogrammadban AP = AQ,
AA = PQ. Ekkor az APQB torott vonal hosszara teljesiil, hogy:

AP+ PO +0B=A0+AA+(QB=d+ A0 + OB,
amelyben a d hosszusagu rész a P és Q pontok helyzetétdl fliggetleniil szerepel, ezért elegendd
az AQB torott vonal hosszat minimalizalni. Ezzel a feladatot visszavezettiik a kovetkezd, jol ismert
problémadra: adottak az f egyenes ugyanazon partjdn az A’ és a B pontok. Szerkessziik meg
az f egyenesen azt a Q pontot, amelyre az AQ és a OB szakaszok hosszdnak 0sszege a lehetd
legkisebb.

Az atfogalmazott problémadt az 1589. feladatban mar megoldottuk. A megolddshoz tiikrozziik
a B pontot az f egyenesre, majd a kapott B’ pontot kossiik 0ssze A" ponttal. Az AB’ szakasz
az f egyenesbdl kimetszi a keresett Q pontot. Visszatérve az eredeti feladathoz, a Q pont
ismeretében a P pont médr konnyen szerkeszthetd; nincs mas dolgunk, csak a Q pontot el kell
tolnunk az A’A-ral.

P Q f



