9.3. FUGGVENYEK

A derékszogii koordinata-rendszer, ponthalmazok — megoldasok

B0 D =12; f(O)=6; f(1)=2; f2)=0; f(3)=0; f(4)=2.
1195 Y

fED==24; f(0)=-6; f(1)=0; f(2)=0; f(3)=0; f(4)=6.
) y

y>x

c) " y
~

Linearis fiiggvenyek — megoldasok

(1198 | " b) y ¢) y
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8) y h) y i)
5 5 e
y=%~x—1 °
1 1 1
]) y k) y l) y
\ 2 T~ y=-leger
y=—7'X+4 1 3
45\ Y=o (x—4)+1 \\\
2
1 1
L / X 1 X
1 X /
m) y
y=2-(x+2)-3-(x+1)
N
\ X
(I8 a) x—>x—4; b) x> —x+2; c) x> 2x-3;
d) x—4x—4; e) x> -3x+5; f)xl—)%-x—l;
2 . 5
g) x—3; h)xl—>—§~x+4; 1)x|—>—§-x+2.
(700 a) P és R illeszkedik f(x)-re, Q nem. b) P és Q illeszkedik g(x)-re, R nem.

¢) R illeszkedik h(x)-re, P és Q nem.
(1) Az f(x) = ax + b egyenletbe helyettesitve a két pont koordindtait, a kovetkezd egyenletrendszert

kapjuk: 3=a-3+b
O=a-2+ b}'
Az egyenletrendszer megoldasa:
3-3a=-2a = a=3 é b=-6.
A keresett hozzdrendelési szabdly: x — 3x — 6, a meredekség: a = 3.
Az x tengelyt (x; 0) pontban metszi, azaz
0=3x-6 = x=2.
Az y tengelyt (0; y) pontban metszi, azaz
y=3-0-6 = y=-6.
A keresett metszéspontok tehat: (2; 0) és (0; —6).



(B Helyettesitsiik be az adott fiiggvényértékeket:
f)=2=a-(-)+b = b=2+a }

f(2)=3=a-2+b = b=3-2a

Egyenletként megoldva:

2+a=3-2a = a=l és b=—.
3 3
p .. p . 1 7
Tehat az f fiiggvény képlettel megadva: f(x) = 3 X+ 3
EFE) A két aut6 2.4 éraval az induldsuk utén taldlkozik. o
400
100
1 2,4 4 6 ido
(h)
€ A két jarmi A-t6] 120 km-re taldlkozik, induldsuk utén 2,4 6ra mdlva. "
(km)
300
100 P(2,4; 120)§
1 6 i
(h)

Az abszolutérték-fiiggvény — megoldasok

m a) y b) y C) y
5 5 5
y=|x|+1 3
1 ) 1 y=lx=3|
-2\/ X 1|1 X B 3 X
y=Ix|-2
-5 51 -5
d) / e) . /) .
5 5
y=lx+4| g 1<=—|x|+1 ]
-4 i X Z1 | A X N X
y=—y
-5 -5 w5







(R a) x— |xl-1; b) x— —|xI-1; c) x—=|x=2l; d) x—|x+3l;

e) x> |x+4[-2; f)xl—>|x—3|—3; g)x|—>—|x+2|+4; h) x—= —|lx—4]+2.
(P11 Mivel y
Ii=] * ha x=0, \
-x, ha x<0, )
1
ezért ~——
==l _[-1 ha x>0, A PP .
§W= x | 1, ha x<O. -2

fFIL) A fiiggvény grafikonja az abran lthatd.

-5 -3

(FAl) Ha x =0, akkor az egyenlGség igaz.

2 2
Ha x>0, akkor |x|=x, igy (x-|-2|x|J + (x—2|x|J =x2+0=x2 tehdt az egyenlGség igaz.

2 2
Ha x<0, |x|=-x, igy (x * |x|] + (x —2|x|] =0+ x2=x2 tehdt az egyenlGség igaz.

2

1211 o)} g b)
[xI=0

c)

d)
[x[+lyl=2

AN
>




[x+yl+ly-xl<4

A masodfoku fiiggvény — megoldasok

(28 a) Ertékkészlete: [2; oof.
Zérushelye: nincs.
Menete: |—eo; 0]-ban szigortian monoton csokken;
[0; eo[-ban szigordian monoton ng.

SzE€lséértéke: minimuma van, helye: x =0, értéke y = 2.
Paritdsa: paros fliggvény.

b) Jellemzése az a) feladathoz hasonldan torténik.

c) Jellemzése az a) feladathoz hasonldan torténik.

d) Ertékkészlete: |—oo; 4].
Z&rushelyei: x=-2 és x=2.
Menete: ]—oo; O] -ban szigortian monoton nd;
[0; oo[-ban szigortian monoton csékken.

Sz€lsGértéke: maximuma van, helye: x = 0, értéke y = 4.
Paritdsa: paros fiiggvény.

Y
5
y=x2+2
4] X
y=(x+2)2
5
) Ly 1 X
y
y=(x-3p
5
L T X
y
y=—x2+4
;
PR ;




MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

e) Jellemzése a d) feladathoz hasonldan torténik. y
4] 2 X
-4
y==(r-2y
f) Jellemzése a d) feladathoz hasonldan torténik. "
1 X
-5
y=—(x+ 3)2
g) Ertékkészlete: [—4; oof. y
Zérushelyei: x =—1 és x=3.
Menete: |—oo; 1]-ban szigordan monoton csdkken;
[1; o[ -ban szigorian monoton ng. 3 i 3
SzEIs6értéke: minimuma van, helye: x = 1, értéke y = —4.
Paritdsa: nem paros és nem pdratlan fiiggvény. 4
y=(x- 1)2 -4
h) Ertékkészlete: |—oo; 1]. ,
Zérushelyei: x =-3 és x=—1.
Menete: |—eo; —2]-ban szigortian monoton né; 5 ] X
[-2; oo[ -ban szigortian monoton csokken. \
SzElséértéke: maximuma van, helye: x = -2, értéke y=1. Ny =—(x+2f +1
Paritdsa: nem paros és nem pdratlan fiiggvény.
i) Jellemzése a g) feladathoz hasonldan torténik. "
5
1
Eil 4 X
y=2-(x—4)-2
-4
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j) Jellemzése a g) feladathoz hasonldan torténik.

) 4 X
y=%~(x+2)2+1
-4

k) Jellemzése a g) feladathoz hasonldan torténik.

3
1\2

y=x2—4x+3

[) Jellemzése a g) feladathoz hasonldan torténik.

4 1 X
y=x2+2x-3
-4

(0 a) Ertékkészlete: [—4; 5].

y
Zgérushelyei: x =-2 és x =2. °
Menete: [—3; 0]-ban szigortian monoton csokken;
[0; 3]-ban szigordian monoton nd. 1
SzElsGértékei: minimumanak helye: x = 0, értéke: y = —4; = bt i
maximumai: x; =-3 helyen értéke: y; =5; y=x2-4
X, =3 helyen értéke: y, =5. -
Paritdsa: péros fiiggvény.
b) Jellemzése az a) feladathoz hasonldan torténik. ”
1
9 }\ X
-3
y=2x—x2
-8




c) Ertékkészlete: [0; 12].
Zérushelye: x=0.

Menete: [-2; 0]-ban szigordan monoton csokken;
[0; 2]-ban szigordan monoton nd.
SzEIséértékei: minimuménak helye: x =0, értéke: y =0;
maximumanak helye: x = -2, értéke: y = 12.
Paritdsa: nem pdros és nem pdratlan fiiggvény.

d) Jellemzése az a) feladathoz hasonldan torténik.

e) Ertékkészlete: [0; 7].

1 1+/3
Zérushelyei: x; = 1—— és xy = ——.
y 1 NG 2 )
Menete:

1 - ..
-I;1-— [—ban szigordan monoton csokken;

NG

; 1| -ban szigortian monoton nd;

-ban szigortian monoton csokken;

[1+3

5 ; 2| -ban szigorian monoton ng.

Sz€ls6értékel: minimumai: x; =1-—

V2
_1+43
2

helyen értéke: y, = 0;

Xy helyen értéke y, = 0;

maximumadnak helye: x = -1, értéke y = 7.
Parit4sa: nem paros és nem pdratlan fliggvény.

y=l4x-x2|
4
B 2 X
vt y=12.x1-9
3
2
1
SR T 12 3X

|2x2 =3x +1x 1|




(1215 Jo))
d)

8)
&0 <)

d)

a)
d)

ezért

xl—)x-|x|:{

Ertékkészlete: [—4;4].
Zgérushelye: x = 0.

_x’

x>0,
x<0,

ha x=0,

x2,
2 ha x<0.

Menete: [-2; 2]-ban szigordian monoton nd.

P
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-2

SzElsGértékei: minimumadnak helye: x = -2, értéke: y =—4;
maximumdnak helye: x = 2, értéke: y = 4.

Paritdsa: paratlan fliggvény.

x> x2-1;
x> —(x+2)%
x—2-(x+1)2-5;
y
4
B 34
y=x-1x-3|
-10
y
s /
4
x=1
=27 3
e U
-2 -1 12
il
Lz

x=3 és x=4;

x € R\{0;4};

b) x> —x2+5;
e) x— (x+1)2-2;

h) x+—>%~(x+2)2—4;

b) P

!

c) x> (x—4)%
f) x> —(x=5)2+3;

i) xH—%'(x—3)2+2.

9

2 1

-3

<
1l

b) 2<x<T,

x2=2-|x+1-1

-9

123 X

y=x-IxI-4x-5

\

c) —4<x<-1vagy 1 <x<4;

e) —-1<x<1 vagy xS—% vagy xZ%.



(2] a) AzegyenlStlenség: (x —3)-(x +2) > 0.
Legyen f(x) =x—-3 és g(x) =x+ 2. Az f(x)
zérushelye x = 3, a g(x) zérushelye pedig
x =-2 helyen van. Mindkét fiiggvény szigo-
rian monoton nd.

A keresett megoldds: x < -2 vagy x > 3.

x=-4)-(x+1)
2-x-x-1
Legyen f(x)=x—4 és gx)=x+ 1. Az f(x)
zérushelye x =4, a g(x) zérushelye pedig
x =—1 helyen van. Mindkét fiiggvény szigo-
rian monoton nd.

Legyen h(x)=2-xés i(x)=x—1. A h(x)
zérushelye x =2, az i(x) zérushelye pedig
x=1 helyen van. h(x) szigorian monoton
csokken, i(x) szigorian monoton nd.

b) Az

<0 egyenl6tlenségnek akkor van értelme, ha x # 1 és x # 2.

A keresett megoldds: x <1 vagy 1 <x<2 vagy x=4.

Az f fiiggvény pdros, igy grafikonja szimmetrikus az y tengelyre.

Ha x >0, akkor
f(x)=x2—x+2=(x—0,5)2+z

)

f(x) 20 minden -3 <x <3 esetén teljesiil.

f:  © ) ®
gx: © @ ®
f-gk): @ e ®
mel o | o | o | e
we: e I e | @ | @
w0 he W
F / 1 2] V4i
e, © | e | e | e
iW:e: e @ @ ®
hanyados: © @ e @ 1)
y
8
1 y=x=lxl+2
-5 -1 1 5 X

€7D Ha f(x) = ax? + bx + ¢ alak, akkor a feltételekbdl c=1, a+b+c =0, 9a + 3b + ¢ = 10. Innen

a=2,b=-3, c=1, tehat f(x) =2x2-3x + 1.

€23 Alabda 10 masodperc miilva esik le, és 5 mdsod-
perc milva jut a legmagasabbra, 25 méterre.

(8 Az abra jeloléseit felhaszndlva:

48=a+a+b = b=48-2a.

A Kert teriilete:

T=a-b=a- (48 —2a) = 48a — 2a>.
Ennek keressiik a maximumat. Teljes négyzetté alakitds utan kapjuk:

—2-(a—12)>+288.

magassag
(m)
25

20

10 idd
(mésodperc)

kert | Thet = MX?




1226

1227

Ez akkor maximalis, ha csak 288 az értéke, tehat ha a = 12, amibdl b = 24. Ekkor:

Toax = 12-24 =288 m?.
Tehét ahhoz, hogy a kert maximalis teriiletd legyen, a téglalap oldalainak a = 12 m és b =24 m-nek
kell lennie.

a) Jeloljiik az egyik részt x-szel. Ekkor az x- (40 — x) szorzat maximumat keressiik. Alakitsunk
teljes négyzetté:
x- (40 — x) = —x2 + 40x = —(x — 20)2 + 400.
Ez akkor maximalis, ha csak 400-zal egyenld, azaz x = 20. Ekkor a két rész egyenld.

b) Jeloljiik a szamot y-nal, az egyik részt x-szel, ahol y > x és x, y > 0. Ekkor az x- (y — x) szorzat
maximumdt keressiik. Alakitsunk teljes négyzetté:
22
—_ 42 — Yy,
X (Y—X)=—x+x-y=—|x—=|+—.
O0-x 2 y ( 2} 2

Ez akkor maximalis, ha a kifejezés értéke y:’ vagyis ha x = % Ezzel belattuk a fenti allitast.

Mivel a masodfoku fiiggvénynek maximuma van, p < 0. Ekkor a masodfoku fiiggvény képe egy
lefelé nyil6 parabola, és a csticspontja, ahol a fiiggvénynek maximuma van, a kdvetkezd helyen van:
_p2-405_9

2p 4
Ebbél 2p2 +9p — 81 =0, tehdt p, = 4.5, vagy p, =—9. Csak az utébbi johet szdmitdsba, ekkor
a fiiggvény: 9
f(x)=-9x2 +40,5x — 12, f[Zj =33,5625.

Mivel

flx)= 2x% = 3x3 = 5x2 + 6x - 10,
ezért
) f(=x) =2x*+3x3 = 5x2 - 6x - 10.
Igy

g(x)=2x*-5x2-10 és h(x)=-3x>+6x.

A fiiggvény grafikonja az dbrdn l4thatd.
A fiiggvény paros, mert f(—x) = f(x) az értelmezési tartomany y=x*-10x2+9
minden elemére. f(x) = 0 akkor és csak akkor, ha |x| =1 és | x| =3.
Mivel f(x) = (x2 - 5)2—16 > —16, f(x)-nek az |x|=+/5-nél van
minimuma, itt f(~/5) = f(—/5) = -16.

Maximuma: f(0)=9. PER X

Az f(x)-et értelmezd kifejezést alakitsuk teljes négyzetté:

fx) = (x*—4)2-25.
Mivel egy szdm négyzete mindig nemnegativ, f(x) = -25 és itt
az egyenlség csak akkor igaz, ha x2 -4 =0, és igy x? = 4-bél
x =2, mivel a feladat feltétele szerint x > 0. Az f fiiggvény a legkisebb
értékét tehat a 2 helyen veszi fel, és itt az értéke —25.
Alegnagyobb értékét a 3 helyen éri el az f, és f(3) =0. -16+




A négyzetgyokfiiggvény — megoldasok

(1) a) Ertékkészlete: [-3;—1].
Zérushelye: nincs.
Menete: [0; 4]-ban szigordan monoton ng.
Sz€lsGértékei: minimumanak helye: x =0, értéke: y =-3;
maximumdnak helye: x =4, értéke: y =-1.

b) Jellemzése az a) feladathoz hasonldan torténik.

¢) Ertékkészlete: [0;2].
Zérushelye: x = 2.
Menete: [-2; 2]-ban szigortian monoton csokken.
SzEIséértékei: minimuménak helye: x =2, értéke: y = 0;
maximumadnak helye: x = -2, értéke: y = 2.

d) Jellemzése az a) feladathoz hasonldan torténik.

e) Jellemzése az a) feladathoz hasonléan torténik.

f) Ertékkészlete: [3; 4].
Zg€rushelye: nincs.
Menete: [-2; 3]-ban szigortian monoton csékken.
SzElsGértékei: minimumadnak helye: x =3, értéke: y = 3;
maximumdnak helye: x = -2, értéke: y =4.

-1

-3
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g) Ertékkészlete: [0; 1].
Zérushelyei: x; =—1 és x, = 1.

. T y=+1-Ixl
Menete: [—1; O] -ban szigortian monoton nd; / \
[0; 1]-ban szigordan monoton csékken. BORS 1 2 X

SzélsGértékei: minimumai: x; =—1 helyen értéke: y; =0; -
X, =1 helyen értéke: y, = 0;
maximumdnak helye: x =0, értéke: y = 1.
Paritdsa: paros fiiggvény.
h) Az eredeti hozzdrendelési szabdly 4talakithat6: x —|x? — 1.

Ertékkészlete: [0; 3]. y /(x2+1)2—4x2

Zérushelyei: x; =—1 és x, = 1. 8

Menete: [-2; —1]-ban szigordan monoton csokken;
[-1; 0]-ban szigordan monoton ng;

[0; 1]—ban szigordian monoton csokken; -3 -2 - 12 3«
[1; 2]-ban szigortian monoton nd.
Szélséértékei: minimumai: x; =—1 helyen értéke: y; =0; x, = 1 helyen értéke: y, =0;
maximumai: x; =—2 helyen értéke: y; = 3; x, =2 helyen értéke: y, = 3;
helyi maximuma van az x = 0 helyen, értéke y = 1.
Paritdsa: paros fiiggvény.

(70 a) x=2; b) x=4; c) x=3;
d) x=3; e) x=28.
@EED A fiiggvény hozzdrendelési szabdlya dtalakithato:
y=x2+4x+4 —Jx2-8x + 16 =
= Jx+272 = Jx —4)? =lx+2|-|x -4l
Ertékkészlete: [~6; 6]. ‘
Zgrushelye: x=1. I
Menete: [—3; —2]-ban konstans;
[-2; 4]-ban szigordan monoton n&; [
[4; 5]-ban konstans.

7z

SzélsGértékei: [-3; —2]-ban minimuma, értéke: y = —6;
[4; 5]-ban maximuma, értéke: y = 6.

5 X

!
o

I
o
o~

y=+X2+4x+4|- [x? ~8x +16
@EED A fiiggvény hozzdrendelési szabdlya dtalakithato:

y=\/ﬁ+w/(x—2)2=|x|+|x—2|. \4
A legkisebb érték a 2, amit a [0; 2]-ban vesz fel. N/

Alegnagyobb érték a 4, amit a —1 és a 3 helyen vesz fel. y N+ fix-2p
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€FFR) a) x+ 120, azaz x> -1;
b) x—x220, azaz 0<x < 1;
c) 24+x—x220, azaz -1 <x<2;
d) —x20, azaz x<0, és 2+ x>0, azaz x > -2, tehat -2 <x <0.

€ED Pitagorasz tétele alapjan az OPQ hiaromszogbdl x* + y* = 1, innen
(figyelembe véve, hogy y = 0):

y=+1-x2

A fiiggvény grafikonja tehat egy 0 kozéppontu 1 sugard félkor, ahol
a félkor pontjai az y > 0 félsikban vannak.

EEED A feltételt frjuk 4t igy:
y<AI—x2+2.

Az 1234. feladat megolddsa alapjan —1 <x <1, és igy a keresett
pontok halmaza az abrén lathatd.

EEE Az adott feltételt igy irhatjuk 4t ekvivalens atalakitdssal:

1
+—>|x—1l,
Ty

1
>lx—1-=.
Y 2

A megfelelS pontok halmaza az dbrén lathatd.

Abrézoljuk egy koordinita-rendszerben a kovetkez fiiggvényeket:
xH—=>/10-2x, x<5 (1)
x> x-1, x<5 (2

Vegyiik észre, hogy mivel a bal oldal csak nemnegativ lehet, ezért
a jobb oldal is! Igy sziikséges még megjegyezni, hogy x— 1 >0,
azaz x = 1. Mivel az (1) csokken, a (2) nd, legfeljebb egy gyok van.
Az &brardl leolvashat6 €s konnyen ellendrizhetS, hogy x = 3 j6 gyok.




A kovetkezd fiiggvényeket dbrazoljuk:

X V2x+ 1, xZ—l;
2
1
x—x-1, x=>2——.
2
A bal oldal csak nemnegativ lehet, ezért a jobb oldal is: x > 1. 2/

A fiiggvények tulajdonsagai miatt csak x =4 jé gyok.
Az aldbbi fiiggvényeket dbrazoljuk:
x>+5-x2, x2<5;
x—=x+1.

A bal oldal csak nemnegativ lehet, ezért a jobb oldal is: x > —1.
A fiiggvények tulajdonsdgai miatt csak x =1 az egyetlen j6 gyok.

Linearis tortfiiggvények — megoldasok

(720 a) A [-2; 1[-ban és az |1; 3]-ban is csokken, nincs sem legnagyobb, y
sem legkisebb értéke.

Zé&rushelye nincs.

2

b) A [-3;-2[-ban és a |-2; 1]-ban is ng, nincs sem legkisebb, sem L
legnagyobb értéke. :
Zérushelye nincs.

3 24 _t— 2 3 X

X+2
c) A [-1;2[-ban és a |2; 5]-ban is csokken, nincs sem legkisebb, y
sem legnagyobb értéke.
Zg€rushelye: x = E 2
2T S \ """""""""
1 :
b 1 '2 3 4 5 X
y=x%+2




d) A [-6;—-3[-ban és a | -3; 0]-ban is csokken, nincs sem legkisebb,
sem legnagyobb értéke.

Zg€rushelye: x = —1741.

e) A [-2; 1[-ban és az ]1; 4]-ban is csokken, nincs sem legkisebb,
sem legnagyobb értéke.

Zg€rushelye: x = %

f) A [=3; 1[-ban és az | 1; 2]-ban is nG, nincs sem legkisebb, sem
legnagyobb értéke.
Zérushelye nincs.

g) A [-1;2[-ban és a |2; 5]-ban is nG, nincs sem legkisebb, sem
legnagyobb értéke.

Zérushelye: x = 4.

h) A [-2; 1[-ban né, az |1; 2]-ban csokken, legnagyobb értéke
nincs, legkisebb értéke —2-nél van, és ez %

Zg€rushelye nincs.

v |
iy_ 1
T 1—x
3 2 1 12 3 X
y :
3 2
oy=—x1
3 Y=k
2 :
o— '
,,,,,,,,, 1 S N SO N SN S
2 1 1 2 3/ 4 5 X

3 -2 1 12 3 X




(725 a) A fiiggvény hozzdrendelési szabdlya atalakithato:

:2)6—1:2+ 1 .
x—-1 x—1

y

A [-1; 1[-ban és az |1; 3]-ban csokken, nincs legnagyobb
és legkisebb értéke sem.

Zérushelye: x = %

b) A fiiggvény 4talakithat6:

5
2+——, ha x2>0,
2'|X|—1= x—-3

x=3 1, 73, ha x<0.

X —

A [-1; 0]-ban né, a [0; 3[-ban és a ]3; 4]-ban csokken, nincs
legnagyobb és legkisebb értéke.
1

Zérushelyei: x; = %, X, = —5

c) Afiiggvény hozzarendelési szabdlya atalakithatd:

y 1
x=2 1 3
= = 1+ . 3
Y x-3 X - 3‘
A [0; 2]-ban és a ]3; 5]-ban csokken, a [2; 3[-ban n&, legkisebb
értéke 0, ezt a 2 helyen veszi fel, legnagyobb értéke nincs. 1
Zérushelye: x = 2. = — 3 — ¥
d) A fiiggvény hozzdrendelési szabdlya atalakithato: y
_ x2 = Tx+12 _ 1
x%—8x+16 x—4
. _X2-Tx+12
A [2; 4[-ban és a |4; 6]-ban csokken, nincs legnagyobb és leg- “x2-8x+16
kisebb értéke. 1 Y W (-
< C = =l
Zg€rushelye: x =3. 5 1 2 s\ 45 6 X
.9
(727 a) x>3 és —§<x<—2; b) x;=-5, x,=5;
c) 2<x<6; d) x>-1.
1 1
@B f(fW)= —F—=1-—, x#0,x 2L (@) =x x#0, x# 1.
1- X
1-x



(21 Alakitsuk 4t igy a fiiggvényt értelmezd kifejezést: y

fm=2+2 1<x<6.
4 x

Az x> % és x> 4 fiiggvények grafikonja segitségével konnyen
X

vazolhatjuk f grafikonjat.
Lathat6, hogy %+ 4 >2, mert 4x > 0-val szorozva és rendezve ezt kapjuk: x2—8x + 16 >0,
X

azaz (x —4)? >0, ami igaz és a 1épések megfordithatok.

@28 Abrizoljuk az alabbi fiiggvényeket: C Y
T e J |
x+1 x+1 :
L1
XX 7 e
A grafikon alapjan vildgos, hogy x > —1 esetén igaz az egyenl&t- N 1 x-1
lenség. Y=

(1246 J2)) b)

- . 1
Két p érték j6: p=0 ésp=—7-

EEZ1) Vezessiik be a kovetkezd jelolést:

x2
2
y

Y

2
X
z==+=, ekkor zZ= +y—2+2.
y x X

Ezzel a kifejezés igy irhat6 le:
4-(2-2)—12z+17=4z2-12z+9=(2z-3)2>0.



FUGGVENYEK

0 Az f(x) =x2—16s agx)=1+

atalakitdsokkal konnyd
x -_—

a megfelel§ grafikonokat abrazolni:

a) f(x)=gkx), ha x=-1,0,2;

b) f(x)<g(x), ha -1 <x<0, vagy 1 <x<?2;

c) f(x)>g(x), ha x<-1, vagy O <x< 1, vagy x>2.

) Az egyenletet igy is irhatjuk:

= y
2- (2= + 2xy - 1)2=0. y ==
Mivel (x2 — y2)2 >0 és (2xy — 1)? > 0, az egyenldség csak tgy
teljesiilhet, ha 1 y= zi
X
x?=y% (1) 1 X
1
Xy =—. 2
V=5 2)
Abrézoljuk a sikon azokat a P(x;y) pontokat, amelyeknek y=x
koordinatdi kielégitik (1)-et és (2)-t.
A megoldésok: 1 1
MENE és#ﬁ=y2=—]§-
€3 Adjuk ssze a két egyenletet:
x2+y249-2xy—6x+6y=0,
(x-y=3)*=0,
y=x-3.
Ezt az els6 egyenletbe helyettesitve kapjuk: x* = 18, azaz
x=%3-J2 és y=+3-42-3.
Az egészrész-, a tortrész- és az eldjelfiiggvény — megoldasok
m a) y b) y C) y
[2x]
4 . 4 [x=1]+1 4
3 (o) 3 ° 3
21 oo 2 —o 2 y=sgn(x —2)
11 &0 1 —o0 1 Oo————e
—3—2—101123X —3—2—101123)( -2 -10 1 2 3 4 5 6X
O 1 -2 *—0 -2 -2
o -3 —o0 -3 -3
{2} -4 -4 -4




d) y
4
3
2
1 y={x}-1
~3/-2/-1 2 /3 X
=2
-3
-4
g) y
X +[=x]
. 6 .
O0—0 5
4
3
e 2 ]
ok o—o
-3 -2 10 2 3 X
—] O==—O=——0

1
1253 a)nSx<n+5, neZz;

c)n+5Sx<n+l,haneZ;

(1254 ) y
K]+
-3 -2 - 1 2 3 X
OO OO e e O O—0

h)

b)

- N W s <

sgn(x2+2x)

4 P 5 q
I

b) xeR;

d) xeR.

—[-x+0,5]

Vegyes feladatok — megoldasok

9

y=-x+2]+2 *°
—0 1

N oW Ao o <

=1 *=—0
) e
-3
i
4
3
2 sgn|[-x]+2|
0_1—0 O=—g
3 -2 10 1 2 3 «x
-
y J
X+ {x
2 /
1
£ P 12 3 X

'

i

() a) A fiiggvény a [-3; 3]-ban nd; a —3 helyen minimuma van, minimum értéke —4; a 3 helyen
maximuma van, maximum értéke 2; zérushelye: x = —1.

b) A fiiggvény a [—3; O] -ban csokken, a [O; 3]—ban nd; a —3 helyen maximuma van, maximum

értéke 3; a 0 helyen minimuma van, minimum értéke 0; zérushelye: x = 0.

c) A fiiggvény a [-3; 1]-ban n6, az [ 1; 3]-ban csokken; a —3 helyen minimuma van, minimum
értéke —2; az 1 helyen maximuma van, maximum értéke 2; zérushelyei: x; =0 és x, =2.



d) A fiiggvény a [-3; 2] és [1; 3]-ban csokken, a [-2; 1]-ban né; minimuma van a —2
és 3 helyeken, a minimum értéke 0; maximuma van az 1 helyen, maximum értéke 2; zérus-
helyei: x; =-2 és x, =3.

e) A fiiggvény a [—3; 1] és [1; 3]-ban n6, a [-1; 1]-ban csokken; az 1 helyen minimuma van,
minimum értéke —2; a —1 helyen maximuma van, maximum értéke 4; zérushelyei: x; =-2
éS X2 = 0

f) Afiiggvény a [-3; 1] és [0; 1]-ban n&, a [—1; 0] és [1; 3]-ban csokken; a —3 és 3 helyeken
minimuma van, minimum értéke —1; a —1 helyen maximuma van, maximum értéke 3; zérus-
helyei: x; =-2, x, =0 és x3=2.

g) Afiiggvény a [-3;-2] és [0; 2]-ban ng, a [-2; 0] és [2; 3]-ban csokken; a O helyen minimuma
van, minimum értéke —1; a 2 helyen maximuma van, maximum értéke 2; zérushelyei: x; = -3,
X2:—1, szl és X4:3.

h) Afiggvény a [-3; 2], [-1; 1] és [2; 3]-ban csokken, a [-2; —1] és [1; 2]-ban n&; az 1 és 3
helyeken minimuma van, minimum értéke —1; a —3 és —1 helyeken maximuma van, maximum
értéke 1; zérushelyei: x; =-2, x, =0 és x3=2.

(3 a) Az f fiiggvény grafikonja az dbran l4thato:

—|x+5/+3, ha x<-2,

f: [_9; 2] 2R f0= { Vx+2, ha x=>-2. :

b) A g fiiggvény grafikonja az dbran lathato:

Y
2-4—x), ha x>1, ’
gR—-R, glx) = ) 6
(x+1)-, ha x<l1.
4
/ gm)
1
4321 | 123 ?\ X
-5
) a) f: x> — "
X 5
Nincs a koordinata-tengelyekre illeszkedd pontja. ()
i 5
-5 1 X
-5
b) g:x—5 y
Nincs az x tengelyre illeszkedd pontja. (Mert konstans fliggvény, 5 9
és parhuzamos az x tengellyel.)
Az y tengelyre illeszkedd pontja: (0; 5). 1
-5 1 5 X




c) h: x+— —4x
A koordindta-tengelyeket a (0; 0) pontban metszi.
és y tengelyekre illeszkedd pontja: (0; 0).

Igy az x

2x -6

dixH—— = xi—)z-x—2
3 3

Az x tengelyre illeszkedd pontja: (3; 0).
Az y tengelyre illeszkedd pontja: (0; —2).

e)j:xH2—§-x = xl—)—g-x+2

Az y tengelyre illeszkedd pontja: (0; 2).
Az x tengelyre illeszkedd pontjdt szamoldssal hatdrozhatjuk meg.
Az y =0 helyen x értéke:

y=—§-x+2 = 0=—§-x+2 = x=§.
3 3 5

Az x tengelyre illeszked§ pontja: (g 0).
f) k:x!—>%-|x—2|

Az x tengelyre illeszked§ pontja: (2; 0).
Az y tengelyre illeszkedd pontja: (0; 1).

g)lx—>JV3-x = x—J-x-3) x<3

Az x tengelyre illeszked§ pontja: (3; 0).

Az y tengelyre illeszkedd pontjét szamoldssal hatdrozhatjuk meg.

Az x =0 helyen a fiiggvényérték:
y=43-x = y:\/g.
Az y tengelyre illeszkedd pontja: (0; \/§)

B

La

<

4




) a) fi(x);
d) f3(x);
g) [r(0), f4(x);

j) m =0, mert konstans;

b) f5(x);

e) f4(x);

h) f5(x)-nek, (-3; —1) pont;
k) fi(1) =3;

(5L} Az adott intervallumon dbrazolva a fiiggvényeket:

a) a(x) minimumanak helye: x =6,

értéke: y=-2;

maximumanak helye: x =-3, értéke: y = 1.

a(x)>0: xe [-3;0[-on.

b) b(x)-nek nincs szélsGértéke.
b(x) > 0: nincs megoldas.

¢) c(x) minimumadnak helye: x =2,

maximumanak helye:
c(x)>0: x e [-3; 6]\{2}).

d) d(x) minimumanak helye:
maximumanak helye:

d(x) > 0: nincs megoldas.

e) e(x) minimumadnak helye:

maximumanak helye: x = 6,

e(x)>0: x e |-3; 6]-on.

x =-3, értéke:

x=06,
x=-1, értéke: y=0.

x =-3, értéke:

értéke: y
y

értéke: y=-7;

y
értéke: y

(P10 A fiiggvény grafikonja az abran ldthato.

f:[0;6] >R, flx)=

x2—6x, ha x<3,
1, ha x=3,
X, ha x>3

a) Afiiggvény zérushelye: x = 0.

b) A fiiggvény negativ, vagyis f(x) <0 a ]0; 3[-on.

c) A fiiggvény né a |3; 6]-on.

és x=1 és x=3;

(3] Az 4brarél leolvashatok az értékek:
fx)=-3 x=-2 és x=2;
Jfx)==-2 x=-3 és x=-1
fx)=-1 x=0;
fx)=0 x=-5 é x=5;
fx)=1 x=—-6 és x=06;
A fliggvény paros.

c) f,(0);
f) fax);
i) x =15 helyen;
[) igaz.
o
10
8
cx)
4
e(x)
;
-3 ai) 6 X
bx) .
)
Lo

-5

=9

y=|IxI-2|-3




(F77 Bontsuk fel az f(x) = |x—2|—[3 — x| fiiggvényiinket két fiiggvényre:

— > xX-2
lx—2|= x—-2, ha x>2, 4e2) ~ M
—(x-2), ha x<2; - ° -(3-%)
3-X S
13— x|= 3—x, ha x<3, ‘ ‘ ‘ °
~(3-x), ha x>3. o 1 2 3
Az abrazolt intervallumok segitségével f dtalakithato:
37
-1, ha x<2, ]
fx)=12x-5, ha 2<x<3, 1 12,_(")
1, ha x=3. A Y I /4 X
Ezutan a kérdések konnyen megvélaszolhatok.
a) f@ =1, f(2)=-1, f(0)=-1.
b) Az 1 értéket a [3; oo[-ban veszi fel. s
c) Csak a 2x — 5 =0 egyenletet kell megoldanunk: x = 5
ED o) y b) , c) y
7
=lx-2|
y=-2x+7 Tt y=+x2-6x+9
y=x
1 1 1
1 1 3 X 1 4 X
y=§'x
x=3; [3: ee];
d) y

12

e

x1=1, X2:2,X3:5;
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& o b) pE—— ) y
y=5x
y=-2-1x|+3 ! Y
= 1 X -1 12 X
=
y—E-x+1
2<x<3, azaz ]2;3[; -1<x<1, azaz [—1;1]; -1 <x<2, azaz [—1;2];
d)

Y =x2-6x+7

2<x<3és4<x<5,
azaz |2;3[ U ]4;5][.
(7 Jelsljiik x-szel a bontds utan keletkezd egyik részt, ahol x € Z*. Igy az x2 + (30 — x)? kifejezés
minimumat keressiik. Végezziik el a négyzetre emelést, és alakitsuk 4t a kifejezést:
x2+ (30 — x)? = x% + 900 — 60x + x2 = 2x% — 60x + 900 = 2 - (x — 15)* + 450.
Ez akkor minimadlis, ha x = 15. Tehat a 30-at két egyenls részre kell osztani.
€ A Két fiiggvény hozzdrendelési szabdlya:

fx)=x+1 és g(x)=—%-x+4.

A hiaromszog magassagit a C pont koordindtdinak segitségével kapjuk meg. C a két fiiggvény
metszéspontja:

x+1:—%-x+4 = x=2.

Mivel f(2) =2+ 1 =3, ezért C koordindja (2; 3), amibdl a haromszdg magassdga 3 egység.
A hdromszog alapjdhoz meg kell hatdroznunk az f(x) és a g(x) zérushelyét:
fx)=0, 0=x+1 = x=-1,

gx)=0, 0=—%-x+4 = x=8.

A hdromszog alapja tehat 1 + 8 egység hosszu.

A hdromszog teriilete:
T—a.m—j—2—7—l35eg ség
2 g T TR

x+x2=(x+0,5)%-025>-0,25 x=-0,5.



€I Az OAB hiaromszog teriiletére felirhato:

OA-OB (Q2+a)-(1+b)
Toasn= 5 - > .

Mivel QAPA ~ RPBA, ezért:

QA RP a 2 2
==— = —-== = a=-.
PO RB 1 b b

Visszahelyettesitve a teriiletre kapott kifejezésbe:
1 2 1 2 1 1
T, =— 24— (A+Db)==-124+2b+—+2|=1+b+—+1=2+Db+—.
0’““2( b)( )2( bj b b
Ekkor keressiik a 2+ b + l minimumat, ahol b > 0. Mivel b + % >2, ennek legkisebb értéke 2.

fgya 2+b +% akkor minimadlis, ha b =1 és a = 2. Ekkor a teriilet:

OA-OB 4.2
TOABA=T=T=4'

A és B koordinétdja: A(4; 0) és B(0; 2), a megfelelS egyenes egyenlete: y = —% S X+ 2.
ED - D=x% fx+D=f((x+2)-1)=(x+2)% xeR.

fiX) = ———, xeR.
V1 + nx?

a) fx)=x-12-3-(x=1)+2=x2-5x+6;

b =24 1+l
X X

[rod)(ref-2 o
c) flx+—|=x+—1|-2, f(x)=x=-2.
X

X
a) flo=2"2, xeR; b) £-1(x) = Jx, x>0;
&) £ =~ x20; d) F =%, xe s
1+x
e) ) =—1-x2 xe0;1]; ) Fiw=N1-x2 xelo;1].
a) A fiiggvénynek legnagyobb értéke nincs, legkisebb értéke 2, ezt az [1; 3] intervallumban

veszi fel.
b) Abrazoljuk a fiiggvényt:

-
o1
225 5 1 oscast = x
x=2 x-2 2

X =

A fiiggvény n6. Minimuma a O helyen 2,5, maximuma pedig :
az 1 helyen van, értéke 3.




1275

1276
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¢) Abrizoljuk a fiiggvényt:

y
IR T P T
x+2 x+2 2
1
A fiiggvény nd, minimuma a —1 helyen 0, maximuma pedig N A ey
a 2 helyen van, értéke 0,75. |
el
-1 1 2 X

Gyoktelenitsiik a szdmlalot és egyszerdsitsiik:
2x

——<I.
1++/1—4x2

Ha 1 < x <0, akkor a bal oldal negativ, tehat az egyenlGtlenség igaz.

Ha O<x < %, a szamlalo a bal oldalon nem nagyobb 1-nél, a nevezd nagyobb vagy egyenld,
mint 1, igy az egyenlGtlenség igaz.

. . 1 .
Mir igazoltuk, hogy mivel x%> 0, x # 0, (xz + —2) > 2, és csak akkor igaz az egyenldség, ha
x?=1, azaz x =1, vagy x=—1. Innen x

12
(x2+—%J+124+1=5,
X

és csak x =1, vagy x =—1 esetén lesz igaz az egyenlGség.

Mivel y2>0, 1 +y?>1, igy <5, és az egyenl8ség csak akkor igaz, ha y = 0.

1+ y2 -
Tehét az egyenlet megolddsai az x =1,y =0, és az x =-1, y =0 szdmpdrok.

Abrézoljuk egy koordinata-rendszerben az alabbi fiiggvényeket:
X

x2-1] és x> |x|. y=Ix2-1

A fliggvények tulajdonsdgai alapjan lathatd, hogy az egyenletnek

4 gyoke van.
y=Ix|

1 1 X

a) Pitagorasz tétele alapjan a grafikon tetszéleges P(x;y) pont-
janak tdvolsaga a C(2; 0) ponttdl:

PC=J(x-22+y? =y +4+x2—4x =2,

mert y >0 és x%—4x = —y2.
b) Az a) feladat eredménye szerint az
x> Jx-(d—x)=vdx—x2, 0<x<4

fliggvény grafikonja az y >0, felsg félsikba esd 2 sugard (2; 0) kozépponti félkor. Ennek

az x tengelytdl legtavolabb 1évé6 pontja a (2; 2) pont. Az x tengelyen a félkor két végpontja
van: (0; 0) és (4; 0). Tehat a fliggvény legnagyobb értéke 2, legkisebb értéke 0.
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321 | 123 4\\){

-5

megoldds: x =2;

megoldés: x = 2;

d) e)

y=x2-ax\|” / | d

! ! ! ! ! y=m y=x+1

-5 -1\ 1 5/ X
1 5 X

-5
y=x-6
megolddsok: x; =2, x, =3; megolddsok: x; =0, x, =-2;
. 1
(elég az = x+1

egyenletet vizsgalni).

WP4f) Az dbran vonalazdssal jeloltiik azt a tartoményt, amelyben 1év§

pontok koordindtdira mindkét egyenldség teljesiil. (A hatdrvonal
nem tartozik hozza.)

B o) f(-x) =V1-x+x2 =1 + x+x2 =—f(x), teht f pératlan fiiggvény.
b) f(=x) = (1= x)% + (1 + x)? = f(x), tehat f paros fiiggvény.
¢) f(=x) = f(x), tehdt f pdros fiiggvény.
d) f se nem pdros, se nem paratlan.
e) f paratlan fliggvény.
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A megadott fiiggvények grafikonja:

(l) y' b) yl/‘ C)

A megfelel§ inverz fiiggvények:

42
Fr = =T ix ¢l =

X

T+1-x2’

1++/1—x2

B (x) = ———,
X

xe[-1;0[; xe[-1;1]; xe Jo; 1.

Az inverz fiiggvények grafikonja:

a) }:1[ b) le c)

()

1

—
- 1 X
-1
\ g -‘ (X)r‘
)

=l 1 X
-1

Az f paros fiiggvény, mivel f(—x) = f(x). Elég megmutatni, hogy [0; +eo[ -ban korlatos a fiiggvény.

Ha x> 1, akkor x2 < x4 ezért )
1+
<.

1+x4™

Ha 0<x <1, akkor x2< 1, és mivel 1 +x*>1, igy

2
=t i<
1+ x4

f)=

Tehat f az egész szdmegyenesen korlatos.



