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. MEGOLDASOK - 10. EVFOLYAM

10.1. GONDOLKODASI MODSZEREK

Sziikséges, elégséges, sziikséges és elégseges feltetel
— megoldasok

P11} @) Prim utdn csak az irracionélis, /2, 2, 22 nem keriilhet.
Természetes mogott egész, raciondlis, valds dllhat.
Egész utin raciondlis, valds allhat.

Raciondlis vagy irraciondlis mogott csak valds dllhat.

V2 utén irraciondlis vagy valds dllhat.

2 utén az irraciondlist, v/2, 22-t kivéve barmi allhat.

22 mogott természetes, egész, raciondlis, valds allhat.
b) Négyzet utan lehet barmi.

Téglalap utdn paralelogramma vagy trapéz allhat.

Paralelogramma utdn trapéz éllhat.

Rombusz utan trapéz, deltoid, paralelogramma éllhat.

Trapéz és deltoid utdn nem frhatunk semmit a listabol.
¢) Barmit is irunk eldre, utana keriilhet az 1.

1 utdn nem frhatunk mast.

Prim mogé csak az 1-et irhatjuk.

10 utan 5, 2 éllhat.

9 utén 3 allhat.

8 utdn 4, 2 allhat.

6 utan 3, 2 allhat.

4 mogott 2 dllhat.
d) A9 és a primek nem dllhatnak eldl.

El61: 21, utana 7 allhat.

EI6l: 15, utana 5 allhat.

FII a) Ha valami bogar, akkor rovar. b) Ha valami holld, akkor (az) fekete.

FIIE) a) Minden négyzet egyenld oldald. b) Minden 6-tal oszthat6 szam oszthat6 3-mal is.
FII a) Moziba viszi. b) Barmit tehet.

FIIE a) Igen. b) Igen. ¢) Nem. d) Tgen.

FIE a) 0:0, 1:0, 2:0. b) 0:0 és valamelyik csapatnak 1:0, ill. 2:1.

c) 0:0 és valamelyik csapatnak 1:0.

P} a) Nem igaz.
b) Az dllitas megforditdsa igaz: Ha a négyszog paralelogramma, akkor van pdrhuzamos oldalpdrja.
c¢) Trapézra.



Ha egy hdromszog derékszogd, akkor két oldalanak négyzetosszege egyenld a harmadik oldal

négyzetével.

Ha egy haromszogben két oldal négyzetosszege egyenlS a harmadik oldal négyzetével, akkor
a hdromszog derékszogd.

A tétel feltételeit teljesitd haromszog oldalai koziil a két rovidebbet befogdknak, a hosszabbat
atfogénak nevezziik. Mivel egy hdromszogben a 180°-0s szogodsszeg miatt csak egy 90°-0s szog
lehet, rdaddsul ez a legnagyobb, ezért a derékszognek a legnagyobb oldallal szemben kell lennie.

a) A: Ha egy négyszog kozéppontosan szimmetrikus, akkor paralelogramma.
B: Ha egy haromszog szabalyos, akkor tengelyesen szimmetrikus.

C: Haegy haromszog koré irt kor kozéppontja az egyik oldal felez&pontja, akkor a haromszog
derékszogd.

b) B hamis, az 9sszes tobbi igaz.

c¢) Egy haromszog pontosan akkor derékszogd, ha a koré irt kor kdzéppontja az egyik oldal
felez6pontja. Atfogd, Thalész-tétel.

Két dolgot kell megfigyelniink. Egyrészt az 6t kosarban 6sszesen 95 darab virdg van. Mésrészt
Rézsa kijelentése (kétszer annyi piros, mint fehér) azt jelenti, hogy a virdgok szdma harom tobb-
szorose. Azaz olyan kosdrra gondolt, amit 95-b6l levonva hdrommal oszthat6 szdmot ad. Ilyen csak
egy van, a 29 virdgot tartalmazd. Bazsa Rézsa az els§ kosdrra gondolt.

Két megoldédst mutatunk, tessék tovabbiakat keresni!

Mindent elismétel, amit csak hall. Masképp: Ha hall valamit, akkor azt elismétli. Tudjuk hogy
amint a kovetkeztetés elsG fele, vagyis a feltétel nem teljesiil, az éllitds nem lehet hazugsag.
Ez bekovetkezhet példaul akkor, ha a papagdj siiket.

Mindent elismétel, amit csak hall... Majd egy év miilva. Az id6tényezrdl nem allitott semmit
a kereskedd!

Probéljuk ki a jatékot, szerezziink tapasztalatokat. A tapasztalat az lesz, hogy ezzel a médszerrel

nem lehet egyenl6vé tenni a két kupacot. Miért?

Legyen a két kupac kiilonbsége n. Ha a kisebb kupacbdl vesziink el x darabot, akkor a nagyobb
kupacba tesziink 2x-et. A kupacok kiilonbsége n + 3x-re valtozik. Ha a nagyobbdl vesziink el x-et
és a kisebbikbe rakunk 2x-et, akkor a kiilonbség n — 3x-re valtozik. Mi a kozos a két esetben?
A 3x: barmennyit is vesziink el barmelyik kupacbdl, a kupacok kiilonbsége harom tbbszorosével vél-
tozik. Mivel eredetileg 2 volt, harom tobbszoroseinek hozzdaddsaval vagy elvételével nem lehet 0.
Megjegyzés: A feladat megolddsa sordn talaltunk egy valtozatlan (invaridns) mennyiséget, ennek
segitségével igazoltuk a sejtést. Az eljardst szokds invaridns modszernek is nevezni.

Szedjiik elemeire a kérdést. Két szereplGje van: a mindent megtanulo didk és a megtanulhatatlan
matematika. Bontsuk két kovetkeztetésre: eldszor képzeljiik el, milyen az, amikor van mindent
megtanulé didk. Nyilvdnvald, hogy 6 mindent megtanul, tehdt nincs megtanulhatatlan. Ha van
mindent megtanulé didk, akkor nincs megtanulhatatlan matematika (sem).

Most forditsuk meg a dolgot. Induljunk ki abbdl, hogy a matematika megtanulhatatlan. Akkor
viszont nincs egy didk sem, aki meg tudnd tanulni. Ha a matematika megtanulhatatlan, akkor nincs
mindent megtanulo didk.

Osszegezve: azt nem jelenthetjiik ki, hogy van mindent megtanulé didk, vagy hogy a matematika
megtanulhatatlan. Ezt nem tudjuk eldonteni. Csak annyit jelenthetiink ki biztosan, hogy a kett§
egyszerre nem létezhet, mert kizarjdk egymast.

Megjegyzés: A feladat alapja ez a ma mar klasszikusnak szamité kérdés Raymond Smullyantdl:
Mi torténik, ha egy megdllithatatlan dgytigolyo egy megmozdithatatlan oszlopnak iitkozik?
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Erdemes jitszani a jatékot, és tigy tapasztalatokat szerezni a lefolydsarél. Ha mér kijatszottuk
magunkat, és nem tudjuk a nyerd stratégiat, akkor gondolkodjunk! A jatékot korokre oszthatjuk,
minden korben a kezd§ az els6. Barmennyi szdlat is vesz el az elsd egy-egy korben, a mdsodik
mindig tud dgy elvenni, hogy a gyufik szdma 9-cel csokkenjen. Igy viszont 11 kor utén 1 szal gyufa
marad, amit az elsd a szabdlyok szerint nem tud elvenni, tehat a masodik — Péter — nyert.

Megjegyzés: Ebben a feladatban is az invaridns médszert alkalmaztuk, invaridns mennyiség az egy
korben elvett gyufdk szama.

A jatékot osszuk korokre. Egy kor alatt mind a két jatékos egyszer vesz el a kupacbdl. Figyeljiik meg,
hogy mivel 3, 4 vagy 5 szdlat vehetnek el, az egyik a mdsik dltal elvett gyufdk szdmat mindig
ki tudja egésziteni 8-ra. fgy 12 teljes kort tudnak lejétszani, azonban 4 szal marad, ami a kezdd
gy6zelmét jelenti. Valoban, ebben a jatékban a kezd6nek van nyerd stratégidja. Mégpedig a kdvet-
kez6: elsé 1€pésben vegyen el 3 szélat, majd a mésodik altal elvett gyufdkat egészitse ki 8-ra.
A mddszerrel 11 kor utdn (amiben mindig 6§ a masodik) 100 — (12-8 + 3) = 1 szdl gyufa marad

az asztalon, azaz az utoljdra 1épd nyert. Gabi tehdt biztosan nyerni fog, ha kezd, és a fent leirt mod-
szerrel jatszik.

Megjegyzés: Ebben a feladatban is az invaridns médszert alkalmaztuk, invaridns mennyiség az egy
korben elvett gyufdk szama.

Mivel valakinek mindig vissza kell vinni a ldmpat, célszerd a gyorsabb holgyekkel megoldatni ezt
a feladatot. Masrészt viszont a két fitt érdemes egyiitt atkiildeni, igy akkor csak egy hosszabb,
10 perces séta lesz (nincs kiilon 5 perces is). A kettét csak gy kombindlhatjuk, ha el6szor
a holgyek mennek 4t (2 perc), majd Irma visszaviszi a fidknak a lampat (1 perc). Utdna dthaladnak
az urak (10 perc) és Vilma viszi vissza a lampat (2 perc). Végiil Irma és Vilma egyiitt dtkelnek
(2 perc). Igy Osszesen 17 perc alatt 4térnek a tiloldalra.

Nem. Figyeljiink a szdmok paritdsara! Harom esetiink lehet:

A: Ha két paros szdmot torol le az illetS, akkor parost is ir vissza.

B: Ha két paratlant, akkor is parost ir vissza.

C: Ha egy pérost és egy pératlant, akkor paratlant ir vissza.

Tekintsiik 4t az eseteket, hogyan valtozik a pdros és pdratlan szdmok szdma! A: —1 pdros;
B: -2 paratlan, +1 paros; C: —1 paros. Igy a pératlan szdmok szdma csak parosaval véltozhat
(egész pontosan kett6vel csokken vagy nem valtozik). 1-t6] 30-ig a szamok fele péros és paratlan,
azaz 15 darab pératlan szdm szerepel a tdblan. Ahhoz, hogy az utolsé szam a O legyen, el kell tiinnie
a pdratlan szamoknak, azaz szdmuknak O-ra kell csokkenni. Azonban ha csak parosdval csokkenhet
a szamuk, akkor soha nem érheti el 15-r6l a nullat.

Megjegyzések: Az invaridns moédszert alkalmaztuk, invaridns mennyiség a pdratlan szamok
darabszdmanak paritdsa.

A tandr természetesen a jaték utdn ugy modositja a feladatot, hogy aki kitaldlja, miért nem ér véget
a jaték, annak mégiscsak beir egy 6tost. Igy végiil joszivd is lesz...

Skatulyaelv — megoldasok

a) Skatulyédk: hét napjai. b) Skatulyédk: honap napjai.

a) Skatulyék: év napjai. b) Skatulydk: hetek.

c) Az aktudlis év heteinek szdmatdl fiiggben: 5211 + 1 =573 vagy 53-11 + 1 =584.
a) 6; b) 37.



6-7=42.
Skatulydk: 1, 3, 7, 9 végzddések.

EFE) Ebben a feladatban a skatulydk szdmat nem ismerjiik. Kezdjiik el képzeletben kettesével feltdlteni
a skatulydkat. Az 5.-nél mér elfogyott 5-2 = 10 virgécs, tehat a feladat szerint nem folytathatjuk
a feltoltést. A 11. virgacsot pedig a mar meglévé skatulyak egyikében kell elhelyezni, vagyis a ska-
tulydk — igy a virgdcsfajtak — szdma 5. Ebbdl persze azt is tudjuk, hogy mindegyik fajta virgdcsbol
6 darab van a krampusz zsdkjdban.

EF3 a) Egy jatékos harom nyilat dob el egy forduloban. Osszuk fel
a tablat hdrom egybevagé 120°-os korcikkre gy, hogy vala-
melyik nyil éppen egy feloszt6 sugarra essen. Egy-egy ilyen
korcikkben a két legtdvolabbi pont a koriv két végpontja. R
Szamoljuk ki a tdvolsagukat. A harom vékony szakasz éppen
szabdlyos hdromszdget hatdroz meg. A feladat masképp meg-
fogalmazva: adjuk meg a szabdlyos haromszog oldalat, ha
ismerjiik a koré irt kor sugarat.

Tudjuk, hogy R = 16,75 cm, és hogy a sulypont 1 : 2 ardnyban
osztja a sulyvonalat (a sdlypont itt egybeesik a magassag-
ponttal).

El§szor szamoljuk ki a magassdgot az oldalbdl a Pitagorasz-tétel segitségével:

a 2
m2 +(5) = az,

V3
m=——-a.
2
Ennek kétharmada a sugdr, vagyis:
z-m=g-£-a=R—l6,75
3 3 2

Ebbdl megkapjuk a-t: a =29 cm.
Ha a fennmaradé két nyil egy korcikkbe esik, akkor tdvolsdguk 29 cm-nél kisebb.

Ha a fennmarad¢ két nyil kiilon-kiilon korcikkbe esik, akkor legalabb az egyik olyan korcikkben
van, amelyik hatdrolé sugardn van az elsének kijelolt dobds.

b) A tébldban ekkor 6-3 =18 nyil van. Tekintsiik a kor koré
irhat6 négyzetet (amelynek minden oldala érinti a kort). Ezt
a négyzetet osszuk fel 16 egybevdgd négyzetre. Egy négy-
zeten beliil a legtdvolabbi pontok a szemkozti csucsok,
tavolsdguk a Pitagorasz-tétellel meghatarozhato:

J2 -8,375~11,844.

A 16 négyzetben csak tigy lehet 18 nyil, ha vagy 3, vagy 2-2
egy négyzetbe esik. Barmelyik eset is kovetkezik be, lesz
2-2 nyil, amelyek tdvolsdga biztosan kisebb, mint 11,9 cm.

EF a) Az Allitas biztosan teljesiil: a skatulydk a hét napjai, a megkérdezettek szdma pedig ennél tobb.
b) Ez az éllitas hamis. Képzeljiik el példaul, hogy a sorban egymds utan megkérdezettek mindig
a kovetkez6 napot mondjdk: hétf§, kedd, szerda, csiitortok, péntek, szombat, vasarnap, hétfd,

kedd, szerda. Nincs olyan nap, amit hdromszor hallottunk volna.



¢) Ez a kijelentés is hamis. Ha ugyanis mindenki ugyanazt a napot mondja, akkor nem teljesiil.

d) Erdekes médon ez a kijelentés azt kivanja t6liink, hogy

forditsuk meg a skatulyaelvet. Nem azt kell igazolnunk, @ @ @ l !

hogy legalabb mennyi elem keriil egy skatulyaba, hanem |!| |!| |!| |!| |!| |!| |!|
hogy legfeljebb mennyi keriilhet legaldbb mennyi skatulyaba.

Osszuk szét eldszor a lehetS legegyenletesebben az embereket a skatulydkban. Ekkor van
hirom, amelybe 2-2-2 {6 keriilt. A leosztdst csak ugy tudjuk vdltoztatni, ha valahonnan
elvesziink és azt mashova tessziik. Az allitds cafolatdhoz a kettes skatulydk szdmat akarjuk
novelni, ezért vegylink el valamelyik egyesbdl és tegyiik is egyesbe. A mdsodik utdn elfogytak
az egyes skatulydk, maradt kettd iires. Tovabb nem tudjuk csokkenteni a legfeljebb egy f6t
tartalmaz6 skatulydk szamat. Utolsé allitdsunk tehat igaz.

Megjegyzés: Més dton hamarabb célhoz ériink a d) kijelentésnél. Tételezziik fel az éllitds

ellenkezdjét, miszerint maximum egy olyan nap van, amit legfeljebb egy f6 mond. Ehhez azon-
ban legaldbb 6-2 = 12 {6t kellett volna meginterjivolnunk, igy ez nem teljesiilhet. Ha allitdsunk
ellenkezdje nem igaz, akkor dllitdsunknak kell igaznak lennie.

Az el6bb bemutatott gondolatmenetet indirekt bizonyitdsnak nevezziik.

A feladat megolddsdhoz el6szor azt kell észrevenniink, hogy a négyzetszdmok utolsé szamjegyei
nem lehetnek akdrmilyen szdmjegyek. Az utolsé szdmjegy csak 0, 1, 4, 5, 6, illetve 9 lehet:

12=1, 22=4, 32=9, 4*=16, 52=25, 6>=36,
72=49, 82=64, 92=81, 10>=100 stb.
A feladat szerint két eset van.
Ha van koztiik ottel oszthatd, akkor annak végzddése O vagy 5.

Ha nincs koztiik ottel oszthatd, akkor lehetséges végzddésnek marad 1, 4, 6, 9. Ezek kozott kell
lennie kettd azonosnak, hiszen 6t szdmot adtunk meg. A kett6 azonos kiilonbsége pedig 10-zel
oszthatd.

Egy szdm 7-tel osztva csak 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 maradékot adhat. Masképp fogalmazva 7k + 0,
Tk+1, 7Tk +2, Tk+3, Tk +4, Tk + 5, 7k + 6 alakd lehet (ahol k egész szdm). A 7-tel vald
oszthatdsag szempontjabdl ezek négyzetei csak 0, 1, 2, 4 maradékot adhatnak. Koziiliik a zérus
7-tel oszthaté szamot jelsl, a tobbi harom nem. Igy a vélasz: n = 4. Ugyanis 4 négyzetszdm
kozott vagy van 7-tel oszthatd (0 maradék); vagy ha nincs (1, 2, 4 maradék), akkor a négy szdm
kozott van kettS, ami azonos maradékot ad. Ezek kiilonbsége pedig 0 maradékot ad, ami 7-tel
oszthat6 szdmot jelent.

Sorba rendezés I. (killonboz6 elemek) — megoldasok

3.2.1=31=6.
6-5-4-3-2-1=6!=720.
4.3.2.1=41=24.
4.3.2.1=41=24,
5-4-3:2-1=5!=120.
6-5-4-3-2-1=6!=720.
11-10-...-3-2-1=11!=39916800.



Sorba rendezes Il. (tobb tipusba tartozé azonos elemek)
— megoldasok

|
BT
21-3!
|
O .
41.5!
|
RS
215!
|
_ 2 10,
312141
|
1% o600,
41.5!-1!
5! 12!
a) 7! = 5040; b) ——=10; c) =39916800.
31.2! 30201111 T 1 1
5!
— =10
213!

a) Robinak 4 + 6 + 2 = 12 filmje van DVD-n. Ezeket sorba 12! = 479 001 600-féleképpen ren-
dezheti.

b) Elérevéve a vigjatékokat, azokat 4!-féleképp helyezheti el. Utdna a sci-fiket 6!, majd a kri-
miket 2!-féleképpen rendezheti sorba. Mivel a kiilonb6z4 tipusu filmek sorrendjei nem fiiggnek
egymastol, ezért 6ssze kell 6ket szoroznunk. Az eredmény: 4!-6!-2! =34 560.

c) A b) részfeladatban kapott eredményt meg kell szoroznunk még annyival, ahanyféleképpen
a hdrom tipust sorba tudja rakni a polcon. Mivel ez 3! lehet8ség, igy ennél a kérdésnél az ered-
mény: 3!-4!-6!-2! =207360.

d) Nincs kikotve, hogy az azonos tipusu filmek egymads mellé keriilnek. Ha minden filmet
megkiilonboztetiink, akkor 12!-t kapunk. Mivel kozottiik 4, 6, illetve 2 azonos van, igy ezek

!
maguk kozotti sorrendjeit (4!, 6!, 2!) le kell szamolnunk: _ 12t =13860.

41-61-2!

a) Sorban az ajtéhoz 4, az ablakhoz 3, a fal mellé 2, a kandall6 elé 1 f§ iilhet: 4-3-2-1=4! =24,

b) Ultessiilf le valahogy a négy f6t képzeletben, majd kérjiik meg Sket, hogy iiljenek 4t eggyel
jobbra. Igy a feladatban kérdezett asztal koriili sorrendjiik nem valtozott. Mivel minden 6ssze-

oz

allitasban négy egyforma iiltetés van, az el6z6 megoldast el kell osztanunk 4-gyel: 3! = 6.

c) Legyen anégy f6 A, B, C, D. Szemeljiik ki magunknak A-t, viszonyitsuk hozza a tobbieket.
A-nak két szomszédja lehet: B és C; vagy B és D; vagy C és D személyében (ekkor a negye-
dik f6 mar meghatdrozott). Ez 6sszesen 3 lehetGség.

a) Az els6 oszlopba egyféleképpen keriilhet egyetlen 1-es. A masodik oszlopot mar 2!-, a harma-
dikat 3!-féleképp tolthetjiik ki. Ezek egymastdl fiiggetlenek, tehat 3!-2!- 1! =12.

2.z

b) A négyfoku 1épcsdnél nem valtozik semmi a gondolatmenetben: 4!-3!-2!-1!=288.

c) Az eddigiek alapjan n foku lépcsénél az eredmény: n!-(n—1)!-...-31.21. 1L
Megjegyzés: A c) részfeladat eredményét késdbb teljes indukcidval igazolhatjuk.



Tegyiik fel, hogy Ernének eddig n érméje van, mind kiilonboz8. Ezeket n!-féleképpen teheti sorba.
Ha még szerez hozza kett6t, akkor n + 2 érméje lesz, amit (n + 2)!-féleképpen tud majd sorba
rakni (a két 4j érmével egyiitt sem valtozik az a feltétel, hogy minden érme kiilonboz3).

Felirhatunk egy egyszerd egyenletet:
20-n!=m+2)!
Mivel a faktoridlis szorzatot jelent, igy a mindkét oldalon meglévd tényezdkkel tudunk egyszertsiteni:
20=(n+1)-(n+2).
Mivel a 20 csak 4-5 formdban bonthat6 fel két egymadst kovetd pozitiv egész szdm szorzatdra,

n =3 amegoldas. Ernének tehat eddig 6sszesen harom érmét sikeriilt gydjtenie. Tényleg nemrég
kezdhette.

A felsd sarokbdl az als6 sarokba hat 1épésben juthat le a katicabogar. A hat 1épés sordn egyszer fog
ferdén eldre (a), kétszer ferdén jobbra (b) és haromszor ferdén balra (c¢) 1épni. Minden lejutast
egy a, b, b, c, ¢, c tipusu sorozat fog jellemezni, ahol a betiik valamilyen sorrendje szerepel. Ha hat
kiilonboz6 elem lenne, 6! lenne a megoldds, viszont a két b-t 2!, a hdrom c-t 3!-féleképp lehet

=60
11-21.31
Megjegyzés: A feladat térbeli megfelelGje a gyakorlopélddk kozott taldlhaté Barnabas-féle 2037.
feladatnak.

sorba rakni. Az eredmény tehat

a) Mivel az egyes korcikkeket megkiilonboztetjiik, igy az eredmény n!.

b) Ha csak a sorrendre koncentralunk, akkor az elforgatidssal egymadsba vihet§ szinezések nem
kiilonboznek. (Tipikus korberakasi feladat.) Azonban a vésznat n-féleképpen forgathatjuk,
igy az eredmény: (n—1)!.

c) Azt kell észrevenniink, hogy a szomszédsag nem valtozik, ha a koriiljarasi sorrendet megfor-

Y
ditjuk. Vagyis a b) részfeladatban kapott eredményt el kell osztanunk kettGvel: %

Megjegyzések: A feladat dltalanositdsa a kor alakud asztalka melletti négy szEékrdl sz616 feladatnak
(2043. feladat).

A b) részt igy is meggondolhatjuk, hogy az egyik szin helyét rogzitjiik, majd ahhoz képest szinez-
ziik a tobbit: (n — 1)!.

Elsének azt kell meggondolnunk, hanyféleképpen llithatjuk el a kilencet egyesek €s kettesek Ossze-
geként, majd meg kell szamolnunk, hogy az egyes eseteket hanyféle kiilonb6z§ sorrendben irhat-

juk fel. Végiil az 6sszes esetet 0ssze kell adnunk. Példaul 5 egyes és 2 kettes Osszegét =1.21 =21-féle
sorrendben dllithatjuk elS. Vigyiink rendszert a felirdsba tablazat segitségével.
1-esek szama 9 7 5 3 1
2-esek szama 0 1 2 3 4
. 8! 7! 6! 5!
Sorrendjiik formulaval 1 EIR] 5101 3.3 141
Sorrendjiik szamszeriien 1 8 21 20 5

Hogy a feladatban feltett kérdést megvalaszoljuk, 6ssze kell adnunk az utolsé sor szdmait. A kilenc-
foku 1épcsat tehat 55-féleképp maszhatjuk meg, ha egyesével vagy kettesével 1épkediink.



BT Legyen a megvdsarolni kivant érmék szdma n. Ekkor az n + 3 darab érmét, amibdl n, illetve

harom egyforma,
n+3)! m+3)-(n+2)-(n+1) _

n!-3! 3-2-1

sorrendben lehet egymds mellé tenni a polcra. (A 84-t az iizleti partnertSl tudjuk.) Alakitsuk 4t
az utolsé egyenldséget:

84

n+3)-(n+2)-(n+1)=504.
Ha elvégezziik a szorzast, harmadfoku egyenletet kapunk, amelyet nem tudunk megoldani. Azon-
ban most is csak pozitiv egészek kozott keressiik az n-t: bontsuk hat primtényez&k szorzatira
az 504-et, ha a bal oldal mér dgyis szorzat formdban van:
504 =23.32.7.
A hdrom zardjel olvashatd ugy is, hogy hdrom egymads utdni szdm szorzata. Ki tudjuk gy osztani
504 primtényezdit, hogy ilyen szdmokat kapjunk? Igen, rdnézésre adddik:
32=9=p+3, 22=8=n+2, 7=n+1.
Készen vagyunk, n = 6. Ernd tehat sszesen 6 érmére alkudozott.
Megjegyzések: Mivel egymds utdni szdmok szorzatardl van sz6, {rhattuk volna (N + 1)-N-(N-1)

alakban is 6ket, ekkor N = n + 2. Azonban dsszeszorozva igy is csak egy N> — N alakhoz jutunk,
ami tovdbbra is harmadfoku egyenletre vezet.

A feladatot természetesen probélkozdssal is megoldhatjuk. Mivel a hdrom tényez6 kozel van egy-
mashoz, az eredménynek 504 kobgyoke: 3/504 = 7,958 koriil kell lennie. Valéban: a kozépss szam-
nak 8-at kaptunk.

EH) a) A feladatban bér szerepel a ,legaldbb” sz6, nem érdemes 4ttérni az ellentett eseményre.
Ugyanis 8-nak a fele 4, igy nem lenne kevesebb a megvizsgalando esetek szdma.

Elsdként vizsgaljuk meg, hanyféleképpen 4ll el6 a 8 harom pozitiv egész szam Osszegeként, ahol
az egyik szdm legaldbb 4. Készitsiink egy tdbldzatot. A feltételek mellett a lehetSségek:

Csirkefalat 4 4 4 5 o) 6
Szalonna 1 2 4 1 2 1
Gyiimolcs 3 2 1 2 1 1

8! 8! 8! 8! 8! 8!

Sorrend a nyarson 7 412021 413111 501121 502111 6l 1!

2 z

Az utols6 sorban 6sszegydjtottiik, hogy az egyes esetekben szerepld ételdarabkakat hanyféle
sorrendben tlizhetjiik a nyérsra. A feladat megoldését az alsé sorban levd szdmok Osszege adja:

280 + 420 + 280 + 168 + 168 + 56 = 1372.
Kriszta tehat az éltala elkésziteni kivant nyarsat 1372-féleképpen éllithatja 6ssze.

b) Csirkefalatokbdl:
4-(280 + 420 +280) + 5- (168 + 168) + 6- 56 = 5936

darabot kell szeletelnie, ami 10-5936 = 59360 g = 59,36 kg.
Szalonndbdl a sziikséges mennyiség:
1-280+2-420+3-280+1-168 +2-168 +1-56 = 2520
darab, ami 10-2520 =25200 g = 25,2 kg.
Gyilimolesbdl pontosan annyi darabka kell, mint szalonnabdl, igy tomege is ugyanaz.



B o) Tudjuk, hogy n kiilonbdzs elemet n!-féleképpen lehet sorba
rendezni. Kezdjiik el kiszdmolgatni Sket sorban:

1'=1, 2!=2, 31=6, 4!=24, 5!=120,
6!=720, 7!'=5040, 8!=40320,...

b) Az el6z6 részfeladat alapjan mar konnyen dbrazoljuk a csak

Figyeljiik meg, hogy n = 5-t6] mindegyik érték O-ra végzadik.
Ez természetes: mivel minden szorzatban vannak paros sza-
mok, és legaldbb egy 5-os, valamint megjelenik a 10. Igy
A=1{0;1;2;4;6}, azaz |A| =5.

J o N S - N
L]

pontokbdl all6 fiiggvényt. A fliggvény x =5 utdn minden 1.2 3 45 6 7 X
egész helyen 0 értéket vesz fel.

BE a) Az 1 +2+3+ ... +n Osszeget kell meghatdroznunk. Ezt tobbféle triikkkel is megtehetjiik.

Irjuk példaul az osszeg ald még egyszer ugyanezen értékeket visszafelé, majd adjuk Sket
0ssze oszloponként:

1 + 2 + 3 + + n
n + n-1 + n=-2 + + 1
n+l + n+1l + n+l1l n+l ... n+l n+l.
n-(n+1)

A vonal alatt n-szer szerepel n + 1. A keresett 9sszeg ennek fele:

Masik lehetGség, ha rajzolunk (ha mar ugyis
1€pcsordl van sz6). Mindegyik 1épcsot kiegé-
szithetjiik téglalapp4, ha elforgatjuk €s sajat
maga mellé illesztjiik. A téglalap egyik oldala
n, a masik »n + 1, nekiink viszont csak a fele
kell.

Megjegyzések: Kés6bb rekurziv sorozatként is hivatkozhatunk a fenti 0sszegre: az n. dsszeget
megkapjuk, ha n-t adunk az (n — 1). 6sszeghez.

Ha tanuljuk majd, hasznalhatjuk a teljes indukciot is a megsejtett formula igazolasara.

b) Egy n-foku lépesdt n!-(n—1)!-(n—-2)!-...-3!-21- 1!-féleképpen tolthetiink ki szdmokkal.

Irjuk 4t a szorzatot mds alakba, soronként kifejtve a faktoridlisokat:

1-2-3-...-(n-2)-(n—-1)-n-
1-2.3-...-n=-2)-(n-1)-
1-2:3-...-(n=-2)-

.i.2.3.
1-2-
-1.

Egy ilyen szorzat egyetlen n, kett6 (n — 1), hdrom (n—2), ..., n—2 darab 3-as, n— 1 darab
2-es és n darab 1-es tényezlt tartalmaz. Azaz igy is frhat6:
n-(n-12%(n-2)>3....31-2.2n=-1.1n,

Azt, hogy egy szdm végén mennyi 0 van, a benne megtaldlhat6 2 és 5 primtényezd-parok szdma
donti el. Ebben a szorzatban pontosan 6t darab 2 -5 parnak kell lennie. Mivel 2-bdl mindig tobb
lesz, mint 5-b6l, hiszen minden masodik szdm paros, ezért koncentrdljunk az 5-re. Még inkdbb
az 5 kitevGjére: pontosan 5-nek kell lennie. Mivel a kitevGk egyesével csokkennek, igy az 6tos
el6tt még négy szdmnak kell 4llnia, tehat n = 9. Ellendrizziik: 9!-82-73-6%-55-46.37.28.19,



Ebben a szorzatban pontosan 5 darab 5-0s primtényezd szerepel. Ezekhez parositva ketteseket,
éppen 6t nulldra fog végzddni a szam. (9-nél kevesebb nem lehet n, mert akkor az 5 kitevdje is
csokken.)

¢) Az el6z6 elgondolds alapjan nem lehetséges, hiszen ha eggyel tovabb Iépiink n = 10-re, akkor
101-92.83.74.67.56.47.38.29. 110 gz0r7atban van 6 darab 5-6s primtényez az 5°-ban, de van
egy a 10-ben is. Azaz nem tudunk pontosan 6 darab 5-6st tartalmazé szorzatot késziteni.

Kivalasztas és sorba rendezés I. (kiilonboz6 elemek)

— megoldasok
B 5-4=—> =20
TG-2 T
|
) 9-8-7-6-5= 9'5‘:15120.
G 7-6-5=— =210
C(1-3)
211
@) a) 211=5,1-109  b) 21-20-19= =7 980.
%) ) 21-3)!
|
) 36-35-34:33-32:31:30= 36'7‘=42072307200.
20!
() 20-19-...-14-13= = 5079110 400.
(20— 8)!
!
(205] 30+29:28:27:26-25= 30'6'=4z751sooo.
71
7.6-5-4=—"" =840.
(2050) o

Kivalasztas és sorba rendezés Il. (lehetnek azonos elemek is)

— megoldasok

FIE) 3-3-3-3-3=35=243.
FIA 9-9.-9=93=729.

FIIF) 3-3-3-3-3-3-3=237=2187 (ha iiresen is hagyhat: 47 = 16384).

B 2-2-2-2=24=16.
FITE 37-37-37-37-37 =37° = 69343 957.
P 3-3-3-3=34=81.
2.2.2-2=24=16.



A} a) Panna 4 tisztséget szeretne kiosztani az osztalyban (ez nem konnyd feladat). Valamilyen sor-
rendet felallit a tisztségek kozott, majd hiznak: az elsd tisztségre 28-bol, a masodikra 27-bdl,
a harmadikra 26-bdl, végiil 25-bdl védlasztanak. Vagyis:
!
28-27-26'25=L=4914OO
(28 - 4)!

lehetdségiik van, ha visszatevés nélkiil hiznak.

P

b) Ha visszateszik az éppen kihizott nevét, akkor § djra indul a kovetkez§ védlasztdson is. Ekkor
az egyes hizdsok egymadstdl fiiggetlenek. A kérdésre:

28-28-28-28 =28% =614 656
lehet8ség adddik (bar igy az is lehet, hogy egyetlen személy lesz a titkdr, a gazdasdgis, a kul-
tdros és a sportos).

B[ a) Minden tarcsat 7 llapotba forgathatunk egymastdl fiiggetleniil, igy a vélasz:
7-7-7-7=74=2401.
b) Négyjegyl szamot akarunk el§dllitani, vagyis az els§ jegy nem lehet zérus. Arra marad
6 lehetGség, a tobbi szamjegy viszont akdrmi lehet. Az eredmény:
6-7-7-7=2058.

a) Ha mindenki masféle fagyit kért, akkor az els6 20-félébdl valasztott, a kovetkezs 19, aztan 18,
17, 16-félébdl valasztottak (képzeljiik tigy, hogy minden fagyibdl csak egy gombde volt).

A vilasz: 0!

20-19-18-17-16 =————— =1860 480.
(20-5)!

b) Ha legaldbb ketten azonost kértek, akkor kérhettek ketten, hdrman, négyen vagy akar oten is
egyformat. Még felsorolni is sok eset (bar vannak kozottiik egyszertiek). Probaljuk meg ellen-
kezdleg! Szamoljuk ki, mennyi eset ez Osszesen (barki kérhet barmit), majd vonjuk ki azt,

2z

amikor mindenki mdsfajta fagyit kér (az el6z6 eset). Szamszerten:

!
203 20 _ 1339 520.

(20— 5)!

Megjegyzés: Sokszor érdemes az esetek 0sszeszdmoldsandl dttérniink az ellenkezd, komple-
menter események 0sszeszamoldsara. A feladat szovegében a ,,legalabb”, ,legfeljebb” szavak
arulkodnak altalaban arrdl, hogy igy konnyebb lesz a feladatot megoldani.

ZJal a) Ha van kettS, akkor lehet hdrom, négy, 6t vagy akdr hat egyforma is (rdaddsul lehet tobbféle
szamjegybdl is tobb). Térjiink at a komplementer eseményre, azaz amikor minden szdmjegy
kiilonbozs. Mivel 0-t nem irhatunk az elsé szdmjegy helyére, az Osszes esetek szama:

9-10-10-10-10-10=9- 10 = 900 000.
Ebbdl vonjuk le a csak kiilonbozd jegyeket tartalmazé hatjegyi szamokat:
9-9-8-7-6-5=136080
(elsének O-t nem irhatunk, madsodiknak viszont nem irhatjuk az elsét, de O-t igen). A vélasz
a kettd kiilonbsége: 763 920.

b) Ahatos szamrendszerben hat szdmjegy van: 0, 1, 2, 3, 4, 5. Ezek koziil nem tudunk ugy 12 jegyt
szamot késziteni, hogy ne legyen legaldbb egy jegy tobbszor (mar hétjegy(it sem tudnank).

Mivel minden szdm ilyen, szdmoljuk 6ssze Gket. Els6 helyen O nem allhat, utdna viszont barmi:
5-6'1=1813985280.



¢) A 12-es szamrendszerben 12 szdmjegy van. Els6 helyre O-t nem irhatunk, masodiknak pedig
nem irhatjuk az els6t, de O-t mar igen. Aztdn a felhasznalt jegyekkel csokken a tovéabbi lehe-
téségek szdma:

11-11-10-9-8-7 = 609 840.
Megjegyzés: A b) részfeladatban milyen elvet haszndlunk?

a) 26 betd kétszer, illetve 10 szamjegy négyszer alkalmazva, egymastdl fiiggetleniil:
262-10* = 6760 000.

b) A mai rendszamhoz a régiben egy szdmot bettire cseréltek, azaz eredményiinket 10-zel oszta-
nunk és 26-tal szoroznunk kell. Vagyis 2,6-szer tobb rendszdmot lehet (elvileg) az 4j rend-
szerben kiadni.

Megjegyzés: Természetesen nem minden kombindciét engedélyeznek a hatdsagok, illetve vannak
extra rendszdmok is (egy betl-6t szdm példaul).

Két megoldast is adunk. Elsének kedvezziink a formuldk szerelmeseinek.

I. megoldas. Tételezziik fel, hogy Erné n darabot allithat ki érméi koziil (0 <n < 15). Ezeket

!
(15—5')'—féleképpen teheti sorba a vitrinben. Ha eggyel novekszik a kidllithaté érmék szdma,
—n)!
15!

akkor sorba rakdsukra ————— lehetGség lesz. Adddik egy egyszerd egyenlet, ahol 15!-sal
(15-(n+ 1)

egyszerdsithetiink, majd mindkét oldalt megszorozhatjuk (15 — (n + 1))!-sal:
! !
1. 15! _ 15! ’
(A5-n)! (15-@n+1)!
12
15-n

n=3.

9’

I1. megoldas. Ennél joval egyszertibb, ha elkezdjiik a szorzast elvégezni: az elsd helyre 15-féle,
a masodikra 14-féle stb. érmét tehet ErnS. A kérdés: meddig menjiink el, hogy 12-szeresére
novekedjen a szorzat? A valasz: 13-ig, 12-15-14-13 =15-14-13-12. Vagyis Ern6 3 érmét
allithat ki.

Tegyiik fel elGszor, hogy p darab betiit (az abc elejérdl) és g darab szamot (0-val kezdve) akarunk
felhaszndlni egymdstdl fiiggetleniil. A hdrom beti-hdrom szdm kombindcié igy Osszesen
P>+ ¢ =8000 lehetSséget ad. Ezt a kétismeretlenes egyenletet kell megoldanunk a pozitiv egészek
halmazan.

Bontsuk fel 8000-t primtényezdkre: 8000 = 2°- 53, A kapott szorzatot allitsuk el§ két harmadik
hatvany szorzataként. A lehetGségek a kovetkezdk:

p 13 23 2- 2)3 53 @- 5)3 (2-2- 5)3
g (2-2-5)3 2-5)3 53 (2-2)3 23 13

Mivel g a szamjegyeket jeloli, nem lehet 10-nél tobb. Ezért az els6 lehetdség kiesik. Marad
a (2;10), (4;5),(5;4), (105 2) és (20; 1) a (p; g) parokra. Tehat 6t megoldas is adédik a tavoli
bolyg6 tavoli kis orszdganak a rendszamtédblak kidolgozasara.

Megjegyzések: A p értéke sem lehet 26-ndl tobb, de ez most nem volt érdekes. Az egyenletet
diofantoszi egyenletnek nevezzik, ha csak egész megoldasokat kerestink. Ha nem jut esziinkbe
a 8000 primtényezdkre bontdsa, kisérletezéssel is megtaldlhatjuk a megolddsokat.



A feladat szovege tartalmazza a ,legaldbb” kifejezést. EbbGl azt sejtjiik, hogy érdemes attérni
a komplementer eseményre. Az ellentett esemény az, ha a kapus nem végez el egyetlen szabad-
rigdst sem. Az 0sszes eset pedig, ha barmelyik szabadrigdst barmelyik jatékos righatja a 11-bdl.
Vagyis a kérdésre a vélasz: 11° — 103 = 61 051-féleképpen végezhették el az 6t szabadriigast a csapat
jatékosai.
Megjegyzés: Ha nem tériink 4t a komplementer eseményre, akkor is nekidllhatunk a szdmitdsoknak.
Vegyiik sorba, hany szabadot righatott a kapus! Menjiink visszafelé: ha mind az 6t6t 6 ragta,
azt egyféleképpen tehette meg. Ha négyet, akkor egyet més jatékos rigott: 5-10 = 50 lehetGség.
!

Ha harmat rdgott a kapus, akkor az dsszesen -102=1000 lehetSség. Ha kettst, akkor

31.21
!
majdnem az el6zét kapjuk, SR -103=10000. Végiil ha csak egyet, akkor 5-10*=50000.
213!

Ezek osszege ismét 61 051.

Ha legfeljebb 6t6t rigott a legendds Bekkem, akkor righatott 0, 1, 2, 3,4 vagy 5 szogletet. Ennél joval
egyszer(ibb a komplementer eseményt 0sszeszamolni, abban ugyanis csak kett§ eset van: ha hat, vagy
hét szogletet adott be. Mind a hetet egyféleképpen righatta David. Hatot pedig 7 -9 = 63-féleképpen
(ne feledjiik, a hétbdl egyet rigott valaki mas és Bekkemen kiviil még 9 mezdnyjatékos van nagy-
palyéan). Azaz eseteink szdma:

107 — (1 + 63) = 9999 936.

Megjegyzés: Ha mégis nekidllunk az eredeti esetek 0sszeszamoldsahoz, akkor a
7! 95 7! 4. 7! 3, 1! 2

97 4+7-9%+ 95+ 9%+ 93+ 9
215! 314! 41.3! 51.2!

osszeget kell meghatdroznunk.

Most is érdemes 4ttérni az ellentett események 0sszeszamoldsdra. (Eredetileg 0, 1, 2, 3 vagy 4
csirkefalat lehet — érdemesebb helyettiik 5, 6 vagy 7-t tekinteni.) Ha a nydrson minden falat csirke,
azt egyféleképpen 4llithatja 0ssze Kriszta. Ha hat, akkor 7-2 = 14 lehetSsége van. Ha 6t, akkor

‘7 Y -22 =84. Ezek 6sszegét kell levonnunk az sszes lehetGségbdl, ami

a lehet&ségek szdma

most 37 (mivel a nyars 6sszes helyére haromféle ételbdl keriilhet egy). Ezek alapjén az eredmény:
2187 — (1 + 14 + 84) = 2088.

Megjegyzés: Nem térve at a komplementerre:

s, M 24 7!

+ 244 +23=2088.
21.5 314 41-3!

27+7-26+

Vegyes feladatok — megoldasok

a) Ha tavasz van, akkor a madarak csicseregnek.
b) Ha a madarak csicseregnek, akkor tavasz van.
¢) Akkor és csak akkor van tavasz, ha a madarak csicseregnek.

a) Négy oldala egyenld; mind a négy szoge 90° €s mind a négy oldala 3 cm; mind a négy oldala
egyenl6 hosszisdgu és mind a négy szdge 90°-0s.

b) Paros; oszthatd 24-gyel; oszthat6 3-mal és 4-gyel.



Skatulyak: percek.

IR 6! =720.
FII7 10! =3 628 800.
7!
2088 3!-2!-2!_210'
6! 6!
2084 ———=——=90
21.21.21 (21)3
HrB 4-7=28.
|
AT a) 32! = 2,631-10%, 22 £ 9.956-1016;
HID o) 32! =2,631-10% b) (;2)'4 9,956 -10!6
a) 3% =6561; b) 3-27=384.
210 = 1024.
30!
(2089 =427 518 000.
(30 - 06)!
10!
(2090 =5040
(10 - 4)!
! !
4 db: LzllSSO; 3 db: L=1320; 2 db:
(12 - 4)! (12 -3)!
Mindosszesen:

(12 -2)!

|
o) 221 2391024,
(418

| |
12! 130 1dp: 2o
(12-1)!

11880 + 1320 + 132 + 12 = 13 344.



10.2. A GYOKVONAS

Racionalis szamok, irracionalis szamok — megoldasok

a) 2,625; b) 2,3125; c) 4,83;
d) 0,583; e) 0,45; f) 1,428571;
g) 1,538461; h) 0,2941176470588235.
191 21973 23
a) —; b) ; c) —
250 10 000 9’
413 764 172
d) — - i
) 99 ° € 999’ 7) 225
)75_7 B 31531; l,)6=g.
990 9999 1

Mindegyik bizonyitds indirekt dton torténhet.

a) A derékszogli haromszog 4tfogéja 2, befogdi 1 és +/3.
b) A derékszogli hiromszog befogéi 1 és 2, dtfogdja /5.
¢) A derékszogi haromszog atfogéja 4, az egyik befogéja 1, a masik +/15.
d) A derékszogli haromszog atfogdja 5, az egyik befogéja 1, a masik /24.
e) A derékszogi haromszog befogéi 3 és /2, tfogdja v/11, ebbdl 2-t elvesziink.
f) 3-bol elvessziik az a) részben szerkesztett J3-t.
g) A derékszogii haromszog befogéi 2 és /3, dtfogdja /7, ezt megfelezziik és elvessziik a 2-bél.
h) A derékszogli haromszog atfogdja 8, az egyik befogéja 2, a masik /60.
i) A derékszogi hiromszog befogéi 44 és /73 (egy masik derékszogi hdromszogbdl szerkeszt-
hetd, melynek befogéi 8 és 3), az atfogd ~/2009.

a) Példdul: 1,23112311123111123...; 1,23223222322223...; 1,21213213321333...
b) Példdul: 11,123112311123...; 12,212112111211112...; 13,1331333133331...
c) Példaul: 31,21221222122221...; 32,213211321113...; 33,3133133313331...

W a) %:2,5625; a 2009-dik jegy O. b) 1?—3 6; a 2009-dik jegy 6.
13 : . 5 : o
c) —=2,16; a2009-dik jegy 6. d) 5" =0,5; a2009-dik jegy 5.
25

e) ——3 571428; 6 jegy ismétlédik, mivel 2009 =334 -6 + 5, a keresett jegy 2.

f) ﬁ =0,7058823529411764; 16 jegy ismétldik, mivel 2009 = 125- 16 + 9, a keresett jegy 2.

Raciondlis példaul: 5,991; 5,992; 5,993.
Irraciondlis példaul: 5,9912112111211112...; 5,99232232223...; 5,99565565556...



€ID a) Igaz.

b) Hamis, példaul (1++2)+(3-+2)=4.

c) lgaz.

d) Igaz, példaul % : % =2.

e) Hamis, példaul (vV2-1)-(V2+1)=1.

f) Igaz, lasd az el6z6 példat.

g) lgaz.

h) Hamis, minden raciondlis szdm reciproka racionalis.

i) Hamis.

A négyzetgydokvonas azonossagai, alkalmazasaik — megoldasok

1
a) x=—;
) 2

3
d) x<—;
) x >

g) x <=3 vagy xZg;

Jj) x <=3 vagy 2<x;

a) 6;

d) 2,

g) 3

J) 25;

m) 2401;

r) 2

a) 50 >/45;
d) 20 <21,
g) V23 </24;
a) 24 +11-/6;
d) 12;

g) 34-24-2;
j)19+4-J21L
a) 2;

d) 4;

g) 30;

j) 2-/89 —18;

b) x=0;
e) xeR;
1
h) x=2—;
) x 5
k) x<—1 vagy x> 1.
b) 3;
e) 5,
h) 15;
k) 16;
n) 121;
q) 12.
b) 77 </78;
e) V13 </14;
h) 27 </30;
b) 5-J2+1,;
e) 14,
h) 48 +24 -3
b) 5;
e) 5;
h) 2;
k) 2-/41-12.

c) x<0;

A

i) x=2;

c) 14,
f) 155
i) 3;
1
1) =:
) >
0) 9;

¢) 20 =+/20;

f) /30 =/30;

i) L>l
10 5

c) 1;

fl 4

i) 45-20-/5;

c) 5,
f) 6;
i) 56,



IR a) 75 >72; b) V108 >+/98;
d) \99 >/92; e) N72 =72;

g) V2 =142; h)\/7 \/7;

VN3N

E a) 0; b) 6-/3; c) 0; d) 2
g) 2; h) 47; i) 17; j) 3-a;
45, w22,
d) 3-7; e) g;
27, 13-4/10
g) —3 h) 0
J) S'ﬁ,x>0; k) M,yﬂ);
2 3
G a) 8-(V5-2); b) 6-(3+1);
d) 2-(J6 -1); e)2-(2-V3+1);
g)2-(4-42-3-J3); h) 5-N7+6-3;
j) 5-(Jx-1) >0: k) —“'(‘/E”),azo,a;el;
x—1 a—1
@D a) 2-3-V2; b) 6++/3;
d) 1; e) 5++21;
4 3 J_+1 _
g) _H’ a_1 20,(1?51,
J) 5_3.\/§,y20,y¢1.
y—1
Ei a) V5 b) J15; c) \/%; d) J6;
¢) 12a%;  h) Jab; i) b3,
FIEE) A nevezdt gyoktelenitve:
a)ﬁ=\/€+\/§,ezért\/_ <2
7 ) 7
b)m—2'\/§+\/§,ezeﬂ3 \/§<\/ﬁ_\/§.

¢) V500 > /436;
f) J448 < /450

(72
3B

e) V3 1
k) 0; 1) 14 -/2x.

C)4'\/§;

f) i;

y-x/_

i)
x

) g,y>0.

x>0;

c) —5'(2+\/7);

£)11-(3-V2 +V17);

i) 19 +6-10;

I (x +)’
X=y

, X, y>0,x#y.
C)7-\/§_7~\B—5'
2-J5 10

f) 34;

2J‘ 6

x—1

x20,x#1;

e) N £y



a) Gyoktelenités utdn:
(V7+v3) - (20-2-84) (10+2-v21)-2-(10 - /34) _
4 4
_(10+34)-(10- V84) _100-84 _16

=—=8.
2 2 2

b) A nevezd atalakitasaval:

(6 + 2 ]-(10+7-J§):(7-J§-10)-(7-£+10):49-5-100:145.

542 2-(5-2)
A behelyettesités eldtt végezziink étalakitdsokat:
2 Vr+2 Jx-2 _(r+2)- (Vx-3)+({x-2)-(Vx+3) _2x-12_29

3+ dx  Jx 3 x—9 T x—9 22
p) 3N+l 3Ja -1 B Va0V +5)+B-Vx-1)-0-Vx-5)
2-Jx -5 542 Jx o 4x - 25 B
_ 120410 62
T 4x-25 121

A bal oldali tort nevezdjét gyoktelenitsiik:

125+51-/6  (125+51-46)-(5+6)
5-46 25-6

A jobb oldalon levé nevezdt gyoktelenités utdn emeljiik négyzetre:

2
(;j=(5+2.\/6)2:49+20~\/6.

=49 +20-/6.

5-2.6

Mivel v4x2 —12x+9 =/(2x — 3)2 = |2x - 3|, ezért:

a)|2x-3|=2x-3,hax>=;

o w

b)|2x-3|=3-2xhax<=.

[\

a) A hdromszog oldalai: a = 3; b=~72=6-/2; ¢ =9 egység.
b) Akétbefogd /15 és 210 egység, az 4tfogd 15 egység.

c) A Pitagorasz-tétel alapjdn:

2=V 1) +(2x-2x+ D).
ahonnan:
2 =4x2+4x +1,
c2=2x+1)%
c=2x+1.

Mivel x € IN*, az atfogé hossza pozitiv egész szam.



AlN) o) Gyoktelenitsiik a tortek nevezdit:

A_x/§+\/§_(\/§+\/§)-(\/§+ 2)

=55 ) =15 + 10 + /6 +2;
V0B (B0-B)-(BND) o o
B= N T =2-15-2-J10 —=2-/6 +4.

Nézziik a két kifejezés kiillonbségét:
A-B=-15+3-410 +3-/6 -2=(3-410 -v/15) +(3-/6 - 2) > 0.

Mert mindkét zaréjelben pozitiv szam all.

Tehat A > B.
b) Egyszertsitsiink:
A=5-2-2-3
po20-46_10-2-v6_(10-2V6) V2 _o 5 , g5
2-\2 V2 2
Tehdt A = B.

c) Hozzunk létre a gyokok alatt teljes négyzeteket:

M N 2 V3-1_ B3+1
A=\/§+ 5(4—2\/§)=\/§+ 5(\/5—1) =\/§+ \/E = \/E >

1 1 2 J3+1
B:\/E-(4+2-x/§):\/5-(\/§+l) =5

Tehat A = B.
Vegyiik észre a gyokok alatt a teljes négyzeteket:

V3542 V3% 352 V3a =\(3a + 1)) —(V3a-1)’ =
=34 + 1134 -1 =2.

Ail) a) Gyoktelenitsiik a nevezdket:

1 2-3
= = =2-43, é b=2++/3.
T B 4-3 V3 & V3
Behelyettesités:
Y 1 1 L _3+43 3-V3_,

+ = + =
a+1 b+1 3-43 3+3 9-3 9-3
b) El6bb a nevezdk gyoktelenitésével hozzuk egyszeriibb alakra az eredeti kifejezést:

(1+a)-(1—\/1+a)+(1—a)~(1+\/1—a>
1-(1+a) 1-(1-a)

l+a-Jl+a-a-V1+a-1+a-J1-a+a-Jl-a

—da

=—2a+a-(\/1+a—\/1—a)+\/1—a+\/l+a )

a




Mielétt helyettesitenénk, szamitsuk ki a két kritikus kifejezést:

l—a—\/1—£ \/2\/'\/4 243 _ (\/'21) J'21

oo _\/—2+1

Ezeket az eredményeket irjuk be (1)-be:

_2£ x/_(x/g+1_\/§—lJ+x/§—l+\/§+l _2'£+§+ 3
2 2 2 2 2 2 _ 2 2 -1
V3 V3 '
2 2

a) A tortek és gyokok miatt a #0, a #b, b > 0.

a2-b-b —a?- b’ =a2-b-JE—|a|-b2-JE=
a-(b—a)z-\/ﬁ a-(b-a)*-b-Jb

aa=b 1 . aso,
_a2—|a|~b a-(b-a? a-b
_—. _ 2= ]
a-(b-a) a-(a+b) a+b ha a<O.

a-(b-a? (b-a)?’

b) A gyok miatt a >0, a tort miatt a — 5-a + 6 # 0. Helyettesitsiink: x = /a.
x2-5x+6=x2-2x-3x+6=
=x-(x-2)-3-x-2)=(x-2)-(x=3),

tehat a#4, a#9.

A szamlal6t is alakitsuk szorzatta:
xox-2=x24+x-2x+2=

=x-x+D-2-x+D=(x+1)-(x-2).

Visszahelyettesitve az eredeti tort:

(Va+1)-(a-2) _Ja+l
Wa-2)-(Ja-3) Ja-3

c) A gyokok és a tortek is értelmezhetdk, ha x > a? és a # 0. A zardjelen beliil hozzunk kozos
nevezore:

G [(rVra®) (radaa) |

JVx-a? x—(x—d? x—(x—a?
o x _x+x—a2—2-\/;-\/x—a2—x—x+a2—2-\/;-\/x—a2 _
JVx-a? a?
Jx '—4-\/;-\/x—a2__4_x
Jx —a? a? a?’



d) A gyokok és a tortek értelmezéséhez az kell, hogy a >0, b >0 és a # b teljesiiljon.
El6bb a szamldléban hozzunk koz6s nevezdre, majd probéljunk egyszerdsiteni.

a-Ja+b-Jb
O _ava+b-Jb-a-b-b-a, 2-4b

\/_+\/_ N
Ja+-b (a—b)-(Na++b) " Ja+ b
_Na@-b)-Vb-ta=b) 2:Nb _(@a-b)-Na-Vb) 2o _
@—b)-(Ja+\b)  Na+vb (a—b)-(Na+b) " J‘ Jb

_Ja-b, 2 _a+db_
~Ja+b Ja+b Ja+b

Az utolsé szorzatot frjuk it az (a + b) - (a — b) = a® — b* azonossag alapjan:
2009-2011 =2010% - 1.

\/1 +2006 - /1 + 2007 - /1 + 2008 - 2010.
Alkalmazzuk tdjra az el6z6 mddszert:

J1 42006 - /1 +2007 - VT +2008-2010 =+/1 + 2006 - V1 + 2007 - 2009 =
=1+ 2006 - 2008 = 2007.

a) Elébb a gyokok alatti kifejezéseket hozzuk egyszertibb alakra:

Ezzel a kifejezés:

a*+20a% +16 a*+8a%2+16 (a%+4)?
x—3:——3: = )
4a? 4a? 4a?
a*+20a% +16 a*—8a2+16 (a%-4)?
xX—-T=—F—-7= = .
4a? 4a? 4a?

Ezek utén helyettesitsiink:
a® +4)? a’ - 4)? 2+4 |a® -4
fa)= J( ) \/( )2 _ . .
442 2 |a| 2]dl

A feltételek miatt |al=a és |a?-4|=4-d2
+4 4-a%> 8 i
"

fla )_ 2a 2a 2_a:

b) Kovessiik az el6bbi modszert:

1 a? -1 a2 _ 442 - b2 _ a*+2a? - b2+ b* - 442 - b2 (a2 - b2)2
T T 2" 2~ 2
x? (a®+ b2 (a2 +p?) (a?+ b2) (a2 +b?)
4p?

ezt behelyettesitve:
2
=2 (@®-57)" _ 20> la®-b?
& a’ + b? (a2+b2)2 a2+ b?  a?+b?




2h2 a? - b? _ 3b% - a2

- = , ha a=>b,
a?+b* a?+b?  a?+Db?
g(X)= 2 2 2 2 2
2b _b —a” _a +b “1. ha b>a
a?+b* a>+b% a2+b?
c) Elbb csak az (x2 — 1)-et irjuk fel a-val:
‘= a+1
2-Ja’
2 1_(a+1)2_1_a2+2a+1—4a_(a—1)2
da 4a 4a

Gyoktelenitsiik A(x) nevezdjét:

ho= 2V =L 2Nl 1))y (o),

N x2-x2-1)

ebbe az alakba helyettesitsiink be:

5 f@=17? [a+1  J@-D*) ) la-1l (a+1 la-1|
M=24" [2-JE+\/ 4a )'2 2 Ja \2-a 2af

Ebbdl:
a-1(a+1 a-1 a-1 2a
. + = . =a-1, ha aZl,
Ja (2-& 2.JEJ Ja 2-Ja
h(x)=
l—a. a+1+1—a _l—a' 2 l-a ha O<a<l
Va \2-a 2-a) Na 2-Na  a’ '

Vizsgéljuk meg a k-adik tagot:
1 =\/k+l—\/E= 1ok
Jk+Jk+1  (k+1)—k

Az Osszeg tagjait atirva:
V2-D+(3-vV2)+ (V4 -B)+...+ (n —Vn—1)=9,
ugyanazok a tagok pozitiv és negativ elGjellel is megjelennek,

Jn—-1=9,
n=100.

Alakitsuk 4t f(x)-et a szamlal6 gyoktelenitésével:
(241000 - (x2+ 1) 99
V24100 +Vx2+ 1 a2+ 100 +Vx2+ 1

Az f(x) fiiggvény paros, mert f(x) =f(—x).

F)=x2+100 —x2 + 1

Ha x =0 a fiiggvény szigorian monoton csokken, maximuma van, ha x =0, ekkor f(0) =9.
Mivel f(x) > 0, alehetséges egész értékek: 1, 2,3, 4,5, 6,7, 8 (ezeket két helyen veszi fel) és a 9.
Tehat 0sszesen 8-2 + 1 =17 helyen vesz fel egész értéket.



Szamok n-edik gydke, a gyokvonas azonossagai — megoldasok

B a) 3;
e) 3;

i) -7,
m) 4;

3

q) _Z7

u) 0,3;

B a) x;
e)lxl;
i) x*;
m) —4x>;

a) 15;
e) 2b;

i) 2x;

B a) 3;
e) 2;

FIF0) a) 3184 <3/189;

e) Y1024 <¥1053;

EZED a) 0;
e) dx - 3x:

G o) 975

e)aZO,Q/cT:W;

b) -1;
f)35;
Jj) 10;
n) 2;
2
r) —E,
5:
v) 5,
b)lal;
f) x%
j) a%
n) 27x3;
b) 6;
Xy,
f) 5

J) 2@-‘{/%-

b) 4;

/)3

b) 3135 < J136;
f) Y3159 < J3168.
b) 0;

£ 4x -3

b) W77,

f) beR, Yv7;

i) xeR, 75/x54 =25/x18; ]) x>0, 6/x13;

m) x>0, 6/ x31,

3/g2
Ema)g;

e)5-§/¥;
7-3a?
6a
EER a) 32
e) \/W;

i)

b) 2-43
) 6-925;

b) 2;
f) a*b3e;

c) -2
g) 10;
k) —100;
o) —4;

1
Y 10

2

c) b;
g) x';
k) 1x31;

o) |x|.
c) 12;
g) 2;

c)5;
g -2

c) 1377 >I1375;

c) 0;

g) 6a-a;

c) Y33

g) xe R, X/x16;

k) x>0, 1%/1;
X

) 3-35%
5-3a?.

g)3,

c) J3;
g) \2a*boc3.

d) -4;
h) T,
[)2;
p) 8

1
1 =,
)2

d) -x;
h) x3;
D1x31;

d) 15;
h) —;

d) -2;
h) -1.
d) 405 > 4400,

d) 5-42;
h) 6a3-3a.

) §27,
h) x>0,1x10 = x5
) x>0, 2 x33

d) 5-33;

.3
h)sg/z;

d) J10;



Egyrészt 2 = ¥/4.
Alakitsunk ki kozos gyokkitevoket:
2= 30/215, 3= 30/310, Y5 = 3{)/5_6‘
Elég 0sszehasonlitani a gyok alatti hatvanyokat:
50=253<323=215=8<93 =310,

B<Z=Y3<¥

Tehat novekvd sorrendben:

a) Igaz. b) Hamis, mert 4/(-11)* =11
¢) Hamis, mert ¥a'® = a3, d) Hamis, mert 3/(-a)!? = (~a)* = a*

A bal oldalon:
B B L . (LN SRRV N Y TS R P e Py
a) x—1+|xl+|x=2l=x+1,ha0<x<2.
b) x—1+|x|+|x-2l=3x-3, ha x>2.
¢) x—1+|xl+lx=2l=1-=x, hax<0.

. 2
a) Ertelmezés: x #+1. A gyokjel ald bevitel utdn hasznaljuk fel, hogy (3/x2) "= 3/x?.

2
x-3x—1+3‘3x2—1 _W—l %/_ i1y 3 (\/x_2+1)+3
Ix2 -1 i1 Tt %/_-1 I+ A2+

Egyszertibb alakban:
Yt 2. x2+4 x-Yx+2. \/7+4

3/?+1 - \/_+1

b) Ertelmezés: a—x>0 és a +x>0.

A zarojelben 1év4 kifejezést hozzuk kozos nevezore:

a-(a+x)-x-(a-x-2%>_ a’-x (a-x)-(a+x) _
(a—x) -(a+x _\/(a_x).(aJ,x) Ja-»n. TN (a—x)-(a+x).

Az eredeti kifejezés:
J@—-x)-(a+x) _\/(a—x)-(a+x)_\/a+x (a+x)2
Ya-x-(a-x)-(a+x) a-x-Ya+x Ya+x (a+x)
c) Ertelmezés: a > 0; x>20; a#x.
Els6 1épésben alakitsuk a zdréjelben 1év6 tortet:
a+¥ar’ _Ya (3 +¥5) _ (Ya+¥x) (Ya? - ax+\/7):<;/a7_%+w
Va+¥ax  Ya-(Ya +¥x) Ya +¥x '

Az elsd tort is egyszerisithetd:

a+x

ﬁ_\/_-l-\/_

Az eredetibe behelyettesitve:

Ja+x - (¥ -2 - Yax +¥4x2) =2 Yax.



d) Ertelmezés: a > 0; b=20; x=0; de a és x egyszerre nem lehet 0.

A zir6jelben 1év4 tortet alakitsuk:
Ibx3 + Yalbx _ Ibx -(\4/x2 +3¥Ya? ) — b
Vx ++Ja Jx ++Ja '

Ezt beirva, és elvégezve a négyzetre emelést:

4-Jbx +bx+3  (Vbx +3)-(Vbx +1) _
et N =bx +1.

a) A gyok alatti kifejezéseket alakitsuk teljes négyzetté:
<‘/17+12~J§—1/17-12.\/§=‘\‘/(3+2-J§)2—(‘/(3-2-&)2=
=\V3+2-V2 -3-2-2.
Alkalmazzuk az el6z6 médszert:
B2 - Z =W+ 1) 21 =
=V2+1)-(2-1)=2.
b) Legyen Ya+b-Je —¥a—b-Jc =x pozitiv egész szdm.
x2=\/a+b-\/g+Ja—b-f—2-ﬂa2—b20,
%/_/
x2+2=\/a+b-\/5+\/a—b-\/g, a feltétel miatt 1
(2422 =a+b-Jec+a—-b-Je+2-a* - b,
\%f—J

(x2+2)2=2a+2. a feltétel miatt 1

Eredményiink szerint x pdros szdm.
Legyen x =2k, x € N*.
(x2+2)2=(4k>+2)2 = 16k* + 16k + 4 =2a + 2,
amibdl:
a—1=8k*+8k?>=8k%-(k* + 1).
Mivel k? és k* + 1 szomszédos szdmok, a szorzatuk péros, ezek szerint 16|a — 1.
Tehat az a szam 16-tal osztva 1-et ad maradékul.

Vegyes feladatok — megoldasok

a) lgaz.
b) lIgaz.
c) lgaz.
d) Hamis, az 1-nél kisebb szamok esetén nem.
e) Hamis, a —1-nél kisebb szadmok esetén nem.

f) lgaz.
g) Hamis: 1§38 <1839,
h) Igaz.



E0) a) aeR; b) b>0; c) ceR; d) d<0; e) x=0.
am o) 25 >4, b) 922 <95 0 V2.3 =17 3.
EIA a) 33; b) 6; c) 1+4-J15;
d) 6-3/9; e) -1 f) 2
2) 6(\)/1; n Ax*-2-Yx —2x -1, i) 4va,
a a-1
TR a) §243; b) ¥500; c) 531

5
d) ?E; e) 1,2/(9 ; f) 1954;
3
g) ¥b; h) 15/5-
a

G a)5+5-Y5-5-45; b) 21 c)a-a-¥Ya+a-Ya.
10

2 Mivel a=——— =2-(/7 +/2), behelyettesitve a? —4 -7 -a=-20.

2145 =2 (YT 2), behely

Ha a befektetést b-vel, a hasznot h-val, az ardnyossagi tenyezSt pedig g-val jeldljiik:

h=gq- Ib.
a) Az 500 =g -3/1000 000 egyenletbl: ¢ = 5.
b) h=5-3/2000 000 ~ 630 Ft.
¢) Az 1500=5-3/b egyenletbsl: b =3003 =27 000 000 Ft.

21
2w |—
a) A fonalinga lengésideje b —‘? = /2 -szeresére novekszik.
Y
8

b) A fonélinga lengésideje b = \E = ? -szoroséra csokken.
2r - h
3t 8 o ll .
c) Ha t; =31, akkor —= > amibdl 3= 7, vagyis [} =91.
t 2w - [—
8
Tehét a fondlinga hosszat 9-szeresére kell novelniink, ha a lengésidejét meg akarjuk harom-

SZorozni.



a) H tartalmazza az egész szdmokat, a kifejezés értéke a, ha b =0.
b) Legyen x=a+b-2, y:c+d-\/§, ahol a, b, ¢, d € Z. Ekkor:
x+y=(a+c)+(b+d)-J2eH,
x-y=(ac +2bd)+(ad + bc) -2 € H.

¢) A megadott szdm eleme H-nak, mert:

J27=10-2 =\25-10 2 +2=A(5-+2) = 5-2| =5+ (1)-~2 e H.

d) A szam reciproka:

1 -b-2
_a-b V2 __a b Ne
a+b-\2  a*-2b* a?-2b> a*-2b?
Akkor kapunk egész szdmokat, ha a tortek nevezdinek értéke 1 vagy —1. Ennek megfelels

a és b értékek, példaul a =3, b =2 vagy a=7, b =35, természetesen ezek ellentettjei is
megoldasok:

1 1
- =3-2.42, —— —=-7-5.{2.
34242 7-5-J2
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10.3. A MASODFOKU EGYENLET

A masodfoki egyenlet és fiiggvény — megoldasok

a)
e)
i)

a)

d)

8)

(x-1)2+3;
(x + 8)2 - 60;
2-(x=2)%+5;

<

o

)
=
|
o
=
o
e
NN

Zg&rushelye nincs.
Minimum értéke: y = 2,

helye: x =4.
wase-1 [ 7
5.
5 11
) NN

Zérushely: x; =-6, x, =—4.

Minimum értéke: y = —1,

helye: x =-5.
Y
2-(x+1)2+1
5 L
=5 =l 1 5 X

Zé&rushelye nincs.
Minimum értéke: y =1,
helye: x =-1.

b) (x=3)2+ 1
f) (x=10)*-93;
J)3-(x=2)*-5;

b)

h)

IS

5 4 /1 5 x
(X +12-4
14

Zérushely: x; =-3, x, = 1.

Minimum értéke: y = —4,
helye: x =-1.

=<

(x =5

(3]

a1 5 X

Zérushely: x = 5.
Minimum értéke: y =0,
helye: x =5.

_..‘<
|

2-(x-37218

8+

Zérushely: x; =1, x, =5.
Minimum értéke: y = -8,
helye: x =3.

c) (x+2)2-3;
g) (x—1,5)2-0,25;
k) —(x +5)%+27;

c)

f)

d) (x-6)2-25;
h) (x +2,5)%-5,25;
) —(x=4)2 + 19.

e

-5 -1 il 5 X

(x=12-9

-9

Zérushely: x; =4, x, =-2.
Minimum értéke: y =-9,

helye: x = 1.
T
a1 56 0 X
-5+

(x-62-9

-9+
Zérushely: x; =3, x,=9.

Minimum értéke: y =-9,
helye: x = 6.

Zérushely: x; =1, x, =5.
Maximum értéke: y =4,
helye: x =3.



J) y k) y l) y
—(x+52+4 51 51
al
3..
5
i /\ . . /\‘ .
2‘[*7) 8 el e 52T 5 *
Al
- SR - -3-(x+2)2+3
5+ 5+
) ) 3 . . { .

Zérushely: x| = > X, =2. Zérushely: x; =-7, x,=-3.  Zérushely: x; =-3, x, =—-1.
o o 1 Maximum értéke: y = 4, Maximum értéke: y = 3,
Minimum értéke: y = —g, helye: x =—5. helye: x =-2.

7
helye: x = —.
A

a) a(x) = x> — 1, zérushelyek: x; =1 és x, =—1.

b) b(x) = (x + 1)? + 1, nincs zérushely.

c) c(x) = (x —2)?, zérushely: x = 2.

d) d(x) = (x +3)> - 1, zérushelyek: x; = -4 és x, = 2.

e) e(x) = (x —4)2 - 1, zérushelyek: x;=36ésx,=5.

f) f(x) = (x +2)> — 4, zérushelyek: x; =0 és x, = —4.

g) g(x) =2-(x—1)2 -2, zérushelyek: x; =0 és x, = 2.

h) h(x) =—(x + 4)2 + 9, zérushelyek: xp=-14és x,=-7.
B a) f(x)=(x+3)>+c-9.

Nincs zérushely, ha ¢ > 9. Egy zérushely van, ha ¢ = 9. Két zérushely van, ha ¢ <9.
b) gx)=(x—4)2+c—16.

Nincs zérushely, ha ¢ > 16. Egy zérushely van, ha ¢ = 16. Két zérushely van, ha ¢ < 16.

25
c——.

2
c) h(x)=(x—§)+ 1

Nincs zérushely, ha ¢ > ? Egy zérushely van, ha ¢ = % Két z€rushely van, ha ¢ < %

BB a) x> - 14x + p = (x — 7)> — 49 + p minden valés helyen pozitiv, ha p > 49.

2
b) 2x2—6x+p=2- (x - —) - % + p minden val6s helyen pozitiv, ha p> %

2

2
c) Sx2-8x+p=5 -(x - —) - ? + p minden valds helyen pozitiv, ha p> ?

5

B o) fx)=(x-2)2+1=x2—4x+5. Tehat b=—4; c=5.
b) f(x) = (x = 5)2=x2—10x + 25. Tehit b =—10; ¢ = 25.
c) f(x)=(x+3)2-3=x2+6x+6. Tehit b=6; c =6.
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A MASODFOKU EGYENLET

f(x) = (x—2)% -4, afiiggvény grafikonja az dbrdn lathato.
a) Az adott intervallumon egy zérus helyvan: x = 0. DT
b) Az adott intervallumon maximum taldlhat6 az x = —3 helyen,
értéke: y=21.
Minimum az x =2 helyen van, értéke: y = —4.

c) A fiiggvény szigorian monoton csokken, ha x € [-3; 2],
novekszik, ha x € [2; 3].

a)2-32-b-3+18=0, ebbdl b =12.

by b2 b?
b) f(x)= 2-(x —ZJ —§+18. Nincs zérushely, ha 18—?>O, -12<b< 12.

2 19
c) fx)y=2- (x - %) - % +18. g— 1, tehat b =4 esetén lesz az x = 1 helyen a minimum, ekkor

f(x)=2-(x—1)2 + 16, a minimum érték 16 és nem 10. Tehdt nincs a feltételnek megfeleld b.

A masodfoki egyenlet megolddképlete — megoldasok

a) x, =2, x,=-3; b) x1=§,x2=5; c) x1=§,x2=3;
d) x, =0, xz—g e) x; =20, x, =-20; ) x1 =12, x, =-12;
g) x; =13, x, =-13; h) nincs megoldas; i) x; =10, x, =-10;
J)x1=17,x=-7, k) x; =4, x, =-4; ) x; =11, x, =-11.
a) x;=0, x,=5; b) x; =0, x,=-T7,; c) x;=0, x, =-3;

4 15 1
d) x;=0,x,=—=; e) x; =0, x,=—; x1=0,x==;
) x1=0,x 3 ) x1=0, x 2 1) x 275

9 17

x1=0, xy=——; h) x;, =0, x,=—.

8) X 2775 ) x| 273
a) x;=2, x,=4; b) x; =2, x,=-6; c) xy=-2, x, =-6;
d) x,=-3, x,=-9; ¢) nincs megoldas; f)x=-1, x,=-9;
g) x =1, x,=-9; h) x; =3, x,=13; i) x; =6, x,=8.
a) x;=-4, x,=1; b) x;=1, x, =-5; c) x; =5, x=3;
d) x,=-3,x=T, e) x1=4,x2=—§; f) x=5;

3 1 2

X1 ==5,x==; h) x;=——, x,=2; i) x;==-3,x=——;

8) X 275 ) X 3 ) X 2773
) x 1 Xy =—4; k) x -7 X —é‘ /) nincs megoldas;
J) X 4 2 ’ 1=y g )



1

j)x1:4,x2:§; k)x1:2,x2:—5; ) x1=3,x=-1;

m) x1:2, x2:—15; }’l,) x1:3’ xzz_l; O)XZ—S;

BB a) x#5 és x #-5, x € R. Beszorzis és rendezés utan: 2x% — 50 = 0. Nincs megold4s.
b) x#4 és x #—4, x € R. Beszorzds és rendezés utan: x2—6x + 8 = 0.
Az egyenlet megolddsa az adott szdmhalmazon: x = 2.

1 1 L o . ,
c) x# 5 és x # —5, x € R. Beszorzés és rendezés utdn: 6x2 + 4x + 1 = 0. Nincs megoldas.

d) x+ % és x # —%, x € R. Beszorzis és rendezés utdn: x2—3x—10=0.

Az egyenlet megolddsa az adott szimhalmazon: x; =5 és x, = -2.
e) y#+2, y e R™. Atalakitds utdn:
- 6-y _ 2
3-0+2)-(y-2) y-2

Rendezve: 3y* + 7y — 6 = 0, amibdl: y, = % és y, =-3.

Az egyenlet megolddsa az adott szimhalmazon: y = 3.
f) a#=+3, a e R*. Atalakitds utén:
24 +12a Sa a+7 _
(@+3)-(a-3) a+3 a-3

Rendezve: 64> —17a -3 =0, amib6l: a; =3 és a, = —é.
Az egyenletnek az adott szdmhalmazon nincs megoldasa.
g) b#=+2, b e Q. Atalakitds utén:
16 +2b __b-1  2b+1 _
3-b+2)-(b-2) 2-(b+2) 3-(b-2)

Rendezve: 7b? —3b—22 =0, amibdl: b, =2 és b, = —%.

Az egyenlet megolddsa az adott szdmhalmazon: b = —H.
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h) d#0, d#+2, d e N. Atalakitds utén:
4 d 1

d'(d+2)=(d+2)~(d—2)_ d-d-2)
Rendezve: d? - 5d + 6 =0, amibdl: d, =3 és d, = 2.
Az egyenlet megolddsa az adott szimhalmazon: d = 3.

i) e#5, e -2, e € N. Atalakitds utdn:
21 2e  3-2+e)_,

(€-52 e-5 e+2
Rendezve: e —20e + 96 = 0, amibdl: e, = 12 és e, = 8.
Az egyenletnek mindkét gyoke megoldds az adott szdmhalmazon.
j) y#-1, y#3, y e Z. Atalakités utan:
y 2 _ 4y =0.
y=3 y+1 0=3)-0+D
Rendezve: y> —y—6 =0, amibdl: y, =3 és y, = 2.

Az egyenlet megolddsa az adott szdmhalmazon: y =—-2.

Az egyenlet diszkrimindnsa: 16 —20c. 4
a) Két kiilonboz8 valés megoldds van, ha 16 —20c¢ > 0, vagyis ¢ < —.

b) Egy valés megoldas van, ha 16 —20c¢ =0, vagyis ¢ = %

¢) Nincs valés megoldds, ha 16 — 20c¢ < 0, vagyis ¢ > 3
a) a-(-3)>2+6-(=3)-1=0, ha a=%.
b) Az egyenlet diszkrimindnsa: 36 + 4a.
Egy valds megoldds van: ,
I. Ha az egyenlet els6foki: a =0, ekkor x = 3

II. Ha a #0, D =36 + 4a =0, vagyis a =-9. Ebben az esetben x = %

c) Két kiilonboz6 valdés megoldds van, ha a #0 és 36 + 4a > 0, vagyis ha a >-9, de a #0.
d) Nincs valds megoldas, ha 36 + 4a < 0, vagyis ha a <-9.

Az egyenlet diszkrimindnsa (2m + 1)2—4m-(m —3) = 16m + 1.
a) Egy valés megoldas van:
I. Ha az egyenlet els6foku, azaz m = 0, ekkor x =-3.

II. Ha m # 0, a diszkriminans 16m + 1 =0, amib8l m = —%.
Az egyenlet: _L. x2 - 14, X — ik =0, a megolddsa x =-7.

16 16 16

b) Két megoldds van, ha 16m + 1 >0, azaz m>—%, de m#0.

¢) Nincs megoldds, ha 16m + 1 <0, azaz m<—%.



Vizsgaljuk meg az egyenlet diszkrimindnsat:
D=4-(5k+3)?-20-(5k* + 6k + 1) = 16.
Eredményiink azt mutatja, hogy konnyen megkaphatjuk az egyenlet gyokeit:

2171 o}

x:2-(5k+3)+4:10k+1():k+1

L 2:(k+3)-4 _10k+2_ 1
! 10 10 2 10 10

k+—.
5
A gyokok kiilonbsége: x; — x, = rt valéban fiiggetlen k-tdl.

Ha van val6s gyok, akkor az egyenlet diszkrimindnsa nemnegativ:
D=4-(a-=b+c)>=12-(a>+b%>+c?)>0.
4-[(a-b+c)?-3-(a?+b*+c2)]=-8-(a%+ b%+ c? + ab —ac + be).

Teljes négyzeteket kialakitva:
D=-4-[(a+b)*+(a—-c)*+(b+c)?],
ez a kifejezés soha nem pozitiv, csak akkor van megoldés, ha 0-val egyenld.
Ekkor a+b=0,a—-c=0és b+c=0.
Mindharom feltétel teljesiil, ha a = ¢ = -b.

Atalakitva:

Ekkor a ¢ helyére a-t, és b helyére (—a)-t helyettesitve és 3-mal osztva azt az egyenletet kapjuk,
hogy a?x? +2ax+1=0, ahol a #0.

1
Az egyenlet egyetlen megolddsa x = ——.
a

A gyoktényezos alak. Gyokok és egyiitthatok kozotti
osszefiiggés — megoldasok

a) (x=2)-(x+3); b) (x+4)-(x+3); c) (x=5-(x+7);

d) (x+10)-(x + 6); e) (x—8)% f) nincs megfeleld szorzat;
g) x+3)-(x-3); h) 2-(x+7)% i) Bx+2)-(x+2);

j) @x—1)-Bx+5); k) 3-2x)-(x+6); [) (4-3x)-(4x+1).
a) x2—Tx+12=0; b) x2-5x-14=0; c) x2+9x+18=0;
d) x> +4x-5=0; e) x2-36=0; f)x2—33x+252=0;
g) X2 +4x=0; h) 6x2-7x+2=0; i) 15x2+x-2=0;

j) 20x2+19x +3=0; k) 30x2 + 19x — 28 = 0; ) 72x*—41x-91 =0.
Példaul:

a) x>-3x+2=0; b) x2+2x-3=0; c) 3x2+x-2=0;

d) 4x2+7x+3=0; e) 13x2-35x +22=0; f) x2=3=0;

g) X2 —4dx+1=0; h) x> —14x+31=0.

x2+7x+12_(x+4)-(x+3)_x+3. 3x2—13x—10_(3x+2)~(x—5)_3x+2'

- - B b - - ’

2+2x-8 (x+4)-(x-2) x-2 )2x2—7x—15 2x+3)-(x-5) 2x+3
o) 2x2+3x-5 _(2x+5)-(x-1) _x-1, 10x2—13x—3_(5x+1)-(2x—3)_5x+1
2x2+11x+15 (2x+5)-(x+3) x+3° —8x2+14x-3 (3-2x)-(4x—1) 1-4x

.................. . 36



A MASODFOKU EGYENLET
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5
Ay a) x)+ x, =—5;

b) xl-x2=—%;

1 1 x+x
LI |
X1 Xy XX

=5;

d) x12+x22=(x1+x2)2—2~x1-x2=%;

e) x3+ x4 =—(x; +x2)=§, X3 X4 =X -x2=—%, az egyenlet: 2x>—5x—1=0.
f) Ha x3=x; -2 és x4, =x, — 2, akkor:
13, 17
X3+X4—.X1+X2—4——? €S .X3'.X4:xl'X2—2'(.xl+.XZ)+4:?.

Az egyenlet: 2x2 + 13x+ 17 =0.

a) Az x,%- x, + x, - x,° kifejezést dtalakitva: x, - x, - (x; + x,), majd ebbe helyettesitve a Vieté-
formuldkkal kapott eredményeket (x; + x, = -7; x| - x, = 12) kapjuk, hogy:
X2 Xy + X xy” = -84,
Vegyiik észre, hogy x,? + x> = (x| +2)* = 2-x; - x,. Ebbe helyettesitsiik a Viéte-formuldkkal
kapott eredményeket (x; +x, =-7; x; - x, = 12). Igy kapjuk, hogy:
x% +x,% =25.
b) Hasonlban az a) feladathoz, kapjuk, hogy:

‘ 25
xlz-xz +x1-x22= e€s X12+XZ2=I.

2
c) Hasonléan az a) feladathoz, kapjuk, hogy:

15 . 29

X2 xy + Xy x? = és  x; +x22=7.

Az x)%2 + X2 = (X + X,)* = 2 X, - X, dtalakitdst elvégezve, az egyenletbe helyettesitjiik a Viéte-
formuldkkal kapott eredményeket (x; + x, = —p; x| - x, = —15), igy kapjuk, hogy:

34 =(-p)>-2-(-15), amibsl p==2.
Oldjuk meg a megfelelS egyenleteket paraméteresen, és alakitsuk szorzattd:
2 -2xy-3y?  (x+y)-(x-3y) _x+y,
oy +3y? (- -(-3y) x-y

2x2 + Sxy — 3y2 _(2x—-y)-(x+3y) _ x+3y.
2024 3xy—2y2 (2x—y)-(x+2y) x+2y

b)

x2+(3—2y)~x—6y_(x—2y)~(x+3)_x+3.
X2-(1+2y)-x+2y (x=2y)-(x-1) x-1

6x2 +(15+4y)- x+10y (Bx+2y)-(2x+5) 2x+5
6x% + (4y —9)- x — 6y (3x+2y) (2x - 3) T2 -3




A gy6kok és egyiitthatok kozotti dsszefiiggések alapjan:

V= xl +x2 —(x1+x2) —2x;-x,=p p?-2gq,
Yy =X3 + 3= (0 + xp)% = 3x7 - x5 = 3y - %3 = () + x0)° = 3x; - Xy - (4 + xp) =
=(p)y-3q-p)=-p’+3p-q.
A keresett egyenlet egyiitthat6i szintén felirhatok a gyokokkel, ezért a megtelel$ egyenlet:
Y2 =[(p*-29)+ Gp-g-pH]-y+(p*-29)-BGp-qg—p> =0.
Felbontva a zar6jeleket:
Y2+ (pP—p*=3p-q+2q)-y-p’+5p>-q-6p-q*=0.

Masodfokiira visszavezetheté6 magasabb fokszamu egyenletek,
masodfoku egyenletrendszerek — megoldasok

a) x>=4: x; =2, x,=-2; vagy x> =1: x3=1, x, =—1.

b) x*=9: x;, =3, x,=-3; vagy x’=1: x3=1, x, =—1.

c) x> =4: x; =2, x, =-2; vagy x> =—5: nincs megoldésa.

d) x*=9: x; =3, x, =-3; vagy x> =—1: nincs megoldésa.

e) x>=25: x; =5, x, =—5; vagy x> =—5: nincs megoldasa.

f) x*=—4 vagy x?=-7: nincs megoldésa.

g) x2:l; x| :l, xzz—l; vagy x2=i: x3=l, x4:—l
4 2 2 16 4 4

h) x*= €. x| = l, Xy = —l; vagy x? =—-3: nincs megoldésa.
25 5 5

i) x3=—-1: x; =-1; vagy x*=8: x,=2.

j) x3=27: x,=3; vagy x*=1: x, = 1.

k) x3=—1: x; =—1; vagy x3=-8: x, =-2.
1) x3=—-1: x; =—1; vagy x3=5: x, = 3/5.

1 7
a)x1=1,y1:1;x2:—5,y2=z; b) x;=8,y1=4 x,=3, y,=-1;

8 23 13 73
c)x; =2, =1, %=—=, y,=—; d) x, =1, 1, xy=——, yy=——;
) x1=2, y; 2= 2= ) x; v = 210" 27 5

3
e) x;=5y1=20=2,=>5 f)x1=2,Y1=32x2=—5,J’2=—4§
1 1

g)x1=1’Y1=2§x2=6,)’2=§§ h)x1=—z7)’1=8§x2=—2’}’2=1§
. . 8 31
)x;=3, y=Lx=-3,y,=1 J)xlzg,yl —?;xz——4,y2—5
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A MASODFOKU

a) Ha a = (x - 2)? az egyenlet: a® — 5a + 4 = 0. Megolddsai: a=1 és a=4.
Visszahelyettesitve: (x—2)>= 1, amib6l x; =3, x, = 1;
(x=2)%=4, amib6l x; =0, x, = 4.
b) A b= (x+3)? helyettesitéssel: b>—7b — 18 = 0, aminek megolddsai: b; =9, b, = 2.
Visszahelyettesitve: (x + 3)2=9, ahonnan x;=0, x, =-6;
(x + 3)2 = -2, aminek nincs megoldisa.
c) A ¢ =(x+5)? helyettesitéssel: ¢>— 13c — 48 = 0, aminek megolddsai: ¢, = 16, ¢, =-3.
Visszahelyettesitve: (x + 5)2 = 16, amibdl xp=-1,x=-9;
(x + 5)? = -3, aminek nincs megoldisa.

d) A d=(x-3)? helyettesitéssel: 364> — 13d + 1 = 0, aminek megoldasai: d, —i d, = %
Visszahelyettesitve: (x —3)% = l, amib6l x, = z, Xy = é;
4 2 2
1 10 8
x—-3)2=—, amibSl x; = —, x, = —.
(=7=3 T3N3

a) Az a =x? + 6x helyettesitéssel: a-(a +4) — 77 = 0, aminek megoldasai: a;=7, a,=-11.
Visszahelyettesitve: x2 4+ 6x =7, amibdl x=1, x,=-T,
x2 4+ 6x =—11, aminek nincs megoldésa.
b) A b =x?—4x helyettesitéssel: b-(b—3)— 10 = 0, aminek megoldasai: b, =5, by=-2.
Visszahelyettesitve: x2—4x =5, amibdl x1=5, x=-1;
x2—4x=-2, amib6l x3 =2+ /2, x, =2 - 2.
c) Az egyenlet talakithaté: (x? —2x)2—11-(x2—2x) +24=0.
A c=x2-2x helyettesitéssel: ¢2—1lc¢c + 24 =0, aminek megolddsai: ¢; =8, ¢, =3.
Visszahelyettesitve: x> —2x =8, amibdl x; =4, x, = -2;
x2—2x =3, amibdl x3=3, x4=-1.
a) Az els6 egyenletbe helyettesitve a masodikat: —8 —2x + y = 2, ebbdl y-t kifejezve és behelyet-
tesftve a masodik egyenletbe: x% + 5x +4 =0, ebbdl x; =1, y; =8; x, = -4, y, =2.
b) Az els6 egyenlethez hozzdadva a mdsodik 4-szeresét: 13x% =117, ebbdl: x; =3, y; = 1;
X2=3, y2=—1; X3=—3, Y3 = 1, X4=—3, y4=—1.
c) Az els6bdl helyettesitve a mésodikba, beszorzds utdn: x* — 17x + 30 =0, ebbdl x, = 15, y, = -10;
Xy = 2, Yo = 3. 1
d) A masodikbdl helyettesitve az elsGbe, beszorzds utan: 2y2 +3y-2=0, ebbdl: x; =1, y; =—;
Xy = 6, Y= —2. 2
e) Az elsé egyenletbsl a masodikba helyettesitve az x* — 20x2 + 64 = 0 egyenlet adédik, ebbdl
X =4y =-2ixm=-4 y,=2,x3=2, y3=-4 x4 =-2, yy=4.
f) Az els6 egyenletbSl a masodikba helyettesitve az x* — 3x2— 54 =0 egyenlet adédik, ebbdl
x1=3,y1=2x=-3, y,=-2.
g) Osszeadva az egyenleteket: 2x* + 2x = 60, megoldva és visszahelyettesitve: x; =5, y; = 1;
X=5y=-2,x03=-6, y3=1; x4 =6, y, =-2.
h) A két egyenlet bal oldalat szorzatta alakitva és elosztva az els6t a méasodikkal: X -4, ezt
visszahelyettesitve: x; =—-4, y; = 1;x, =4, y, =-1.



a) Mivel az x = 0 nem megoldas, eloszthatjuk mindkét oldalt x2-tel:

2-(x2+i2)—9-(x+l)+14:0.
X X

1 1
Helyettesitsiik az y = x + —-et, ekkor x2+ —= y2-2.
X X

(9]

Az egyenlet: 2- (y2 —2)-9y+ 14 =0. A megolddsai: y; ==, y, = 2.

N =

. 1 .
Visszahelyettesitve: x + —= % A megolddsai: x; =2, x, =
X

x4+ 1 =2. Amegoldésa: x3 =1.
X
b) Mivel az x = 0 nem megoldas, eloszthatjuk mindkét oldalt x2-tel:

6-(x2+izj—5-(x+l)—38=0.
X X

1 1
Helyettesitsiik az y = x + —-et, ekkor x2+ —= y2 2.
X X

Az egyenlet: 6-(y*> —2) — 5y — 38 = 0. A megolddsai: y, = ? Yy =——.

Visszahelyettesitve: x + ! = % A megoldésai: x; =3, x, = %;
X
X+ l = —é. A megoldésai: x3=-2, x4 = —l.
X 2 2

a) Ha megvizsgéljuk az egyenletet, kideriil, hogy az x; = 1 megoldas, ennek megfelelGen alakitsuk:
xex-D-—x-(x-1)-12-(x-1)=0,
(x-1)-(x2—x-12)=0.
A szorzat mdsik tényezdje is lehet 0: x? —x — 12 = 0. A megolddsai: x, = 4, x5 =-3.
b) Az egyenlet egyik megolddsa az x; = —1. Alakitsuk szorzatta:
2 x+D-x-x+1)=6-(x+1)=0,
(x+1)-x2=x-6)=0.
Ha a mésik tényez6 0: x> —x — 6 = 0, aminek a megolddsai: x, = 3, x3 = —2.
c) Az egyenlet egyik megolddsa az x| = 2. Alakitsuk szorzatta:
X2 (x=2)+9%-(x—2)+20-(x—2)=0,
(x —2)-(x2+9x +20)=0.

A mésodik tényezébdl: x2 + 9x + 20 = 0, aminek a megolddsai: x, = -4, x; = 5.

Masodfoki egyenl6tienségek — megoldasok

a) x<-7 vagy x>17, b) —10<x<10; c) x<—6 vagy x 2 6;
d) -20 < x < 20; e) xeR,; f) nincs megoldas;
g) —J15 <x <15; h) x <—~/7 vagy x>/7; i) x<-3 vagy 0<x;
Jj) —§<x<0; k)x<Ovagyx>§; ) 0<x<5.



d)

g)

J)

(2186 Jfe)

-T<x<l1;

y d

o

14

INERENE

nincs megoldas;

y g
1 {
-5 1| 1 5
3
—=<x<2;
2
J y
051
0,11
-1,0 -05 -01 | 01

{05 1;2;3; 45}

x<-2 vagy -1 <x;
3 gy 3<F

e)

h)

c) {-5;-4;-3;-2;-1;0; 1;2; 3};

e) {=7,-6,=5-4;-3;-2;-1;0; 1, 2; 3: 4, 5};
g) {-9;-8;-7;-6;-5;-4;-3;-2; -1, 0};

x<-2 vagy 4<x;

x<—6 vagy -1 <ux;

h y
1..
_.5 \7 ;
_5-.
5 1
—S<x<—=;
2 2
y
051
01
EXRRY YAV
é <x< 2;
5 7

D)

3<x<6;
f y
5.
1.
-0 -5 a1 x
xeR;
y i
5
1.
-5 -1 1 I X
xeR;
280
5.
1.
-5 -1 1 I |

nincs megoldas.

b) {=5-4,-3;-2;-1,0; 1, 2; 3; 4};
d) minden egész szdm megoldas;

f){=4:-3;-2;-1;0;1; 2; 3};
h) {-6;-5;-4;-3;-2;-1;0; 1; 2};

i) {=12;-11; -10; =9; =8; -7; =6; =5; —4; =3; =2; =15 0; 15 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8}.



MEGOLDASOK - 10. EVFOLYAM

a) Az x kiemelése utdni masodfoku kifejezést alakitsuk szorzatta: X=3 50
B+x-12x=x-(x+4)-x-3)<0. T
_____ X+4>0
Amegoldds: x<-4 vagy 0<x<3. K50
-4 0 3 5
— o—9
b) Az x kiemelése utdni masodfoku kifejezést alakitsuk szorzatta: Y+5>0
3 2 — e
—2x° =Tx*+ 15x=x-3-2x)-(x+5) > 0. 3-2>0
3
A megoldés: x <5 vagy 0<x< 2 e il
-5 03 5
—0 o—g

c) x2<—8 vagy x% >4, az elsének nincs megolddsa, a masodikbol: x <—2 vagy 2 < x.

d) 1 <x*<9, amib6l -3 <x<-1 vagy 1 <x<3.

—x2 (6 —
4318 _(43):6-0

A a) Anevezs: x2+7>0. b)
x—-4 x—4
A megoldés: x <-5. A megoldds: x <-3 vagy 4 <x<6.
y EnEEEEEEEl £=420
ol fy=x247 —XeT20 Y=+ 18 exx0
_x+8<0 . 2 |[EEEEESEIIEIEINENEREREmEy x+3>0
-5 0 -3 0 4 6
7
2T 24
10 B 10 X 210 iy }/ 10 X
y=x+5
-10 + -10
xz—x—6_(x+2)-(x—3)> x2—7x+15_ x2—7x+15
x2-x-2 (x-2)-(x+1) x2+7x-18 (x-2)-(x+9)
ezért: x<-2 vagy -1 <x <2 vagy 3 <ux. A megoldds: -9 <x < 2.
,,,,,,,,,,, o X+1>0 X2-7x+15> 0
S —— = i oo
,,,,,,, 320
o X+220 I -2 )
T1° 210 23 101 = 0 &

11! 27 [ y=x2-7x+15
: i 2 || 0 X

5

y=x2+7x-18




x2—8x+15_(x—5)-(x—3)
x2-3x—4 (x+1)-(x—4)

A megoldas: -1 <x<3 vagy 4 <x<5.

yh\y=x2-8x+15

5 -

-1 y=x2-3x-4

x2-16 _(x—4)-(x+4)<0
$2-2x-24 (x+4)-(x—-6)

g)

A megoldds: 4 <x<6.

-6>0
y= x2-16 y SRR, -,
7777777 X+4>0
pdl L LIl L1 1 x-4=0
_:10 _2: 4 0 46
—o

a) W>O, x#3.

Meghatdrozzuk, hogy a feladatban szerepl§ (x —5), (x —2) és
(3 —x) kifejezések mely értékekre pozitivak, illetve negativak.
Az abra szerint a megoldds: x <2 vagy 3 <x<5.

x—le—Z

b
) x-2 x-

, x#2, x# 1.

Redukaljuk nulldra az egyenlGtlenséget, majd a k6zos nevezire

hozatal és 0sszevonds utdn kapjuk:
_2x-3
(x-1-(x-2)

A kifejezések elGjelvizsgalata utdn a megoldas: 1 <x < %

h)

2x2—7x—4_(x—4)-(2x+1)<0
24+x-6  (x+3)-(x-2)

A megoldas: -3 <x£—% vagy 2<x<4.

x-420
=]

| y=2x2-7x-4

2x2+x-15 _ (x+3)-(2x-5) >0
—x2+15x-50 —(x-5)-(x-10)

A megoldas: -3 <x S% vagy 5 <x< 10.

y=2x2+x-15

y=-x2+15x-50




c)

d)

f)

5 x-1

1+ <—, XxX#X2. _
x=2 24x e a=2>10
Redukadljuk nulldra az egyenlStlenséget, hasonldan a b) feladat — ------- o x+2>0
megoldasahoz. A kozos nevezdre hozatal, és az 6sszevonds utdin 2&+1>0
a kovetkezd egyenlGtlenséghez jutunk:
-2 _10 2
& <0, melybdl: M < o 4 o
x+2)-(x=-2) x+2)-(x-2)

A hanyadosban szerepl? kifejezések elGjelvizsgalata utan kapjuk, hogy az egyenlétlenség meg-

olddsa: x < -2 vagy -3 <x<2.

3 1
1+ <—, x#0,x#1.
242x x  ee 1hx> (:J
Atalakitds utdn az alabbi egyenl6tlenséghez jutunk: e -~ :0>
1+;_lgo, melybdl: wgg. ,,,,,,,,,,,,,,, 2x-120
2-(1+x) x 2x-(1+x) AR
A kifejezések elgjelvizsgélat utdn kapjuk, hogy az egyenlGtlenség — o_g

megolddsa: —2 < x <-1 vagy 0<x£%.
=5

—_—>

4x? —4x +1

Mivel a szamldlé konstans és negativ, igy a hdnyados akkor pozitiv, ha a nevezdje negativ.
A nevezét teljes négyzetté alakitva kapjuk: (2x — 1)2, amely kifejezés soha nem lesz negativ.

0, x#—.
2

Az egyenl6tlenségnek nincs tehat megoldésa.

LZO, x#-2,x#1.

6-5x-x* X-1>0

Mivel a szdmlalé konstans és pozitiv, igy a hdnyados akkor pozi- 620

tiv, ha a nevezs pozitiv. (Az egyenldség soha nem teljesiilhet.) ~  ----------------——- ahl L

A 6 —5x —x? kifejezést szorzattd alakitva: —(x + 6)- (x— 1) >0,

vagyis (x + 6)-(x — 1) < 0 egyenl6tlenséghez jutunk. - o1
OO

Elgjelvizsgalatot tartunk. E szorzat akkor negativ, ha a két ténye-
zGje ellenkezd elGjeld (és ez egyszerre teljesiil).

Az egyenl6tlenség megolddsa: —6 <x < 1.

Az x> -3x-10=0, ha x; =5, x, = -2.
Az egyenl6tlenség kiilonboz4 alaku lesz:

I

II.

Ha x < -2 vagy 5 <x, akkor x> —3x - 10<x +7.

Azaz x2 —4x — 17 <0, ennek megoldasa: 2 — /21 <x <2 ++/21.
A feltétellel Gsszevetve: 2 — /21 <x< -2 vagy 5<x <2 ++/21.
Ha -2 <x<5, akkor —x?+3x+ 10<x + 7.

Azaz 0 < x2—2x -3, ennek megolddsa: x < -1 vagy 3 <ux.

A feltétellel osszevetve: —2 <x < -1 vagy 3<x<5.

A végeredmény: 2 — /21 <x < -1 vagy 3<x<2+/21.



a) A tortnek és a gyokoknek akkor van értelme, ha:

x2-3x-2820 és x?+3x-18>0. 10}
Az elsé megoldésa: 5t

x<—-4 vagy T7<x.
A méasodik megoldésa:

-15 10 5 50 10 15X

x<—-6 vagy 3<ux.
A koz0s megoldas: X2 +3x-18

x<—-6 vagy 7<ux. 20

x2—-3x-28

b) A gyoknek akkor van értelme, ha: )

2
— — 10+ x-4>0
x“—-3x-28 S

x2+3x-18 51 S

A szamlalot és a nevezGt szorzattd alakitva: 5 10
(x—7)~(x+4)20.
x-3)-(x+6
( ) ( ) X2+ 3x-18

A megoldés:
x<—-6 vagy -4<x<3 vagy 7<ux.

Mivel az egész szamok korében keressiik a megoldést, ha x = 0, akkor a harmadik egyenl&tlenség

miatt z =0, és a masodik miatt y = 0.
Altaldban is igaz, hogy ha valamelyik ismeretlen 0, akkor a mésik kettd is az.
Ha egyik ismeretlen sem 0, adjuk 6ssze a harom egyenlGtlenséget:

3x2 +3y2 4322 4+ 2xy + 2yz + 2x2 <3+ x2 + y2 + 72,
2x2 +2y% 4272 +2xy + 2yz +2x7 <3,
(x+y)? +(y+2)> +(x+2)* <3.

A teljes négyzetek nemnegativak és az ismeretlenek 0-t6] kiilonb6z6 egészek.
Csak akkor kaphatunk megoldast, ha:
(x+y?<1l, (+22<1, (x+2)<1.

A teljes négyzeteken beliil a tagok nem lehetnek azonos elGjeltiek, mert akkor pl. |x +y|>2 miatt
(x+y)2>4.

Tehat csak az fordulhat el§, hogy x és y ellentétes elGjeld. Minden pérra teljesiilnie kellene
az elébbinek, ami lehetetlen.

Tehét az egyenl6tlenség-rendszer egyetlen megolddsa az egész szdmok korében a kovetkezd

szamharmas:
x=y=z=0.



Paraméteres masodfoku egyenletek — megoldasok

BB Az adott egyenlet gyokei akkor egyenldek, ha a diszkriminénsa 0. Tehdt atalakitva az egyenletet,
kapjuk, hogy: X2 (Ap—1)-x+15p2—2p -7 =0.

Vagyis: [-2-(p— D' ~4-(15p2 - 2p - T) = 0.

Az egyenlet megolddsai: p; =4 és p, =2.

Valéban, a p = 4 helyettesitéssel kapott egyenletiink: x2 — 30x + 225 =0, ami (x — 15)% =0, igy
tehdt a parabola érinti az x tengelyt.

A p =2 helyettesitéssel kapott egyenletiink: x% — 14x + 49 = 0, vagyis (x —7)? = 0. Ez a parabola
szintén érinti az x tengelyt.
BED a) Az egyenlet diszkrimindnsa: 81b% Megolddsai: x; = 2b, x, = —7b.
b) Az egyenlet diszkrimindnsa: 9 + 24b + 16b? = (3 + 4b)% Megoldésai: x; = 4b, x, = -3.
5b

c) Az egyenlet diszkriminansa: 289h2 = (17b)% Megoldésai: x, = g, Xy = >

d) Ha b =0, akkor az egyenlet els6foki, a megolddsa: x = 0.

Ha b # 0, akkor az egyenlet diszkrimindnsa: 16b* + 16b2 + 4 = (4b% + 2)2, igy a megolddsok:
2

x| = e Xy =—4b.
BED o) Vizsgaljuk meg, hogy az egyenlet diszkrimindnsa mikor nemnegativ:
(2b)> -8-(b+4)=0,
b*—2h-820.
Ennek a megolddsai: —2 > b vagy 4 < b.
Tehat az egyenletnek nincs megolddsa, ha —2 < b < 4;
1 megolddsa van, ha b =-2, ekkor x =1,
vagy ha b =4, ekkor x =-2;
2 megolddsa van, ha -2 > b, vagy 4 < b.

b) Ha b =0, az egyenlet els6fokd, egy megolddsa van: x = %

Ha b #0, vizsgaljuk meg, hogy mikor lesz a diszkrimindns nemnegativ:
64 -4b-(10-0)20,
b? —10b +1620.
Megolddsai: b <2 vagy 8 <bh.
Tehat az egyenletnek nincs megolddsa, ha 2 < b < 8§;

1 megoldasa van, ha b =0, ekkor x = %,
ha b =2, ekkor x =2,
ha b =8, ekkorx=%;

2 megolddsa van, ha b <0 vagy 0 <b <2 vagy 8 <b.



a) A tortek miatt x #3b és x #—3b. A kozos nevezd az (x — 3b) - (x + 3b) = x2 — 9b? szorzat,

ezzel beszorozva:
(4x + b)- (x +3b) + 3x + 7b) - (x — 3b) = 8x% + 6b2

Elvégezve a miveleteket:
x2— 11bx +24b% = 0.

Megolddképlettel megoldva: x| = 8b, x, = 3b, ez utébbi nem megoldds, az el6bbi pedig csak
akkor, ha b #0.

Tehéat ha b =0, az egyenletnek nincs megolddsa, ha b # 0, akkor x = 8b.

b) Vizsgiljuk meg a nevezSket: x2 + bx + b2 # 0, mivel az x2 + bx + b = 0 egyenlet diszkrimi-

nansa —3b2, csak akkor van megoldds, ha b =0, ekkor x =0.

Az x3—b3#0 és b—x#0 mindkettd teljesiil, ha x # b.

Tehat minden tort értelmezhetd, ha x # b.

Legyen a kozos nevezd az (x2 + bx + b?) - (x — b) = x> — b3, ezzel beszorozva mindkét oldalt:
x-(x=b)—=3b%=—(x2 + bx + b?).

Megoldédsok: x; = b, x, =—b, az elsé a feltételek miatt nem megoldas.

Tehdt ha b =0, az egyenletnek nincs megolddsa, ha b # 0, akkor x =—b.

a) Akifejezés minden valds szamra pozitiv, ha az x2 — 2bx + 2b + 15 = 0 egyenlet diszkriminansa
] p gy

negativ:
(=2b)? —4-(2b +15)<0,

b%*-2b-15<0.
Megolddsa: -3 <b < 5.

b) Akifejezés minden valds szdmra pozitiv, ha b >0 és a bx? + bx —4x + 4 — b =0 egyenlet diszkri-

mindnsa negativ:
(b—4)?—4b-(4-b)<0,

b-4)-(b-4+4b)<0,
(b-4)-(5b-4)<0.

4 . .
Az egyenl6tlenség megoldasa: 3 < b <4, és ez mindkét kezdeti feltételnek megfelel.

a) A kifejezés minden valés szamra negativ, ha b <0 és a bx? + bx + 3x + b + 3 = 0 egyenlet

diszkrimindnsa negativ:
(b+3)?—4b-(b+3)<0,

(b+3)-(3-3b)<0.

Az egyenl6tlenség megoldasai: b < -3 vagy 1<b.
Mindkét feltétel teljesiil, ha b < —3.

b) Akifejezés minden val6s szdmra negativ, ha b <0 ésa bx? — 12x + 15 — b = 0 egyenlet diszkri-

mindnsa negativ:
144 - 4b-(15-b) <0,

b% —15b+36<0.

Az egyenl6tlenség megolddsa: 3 <b < 12.

Mivel a két kezdeti feltétel metszete az lires halmaz, nincs olyan b paraméterérték, amelyre
a kifejezés minden valds helyen negativ értéket venne fel.



Vizsgiljuk meg el6szor az egyenlet diszkrimindnsét: D = (b + 1)% + 8- (b + 1) > 0, ezért minden
valds b esetén két megolddsa van az egyenletnek.

Nézziik a gyokok szorzatdt: x; - x, = ST negativ, mert b2+ 1> 0.
+

A szorzat negativ elGjele azt jelenti, hogy megolddsaink ellentétes elGjeltiek, tehat a ]0; 1] inter-
vallumba legfeljebb az egyik gyok keriilhet, a pozitiv elGjeld.

Gondoljunk most az f(x) = (b>+ 1)-x% + (b + 1) - x — 2 mésodfokd fiiggvényre, melynek b2+ 1>0
miatt minimuma van, és két zérushellyel rendelkezik.

A pozitiv zérushely akkor keriil a ]0; 1] intervallumba, ha a fiiggvény a 0 és az 1 helyeken ellen-

tétes eldjeld értéket vesz fel.
Mivel f(0) = -2, ezért f(1)=b%+1+b+1-2>0 kell teljesiiljon.
Ebbél b2+ b >0, ha b < -1 vagy 0<b.

Tehdt b <—1 vagy 0 < b esetén teljesiil, hogy az egyenletnek pontosan az egyik gydke esik a |0; 1[
intervallumba.

Négyzetgyokos egyenletek és egyenldtlenségek — megoldasok

a) Ertelmezési tartomdny: x >—4, megoldds: x = 5.
b) Ertelmezési tartomany: x > 5, megoldds: x = 86.

c) Ertelmezési tartomdny: x > %, megoldas: x = 2.
d) Ertelmezési tartomany: x > —%, nincs megoldas.
. L. . 11 ,
e) Ertelmezési tartomany: x 2> e megoldds: x=9,5.
. L. . 13 , 77
f) Ertelmezési tartomdany: x > FE megoldés: x = 3
. L. . 5 ,
g) Ertelmezési tartomdny: x > vk megoldas: x =2.
. . . 1 .
h) Ertelmezési tartomany: x > — megoldas: x=0.
i) Ertelmezési tartomény: x > 2, azt kapjuk, hogy x = 1, de ez nem megoldas.
j) Ertelmezési tartomény: x > —%, megoldds: x =-1.

k) Ertelmezési tartomany: x > %, megoldds: x = %

[) Az értelmezési tartomany az iires halmaz, nincs megoldés.

a) Ertelmezési tartomany: x > 0. A mésodfoki egyenlet gyokei: x; =3, x, = 2.
Csak x =3 megoldais.

b) Ertelmezési tartomény: x > 4. A mésodfokii egyenlet gyokei: x; =7, x, = 2.
Csak x =7 megoldas.



.............................................

¢) Ertelmezési tartomany:
Csak x =5 megoldas.
d) Ertelmezési tartomany:

e) Ertelmezési tartomény:
Csak x = -3 megoldas.
f) Ertelmezési tartomdny:

g) Ertelmezési tartomény:
h) Ertelmezési tartomany:

i) Ertelmezési tartomany:
Csak x =4 megoldas.

j) Ertelmezési tartomény:
Csak x =0 megoldas.

k) Ertelmezési tartomény:
Csak x = -2 megoldis.

I) Ertelmezési tartomany:
a) Ertelmezési tartomdny:
b) Ertelmezési tartomany:

c) Ertelmezési tartomany:

x 2 1. A masodfoku egyenlet gyokei: x; =5, x, =0.

x = —-4. Megolddsok: x; = -4, x, = -2, mindkettd megold4s.

x < 1. Amdsodfoku egyenlet gyokei: x; =-3, x, =2.

x =2. Megoldésok: x; =4, x, = 2, de csak az x = 4 megoldas.
x> —? Megoldédsok: x; =0, x= —%, mindkett§ megoldas.

X2 g Megoldédsok: x; = 3, x, = 2, mindkett§ megold4s.
3 p § . 1
x> 5> A mésodfoku egyenlet gyokei: x| =4, x, = s

x> —%. A mdésodfoku egyenlet gyokei: x; =0, x, = —%.

x < % A masodfoku egyenlet gyokei: x; = g, Xy =-2.

X2 g Megoldasok: x; =35, x, = %, de csak az x = 5 megold4s.
X2 —%. négyzetre emelés utdn: x > 1. A megoldds: x > 1.
19

1
X2 % Négyzetre emelés utdn: x < ?9 A megoldas: % <x< R

X2 % Mivel az egyenlGtlenség bal oldala nemnegativ, a jobb oldala

pedig negativ, ezért a megoldds: x = s

d) Ertelmezési tartomany:

e) Ertelmezési tartomény:
megoldas.

f) Ertelmezési tartomany:

g) Ertelmezési tartomany:

h) Ertelmezési tartomany:
BB ) Ertelmezési tartomény:
b) Ertelmezési tartomany:

az els6 megoldas.
c) Ertelmezési tartomany:

x> % Négyzetre emelés utian: x > % A megoldés: x > %

4 . . L
X2 3 A bal oldala nemnegativ, a jobb oldala negativ szam, ezért nincs

oo

X2 —%. Négyzetre emelés utdn: x < % A megoldas: —% <x<-—.

3

1 1
x < 4. Négyzetre emelés utdn: x < 5 A megoldas: x < —5

x < 3. Négyzetre emelés utdn: x >—-22. A megoldds: —22 < x < 3.

x = 3. Két négyzetre emelés utdn a megoldas: x =7.

X2 g Két négyzetre emelés utdn a megolddsok: x; =3, x, = % Csak

x 2 —1. Két négyzetre emelés utdn a megoldasok: x| = 47, x, = —1.

Az ellen6rzésbdl kidertil, hogy csak a masodik megoldas.



d) Ertelmezési tartomany: x > 0. Két négyzetre emelés utdn a megoldasok: x; = 112,5, x, = 0,5.
Az ellendrzEsbdl kideriil, hogy csak a masodik megoldas.

e) Ertelmezési tartomény: x >—2. Két négyzetre emelés utdn a megoldasok: Xy =-2, x,=-6.

Csak az elsé megoldas.

f) Ertelmezési tartomdny: —— <x < —. Két négyzetre emelés utdn a megolddsok: x; =0, x, = —,
mindkett6 megoldas. 2 11

g) Ertelmezési tartomdny: x > 6. Két négyzetre emelés utdn a megolddsok: x; =7, x, = —3.

Csak az els6 megoldds.

. . 1
h) Ertelmezési tartomdny: —4 <x < —. Két négyzetre emelés utdn a megoldasok: x; = i, Xy =-3.
Csak a masodik megoldas. 29

B0 a) Vegyiik észre, hogy a négyzetgyok alatt teljes négyzet alak 4ll, igy az egyenlet: 2x2—|x—1] =0.

b) Az a) feladathoz hasonléan az egyenlet felirhatd

c) Az egyenlet felirhat6

_ >
Az abszolt érték definicicia miatt: [x—1]={ * 1 ha ¥l
-x+1, ha x<I.

fgy x > 1 esetén az egyenlet: 2x%> — x + 1 = 0, amelynek a diszkrimindnsa negativ, ekkor
nincs megoldas.

és x, =—1 gyokei, az adott

N | —

Az x < 1 esetén az egyenletiink: 2x? +x — 1 =0, melynek az x; =
egyenlet megoldésai.

x+ 1] =2-|x| -2 alakban. Az abszolt
érték definicidja miatt:

Ha x < -1, akkor az egyenlet: —x — 1 =2-(—x) — 2, amibdl x = —1. Ez nem megoldas az értel-
mezEsi tartomanyon.

Ha -1 <x <0, akkor az egyenlet: x + 1 = —-2x -2, amibdl x =—-1. Ez megolddsa az adott ere-
deti egyenletnek.

Ha x >0, akkor az egyenlet: x + 1 =—2x—2, amibdl x = 3. Ez megolddsa az adott egyenletnek.
Osszefoglalva: az egyenlet megoldésai: x; = —1 és x, = 3.

3—x|=10-12-x| alakban. Az abszoliit érték definiciéja miatt:

Ha x <2, akkor az egyenlet: 3 —x =10 - (2 — x), amibdl x = —g.

Ha 2 <x <3, akkor az egyenlet: 3 —x =10 — (-2 + x), amibdl 3 # 12.
Ha x = 3, akkor az egyenlet: -3 +x =10 — (-2 + x), amib6l x = %

Az egyenlet megolddsai: x; = —% és x, = %

EI8 a) Ertelmezési tartomany: x2—9 >0, ha x >3 vagy x <—3. Vegyiik észre, hogy a Vx2 -9 =p

helyettesitéssel a p?> —p — 6 = 0 egyenlethez jutunk, amelybsl p, =3 és p, = 2.
Ha p =3, akkor vx? —9 =3, ekkor x? = 18, amibsl x = +3-+/2.

Ha p = -2, akkor az egyenletnek nincs megoldésa, hiszen az v/x2 —9 = -2 egyenletben a bal
oldal nemnegativ, a jobb oldal negativ.

Ellendrzés — bal oldalon:
JI8-9 —(18-9)=/9-9=3-9=_6,

mellyel a jobb oldal eredményéhez jutottunk.



b) Ertelmezési tartomany: x = 0. Vegyiik észre, hogy mindkét oldal négyzetre emelése utdn a kovet-
kez6 egyenlethez jutunk:

—16 -8+ (x+2)=x, amibdl x—2
x+2 3

Ez megolddsa az eredeti egyenletnek.
Ellen6rzés — bal oldalon:

R O I R SN

Ezutan az %—et vigyiik be a gyokjel ala: fi . % = \/% A jobb oldalon 4ll6 kifejezéshez jutottunk.

) a) Ertelmezési tartomény: x > Y ekkor a jobb oldal is pozitiv. Négyzetre emelés és rendezés
utdn: 0> x2 — x, amibél a megoldds: 0 <x < 1.

b) Ertelmezési tartomany: x < 5, mindkét oldal nemnegativ, ha 3 < x <5. Négyzetre emelve és
rendezve 0 < x% — 5x + 4, ennek megolddsa x <1 vagy x < 4. A végeredmény: 4 <x<5.

c) Ertelmezési tartomdny: x < %

Ha x+ 1 <0, azaz x < -1, a jobb oldal negativ, nincs megoldas.
Ha x > -1, négyzetre emelés utin rendezve 0 < x2 + 4x — 12, amibSl x <—6 vagy 2 < x.

A végeredmény: 2 <x < %

d) Ertelmezési tartomdny: x >—7,5.
Ha x > 0, a jobb oldal negatiyv, teljesiil az egyenl&tlenség.

Ha x <0, négyzetre emelés és rendezés utdn: 0 > x*> — 2x — 15, amibSl —3 < x < 5. Ebben az
esetben a megoldds: -3 <x <0.

A végeredmény: —3 < x.
e) A négyzetgyok alatti kifejezésnek nincs zérushelye, tehdt minden valds szdmra értelmezhet6.

Ha 2x -1 <0, vagyis x < %, a jobb oldal negativ, az egyenl6tlenség teljesiil.
1 .
Ha x> 5, négyzetre emelés és rendezés utin: 0 = x2—2x—3, amib6l —1 < x <3, ebben az

esetben a megoldds: — <x<3.

2
A végeredmény: x < 3.
f) Ertelmezési tartomany: x < —4 vagy 2 < x.
Ha 16 + 2x <0, azaz x < -8, a jobb oldal negativ, nincs megoldds.

Ha x > -8, négyzetre emelés és rendezés utan: 0 < 3x2 + 62x + 264, amibdl x < _4 vagy
—6 < x. Csak a masodik ad megoldast. 3

A végeredmény: —6 <x <-4 vagy 2<x.



pr{l) a) Ertelmezési tartomdny: x > 5> Négyzetre emelés utdn:

X=v6x =9 +2-x2—(6x-9) +x +~/6x -9 =36,
Jx2—6x+9=18—x.

Mivel a gyok alatt teljes négyzet all:

[x-3/=18—x.
Ha x >3, az egyenlet: x — 3 = 18 — x, megoldasa: x = 10,5.
Ha x <3, az egyenlet: —x + 3 = 18 —x, nincs megoldas.

b) Ertelmezési tartomdny a valés szdmok halmaza.
Vezessiink be tj véltozét: y = +2x2 —3x + 5, ahol y > 0.
Az egyenlet: y?> - 6 +y =0, ennek megoldésai: y, =2, y, = -3, a mdsodik nem megoldas.

Az els6t visszahelyettesitve:
y 22— 3x+5=4,

2x2 -3x+1=0.

Megolddsok: x; =1, x, = %

c) Ertelmezési tartomany: x > 9.
Alakitsuk at a gyok alatti kifejezéseket (érdemes a masodikkal kezdeni):

Jx—8-2Jx-9=yr-9-2Jx-9+1=y(1-vx=9) =|1-/x=9|,
Jr—6Vr-9=vx-9-6-vx-9+9=yB-+vx=9) =[3-+x-0l.

Az egyenlet:

3—Vx=9|+|1-/x-9|=2.
Harom esetre bontva:
I. Haovx -9 <1, akkor 3—+x -9 +1 —+x -9 =2, amibdl ~/x — 9 =1, nincs benne a kiindu-

lasi halmazban.

II. Ha 1 £4/x -9 <3, akkor 3—+/x -9 —1 ++/x -9 =2, minden szdmra igaz, ami benne van
a kiindulasi halmazban.

II. Ha 3</x -9, akkor -3 ++/x-9 -1 +/x -9 =2, amibdl /x -9 =3.

Tehat a megoldds: 1 <+/x —9 <3, amibdl négyzetre emelés utdn 10 < x < 18.

d) Ertelmezési tartomdny: x > 3, és lithatéan az x = 3 nem megoldds.
Alakitsuk a hatodik gyok alatti kifejezést:
X =3x2-9x+27=x2-(x-3)-9-(x-3) =
=(x-3)-(x*-9)=(x-3)%- (x + 3).

Osszuk el az egyenlet mindkét oldal4t a nem nulla, §/(x —3)2-(x +3) kifejezéssel.

Az egyenlet az oszt4s utén:
2
p x+3 +6-6’x_3 _7
x-3 x+3




Vezessiink be dj véltozét: y = §| 1= 3.
x+3

. 1
Az tj egyenlet: — +6y =7, beszorzds utin: 6y —7y*+ 1 =0.
y

Alakitsuk a bal oldalt:
6y3 — 6y2 —y2+1=0,
6y?-(y—1) - (y*=1)=0,
6y* (- -@-1-(+1)=0,
G-1-(6y*-y-1)=0.
Ha y =1, akkor nincs megoldas.

Ha 6y? —y—1=0, akkor y, = % Vo = —%, csak az els6 megoldas.

. . [x-3 1 e 65 . . ‘- .
Visszahelyettesitve: 6 T3 = > amibdl x = EYE ami eleme az értelmezési tartomanynak.
X+

EZD Ertelmezési tartomany: x > 2.

Az abszolut érték miatt az els§ tényez6 nemnegativ, csak akkor van megoldds, ha a masodik
tényezs pozitiv: —x2 + 4x — 3 > 0, aminek a megoldésa: 1 <x < 3.

Osszevetve az értelmezéssel: 2 < x < 3.
Ilyen x-ek esetén az elsG tényezs: 0 <1 —/x -2 < 1.
A misodik tényezé: 0 <—x2+4x-3=1-(x-2)2<1.
Mivel mindkét tényezé legfeljebb 1, a szorzatuk csak dgy lehet 1, ha mindkét tényezd 1-gyel
egyenlG. Ez pedig csak akkor igaz, ha x = 2.
D Ertelmezési tartomdny: x > —2.

Mivel az egyenlet bal oldala nemnegativ, ezért p > 2x, ami azt jelenti, hogy -2 <x <
akkor ad megolddsokat, ha p > —4.

P

5 ami csak

Négyzetre emelés utdn rendezziik az egyenletet:
0=4x2—(4p+1)-x+p?-2.
Akkor van megoldas, ha a diszkrimindns nemnegativ:
D=(p+1)2-16-(p?>-2)=8p +33>0,

pZ—ﬁ.

8
Osszevetve a kezdeti feltétellel azt kapjuk, hogy p >—4 esetén lesz az egyenletnek megoldésa.

aminek a megoldédsa:

Meg kell vizsgédlnunk, hogy teljesiil-e ilyen esetekben a megoldasokra az értelmezés x > -2 feltétele.
Ha p > -4, akkor D > 1, mivel a megolddsok:

4p+1£+D
X2 = 3 ’
az egyik gyok: /B
x1:4p+18+ D 24p+81+1=4p8+22—?14>_2.

Tehat ha p = -4, akkor az egyenletnek biztosan van megoldésa.
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A szamtani és mértani kozep, széls6érték feladatok
— megoldasok

a) A szamtani kozép: 15, a mértani kozép 9, kiilonbségiik 6.

b) A szamtani kozép: 19,5, a mértani kozép 18, kiilonbségiik 1,5.

c) A szamtani kozép: 32,5, a mértani kozép 30, kiilonbségiik 2,5.

d) A szamtani kozép: 65, a mértani kozép 60, kiilonbségiik 5.

e) A szamtani k6zép:12,5, a mértani kozép = 12,25, kiilonbségiik = 0,25 .
f) A szamtani kozép: 21, a mértani kozép = 20,98 , kiilonbségiik = 0,02.

g) A szamtani kozép: 179, a mértani kozép = 66,97 , kiilonbségiik = 112,03.
h) A szamtani kozép: 1033, a mértani kozép = 335,53, kiilonbségiik = 697,5.

a) 26; b) 26,45; c) 30; d) 35,71.
A négyzet oldala 12 cm.

150 k
a) v, =5, =62.5 Tm;
b) vy = w =733 kTm;
150 km
C) Vil = —570 570 @ = 74,5 T
60 80 90

Atlagosan 12,4%-kal csokkent az iizemanyag ara.
I. megoldas. Ha a négyzetek oldaldnak hossza a és b, akkor a keriilet: 4a + 4b = 200, amibdl
a+b=50.
A teriiletek négyzetosszege:
a’?+b%>=a?+ (50 —a)? = 2a* — 100a + 2500 = 2 - (a — 25)? + 1250.
Minimalis, ha a = 25 cm, ekkor b =25 cm.
Igy a teriiletosszeg minimuma 1250 cm?
II. megoldas. Az a® + b% = (a + b)? — 2ab minimdlis, ha 2ab maximalis.
A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenség alapjan:

2ab£2-(a+b
2

2
) =1250,

akkor maximalis a szorzat, ha a = b = 25.

a) Ha a téglalap oldalainak hossza a és b, akkor 2a + 2b = 100, vagyis a + b = 50.

A szamtani és mértani kozép kozotti 6sszefiiggés alapjan:
2
ab s(“ ; bj =625,

a szorzat maximalis, ha a = b = 25, tehat a megoldas a négyzet.




b) Legyen a vizpartra merdleges oldal hossza x, akkor a masik oldal 100 — 2x.

Keressiik a (100 — 2x) - x szorzat maximumat.
A szamtani és mértani kozép kozotti 0sszefiiggés alapjan:

100 — 2x + 2x

|
(100 — 2x) - x = 10 —22x)-2xS 22 = 1250,

a szorzat maximalis, ha 100 — 2x = 2x, amibdl x = 25.
Tehat a téglalap oldalait 25 m és 50 m hosszira kell vdlasztani.

Legyen a és b a téglalap két oldaldn elhelyezett jar6lapok szdma.
a) Ebben az esetben a-b = 100. Keressiik a 2-(20a + 20b) kifejezés minimumat.
A szamtani és mértani kozép kozotti osszefliggés alapjan:

M > \/20a - 205 = 200,

az 6sszeg akkor minimadlis, ha a = b = 10.
A minimalis kertilet 800 cm.
b) Most a-b =200, és Gjraa 2-(20a + 20b) kifejezés minimumat keressiik.

2z

Alkalmazzuk az el6z8 modszert:

M > \20a - 206 =200 - /2,

az 6sszeg minimalis, ha a = b = J200 = 14,14.
Mivel a jar6lapokat nem vaghatjuk el, ez nem valdsithaté meg.
Keressiik az a-b = 200 egyenlet egész megolddsait, és vizsgaljuk meg, hogy mikor lesz mini-
malis a 2-(20a + 20b) kifejezés.
A lehetséges szorzatok:

200=1-200=2-100=4-50=5-40=8-25=10-20.
Rendre kiszdmitva a kertileteket:

8040; 4080; 2160; 1800; 1320; 1200.

Tehat akkor lesz a legkisebb a kirakott téglalap keriilete, ha a két kiilonb6z6 oldal mentén
10, illetve 20 darab jarélapot helyeziink el.

B30 o) A hajok tavolsagat Pitagorasz-tétellel szamolva:

d(12) =+/3002 + 4002 = 500 km,
d(13) =+/320% + 2602 = 412,3 km.

b) A tavolsag négyzete ¢t id§ mulva:
d(1)? = (400 — 801)% + (300 — 401)? =
= 8000¢2 — 88 000z + 250 000 = 8000 - (£ — 5,5) + 8000.
A hajok kozotti tdvolsdag 5,5 éra milva lesz a legkisebb.

¢) A minimalis tdvolsag:
din. = V8000 = 89,44 km.
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Alakitsuk 4t a bizonyitand¢ éllitds bal oldalat, ha ab = 1:
2,32 AV . —b)?
ac+b =(a b)*+2a b=(a b) +2=(a—b)+ 2 '
a-b a->b a-b a-b

Mivel a — b > 0, alkalmazhatjuk a szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenséget:

2 2
(a—b)+a_b22- /(a-b)-a_b_z-ﬁ.

Akkor van egyenléség, ha a =2 +/3 és b=+/2-/3.

Ezzel az allitast belattuk.

Masodfoku egyenletre vezetd probléemak — megoldasok

a) Az x-(x+ 12) =45 egyenletbdl a két szdm a 3 és 15 vagy a —15 ésa —3.
b) Az x% + (x + 12)2 = 314 egyenletbdl a két szdim az 5 és 17 vagy a —17 és —5.
x+12
X

c) Az

=x—10 egyenletbdl a két szdm a 12 és 24 vagy a —1 és 11.

a) Az x-(20 — x) = 36 egyenletbdl a két szam a 2 és 18.
b) Az x*+ (20 — x)> = 208 egyenletbdl a két szdm a 8 és 12.
c) Az x? - (20 —x)? =200 egyenletbSl a két szam a 15 és 5.

Az x*=3-(x+3) + 1 egyenlet alapjdn a vasarolt sapkak szdma 5.

Az (x +5)% + x> = 493 egyenletbdl a négyzetek oldala 13 cm és 18 cm.

, x-(x-1)

A =190 egyenletbdl a bajnoksdgban résztvevs csapatok szdma 20.

Az x? + (3x + 3)% = (3x + 4)? egyenlet megold4s4bol a téglalap oldalai 7 cm és 24 cm.

Az x-(x+1)=10-(2x+ 1) + 56 egyenlet megoldasa alapjan a két szdm a 22 és 23 vagy a —3 és —2.

Az egyenlet: 80 = 80 +1. Megoldésa alapjan 16 kTm sebességgel haladtak, és 5 ora alatt értek

célhoz. X oox+

2 .
Az egyenlet: —+ =1. Megoldds: az anya 3 dra, a ldnya 6 6ra alatt takaritana ki egyediil.

x x+3
4000 4000
+9Y=
x -_—
palénta 250 Ft-ba keriil, 16 darabot lehet megvenni 4000 Ft-bol.

9 . Beszorzas és 6sszevonds utdn: xZ —90x — 40 000 = 0. A muskatli

Az egyenlet:

a) Az @=50ﬂ egyenletbdl n = 103.
n-(n-73) . . . . ..
b) Az ———==50+n egyenlet pozitiv megolddsa x = 12,8. Tehdt nincs ilyen sokszog.
n-(n-3) P .. P
c¢) Az ———= =119 egyenletbdl a sokszdg 17 oldald.
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EZED A képernyd 28,5%-a: 261,63 cm?.

X X
A keret teriiletébdl felirhaté egyenlet: d 4
4x% +2-34x +2-27x = 261,63.
A keret koriilbeliil 2 cm széles. 97 em
X 34 cm X
X X

EED Jeloljiik x-szel azt, amennyi aut6t gydrt naponta a hagyomanyos részleg. Az egyenlet:

@_}_ 400
X x+5

=36.

Beszorzas utan:
9x2 — 155x — 500 = 0.
A pozitiv megolddsa:
x=20.

A két lizem, naponta 20, illetve 25 autdt gyart, az elsé 20 nap, a masodik 16 nap alatt.

@FB Tudjuk, hogy n kiilonboz6 dologbdl 2-t @ = % _féleképpen vilaszthatunk ki.
Az egyenlet:
20-2x-1) _x-(x-1)

2

+852.

Beszorzas utdn:
3x2—x—1704 =0.
A pozitiv megoldis:
x =24
Tehét az osztdlyban 24-en vannak.

EFD Legyen a haromjegy( szam: lxy. A kovetkezs egyenletrendszer irhat6 fel:

100+10x+y:6+ 6
Xy X-yt.
l+x+y=12

A mdsodikbdl y-t helyettesitve az elsd egyenlet:

2x? —19x +35=0.

Aminek megolddsai:
X1 = 7, Xy = 2,5

Csak az elsé lehet szamjegy, ebbdl y = 4.
A keresett szam a 174, ellendrzéssel lathatd, hogy valéban megfelel.

EED ) Legyen x a ndk szdma, y a férfiaké.
x-(x=1)
2

A puszik szdma: , a kézfogdsok szama:

y-(y=1)
—

Mivel x >y, ezért az els6 tort nagyobb, tehat tobb puszi van, mint kézfogas.



b) Akézcsokok szama: x-y = 182, és tudjuk, hogy x +y = 27.

A mdsodik egyenletbdl y-t kifejezve és beirva az els6be:

x2-27x+182=0.

A megoldasok:
X1 = 14, Xy = 13.

A férfiak szdmdra y; = 13, y, = 14 adddik, a feladat feltételeinek az elsé szampdr felel meg.
Tehat a tarsasdgban 14 n6 és 13 férfi van.
A kézfogasok szdma:

13-12

—=78.

2

EZE[) @) Ha az eziist fakanal 4rat elsd alkalommal x%-kal emelték, akkor a kovetkezd egyenlet frhat6 fel:
T 1 2213
100 100

x2 4+ 150x — 1600 = 0.
Az egyenletnek csak a pozitiv megoldésa felel meg:
x=10.
Tehat az eziist fakanal arat elszor 10%-kal, masodszor 20%-kal emelték.

2 2

Beszorzas és egyszerdsités utdn:

b) Ha x%-os volt a kardcsony eldtti emelés, akkor a kovetkezd egyenlet frhat6 fel:

X

14— ] ]1-—2_|=1,0s.
100 100

A beszorzds és egyszerdsités utdn:
x% —100x + 1600 = 0.
Aminek megoldésai:
X1 = 80, Xy = 20.
Mindkét megoldas megfelel.

Tehat az arany fakandl arat decemberben vagy 80%-kal vagy 20%-kal emelték.

a) Ki kell szadmitanunk £(2) értékét:
h(2)=-5-22+40-2 + 45 = 105.
Tehat a kilovés utdn 2 masodperccel 105 méter magasan lesz a rakéta.

b) Alakitsuk teljes négyzetté a fiiggvény hozzdrendelési szabdlyét:
h(t) ==51> + 40t + 45 =5 - (t — 4)> + 125.
Amibdl kideriil, hogy 4 masodperc miilva lesz a legmagasabban, a foldt6l 125 méterre.

¢) Amikor foldet ér, 1 =0 lesz.
Meg kell oldani a kovetkez$ egyenletet:

~512+ 401 + 45 = 0.

A megoldasok:
[1 = 9, [2 = —1.

Csak a pozitiv megolddés felel meg.
Tehdt a rakéta 9 mdsodperccel a kilovés utdn ér foldet.

........................ . 58



Vegyes feladatok — megoldasok

E) a) x=T7€7Z; b)x:%e@;
1 3
a) x,=—, Xxp=——,
EED a) x 3 2573
c)x1=7,x2——l,
e) x;=2, xp=——;
g)-x_l,
i)x1—2,x2—l
a)——SxSE;
5
c)——SxSé;
3
e)——Sx<l;
4
a) o IR

B
y=4 5'\

1-5

x <1 vagy x> 5.

1-5

2<x<L3.

Megjegyzés: A feladat nem kéri a megoldds tipusat, igy megoldhato fiiggvények felhasznéldsdval
vagy algebrai uton is. Ezért adtunk el6szor mindhdrom feladatra fiiggvények felhasznaldsdval kapott

c)x=3eN; d) y=5¢€Z.
1
b) x —5, Xy ==3;
1 1
d) x1,=3,x%=-3,3==, x4y=——;
) X1 2 375 4=

h) x;=1,x,=6, x3=4;

3 1
b) x<—= vagy —<ux;
) ] gY2
3
d) —4<x<-2 vagy —§<x£—1;
3 3
——<x<—.
7) 4 2

c)

y=(x+2?2-1

y=-2x-5

x <-4 vagy x>-2.

eredményt, majd csak az a) feladatra kovetkezzenek mas megolddsi lehetGségek is:

I. megoldas

Az (x —3)? > 4 rendezése utdn kapjuk, hogy:

x2—6x+5>0.

Hatdrozzuk meg a bal oldalon 4lI6 kifejezés zérushelyeit (x; =5, + +

x, = 1). Mivel az x> egyiitthatja pozitiv, a parabola felfelé nyil6, igy

egyszerd abrat készitve kapjuk, hogy:
x<1 vagy x>5.




I1. megoldas

Rendezés utan kapjuk, hogy:

x*-6x+5>0. - o S92
Megoldas lehet a bal oldali kifejezés szorzattd alakitdsa: x—1>0
x-1-(x=5)>0.
Abrit készitiink és megkapjuk, hogy a bal oldal akkor pozitiv, ha: 01 5
x<1 vagy x>5. © ©

Ha a befogok x és y, a kovetkez$ egyenletrendszert kapjuk:

x2+y2=132
Az egyenletrendszerb6l a befogék hossza: 5 cm és 12 cm.

E2ZE) Ha a sokszogek oldalszdma x €s y, az aldbbi egyenletrendszerhez jutunk:
x(=3) ¥ -3 _
2 2 .
(x —2)-180° + (y — 2) - 180° =2700°

A masodik egyenletbdl érdemes helyettesiteni. A sokszogek 7, illetve 12 oldaldak.

D o) A= {xeR|-1<x<3); .
________ - A
B={xeR|x<0 vagy 2 <x}. B e
b) AUB=R.

c) ANB={xeR|-1<x<0 vagy 2<x<3}.

2B a) Teljes négyzetté alakitds utdn kapjuk: 5
fo=—[x-2| + 2

2) 47

amelybdl leolvashatd, hogy az f fiiggvénynek maximuma van az x = 5 helyen, értéke y = e
A zérushelyek megdllapithatéak a mdsodfokud egyenlet megoldoképletével. E szerint x; = -6
és x, = 1 az egyenlet két zérushelye.
b) Teljes négyzetté alakitds utan kapjuk:
gx)=10-(x-1) + 10,
amibdl leolvashato, hogy a fliggvénynek minimuma van az x = 1 helyen, értéke y = 10.
A zérushelyek meghatdrozdsanal vegyiik észre, hogy a diszkrimindns negativ, mert:
b* —4ac =400 - 4-10-20 = —400,
ezért a g fiiggvénynek nincs zérushelye, nem érinti €s nem metszi az x tengelyt.

EZI) Az egyenletrendszer megoldésaibdl a kovetkezs négy pont adodik: TREEERE
30 oP
P(2;5), P (2;-5), P3(=2;5), By(=2;-5). '

1




...............................................................................................................

a) A gyokok négyzetdsszege: x> + x5 = (x; +Xxy)% =2 X - Xy = s
b) Az 5x% + 6x + 3 =371 egyenletbdl x = 8. ?
c) Ahidnyz6 szamjegy: x = 5.
E2) Ha b =2, az egyenlet els6foku, megolddsa: x = —1.
Ha b # 2, a masodfoku egyenlet diszkriminansa:
D=(b+1)?-4-(b-2)-3=b2-10b+25=(b-5)~
Ha b =35, egy val6s megoldas van: x =—1.
Ha b # 5, a diszkrimindns pozitiv, tehat két valés megoldds van.



10.4. GEOMETRIA

Korrel kapcsolatos ismeretek — megoldasok

A korcikk teriiletét T-vel, a hatdrold koriv hosszat i-vel jeloltiik.

a) T=8738cm?, i =2,09 cm; b) T=33,51cm?, i=8,38 cm;
¢) T=64.23cm?, i=16,06 cm; d) T=83,78 cm?, i =20,94 cm;
e) T=150,80 cm?, i =37,70 cm; f) T=167,55cm?, i=41,89 cm.
A korcikk kozépponti szogét a-val jelolve:

a) o =57,30° =1 radian; b) o« =91,67° = 1,6 radian;

¢) oo =137,51° = 2,4 radién; d) o =286,48° = 5 radian.

A korcikk sugardt r-rel, a kozépponti szogét a-val jelolve:
a) r=8cm, o =57,30° =1 radian; b) r=547 cm, o =122,61°= 2,14 radidn;
c) r=4,62cm, a=171,89°= 3,00 radidn.

A korgytrtcikk teriilete a nagyobb sugart korcikk és a kisebb sugart korcikk teriiletének kiilonb-

2. . 500 2 . s5p
707-7-50° 5138 03 m2 a kisebbé 1= 20 %P0 _
360° 360°

=~ 174,53 m>. A néz6tér teriilete igy 1963,5 m2.

sége. A nagyobb korcikk teriilete T =

A koriven nyugvo keriileti sz0g nagysaga

a) 8% b) 15,5% c) 35% d) 90°% e) 105%; f) 175°
A koriven nyugvo kozépponti sz0g nagysiga

a) 20% b) 70°% c) 180°% d) 300% e) 320% f) 350°
A koriven nyugvé kozépponti szoget a-val, a keriileti szoget B-val jeloltiik.

a) a=120°% B =60% b) a=216° B =108° ¢) oe=330°% B =165
d) o=180°% B =90°% e) a=270°% B =135°

A keriileti szog 70°-os, a kdzépponti sz6g 140°-os.

Ha a k6zépponti szdget o, a keriileti szoget 3 jeloli, akkor

a) a=53,33°% B =26,67° b) a=160° B =80°

A keresett kertileti sz0g:

a) 172,5°% b) 161,5°% c) 155°

a) A hdromszog szogei: 30°% 45° 105° A korivek hossza rendre: 15,71 cm, 23,56 cm, 54,98 cm.
b) A haromszog szogei: 10° 70° 100° A korivek hossza rendre: 5,24 cm, 36,65 cm, 52,36 cm.
¢) Ahdromszog szogei: 52,5° 60° 67,5° A korivek hossza rendre: 27,49 cm, 31,42 cm, 35,34 cm.
A két érint§ hajlasszoge:

a) 160° b) 120° c) 50°.

Az ABC hédromszog szogei: 48°, 55°, 77°.



Mindhdrom esetben a szakasz adott sz6ghoz

Nt g et e . a) b)
tartqz9 latoszogqulvelt kel} megszerkeszteni. . BN .
A koriveken beliili pontokbdl a szakasz a meg- N

adott szognél nagyobb, a koriveken kiviili pon-

A B
tokbdl pedig kisebb szogben latszik. <)
S
~ —

Szerkessziink a négyzet AB, valamint CD oldalaira befelé 60°-os

latoszogkoriveket. A két koriv P és Q metszéspontjaibdl az AB, l,) ?
valamint a CD oldal is 60°-0s szog alatt latszik. Hasonl6 elja- fLeenTTTT ~ |}
rassal szerkeszthet6 meg az a két pont, amelyekbdl a négyzet ' N
BC és DA oldalai latszanak 60°-os szogben. P %0
A B

Az A cstcsbodl indulé magassag talppontja legyen E, a B csticsbol
induléé D. A CDME négyszog két szemkozti szoge 90°-os, ezért
a masik két szogének sszege 180° igy DME<X = 180° — 7. Mivel
az AMBY, és a DMEX csucsszogek, ezért megegyeznek, ami
igazolja, hogy az M pont illeszkedik a széban forgé 14t6szog-
korivre. Az allitds igaz derékszogl és tompaszogl hirom-
szogekre is.

Az n oldalud szabélyos sokszoget a kozéppontjabdl a csticsokig tartd szakaszok n egyenld szard,
(o]

egybevagd haromszodgre bontjdk. Mindegyik haromszogben a kozéppontnal kialakuld szog ,
ami bizonyitja az 4llitds helyességét. n

a) A megadott ardnyd szogek lehetnek egy hirnégyszog szogei. Egy ilyen hirnégyszogben
a szogek: 67,5 112,5° 90°, 90°.

b) A megadott ardnyu szdgek nem lehetnek hirnégyszog szdgei, mivel nincs koztiik két olyan,
amelyeknek az 0sszege megegyezne a masik kett§ osszegével.

A hurnégyszog szdgei az egyes esetekben:
a) 90° 60° 90°, 120°; b) 45° 30° 135° 150°% c) 25°% 100°, 155°, 80°.

A hurnégyszog szogei az egyes esetekben:
a) 145° 60° 35° 120°; b) 110° 115° 70° 65°; c) 95° 25°% 85° 155°.

Ha a hirnégyszog egy belsd szoge o, akkor szemkozti szoge 180° — a, igy annak kiils§ szoge
180° - (180° - @) = «.

Vilasszuk ki a hurnégyszog egy oldalat! A négyszog koré irt kor kozéppontja az oldal két végpont-
jatol egyenld tavolsagra van; ez a tdvolsag éppen a kor sugardval egyenld. A két ponttdl egyenld
tavolsagra 1évd pontok illeszkednek a két pont kozti szakasz felez&mer6legesére, ezért a kor kozép-
pontja rajta van a kivalasztott oldal felezGmerdlegesén. Mivel az elmondottak a négyszog barmelyik
oldaldra érvényesek, ezért az oldalfelez6 merdlegesek valéban egy pontban, épp a négyszog koré

irhat6 kor kozéppontjdban metszik egymast.
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A haromszog két cstcsa, valamint az egyik magassdgvonal talppontja olyan derékszogt harom-
szoget hatdroz meg, amelynek a haromszog egyik oldala az dtfogdja. Ekkor Thalész tételének meg-
forditdsa alapjan a magassdgvonal talppontja illeszkedik a hdromszog megfeleld oldala, mint
atmérd folé emelt korre.

Ugyanez természetesen érvényes a masik magassagvonal talppontjéra is, igy a szoban forgd négy
pont valéban egy koron helyezkedik el, és ezért hirnégyszoget hatdroz meg. A négyszog koré irt
kor kozéppontja a haromszog megfelel$ oldalanak kozéppontjaba esik.

A feladat szovege alapjan Budapest a Fold kozéppontjabol 47,5°-0s szog alatt latszik az Egyenlit6-
hoz képest. gy févarosunk Egyenlit6tdl vald tavolsaga:

i_2~6370-7r-47,5°
360°

= 5281km.

A Raktérit és a Baktéritd a Fold kozéppontjabdl kiilon-kiilon 23°27° = 23,45° alatt latszik

az Egyenlit6hoz képest. Ebbdl kovetkezik, hogy tdvolsaguk:
iz 2-6370 -7 -46,9°
360°

= 5214 km.

Az dbra jeloléseinek megfelelen a gazda az ABC szabdlyos

2275

2276

haromszog AB oldaldnak F' felezGpontjdhoz kototte ki a joszagot. g
A kecske altal lelegelhet6 teriiletet két szabalyos haromszogre
(AFH, valamint FBG hdromszdgek), valamint egy 60°-os kdzép-
ponti szoggel rendelkezd korcikkre lehet felbontani. H
F

A haromszog kdzépvonalai a haromszoget négy egybevago kis
haromszogre bontjdk, ezért az AFH, valamint FBG hdrom-

szogek teriilete megegyezik, és egyiitt éppen az ABC haromszog A
teriiletének felét adjak, vagyis:

2
Az FG és FH sugarak éltal hatdrolt 60°-os kozépponti szoggel rendelkezd korcikk teriilete:

Tyrr + Trp = ~ 42,44 m?,

7% -7 -60°
Teorcitse =~ 055 = 23,66 m?,

igy a kecske 6sszesen 68,10 m? teriileten legelhet.

Mivel barmely szabélyos sokszdg koré kor frhatd, ezért a feladat allitasa egyszerd kovetkezménye
a keriileti szogek tételének. A keresett sz0g nagysdga minden esetben annak a szognek a fele, amek-
kora szdgben a szabdlyos sokszog oldala a sokszdg kozéppontjabol 1dtszik. A megoldds az egyes
esetekben: 360°

a) 36°% b) 30° c) 15% d) .
2-n

A 2275. feladatban kiszdmitottuk, hogy a hosszabb koriv pontjaib6l mekkora szog alatt latszik
a szabdlyos sokszog egy oldala. A rovidebb koriv pontjaihoz a kiszamitott szogek kiegészits
szoge tartozik, ezért a megoldds az egyes esetekben:
a) 144°; b) 150°%

360° (n—1)-180°

c) 165°%; d) 180° — >

n n



Huzzuk be az ABCDEF szabalyos hatszog AC, CE és EA 4tloit.

2278

2279

Szimmetria okokbdl a kapott haromszog Osszes oldala ugyan-
akkora szdgben latszik a hatszog O kozéppontjabdl, és igy ez
a sz0g csak 120° lehet. Errdl tgy is meggy6zGdhetiink, hogy
meghizzuk az OE, OD, OC sugarakat, és a kialakult OED és

ODC szabalyos haromszogekre hivatkozunk.

Az elmondottakbdl az is kovetkezik, hogy az ACE hiromszog
szabdlyos. Ezt azonnal beldthatjuk a keriileti és kozépponti sz0-
gek tételébdl, hiszen a rovidebb EC koriven 120°-o0s kozépponti
sz0g nyugszik, ezért a hozza tartozd keriileti szogre igaz:
EAC< = 60°.

Hasonldan lathaté be, hogy a haromszog C és E cstcsandl szintén 60°-0s szogek vannak.

sz .z

Megjegyezziik, hogy a feladat allitasa a keriileti €s kozépponti szogek tételére torténd hivatkozas
nélkiil a kovetkez6 mddon is igazolhatd. Forgassuk el az ECD haromszdget az O pont koriil
—120°-kal; ekkor az ED oldal képe a CB szakasz, DC oldal képe a BA szakasz, és igy természe-
tesen az EC oldal a CA oldalba megy at. Mivel a forgatds a szakaszok hosszat megdrzi, ezért
EC = CA. Hasonl6 mddszerrel igazolhatd, hogy EC = AE is teljesiil, azaz az ACE haromszog val6-
ban szabélyos.

Tekintsiik a szabdlyos nyolcszog koré frhatd kort. A nyolcszog
leghosszabb és legrovidebb 4tldja dltal meghatdrozott szog a kor
egy olyan kertileti szogeként is felfoghatd, amelyhez tartozé kor-
iven 90°-os kozépponti szog nyugszik. Ekkor viszont a két 4tl6
altal bezart szog 45°.

Megjegyezziik, hogy a két 4tlé 4ltal bezart szog a kertileti és
kozépponti szogek tételének alkalmazdsa nélkiil is kiszamolhato.
Ha ugyanis meghizzuk a két 4tl6 nem kozos végpontjait Ossze-
kotd szakaszt (az dbrdn szaggatottal jeldltiik), akkor a nyolc-
szogben szintén egy legrovidebb atlét kapunk, és ezért az a két
atloval egyenld szdrd haromszoget alkot. Mivel a leghosszabb 4tl6 dtmegy a kor kozéppontjan, azaz
a kor egy dtmérdje is egyben, ezért Thalész tételének megforditdsa szerint a két rovidebb atld
merdleges egymasra. Ez viszont csak ugy lehetséges, ha az egyenl§ szari haromszog alapon
fekvd szogei 45°-osak.

Az 1. dbra jeloléseinek megfelelGen legyen az AB

L. II.
hir hossza 10 cm, az AB koriven nyugvé kerii- AL 10 Np .
leti sz0g o, a hozzd tartoz6 kozépponti szog v
pedig B. Az AOB hédromszdg egyenl§ szérd, <& @ \
tovabbd f=2- o 3
a) Mivel B=60° ezért az AOB hiromszog V
4

P

szabdlyos, és igy a kor sugardnak szintén
10 cm adddik.

b) Mivel B=90° ezért az AOB haromszog derékszogd, és igy Pitagorasz tétele alapjan:
r2 4+ r2 =102 =100.
A sugér hossza: 5-+/2 (= 7,07) cm.

c¢) Akertileti és kozépponti szogek helyzetét a I1. dbra szemlélteti. Mivel 8 = 300° ezért az AOB
haromszog O cstcsdndl 60°-0s szog van, igy a hdromszog szabdlyos. A kor sugara ebben
az esetben 10 cm.



EZI) A hdr két végpontja a kor kozéppontjdval minden esetben egyenld szard hdromszoget alkot,
amelynek alapja éppen a hur, szdrainak hossza pedig a kor r sugardval egyenld.

a) Ha a hdr hossza r, akkor az egyenl§ szard haromszog szabalyos is, igy a htr a kor kozéppont-
jabol 60°-os szdgben latszik. A korvonal (az adott hir végpontjaitdl kiilonb6z8) pontjaibdl a hiir
vagy 30°-o0s, vagy 150°-0s szog alatt latszik, attdl fiiggben, hogy a hosszabb, vagy a révidebb
koriv pontjardl van sz6.

b) Ebben az esetben az egyenld szérli2 héromszog szdrai r, alapja pedig r-+/2 hosszdsadgiak.
EszrevehetS, hogy r2 + r2 =(r-+/2)", igy Pitagorasz tételének megforditdsa alapjdn a harom-
sz0g derékszogd.

A hur a kor k6zéppontjabol 90°-os, a korvonal (az adott hiir végpontjaitdl kiilonb6z8) pontjaibdl
45°-o0s, vagy 135°-0s szog alatt latszik, attdl fliggden, hogy a hosszabb, vagy a rovidebb koriv
pontjarél van szo.

c) Az r sugard korben elhelyezhet6 leghosszabb hir az 4tmérd, amelynek hossza éppen 2 - r. Ebbdl
kovetkezik, hogy a hiir a kor kozéppontjabol 180°-o0s, a kor (az adott hir végpontjaitdl kiilon-
b6z8) pontjaibdl pedig 90°-os szogben latszik.

B3 a) A szerkesztés 1épései:

1. Az adott BC = a oldal folé o szogl latészogkorivet szer-
kesztiink; a haromszog A csucsa a korvonalra illeszkedik. 4 r

2. Az a oldallal parhuzamos, attél m, tdvolsdgra haladd

egyenest szerkesztiink; az A cstcs illeszkedik az egyenesre. b d
3. Megjeloljiik a latészogkorivet, valamint az a oldallal pér- .
huzamos egyenes metszéspontjait (az dbrdn A és A’). N

a C
4. A csucsokat dsszekotjiik.

Megjegyzések: Alatészogkoriv és a BC-vel parhuzamos egyenes az adatok felvételétdl fiiggden
0, 1, esetleg 2 metszéspontot hatdrozhat meg, ezért a feladatnak 0, 1, 2 megoldasa lehet.
Az dbran lathaté elrendezés mellett két megoldds adddik, azonban a két megoldds egymas
tikkorképe a BC szakasz felezGmerGlegesére.

Ha az a szakasz o szog 1atészogkorivét a szakasz masik ,,0ldaldra” szerkesztjiik meg, akkor
tovabbi 0, 1, 2 megoldds adddik, amelyek természetesen az imént kapott megolddsok BC egye-
nesre vonatkozé tiikorképei.

b) Aszerkesztés lépései:
1. Az adott BC = a oldal f6lé o szogi 14t6- o ===

szogkorivet szerkesztiink; a haromszog A
A csicsa a korvonalra illeszkedik. 4

2. C kozéppontd, b sugard kort szerkesz- / b
tiink; a hdromszog A cstcsa illeszkedik \
a korvonalra. ,’ )
3. Megjeloljiik a latészogkorivet, valamint

a 2. pontban szerkesztett kor metszés-
pontjait (az dbrdn A és A). | i

4. A csucsokat dsszekotjiik.

Megjegyzések: A két kornek 0, 1, esetleg 2 kozos pontja lehet az adatok felvételétdl fiiggGen,
igy a megolddsok szdma is O, 1, esetleg 2 lehet.

Ha a latészogkorivet a BC szakasz masik ,,0ldaldra” is megszerkesztjiik, akkor tovabbi 0, 1, 2
megoldast kapunk, melyek a mér megszerkesztett megolddsok BC egyenesre vonatkoz6 tiikorképei.



EIB A feltételek szerint a kincs helye a két fat 6sszekotd AB szakasz
60°-o0s egyik latészogkorivén taldlhatd (az dbran 1-es jeloli).
A feladat szovegében szerepld masik kaléz emlékképei alapjan
akincs az AB szakasz F felez&pontjatdl ismert x tdvolsagra van,
amit ezuttal Ugy is értelmezhetiink, hogy a kincs az F kozép- )
pontd, x sugard koron is rajta van (az dbran 2-es jeloli). Az arany- A B!
ladat ezért a két korvonal metszéspontjaiban kell keresni \ /
(az dbran 3-as szdmmal jeloltiik). A feladatnak 4, 2, esetleg
kevésbé j6 emlékezbképességgel megdldott kalézok esetén
0 megolddsa lehet, attdl fiiggden, hogy a 14tdszogkorivek hany
pontban metszik az F kozéppontu, x sugaru kort.

B a) A feladat geometriai modellje:

Adott az AB szakasz, amelynek hossza 2 m. A szakasztdl
2,4 méter tavolsidgra parhuzamost hizunk. A feladat meg-
olddsa attol fiigg, hany kozos pontja van a parhuzamosnak,
valamint az AB szakaszhoz tartoz6 45° szogi (egyik) 14t6szog-
korivének. Az dbrdn a megfeleld latokor kozéppontjat O-val
jeloltiik. Ekkor a keriileti és kozépponti szogek tétele alapjan
az ABO haromszog derékszogl €s derékszoge az O csticsndl
van. Mivel az ABO hdromszdg egyben egyenld szaru is
(AO = OB, mert mindkett$ a kor sugara), ezért ha a kor sugarat r jeloli, akkor a Pitagorasz-tétel
szerint 72+ r2 =22, azaz r =+/2 m. Ha a lat6kornek az AB szakasztdl legtdvolabbi pontjat
T jeloli, tovdbbd az AB szakasz felezGpontja F, akkor FT=FO + OT=1+r=1+~2=241m.
Mivel 2,4 < 2,41, igy az AB-vel parhuzamos kotél metszi az FT szakaszt, amibdl kovetkezik,
hogy a kotél mentén két olyan pont van, amelybdl a festmény 45°-os szog alatt 1atszik (az dbran
ezeket P és Q jeloli).

b) Akotelet a festménytdl 2,41 m tavolsdgra kell vezetni ahhoz, hogy a ktél mentén pontosan egy
pontbdl latszédjon a festmény 45°-0s szogben.

I A feltételek szerint a négyszdg hdrom sz6gét 3 - x, 5- x, illetve 2 - x alakban kereshetjiik. A kivet-
kez6 esetek lehetségesek:

1. A 3-x,ésaz 5 xnagysdgu szogek szemkoztiek. Ekkor 3 -x + 5-x = 180° amibdl x = 22,5°.
Ekkor a négyszog szogei: 67,5°% 112,5°% 45°, 135°.

2. A 3-x,ésa?2-xnagysdgi szogek szemkoztiek. Ekkor 3-x + 2 - x = 180° amibdl x = 36°.
Ebben az esetben 5 - x = 180° adddik, ami nem lehet a négyszog szoge, igy a 2. eset nem valo-
sulhat meg.

3. Az 5-x, ésa 2-x nagysdgu szogek szemkoztiek. Ekkor 5-x + 2-x = 180° amibdl x = 25,71°,
igy a négyszog szogei: 77,14°% 128,57°, 51,43°, 102,86°.

A feladatnak két megolddsa van.

BB Tegyiik fel, hogy az ABCD négyszig hiirégyszog. Ekkor az ACB<, valamint az ADB< a négy-
sz0g koré irhat6 korben az AB koriven nyugszik, és az ugyanazon fven nyugvo keriileti szogek
megegyeznek. Ebbdl adddik, hogy a hurnégyszog barmely oldala a mésik két csicsbdl ugyan-
akkora szog alatt latszik.

Forditva: Tegyiik fel, hogy az ABCD négyszogben az AB oldal a masik két csticsbol ugyanakkora
o szog alatt latszik. Ezt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a C és D csucsok illeszkednek az AB
szakasz folé emelt egyik o szogi latokorivére. Nyugodtan elvethetjiik, hogy az ABCD négyszog
hurkolt négyszog lenne, ezért C és D ugyanarra a ldtékorivre esnek. Ez azt is jelenti, hogy A, B,
C ¢és D ugyanazon korre illeszkednek, és igy valéban hirnégyszoget alkotnak.
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Tekintsiik az ABCD hirtrapézt, amely egyben érintStrapéz is; D ¢ ¢
alapjait jeloljiik a-val és c-vel, szdrat b-vel. Jelolje tovabba
a D csticsbdl hizott magassagvonal talppontjt 7; ekkor nyilvan-

. a-c o e bl o g
valéan AT = T , tovabba DT = 2r, ahol r a beirt kor sugara.
Az ADT derékszogl haromszogben Pitagorasz tétele alapjan A a_CFT . 5

a-cY 2
b%=(2r)? +( ] .
2
Mivel a négyszog érinténégyszog is, ezért szemkozti oldalainak 6sszege megegyezik, azaz
a+c
b=

, amit behelyettesitve a Pitagorasz-tételbe megkapjuk, hogy

i 2 2
(“2 C] = (2r)2 +(“;CJ .

A kijelolt miveletek elvégzése, az egynemi tagok Osszevondsa utdn adédik, hogy (2r)% = ac,
vagyis 2r =~/ac. A feladat adatait behelyettesitve r = 6 cm adédik.

a) Hamis. Gondoljunk arra, hogy a hirnégyszog szemkozti szogeinek osszege 180°, igy egy hr-
négyszogben egyetlen szog sem lehet 180°-nal nagyobb, azaz konkav.

b) Hamis. A négyzet, mint hirnégyszog atldja a négyszoget két derékszogl haromszogre bontja.
c) Igaz. A trapéz szdrdra illeszkedd két belsS szogének sszege 180°. Ha a trapéz hirnégyszog, akkor

szemkozti szogeinek Osszege is 180°. Ebbdl kovetkezik, hogy a trapéz alapjain 1év6 két-két belsd
sz0g egyenld, igy az alapok felez&pontjait 6sszekotd egyenesre tengelyesen szimmetrikus. Tehét

szdrai egyenld hosszuiak.

d) Hamis. A trapézok koziil a paralelogrammdkban a szarak egyenl6k, mégsem feltétlentil hur-
négyszogek.

e) Igaz. A paralelogrammadban a szemkozti szogek egyenldk, igy Osszegiik csak ugy lehet 180°,
ha egyenként 90°-osak.

f) Igaz. Mivel a rombusz paralelogramma is, ezért az allitds azonnal ad6dik az e) részfeladat alli-
tasabol.

g) Hamis. A négyzet hurnégyszog, tompaszdget mégsem tartalmaz.

h) Igaz. Ha a négyszog nem tartalmaz derékszoget, akkor a szemkozti szogek Osszege csak ugy
lehet 180°, ha koziiliik az egyik hegyesszog, a masik tompaszog. Ugyanez érvényes a masik
szogparra is.

Kétféle elrendezést érdemes vizsgalni.

Az elsé esetben a D kezd6pontu félegyenes nem metszi az AE
szakaszt. Ha az ABCD négyszog A csucsandl 1évé szoget « jeloli,
ugy az EF egyenes is o szoget zar be az AE félegyenessel, hiszen
AD és EF parhuzamosak (egydllasu szogek. Mivel az ABCD
négyszogrél tudjuk, hogy hurnégyszog, ezért a C csticsnél
180° — o nagysagu szoge van, aminek kiilsG szogére teljesiil:

BCF¥=180°-(180°- ) = a.

Az elmondottakbol adédik, hogy a BEFC négyszog C cstcsandl 1év6 belsé szog ugyanakkora,
mint a szemkozti E csticsdndl 16v kiilsd szog, igy a szemkozti bels szogek 0sszege 180° ezért
a négyszog hurnégyszog.




A masodik esetben a D kezd&ponti félegyenes metszi az AE D
szakaszt. Ebben az esetben ADF< = DFEX = §, hiszen valto-
szogek. Mivel az ABCD négyszog hurnégyszog, ezért a B csucs-
ndl 1évé kiilsé szoge megegyezik a D csicsnal 1év6 belsd szog-
gel, azaz CBEX = 6. Ekkor viszont a CE szakasz az F'és B pon-
tokbdl ugyanakkora szog alatt latszik, igy mindkettd illeszkedik
a CE szakasz § szogi latoszogkorivére, azaz a C, E, B, F pontok
egy korre illeszkednek.

Megjegyzés: A masodik esetben a B és F pontok a CE szakasznak ugyanazon partjian vannak,
ezért nem fordulhat el§, hogy a CE szakasz kiilonboz6 latészogkorivére illeszkedjenek.

B a) Forgassuk el az ABC haromszdg AB oldaldt az A cstics koriil
ugy, hogy az elforgatott szakasz illeszkedjen a CA oldal meg- ’
hosszabbitdsara. Ha a B pont képét P jeloli, akkor a PBA A
haromszog egyenld szard, tovabbd az A csucsndl 1évE kiilsd

szoge o. &

Mivel a haromszog kiilsé szoge a nem szomszédos belsS szogek
osszegével egyenld, ezért a PBA hiromszog alapjén fekvg

szogek % nagysaguak. Eredményiinket ugy is megfogalmaz- - .
hatjuk, hogy a P pont illeszkedik a BC szakasz % szogl }
valamelyik 14t6szogkorivére.

A fenti megallapitasokat figyelembe véve,
a szerkesztés 1épései a kovetkezdk lehetnek.

1. Az adott a = BC szakasz folé % szogl

latoszogkorivet szerkesztiink (k).

2. A C kozéppont koriil adott b + ¢ sugart
kort szerkesztiink (k).

3. Megjeldljiik az a szakaszhoz tartoz6 14t6-
szogkoriv, valamint a C kdzépponti kor
metszéspontjait (az dbrdn P és Q).

4. Megszerkesztjiik a PB és OB szakaszok felezGmer6legesét (f7, f>).

5. Az ABC hdromszog ismeretlen A cstcsit az imént szerkesztetett felezGmerdlegesek met-
szik ki a PC, illetve QC szakaszokbol.

A feladatnak 0, 1, 2 megoldasa lehet. Ha az adott a szakasz masik latészogkorivét is meg-
szerkesztjiik, akkor tovdbbi 0, 1, 2 megoldast kapunk, amelyek az AB egyenesre vonatkozo
tengelyes tiikrozéssel adédnak a mar megszerkesztett hdromszog(ek)bdl.

b) Ezittal az AB oldalt az A csics koriil tigy érdemes elforgatni,
hogy az elforgatott szakasz illeszkedjen a hdromszég AC
oldaldra (AC > AB). A B pont képét P-vel jeloltiik az dbrdn.
Ekkor az ABP hiromszog egyenld szard, amelyben a szérak
o szoget zarnak be egymassal, ezért az alapon fekvd szogek

90° — % tovibbd a P csticsndl fekvé kiillsG szoge 90° + %

nagysagu. Vegyiik észre még, hogy PC =b —c.



Ezek alapjan a szerkesztés menete nagyon hasonl6 az a) részfeladatban ismertetett szerkesztéshez.

1. Az adott a = BC szakaszhoz tartoz6 90° + % szogl egyik 14tdszogkorivet megszerkesztjik.

2. Megszerkesztjiik a C kozéppontd, adott b — ¢ sugart kort.

3. Megjeloljiik a BC szakaszhoz tartozé latészogkorivet, valamint a C kézéppontu kor meg-
feleld metszéspontjat (P).

4. A BP szakasz felez6mer6legese kimetszi a C kezdSponti CP félegyenesbdl az A csicsot.

Ebben az esetben csak 0 vagy 1 megoldds lehet.

EXI) A volgyhid végpontjait A és B, a vele parhuzamos utat e jeloli az dbran. Néhany konkrét eset vizs-
gdlata utdn sejthetd, hogy az AB szakasz felezGmerGlegese metszi ki az e egyenesbdl azt a pontot,
amelybdl az AB szakasz a legnagyobb szogben latszik. Jeloljiik ezt a pontot C-vel, az ACB<-et
pedig a-val. Ekkor a kertiileti szogek tétele alapjdn az AB volgyhid az ABC haromszog koré ir-
hat6 kor C-t is tartalmazé AB korivének minden pontjabdl o szog alatt latszik.

Megmutatjuk, hogy az e egyenes C-tdl kiilonboz§ tetszbleges
P pontjabdl az AB szakasz a-ndl kisebb szogben lathatd. Mivel
a C csucs az AB szakasz felezGmerGlegesére illeszkedik, ezért
az ABC haromszdg egyenld szdrd, igy koré irt korének kozép-
pontja az AB oldal felez&merdGlegesén taldlhatd. Ugyanakkor
az e és AB pdrhuzamosak, ezért a C cstcshoz tartozé sugar
nemcsak az AB szakaszra, hanem az e egyenesre is merdleges
(az e egyenes a koré irt kor C pontbeli érintSje), vagyis a P pont
sziikségképpen a kor kiilsd pontja. Kossiik 0ssze a P pontot az AB szakasz végpontjaival;
az AP szakasz és a kor metszéspontjat az dbrdnak megfelelGen jeloljiik Q-val. Mivel a Q pont a
korvonal pontja, ezért korabbi megjegyzésiink alapjan AQB< = ACB< = a.. Vegyiik észre, hogy
az AQB< a PQB haromszog kiilsG szoge, ezért megegyezik a nem szomszédos bels§ szogek
Osszegével, igy AQBS = QPBX + QBP< > QPB< = APB<.

Az abra jeloléseit haszndlva tehdt o > 3, ami egyben azt is jelenti, hogy az AB szakasz a C pont-
bol nagyobb szog alatt 14tszik, mint a P pontbdl. Ezzel igazoltuk, hogy az e egyenes pontjai
koziil valéban a C pontbdl lathaté az AB szakasz a legnagyobb szog alatt.

XD Az adott k kort az AB hiir két korivre bontja. Bebizonyitjuk,
hogy attdl fiiggden, hogy a C pont melyik korivén viltozik,
az ABC haromszogbe irt kor Q kozéppontja illeszkedik az AB
szakasz egy-egy megfeleld szogi 1atészogkorivére. Tegyiik fel,
hogy a C pont az dbra szerinti hosszabb AB korivén mozog.
Ekkor az ACB< a C pont helyzetétdl fiiggetleniil dllando, amit
y-val jeloltiink. Az ABC hdromszog mdsik két szoge termé-
szetesen mdr fiigg a C pont aktudlis helyzetétdl. Ha e szogeket
o és B jeloli, akkor figyelembe véve, hogy a Q pont az ABC
haromszog szogfelezdinek metszéspontja azt kapjuk, hogy

CAQ% = QABY = % tovdbbd CBO% = QBAX = g

Mivel az ABQ héaromszog belsd szogeinek 0sszege 180° ezért:
4085 =180°—[% + B)=180°—[00°= L |=00°+ 1.
2 2 2 2

Akapott szog a C pont helyzetétdl fiiggetlen dllando, ezért a Q pont az AB szakasz egyik 90° + %

sz0gl latoszogkorivén mozog.



Haa C pont a k kor masik AB korivén mozog, akkor az ACB< = 180° — 7, és igy az

180° — ¥

AQB% = 90° + =180° - %

ami mutatja, hogy a Q pont az AB szakasz megfelel6 180° — % sz0gl 1at6észogkorivére esik.

Megjegyzés: Az A és B pontok nem tartoznak a mértani helyhez. A fenti 14t6sz6gkorivek minden
mas pontja a mértani hely része, ugyanis egy rogzitett Q ponthoz tartozé6 C pontot az AQB harom-
sz0g AQ, illetve BQ oldaldra felmért QABY, illetve QBAX szdrai metszik ki egymdasbol.

BB a) Tekintsiik az dbra jeloléseit: az ABC hdromszdg magassag-

pontja M, az AB egyenesre vonatkozo tiikorképe M’, az A és
B csticsbdl indulé magassdgvonalak talppontjai F és E,

sz

a hdromszog C cstcsdndl 1évs szoge .

Az EMFC négyszog hirnégyszog, mivel két szemkozti szoge
90°-o0s, ezért EMF<=180°— y. Mivel az AMB< és az EMF<X
csucsszogek, ezért AMB< = 180° — v is teljesiil. Ha nemcsak
a magassagpontot, hanem az AMB haromszoget is tiikrozziik

az AB egyenesre, akkor tiikorképként az AM’B haromszoget A | 180°-y &
kapjuk, hiszen a tiikrozés sordn a tengely A és B pontja
helyben marad. A tengelyes tiikrozés szogtartd tulajdonsdga m

miatt az AM’BS = AMB< = 180° — y. Ekkor viszont az AM’BC

négyszdgben a C és M’ csucsokndl 1évl szogek dsszege 180° amibdl kdvetkezik, hogy a négy-
sz0g csucsai egy korre illeszkednek. Ez a kor tartalmazza az A, B, C pontokat, azaz sziikség-
képpen egybeesik az ABC haromszog koré irt korrel. Ezzel a feladat allitdsdt igazoltuk.

b) Az éllits az a) részfeladat llitdsahoz hasonl6 mddszerrel bizonyithaté. Ha az M pontot eztttal

az AB oldal G felez&pontjdra tiikrozziik (I.), akkor a tiikorképként kapott M’ pont az A, B, M
pontokkal paralelogrammdt feszit ki, amelyben a szemkozti szogek természetesen egyenldk, igy
AM’B< = 180° — 7, ami ismét igazolja, hogy az M’ pont illeszkedik az ABC hiromszog koré
irt korre.

Az allitasok derékszogd, illetve tompaszogi haromszogre is érvényben maradnak. A derékszogi
haromszog esetében (I1. dbra) a magassdgpont egybeesik a derékszogd csicesal (C-vel), a tiikor-
képe (C’) pedig szintén derékszogli hdromszoget alkot az 4tfogd két végpontjdval, igy az éllitds
Thalész tételének megforditdsabol azonnal adddik. Az dbra az oldalfelezd pontra vonatkozo
allitast szemlélteti.

Tompaszogli haromszog esetén (I1I. dbra) az A és B csticsokbdl indulé magassdgvonalak talp-
pontjai (az dbran E és F) a hdromszog oldalain kiviilre esnek csakiigy, mint az M magassagpont.
Az EMFC négyszogben a C cstcsndl 1évE szog csucsszoge az ABC hdaromszog y szogének,



ezért egyenls vele. Mivel a szoban forgd négyszog hurnégyszog, ezért az M cstcsndl 1évs szoge
180° — v, amibdl a mdr szokdsos gondolatmenettel beldthat6, hogy AM’B< = 180° — y ezdttal
is teljesiil. Ekkor viszont az AM’BC négyszog ismét hirnégyszog, azaz az M’ pont illesz-
kedik az ABC haromszog koré irt korre. Az oldalfelezd pontra vonatkoz6 tiikkorképrdl hasonld
moddon lathatd be ugyanez a tulajdonsag.

BB a) Készitsiink dbrat, majd keressiink hirnégyszogeket a kialakult
abraban. Az APMS négyszogbena P és S csticsoknal derék-
szogek vannak, ezért hirnégyszog, amibdl kovetkezik, hogy
SAM< = SPM< = o (a koré irt korben ugyanazon a koriven
nyugvo keriileti szogek). Ha az SAM< szarait meghosszab-
bitjuk, akkor a vele megegyez§ nagysagid DAC<-et kapjuk,
ezért DACY = o is teljesiil. Mivel az ABCD hiirnégyszog
koré frhat6 korben a DACS a DC iven nyugvo keriileti szog
csakigy, mint a DBC<, ezért DBCY = DACYX = a. Vegyiik
még észre, hogy a BPMQ négyszog is hirnégyszdg, amit
ugyanugy indokolhatunk, amint azt az APMS négyszognél
tettiik. A négyszog koré irt korben az MPQ<¥ és MBQ< szogek ugyanazon az MQ koriven
nyugvo keriileti szogek, ezért MPQ< = MBQOX = DBC< = o. Eddigi eredményeinket 0ssze-
foglalva lathatjuk, hogy SPM<X = QPM< = ¢, amit gy is fogalmazhatunk, hogy az M pont
illeszkedik a PORS négyszog P csuicsandl 1évé szogfelezjére. Ehhez hasonldan igazolhatd,
hogy az M pont a négyszog dsszes szogfelezdjére illeszkedik, azaz a PORS négyszog valéban
érinténégyszog, amelyben a beirhatd kor kozéppontja egybeesik az ABCD négyszog atléinak
M metszéspontjaval.

b) Az a) részfeladat eredményei alapjdn az dbran ¢-val jelolt
szogek mind megegyeznek. Mivel a négyszog atléi ezuttal
merdlegesek egymasra, ezért ADMX = BCM< =90° — o.
Vegyiik észre, hogy az SMRD négyszog is hirnégyszog
(az R és S csticsokndl derékszogek vannak a pontok szdrmaz-
tatdsa révén), ezért a koré irt korben az SM koriven nyugvo
keriileti szogek megegyeznek, azaz SDM< = SRM< = 90° - o

Ugyanigy az RMQC hurnégyszogben: az MQ koriven nyugvo
keriileti szogek megegyeznek, azaz MRQ¥X = MCQ<=90° - o
Tekintsiik most a PORS négyszoget: a P csticsndl 1évE szoge
2- o, az R csucsndl 1évs szoge 2-(90°— o) = 180° -2 ¢.
Mivel a szemkozti szogek 0sszege 180°, ezért a hurnégyszogek tételének megforditisa alapjan
a PORS négyszog hirnégyszog.

B Az ABC haromszdg koré irt korének P pontjat
merdlegesen vetitve a haromszog oldalegyene-
seire, az dbranak megfelel§ jelolésekkel a Q, R,
S pontokhoz jutunk. Az dbra ,,hemzseg” a hur-
négyszogektol, amelyek koziil el§szor elemezziik
az ABPC négyszoget. A hurnégyszdgek ismert
tulajdonsdga alapjan a CPB< = 180° — CAB<.
Az ASPQ négyszogben az S és Q szemkozti
csucsokndl derékszogek vannak, ezért szintén
hirnégyszog, igy:

OPS¥=180°—- QASX =180°— CABX.
Az elmondottak alapjan tehat CPB< = QPS<.
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Ha a fenti egyenl&ség két oldalan 4116 szogekbdl a QPB<-et elvessziik, akkor a visszamaradé szo-
gek is megegyeznek, azaz

CPB% — QPBX = QPS% — OPB¥,
CPQ% = BPS¥ = 6.

Az dbra tovabbi hirnégyszoge a BSPR négyszog, hiszen S és R csucsaindl derékszogek vannak.
A négyszog koré irt korében a BS koriven nyugvd keriileti szogek megegyeznek, azaz

BRS¥=BPS¥=45. (1)

Végiil szintén hirnégyszog a CORP négyszog, hiszen a CP szakasza Q és R pontokbdl egyardnt
90°-0s szog alatt latszik, igy mindkét pont illeszkedik a CP szakasz Thalész-korére. A Thalész-
kor QC korivén nyugvo kertileti szogek megegyeznek, ezért:

ORCX=QPCx=4. (2)
Az (1) és (2) egyenlségek 6sszehasonlitdsa utdn lathatjuk, hogy
BRS¥ = QRC< =4,

ami azt is jelenti, hogy az RS egyenes €s az RQ egyenes egyardnt § nagysagu szoget zar be
a BC egyenessel, ami csak ugy képzelhet§ el, hogy a O, R, S pontok egy egyenesre illeszkednek.

Parhuzamos szel6k és parhuzamos szel6szakaszok tétele,
sziogfelezotétel — megoldasok

A kitoltott tablazat:

a b [4 d X y
5¢cm 4cm 3cm 2,4 cm 7cm 12,6 cm
2¢cm 2,5¢cm 3cm 3,75 cm 4cm 9cm
3cm 6.cm 2cm 4cm gcm 8cm

A szerkesztések a parhuzamos szelSk tétele alapjan konnyen elvégezhetdk. A szerkesztési 1épések
az abrakrdl leolvashatok.

Az adott szakaszt a padrhuzamos szeldk tétele alapjan hdrom egyenld részre osztjuk, igy megkapjuk
a szabdlyos hdromszog oldaldnak hosszét.

Az adott szakaszt felosztjuk 2:3:4 ardnyban; a kialakuld szakaszok a szerkesztend$ haromszog
oldalai lesznek. A hdrom oldal ismeretében a haromszog mar konnyen szerkeszthetd.
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Szerkessziink egy tetszSleges oldali négyzetet, majd szerkessziik
meg az atlgjat; ha az oldal hossza b, akkor atléja b 2. Afel-
osztani kivant AB szakasz A kezdGpontjabdl indul6 félegyenesre
mérjiik fel a négyzet oldalat, majd atlgjat. A parhuzamos szelGk
tétele alapjan szerkeszthetS a megfelel§ osztépont. (=)

A trapéz kiegészitd haromszogének oldalai 6 cm, 4,67 cm,
4,67 cm hosszuak.

A trapéz szarainak hossza: 2,29 cm, 6,87 cm.
A trapéz alapjainak hossza: CD =14 cm és AB = 18 cm.
A DE egyenes a BC oldalt 1:3 ardnyban osztja.

Py

Az édbra segitségével is meggydzSdhetiink arrdl, hogy a feladat

feltételeinek két téglalap tesz eleget. Az egyik téglalap oldalai ¢
6 cm és 12,8 cm, igy teriilete 76,8 cm?. A masik téglalap oldalai
3,2 cm és 24 cm, igy teriilete szintén 76,8 cm?2. (=) 16

A hdromszog alapjdhoz 12 cm hosszd magassdg tartozik. A szog-
felez6tétel alapjan a magassagot az alapon fekvd szog szogfele- A 20
z6je 5 : 13 ardnyban, 8,67 cm €s 3,33 cm hosszu részekre osztja.

A hdromszog atfogéja 10 -+/2 = 14,14 cm hosszisagi.

A szogfelezbtétel alapjan a szogfelezd a szemkozti, 10 cm hosszid befogét 1: /2 ardnyban osztja.
A derékszogl csicshoz kozelebbi szakasz hossza:

10

———=4,14 cm,
1+2

a m4siké pedig:
M =~ 5,86 cm.
1+2

A 45 méteres fa helyét A, az ismeretlen, x magassagiét B,
a hegytetét C jeloli. Ekkor AB = 300 méter, és mivel Barnabds
fél ora alatt 1000 m utat tesz meg, ezért BC = 700 m. A parhu-
zamos szelGszakaszok tétele alapjan:

700  x

1000 :E , amibdl x = 31,5 m.

A mésodik fa magassdga 31,5 méter.

EEID) A feladat geometriai modellje az dbran l4thato.

AH jeloli az ismeretlen magassagu létesitményt, &

BG a 7 méter magas fat, és D azt a pontot, ahon-

nan a fa és az ipari létesitmény teteje egy vonal- X

ban latszik. A parhuzamos szelGszakaszok tételét G

alkalmazva az FDH<-re kapjuk, hogy: - 5m|g D
x 150 2m |2m
~= 5 = x=25. A 120m B som C

5 30
Az ipari 1étesitmény magassaga tehdt 27 méter.



GEOMETRIA

) a) Megmutatjuk, hogy SR és PQ péarhuzamosak az AC étléval.
Tekintsiik ehhez az ADC<-et, amelynek szdrait az SR és AC
egyenesek gy metszik, hogy a szdarakbdl kimetszett szaka-
szok ardnyaira:

DS_DR_1
DA DC 4
és 1gy a parhuzamos szelSk tételének megforditdsa alapjan SR
és AC valdban parhuzamosak.

Hasonl6an lathatjuk, hogy az ABC< szaraibol PQ és AC olyan szakaszokat metszenek ki, ame-

lyekre igaz:
yekre igaz BP_BO 3
BA BC 4
aminek kovetkeztében PQ és AC szintén parhuzamosak. Ez azt jelenti, hogy PQ €s SR ugyan-

azzal az AC atléval parhuzamosak, ami csak ugy lehetséges, ha egymassal is parhuzamosak,
és ez igazolja, hogy PORS valéban trapéz.

b) A parhuzamos szelGszakaszok tételét alkalmazzuk az ADC<-re, majd az ABC<¥-re:

SR_DS_1

AC DA 4’
valamint

PO _BP_3

AC BA 4

7z

A feltételek szerint AC =20 cm, amit az el6z6 két egyenlGség bal oldaldba behelyettesitve, majd
a miveleteket elvégezve adddik, hogy SR =5 cm, PQ = 15 cm.

¢) Az a) részfeladat éllitdsa konkdv négyszogre is érvényes,
amint azt az abra is szemlélteti. A bizonyitds ugyanugy tor-
ténhet, mint a konvex esetben.

EEI) a) Tiikrozziik az ABCD trapéz rovidebb (CD) alapjat az 4tlok M metszéspontjdra; a tiikkorképet
jelolje C’D’. Mivel C’D’ parhuzamos az AB alappal, tovdbba hossza az AB alap hosszdnak
fele, ezért C’D’ az ABM haromszdg AB-vel parhuzamos kozépvonala, igy C’ felezi az AM,
és D’ a BM szakaszt. A tiikrozés a tavolsagtartd, ezért C’M = CM, vagyis C’ és M a CA sza-
kasz harmadoldpontjai, igy lathatd, hogy M a CA 4tlét 1:2 ardnyban osztja. Ugyanigy belat-
hat6, hogy M a DB &tlét is harmadolja.

b) Haaz M ponton dtmend, a trapéz alapjaival parhuzamos egyenes
a szdrakat az dbranak megfelelSen az E és F pontokban
metszi, akkor a parhuzamos szel§szakaszok tételét alkal-
mazva a DAC<-re, valamint a DBC<-re:

EM_AM _2 MF_BM _2
DC AC 3 DC BD 3
Azismert DC = 6 cm-t behelyettesitve, valamint a szdmola-

sokat elvégezve EM = MF =4 cm adddik, vagyis az EF
szakasz hossza 8 cm.
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a) Jeloljiik a C-bdl indul6 szogfelezd AB oldalra illeszkedd pontjat
P-vel. A szogfelez6tétel alapjan:

AP_5

BP 6’
tovabba felhaszndlva, hogy PB =7 — AP, egyszerl szdmo-
lassal kapjuk, hogy:

AP = % = 3,18 cm, valamint PB = % ~ 3,82 cm.

b) Alkalmazzuk a parhuzamos szelSk tételét a PBC<-re:
7
BD_BF_2 _1I

BC PB 42 12’
11 11
amibdl a BC = 6 cm miatt BD = 5 =5,5cm.

Hasonlé médszerrel szdmolhatd, hogy AE = > =5,5 cm szintén teljesiil.

a) Afeltételek szerint a haromszog befogdinak hossza 15-x, illetve c
8-x, az AB atfogd hossza 34 cm. Ekkor Pitagorasz tétele alap-
jan (15-x)% + (8 -x)? = 342, amibsl x =2 adédik. A harom- 30 16
sz0g befogdi tehat AC =30 cm, illetve BC =16 cm. Ha a
B csticsbdl indulé szogfelez6 az AC befogét az F' pontban A B
metszi, akkor a szogfelez6tétel alapjan: 3

FC 16
30-FC 34’
amibdl FC-re 9,6 cm adodik. Az FB szogfelezd hossza a BFC derékszogli hdromszogbdl sza-
molhaté:

BF?=FC?+BC?=9,6° + 16°, amibSl BF = 18,66 cm.

b) A hiaromszogbe irhaté kor kozéppontja a szogfelez6k O metszéspontja. Az dbra jeloléseit ko-
vetve legyen a C csticsbdl indulé magassdgvonal talppontja P, a szogfelez6é G, a beirt kor
az AB oldalt érintse T pontban. EI6bb kiszdmoljuk a beirt kor r sugarét, valamint a hdromszog
atfogdjahoz tartozé m magassagat. Mindkett§ a hdromszog teriiletét felhaszndlva szamolhato.

Mivel t=r- s, ahol s a hdromszog keriiletének fele, ezért:
16-30  16+30+34

2 T 2
Masrészt a haromszog teriilete az oldal és a hozzd tartoz6 magassag segitségével:

16-30 _34-m iz m=2 1410 em.
> 5 17

Ezutan kiszdmoljuk a GCP hdromsz0g ismeretlen oldalainak hosszit. A szogfelezGtétel alapjan
i=E, GB = & =~ 11,83 cm.
34-GB 30 23
A BCP derékszogli haromszogben Pitagorasz tételével a PB kiszamolhaté: PB =7,53 cm. Ekkor
viszont GP = GB — PB = 4,30 cm, és végiil

GC =~GP%? + m? =14,76 cm.

, r=6cm.



GEOMETRIA

Az OC szakasz hossza ezek utdn mar viszonylag konnyedén
szamolhatd. Mivel OT és CP parhuzamosak, ezért a CGP<-
re alkalmazhaté a parhuzamos szelgszakaszok tétele:

r _GO 6 14,76 -0C

= , = , 0C=38,49 cm.
m GC 14,12 14,76

A hdromszog beirhaté korének kozéppontja a derékszogl csicstdl koriilbeliil 8,49 cm tavolsigra
talalhato.

BB «) Hizzunk parhuzamost a trapéz D csticsén 4t a BC szdrral;
a parhuzamos az AB alapot az dbrdnak megfeleléen a H pont-
ban metszi. Ekkor DHBC négyszog paralelogramma, igy
HD = BC. Jeldljiik a DH szakasz D-hez legkozelebb es6 G
otodoldpontjat G-vel. Ha az AD szar D-hez legkozelebbi
otodolpontja E, akkor

DE DG 1
DA DH 5
és igy a parhuzamos szelSk tételének megforditdsa miatt
az EG egyenes pdrhuzamos az AB alappal. Megmutatjuk, hogy ha a BC szar C-hez legkoze-
lebb esd 6todoldpontja F, akkor az F pontilleszkedik az EG egyenesre, amibdl a feladat alli-
tdsa mar kovetkezik. Valéban, mivel DG = CF' (hiszen mindkett§ hossza a BC szar egyotod
része), tovabbd DG parhuzamos CF-fel, ezért a DGFC négyszog paralelogramma, igy GF par-
huzamos DC-vel (és persze AB-vel is). Ekkor EG és GF is parhuzamos a trapéz alapjaival,
ami csak ugy lehetséges, ha az E, G, F pontok egy egyenesre illeszkednek.

A H 14 B

b) Az a) részfeladat eredményei alapjan DGFC négyszog parale-
logramma, ezért DC = GF =9 cm. Ugyanigy paralelogramma
a DHBC négyszog is, ezért HB =9 cm, igy AH =5 cm. Alkal-
mazzuk a parhuzamos szelGszakaszok tételét az ADH<-re:

EG_DE_1
5 DA 5°
amibll EG =1 cm. Az EF szakasz hossza tehat 10 cm.

¢) Hizzuk be a trapéz D csticsabdl indulé DT magassagat, amely
az EF szakaszt Q-ban metszi. Alkalmazzuk a parhuzamos
szelGk tételét az ADT¥-re:
Do _DE_1
15 DA 5°

igy DQ =3 cm adddik. Ez egyben az EFCD trapéz magas-

séga is, 1gy teriilete:
. 9+10

=)

-
o

Stym----

-3=28,5 cm?2. A

Py

Az ABFE trapéz magassaga az el6z6ekbdl adéddan 12 cm, igy teriilete:

14410

T -12=144 cm?,




Az AC atl6 hossza az ABC derékszogii haromszdgben Pitagorasz tételével szamolhat6: AC = 58 m.
Az ABC hiromszogben alkalmazva a szogfelezStételt

BE :ﬂ, BE = ﬁ =~ 17,14 m adodik.
42-BE 58 7
Az ABE derékszogl haromszog alaku kert teriilete ezek alapjdn:
40 - 120

Ehhez hasonldan szamolhat6 az AFD XKert teriilete is. E1Gbb az

42
AFC hiromszogben alkalmazzuk a szogfeleztételt: g P
D% ppoiesm.
40-FD 58 - .58 F
Az AFD kert teriilete 145y =352,8 m%. Mivel az ABCD kert ;
teriilete 1680 m?2, ezért a legkisebb gyermek a kertnek koriilbeliil
20,4%-at, a kozépsS 21%-at orokli. A legjobban a legidGsebb s ; ;

gyermek jar, § a kertnek csaknem 58,6%-at 6rokli.

Hasonldsagi transzformaciok, alakzatok hasonlosaga
— megoldasok




211 Kétilyen pont van, melyeket az dbrdn O, illetve O, jelol. A hason- 0,

1 1
16sag aranya —— , vagy —.
g y > gy >
A B
A ~g
PEIT) A kozéppontos hasonldsdgi transzformacié kozéppontja a harom- c

. 1
sz0g sdlypontja, ardnya =y

FEIE) A feladatnak két megolddsa van, melyeket az dbra szeml€ltet.

0¥

FEH) A feladatnak két megolddsa van: az tigynevezett
kiils6 és bels6 hasonldsagi pontok. Ezek a pontok
a két korhoz huzott kozos kiilsd, illetve kozos
belsé érint6k metszéspontjai. Ha a két kor sugara
megegyezik, akkor a k6zos kiilsg érint6k parhu-
zamosak egymadssal, amibdl kovetkezik, hogy
csak egy megolddsa van a feladatnak.

=

FEF2) A tira dtvonala a valosagban 22,8 km, ennek megtételéhez 6 6ra sziikséges.

(A a) 1gaz. b) 1gaz. ¢) Hamis. d) 1gaz.
e) Igaz. f) Igaz. g) Hamis. h) lgaz.
AR a) 1gen. b) Igen. ¢) Nem.
PEF} A haromszog oldalai az egyes esetekben:
a) 4,5cm, 6 cm, 9 cm; b) 10,5 cm, 14 cm, 21 cm;
c) 6¢cm, 8cm, 12 cm; d) 15 cm, 20 cm, 30 cm.



. EVFOLYAM

A négyszog oldalai az egyes esetekben:
a) 16 cm, 12 cm, 20 cm, 24 cm; b) 24 cm, 18 cm, 30 cm, 36 cm;
¢) 8cm, 6 cm, 10 cm, 12 cm.

A haromszog alapon fekvd szogei 72°-osak, szarszoge 36°-0s.

Az édbra jeloléseit haszndlva megdllapithatjuk, hogy a CEF és
CAB haromszogek hasonlok egymdshoz, tovabbd a HEF és HDB
haromszogek egybevagdk egymassal. Az elmondottakbol kovet-
kezik, hogy EF =5 cm és BD =5 cm. (=)

A trapéz atléi az alapok ardnydban osztjdk egymast, igy a keresett
ardny 1:7.

A trapéz hosszabb alapja 60 cm. Ha az 4tlok p: g ardnyban osztjdk
egymast, akkor a hosszabb alap 12- 4 ¢m.

p
A parhuzamos szakasz k hossza a két alap mértani kozepe, azaz k=+/a-c.

A trapéz kiegészit6 haromszogének trapézon kiviili csicsa 15 cm tdvolsagra van az ismert szar
rovidebb alapra illeszked$ végpontjatdl.

Az abra jeloléseinek megfelelGen az AD oldalt 2 : 3 ardnyban

oszt6 pontot E, az AC és BE szakaszok metszéspontjt pedig

F jeloli. Ekkor AEF< = CBF<, tovdbbd FAF< = BCF<, mivel
péaronként valtészogekrdl van szé. Az elmondottakbdl az is E
kovetkezik, hogy az AEF és CBF haromszogekben két-két szog F
egyenld, igy a két haromszog hasonlé egymashoz. A megfelel§
oldalak ardnya

AF _EF _AE 2
FC FB BC 5’
igy a két szakasz 2:5 ardnyban osztja egymast.

EEEB) a) A lakonegyed a térképen dbrézolt téglalap kozéppontosan nagyitott képének tekinthetd, ahol
a hasonlésdg ardnya 1500, ezért a lakénegyedet a valosagban egy 120 méter és 150 méter hosszi
oldalakkal rendelkezd téglalap hatdrolja. A lakénegyed teriilete 18 000 m?2.

b) Ha jarda szélessége mindenhol 2 méter, akkor a jarda négy
téglalapbdl, valamint négy negyedkorbdl dll az dbrdnak meg-
felelGen.

150 2

A jarda teriilete: 120

T=2-2-120+2-2-150 + 2% & = 1092,57 m>.

EEE) Mindkét feladat megolddsdnal vegyiik észre, hogy barmely két olyan hdromszdg hasonld egy-
madshoz, amelyben az oldalak ardnya 2 : 3 : 4. Ezt az észrevételt felhasznélva a szerkesztés 1€pései:

1. Szerkesztiink egy haromszoget, amelynek oldalai 2 cm, 3 cm, 4 cm.
2. Megszerkesztjiik a kapott haromszog koré irt (beirt) korét.

3. Megjeloljiik az egyik olyan pontot, amelyre vonatkozé kozéppontos hasonlésdg a hairomszog
koré irt (beirt) korét az adott korbe viszi at.

4. A megszerkesztett haromszoget ugyanannak a kozéppontos hasonldsdgnak vetjiik ald, amely a koré
irt (beirt) kort az adott korbe viszi at; a képharomszog koré irt (beirt) kore épp az adott kor lesz.
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A szerkesztés példdul azon az észrevételen alapulhat, hogy barmely két olyan hdromszg hasonld
egymashoz, amelyekben a szogek megegyeznek. Ezért a szerkesztés 1épései:

1. Szerkesztiink egy olyan haromszoget, amelynek szogei az adott szogekkel egyenldk.

2. A megadott szakaszt, melynek hossza a szerkeszteni kivant haromszog keriiletével egyenld, fel-
osztjuk az 1. pontban szerkesztett haromszog oldalainak ardnyédban.

3. Akapott szakaszokkal, mint oldalakkal a szokdsos médon hdromszoget szerkesztiink.

Vegyiik észre, hogy barmely két olyan hdromszog hasonl6 egymashoz, amelyben egy szog, vala-
mint a szoget kozrefogo oldalak ardnya megegyezik. Ezért a szerkesztés 1épései a kovetkezdk:

1. Szerkesztiink egy hdromszoget, amelynek egyik szoge az adott szog, a kozrefogo oldalak ara-
nya pedig 2:3.

2. A megadott szakaszt, melynek hossza a szerkeszteni kivant haromszog keriiletével egyenld, fel-
osztjuk az 1. pontban szerkesztett hdromszog oldalainak ardnyaban.

3. A kapott szakaszokkal, mint oldalakkal a szokdsos médon hdromszoget szerkesztiink.

a) A BCD és BAE haromszogek derékszogiiek, tovabbd a B

csucsndl 1évo szogilik kozos, ezért a két haromszog szogei g
megegyeznek, ami igazolja a haromszogek hasonldsagit. E
b) Ahasonlé haromszogekben a megfeleld oldalak ardnya meg-
egyezik, ezért:
BE BD ., BE 6
—=—+, tehat —=—. g
AB BC 12 BC A D B

A BDC derékszogli hdromszdgben Pitagorasz tételével
BC =10 cm adédik, és igy BE=7,2cm, EC =2,8 cm.

Az adott kor kozéppontjat az dbrdn K, az egyik
szogszaron 1étrejovd érintési pontjat E jeloli.
A feladatnak két megolddsa van, amelyeket az
abran piros szinnel jeloltiink. A kisebb kor
kozéppontjat Q;-gyel, a megfeleld szdron kiala-
kul6 érintési pontjat F-fel, a nagyobb kor k6zép-
pontjat O,-vel, érintési pontjat G-vel jeloltiik.
Ekkor az OKE és OQ,G hiaromszbgek hason-
16ak, hiszen mindkett§ derékszogt, tovdbba
az O csucsndl 1évd szogiik kozos.

A haromszogekben a megfeleld oldalak ardnya
megegyezik, ezért az 0Q, = OK + 10 + R Ossze-
fliggést felhaszndlva:

KE _ R 10 R

-~ , azaz —=—"—"—.
OK 00, OK OK+10+R

Vegyiik még észre, hogy az OKE derékszogl haromszog O csicsandl 30°-0s szOg van, ezért egy
»félszabdlyos” haromszog. Az ilyen hdaromszogben az atfogé a rovidebb befogd kétszerese, vagyis
OK =20 cm. Az el6z6 egyenlGségbe behelyettesitve, majd a mitveleteket elvégezve R = 30 cm
adodik.

Akisebb, O kozépponti kor sugara a fenti gondolatmenet értelemszer moédositdsaval szamolhatd.

A szamoldsokat elvégezve r = ? = 3,33 cm adddik.



EEED) @) Ha az ABC haromszdgbe irt kor az E pontban érinti a hdrom-

sz6g AC oldalat, akkor a kor érint§jének tulajdonsdga alapjan C
OE merdleges AC-re. Ebbdl kifolydlag az OEC haromszog \
derékszog csakigy, mint az AFC hiromszog. A két harom- E&

sz0g C csucsandl 1évl szogiik kozos, ezért a két haromszog 12 0

szogei megegyeznek és igy valdban hasonlék egymashoz.

b) Az édbra jelolései alapjdn CE =x, és AE =12 cm, hiszen az A o F 12 B

A pontbdl a hdromszogbe rhat6 korhoz hiizott érint6szakaszok
megegyeznek, vagyis AE = AF =12 cm. Az OEC és AFC haromszogek hasonlésdga alapjan:

f:g, azaz CF=2-x.
6 12

Az AFC hiaromszogben Pitagorasz tétele alapjdn:
122 + (2%)? = (x + 12)2,

amibdl 3x2 — 24x = 0, aminek egyetlen pozitiv megolddsa x = 8, tehat az ABC hidromszog CF
magassdga 16 cm hosszisagu.

¢) Ahdromszog alaki doboz teriilete 192 cm?, a négyzet alaki dobozé 144 cm?. Ebbd] kivetkezik,
hogy a haromszog alaki doboz alapteriilete a négyzet alaki dobozénél 33,33%-kal nagyobb.

EE) @) Haakét érint6 a P pontban metszi egymast,

G
tovabba az érintési pontok E és F, valamint E
H és G, akkor az OPE haromszdg hasonlé £
a QPH haromszoghoz, ahol O és Q a korok 5
kozéppontjat jelolik (1d. dbra). Ezt azonnal
beldthatjuk, ha felidézziik, hogy a kor érin- F 7
H

téje merdleges az érintési ponthoz huizott
sugdrra, valamint hivatkozunk arra, hogy a két haromszogben a P csuicsndl csucsszogek vannak,
amelyek egyenld nagysagiak. A két haromszog megfeleld oldalainak ardnydra:

5 7

—=—+—— amibdl OP = 125 méter.
OP 300-0°P

b) Az OEP haromszogben Pitagorasz tételével EP kiszamolhat6: EP = 124,90 m. A PHQ hérom-

szbgben EP-nek PH felel meg, és a hasonldsdg ardnya % ,ezért PH = %-EP = 174,86 méter,
igy az EH sétadt kb. 299,76 méter hosszu, és ezért a két sétaut egyiitt 599,52 méter.

B8 a) A feltételeknek megfeleld rombusznak és a haromszognek egy kozos szoge van. Mivel ez a kdzos

b) Vizsgiljuk azt az esetet, amikor az A cstics

sz0g a hdromszog barmelyik szoge lehet, ezért 6sszesen haromféleképpen tudunk rombuszt {rni
a haromszogbe.

II.
kozos csticsa a rombusznak és a hdromszog-

nek (I.). Az ADEF rombusz oldaldnak hosszat
jeloljiik x-szel. Ekkor az abran szerepl6 FEC
és ABC hiaromszogek hasonlék egymashoz
(szogeik paronként megegyeznek), igy:

FE AB X 12

—=——:, azaz =—,

FC AC 20-x 20
_12-20 ~7.5cm
20+12



A madsodik esetben (II.) a k6z0s cstics a B pont. A rombusz oldala ugyanigy szdmolhatd, mint
az eldbb. A szdmoldsok elvégzése utan azt kapjuk, hogy a rombusz oldala:
18-12

y= =7,2cm
18+12
Végiil a harmadik esetben a C csics a k6zos csticsa a rombusznak és a haromszognek. Ekkor
a rombusz oldaléra:
_18-20 180

z= =—— (=9,47) cm adddik.
18+20 19

EEIP) A feladat feltételeinek eleget tevd téglalap cstcsait D, E, F, G jeloli, mig T az AB oldalhoz tartoz6
magassdg talppontja, Q a CT magassag és a GF szakasz metszéspontja (1d. dbra). A feladatnak
két megoldédsa van attdl fiiggden, hogy a téglalapnak a hosszabb, vagy a révidebb oldala parhu-
zamos az AB oldallal. Vizsgéljuk elGbb azt az esetet, amikor
a hosszabb oldal parhuzamos az AB-vel, vagyis x:y=5:3 (L.).
Mivel az ABC hédromszog hasonlé az GFC hédromszoghoz
(szogeik paronként megegyeznek), ezért: g/ Al x F

_ X 22005 imib6l 3x=60- 5y, !

12-y 12 3 A DT E B
A téglalap oldalainak aranyabol kovetkezik, hogy 3x = Sy, és igy
y=6cm,x=10cm.

C

IL.

A mdsodik esetben (II.) a téglalap révidebb oldala parhuzamos G F
az AB oldallal, vagyis x:y = 3:5. Ebben az esetben a megfeleld
ardnypdr valtozatlan, csak ezittal 5x = 3y. y

A téglalap oldalai: y = % = 8,82 cm és x = % = 5,29 cm. A DT E B

EEE) Az ABC héromszogben AB =24 cm, a hozz4 tartozé CT magassig
15 cm, a beirt DEFG téglalap GF oldala 8 cm (ld. dbra). Ekkor

a GFC és ABC hiaromszogek hasonlok egymdshoz (szogeik pé-
ronként megegyeznek), ezért: P
cp_1s

i

8 24
amib6l CP =5 cm, igy PT =10 cm. A téglalap mésik oldala 10 cm.

EE o) Ha a téglalap oldalai 12 cm és 18 cm, akkor x =4 cm és
y =6 cm. A visszamarad6 négyszog oldalai Pitagorasz téte-
Iének alkalmazasaval szamolhatok.

A négyszog oldalai 10 cm, illetve +/160 = 12,65 cm. )
b) A visszamaradd négyszog paralelogramma. g X

D 2y V ®

Ay 2y B

EEIH El6bb egy egyszertibb feladat megoldasat elemezziik. Hagyjuk el a feladat feltételei koziil azt, hogy
a szerkesztendd kor érinti az ABC hdromszog koré irt kort. Ekkor a kovetkezd problémahoz
jutunk: szerkessziink olyan kort, amely érinti a hdromszog két szarat. Ilyen korbdl végtelen sok van,
a kozéppontjuk a C cstcsbdl induld szogfelezdn taldlhatd. A megszerkesztett kort egy C kozép-
pontd kozéppontos hasonldsdggal atvihetjiik abba a korbe, amely mar a haromszog koré irt
kort is érinti.



Ezek alapjan a szerkesztés 1épései a kovetkezdk.

1. Az ABC hédromszog koré irhat6é kort szer-
kesztiink.

2. Az ABC hédromszog C cstcsabdl indul6 szog-
felezSt (egyben a magassdgvonalat), valamint e
akor C-vel dtellenes F’ pontjat megszer- ;
kesztjiik.

3. Az AC szér egy tetszlleges E pontjdban
a szdrra merGlegest szerkesztiink. Ennek
CF’-vel val6 metszéspontja O.

4. Megszerkesztjiik az O kozépponti, OF su-
gard kort, ami érinti a szdrakat, valamint
a szogfelezdvel vald, C-t8l tdvolabbi met-
széspontja F.

5. Az F’ ponton dtmend, EF-fel parhuzamos
e egyenest szerkesztiink.

6. Az EO szakasz megszerkesztése.
7. Megszerkesztjiikk az e egyenes és az AC szdr E’ metszéspontjan dtmend, EO-val pdrhuzamos

f egyenest.
8. Az fegyenes és a CF’ szakasz O’ metszéspontjat, valamint az O’ kozépponti E’-t tartalmazé
kort megszerkesztjiik.

BB Az ABC hiaromszdg BC oldaldnak felezSpontjat
az dbrdnak megfeleléen F-fel, az A pont F-re
vonatkoz6 tiikkorképét A-vel, a CAD<-et a-val
jeloltiik. Az ABAC négyszog kozéppontosan
szimmetrikus az F pontra vonatkozdan, azaz
a négyszog paralelogramma, igy AC és AB par-
huzamosak. Ebbdl adédéan CAD<¥ = DAB< = q,
mivel valtészogekrsl van sz6. Vegyiik még
észre, hogy Thalész tétele alapjan ADB< = 90°,
amibdl azonnal kovetkezik, hogy ADBX = 90°
szintén teljesiil. Ekkor azonban az AFC és ABD haromszogekben két-két szog megegyezik,
ezért a két haromszog hasonld egymdshoz. Ugyanigy hasonlé egymdshoz az AFC és BFD
haromszog is, mivel mindkettd derékszogd, tovabbd a CAF<¥ = CAD<, valamint a DBF< = DBCY
egyardnt a rovidebb DC koriven nyugvd keriileti szogek, és ezért a keriileti szogek tétele alapjan
mindkét szog a-val egyenld.

Az AFC és BFD haromszogek hasonldsaga alapjan:
e = Q, azaz 1 = Q, amibgl FD = 1 BD. (1)
AC BD 2 BD 2

Az AFC és ABD hdaromszogek hasonldsdga alapjan:
e = Q azaz 1 = Q, amib6l AD=2-BD. (2)
AC AD 2 AD

Az (1) és (2) osszefiiggések megfeleld oldalait 6sszeadva:

FD+A’D=§-BD = FA’:%-BD.



Mivel a paralelogramma 4tl6i felezik egymaést, ezért AF = FA, igy AF = % - BD szintén teljesiil.

Ekkor viszont: 5 1
AD:AF+FD:5-BD+§~BD=3~BD,

amit bizonyitani kellett.

a) Az dbrdan az ABC egyenl§ szard haromszdgbe irt kisebb kor c
kozéppontjat O, a nagyobbét O, mig a BC szdron 1évé érin-
tési pontokat E, illetve F jeloli. Lathatd, hogy a COE, vala-
mint a COF haromszogekben a C csuicsndl 1évE szog kozos,
tovabba mindkét haromszog derékszogd, igy a két haromszog \E

hasonlé egymdshoz. Ha CO = x, akkor o[os
x _x+1,5

05 1
x =1,5 méter.

bl \F

Ezek alapjan az ABC haromszog CT magassaganak hosszara:
CT=x+0Q+Q0T=1,5+1,5+1=4 méter.

A szintén derékszogli CBT haromszogben a C csicsndl ugyanakkora szog van, mint a COE
haromszogben, ezért ez a két haromszog is hasonld egymdshoz. A megfeleld oldalak ardnya:

CB CO CB 1,5
—=—, azaz —=—".
CT CE 4 CE
A COE hiaromszog CE befogdjanak hosszdra Pitagorasz tételével kapjuk:
CE=+2m (= 1,41 m).
Az utols6 egyenlGségbe torténd visszahelyettesités utan:

6 62

A T B

CB=——==—"=3-2m (=4,24 m).
5 2 ( )
A COE és CBT haromszogek hasonldsagat még egyszer felhaszndlva:

BT OE BT 0,5

—=——, azaz —=—=.

CT CE 4 2
Rendezés utdn megkapjuk BT hosszit:

2
BT_E_JEm(AAlm).

A kartonlap oldalai tehat AB=2- V2 =2,83 méter, BC = AC =3-+/2 = 4,24 méter.

b) Az ABC Kkartonlap teriilete:

AB-CT _2-2-4
22

A két céltabla teriiletének Osszege:

T= =4.J2m? (=5,66 m?).

t:0,52-n+12-n:¥m2 (= 3,93 m?).

A veszteség: % =~ 0,306, azaz koriilbeliil 30,6%.



D) o) Mivel az ABCD négyszdg szimmetrikus trapéz, ezért szarai
megegyeznek, azaz AD = BC = b. Az érinténégyszogek tétele B G717 A
alapjdn a trapéz szemkozti oldalai hosszdnak 6sszege meg-
egyezik, azaz2-b =7+ 13 =20, igy b = 10 cm. A trapéz sza-

rai 10 cm hosszuak.

b) Hasznéljuk ki, hogy a trapéz tengelyesen szimmetrikus az
alapok kozos felezdmerdlegesére, amelyet az dbran t-vel jelol- c D
tiink. A 7 tengelyre vonatkoz tiikr6zés a beirt kdrt onmagéba,
mig a BC szdrat az AD szdrba viszi at. Nyilvanvald, hogy az E érintési pont képe az F' érintési
pont. Ebbdl kovetkezik, hogy a ¢ tengelyre vonatkoz6 tiikrozés az EF szakaszt szintén 6nma-
gdba viszi. Ez csak ugy lehetséges, ha az EF szakasz merdleges a tiikroz€s tengelyére, de ekkor
EF val6ban parhuzamos a trapéz alapjaival.

3 D

-

c) Toljuk el az AD szdrat onmagdval parhuzamosan gy, hogy az A csics a B csucsba, a D cstcs
a D’, az F pontaz F’ pontba keriiljon. Ekkor BD’=AD = 10 cm, tovdbbd a D’DAB négyszog
paralelogramma, ezért DD’ = BA =7 cm, amib6l CD’ = 6 cm adddik.

A CD’B és az EF’B hiaromszog szogei paronként megegyeznek, ezért a két haromszog hasonld
egymashoz, igy megfeleld oldalaik ardnyara igaz, hogy:

CD’ EF’ 6 EF

—=——, azaz —=——.

BC BE 10 BE

Végiil vegyiik észre, hogy a B pontbdl a trapézba irhaté korhoz hizott érintGszakaszok, BE és
BG egyenldk, tovabba G az AB szakasz felezGpontja, ezért BE = BG = 3,5 cm. Helyettesitsiik
be a kapott eredményt az utolsé egyenlGségbe, igy addédik, hogy:

R
10 35~ Toem

Ekkor viszont
EF=EF+FF=21+7=9,1cm.

EEX) Az dbran az ABC haromszog oldalfelezs pont-
jait A, B, C’; sulypontjat S; magassagpontjat M;
koré frhat6 korének kozéppontjét pedig O jeloli.
A sulypont ismert tulajdonsdgait ezuttal agy is
megfogalmazhatjuk, hogy az ABC haromszoget

1
a stlypontra vonatkozé A = — 5 aranyu kozép-

pontos hasonldsdg 4tviszi az AB’C’ hédrom-
szogbe. Megmutatjuk, hogy a kozéppontos
hasonlésdg az M pontot az O pontba viszi at.
Ehhez elegendd beldtnunk, hogy az O pont egy-
ben az AB’C’ hdromszdg magassdgpontja is.
Mivel az O pont az ABC hiromszog koré ir-
haté korének kozéppontja, ezért O illeszkedik
pl. az A’ pontban a BC-re emelt merdlegesre.
Ez a mer6leges azonban nemcsak a BC-re, ha-
nem az azzal parhuzamos B’C’-re is meréleges, .
azaz az AB’C’ haromszognek egyben egyik ma- e
gassdgvonala is.

Hasonldan igazolhat6, hogy O az AB’C’ hdromszog mdsik két magassdgvonaldn is rajta van, ezért
O valéban az AB’C’ hdromszog magassagpontja.



A kozéppontos hasonldsdg soran a pont (M), a képe (O), valamint a hasonlésag centruma (S) egy
. . . 1
egyenesre illeszkednek, ezért a feladat allitasat igazoltuk. Mivel az S kézéppontd, —5 ardnyud

kozéppontos hasonldsag M-et O-ba viszi, ezért S az OM szakaszt 1:2 ardnyban osztja Ggy, hogy
az O ponthoz van kozelebb.

Megjegyezziik, hogy szabdlyos haromszogben a harom nevezetes pont egybeesik, ezért nem jon
létre egyértelmien az Euler-egyenes.

Az ABC hidromszog K koré irt korét az M ma-
gassagpontbdl felére kicsinyitve a k kort kap-
juk. Megmutatjuk, hogy a k kor tartalmazza
az AB oldalhoz tartoz6 magassagvonal V talp-
pontjit, az AB oldal G felez&pontjat, vala-
mint az AM szakasz X felezGpontjét (14sd dbra).
Ez utébbi nyilvanvald, hiszen az A cstcs a
K kor egy pontja, M pedig a kézéppontos
hasonldsdg centruma, ezért az A pont éppen
az AM szakasz X felezGpontjdba megy dt.

A 2292. feladat a) részfeladatdban megmutattuk,
hogy az M pont AB egyenesre vonatkozd M,
tiikorképe illeszkedik a hdromszog koré frhaté
K korre. Ekkor azonban az MM, szakasz V
felez6pontja a tiikortengely, vagyis az AB oldal-
egyenes egy pontja. Mivel az MM, szakasz
egyben merdleges is az AB egyenesre csakigy, mint a CM egyenes, ezért a C csticsbdl induld
magassdgvonal tartalmazza az MM, szakaszt, igy a V pont éppen a magassdgvonal talppontja.
Osszefoglalva elmondhatjuk, hogy a K koron taldlhaté M, pont M-re vonatkozo kicsinyitett képe
(V) az AB oldalhoz tartoz6 magassagvonal talppontja. Mivel a kicsinyités illeszkedéstartd, ezért
a V pont valdban illeszkedik a K kor kicsinyitett képére, azaz a k korre.

A 2292. feladat b) részfeladatdban azt is megmutattuk, hogy az M pontnak az AB szakasz G felezd-
pontjdra vonatkozd tiikkorképe (M,) szintén illeszkedik a K korre. Ezt tigy is megfogalmazhatjuk,
hogy a K koron 1év6 M, pont kicsinyitett képe megegyezik a G ponttal. Ebbdl kovetkezik, hogy
a G pont valéban illeszkedik a k korre.

Ugyanigy bizonyithatjuk, hogy nemcsak az X, V, G pontok illeszkednek a K kor kicsinyitett
képére, hanem a haromszog masik két oldaldnak felez6pontjai (E és F), a masik két cstcs és
a magassagpont kozti szakaszok felez&pontjai (Y és Z), valamint a mdsik két magassdgvonal
talppontjai (U és T) is. Ezzel a feladat dllitdsat igazoltuk.

Aranyossagi tetelek a derékszogii haromszdogben
és a korben — megoldasok

A kor sugara 6,5 cm. A feladat a magassagtétel segitségével is megoldhat6: /(2r —9) -9 =6, ami-
bdl r=6,5 cm. Mivel 6,5 <9, ezért a 9 cm a nagyobb korszelet magassaga.

Az atfogéhoz tartozé magassag az atfogdt két olyan részre bontja, amelyek hossza % =4,29 cm,
9 1
illetve — =1,54 cm. Az atfogbéhoz tartozé magassag hossza — = 2,57 cm.
34 g gassag 34



A feladat megoldhat6 példaul a magassagtétel
alkalmazasaval. A szerkesztés menetét az dbran
kovethetjiik nyomon. (=)

A hdromszog befogéinak hossza:
16-v/3 =27,71cm és 16 cm.

A haromszog mésik befogéja: f—j =542 cm, az

atfogoja % = 14,08 cm. Az atfogéhoz tartozé
magassag 5 cm hosszu.

A két négyzet teriiletének ardnya 2: 5.

Ha a szabdalyos hdromszdg oldala a, magassdga m, akkor teriilete

—m, a vele megegyez? teriileti négyzet oldala pedig x = ’g - m.

Az x hosszisdgu szakasz szerkesztése a magassagtétel segitsé-
gével torténhet. A szerkesztés menete az dbrdn nyomon kovet-
hetd. A négyzet oldaldnak ismeretében a négyzet a szokdsos
modon szerkeszthetd. (sp)

Feladatként a ~/15 cm hosszu szakaszt kell megszerkeszteni.
A szerkesztés a magassdgtétel segitségével torténhet. A négyzet
oldaldnak ismeretében a négyzet a szokdsos médon szerkeszthetd.

A trapéz magassiga /50 = 7,07 cm, teriilete 10-+/50 = 70,71cm?2.

Haa P ponton 4t hizott szel§ a kort A-ban és B-ben metszi, akkor
PA=x, PB=4-x, és ebbll adédéan AB=3-x. A PB szelG-
szakasz 12 cm-rel hosszabb, mint PA, ezért AB = 12 cm, amibdl
x =4 cm. Ekkor az érint6- és szelGszakaszok tétele szerint a P-bdl
huzott érintdszakasz hossza:

PE=+/x-4x =2-x=8 cm.

A két szel@szakasz hossza 5 cm, 20 cm.

a) A pont a kor kozéppontjatél +/35 = 5,92 cm tavolsdgra van.
b) A szeld a kor kozéppontjatol g = 4,87 cm tdvolsdgra halad.

BB A feltételek szerint az ABC derékszdgl haromszog befogdit

c
BC =x, AC = 3-x alakban irhatjuk fel. Ha az atfogéhoz tartozé 3 :
magassdg talppontja 7, akkor a befogététel alapjan: X
2=BT-AB és (3x)?=AT-AB. y fls

A két egyenlGség megfelelS oldalait egymadssal elosztva, négy-
zetre emelés utdn adédik, hogy:

BT .. 1 BT?
—=——, amibl —=——.
9 AT 81 AT?
A kapott egyenlGség alapjan az atfogo két szeletére emelt négy-
zetek teriiletének ardnya 1:81.
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I} Az dbra jelolései mellett a CT magassag az AB atfogot két olyan
szakaszra bontja, amelyek hossza 25 - x és 144 - x. A befogotétel c

befogdja Pitagorasz tételével szdmolhat6. A BC befogd hossza

alapjan:
6,5 =+/25x -169x = 65x, 2
amib6l x =0,1. A hdromszog atfogdja igy 16,9 cm, hosszabb :

15,6 cm.

EED o) A haromszog AB étfogdja Pitagorasz tételével szamolhato:

b) Az atfogohoz tartozé CD szogfelezS hossza a CTD derék-

AB =39 cm. Ha az 4tfogéhoz tartoz6 magassdg talppontja
T, akkor a befog6tétel alapjan 15% = AT-39, 362 = BT -39, és
igy AT =577 cm, BT =33,23 cm.

sz0gl haromszogbdl szamolhatd. E16bb azonban kiszamoljuk
az AD és BD szakaszok hosszat a szogfelezGtétellel:
A—D = E = i , amibdl AD-t kifejezve: AD = g (= 11,47 cm).
39-AD 36 12 17
A CTD héromszog TD befogdja: TD = AD — AT =11,47-5,77 =5,7 cm.
A CT magassdg az ABC haromszogben a magassagtétellel szdmolhatd:
CT =~JAT - BT =13,85 cm.
Végiil a CTD haromszogben Pitagorasz tételével kapjuk, hogy:

CD =~TD? + CT? =/5,7% + 13,852 ~ 14,98 cm.

¢) Ahdromszog teriilete ¢ = r-s, ahol r a beirt kor sugara, s a hdromszog kertiletének fele. Ezek

alapjan:
15-36_r'15+36+39

2 2

)

amibdl r = 6 cm-t kapunk.

d) Az EDO és TDC hiromszogek hasonldk egymdshoz, mivel szogeik paronként megegyeznek.

EEI) @) Ha a két haromszogbdl a leirtak alapjan készitiink sarkanyt,

Ezek alapjan a megfelel$ oldalak ardnya megegyezik, vagyis:

o

OD CD’
A mdr kiszdmitott adatokat behelyettesitve, majd a mtiveleteket elvégezve OD = 6,49 cm-t kapunk.
A beirt kor kozéppontjdnak C csucstdl vald tavolsdga: CO = CD — OD = 8,49 cm.

akkor az ABCD deltoidhoz jutunk. A deltoidban AB =5 -x,
BC=12-x, az AC 4tl6 117 cm hosszu, tovabba a B és D csu-
csandl derékszogek vannak (ldsd dbra). Az ABC harom-
szogben Pitagorasz tétele alapjan (5x)% + (12x)2 = 1172,
amibdl x =9 cm, a hdromszog befogdi pedig: AB =45 cm,
BC =108 cm. Szintén az ABC hdromszdgben a befogdtétel
is alkalmazhato, igy kapjuk, hogy:

452 = AT-117 és 1082=CT-117.
A szamoldsokat elvégezve AT =17,3 cm, illetve CT =99,7 cm.

Végiil alkalmazzuk a magassagtételt az ABC hdromszogben: BT =/17,3-99,7 =41,5 cm.
A deltoid atloi, azaz a sziikséges nadszalak hossza: BD = 83,0 cm, AC = 117,0 cm.




b) Az a) részfeladatban kiszamoltuk, hogy a BD atl6 az AC atlét 17,3 cm, illetve 99,7 cm hosszi

k) a) Akét parhuzamos érint6 az dbra szerint az A és B pontokban

részekre bontja. Mivel a deltoid szimmetriatengelye megfelezi a masik atlot, ezért az AC atlo

a BD-t két egyenld részre bontja:
BT=TD =41,5 cm.

7 z

érinti a kort, a PQ érint6 érintési pontjat pedig 7 jeloli. Mivel
az érint6 merdleges az érintési ponthoz huzott sugarra, ezért
az érintési pontokndl kialakulé szogek 90°-osak; ezeket az
abran bejeloltiik. Kiilsé pontbdl a korhoz hudzott érintd-
szakaszok megegyeznek, ezért PA = PT, illetve QT = QB.
Vegyiik még észre, hogy az AOP, TOP, TOQ, BOQ harom-
szogekben egy-egy befogd a kor sugardval egyenlS, amib6l
az is kovetkezik, hogy az AOP haromszog a TOP harom-
szoggel, a TOQ haromszog pedig a BOQ haromszoggel
egybevag6 (két oldal + a kozrezart szog egyenlGsége alapjan).

Az egybevidgd haromszogekben az egymdasnak megfelel§ szogek egyenlSk, azaz:
AOP< =TOP< = ¢, valamint TOQ< = BOQ< = .

Ez azt is jelenti, hogy: o
POQ<=0a+ B = AOzB%( = 1820

Ezzel igazoltuk, hogy a POQ hdromszog derékszogd.

=90°.

b) A mér elmondottakbdl kovetkezik, hogy OT a POQ hdromszog PQ atfogéjdhoz tartozé ma-

gassdga, igy a magassagtétel alapjan

r=T0=/PT-TQ,

ami éppen a bizonyitandé allit4s.

BT a) A megoldas az dbran lathato.

EET) «) Beldthat6, hogy a D pont csak a révidebb BC koriven he-

b) Ha az ABC haromszog koré irt kor sugarat R jeloli, akkor az

b) A szel6szakaszok hossza: PA=c—r, PB=c+r. E
¢) A korhoz hizott érintG- €s szelGszakaszok tétele alapjan: r
— - = PE2 c
(c—r)-(c+r)=PE~. . o i S

Ha elvégezziik a bal oldali miveleteket, és a kapott egyenld-
séget atrendezziik, akkor ¢? = PE? + r?-hez jutunk, ami
éppen Pitagorasz tétele az OEP derékszogl haromszogben.

lyezkedhet el. Ekkor viszont az érints- és szelGszakaszok
tétele alapjan EC- EA = ED - EB, tovabba EC = ED = 6 miatt
EA = EB. Ez azt is jelenti, hogy az ABE hiromszog egyenld
szaru és az alapon fekvd egyik szoge 60°-0s. Ebbdl adéddan
az alapon fekv6 masik szoge is 60°-os, igy a hdromszog valo-
ban szabdlyos.

AOC egyenl§ szarti hdromszogben két oldal hossza R, tovdb-
bd az AC alapon fekvé szog 60°-os, ezért a hdromszog szintén
szabdlyos, igy AC = R. Ekkor az ABE szabalyos haromszog
AB oldala 2R, EA oldala R+ 6. A két oldal egyenlsége
alapjan R =6 cm.



GEOMETRIA

a) A park AB étfogéjara Pitagorasz tételével AB =200 méter
adoédik. Az atfogéhoz tartozé CT magassag az atfogét az AT
és BT szakaszokra bontja. Ekkor a befogétételt az AC befo-
gora felirva: 160% = AT-200, AT = 128 m, amibsl BT =72 m. 160 120
A haromszog CT magassdga a magassagtétellel szamolhat6:

CT?=128-72, igy CT =96 m. Ekkor a park egyik részének 5
megkeriilése 384 méter, a masik részé 288 méter hosszu A 200 T B
sétaval lehetséges.

b) A szokdékutak az ATC, ill. a BTC harom-
szogek beirt koreinek kozéppontjaba keriil-
nek. Legyen az dbra jeloléseinek megfele-
I6en a két kut O és Q, a két haromszdg beirt
koreinek sugara R és r, a beirt korok atfo-
gbval vett érintési pontjai E és F. Mivel
a kor érintGje merdleges az érintési ponthoz
tartozo sugardra, ezért OFE és QF mer6leges
az AB étfogéra, amibdl kovetkezik, hogy A ¥ TF B
egymadssal viszont pdrhuzamosak.

(]

Ez azt is jelenti, hogy az OEFQ négyszog trapéz, amelynek alapjai OF és QF. Ha ebben a tra-
pézban meghizzuk a QP magassagot, akkor az OPQ derékszogl haromszogben

OP = OE - PE=OE - QF =R —r, tovabbd PQ=ET+TF =R + .
Alkalmazzuk Pitagorasz tételét az OPQ haromszogben, igy
00%=0P? + PQ?,
00?=(R-r?+R+r)?
OQ?=R?-2Rr +r*+R>+2Rr +r2,

00=\2-®+

Lathatd, hogy az OQ kiszdmoldsa R és r ismeretében mdr nem nehéz feladat. A két sugér
kiszamolasahoz hasznaljuk fel, hogy a haromszog teriilete a beirt kor sugaranak és félkerii-
letének szorzata, ezért:

R= Tarc _ 128-96 =32m, illetve r= Tsrc _ 72:96 =
Sarc 128 +96 + 160 Sgre 12+96 +120

Ekkor az OQ szakasz hossza
00 =4/2- (322 +242) =40 - \/2 = 57,0 méter.

A két szokdkut tavolsaga 57 méter.

a) A feladat szovegének megfelels abra:

b) Az APC és AQB derékszogl hdromszogek-
ben az A csdcsndl ugyanakkora hegyesszog
van, ezért a két hdromszog szogei paronként
megegyeznek, igy hasonlék egymadshoz.
A megfelel§ oldalaik ardnya:

AP _ 40
AC  AB’
amibdl atrendezés utdn éppen a bizonyitand6

allitast kapjuk.



¢) Thalész tétele alapjan az ABM és ACN haromszogek derékszoglek, ezért kiilon-kiilon alkal-
mazhat6 benniik a befogotétel:
AM?=AP-AB és AN?=AQ-AC.
Mivel a két egyenlség jobb oldalan egyenld mennyiségek dllnak (1asd b) részfeladat eredménye),
ezért a bal oldalak is megegyeznek, azaz AM = AN. Ez pontosan azt jelenti, hogy az A cstcs
az M és N pontoktdl ugyanolyan tdvolsdgra van.

a) Abeirtkor O kdzéppontja egyenld tdvolsagra
van a négyszog oldalaitdl, ezért minden szog-
felezdre illeszkedik. Ebbdl kovetkezden az
&bran azonos médon jelolt szogek egymadssal
megegyeznek. A trapéz egy szdran fekvs szo-
geinek osszege 180°% ezért 2- o+ 2- f=180°
o+ B=90° Ekkor az OAD haromszogben
két szog 6sszege 90°, ebbdl kovetkezik, hogy
az O cstcsndl valéban derékszog van.

b) Ha a trapézba irt kor az AD szarata T pont-
ban érinti, akkor OT merdleges az AD szarra,
tovabbd ha DT = x, akkor a feltételek alap-
jén TA = 3x. Alkalmazva az OAD hédromszogre a magassagtételt azt kapjuk, hogy:

r2=x-3x)=3x2, r=+/3x,
ahol r a beirt kor sugarat jeloli. A trapézba irt kor sugardnak, valamint az AD szar hosszdnak
aranya: L_L_\/g'x_ﬁ
AD 4x 4-x 4

c) Mivel a trapéz érint6négyszog, ezért az érinténégyszogek tétele alapjan a szemkozti oldalainak
osszege megegyezik, azaz AD + BC = 20 cm. Felhasznaljuk, hogy BC=2-r=2-/3-x, és
AD =4-x, igy (2-/3+4)-x=20, igy:

20
xX=——-,
2-/3+4

Tegyiik fel, hogy AB > AC. Alkalmazzuk a kirhdz hizott szels-
szakaszok tételét a B, majd a C pontra:
BF-BG=BB,-BA, CG-CF=CC,-CA.
Mivel az F pont a BC oldal felezGpontja, igy BF = CF, ezért ha
a két egyenléség megfelel oldalait elosztjuk egymaéssal, valamint

2 2

a lehetséges egyszerisitéseket elvégezziik, akkor azt kapjuk, hogy:

és AD=10,7cm, BC=9,3 cm.

BG _ BB,-BA 5 v
CG CC,-CA
Hasznéljuk fel még a szogfeleztételt az A csicsbdl induld szogfelezdre:
BG BA
CG CcA’
Az utolso két egyenlGség bal oldaldn 4116 mennyiségek megegyeznek, igy jobb oldaluk is egyenld:
ﬁ_ BB, - BA _ BB,
CA _—CCI-CA , amib6l 1=——=.

1
Az utébbi épp a bizonyitando allitdssal egyenértékd.

Hasonl6an bizonyithat6, ha AB < AC.
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.. PA . .. .
A feltételek szerint T azt is jelenti, hogy a PAA’

és PB’B haromszogekben a P-nél 1év§ szog, valamint a szoget
kozrefogo két-két oldal ardnya megegyezik, azaz a két hdrom-
sz0g hasonl6 egymdshoz. Ekkor persze az egymdsnak megfelel§
szogek is megegyeznek, azaz AAPY = BB’P<=o. Az AABL
kiils6 szoge a PAA" haromszognek, ezért AAB< = 180° - a.
Most vizsgaljuk az ABB’A’ négyszoget: a négyszog A és B’
cstcsaindl 1évS szogek Osszege 180° ezért a hurnégyszogek tételének megforditdsa alapjan
a négyszog hirnégyszog. Ez a tulajdonsdga igazolja, hogy csicsai valoban egy korre illeszkednek.

A hasonldsag néhany alkalmazasa a teriilet- és térfogatszamitasban

— megoldasok

a) Ahédromszog oldalaira 212 + 282 = 352 teljesiil, igy Pitagorasz tételének megforditdsa alapjan
a hdromszog derékszogid. Az atfogbéhoz tartozd magassag két derékszogii haromszogre bontja

az eredeti haromszoget, amelyekben a hegyesszogek paronként megegyeznek, ami igazolja, hogy
a két hdromszog hasonlé egymdshoz.

b) A két haromszog hasonldsdganak aranya 7 igy tertiletiik ardnya % =0,5625.

A hatszog teriilete a haromszog alaku virdgagyas teriiletének 3 része.

A korok sugarai az egyes esetekben:

a) §z 1,82 cm; & =~ 7,27 cm; @ =~ 10,91 cm.
11 11 11
202 20-+/3 40
b)) ————=550cm; ————=6,73cm; ———=7,77 cm.
) V2+3+2 V2 +3+2 V2 +3+2

A beirt sokszdg minden esetben hasonl6 a kiinduldsul vett sokszoghoz. A hasonldsdg ardnya a két
sokszog oldaldnak ardanydval egyenld.

a) Ahasonldsdg ardnya 1:2, a két hdromszog teriiletének ardnya 1:4.

2
b) A hasonldsig ardnya L, a két négyzet teriiletének ardnya (LJ 1 .

V2 2) 2
_3

2
c) Ahasonldsag ardnya ?, a két hatszog teriiletének ardnya (7] =7

a) Az ABE és a CDE haromszogek hasonldk egymashoz, a hasonldsag ardnya 3:2. A két harom-
szog teriiletének ardnya 9:4.

b) Jeloljik a CDE hiromszog CD oldalédhoz tartozé EQ magas-
sdgot x-szel. Ekkor az ABE haromszdg AB oldaldhoz tartoz6
EP magassag 1,5-x, atrapéz magassdga pedig 2,5 -x. A trapéz

18 +12

teriilete ismert, ebbdl adédik, hogy 150 = -2,5-x,8és

ezért x=EQ =4cm, EP =6 cm. A CDE haromszog teriilete
24 cm?, az ABE hdromszog teriilete 54 cm?.



c) Belathatd, hogy az ABD, valamint ABC haromszogek teriilete egyenld, ugyanis kozos az
AB oldaluk, valamint megegyezik az ehhez tartozé magassaguk. Ha mindkét hdromszog terii-
letébdl elvessziik a metszetiik, vagyis az ABE haromszog teriiletét, akkor a visszamaradd
DAE, valamint BCE haromszogek teriilete is megegyezik. Ezek utdn a BCE és DAE harom-
szogek teriilete 36 cm?.

A hasonl6sdg ardnya /3,375 =1,5 . Béla akvéariuménak méretei: 75 cm, 45 ¢cm, 30 cm.
A Kkétliteres palack kétszer olyan magas, mint a negyedliteres.

a) Akisebb gila térfogata a nagyobb giila térfogatanak % -szerese.
Mivel a két gila hasonl6 egymdshoz, ezért a hasonldsdg ardnya:
J5 2
125 5

%-15=6cm.
5

és igy a kisebb gula magassiga:

b) A kisebb gtila, valamint az eredeti guila felszinének ardnya a hasonldsag ardnyanak négyzete,

4
vagyis — =0,16.
gy s

A feltételek szerint az AB’C haromszog hasonlé az ABC héarom- c
sz0ghoz, és a két hdromszog teriiletének ardnya 1:2, igy a ha-
lose ardnva:

sonlésdg ardnya e Q

2020 !

- ) ) i} 0 V2 . A 8
Az AB’C szabélyos hiaromszog oldala: 12-—=6- V2, ezért .
keriilete 18-+/2 cm. 2
A 12 B

Az ABB’A’ trapéz keriilete:
K=AB+2-BB +AB =12+2-(12-6-v2)+6 -2 =36 —6-/2 cm.
Az AB’C haromszog és az ABB’A’ trapéz keriiletének ardnya:

1842 342 3-42-(6++2)

= = = =0,93.
36-6-V2 6-42 34
a) Két ilyen parhuzamos hiizhato.
b) Az dbra jeldléseit haszndlva: R R
El6bb a PQ szakasz hosszdt szdmoljuk.
A PQC hiaromszog hasonlé az ABC hdrom- P Q
sz0ghoz, és a teriiletiik ardnya 1:4, igy ha- . G
sonlésdguk ardnya 1:2. Ebbdl kivetkezik,
hogy a PQ szakasz hossza az AB szakasz A 12 B A 12 B

hosszanak fele, azaz 6 cm.
A mdsodik esetben az RSC hdromszog hasonlé az ABC hiromszoghoz. Mivel a teriiletiik

ardnya 3:4, igy hasonlésdguk ardnya: ? Ebbdl kovetkezik, hogy a PQ szakasz hossza:

?.12:6-\/§z10,39cm.



GEOMETRIA

BB Jeloljiik az dbranak megfelelSen a C-hez kozelebbi tit két vég-

pontjat P-vel és Q-val, a tdvolabbi tt végpontjait R-rel és S-sel. 4

Ekkor a PQC hédromszdg hasonlé az ABC hdromszoghoz, X

a teriiletiik ardnya 0,16, és igy a hasonldsdg ardnya /0,16 =0,4. b g

Ha a PQ ut C-t6l valo tavolsagét x jeloli, akkor a két harom- y\\

sz0g magassidganak ardnya =X =0,4, amibdl x =200 méter. s S \S
500 A T B

A C-hez kozelebbi ut a C csdcstol 200 méterre halad.

Az RSC hiaromszog hasonl6 az ABC haromszoghoz, a teriiletiik ardnya 0,84, igy hasonlésaguk
ardnya /0,84 = e Ha az RSC haromszg magassaga y, akkor a magassdgok ardnya 300 = =
amibsl y = 100- /21 = 458,26 méter. A tavolabbi tit a C csticsté] 458,26 méterre halad.

EEIID A kockacukros doboz egy 6 X 6 X 9-es méretii téglatestnek tekinthetd, amelybe Osszesen 324 darab
cukor fér el. A feltételek szerint a dobozbdl mdr legaldbb egy cukor elfogyott, igy a feladatnak
a kovetkezd két megolddsa van: a 2 X 2 X 3-as, illetve 4 X 4 x 6-0s méretd téglatestek. Az el6bbi

sz

1 1
esetben a hasonlésag ardnya 3’ igy a sértetlen dobozban 1év§ kockacukroknak (—) = — -szerese
van a dobozban (vagyis dsszesen 12 darab), az utébbi esetben pedig a hasonldsdg ardnya 3’ igy

3
a dobozban a kockacukroknak (%j = % -szerese van (azaz 0sszesen 96 darab).

a) A két metsz8sik koziil a gila csicsdhoz kozelebbi egy a kiinduldsi gildhoz hasonld gulat
metsz ki. A két gila térfogatdnak ardnya 1 :3, igy hasonl6sdguk ardnya i/g Ebbdl kovetkezden
a kisebb giila magassdga m; = 18- i/g = 12,5 cm.
Az eredeti gula csicsatdl tdvolabbi parhuzamos éltal levdgott guila szintén hasonld az eredeti
gtldhoz, a térfogatuk ardnya ezuttal 2 : 3, igy hasonlésdguk ardnya i/g , ezért a sik a gila csu-

csatol m, =18 £ = 15,7 cm tdvolsdgra halad.

b) A keletkez§ sikmetszetek az eredeti gila alaplapjahoz hasonlé sikidomok. Mivel hasonld
sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsdg aranyanak négyzete, ezért a két keletkezé sikidom

teriilete: 5 5
1 2
(3,§j -30=14,4 cm?, illetve (3]§J -30=22,9 cm?.

a) A doboz keresztmetszetét az dbra mutatja: lathat6, hogy a doboz
minden lapja olyan négyzet, amelynek a oldala a f6ldgémb
r sugardnak kétszerese.

Ezek alapjdn a 10 000 doboz elkészitéséhez sziikséges karton
mennyisége:

A=10000-6-(2r)>=10000-6-0,64% = 24576 m>. r

Q




b) Ha a gombok sugarit 24 cm-re csokkentik, akkor az dj fo6ldgombok az eredetihez hasonldok
lesznek, hasonldsaguk ardnya pedig a sugarak ardnydval egyenld, azaz:
24 3
A=—==.
32 4
Ugyanez érvényes a csomagoldshoz felhasznalt dobozokra is. Mivel a hasonlé testek felszinének
ardnya a hasonlésdg ardnydnak négyzete, ezért a sziikséges karton mennyisége a foldgomb

sugardnak csokkentése utdn A% = % -szorosdra valtozik (13 824 m?-re).

c) Hasonlo testek térfogatdnak ardnya a hasonldsdg aranyanak kobével egyenld, ezért az 1j fold-
s 27 PR : : P
g6mbok tdroldsahoz A3 = =—-szer akkora raktdr sziikséges, mint az eredeti dobozok térol4-

sdhoz. Mivel ) < 5 ezért valdban elég egy feleakkora raktar.

B Az ABC haromszdg AB oldalanak P pontjan 4t hizott parhuza-
mosok a megfelel§ oldalakat O-ban és R-ben metszik az dbra
szerint. Ekkor a PRCQ négyszog paralelogramma, hiszen szem-
kozti oldalai pdrhuzamosak. Az APQ és PBR hiaromszogek ha-
sonlok egymdshoz, hiszen szogeik paronként megegyeznek,
tovabba a teriiletiik ardnya 4:9, igy hasonldsdguk ardnya 2: 3.
Ez azt is jelenti, hogy ha AQ = 2 - x, akkor a megfelel§ PR sza-
kaszra PR =3-x, és igy a paralelogramma szemkozti CQ olda-
larais CQ = 3-x teljesiil. Jeloljiik az APQ hdromszég AQ olda-
ldhoz tartoz6 magassdagat m-mel, ekkor a haromszog teriiletére
igaz, hogy:

(2x)-m:x
2

Mivel m egyben a PRCQ paralelogramma CQ oldaldhoz tartozé magassaga is, ezért a paralelog-
ramma tertilete:

4=

t=0Bx)-m=3-4=12cm?
Az ABC héiromszog teriilete tehat 25 cm?.

EEEN) @) Az ABCD négyszig oldalfelezd pontjait az dbrdnak megfele-
16en 1, J, K és L jeloli. Vegylik észre, hogy az E, F, G és H
stlypontok rendre 2 : 1 ardnyban osztjak a megfelel§ harom-
szogben kialakulé PI, PJ, PK, illetve PL sulyvonalakat.
Eredményiinket gy is megfogalmazhatjuk, hogy az IJKL

2
négyszoget a P pontra vonatkoz6, A = 3 aranyu kozéppontos

hasonldsag az EFGH négyszogbe viszi at.

Mivel a kbzéppontos hasonldsagban szakasz és képe parhuza-
mos, ezért az EFGH négyszog oldalai pirhuzamosak az IJKL
négyszog megfeleld oldalaival.

Ismert, hogy barmely négyszog oldalfelezS pontjai kozép-
pontosan szimmetrikus négyszoget, azaz paralelogrammaét
alkotnak. Eszerint az IJKL négyszog, és ebbdl adéddan
az EFGH négyszog is paralelogramma.



GEOMETRIA

b) El6bb az IJKL és az ABCD négyszogek teriiletének ardnyat
szamoljuk. Hizzuk be az AC atlét. Mivel I és J felez6-
pontok, ezért az 1J kozépvonala az ABC haromszognek.
Emiatt az IJ parhuzamos AC-vel és hossza az AC hosszdnak
fele. Ebbdl kovetkezik, hogy az IJB hiaromszog hasonld
az ACB haromszoghoz, és a hasonldsag ardnya 1:2, ezért
tertiletiikre:

TIJB 1 1
—_— =, amibdl TIJB =—" TACB
Tycn 4

Ugyanez érvényes az LKD és ACD hédromszogekre is, azaz:

1
Tigkp= Z “Thep-

A két utols6 egyenlGség megfelel§ oldalait 6sszeadva:
1 1
Typ+Tikp = 1 (Tacs + Tacp) = 1 Tapcp-

Hasonldan lathato be, hogy

1 1
Tipa+Tigc = 1 (Tgpa + Tapc) = 1 Typcp-

Ha a kapott egyenldségek megfelels oldalait 6sszeadjuk, akkor l4thatjuk, hogy az IJKL para-
lelogramma oldalaira emelt IJB, JKC, LKD, ILA hiromszogek teriiletének 0sszege az ABCD
négyszog teriiletének felével egyenld. EbbSl adédéan az IJKL négyszog teriilete is az ABCD
négyszog teriiletének felével egyenld.

Kordbban mdr lattuk, hogy az EFGH és az IJKL négyszogek hasonlok egymashoz, a hason-

16sdg ardnya pedig %, igy teriiletiik ardnydra igaz, hogy:

2
TerGH _ (2)
Tk, 3

4 4 1 2
Terou = ' Tk = 3% Tppcp = ' Typcp-

2
Az EFGH és az ABCD négyszogek teriiletének ardnya tehat 5"

EID o) A szogfeleztétel alapjan:
AD _12 \
DB 5
Masrészt ha a parhuzamos szelSk tételét az ABE<X-re alkal-
mazzuk, akkor kapjuk:
AD _EC
DB~ 5 ¢
Mivel a két egyenlGség bal oldala megegyezik, ezért a jobb

oldalak is egyenl6k egymdssal, amib6l EC = 12 cm adddik,
igy az AEC haromszdg valdban egyenld szard.




b) Jeloljiik a DCB héaromszog teriiletét T-vel. Az AEB és a DCB haromszog hasonlé tovabba

T EB 17 IS 289
a hasonldsdg ardnya CB = R ezért a teriiletiik ardnya 5| azaz typp = ——

25

Az AECD négyszog teriilete:
289 264
'aECD =AEB —IDCB= 5o —T:—25 -T.

25
Mivel az egyenld szdri és derékszogli AEC haromszog befogdja 12 cm, ezért teriilete 72 cm?,
igy tacp = % -T—-"72. Az ACD, valamint a DCB haromszdg AD, valamint DB oldalaihoz

ugyanakkora magassag tartozik, ezért teriiletiik ardnya az AD, illetve a DB oldalak aranyaval
egyenld, azaz 264

—T-72
aep AD e 25 2 mibe 7= os g0 em
tpcg DB T 5 17
Az AECD négyszog teriilete t4pcp = % -T= % ~93,18 cm?%

Vegyes feladatok I. — megoldasok

Tegyiik fel, hogy az ABC haromszog szdgei:

BAC< = 35° BCA< = 25° tovabbd a haromszog

csucsaiban a koré irt korhoz huzott érinték az

dbra szerint a POR hdromszoget fogjdk kozre.

a) A feladat megoldédsa szempontjabdl a leg-
fontosabb érintdszaru kertileti szogek:
—arovidebb BC koriven: CBR< és BCR<;
—arovidebb AB koriven: BAPY és ABP<.
Tovébbi érintd szdru keriileti szogek nyug-
szanak a hosszabb BC és AB koriveken,
valamint mindkét AC koriven.

b) Az ugyanazon koriven nyugvo keriileti szogek egyenlGsége alapjan, az dbrdn azonos médon
megjelolt szogek egymadssal egyenlSk, igy CAQ¥ = QCA¥ = 35° + 25° = 60°, amibdl kovetke-
zik, hogy az AQC hdromszog szabdlyos, és ezért az AQCX = POQR< = 60°. Mivel az RPQ<
az APB hiromszog egyik kiils6 szoge, ezért a nem szomszédos bels§ szogek 0sszegével
egyenld, és igy az RPQ< = 2-25° = 50° Hasonldan kiszdmolhat6, hogy a PROQ<¥ =2-35°="70°
Igy a POR hiromszog szogei: 50° 60°, 70°.

Mivel a magassdgvonal merdleges arra az oldalra, amelyikhez c
tartozik, ezért a CFME négyszogben az E és F csucsokndl
derékszogek vannak. Ebbdl kovetkezden a négyszog két szem-
kozti szogének Osszege 180°% ami mutatja, hogy a CFME
négyszog valéban hirnégyszog. A CFM (vagy a CEM ) harom-
szogre alkalmazva Thalész tételének megforditdsat lathatjuk,

hogy a négyszog koré irt kor kozéppontja a CM 4tl6 felezd- AF

pontjdval esik egybe. (=) E “\ /
’ M <

A keletkezd négyszog hirnégyszog. \ 5



A keletkez$ négyszog hurnégyszog. Mivel minden szoge 90°-0s, ezért a négyszog téglalap is egyben.

a) A trapéz 4tléi 1: 3 ardnyban osztjak egymast, €s természetesen a révidebb szakasz a révidebb
alaphoz illeszkedik.

b) Az atlok kozé es6 szakasz hossza 10 cm.
A behuzott szakasz a BD 4tl6t 2: 1 ardnyban osztja.

Mivel a DP egyenes parhuzamos a haromszog CF sulyvonaldval,
ezért AFC és APD haromszogek, tovabba BPE és BFC harom-
szogek hasonlék egymdshoz. A megfelel§ haromszogekben: c

PD _ AP vibba PE _PB -
CF AF’ CF FB’

A két egyenlGség megfelel§ oldalait 6sszeadva megkapjuk, hogy:
PD PE _AP PB _

CF CF AF FB A F P B

Az utols6 egyenlGségnél csak azt kell észrevenni, hogy F az AB oldal felezGpontja, igy AF = FB,
tovabbd AP + PB = AB =2 - FB. Atrendezés utdn valdban azt kapjuk, hogy PD + PE=2-CF.

a) Vegyiik észre, hogy az ADE<, valamint a BACS szdrai pa- D c
ronként merSlegesek egymadsra, igy vagy megegyeznek, vagy o
180°-ra egészitik ki egymast (merdleges szard szogek). Mivel
mindkettS hegyesszog, ezért csak egyenlSk lehetnek. Ekkor
viszont az ADE, GDA és CAB derékszogti haromszogekben J
egy-egy hegyesszog is megegyezik, ami igazolja, hogy a ha- e e
romszodgek hasonlok egymdashoz.

b) Az ADE haromszog oldalai:
12-J13 18-/13
13 13

AD=6cm, AE= =3,33cm, DE= =4,99 cm

A GDA hiromszog oldalai: AG =4 cm, AD=6cm, GD=2-/13 =721 cm.

Az 4bra jeloléseit haszndlva PA =4 cm, OT =6 cm, r=10 cm.
Az OTA derékszogl haromszogben Pitagorasz tételét alkalmazva
kapjuk, hogy x = 8 cm, igy az AB hir hossza 16 cm. A P pont-
bol huzott szel6k szeletei PA =4 cm, PB =20 cm, igy az érint§
és szeldszakaszok tételét alkalmazva kapjuk, hogy a P pontbdl
htizott érintGszakaszok hossza +/80 =~ 8,94 cm.

Jeloljiik a négyszog legkisebb szogét «-val, ekkor a legnagyobb szég o + 140° Ha a masik két
szog koziil a kisebbet B jeloli, akkor a nagyobb szog % - B. Vilagos, hogy o és B nem lehetnek

szemkozti szogek, hiszen igy a szemkozti szogek Osszege semmiképpen nem lehet egyenls egy-
massal. Ezért az aldbbi esetek valamelyike teljesiil:

1. o és % - B szemkozti szogek. Ekkor o + % - B =180° tovabba (o + 140°) + B = 180° Ebben
az esetben o-ra negativ érték adodik, ami mutatja, hogy ez az eset szintén nem valdsulhat meg.

2. o és o+ 140° szemkozti szogek. Ekkor o + (o + 140°) = 180°, tovabba [3+ =B =180° ésigy
a négyszog szogei: 20° 72° 160° 108°.



BT a) Az abra jeldléseinek megfeleléen az AB
oldalra rajzolt szabdlyos hdromszog harma-
dik csdcsat D, az ABD haromszog koré irt
kor kozéppontjit O, tovabba az AC oldalra
rajzolt haromszog harmadik csicsét E, az
ACE haromszog koré irt kor kozéppontjat
Q jeloli.

Az O kozéppontu korben alkalmazva a kerii-
leti és kozépponti szogek tételét lathatjuk,
hogy a konvex AOB< 120°-0s, amibdl kovet- T

kezik, hogy a hosszabb AB korivén nyugvd

konkav szog 240°-0s. Mivel az APB< e korben a hosszabb AB iven nyugvo keriileti szog, ezért
az APB< = 120°

A Q kozéppontud korben alkalmazott hasonlé gondolatmenettel lathatjuk be, hogy APC< = 120°
is teljestil. Ez azt is jelenti, hogy a P pontbdl a hdromszég AB, valamint AC oldala, és ebbdl
kifolyélag a BC oldala is 120°-0s szog alatt latszik.

b) Ha a BC oldal f6lé rajzolt szabalyos hdromszog harmadik cstcsa F, akkor az a) részfeladat
eredménye alapjan lathatjuk, hogy BPCF hirnégyszog, igy taldlhaté olyan kor, amelyre a
négyszog minden csucsa illeszkedik. Természetesen ez a kor tartalmazza a B, C, F cstcsokat,
amibdl kovetkezik, hogy éppen a BCF hdromszog koré irt korrdl van szo.

Megjegyzés: A P pontot az ABC haromsz0g izogondlis pontjdnak nevezziik. Az izogonélis pont
egy nevezetes szElsGérték-feladat megoldasaként is ismert: megmutathatd, hogy ha ezt a pontot
a hdromszog csucsaival 6sszekotjiik, akkor a keletkezd szakaszok hosszanak 0sszege a lehetd

legkisebbnek adddik.

EZTE) Ha az ABCD hirnégyszog A és C csicsanal
derékszogek vannak, akkor a feladat allitdsa
konnyen igazolhatd, hiszen ebben az esetben
az ABD, illetve a CBD haromszogek magassag-
pontja az A, illetve a C csticsba esik, igy a két
magassdgpont a BD atlé végpontjaival valéban
hdrnégyszoget alkot, amely egybeesik az ABCD
négyszoggel.

Haaz A és C csicsokndl nem derékszogek van-
nak, és a jeloli a négyszog A csucsdndl 1€évd
szoget, akkor a DCB< = 180° — or. Az dbra jelo-
léseinek megfelelGen legyen az ABD hdrom-
sz0g magassdgpontja M|, megfelel6 magas-
sdgainak talppontjai pedig E és F. A CBD
hdromsz0g magassagpontjit M,, mig megfeleld
magassdgainak talppontjat G és H jelolje. Ekkor megfigyelhetjiik, hogy az AEM | F négyszogben
a két szemkozti szog derékszog, igy a négyszog hirnégyszog, amibdl kovetkezik, hogy:

EM F%=180°- EAF<=180°- c.
Az utolsé egyenlGségnél kihasznaltuk, hogy az A csucsndl kialakuld szogek csicsszogek, amik
kozismerten megegyeznek. Ugyanilyen gondolatmenettel a CGM,H is hirnégyszog, és ezért
GM,H< = o, amib6l DM,B< = o adédik.
Eredményeinket 6sszefoglalva lathatjuk, hogy az M{BM,D négyszogben a két szemkozti szog
Osszege 180° azaz valéban hirnégyszdgrdl van sz6.




BT A feladat megolddsa elStt érdemes egy egyszeriibb feladatot I
megoldani: szerkessziink olyan P’Q’R’S’ téglalapot, amelynek ’
P’Q’ oldala az ABC hdromszdg AB oldaldra, S’ csucsa az AC
oldaldra illeszkedik, tovabbd P’Q’: P’S’ = 3:2. Ilyen tulajdonsagu
téglalap valoban konnyen szerkeszthet§, hiszen ha az AC oldal
egy tetszGleges S’ pontjdbol merdlegest dllitunk az AB oldalra,
akkor e merdleges talppontjaként megkapjuk a P’ pontot, majd
a P’S’ szakasz felét hdromszor felmérve az AB oldalra meg-
kapjuk a Q’ pontot. Az R’ pont ezutdn mdr szerkeszthetd.

Az eredeti feladat megolddsdhoz azt kell észrevenniink, hogy
barmely két olyan téglalap hasonlé egymdshoz, amelyben az - a QB
oldalak ardnya 3:2, igy a feladat minden feltételének eleget

tevé PORS téglalap is hasonlé a P’Q’R’S’ téglalaphoz. A meg- L. c
felel6 R pont az AR’ félegyenes, valamint a BC oldal metszés-

pontjaként szerkeszthetd. A téglalap tovabbi csiicsai mar érte-

lemszerten szerkeszthetSk (I.).

Vegyiik észre, hogy még egy olyan téglalap szerkeszthetd, amely- S AR
nek PQ oldala az AB oldalra, R és S csucsai pedig a hdromszog
tovabbi oldalaira esnek (II.). Ebben a téglalapban PQ: RS =2:3. S

ETH Tegyiik fel, hogy az ABC haromszdgben a CT magassdg a haromszoget két hasonlé haromszogre
bontja. Hasonl6 hdromszogekben a szogek paronként egyenldk, tovdabbd a T csticsndl mindkét
részharomszogben derékszog van, ezért két eset lehetséges:

I. Az ATC, valamint a BTC hiaromszogekben a C csuicsndl L
ugyanakkora szogek vannak. Ebben az esetben természetesen
a CATY = CBT< = a, ami igazolja, hogy az ABC hdromszog
egyenld szaru.

II. Az ATC hdromszog C csuicsandl ugyanakkora sz6g van, mint
a BTC haromszog B csucsanal. Ez esetben CAT< = BCT< = q,
igy az dbrdan azonos moddon jeldlt szogek megegyeznek.
Az ABC hiromszog belsd szogeinek Osszege:

o+ B+ (o+ B)=180°
amibdl o+ B =90° vagyis a haromszog C csticsandl derék-
8zOg van.

EI a) Az AED héromszoghoz hasonl6é az FEB haromszog, mivel az E csdcsnal 16v6 szogeik cstics-
szogek, a D és B csucsndl 1évSk pedig valtdszogek, igy az emlitett szogek paronként meg-
egyeznek.

b) A GDE haromszog hasonl6 az ABE harom-
szoghoz, mert az E cstcsndl csticsszogek van- D ¢ G
nak, a G és A csdcsokndl 1év§ szogeik pedig
valtoszogek. E F




¢) Az AED és FEB haromszogek hasonldsaga alapjan:

AE DE
EF EB’
Az ABE és GDE haromszogek hasonldsdga alapjan:
EG DE
AE EB’

Mivel a két egyenlGség jobb oldaldn ugyanaz a tort all, ezért a bal oldalak is megegyeznek, amit
itrendezve éppen a bizonyitandé AE? = EF - EG egyenl§séget kapjuk.

a) Hazzuk be az AB’ és AB szakaszokat. Ekkor az dbran azonos
modon megjeldlt szogek ugyanazon a koriven nyugszanak,
igy a kertileti szogek tétele alapjan megegyeznek. Ebbdl
kovetkezGen az APB’ és APB haromszogekben a szogek
megegyeznek, és ezért a két haromszog hasonl6 egymashoz.
A megfelel6 oldalak ardnya:

PA PA

PB’ PB’

Az egyenl@séget dtrendezve a bizonyitand6 allitast kapjuk.

b) Az a) részfeladat eredménye alapjan a PA - PB szorzat értéke
a P-n atmend hir helyzetétdl fiiggetlentil dlland6. Vegyiik
ezérta P €s O pontokon atmend A'B’ hurt (I1d. abra). Ekkor

PA=r—x, mig PB’=r+x,

és igy:
PA-PB=(r-x)-(r+x)=r*-x%

a) Haszndljuk az dbra jeloléseit. A HAI haromszdg hasonl6 az
EGI haromsz6ghoz, hiszen az I csicsndl csticsszogek vannak,
tovabbad valtészogek 1évén AHISL = GEI<, és igy a két hdrom-
szog megfelelS szogei megegyeznek. A hasonldsdg ardnya az
egymdsnak megfelel§ AH és GE oldalak ardnydval egyenld,

ami a feltételek szerint % . Ebbdl adéddan persze IM =2 - IK,

és ehhez hasonléan MJ =2 - JL. Egyszer( szamolds mutatja,

hogy IK = g, ahol a az ABCD négyzet oldaldnak hossza.
2

Ekkor viszont a HAI hdromszog teriilete Ty = ;—4 , ahozzd hasonl6 EGI haromszdg teriilete

Tegr =4 Ty = %, és igy az EJGI sarkdny teriilete Tg ;5 = 3

A sédrkény teriilete a kartonlap teriiletének 33,33%-a.

b) A sarkény teriilete 3 m2.



B0 A BCBC’ négyszog hiirnégyszog, hiszen a BC oldala B’ és C’
csticsokbdl egyarant derékszog alatt latszik, igy mindkét pont
illeszkedik a BC szakasz Thalész-korére. Ekkor viszont ha
az ABC haromszog B cstcsanal 1év6 szoget B jeloli, ugy
CB’C’< = 180° - B, amibdl kovetkezik, hogy AB’C’< = 8 is
teljesiil. Jeloljiikk D-vel az A csticsbdl a B’C’ egyenesre 4llitott
merdlegesnek az ABC hdromszog koré irt korrel valé masik
metszéspontjat. Mivel az AD egyenes az AC’B’ haromszog
B’C’ oldaldhoz tartoz6 magassagvonala, ezért BADYX = 90° — f3,
amit Ugy is értelmezhetiink, hogy az ABC haromszog koré irt korében a CD koriven 90° —
nagysagu kertileti szog nyugszik. A kertileti szogek tétele alapjan CBD< =90°— 3 szintén teljesiil.
Tekintsiik most az ABD haromszoget. A B cstcsndl 1évS szogre igaz, hogy:

ABDX = ABC< + CBDX = +90° — B=90°,
igy a haromszog derékszogl. Ebbdl az is kovetkezik, hogy a koré irt korének O kozéppontja

egybeesik az AD szakasz felezGpontjaval. Mivel az O pont egyben az ABC haromszog koré
irhat6 korének kozéppontja is, ezért a feladat allitdsat igazoltuk.

B8l o) Az dbrdn azonos médon jeldlt szogek a keriileti szogek tétele

alapjan megegyeznek, hiszen az a-val jelolt szogek az ABCD )

c
négyszog koré irt korben a (rovidebb) BC koriven, a f-val ﬁ/
jelolt szogek pedig a (szintén révidebb) AB koriven nyugvo
keriileti szogek. Ebbdl adédéan a BPA haromszog két szoge
B

megegyezik a BCD haromszog két szogével, igy a két harom-
szog hasonl6 egymdshoz.

A feltételek szerint: o \
A

ABD< =ABPX + PBDX =
= CBD< + DBPX = CBP¥,

ezért az ABD haromszog két szoge megegyezik a PBC haromszog két szogével, igy a két
hdromszog szintén hasonl6 egymdashoz. Ezzel igazoltuk, hogy a BP szakasz az ABC hirom-
szoget két olyan részre vigja szét, amelyek koziil a BPA hdromszdg a BCD hiaromszoghoz,
a PBC héaromszog pedig az ABD haromszoghoz hasonld.

b) A BPA és BCD hiaromszogek hasonldsdga alapjan:
AB _ BD
AP DC’
AB-DC=BD-AP. (1)
Az ABD és PBC haromszogek hasonldsdga alapjan:
AD PC
BD BC’
AD-BC=BD-PC. (2)
Az (1) és (2) osszefiiggések megfeleld oldalait 6sszeadva azt kapjuk, hogy
AB-DC+AD-BC=BD-AP +BD-PC=
=BD-(AP + PC)=BD-AC.

A kapott egyenl@ség szerint a hurnégyszog szemkozti oldalainak szorzatdsszege megegyezik
az atlok szorzataval.



Tavolsagok meghatarozasa hasonlosag segitségevel,
hegyesszogek szogfiiggvényei — megoldasok

Az épliletek magassaga: a) 40; b) 64; c¢) 112 méter.
A felvoné megkozelitSleg 294 m magasra visz.
A padléstér legnagyobb magassdga 7,5 m.

A helyesen kitoltott tdblazat:

a b c sino cos o tgor clgor sinf8 cosf tg ctg 8
9cm 40 cm 41 cm % % 4% 49—0 % % 49—0 4%
12m 35m 37m % % % ?—g % % ?—g %

33dm  56dm  65dm % % % % % % % %

21km  54km 579km  0,3627  0,9326 0,389 2,571 0,9326  0,3627 2,571 0,389

2'\/” X-y 2-Jx-y X=y 2-yx-y 2-x-y X-y 2.Jx-y X=y

dal TV XYy x4y 20xy x-y x4y x+y  x-y  2.Jxy

A szerkesztés a definicio alapjan torténhet. A feladatokban szerepld, a hosszegységgel 6ssze nem

mérhetd szakaszokat a magassdgtétel felhaszndldsdval szerkeszthetjiik.

A keresett szogfliggvények értékeit a kovetkezd

, (04 sino cos o s ctigx
téblazatban lathatjuk: : '

78°54 0,9813 0,1925 5,0970 0,1962
28°12° 0,4726 0,8813 0,5362 1,8650
13°41° 0,2366 0,9716 0,2435 4,1074
54,6° 0,8151 0,5793 1,4071 0,7107
36,8° 0,5990 0,8007 0,7481 1,3367

47,4° 0,7361 0,6769 1,0875 0,9195

% 03090 09511 03249 30777
% 01736 09848 01763 56713
2

oL 09511 03090 30777  0,3249

a=4,75% 51,66° 33,24°  B=62,02° 28,92° 15,8°
y =66,08% 77,03°% 28,1°  §=70,44° 16,14° 35,6°
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A helyesen kitoltott tdblazat (= ):

A lehajté 2,34 m mélyre visz.
41 cm 13cm  43,01cm  7241° 17,59°

A lejté megkozelitéleg 42,5 m magasra visz.
50,6 cm 12.cm 52 cm 76,66° 13,34°

Az 1t hossza megkozelitSleg 2518 méter.

10dm  47,05dm 48,1 dm 12° 78°
A napsugarak a talajra 53,13°-ban érkeznek.

936m  12,98m 16m 35°48° 54°12’
Egy csavarmenet 2,47 mm magas.

i . c-sinoc  c-cosa c o 90°- o
A templom toronydrédjat 55,22° emelkedési
szogben latjuk.
A foly6é megkozelitSleg 113 m széles.
Az énekes 41 méter tavol van.
A létra alja a faltdl legfeljebb 1,22 m tdvolsdgra lehet.
Ha a haromszog atfogéja ¢, akkor a befogdi ¢ - sin 50° illetve ¢ - cos 50° Mivel a keriilet 70 cm,

felirhat6: .
¢+ c-sin50°+ ¢-cos 50° = 70.

Igy az 4tfogé hossza: 70

€= 1+ sin50° + cos50°

=29,06.

A haromszog oldalai 29,06 cm, 22,26 cm és 18,68 cm hossztiak.

Mivel a hegyesszdg szinusza % , a szoggel szemben 1évd befogd és az atfogd ardnya 5:13.

Legyen az atfogd 13x, a szoggel szemben 1évS befogd S5x hosszisigu. A masik befogd hossza
Pitagorasz tétele alapjdn 12x hosszisagu.

a) A hegyesszog koszinusza %

Sx-12x

b) A hdromszog teriilete: =1,2=x2=0,04 = x=0,2.

A haromszog oldalainak hossza tehdt 1 m, 2,4 m és 2,6 m.

Legyenek a derékszogl haromszog befogoi a illetve b hosszi-
saguak. Mivel az egy csticsbdl kiindul6 sulyvonal felezi a szem-
kozti oldalt, az dbra alapjan felirhatok a kovetkezd Pitagorasz-

tételek: 2 b 2
Ll4p2=73 & |2]+a?=52.
2 2

Az egyenletrendszer megolddsai: a =6 és b = 8.

Az a oldallal szemben levé o szogre tehdt felirhatd, hogy tga = rE amibdl o = 36,87°.

A haromszog hegyesszogei: 36,87° és 53,13°

Mivel egy raciondlis és egy irraciondlis szdm hdnyadosa irraciondlis szdm, cosa, tga és ctga
irraciondlis szam.

Mivel két irraciondlis szdm hanyadosa lehet raciondlis és irraciondlis szdm is, sin ¢ értékérdl nem
tudjuk eldonteni, hogy raciondlis vagy irraciondlis szam.



EZEBD Vegyiink fel egy egységnyi befogéji ABC egyenld szart derék-

sz6g(i haromszoget, amelynek AB atfogéja +/2 hosszisagi.

Az A csticsndl levs 45°-os hegyesszog szogfelezGje a szemkozti
egységnyi befogdt a szomszédos oldalak ardnyédban, vagyis
1:~/2 ardnyban osztja.

A szogtelez6 és a BC befogd D metszéspontjanak a derékszogi

(=DC).

csucstdl vett tdvolsdga: 1

1
+2
Tekintsiik az ADC derékszogli haromszoget, amelynek egyik
hegyesszoge 22,5°.

A hdromszogben a szoggel szemben levs befogd hossza ! , a sz0g melletti befogd hossza
egységnyi. 1 1+42
, 1+2 1
Tehit tg22,5° = =——=\2-1.
£ 1 1+42

A két szoget tekinthetjiik egy derékszogil haromszog két hegyesszogének.
a) Ahdaromszog hasonldsagtol eltekintve egyértelmiien adott, ezért vehetjiik az atfogéjat egység-
nyinek. Legyen a két befogé hossza a és b. A Pitagorasz-tétel alapjdn: a” + b> = 1. A feltétel
..a b
szerint: — ——=0,2.
1 1

Az egyenletrendszert megoldva: a = 0,8 és b =0,6.
sina=0,8 = a=53,13° és B=36,87°

b) A szogeket megszerkeszthetjiik egy 3 és 4 egység befogdju derékszogli haromszog hegyesszo-
geiként.

Az ABC hiromszdgben C-nél derékszog van. Az atfogéhoz tartozd magassag talppontja legyen
T, az atfogo felez&pontja F. A haromszog a hasonlésdgtdl eltekintve egyértelmien meghatarozott,
ezért vehetjiik a CT szakaszt 12, a CF szakaszt 37 egységnyinek.

¢ 12437 A

Thalész tételének megforditdsa alapjan a derékszogd haromszog koré irt korének kozéppontja
az atfogo felezGpontja, FA = FB = FC = 37.

A CFT haromszogben a Pitagorasz-tétel alapjdn:
TF=+372-122 =35.
A CTA derékszogl haromszdgben:
TC=12¢és TA=35+37=172.
A Pitagorasz-tétel alapjén:

CA=+122+722=15328 =12 -/37.



A CTA derékszogl hdromszdgben:
12 137

1237 71 37
Az ABC hiromszogben az el6z6ek alapjan CA = 12-/37 , illetve AB = 2-37 = 74, vagyis:
12-437 6437
4 37
Tehat a haromszogben a hegyesszogek szinuszai:

V37 & 6-/37
37 37

sino =

sin 8 =

EERD Vegyiink egy olyan ABC egyenl§ szart haromszdget, amelynek
az AB alapon fekvé szdgei 72°-osak. Az dbra szerint az A csucs-
bdl kiinduld belsd szogfelezd két egyenld szard haromszogre
bontja az ABC hdromszoget. Legyen AB=AD =DC=1, és
DB =x. Az ABC, illetve a BDA hiromszogek szogei paronként
egyenlGk, tehit ABCA ~ BDAA.

A két hasonlé haromszogben a megfelel oldalak ardnya egyenld:

I T+x
x 1
x2+x-1=0,

l

I EE
1,2 5
Az x csak pozitiv lehet, mivel szakasz hosszat jeloli, ezért:
DB=x= % :

Az ABD egyenl§ szaru haromszog szérai 1, alapja x egység hosszu. Az alaphoz tartozé magas-
sdgot behizva adédik, hogy:
51

sinl8° === .
4

— o | =

Tehat sin18° =

J5-1
=

EED A derékszogii haromszogben az egyik befogd 13 cm, a masik befogé hossza pdratlan szam, tehat
2n + 1 alakd (n természetes szam). A Pitagorasz-tétel alapjdn az atfogo:

Jn+12+132 =4n2 + 4n + 1 + 169 = f4n - (n +1) + 170.

Indirekt dton bizonyitjuk, hogy az atfogd hossza irraciondlis szam.

Tegyiik fel, hogy raciondlis, vagyis felirhat6 P alakban (p, g természetes szam):
q

Jan-m+D)+170=2.
q

Az egyenl&ség mindkét oldalt négyzetre emelve, majd g*-tel beszorozva adédik:
[4n-(n+ 1)+ 170] - g% = p>
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Az egyenl6ség jobb oldaldn p? primtényezds felbontdsdban a 2 péros Kitevdj( hatvanyon szerepel.

Az egyenlGség bal oldaldn ¢? primtényezds felbontdsdban a 2 péros kitevsjd hatvanyon szerepel,
adn-(n+1)+ 170 kifejezés 2-vel oszthatd, de 4-gyel nem, tehit az egyenldség bal oldalanak
primtényezds felbontdsdban a 2 hatvanykitevGje pératlan.

Az egyenlGség jobb, illetve bal oldaldn a 2 hatvanykitevdje kiilonbozd paritdsd. Ez ellentmond
a szamelmélet alaptételének, vagyis az atfogd hossza nem lehet raciondlis szam, tehat az atfogd
hossza irraciondlis szam.

Az ABC, ACCy, ..., AC,_,C,_; derékszogli hiaromszdgben
a Pitagorasz-tétel alapjan az AC, AC|, ..., AC,_, atfogok hossza
rendre:
V2,33, ..
Ekkor felirhat6:
1 1 1
tgoy +tgon + ... +tga, = -+ —=+...+—.
g0 g0 ga, 1 \/5 \/E
Az el6z6 Osszegnek egyetlen tagja sem kisebb, mint % , tehat
n
1 1 1 1
t—+..+—=2n-—==Jn=ctga,.
NG In p g,

Egyenldség akkor 4ll fenn, ha n=1.
Ezzel belattuk, hogy tgoy +tgo, + ... + tgo, 2 ctg o,

Osszefiiggések hegyesszogek szogfiiggvényei kozott,
nevezetes szigek szogfiiggvényei — megoldasok

A kifejezések egyszeribb alakjai:

a) sina; b) sin?e; c) 1; d) 1;

e) sino — cos o f) 1.

Az a), b) és c) részben a ctgo-t, illetve a tg -t irjuk fel sina és cos o segitségével, majd alakit-
sunk ki kozos nevezdt. Haszndljuk fel, hogy sin®a + cos?a = 1.

A d) részben felirhatjuk, hogy:

4o+ coslor =

(sinZ e + cos20))® =sin®or + 3 -sin*ax - cos? o + 3 - sin%« - cos
=sin®o + cos®a + 3 - sin o - cos? a - (sin o + cos? ).

Mivel sina + cos?o = 1, ezért:

1 =sin®o + cos®ar + 3 - sin - cos’ ax,
ami éppen a bizonyitando egyenlség.
Hasznéljuk a potszogekre vonatkozé 6sszefiiggéseket:
a) 1; b) 1; c) 2.
A kifejezések pontos értékei:
WERERSCE nL Rt RLE
2 2 8
1
e)—; 1; 0.
) 2 f) 8)
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sin (4 tgox cigx
3 4 3 4
5 5 4 3
N 0,2
/0,96 ~0,9798 0,2 Uil 4,899 ~ ~0,2041
0,2 0,96
4 1
3 1 3 1
Jio 10 3
a 1_02
a _n2
1-a 1-a2 a
b2 -1 1 5 1
b b be-1 b2 -1

a) o>45° b) a<45°
BT A Kkifejezések egyszer(ibb alakjai:

2-sino-cosa+1 _ 2-sino - cosor + sin?

2

o +cos?a_ (sino + cos)?

=sino + cosc.

sino + coso sino + coso sino + coso

b) A 2439. feladat d) részEbdl:

sinfo + cos®ar=1-3-sin? - cos?

. o,
valamint

4 2

sin* o + cos*or = (sin?a + cos? @)% — 2 - sin2a- cos2 e = 1 — 2 - sin? ¢~ cosZ ov.

Ezeket felhasznalva:
2-(sin®a + cos®a) — 3 - (sin* o + cos* o) =
=2-(1-3-sin?a-cos?e) —3-(1 - 2-sin?a-cos?o) = —1.
T8 A Kkifejezés értéke 1.

BT Ismeretes, hogy barmely pozitiv szamnak €s reciprokdnak az 6sszege legaldbb 2, és az Osszeg csak
abban az esetben lesz 2, ha a szam 1.

Mivel tgx reciproka ctgx, az egyenlGség csak akkor teljesiil, ha tgx =1, azaz x = % .

A 2435. feladat eredményét hasznaljuk:
J5-1 5-1.

sinl18°= ——— = c0s72°=sin18° =

4 4
. o 2 o \/5_12 1
sin72° = /1 — cos~ 72 1- 2 =Z-\/2-\/§+10;

J5-1
€0572° 4 J5-1 \/6—2-\/5 _\/5_2-\/32\/25—10.6,

sin72° 1 o= 0 25410 V254100 5 5
4

sin72° 5
tg72° = = / =J5+2-5.
& cos72° 5-2-5

ctg72° =




Tekintsiink egy egységnyi atfog6ju derékszogli haromszdget, amelynek egyik hegyesszoge o. A ha-
romszog befogdi sin ¢, illetve coso.

Tertiiletét a befogdk szorzatdnak feleként szamitjuk:
. sino - cosa
-
Ismeretes, hogy adott atfogdju derékszogl haromszogek koziil az egyenld szard derékszogli harom-
szog teriilete a legnagyobb, igy sin - cos o akkor a legnagyobb, ha o =45°:
sina-cosa < sin45°-cos45° = g . g = % .

Tehét a sin a- cos o kifejezés maximuma > amelyet o =45° esetén vesz fel.

Tekintsiink egy egységnyi AB atfogdju derékszogd haromszo- c
get, amelynek egyik hegyesszoge a. A haromszog befogdi sin ¢,
illetve cosc. A

A haromszog-egyenlbtlenség alapjan a befogdk 6sszege nagyobb
az atfogoéndl, tehat 1 <sino + cos c.

Be kell még bizonyitanunk, hogy sin o+ cos o <+/2. <
Az egységnyi AB dtfogd mint dtmérs folé emeljiink Thalész- - sin o

kort. A C derékszogi csucs ezen a koron mozoghat. Mérjiik fel ) ] :

a C-n til BC egyenesre az AC oldal hosszit, igy C’ ponthoz

jutunk. Az ACC” hdromszog egyenld szard derékszogd, tehat AC’C szog 45°. A BC’=sino + cos o
szakasz hosszdra kell felsg becslést adnunk.

Mivel az AB adott, a C’ pont az AB htr 45°-o0s 14t6szogkorivén van, amelynek kozéppontja az
AB iv F felez6pontja. Ennek a korivnek a hdrja BC’, ami akkor lesz a leghosszabb, ha éppen
a latokor atmérdje, vagyis dthalad az AB koriv F felezéspontjan. Ez alapjan BC’ akkor a leg-
nagyobb, ha az ABC haromszog egyenld szard derékszogli haromszog.

Tehat sin o + cos o akkor maximalis, ha o = 45° tehat
sin o+ cos o < sin45° + cos 45° =/2.

A 2444, feladat b) részEébdl:
sinfor+ costa=1-2-sina-cos?a;

8 4

o+ cosBa =(sin*or + cos* )2 — 2 - sin* @ - cos

4o -costa,

sin o=

=(1-2-sino - cos?@)?—2 - sin

vagyis

sindor+ cosdar=1-4-sina-cosa + 2 - sin*a- cost .

Ezeket felhasznalva:
2 - (sin*a + cos* & + sin? ¢ - cos? @)% — (sin®ar + cosd o) =
=2-(1-sin?0-cos2a)? —(1—4-sina - cos?o +2 - sin*or - cos* @) =
4 4o -costa=1.

=2—-4-sin?¢-cos?a+2-sinto-costo—1+4-sina - cos?a — 2 - sin

A kifejezés értéke tehdt 1.

Mivel sin®a + cos?o = 1, valamint 1 + ctg?o =
bal oldala igy is irhato:

. 1
—— ., illetve 1 +tg?0 = ——, az egyenlet
sinZ ot cosZa

1+2-(tgo+ ctg?o) + 2.

Ismeretes, hogy barmely pozitiv szamnak €s a reciprokdnak az dsszege legalabb 2, tehdt a bal oldal
legaldbb 1 + 4 + 2 = 7. Igy nincs olyan o hegyesszog, amely teljesitené az egyenlGséget.



Haromszogek kiilonboz6 adatainak meghatarozasa
szogfiiggvények segitségével — megoldasok

A haromszog szogei: 66,42° 66,42° és 47,16°.

A hdromszog szogei: 73,74°% 53,13° és 53,13°

Az inga végpontjanak két széls6 helyzete kozotti tdvolsag 6,5 cm.

A két szomszédos fog altal bezart szoget megkapjuk, ha egy olyan egyenlé szari haromszog szér-
szogét 8 egyenld részre osztjuk, amelynek az alapja 40 cm és a szdra 38 cm hosszi. A szdrszogre:

sin® =20 g-63500
2 38

A lombseprt két szomszédos foga 63,31

=7,94° szoget zdr be.

A haromszog oldalai: 141,38 cm, 83,82 cm és 83,82 cm.
A helyesen kitoltott tdblazat (a > 0):

Oldalak szama Egy oldal hossza Beirt kor sugaranak hossza Koreé irt kor sugaranak hossza
5 10 cm 6,88 cm 8,51 cm
12 3,62 cm 6,76 cm 7cm
9 6,55 cm 9cm 9,58 cm

a a
n a 2-tg180 2-sin180°
n n
180° !
n 2r-tg r 180°
oS
n 2R -5in 80" R-c0s 100" R
n n

A kozépponti szog: 77,36°.

Megkozelitleg 7,71 cm hosszid hdrhoz tartozik 40°-os keriileti szog.

A kor sugara 6,55 cm.

A kertileti szog lehet 20,49° vagy 159,51°

Az oldallal szemkozti szog lehet 23,58° vagy 156,42°.

A hdaromszog teriilete: a) 408,95 dm?; b) 430 dm?; c¢) 329,40 dm?.
A hiromszog szdrai 15,88 cm, az alapja 14,05 cm hosszd.

A paralelogramma teriilete: ) 258,58 dm?; b) 420 dm?; c¢) 269,97 dm?.
A paralelogramma teriilete 596,16 cm?.

a) A szabdlyos tizszog teriilete 769,4 cm?. b) A szabalyos hétszog teriilete 363,4 cm?.
25

c) A szabdlyos n-szog teriilete n - 130° cm~.

tg
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A teriiletek ardnya:

3. 62 -sin45°
Tny°1°526g = 2 = 342 =~0,6124
Thatszﬁg 6- 482 -sin60° 4. \/§
2

A nyolcszog teriilete a hatszog teriiletének 61,24 sz4zaléka.

A koré irt kor sugara 10,12 cm.

Tekintsiik az 4bra jeloléseit. A beirt kor kozéppontja rajta van 5
az A csucsbdl kiindul6 belsé szogfelezén. Mivel egy kor érintdje
merdleges az érintési pontba huzott sugarra, az OEA haromszog
derékszogd. Ezért felirhato:
tg17,5° = i ; 0
EA 9 35°
2 DD 17,5
EA = = 6,34 cm.
217.5° c 2 E 6,34 A

A beirt kor kozéppontja, a derékszogi cstcs €s a beirt kornek a befogdkkal vett érintési pontjai
négyzetet hatdroznak meg. Tehat CE =2 és CA =2 + 6,34 = 8,34 cm.

Az ABC hédromszog tobbi oldala a 35° szogfliggvényeibdl szamithato:

8,34 =10,18 és BC=8,34-1g35°=5,84.
cos

A haromszog oldalai: 8,34 cm, 5,84 cm és 10,18 cm.

AB =

o

Legyen a haromszog alapja a, a szdrai b hosszisdgiak.
A haromszog alaphoz tartozé magassagat behizva:

% =c0s72°35°, amib6l a =2b-cos72°35’.

A feladat feltétele szerint a + b = 20, tehat: 20

2b-c0s72°35 + b=20, amib6l b=——"—"-—=12,51;
2-c0872°35° +1

a=2-12,51-co0s72°35" = 7,49.
A haromszog oldalai: 12,51 cm, 12,51 cm és 7,49 cm.

a) A hdromszog szdra 34,3 cm.

b) A hdromszog teriilete 587,0 cm?.

¢) A hdromszog beirt korének a sugara 9,9 cm.

d) A haromszog koré irt korének a sugara 25,1 cm.

A hdromszog szogei 54° 65° és 61°
a) A hdromszog teriilete: 2R?-sin - sin 8- siny = 513,0 cm?.

b) A hdromszog legrovidebb m magassaga a leghosszabb a oldalhoz tartozik, ami a hdromszog
legnagyobb o szogével szemben van. Az oldal hossza a = 2R - sinc.

A legrovidebb magassdgot a haromszog teriiletébdl szamithatjuk:

2.4 . q] . g
m=2L JART-sina-sinf-siny _,p B siny ~28.3 cm.
a 2R -sino
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¢) A hdaromszog keriilete: 2R - (sino + sin B + siny) = 103,6 cm.

d) A hdromszog beirt korének a sugara: r = T = 9,9 cm.

s
Tekintsiik a focipalyat feliilnézetben. A kapu AB szélessége 7,35 m.
Rajzoljuk meg azt a kort, amelyik dthalad az A és B pontokon,
valamint érinti a két oldalvonalat. Ennek a kérnek a sugara 25 m.
Ismert, hogy egy szakasz folé emelt o szogd latokoriven kiviili
pontokbdl a szakasz o-ndl kisebb szog alatt 14tszik.

Ennek alapjéan az oldalvonal mentén az a pont, amelybdl a kapu —Bm

a legnagyobb szog alatt latszik, a kor és az oldalvonal érintési
pontja. Ebbdl a pontbdl a kapu éppen akkora szogben latszik,
mint a 25 m sugard koérben a 7,35 m hosszisagu hirhoz tartozé
keriileti szog. A koOr sugara, a hdr hossza és a keriileti szog
kozotti ismert Osszefiiggés alapjan:
sino =£=E = o =845°
2r 2-25

A partjelzé legfeljebb 8,45° szogben lathatja a 735 cm szélességi
kaput.

a) A nyolcszog beirt korének a sugara 12,07 cm. .

b) A nyolcszog koré irt korének a sugara 13,07 cm. %?\

¢) A nyolcszog teriilete megkozelitsleg 483 cm?. Vo

d) A szabdlyos nyolcszog egy oldala a kozéppontjabol 45°-os i
szOg alatt latszik, és egy belsd szoge 135°. Az dbrén lathat6 x,
y szakaszok hosszdt egy olyan derékszog( haromszogbdl
szdmithatjuk, amelynek hegyesszoge 67,5° atfogéja 10 cm: y
x=10-sin67,5°= 9,24 és y=10-c0s67,5° = 3,83.
A tengelyes szimmetria miatt a leghosszabb atlét a rd mer6le-
ges atlok két 9,24 cm, illetve két 3,83 cm-es részekre osztjak.

Legyen az ABC haromszdg BC oldaldnak felez8pontja F, az AC oldaldnak felez6pontja E, va-
lamint a stlyvonalak hossza AF =9 cm és BE = 12 cm. Tudjuk, hogy a haromsz6g stlyvonalai
harmadoljdk egymadst, igy az ABC hdaromszog S silypontja az AF silyvonalat AS = 6 cm, illetve
SF =3 cm hosszisdgud szakaszokra bontja. Ugyanigy ES =4 cm, illetve SB =8 cm.
Az ABF és az ABC haromszogek BF és BC oldalaihoz tartoz6 magassagai egyenldk, valamint:
1 1
BF = 5 ‘BC; Tppp héromszog = 5 * L ABC hdromszog*

A BSF és a BAF haromszogek FS és FA olda-

laihoz tartozé magassagai egyenldk, valamint:

1 C
FS=—-FA,

ezért 3

1 £ F
TBSF haromszég = 5 " £ BAF héaromszog* @

Tehat A

! A B

i hdromszog = 6 ABC héromszog
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A BSF haromszog teriilete kiszamithatd, mivel adott két oldalanak hossza és az dltaluk bezart szog,

amely 75° vagy 105°:
Y & 8-3-sin75° 8-3-sin105° )
TBSF héromszog = 2 = > =11,59 cm~.

Az ABC hdromszog teriilete ennek hatszorosa: 69,54 cm?.

A haromszog két oldala legyen a, illetve b. Ha a két oldal altal bezart szog 7y, akkor:
8.Thémmsmgzs-“b'%:4-ab-siny

A hegyesszog szinuszanak definicidja alapjén siny <1 = 4ab-siny < 4ab.

2
2
A szamtani és mértani kozép kozti Osszefiiggés alapjan: 4ab =4 - (ab) <4 (%j =(a+b)*.
Ezzel az dllitast bebizonyitottuk.

Az ABC haromszog oldalainak hossza a szokdsos jeloléssel legyen
a, b és ¢, szogeinek nagysaga o, § és y. Aharomszog B cstcsa-
bdl indulé magassag talppontja legyen B’, a C csucsabdl induld
magassag talppontja legyen C’.

A BCB’C’ négyszog hurnégyszog, mivel a B’ és C’ pontokat tar-
talmazza a BC Thalész-kore.

A hirnégyszog egy kiils6 szoge egyenld a vele szemben 1évé bel-
s6 szoggel, ezért az AC’B’ hdromszog szogei paronként egyenlSk
az ABC haromszog szogeivel, tehat a két haromszog hasonld.

B’ b
A megfelel oldalak ardnya: % = %. Az AC’C derékszogli haromszogb6l AC’ = b - cos o, tehit:

BC’
_a = BC’=a-cosq.
b-cosaa b

Az ABC hiaromszog a hosszisdgi AB alapjdhoz tartozé m magassaganak talppontja 7, a magas-
sagpontja M, amely a feltétel szerint m-nek a C-hez kozelebbi harmadoldpontja.

Az AMT haromszog hasonlé a CTB haromszdghoz, mivel mind-
kettSben a T-nél 1€vS szog 90°, illetve a TAM és TCB szbgek
merdleges szard hegyesszogek.

A két haromszogben a megfelel6 befogdk ardnya egyenld:

—-m

w
§_|N\a

Az alapon fekv§ o szog tangense:
ga="1=2. M 5. L. = «=5077"
a a 2

2
A haromszog szogei: 50,77° 50,77° és 78,46°.



Tekintsiik a mellékelt abrat.
a) Akor CB hirja a Pitagorasz-tétellel:
V62 +72 =922 m.

A hudrhoz tartozé CAB keriileti sz6g az ADC
haromszogbdl szogfiiggvénnyel szdmolhato:

A
tgazl = a=17,39° A
54

Ismeretes, hogy a kor sugarat egy hirjanak és a hozza tartozé keriileti szognek a segitségével
kiszdmolhatjuk: L 9.2

R=—7T—=—
2-sinex 2-sin7,39°

=35,84 m.

A kor sugara 35,84 m.

b) A hid legnagyobb magassagit megkaphatjuk gy, hogy a kor sugardnak hosszabdl kivonjuk
az AB hurjanak a kor kozéppontjatdl vett tavolsagat.
A hid legnagyobb magassdga: 35,84 —+/35,84%2 — 302 = 16,23 m.

c) Az x hosszusagu tartéoszlop hosszédnak meg-
hatdrozasdhoz tekintsiik azt a kort, amely-
nek része a korives tartoszerkezet. Az oszlop
X talppontjanak A-t6l vett tdvolsdga a 60 m K
hatod része, azaz 10 m. Af=T

X

Az AB hurra merGleges hiir a kor kozéppont- 3584m

jatdl 20 méter tdvolsdgra van, igy hossza-

nak a fele:
J35.842-202. rpAm

Az el6z06 rész alapjan XT tdvolsdg az AB
hirnak a kor kozéppontjatol vett tavolsaga:

{35,842 -302.
Ez alapjan:

x +14/35,842 — 302 = /35,842 - 202,
x~10,13 m.

Az x hosszisagu tartdoszlop hossza megkozelitSleg 10,1 m.
Hasonldan az y hosszusagu tartéoszlop hossza megkozelitSleg 14,8 m.
A fiigg6leges tartdoszlopok tehat rendre 10,1, 14,8, 16,2, 14,8 és 10,1 méter hosszuak.

Sikbeli és térbeli szamitasok a szogfiiggvények segitsegével

— megoldasok

A téglalap 4tléinak a hosszabbik oldalakkal bezart szoge éppen az 7 .

atlok altal bezart szognek a fele.

Ha a téglalap hosszabbik oldala 25 c¢m, akkor a mésik oldal: 4
25-1g21° = 9,60. al=—2"" 8



Ha a téglalap rovidebbik oldala 25 cm, akkor a masik oldal:

25
tg21°

= 05,13.

A téglalap keriilete lehet:
2-(25+9,60) = 69,20 cm
vagy
2-(25 +65,13) = 180,26 cm.
A trapéz szogei: 55° 55° 125° és 125°

Ha a szimmetrikus trapéz hosszabbik alapja 21 cm, akkor a trapéz mdsik alapja 3,45 cm.
Ha a szimmetrikus trapéz rovidebbik alapja 21 cm, akkor a trapéz mdsik alapja 38,55 cm.
Ha a szimmetrikus trapéz paralelogramma, akkor a mésik alapja is 21 cm.

A trapéz teriilete 1545,42 cm?.

A szimmetrikus trapéz lehet hurtrapéz, vagy
paralelogramma. Mindkét esetben atdarabolhatd
egy olyan téglalapba, amelyik 4tl6ja 8 cm. Ez az
atlo a téglalap egyik oldaldval 40°-os szoget
zar be.

Teriilete:
t=8-sin40°-8-cos40° = 31,51 cm?.

7 2

A koz0s kiils6 érintSk altal bezart szog 17,25°.

7z

A koz0s belsd érintSk altal bezart szog 81,08°.

A korszelet teriilete 18,06 cm?.

A Kkét rész teriilete 65,27 cm?, illetve 1190,73 cm?.
A hulladék 4,46 szazalék.

A ldmpabura dtmérdje 26 cm.

A hegy magassagat jeloljiik m-mel. Felirhatjuk a kovetkezd egyenletet:
m-ctg18°24’ + m-ctg22°43’ =8000 = m= 8000 =1483.
ctg18°24° + ctg22°43’

A hegy magassdga: 1483 m.

A mellékelt dbra alapjan:

x+20 20m

L otgd7,5° & =tg50,2°.

y y
Az egyenletrendszert megoldva adédik, hogy x =200 m.

A varju 4ltal megtett / Gt annak a derékszogli hdromszognek
az 4tfogdja, amelynek hegyesszoge 50,2° és a vele szemben levs
befogdja 220 m: 220

[=——=286.
sin50,2°

A varju éltal megtett Gt 286 m.
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Tekintsiik a mellékelt abrat. A hegy DC magassaga legyen m.

Az ACD derékszogli haromszogben:
AC =m-ctg21°32’, Mm
A BCD derékszogt haromszogben: A 0
BC =m-ctg 19%42". W

A Pitagorasz-tételt felirva az ABC derékszogl haromszogben: B 19°42"
1,22 + (m-ctg 21°32°)2 = (m- ctg 19°42°)2.
Az egyenletet megoldva m = 1,022.

A hegy magassdga 1022 m.

Tekintsiik a mellékelt 4brét.

a) A giila magassdga a TCE derékszogli hdromszdgben szdmol-
hatc: ET=20-sin65°~ 18,13 cm.

b) Az alaplap atlojat a TCE derékszogli haromszogbdl szamit-

hatjuk:
AC =2-20-cos 65°

Az alapél: AC 2.20 650
-20 - cos
BC=—=—211,95 cm.
2 V2
¢) Az oldallap és az alaplap B szoge a TFE sz6g. A TFE derékszogl haromszogben:
ET
tgf=— = B=71,76°
ef= B

e) Két szomszédos oldalél dltal bezart o szog a BEC egyenl§ szard haromszogbdl szamithatd:

A L
2 EC
a) Az érintSk altal bezart szog: 106,26°. b) Az érintészakasz hossza: 6 cm.

¢) Az érintési pontok tdvolsdga: 9,6 cm.

A trapéz két alapjdnak szdmtani kdzepe a kdozépvonal hossza, igy
az alapok 0sszege 52 cm. Az érinténégyszogek tétele alapjan az
alapok hosszdnak 6sszege a két egyenld szar hosszanak dsszege.
A szar hossza 52:2 =26 cm. A trapéz magassdga a beirhaté kor
sugardnak kétszerese: 24 cm. 24.cm

A szér és a trapéz magassdga altal meghatdrozott derékszogi
haromszog o hegyesszogére felirhato: @

sino = % = o=067,38°
26

A trapéz szbgei: 67,38° 67,38° 112,62° 112,62°.

A derékszogli haromszog — hasonldsagtol eltekintve — egyértelmien adott, igy vehetjiik az atfogot
5 egységnyinek, a két szeletét 1, illetve 4 egységnyinek. A befogététel alapjan a rovidebbik befogd

J1-5 =15 egység. NG
A haromszog kisebb o hegyesszoge szamithaté szogfliggvénnyel: sino = 5 = a=26,57°
A hdromszog hegyesszogei: 26,57°; illetve 63,43°.



L) A kiilsS érintdk 14,25°-0s szoget zarnak be.

EZEE) @) Egyenes szijhajtds esetén a szij hossza az dbrdn lathato jelolés

A két kor kozéppontjdnak tdvolsdga 8,06 cm, ami nagyobb, mint a kdrok sugarainak dsszege, tehit
a két kor nem metszi egymast.

szerint: 2e + i + i’.
Az e kiils§ érintd hossza: e=+/60%-20% =40 -2 cm.
Az i és i’ ivhossz kdzépponti sz6gét meghatdrozhatjuk, ha

az dbrén jelolt o szoget kiszdmitjuk: cos o= % = a=70,53"

Az i ivhossz 2-10-ﬂ-mz24,61 cm.
360°
360°-2-70,53°
O 360°
A szij hossza: 2e +i+ i =252,33 cm.

Az i’ ivhossz 2-30-7 =~114,58 cm.

b) Keresztezett szijhajtds esetén hasonléan jarhatunk el.
Az f bels6 érint6 hossza: f =+/60% — 402 =20 /5 cm.

Az i és i” ivhossz kozépponti sz6gét meghatdrozhatjuk, ha az
abran jelolt B szoget kiszamitjuk:

40
cosf=— = [=48,19°
B %0 B

1360° —2-48,19°

Az i ivhossz: 2-10- 7w = 45,99 cm.
360°
Az i ivhossz: 230 -7 - 360_3% ~137,96 cm.

A sz{j hossza: 2f+ i+ i = 273,39 cm.

EEI) A gabonakorok altal lefedett teriiletet kell meghataroznunk. A mind-

két kor 4ltal lefedett rész teriilete a két egybevagd korszelet terii-
letének Osszege. Ezen korszelet kozépponti szoge meghataroz- b
IS

haté: 6
o 40 V2
cos— =— = o=7374° ’
2 50

A korszelet teriilete: 407,94 m2.
A korok dltal lefedett teriilet: 2-50%7 —2-407,94 = 14884 m?2 = 1,4884 ha.
A bevételkiesése tehat: 1,4884 -4000-20 = 119000 forint.

A mellékelt sematikus dbrat tekintve a hegy magassagat h-val jelol-
tilk. Az A megfigyelési pontbdl a hegy cstcsa akkor latszik, ha
a latohatdr felett van. A lat6hatar az AOM derékszdgl haromszog
AM egyenese. Az O csticsndl levé o szog az O kozépponti,
6378 km sugard korben a 250 km hosszu ivhez tartozé kozép-

onti szOg:
P £ 250
o=———
2-6378 -1

-360° = 2,247°.



GEOMETRIA

Az emlitett hdromszogben szamolva:
AO
—— =cosa,
MA

6378
6378 +h
A hegy tehét legaldbb 4908 m magas.

=c0s2,247° = h=4,908.

BB Az abra jeloléseit haszndlva a kozelebbi hegy csicsa legyen C,

B
a tdvolabbié pedig B.
El6szor a kozelebbi hegy DC magassdgat hatdrozzuk meg.
A CDA hiromszbgben: n =1g26° : ¢
x+200 m 32°
. .. m 4 26
A CDE haromszogben: — =tg42°. T D X E 20 A
x

Az egyenletrendszer megoldasabdl adodik:
me 200 - tg26° - tg42°
tg42° — tg26°
A kozelebbi hegycstcs a siksag felett 213 m-re van.

=212,83.

A BT magassag meghatarozasa hasonlé mddon torténhet a BTE és a BTA haromszogek segit-
ségével.
A tdvolabbi hegycstics a siksag felett 408 m-re van.

EHE) Az dbra jeloléseivel: a siklo BT = 150 m magasra

visz. Az ABT derékszogli haromszogben: B
TA=15—0z601,62 m. 150 m 20
tg14° C y E X
1
Az ADE haromszogben: T D = A
tglle=— ™
601,62 —y

A BCE hdromszogben: 150 x

tg20° = .

y

Az egyenletrendszert megoldva adédik, hogy:
_150-601,62 - tgl1°

=194,92.
tg20° —tgl1°
BE hosszusag a BCE hiromszogbdl szdmithato:
BE = 19492 207,43.
cos20°
AE hossziisdg az ADE hdromszogbdl szdmithatd:
AE = 601,62 -194,92 _ 414.31.

cosl1°

A BE és AE szakaszok hosszdnak 0sszege a sikl6 dltal megtett tt, amely megkozelitSleg 622 méter.
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B} Az ébran az S pont Szeged helyét jelzi, t egyenes a Fold tengelye,
R a sugara.

Az S pontnak ¢ egyenestdl vett tdvolsdga:
R-c0s46°15’ = 4410 km.
A t tengely koriil elfordulva S pont 23,95 dra alatt akkora utat

tesz meg, mint egy 4410 km sugaru kor kertiilete. Ezért Szeged

a Fold tengelye koriil 2m- 4410 =1157 kTm sebességgel forog.

23,95

BIB A megmarad6 nyolcszog szimmetrikus a téglalap szimmetria-
tengelyeire, tehat az dbran lathat6 médon négy egybevagd derék- o
sz0gl hiaromszoget kell levigni a téglalap csucsaibdl. A meg-

maradé nyolcszog egyenld oldald, tehdt a hdromszogek x és y {Q

befogoira teljesiilnie kell, hogy:
13-2y=11-2x X
x2+y2=11-2x '

D\Qx
n ot

Az els6 egyenletbdl kifejezve x-et, majd a mésodikba beirva az y* — 25y + 84 = 0 masodfokd
egyenlethez jutunk. Innen y-ra 21 vagy 4 adédik, de ezek koziil csak az y =4 lehet megoldas.
Visszahelyettesitve valamelyik egyenletbe x = 3.

Szogfiiggvénnyel szamithatok a 3 €s 4 befogo6ju derékszogl haromszog hegyesszogei: 53,13° és
36,87°.

A nyolcszog szogei: o= 180°—53,13° =126,87°, illetve b = 180° — 36,87° = 143,13°.

B A kor kozéppontja a szabdlyos haromszog O kozéppontja.
Az 4bran 14thaté ABC szabdlyos haromszog AB oldaldnak felez6-
pontja 7, a csticsokhoz kozelebbi negyedel6pontok D és E.

Ahhoz, hogy megmondjuk, a kor teriiletének hany szdzaléka
esik a hdromsz6gon kiviil, ki kell szdmolni a kor DE hurja éltal
létrehozott kisebbik korszelet teriiletét. Ehhez sziikségiink van
a kor sugardra és a DOE kozépponti szogre.

Az OT szakasz hossza a 12 cm oldalu szabélyos haromszog magas-
sdganak harmada:

OT—% 12'2\/§=2-\/§cm.

A kor sugara szdmithaté az ODT haromszogbdl:

r=\/(2-\/§)2+32=\/ﬂcm.

Az o kozépponti szog felére felirhatd:

o 3
tg—=——+ = a=81,79°
870
A kisebbik korszelet teriilete: 5
2 81,79° (21) -sin81,79°
Tkorszelet = (‘/ﬁ) T

- =~4,6cm?
360° 2




A kornek a hdromszogon kiviil esé teriilete ennek haromszorosa, vagyis 13,8 cm?.

A kor teriiletének 123;—’8 -100 = 20,9 szdzaléka esik a haromszogon kiviil.

b4
A haromszog koron kiviil esd teriiletének kiszdmitdsdhoz a haromszog teriiletébdl kivonjuk
a kor és a haromszog kozos teriiletét:

2,
12 4\/5 |21 7-13.8]=10,18cm?

Tekintsiik a mellékelt abrat. Az emlékmd helyét jelolje E,
a park kozéppontjat K.

A két szomszédos 6svény dltal bezdrt szog a 360° nyolcada,
azaz 45°. Az dbra tengelyesen szimmetrikus DL egyenesére,
igy elegendd meghatdrozni az EL, EA, EB, EC és ED 6své-
nyek hosszit.

El6szor EL és ED hossza:
EL=300-70=230 m;
ED =300+ 70=370 m.

Az EB szakasz mer6leges KE-re, igy a KEB derékszogl haromszogbdl a Pitagorasz-tétel

alapjan:
EB =+/3002 - 702 = 291,72 m.

Az EC és EA 0svények hosszanak 0sszege éppen CH tavolsaggal egyenld, ami a kor egy
hurja.

A hdrnak a kor K kozéppontjatdl vett tivolsidga a KTE egyenl§ szaru derékszogid harom-
sz0gbdl szamithato:

KT = KE-sin45°=70-sin45° =352 = 49,5 m.
Ez alapjén:

CT= 3002~ (35-42)* = 295,89 m.
Mivel KT =TE, a CE 6svény hossza 295,89 + 49,5 = 345,39 m.
EH = 295,89 — 49,5 ~ 246,39 m.

Az 6svények hossza megkozelitSleg:
EL=230m; EA=EH=246,39m; EB=EG=291,72m;
EC=FEF=34539m; DE=370m.

A haromszog alapja legyen a, a hozz4 tartoz6 magassaga m,

anégyzet oldala x hosszusagu. A feladat feltétele szerint: ¢
2:2=""2 " amibsl 4x2=m-a. (1)
m-Xx
Az ébra jeloléseit haszndlva, az ABC és DEC haromszog 5 Y -
szogei paronként egyenldk, tehat ABCA ~ DECA. X
A két haromszog alapjanak €s magassaganak aranya egyenld: .
XX amibsl x=L" ) S
a m a+m A a B
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Az (1) és (2) egyenleteket 0sszevetve, majd rendezve:

a-mY
4. =m-a,
a+m

4-a-m=(a+m)?

Ez utébbi egyenlGség akkor teljesiil, ha m = a. A hdromszog alapon fekvé o szogének tangense:

tga=—=2 = o=6343"

RS ES

A haromszog szogei: 63,43° 63,43° és 53,14°

A vonalkdzott teriilet nagysdga legyen 7. Az dbrdn ldthaté k| és k,, valamint a k, és ky korok
kozéppontjainak tdvolsidga éppen a sugaruk hossza.

Tehdt a k; és k, korok kozos részének teriilete egy 6 cm sugari
kor 120°-0s kozépponti szogéhez tartozd korszelet teriiletének

a kétszerese: \
2. ;
2(62%-%—6 4‘/§J:44,18cm2. 9

Hasonl6an a k3 és k, korok kozos részének teriilete: 44,18 cm?.

Tekintsiik a k; és k,, valamint a k, és ky korok kozos része altal lefedett teriiletet.
Ezt a teriiletet kétféleképpen szamithatjuk. Egyrészt: 2 - 44,18 — T.

Masrészt kiszamithat6 a teriilet Ggy is, hogy
a C kozépponttd, 6 cm sugard, 110°-o0s korcikk
tertiletéhez hozzdadjuk a k; és k,, valamint a k,
és ky korok kozos része teriiletének a felét:

110°

1360°
A kétféle moédon szamitott teriilet egyenld:

2:44,18-T=78,72 = T=9,64cm’.

A vonalkézott teriilet tehat 9,64 cm?.

621

Y % 44,18 =78,72 cm?

Arepiil6gép 6378 + 8 = 6386 km sugard koriven repiil. A sema-

tikus 4brét tekintve, ha a szemlél§ az A pontban van, akkor g
arepilil6gép szdmadra addig tartézkodik a latéhatar felett, amig l

a BC koriven végigrepiil. A BC koriv o kdzépponti szogére tel- B
jestil, hogy: 8
o _ 6378

cos— = = =574
2 6386

A repiil6gép dltal megtett Gt: 2 - 6386 - 7 - 53’ 4

639,43

= 639,43 km.

o}

Ezt az utat ¢ = = 0,91 ora alatt teszi meg.

A repiil6gép koriilbeliil 55 percig tartézkodik a 1dtéhatar felett.

................... . 122



Vegyes feladatok Il. — megoldasok

a) Akifejezés értéke 0.

b) AKkifejezés egyszertibb alakja ctg? .
c) Akifejezés értéke 1.

d) Akifejezés értéke 1.

e) Akifejezés egyszertibb alakja tgc.
a) A kifejezés pontos értéke 3.

b) A kifejezés pontos értéke 0,25.

c) Akifejezés pontos értéke 0.

. . 60 11, 60
a) A szog koszinusza — , tangense — ¢és kotangense — .
61 60 11
b) A szdg szinusza E, tangense 21 és kotangense @
29 20 21
c) A szodg szinusza i, koszinusza 15 és kotangense E
17 17 8

. 1 . 3, 1
d) A szdg szinusza —, koszinusza — és tangense 3

V10 V10

A keletkezett részek hossza 1,99 cm, 2,15 cm, 2,54 cm és 3,32 cm.

Az akna megkozelitSleg 50 m mély.

A masik alap 16,41 cm, a mdsik szdr 3,9 cm hosszd.

Az oldalak hossza 20,32 és 15,24 cm.

Ismeretes, hogy egy haromszog kdzépvonala a hdromszogbdl egy az eredetihez hasonlé harom-
szoget metsz le. A hasonlésag aranya %, tehat a kozépvonallal lemetszett haromszog teriilete

az eredeti hdromszog teriiletének negyede.

Az abra jeloléseit haszndlva, az ABCD rombusz oldalainak
felez6pontjai E, F, G és H.

A rombuszt az AC atléja két egybevdgd hdromszogre bontja.
Az ABC hdromszog kozépvonala EF, igy az EBF haromszog
teriilete negyede az ABC hdromszog teriiletének, illetve nyol-
cada a rombusz teriiletének. Hasonléan a rombusz teriiletének
nyolcad része a GFC, HGD és HAE hiaromszogek teriilete is.
Tehdt az EFGH négyszog teriilete fele a rombusz teriiletének.

Ha a rombusz oldala a, akkor teriiletének felére felirhato:

110 = 1 -a%-sin50° = a=16,95.
Tehat a rombusz oldala 16,95 cm.
Megjegyzés: A rombuszt a szaggatott vonallal jelolt kozépvonalai és az EFGH négyszog oldalai
nyolc darab haromszogre daraboljdk fel. Az azonos szdmmal jelolt haromszogek teriilete paronként

megegyezik, igy ezzel az dtdaraboldssal latvanyosan is igazolhatd, hogy az EFGH négyszog terii-
lete fele a rombusz teriiletének.
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A kort a két egyenes két 131,92 cm? és egy 188,32 cm? teriilet( részre osztja.

Tekintsiik az dbra jeloléseit. A folyé AB széles-

ségére felirhatjuk: 610’
100 + AB S
20 = o6l = 100m A B

= AB=20-ctg6°10° - 100 = 85.
A foly6 szélessége megkozelitSleg 85 m.

Tekintsiik a mellékelt dbrat. Legyen a torony ma-
gassaga x. Az y tavolsag szamithato:
y=400-ctg2l1°
Tovabba felirhato:
x +400

=1tg22°

Az egyenletrendszert megoldva adddik, hogy
x=21. A torony magassdga 21 m.

2 2

a) és b) rész esetén a kifejezés értéke egyszer(sités utdn 1.

c) Négyzetre emelve, majd 6sszevonva a kifejezés: 4-v/3 -tga-ctga =4 -/3.
4 -sina

d) Felhasznélva, hogy 1 = sin®a + cos?a, adédik, hogy a kifejezés: ——=4.
sin“ o
e) A masodik tortben ctg ot atirva: ,
—— -3
g ctg’fe-3_  tga o o .1—3-tg2a_1
1-3-tg2a  ctga  1-3-tg2a 1 1-3.tg2a tgor '
tgo

a) A szarak 30,78 cm hosszuiak.
b) A szarhoz tartoz6 magassag 17,21 cm.
c) A hdaromszog teriilete 264,86 cmZ,

Mivel a beirt kor befogdkkal vett érintési pontjai, a beirt kor kozéppontja és a derékszogid csucs
2

négyzetet hatdroznak meg, a beirt kor sugara 12 % =6-42 cm.

A 2470. feladat gondolatmenete alapjan az atfogd 41,51 cm.

a) Arombusz atléi: 9,52 cm és 28,45 cm.
b) A rombuszba irt kor sugara a rombusz magassidganak fele: 4,51 cm.
¢) A rombusz teriilete 135,41 cm?.

B Legyen a rombusz oldala a. Mivel a rombusz 4tl6i merdlegesen felezik egymast €s felezik a csi-
csokndl 1évo szogeket, felirhato: sing = i, illetve sinﬁ =-—. A kettSt 0sszeadva:
2 2a 2 2a
sing+sinﬁ=£+i= e+f‘
2 2 2a 2a 2a

Innen az allitas kozvetleniil adodik, hiszen a rombusz keriilete 4a.




GEOMETRIA

4iy4l) a) Atrapéz magassdga a beirt kor sugardnak kétszerese, azaz 20 cm.

C
Az dbra jeloléseit haszndlva:
Az AED derékszogli haromszogbdl:
D= _20 =21,28; AE= 20 .
sin70° tg70°
A BFC derékszogli haromszogbdl:
£<1/80°
BC = '20 =20,31; BF = 20 . F B
sin80° tg80°

Az érinténégyszogek tétele alapjéan:

AB+DC=AD + BC = 20 20

+ .
sin70°  sin80°

Tehat a trapéz teriilete:

( 20 N 20
m-(a+c) sin70°  sin80°
Ttrapéz = 2 = 2 =4159 cm?2
b) Mivel AB + DC =2DC + AE + BF, ezért:
20, 29 ope+-20 .20 pe~isao.
sin70°  sin80° tg70°  tg80°

A masik alap kiszamitdsa: AB = DC + AE + BF = 26,2.

A trapéz szarai 21,28 és 20,31 cm, az alapjai 15,39 és 26,2 cm hossziak.
EF) a) A két emelet kozotti magassag 2217 = 374 cm.

A kérdéses o szog tangense:

tgo= 3,74 = o =20,51"
10

A felvono hajlasszoge tehat 20,51°

b) Alejtd hossza: 10
——=10,68 m.
c0s20,51°

A felvoné ——— = 53,4 masodperc alatt ér fel.

2

B Az abra jeloléseit haszndlva: AT =3 cm.

Az ATD derékszogl haromszogben Pitagorasz-tételbdl:
AD =+/109.
A TBD derékszogi haromszogbdl:
10

tg TBDS = ——— = TBD%=139,8°
15-3

Tehat a trapéz koré irt kor egy htirjanak hossza /109, és ehhez a hiirhoz tartoz6 keriileti szog 39,8°
Innen az ismert Osszefiiggés alapjan:
. Ji®
~2-5in39,8°
A trapéz koré irt kor sugara 8,16 cm.

= §,16.



) Tekintsiik az dbra jeloléseit. A BCF derékszog

haromszogben az AB alaphoz tartozé magassag:
20

Tehdt a magassdg mint atmérG folé irt kor
sugara 8,39 cm:
OC = OE = OF =8,39.

Az OEC egyenl§ szird hdromszégben: COE<S = 180° — 50° - 50° = 80°. Akor CE hirjanak a kozép-
ponti szoge tehat 80° A kor haromszogon kiviil esd teriilete a 80°-o0s kdzépponti szoghoz tartozd
korszelet teriiletének kétszerese:

360° 2

A kor és a haromszog kozos részének teriilete tehat 8,392 71— 28,91 = 192,12 cm?.

') 2. o
T=2-[8,392-7r- 80° 8,39 Smso]:zs,m.

A vizszintes terep sikja legyen a DCE haromszog sikja, a var

helyét jelolje E pont. A repiil6gép repiilési magassiga h, és egy y 10km B
perc alatt az A pontb6l a B pontba ér. A repiil6gép egy perc alatt . .

10 km utat tesz meg, tehat AB = CD = 10 km.

Az ECD derékszogli haromszogben a derékszogtl cstics C-nél C
van. Oldalainak hosszét fejezziik ki h-val. 5

Az ACE héiromszogbdl: EC = h-ctg 35°.
A BDE haromszogbdl: ED = h-ctg25°.
Az ECD derékszogil haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt:
(h-ctg35°)% +10% =(h-ctg25°)?,
5, 100
(ctg25°)% — (ctg35°)2°
h=6,251.
A repiil6gép repiilési magassidga megkozelitSleg 6251 m.
A testdtlok hossza v450 cm.

a) A BH testatlonak az oldalélekkel bezart o szoge a BDH derék- X\ B
szogl haromszdgbdl hatdrozhaté meg: E F

B 10km  Ap

5o

coso = A = o =1947" N

/450

b) A BH testatlonak az alapélekkel bezart 3 szoge a BGH derék-
sz0gl haromszogbdl hatdrozhaté meg:

cosfl = % = pB=76,37° 20

¢) A BH testatlénak az oldallapokkal bezért y szoge a BGH de-
rékszogl haromszogbdl hatarozhaté meg, a y szog éppen a B
sz0g potszoge, vagyis y = 13,63°

d) A BH testatlénak az alaplapokkal bezart § szoge a BDH de- DA 4
rékszogl haromszogbdl hatdrozhaté meg, a & szog éppen
az o szdg potszoge, vagyis 6 = 70,53°.




EEER) Az dbra jeloléseit haszndlva a fa magassdga DC,

arnyéka DB =5 m és a BAC szog derékszog.
Az ABC szbg tangense:

L = ABCX = 72,26°

0,32
Az ABD derékszdgi haromszogben: D 72,26°
AB=5-cos12°~ 4,89, 4
AD =5-sin12° = 1,04. 120
Az ABC derékszogli hdromszogben:
tg72,26° = L,0a+DbC = DC=14,24.
4,89

A fa magassiaga 14,24 m.

Ismeretes, hogy az ABC hiaromszogben az oldalakat a szokasos
moédon jelolve, a beirt kor érintési pontjainak a csticsoktol vett
tdvolsdga s —a, s —b és s —c.

Mivel a haromszog beirt korének kozéppontjat a belsd szogfelez8k

metszéspontja szolgéltatja, tg% kifejezhetS az AOT derékszogd

haromszogbdl: tg% = (r a beirt kor sugara).

s—a
A hdromszog teriiletét kétféleképpen szamolhatjuk. Egyrészt
a beirt kor r sugardval, masrészt a Heron-képlettel:

sir=ys-(s—a) (s-b)-(5—c), amibél tg%:

Ha a haromszog atfogéjanak hossza 3x, a beirt kor sugara r, akkor
a beirt korhoz a csticsokbdl hdzott érint§szakaszok hosszanak
egyenl8ségébdl kovetkezGen a befogdk hossza x + r, illetve
2x +r.
A derékszogil haromszdgben Pitagorasz tétele alapjan:
(x+ 1%+ Q2x+7)?=3x)>

Atrendezéssel adodik:

2r2 + 6xr —4x2 =0,

2
e
(1) =—3i\/ﬁ
X 2 '

. ro, .
Mivel — értéke nem lehet negativ,

X 1_—3+\/ﬁ
X 2 ’

A derékszdgli hdromszog kisebb o szogére felirhato, hogy:
r+x 1 r 1 1 —3+\/ﬁ+

sino =

S —

1 -1+J17

_|s=b)-(s—0¢)
a s-(s—a)

B

X

=—-— 4 —= —
3x 3 x 3 3 2 3 6
A haromszog hegyesszogei 31,37° és 58,63°.

o =31,37°
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EED A haromszog szogei: a =50 B =60° és y =70°.
Mivel a haromszog hegyesszog, az oldalakra kifelé rajzolt félkor mindegyike kiviil esik a harom-

sz0g koré irhaté korén. Ahhoz, hogy a kérdést megvalaszoljuk, elég a félkorok teriiletének dssze-
2ébdl kivonni a hdromszog koré irt korének a hdromszogon kiviil esd teriiletét.

A haromszog oldalait az ismert Osszefiiggés alapjan szamolhatjuk:
a=2-20-sin50% b=2-20-sin60° és c=2-20-sin70"
A hdromszog oldalaira kifelé rajzolt félkorok sugarai az oldalhosszak fele, ezért teriiletiik 6sszege:
-%-Bzo.gn50%2+(20.gn60%2+(20-mn70%2]=
= 2007 - (sin%50° + sin% 60° + sin%70°) = 1394.

A hdromszog koré irt korének a haromszogon kiviil esd teriilete szamolhaté dgy, hogy a kor terii-
letébdl kivonjuk a hdromszog teriiletét:

202 w—2-20?-sin50°- sin 60° - sin 70° = 757,3.
A kérdéses teriilet a két teriilet kiilonbsége: 636,7 cm?.

Az dbra jeloléseit haszndlva a hegy m magassagaval szamithatok

a kovetkezd tavolsdgok:

AT =m - ctg40°,

BT =m-ctg 50°,

CT =m-ctg60°.
Az ACT héaromszog AC oldaldnak felezéspontja B. Erre a pontra
tiikrozve a hdromszoget, az eredeti és tiikrozott haromszog egyiitt
egy paralelogrammat alkot. Ismeretes, hogy egy paralelogramma

oldalai hosszdnak négyzetdsszege egyenld az 4tléi hosszdnak
négyzetosszegével, ezért felirhatd:

2-(m-ctgd0°)? +2-(m - ctg60°)2 = (2 - m - ctg 50°)2 + 14002,

5 14002
m? = ,
2-ctg?40° + 2 - ctg260° — 4 - ctg?50°

m = 1685.

A hegy magassdga 1685 méter.

EEF Az dbran a turista a C pontban van, a hegycstcs helyét F, a hegy-
csucs tiikorképét a toban F’ pont jeloli. A t6 tiikkrének szintje
az e egyenes. A tengerszint feletti magassagokbdl, illetve a tiik-
roz6désbdl adéddan:

TF =TF’=2000 - 500 = 1500 m.
Az FBC, illetve az F’BC haromszogben:
10282 =20 =F jerve tgsp0 = X100
y y
Az egyenletrendszert megoldva: x = 619,52; y = 1656.

a) A turista a tengerszint felett 619,5 + 500 = 1119,5 méterre van.

b) Az FC tavolsag az FBC derékszogl haromszogbdl szdmithatd: FC = y2 =1875,5.
A turista lIégvonalban a szemkozti hegycstcstol 1875,5 méterre van.




EEEL) Tekintsiik az dbra jeloléseit. Legyen az alapél

3x, az oldalél 4x hosszisdgd. Az oldallap atl6i- 4

nak hossza Pitagorasz-tétel alapjan 5x hosszu. ‘ B
Toljuk el a C’B atlét ugy, hogy a C’ végpontja b

B’-be keriiljon. Az eltolt atlé6 masik végpontja 5x B
legyen B”. h v
Feladatunk az AB’B” szdg kiszdmoldsa (3). /C‘\ 4 \bx
Az AB’B” haromszog egyenl§ szaru, szarainak

hossza 5x. Az AB” hosszisdg meghataroz- D 8 o
hat6é az ABB” egyenl§ szard hiaromszogbdl. 72°

Az ABB” haromszog szdrainak hossza 3x, szar- 3 B’
szoge pedig a szabdlyos 6tszog egy kiilsd szoge, £ yi

azaz 72° Ezekbdl az adatokbdl kapjuk:
AB”=2-3x-sin36°=6-x-sin 36°
Tehat az AB’B” egyenl§ szari haromszog alapja 6 - x - sin 36° szara Sx. A haromszog 3 szarszo-

gére felirhato: im0
sing = 3"5& = % -sin36° = f=413°
X

Az AB’ és BC’ atlok 41,3° szoget zarnak be egymadssal.

Vektorok (emlékeztetd), vektorok felbontasa kiilonb6zo iranyu
osszetevokre — megoldasok

A szerkesztések a vektormiveletek definicidi alapjan elvégezhetdk.
Hasznéljuk a vektormiveletek definicioit.

a) 3.G4-2-b;

A lejtével parhuzamos erd: 200 - sin 32° = 105,98 N. A

A lejt6re merGleges erd: 200 - cos 32° = 169,61 N. A B
A vektor végpontja a DC oldal D-hez kozelebbi harmadolépontja.

A hirom vektort egymdshoz flizve szabélyos haromszoget kapunk. A vektorok egymassal 120°-os
szoget zdrnak be.



Ha a harom vektor paronként 120°-0s szoget zar be, akkor 0sszegiik nullvektor. A minimalis hossz
nulla. A maximadlis hossz 15 cm. Ekkor a harom vektor azonos alldsu €s azonos irdnyu.

A nullvektor egyenl§ az ellentettjével.

Az dbra alapjan:
AC =AB+AD és BD=AD - AB.
Mivel az ABD héaromszodg 6 cm oldald szabalyos haromszog:
|@| =6 cm.

Az AC atl6 egy 6 cm oldali szabalyos haromszog magassaganak
kétszerese:
6-/3

IA_C'|=2-T=6-J§cm.

Az 4bran lathaté médon toljuk el a két vektort egy kozos O kezdd-
pontba, és a vektorok végpontjai legyenek A és B.

d-b

=y

A feladat feltétele szerint az ABO hdromszog derékszogd, vala-
mint az OA atfogdé hossza hdromszorosa az AB befogd hosz-
szénak.

0

Q)
S

A két vektor altal bezart o szog szogfiiggvény segitségével szamithatd:

coso =% = a=70,53°

A két vektor altal bezart szog tehat 70,53°.
a)9; b) 2; c)3-£+1.
5 2

A vektorOsszeaddsra vonatkozé paralelogrammaszabdly alapjan a szerkesztés elvégezhetd.
A vektorfelbontds egyértelmiiségébdl adoddan:

a) a=2, f=-3;

b) o-2B=2a, illetve f=4= a=-8;

¢) a-2B=0, illetve Saa— f+27=0= a=-6 és f=-3.

Az dbra alapjan:

N N D F ©
ﬁ=m+§, illetve E:E#%.
Tehit: g
ﬁ+ﬁ:m+§+ﬁ+f‘§:;ﬁ+;m y B

A harmadolépontba mutaté vektorok:
2-b+¢ , b+2-¢
3 .

A pontokba mutaté vektorok:



BT Az egy csiicsbol kiindul6 oldalélek vektorai legyenek @, b és
A lapatlok vektorai ezekkel kifejezve:

a+b, b+¢ és ¢+ad.

A testatlo vektora: R
a+b+cC.

a

A feladatban szerepl§ hét vektor 0sszege:
d+b+c+(a+b)+(b+c)+(¢+d)+(a+b+c)=4-(G+b+¢).
A vektorok dsszege éppen a csticsbol kiindul6 testatlé vektoranak a négyszerese.

EET) A keresett vektorok:

a) OF =-a; b) OG =-b; ¢) OH =
d) FC=ad+¢ e)07<_‘“2“, f) OD=d+¢ - b
g) DC=b -

EI) A kocka A csticsabol kundulo élvektorok legyenek d, b és ¢ Az é, f és g lapkozéppontokba

7z

mutat6 vektorok az @, b és ¢ segitségével elGallithatok:
_ d+b - b+¢ , _ ¢+d
e=—-, = es g=
2 2 2

Az egyenletrendszert d, b és ¢ ismeretlenekre megoldva adédik:

és ¢
é+g- f b=e+f—g és c=f+§—?3'.

a=

ED o) Az FE vektor a haromszog kozépvonaldnak a vektora, tehat parhuzamos az AB vektorral és
fele olyan hosszu:

75 _AB_CB-CA
2 2

A C pontbdl az AB szakasz harmadolépontjaba mutatd vektort a végpontokba mutaté vektorok
segitségével kifejezhetjiik:

C—K»_Z CB+CA

2z

b) Az el6zbek alapjdn:
|7’1—€'|:‘§ =§:9cm.
2 2

A haromszdg AB oldaldhoz tartozé magassagénak talppontja
legyen T. Tudjuk, hogy a CTB derékszogl haromszog TB
befogdja 9 cm, valamint:

TBCx=70°= CT=9-tg70".
A TKC derékszogil hairomszogbdl Pitagorasz-tétel alapjan:
ICK|= 37+ (9 1270°)% = 24,91. 70°

Tehét |CK| = 24,91 cm.



BB Az A csiics képe 6nmaga, tehdt O-bdl A-ba

mutat6 vektor d.

Haa B cstcs képe B’, akkor a BB’ szakasz B’-
hoz kozelebbi harmadolépontja az A pont,
ezért az ismert képlet alapjan:

2.b+b ~ 3-a-b

i=—— = b=
3
Hasonl6an adédik:
L 2-¢+¢ S 3.4-¢
a= = C = .
3 2

Tehat az O vonatkoztatdsi pontbdl a képharomszog csticsaiba mutatd vektorok:
. 3d-b , 3-ad-¢
d, és .

2 2

Tekintsiik az dbra jeloléseit.

A szabdlyos hatszogben AB=ad, BC=b és CD=¢. Mivel a hat-
sz0g hat szabdlyos haromszogre bonthatd, az dbran jelolt vekto-
rok egyenl&ségét kihaszndlva:

AC=d+b, AE=b+¢ é AF=C.
Tehat:
E+A_c'+ﬁ+ﬁ=a+(a+5)+(5+z)+a=
=2.(@+b+c)=2-AD.

Legyen@ =X, FC = y. Ezen vektorok ellentettjei: EA= —%,

illetve FB=-}Y.

Az EF vektort kétféleképpen is kifejezhetjiik:
ﬁ=@'+m+ﬁ?=f+ﬁ—i,
ﬁ:ﬁ+ﬁ+ﬁ=-§+5+y

A két egyenletet 6sszeadva adddik, hogy:

-

a+b

2-ﬁ=ii+5 = ﬁ:

Legyen ED =X FC=73. Mivel E és F harmadolépontok, ezért
EA=-2-%é FB=-2-}. g
Az EF vektort kétféleképpen is kifejezhetjiik:
EF=ED+DC+CF=X+ad -7,
EF=EA+AB+BF=-2-X+b+2-5.
Az elsS egyenletet kétszereséhez hozzdadva a masodik egyenletet:
3.EF=2-d+b = Eﬁ=2'a3+b.




A BCQP négyszdg PB €s QC oldalait az abrén ldthaté médon
iranyitsuk vektorokként. Mivel az d és b vektor a feladat felté-
tele alapjan egyenld hosszu, az dltaluk kifeszitett paralelogramma
rombusz. Az Osszegiik vektora felezi a két vektor szogét, vagyis
az d+ b vektor parhuzamos az ABC haromszdg A csicsabol

induld bels6 szogfelezdjével. A BCQOP négyszognek EF kozép-
vonala, igy a 2564. feladat alapjan:
F—E: _ a+ b
2

Ez azt jelenti, hogy az FE vektor parhuzamos az d + b vektorral, ami parhuzamos az ABC hdrom-
sz0g A csticsabdl induld belsd szogfelezdjével.

Ezzel igazoltuk, hogy EF egyenes parhuzamos az ABC haromszdg A csucsdbol induld belsd
szogfelezgjével.

Legyen O egy tetszbleges, de rogzitett vonatkoztatdsi pont.
Egy pontba mutaté helyvektort jeloljiink ugyanolyan kisbetivel,
mint a pont betdjelét.

Az édbran lathaté ABCD tetraéder AC élének felezGpontja E,

BC élének felez6pontja F, BD élének felezGpontja G és AD .

élének felez&pontja H. Az O vonatkoztatdsi pontbdl egy szakasz

felez6pontjdba mutatd helyvektor a végpontokba mutat6 hely-

vektorok szamtani kézepe: F
. d+¢ -+ b+¢ _ b+d ., - d+d
e=——, f= , 8= és h= .

2 2 2 2

Az EFGH negyszog EF és HG szemkozti oldaldnak Vektora1

ﬁ:b+c_a+c b-a illetve HG— d +d:b—a
2 2 2 2 2 2

sz oz z.o 2z

Mivel a négyszog két szemben 1évS oldaldnak vektora egyenld, a két szemben 1év6 oldal parhuza-
mos és egyenld hosszu.

Belattuk, hogy az EFGH négyszog paralelogramma. Hasonldan jarhatunk el barmely két szem-
kozti élparbdl kiindulva.

Egy tetraéder barmely két szemkozti élparjanak felezGpontjai paralelogrammat alkotnak.

Vektorok alkalmazasa a sikban és a térben — megoldasok
OD=0A +0C - OB.
Az ABCD paralelogramma A csticsdbol az dtléinak_O metszéspontjdba mutat6 vektor:

m a+b.

Az O pontot eltolva 2 - BC=2-b vektorral 0’ pontot kapjuk:

a+b+2‘[;:a+5-b.

A0’ =A0 +2-BC =
Az A csticsbdl az eltolt paralelogramma 4tldinak metszéspontjdba mutat6 vektor:
a+5'b
S




A sik egy tetszéleges O pontjabol az dbra pontjaiba mutatd hely-

vektorokat jeloljiik ugyanolyan kisbetiivel, mint az dbran 1év§ betd.
Az 4bran lathat6 ABCD négyszog oldalainak felez6pontjai E, F,
G és H. Bizonyitandd, hogy e+ f+g+h=a+b +C+d.

Egy vonatkoztatdsi pontbdl egy szakasz felezGpontjaba mutatd
helyvektor a végpontokba mutaté helyvektorok szdmtani kozepe:

_ _d+b o b+ _ C+d , - d+ad
é= , f= , 8= és h= .
2 2 2 2
Ez alapjan: o o - o
L o d+b b+¢ ¢+d d+ad
e+f+g+h= + + +
2 2 2 2

Ezzel a feladat 4llitdsat bebizonyitottuk.
a) BC=2-(F-b); b) OC=b+BC=2-f - b;
¢) AC=0C-0A=2-f-b-a.
a) 2-a+b; b) 3-a+2-b; o) 10-a+b;

3 5 11

J2-d+b -
d) ———=(2-2)-a+\2-1)-b.
)L (- 2)-a W2 -)
a) Az abra alapjan: . o
aF="18
2
A szabdlyos haromszog koré irt korének kozéppontja a hdrom-
0

szog sulypontja is egyben, tehat O pont harmadoljaa CF suly-
vonalat. Az A vonatkoztatdsi pontb6l CF szakasz harma-
doldépontjaba mutatd vektort a szakasz végpontjaiba mutatd A 3 B
vektorok segitségével kifejezhetjiik:

AB
2.224AC — —
E=2 AF+AC _ 2 :AB+AC.
3 3
b) Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy a keresett ardny:
cFl _3
col 2
A—D»=4-AB+3-AC’ és £=g
7 AC 4
A—D»=3-AB+2-AC‘
5
a)5=%; b)b=4-p-3-a c)13=12'p5_7 a
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Az ABC héromszog stlypontjdbdl a BDC haromszog silypontjdba mutatd vektor:
d-a
37

Jeloljiik egy tetszGleges, de rogzitett vonatkoztatasi pontbdl az egyes pontok helyvektorait
ugyanazzal a kisbetdivel, mint amelyik pontba mutat.

A sulypontra vonatkozo 0sszefiiggés alapjan:
E,:Zz+b+6 és 13:2+f+g"
3
AE+BF+CG=(¢-a)+(f-b)+(g-¢)=(é+f+g)-(@+b+c)=3-(p-5)=3-5P,
amit bizonyitani kellett.

Az AB oldalél felez6pontjabol a tetraéder sulypontjaba mutat6 vektor:

¢+d-ad-b

—
Egy vonatkoztatdsi pontbdl egy szakasz felezGpontjaba mutaté helyvektor a végpontokba mutatd
helyvektorok szamtani kdzepe.

A tetraéder D csticsabol az ABC alaplap éleinek felez6pontjaiba mutatd vektorokat az A, B és C
csucsokba mutaté vektorok segitségével felirhatjuk:
i+b b+C . ¢+ad
, és
2 2 2
A D csticsbol az ABC alaplap éleinek felezGpontjai altal meghatarozott hdromszog S silypontjdba
mutaté vektort a felez&pontokba mutaté vektorok szamtani kozepeként kapjuk:

i+b b+¢ ¢+d
+ + I
2 2 2 _d+b+c¢
3 3
Ez a vektor azonos a D csucsbol az ABC haromszog stlypontjdba mutat6 vektorral.
BT a) A DE vektor felirhaté két vektor kiilonbségeként:
DE =¢ —b.
b) A vektorosszeadds paralelogrammaszabdlya alapjan:
AC=d+b, illetve AE=C.
Az A csucsbdl a CE oldalél F felezGpontjdba mutat6 vektor
AC és AE szamtani kozepe:

DS =

Zf_a+b+c
2

c) Az A cstcsbdl a BCE haromszog csticsaiba mutaté vektorok:
AB=d, AC=d+b é AE=C.

Az A csticsbdl a haromszog S stlypontjdba mutatd vektor ezek szamtani kdzepe:

IS:_Z a+b+c‘



BB Egy tetszGleges vonatkoztatasi pontbdl az ABC haromszdg stlypontjaba mutatd helyvektor a csi-
csokba mutatd helyvektorok szamtani kdzepe:

i+b+¢
"
A vonatkoztatdsi pontbdl a hdromszog AB, BC és CA oldalainak felezGpontjaiba mutatd vektorok
i+b b+¢ , ¢+d
, és
2 2 2

A silypontbdl a haromszog oldalainak felezGpontjaiba mutaté vektorok:

a+b d+b+¢ _d+b-2-¢

E)

2 3 6
E+a_a+5+a=5+a-2-a
2 3 6 '
8+a’_a’+l§+8_8+a’-2 b
2 3 6

A felez6pontokba mutat6 vektorok dsszege nullvektor.

B A sokszog oldalait , korbe” mint vektorokat irdnyitva, dsszegiik nullvektor.

Mivel m + F3Fy + ...+ Fyg07F5005 + Foo0sf) az oldalvektorok dsszegével egyenld:

EF, + BE,y + ...+ Fypo7F5008 + Fagoshi =0

BB Ha harom vektor 6sszege nullvektor, akkor azokat egymashoz fiizve az els6 vektor kezdSpontja
egybeesik a harmadik végpontjdval, tehat haromszoget alkot. Elég megmutatni, hogy a hiromszog
sulyvonalait mint vektorokat alkalmasan irdnyitva, azok 6sszege nullvektor.

Legyenek az ABC haromszog oldalaibdl képzett vektorok:
BC=d, CA=b és AB=C. Ezen hdarom vektor 6sszege nullvektor.

Az gbra jeloléseit haszndlva az AB oldal felez&pontja E, a BC ol-
dal felez&pontja F és az AC oldal felez6pontja G.

Az @, b és ¢ vektorok segitségével allitsuk eld a sulyvonalak
— . d == L b , = - 7
AF=¢+—, BG=d+— é CE=b+—.

2 2 2

Ezek 0sszege:

—

—

F+E+FE=%-(5+B+5)=0,

vagyis a sulyvonalak szakaszait el lehet Gigy tolni, hogy azok egy hdromszog oldalait alkossék.

Ismert, hogy barmely vonatkoztatdsi pontbdl egy tetraéder sulypontjdba mutatd helyvektort ki lehet
szadmitani a vonatkoztatdsi pontbdl a csicsokba mutaté helyvektorok szdmtani kozepeként. Legyen
most a vonatkoztatdsi pont éppen az ABCD tetraéder S sulypontja. Ebbdl a pontbdl a csicsokba
mutatd helyvektorokat jeloljiik ugyanolyan kisbettivel, mint a csucs betdjele. Az el6zek alapjan:

S~S:a+b+c+d
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Mivel egy pontbdl nmagdaba irdnyitott vektor a nullvektor:
d+b+c+d
4

Egy tetraéder sulypontjabol a csicsokba mutatd vektorok dsszege nullvektor.

=0 = d+b+c+d=0.

Az dbra jeloléseit haszndlva a meghosszabbitott lapatlok vek-

torai: F
0B =2 .(0A+0C), 0D =>.(04+00), E
2 i Ay
. - D
OF’=%.(0G+0C). W =
. = 8 :
Ismert, hogy egy vonatkoztatdsi pontbdl egy haromszog suly- 0 4
pontjdba mutaté helyvektor a csiicsokba mutaté helyvektorok A

szamtani kozepe, tehdt az O csticsbdl a B’D’F” haromszog S stly-
pontjdba mutat6 vektor:

3 o 3 e ey 3 e ——
. OF +0D 1+ OF 5-(OA+0C)+§-(OA+OG)+5-(OG+OC)

oS = 3 3 =0A+0G +0C.

Mivel O pontbdl az E pontba mutat6 helyvektor is OA+0G+0C, az E és az S pontok azo-
nosak.

Az @, b és & vektorok végpontjai legyenek A, B és C. Tegyiik fel, hogy a C pontaz AB szakaszt
m:n aranyban osztja ugy, hogy AC:CB =m:n.

27z

Ismert, hogy ¢ vektor el6all a kovetkezd alakban:

L, n-d+m-b
t=——""".
n+m
Ezt irhatjuk a kovetkez$ formdban:
L, n-d+m-b n m -
¢= = -d+ -b.
n+m n+m n+m

Mivel

+
n+m n+m

=1, az allitast bizonyitottuk.

Hasonl6an bizonyithat6 az allitds, haa C az AB szakaszon kiviil van.

Az @, b és ¢ vektorok végpontjai legyenek A, B és C. Ekkor:
AC=¢-d=a-a+(1-0)-b-d=(1-0a)-(b-ad)=(1-a)- AB.

Az AB és AC vektorok parhuzamosak, tehit az 4, b és ¢ vektorok végpontjai egy egyenesre esnek.

Legyenek az ABC haromszog oldalaib6l képzett vektorok:
BC=ad,CA= b és AB = &. Ezen hdrom vektor haromszoget alkot,
0sszegiik nullvektor.

Ha harom vektor 6sszege nullvektor, akkor azokat egymdshoz
flizve az els6 vektor kezdSpontja egybeesik a harmadik vég-
pontjdval, tehat hdromszoget alkot.

Ez alapjdn elég megmutatni, hogy az AA’, BB’ és CC® vektorok
Osszege is nullvektor.



Mivel az A, B’ és C’ pontok a megfeleld oldalakat azonos ardnyban osztjak:
BA CPB —AC,—A

BC CA AB
amibdl kovetkezik, hogy:
BA=A-BC=A-G, CB=A-CA=1-b é AC =A-AB=1-C.

Fejezziik ki az oldalak vektoraival az AA, BB’ és CC® vektorokat:
AA=AB+BA=¢+A-a
ﬁ:FC+CT;=a+A-E,
CC’=CA+AC’=b+1-C.

Ezek 6sszegére addodik:

@+ﬁ+@=(l+l)-(ﬁ+5+€)=6.
Tehdt az AA, BB’ és CC’ szakaszokat egy haromszoggé lehet 6sszetolni.

Az ébra jeloléseit haszndlva elég belatni, hogy |ﬁ| = |Ei +b |,
hiszen az d + b vektor a paralelogrammaszabaly alapjan a stly-
vonal vektordnak kétszerese.

Az d vektor —90°-o0s forgatottja @’ a b vektor —90°-0s forga-
tottja -b. Ez alapjan az d + b vektornak is —90°-0s forgatottja
az EF =d’ - b’ vektor. A forgatds tavolsdgtarto transzformacio,
ezért @+ b és EF vektorok egyenld hossziak.

Tehat az EF a haromszog C cstcsabdl induld sidlyvonaldnak
kétszerese.

A tobbi stlyvonalra is hasonldéan bizonyithaté az allitas.

A haromszog beirt korének kozéppontjat a belsd szogfelez8k
metszéspontja adja.

Tudjuk, hogy egy haromszog belsé szogfelezdje a szemkozti
oldalt a szomszédos oldalak aranydban osztja.

Az ABC hidromszog A csicsdbol induld belsd szogfelezs az a
hossziisdgui oldalt egy olyan D belsé pontban metszi, amelyre
igaz, hogy BD:DC =c:b. A BD szakasz hossza tehit:
a- < 8 “b+e
b+c
Az ABC hdromszog B csticsdndl levé belsd szogfelezdje az AD szakaszt a hdromszog beirt
korének K kozéppontjaban metszi. Ez a szogfelez6 az ABD haromszog B cstcsandl levd belsd

szogfelezdje is, tehdt az AD oldalt a szomszédos oldalak ardnyaban osztja:
AK ¢ _b+c
KD . _¢ a
b+c

Ismert, ha P pont az AB szakasz azon osztépontja, amelyre AP:PB = m:n, akkor egy rogzitett
O vonatoztatdsi pont esetén az A és a B végpontok d és b helyvektoraira, és a P osztépont
D helyvektorara fenndll a kdvetkez§ Osszefliggés:

n-@+m-b

p=
n+m



Az O vonatkoztatdsi pontot tekintve az A, B és C csicsok helyvektorai rendre d, b és @

Mivel BD:DC = c: b, az osztépont helyvektordra vonatkozé képlet szerint:
— b-b+c-¢

OD =
b+c
Mivel
A_K_b+c
KD a
ezért
b-b+c-C
_ .a+(b LLrTee N
0—»K_a-5i+(b+c)-0D_aa+( O b+c _a-d+b-b+c-¢
a+((b+c) a+(b+c) a+b+c

Tehat a beirt kor kozéppontjaba mutaté vektor:

ﬁ»za-a+b-b+c-c

a+b+c

Egy tetszdleges, de rogzitett O vonatkoztatdsi pontbdl az ABC
hdromszog A, B és C csicsaiba mutat6 helyvektorok legyenek
rendre @, b és ¢, valamint az ABCy héromszég Ay, By és C;
csucsaiba mutat6 helyvektorok rendre a, b1 és c;. Ha az adott

a, b1 és ¢, vektorok felhaszndldsdval az d, b és € vektorok szer- ‘

kesztésére eljarast tudunk adni, akkor a feladatot megoldottuk.

Mivel az A pont felezi a CC; szakaszt, felirhato: B
Z+c g A
i=—-1 = 2-d=C¢+¢. (1)
Hasonl6an:
AL/ ST S s
2
B’:‘“;l = 2-b=d+a. (3)

Az (1) egyenlet kétszeresét hozzdadva a (2) egyenlethez, adodik:
4.G+2-¢=2-2+2-C+b+b, = 4-d=2-C+b+b. (4)
A (4) egyenlet kétszeresét a (3) egyenlethez adva:
8-21’+2-5=4~El’+2-l7+2-b7+a'+51' = 8-5:4-Fl+2-5{+a’+51'.

Ez ut6bbi egyenletbdl d-t kifejezve:

7
Hasonldan:
=4‘a1+27'C1+b1 és Z_,=4"b1+27'al+cl.

Ezek alapjdn az d, b és ¢ vektorok szerkeszthetSk az aj, b és ¢ vektorok ismeretében.

S
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BT Tekintsiik az dbra jeloléseit. Legyen az ABC haromszog sily-
pontja S, a haromszog oldalaira kifelé rajzolt szabalyos harom-
szbgek kdzéppontjai Sy, S és Sc. A
Az AB oldal B-hez kozelebbi harmadoldpontja legyen X, a BC
oldal B-hez kozelebbi harmadoldpontja legyen Y. S

A BYSX négyszog az S sulypont harmadol6 tulajdonsdga miatt
paralelogramma:
SY=XB és SX=VYB. S
Ezért: [
SSc=8SX+XS-=YB+ XS,

_— — — —  —

SS, =SY +YS, =XB+YS§,.
Mivel a haromszog oldalaira kifelé szabdlyos hdromszogeket rajzoltunk:
XB=XSc és YB=YS,,
és paronként 120°-0s szoget zarnak be.

Ebbdl adédban XTS’é vektor az XB vektor —120°-0s forgatottja, és az YB vektor az YT}{ vektor
—120°-o0s forgatottja.

Tehét az ﬁ; vektor XS és YB 6sszetevéi az ﬁ; vektor XB és Y_S; OsszetevGinek —120°-o0s
forgatottja.

2

€S

Ez azt jelenti, hogy az S—)SC vektor az E vektor —120°-o0s forgatottja.
Hasonldan beldthatd, hogy az E vektor az ST'é vektor —120°-o0s forgatottja.
Tehat S,SpSc hdromszog szabdlyos, és sulypontja S.

Vektorok a koordinata-rendszerben, vektor koordinatai, miiveletek
koordinatakkal adott vektorokkal — megoldasok

A szerkesztés sordn haszndlhatjuk a parhuzamos szelSk tételét és a magassagtételt.
A 2595. feladatnak megfelelGen jarhatunk el.

a) Az x tengelyre vonatkozo6 tiikrozéskor a vektor els§ koordinatdja marad véltozatlanul, a ma-
sodik koordindtdja az ellentettjére véltozik.

b) Az y tengelyre vonatkozé tiikrozéskor a vektor masodik koordindtdja marad véltozatlanul,
az els6 koordinétdja az ellentettjére valtozik.

¢) Az origéra vonatkoz6 tiikrozéskor a vektor elsé és médsodik koordindtdja is az ellentettjére val-
tozik.

d) Az origén athalado és az x tengely pozitiv felével 45°-0s szoget bezard egyenesre vonatkozo
tiikrozéskor a vektor elsd és masodik koordinatdja felcserélddik.

a) A helyvektorok végpontjanak halmaza az x tengely.

b) A helyvektorok végpontjdnak halmaza az y tengely.

c) A helyvektorok végpontjanak halmaza egy olyan egyenes, amely az y tengelyt a —3 pontjaban
metszi és az x tengellyel parhuzamos.

d) A helyvektorok végpontjanak halmaza egy olyan egyenes, amely az x tengelyt a 2 pontjdban
metszi és az y tengellyel parhuzamos.



a) Ha a négyzet oldala 10 egység hosszi, akkor az atlGja 10 - v/2.

y
A kozéppontjanak a csticsoktol vett tdvolsdga 5-+/2. Tehat a)/ \
a csticsok helyvektorai: / 5 \ b)
(5:-42;0), (0:5-v2), (-5-42;0) és (0;-5-2). i N N
b) Anégyzet oldala 10 egység hosszu, igy az oldalaknak a tenge- \'5 o 8 / §
lyektdl vett tdvolsdga 5 egység, vagyis a csicspontok hely- \ /
vektorai: \5 7
(5:5), (=5:5), (=5;-5) és (5;-5).
a) (8;—12): b) @;—1} ¢) (126; -189).
) (0,5;—3]; b) (2:-6): ¢) (5: 126);

d) (1,375;0,475).

a) AB(-13; —4); b) AB(-17; 10); c) AB(V3; -6);
d) AB(a-8;5-b).
Egy szakasz vektorat megkaphatjuk gy, hogy a végpont helyvektordbdl kivonjuk a kezd&pont

helyvektorat. Tehdt: ., . .
AB(-6;4), BC(7;2) és CA(-1;-6).

Ezen vektorok 0sszege a nullvektor.

Az A pont képének helyvektordt megkaphatjuk ugy, hogy az A pont helyvektordhoz hozzdadjuk
a v vektort. Az A pont képének helyvektora: (3; 8). Az A pont képe:

a) A(3;8); b) A(-4; 11); c) ARB-2; 8); d) A(0; 0).
A négy pont négyszoget hatdroz meg és E(3, -5), illetve CTD'(?); -5). Mivel a két vektor egyenld,

anégy pont altal meghatdrozott négyszog szemben levd oldalai parhuzamosak €s egyenld hossziak,
tehat paralelogrammdt hatdroznak meg.

Az AB(1;2) és az AC(2004; 4008). Mivel az AC = 2004 - AB, az AB és AC vektorok parhuza-
mosak, tehiat a B és C végpontjaik A-val egy egyenesbe esnek.
Bebizonyitottuk, hogy az A(4; 7), B(5;9) és C(2008; 4015) pontok egy egyenesre esnek.

il Egy szabdlyos hatszog oldalai a koré irt korének kozéppontjdbdl 60°-os szog alatt latszanak,

tehat a hatszog koré irt korének sugara éppen a hatszog oldala.

a) Az ABCDEF szabalyos hatszog A csicsa illeszkedjen az
x tengely pozitiv felére.

Mivel a hatszog oldala 5 egység hosszd, a hatszog koré irt
korének sugara is 5 egység = A(5; 0) és D(-5; 0). |- :

_B\
A hatszog B, C, E és F csucsdnak koordinatdi elGjelesen -5\ o /5 X
F

egy olyan derékszogl haromszognek a befogdi, amelyek egyik
hegyesszoge 60° atfogdja 5 egység. S
Tehat:

B(é;ﬂ} C(gﬂ} E(éﬂj F[z;_u.

272 2
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b) Ha az ABCDEF szabdlyos hatszog A cstcsa az y tengely

pozitiv felére illeszkedik, akkor: Z A
s {23 f25.9) 1Y
2 2 2 2 . . .
-5 0 4 5 X
. . C £
-5, B33 3 33,5 k/
2 2 2 2 -1b

2 2

a) A helyvektorok végpontjainak halmaza az elsé és harmadik siknegyed szogfelz6i.

b) A helyvektorok végpontjainak halmaza a masodik és negyedik siknegyed szogfelzdi.
c) A helyvektorok végpontjainak halmaza az elsg és masodik siknegyed szogfelzdi.

d) A helyvektorok végpontjainak halmaza az elsé és negyedik siknegyed szdgfelzdi.

e) A helyvektorok végpontjainak halmaza a négy siknegyed szogfelz6i.

AV (p =2 i p*+p— 12} vektor két koordindtdjara egyszerre kell teljesiilni, hogy:
5-p P2

S-p
Az elsé egyenlbtlenség megoldésa: 2 <p <5.

>0 és p*+p-1220.

A masodik egyenlGtlenség megolddsa: p =3 vagy p < —4.
Az két egyenlGtlenség kozos megolddsa: 3 <p < 5.
Ez ut6bbi egyenlGtlenségrendszert a p =3 €s p =4 egészek elégitik ki.

-2 . .
Tehat két olyan p egész szam van, amelyre a v (p spP+p— 12) helyvektor mindkét koordi-
ndtdja nemnegativ: p =3 és p=4. S

(5n+2 n2+6) PR o nt+6 7
AV ; madsodik koordinatdja més alakba atirva: =n+1+ .

4 n-1 n-1 n-1

Mivel n egész, ez a kifejezés akkor egész, ha

egész.

A Ll kifejezés akkor lesz egész, ha n — 1 osztéja a 7-nek. Az n—1 lehet: -7,-1, 1, 7.

A masodik koordindta tehat akkor egész, ha n =-6, 0, 2 vagy 8.
Ezen n-ek koziil az els6 koordindta csak n =2 és n =—6 esetén egész.

2
Tehata v (Sn * 2; nr 6) helyvektor mindkét koordinatdja n =2 és n =—6 esetén egész.

n-1

Az els6 koordindtak Osszege:
1 1 1 1
—t—— ...+ +...+ .
1-2 2.3 k-(k+1) 2008 - 2009
A torteket elemi tortekre bontva:
1 1 1 1
—t— .t —— .t —————— =
1-2 2-3 k-(k+1) 2008 - 2009
1 1 1 1 1
== o+ - .
k k+1 2008 2009




GEOMETRIA

A kozbiilsS tagok dsszege 0, igy az elsé koordinatdk 6sszege:

12008
2009 2009
A masodik koordinatak osszege:

1+2+3+...+k+...42007 + 2008 =

- 2008-2009 _ 517036,
Az 6sszegvektor tehat:
2008, ;2017036 |.
2009°

Vegyes feladatok Ill. - megoldasok

AR a) 20 egység; b) 19,32 egység;
c) 14,14 egység; d) 6,84 egység;
e) 0 egység.

FI7F) Az eredd mindkét esetben nullvektor.

P .. o a—
P11} A felez&pontokat 6sszekotS vektor:

F151) Az abra alapjan:

T D @
_— /
AB = _C + %

2
és .,

Ap_AC_DB

2 2

Az AC + DB hossza az AB hosszanak kétszerese, vagyis 4 egység. A B

(2616 AZ — és H egységnyi hosszi vektorok. A paralelogrammaszabdly alapjan a két vektor rombuszt

feszu k1, amelynek atl6ja felezi az anndl a csticsndl levs szoget, amelybdl kiindul, tehat az allitds

igaz.
{35 a) SA+SB+SC =0; b) SA-SB=BA=-¢;

¢) SA+SB—SC=SA+SB+SC-2.5C=—2.5C=_2 ---(--ma’) et
o P Yd-Sb-4-c

15
FIFE) A harmadolpontba mutatd vektor:
2.%+y 2-(2-a-5-b)+(3-b-4-a)  71-b
3 3 3




¥ MEGOLDASOK - 10. EVFOLYAM

Tekintsiik a mellékelt abrat, s hasznaljuk fel, hogy:

D C
E=ﬁ+ﬁ, valamint AD = BC.
A bal oldalt alakitva éppen a jobb oldalhoz jutunk:
AD+AC=AD+AB+BC=AB+2-BC. 4 o
FH = 4.¢-3-d->
6
— — . = 1.3 N, o 5 1
a) AB(3;10), BC(1;-6) és CA(-4;—4). b) Al——;=|, B’|-2;——| és C’|——; ——|.
2°2 2 22
c) C”(8; 11). d) Anégyszog paralelogrammma.

A két sz€Is6 kutya dltal kifejtett erd 0sszege a kozépsé kutya irdnydba mutat, és nagysaga:
2-200-cos 22° = 370,87 N.

Ehhez a vektorhoz adjuk még a harmadik kutya 4ltal kifejtett 200 N nagysagu vektort. A hirom

kutya 570,87 N er6vel hizza a szant.

Jeloljiik egy tetszlleges, de rogzitett vonatkoztatasi pontbdl az egyes pontok helyvektorait
ugyanazzal a kisbettivel, mint amelyik pontba vezet. A felez&pont képlete alapjan szdmolunk:
i+b . _ c¢+d

és ¢=
2 2
Irjuk fel az AB, CD és PQ szakaszok felezGpontjaiba mutaté vektorokat.

p=

Azt kell bizonyitani, hogy a kovetkez$ vektorok végpontjai egy egyenesre esnek:
a+5+5+3
a+¢ b+d és 2 2 d+b+c+d
27 2 2 4 '
Mivel a két elsG vektor 0sszegének a fele éppen a harmadik vektor, ezért a harom vektor végpontja
egy egyenesbe esik, és PQ felezGpontja felezi az AB és CD szakaszok felezGpontjai dltal meg-
hatdrozott szakaszt.

x=-10és y=1.

Egy tetszdleges, de rogzitett O vonatkoztatdsi pontbdl a hatszdg csticsaiba vezetd vektorok legyenek
az adott koriiljarasi irany szerint d, b, ¢, d, €, f. A felezGpontokba mutatd vektorok ezek segitsé-

gével kifejezhetSk: . o o
- d+b — b+¢ — ¢+d
fi - 2 ) f2 - 2 ’ f3 - 2 ’
~_2+E ~_€+f ﬁ_f+a
f4 = 2 s f5 - 2 ’ f6 - 2 .

Az O pontbdl az F|F;F5 haromszog sulypontjdba mutat6 vektor:
a+b ¢+d E+f
— + + Lo
f 2 2 2 d+b+c+d
3 6

\l

_hi+

=l

w\l
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Az O pontbdl az F; F, F¢ haromszdg sulypontjdba mutatd vektor:

E+z+3+z+?+a
—_htfatfe_ 2 2 2 _d+b+ié+d+e+f
2= 3 - 3 = 6

Az O pontbdl kiinduld FiF3Fy5 és F, F,Fg haromszdgek stlypontjdba mutaté vektorok egyenldk,
tehat a két haromszog silypontja azonos.

A feltétel szerint az E(x— 4;15) és A_C”(—ll; 14) vektorok pdrhuzamosak, tehdt létezik egy
olyan o valds szdm, hogy AB=a-AC=x-4=a- (=11). Felhaszndlva, hogy 15 = - 14:
109
14
Jeloljiik egy tetszdleges, de rogzitett vonatkoztatdsi pontbdl az egyes pontok helyvektorait ugyan-
azzal a kisbetiivel, mint amelyik pontba vezet.

A P pont A-ra vonatkoz6 tiikkorképe legyen P, P; B-re vonatkozo tiikorképe P, és igy tovébb.
Be kell bizonyitani, hogy a P, és a P pontok azonosak.

A tiikkrozések miatt:
pi=2-d-p,
Pr=2-b-p;=2-(b-a)+p,
pi=2-¢-py=2-(¢-b+ad)-p.
=2-d- %=2(3—E+5—@+ﬁ

Mivel paralelogrammérdl van szo6:
d-¢=d-b = d-¢+b-a=0,
vagyis P és P, helyvektora egyenld, tehdt P és P, pontok azonosak.

A 2567. feladat jeloléseit haszndlva egy rogzitett, de tetszGleges O vonatkoztatdsi pontbdl az AC és
a BD szemkozti €lek F és H felezGpontjait 0sszekots szakasz felezGpontjaba mutaté helyvektor
az f és h vektorok szdmtani kozepe:
b+6+5+3
f+h_ 2 2 a+b+c+d

2 2 4
Ugyanakkor tudjuk, hogy egy tetraéder sulypontjaba mutat6 helyvektort ki lehet szamitani a vonat-
koztatdsi pontbdl a cstcsokba mutatd helyvektorok szamtani kdzepeként:

i+b+c+d
—
Mivel az O pontbdl a stilypontba mutat6 helyvektor azonos az FH szakasz felezGpontjanak hely-
vektordval, a silypont és az FH szakasz felezGpontja ugyanaz a pont.
Hasonl6an jarhatunk el barmely két szemkozti él esetén.
Egy tetraéder sulypontja felezi a szemkozti élek felez&pontjait 6sszekots szakaszokat.

Ezzel azt is bebizonyitottuk, hogy egy tetraéderben a szemkozti élek felezGpontjait osszekotd
szakaszok felezve metszik egymadst.



Legyen az EF felezSpontja X és BC felez&pontja Y.

D
A 2564. feladat alapjan: G
7% = BE +CF ‘ p 4
2 F
A BE vektor —90°-0s forgatottja BA, a CF vektor —90°-0s
Vel B 1% c

forgatottja pedig AC.
Ebbdl kovetkezik, hogy: L .
BE+CF=2-YX,
és ennek a vektornak a —90°-os forgatottja:
BA + AC = BC.
Ez azt jelenti, hogy XY tdvolsdg a BC tdvolsdg fele, tehdt X valéban a BC atmérdjd koron van.

Egy vonatkoztatdsi pontbdl egy szakasz felezGpontjaba mutatd
helyvektor a végpontokba mutaté helyvektorok szdmtani kozepe.

Akor O kozéppontjabdl az AB hur E felezGpontjdba mutatd vektor
merdleges AB-re, és:

oF = 94+ 0B
Ugyanigy az O pontbdl a CD hir F felezGpontjaba mutaté vektor
merGleges CD-re, és:

0—>F _ oC +0D .

Mivel a két hir merSleges egymasra, az OEMF négyszog téglalap, amelynek atlévektora az olda-
lak vektorainak dsszege: o
OA + OB N oC+0D

2 2

OM =OE + OF =

Tehat: L .
OA+OB+0C+0D=2-0M.

Jeloljiik egy tetszlleges, de rogzitett vonatkoztatdsi pontbdl
az egyes pontok helyvektorait ugyanazzal a kisbettivel, mint
amelyik pontba vezetnek.

A harmadolépontok helyvektordra vonatkozé osszefiiggésekbdl:

. 2-da+b -~ 2-b+¢ _, 2-C+d
a1= s 1= s C1= s

3 3 3
a1 5 — ._> . 2.-Cci+a
a_2,=2 a1+bl, b2=2 b1+Cl’ CT,2= Cl+al‘
3 3 3

Ezeket Osszevetve:

Ugyanigy:



ABy=by —a; = 3 =

vagyis az AC oldal pdrhuzamos az A,B, oldallal.

Hasonldéan adédik, hogy a BC oldal parhuzamos az A,C, oldallal és az AB oldal parhuzamos
a B,C, oldallal.

Igy az ABC és az A, B,C, hdromszogek oldalai parhuzamosak, tehat a két hdromszdg hasonld.
A megolddsbdl az is kitlinik, hogy a hasonldsdg ardnya %
A hasonl6 sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsag ardnydnak a négyzete, tehat:

T4,B,C, hiromszog _1

T 9

BC héaromszog



10.5. SZOGFUGGVENYEK

A szinusz- és koszinuszfiiggvény definicioja,
egyszeri tulajdonsagai — megoldasok

FFE a) Pozitiv. b) Pozitiv.
c) Negativ. d) Mivel sin3 >0, cos4 <0, ezért negativ.
FIE A kovetkezd tablazatot kapjuk:
o  30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°
sino " Q ﬁ 1 ﬁ Q T 0 l _ﬂ _ﬁ RCI 1
| 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
cos & ﬂ ﬁ 1 0 _1 _ﬂ _ﬁ —q _ﬂ _ﬁ _1 0 1 @ ﬂ
2 22 G I N G e
FER a) 1; b) -4 c) % d) —?; e) 2.
1 V2 1 V3 V3
a) —; b) ——; c) =; d) 0; e) ——; —;
(2636 7Y 5 ) 5 ) > ) ) > f) 5
2 1
g8 —; h) ——.
2 2 NG
a) 0; b) 1; c) 0; d) 1; e) 0; f) ER
1 V3
g) —= h) —.
2 2
FF a) O; b) 0.
A szinuszfiiggveny grafikonja — megoldasok
m a) y b) y
. y=sinx+1 .
y 1
2 3m -m _g . 0 g 3 S?n: T X f%ygw X
-2 n
y=sinx -1
C) y d) Y
; y=sin(x+%] f y =sin(x — )
/—27: _3?71: \Q_%/_1 0% g \k%g/ o X —Zh\%n:/fn: z r /7 377r ZN




8) v h) 7
2 1 . 2 .
‘ y=§~sm(x+7r) 1 y==sinx
—ni—,}/_;\rﬁ\g/;} 3w 2~ X -2\ 3t A =& n Sm 3w 2 X
- 2 - 2 2 2 - 2 }\—‘
i) y J)
y=1-sinx
2
-2r 3¢ -m _T n T 3 2m X
2 2 -1 2 2
-2r 3r -w T 0 7 m 3 2t X
2 2 2
k) )
y y=2-(1-sinx) y
4
: =sinX
1 y=sng
2
1\ 0 T 2 it X
=
-2 3x -m & 0 7 =7 3 2w X
2 2 2 2
m) y n) P
2 y=-sin2x

U JANRVAN /N /\
2 3m -7 _% p T 7 3771 o X / —2)(\/5?71 —7)\)/57 _1IK/;1 7}\/1%- Z}s\/x

o) p
y=1+sin2x
2
-2r 3 - & 0 7 m 3 2m X
2 2 -1 2 2

& a) sinl<sin1; d) sin(mw—2) = sin2.
2

EI a) x=0;

b) sin(—0,2)>sin(—%); ¢) sin2 > sin3;

b) x=m; c) x=-T.



e) y f)

/\ 1 y=sin2x

_n T 0 1\/7: X -

2 2
=i

8) , . h) y
=sin=

1 y=s3 1

-7 o 0 T T X
2 2
-1

=i

—_—
S

a) Afiiggvény [—7‘6; —%] -ban és [g, ﬂ] -ban csok-
ken, [——; —:I -ban né. A —% helyen minimuma,
al helyen pedig maximuma van. A minimum

értéke —3, a maximum értéke 1.

b) Afiiggvény [—n; —2?”] -ban és I:g, n':l-ban csok-

ken, [—%,%] -ban né. A —2?” helyen mini-

T . .
muma, a — helyen pedig maximuma van.

A minimum értéke —3, a maximum értéke 1.

]

=2.si +Ej—1
y sm(x 5

/4 X

3

IS

-3

wly

SIE]



¢) A megadott fiiggvény [-; 0]-ban konstans,

|:0; §:| -ben nd, I:g, 71:] -ben pedig csokken.

A — helyen maximuma van, értéke itt 2, mini-
muma 0, ezt [-7; 0]-ban és m-ben veszi fel.

d) Megjegyzés:

0, ha
—2-sinx, ha

sinx =0,

|sinx|—sinx:{ .
sinx <0.

Példaul:
a) a=60° 120° 420°
c) a=127°413°, 487°

a) x= 4?” + 2kr, illetve S?ﬂ +2nm, k,neZ;

c)x=§+kﬂ,keZ;

a) Vegyiik észre, hogy a 2x + 30° = o helyettesi-
téssel csak a sin o= % egyenletet kell megoldani.
Visszahelyettesités utdn a megoldasok:

x;=k-180% ke Z; x, =60°+n-180° neZ.

. 1
b) Helyettesitéssel a sin o = - egyenletet kell

megoldani fliggvénygrafikonnal.

Visszahelyettesités utdn a megolddsok:
r  2km

X=—+—, keZ;
18 3
x2=—%+2n—”, nez.

c) Hasonl6an az a) és b) feladat megoldasahoz,
helyettesitéssel a sin @ =1 egyenletet kapjuk,
amibdl visszahelyettesités utdn a megoldas:

I krm
keZ.

Xx=——+—,

24

y=sinx+|[sinx|

- .4 T X
2
y =|sinx|-sinx 12/
1
- 0 TX

e

b) oo=210° 330° 570°;
d) o=340° 560° 700°.

b) x= 2?7[ + 2k, illetve 4?” +2nm, k,neZ;

d) xz% + kr, illetve 2?” +nm, k,ne”Z.

y=1 ’ y=sina
2
- T 0z z 5T N\ X
2 6 2 6
-
y
g y=sino
Stz _ L4
6 2 6 2
_ﬁ\ 0 n X
}’——1 1
2 =
y
y=1 1
y=sina
o o 0 ¥4 A X
2 2




Visszahelyettesités utdn a megoldédsok:

x1:£+kn’,keZ;x2=—£+nﬂ,ﬂ€Z-
8 8

e) Helyettesitéssel:
. ) 2 . V2
sin|5x ——|=— = sina=—.
4 2 2

Visszahelyettesités utdn a megoldédsok:
:l+2kT”, keZ, x2:§+2n—”,

1770

f) Vegylik észre, hogy 2-vel osztds utan:
sin|4x — )

=—— = sina=-—.
2 2
Visszahelyettesités utdn a megolddsok:
T krm T nm

X\=—+—, keZ;xo=——+—, neZ.
2 24 2

24

g) 4-gyel osztas, majd négyzetgyokvonds utdn:

. 2 V3 V3
sin (3x - ?)

=— = |[sina|=—
2
Visszahelyettesités utdn a megolddsok:

x1=k—n, keZ; x2=£+ﬂ, neZ.
3 9 3
15 a) B); b) C); c) A);
a) 107; 2 ¢) 7.
2 7
&m ) y
q y=sinx
_\72(/]0 % N
-

2kn<x<m+2knr, keZ,;

nel.

_7?\33 B; 7
2 2
=i \/E
=%
2 y .
}’—7 1 y=sino
= _r 0 7z 3w A\ X
2 4 2 1
1
}1/ y=sino
= 2n_m_m 0 z N X
3 2 3 2
) o
2
_¥3 g
=% | y =lsinct|
-m  2n_ T T 0 T m 2w T X
3 2 3 3 2 3
-
d) B).
2r
d) 2m; e) 4m; f) —.
5
b)
_3 !
r== . y=sinx
= _z 0 T m 2z TN X
2 3 2 3
=

§+2k7r<x<2?n+ 2km, ke Z;



c) d)
y y :
y=§ y=sinx \ ! y=sinx
- . 0 T TN, X
57 - z 0 7 & 3t =« 2 2
-F -3 Bz o AN »
=il
y=-2 2
b4 T . ., .
—— +2kn<x< Z + 2km, ke Z; nincs megoldés, mert —1 <sinx < 1;
e
) y f) }1' y=sinx
1 y=shx \ n _x _m
T B z 121 9_4 &
6 2 6 2 6, —k\ : 0 P TN X
- /o NG : 3 2
1 ~— & §
2 - y=-3

Nel

2-vel val6 osztas utan: sinx > —5, 2-vel vald osztds utan: sinx < —7,

—2?7[+2k7erS—§ + 2krm, ke Z,;

—%+2kﬂ<x<%+ 2km, ke Z;

dtalakitds utan: |sinx| >0, x # kr, k € Z.

EED) a) Alakitsuk 4t az eredeti egyenlStlenséget:

V2 -sinfx+5|>-1 = sin|x+Z% >—£.
4 4 2

Vegyiik észre, hogy igy csak a sino > —% egyenlGtlenséget kell fiiggvénygrafikonok segit-
ségével megoldani. A grafikonok a 2646. feladat d) pontjaban lathatok. A megoldas:

—§+2kn<a<%”+2lm, keZ,

amibdl: 5
—£+2k7r<x+£<—”+2k7r,
4 4 4

—%+2k7r<x<7r+2kn’, keZ.



b) (=2)-vel valo osztas utan:

—2-sin(2x—37”)s\/§ = sin(2x—37nj2—g.

Grafikonnal megoldandé a sino = —% egyenlGtlenség (1d. 2646. feladat d) pontja).
A megoldas:

—%+2knﬁas%+2kﬂ, keZ,

amibdl: 3 5
T ok <oax -2 <2 ok,
4 2 7 4

5?ﬂ+kﬂSxS11?n+kfc, keZ.

c) 2-vel val6 osztas utan:

2.sin|x-ZL|<V3 = sin|x-Z% <£.
6 6 2

Grafikonnal megoldandé a sino < ? egyenlGtlenség (1d. 2649. feladat b) pontja).
A megoldas:

—4?”+2k7r<a<z+2k7r, keZ,
amibdl:

—4—”+2kn<x—£<£+2kﬂ,
3 6 3

—%+2kn<x<%+2km keZ.

d) Hasonldan az el6z6 feladatokhoz:

_§+2ana£4?ﬂ+2kn, keZ,

amibdl: 4
T okr<oax - B < Lok,
3 373

anxSS?”+k7r, keZ.

B33 a) 2-vel val6 osztds utin:

y
|sinx|£%. y=% o~ ; y =lsinx|
A megoldas: _i,_\,,/_sé, E _% oi,g x MX
—%+k7r£x$%+k7t, keZ. »



b) Alakitsuk 4t az egyenl&tlenséget:

y
y=£ y=sinx
| . 2 2 1
sinfx>— = |sinx|>—, : it 7 % ‘
2 2 3 4 T2 4 :
o 5T — Y 2 0z 7 3 =«
amibdl: - \ 7 2 4 N
_ V2 . 2 V2 .
sinx>— vagy sinx<—-—. V==
2 2
A megoldas:

%+2k7r£x$'%t+2k7r vagy —%+2kn3xs—§+2kn, keZ.

Rovidebben: 3
E+k7r£x£—ﬂ+k7r, keZ.
4 4

c) A sin|x| felbontésa:

. sinx, ha x>0, - J| y=sinx
sin[x[=1 . ~. L~
—sinx, ha x<0. o x 1an R A
2 - 2
A megoldas:

2n+2kn<x<-m+2kn, k<0, keZ

vagy

T+ 2kn<x<2n+2km, k>20,keZ.

B a) Afiiggvény értéke a krr, k € Z helyen 0, a grafikon egyenes
szakaszokbdl all. Paros fliggvény.

|2kr; 2k + 1)- z[-ban (k € Z) 1,
|2k —1)- m; 2kn[-ban (k € Z) csokken,
sz€lsGértéke nincs.

b) A fiiggvény |-m; m[-ban né.
Az x = —r helyen minimuma van, értéke —.
Az x = r helyen maximuma van, értéke .

c) A megadott fiiggvény péros, [—fc; —E] -ben és [O; E] -ben nd,
[—E; 0] -ban és [E; 7:] -ben csokken.
2 2
A —m; 0;  helyen minimuma van, itt értéke 0.

A_E és 5 helyen maximuma van, itt értéke 1.

0

T 2w X

y=x-sgn(sinx)

=x-sgn(sinlx|)
-T 2 X
-T
y
2 .
y=|sinlx]|
:
-T _m ¥4 T X
2 2




A koszinuszfiiggvény grafikonja, egyenletek,
egyenlétlenségek — megoldasok

(2653 ey

y=cosx—1

c)

/3

AN
S - \Q/‘g/—1

e)

=2

8) p
2 1
y=—-c0S(x —7)
L 2
S~~—27—31r -m 1 L—7 7 3m—~2a— x
2 2 2 2
-2
i) y
9 y=1-cos x
AN : /
2r 3w -w _T 0 7 mw 3m 2 X
2 2 2 2
-2
k) y
y=2-(1+cosx)
3
2
1
2r 3¢ -w g

b)

d)

h)

J)

y=cosx+2

NN N

O 7 m 3w 2 x
2 2

y=cos(x + )

NS E N

y y=2-cos[x+%)

A

: /\
0N\ 2\ X
6 \2

y
3
2

1
UE]

2

- ] ya 0
2 A

|



m) 9
2 y—1—cos£
2
1
T T U 3t 2m 3n X
2 - 2 2
-2
0) y

y =1+c0s2x

b4
a) x=—;
) 2

a) cosl >cosl,5;

0 7 &® 3 o
2 2
T
b) x=——;
2

b) cosl =cos(-1);

T
c) x=——.

2

c) cosl >cos3.

265 1) y b)
2 T
; y=cos(x—5j
2 3w -m 0 7 o\ 3% An x
E e
c) y d)
1
-°mr 3w -m _m 0w /3w Nem X
2 2 - 2 2
y=cos(x+ﬁj—1
! y &
y=(cos\x+7
/_\1\/
- _z 0z z T X
2 4 2
=
g , ; h)
1 y=cos(2x—§]
.
2 3

=1- +Z
y cos(x 3)

2r _3r -m T
2

y=-1-2.cos (x - )

R

2n _3n -m /9

T 3m 2m X

2 -1 2
-2
-3
y
- T X
2
y=cos2x -1
y T
=C0S|=—X
1 4 (3 J
T
6
-

NIy

=




.= o iy
2 2 | g y=lcosx|+2
[_Z; ]—ben és [E;n]—ben né. \/\/
2 2 2

Maximuma van a -, 0, & helyeken, értéke 3.

Minimuma van a _E és E helyeken, értéke 2.

b) [— n;—%:l -ben és I:%, n]—ben csokken,

[—5—” —] ben ng.
6 6

Minimuma van a —5?” helyen, értéke —1.

Maximuma van a g helyen, értéke 3.

¢) Bontsuk fel az abszolut értéket: P

2-cosx, ha cosx=0, 2
|Cosx| +CosSx = y =lcos x|+ cosx

0, ha cosx<O.
[ -7 ——] -ben és

5
5o en . i ] s
-

] -ben és [Z :I-ben, értéke 0, maximuma van x = 0 helyen, értéke 2.

] ben konstans,

I
Bl
NI
=)
ISIE]
Bl
>

Minimuma van a

Példaul:
a) oo=45° 315° 405° b) a=150°210° 510°;
c) oo=320° 400° 680° d) o=230° 490° 590°.
a)x1=—§+2k7r,keZ;x2:§+2n7t,neZ. y
Rovidebben: x = i% +2km, keZ. y=% - 1 \y‘=cosx
b) Hasonldéan az a) feladathoz: r /n _; z 0z &z T X
T 2 3 6 6 3 2
x:5+kn,keZ. =i

c) x=2km, keZ.

d) x, = ‘% + 2k, ke Z; xy = % +2nm, n e Z. Rovidebben: x =+~ + 2%n, k e Z.

T
4



e) x| = —% + 2k, ke Z; x, =% +2n7, n € Z. Rovidebben: x = t% + 2k, ke Z.

f) Nincs megoldas.
g) Nincs megoldais.

h) Atalakitds utdn: cosx = —Q. Megolddsok: x; = _%‘c +2km, keZ; xy = % +2nm, ne”Z.

Rovidebben: x =+ ‘%t +2knm, ke Z.

i) Atalakitds utdn: cosx = —ﬁ. Megoldésok: x; = —5?” +2km, ke Z; x, = 5?” +2nm, ne”Z.
Rovidebben: x =+ % +2km, ke Z.

J) x; ==70,53°+ k-360°% ke Z; x,=70,53°+n-360° n € Z.
Rovidebben: x = +70,53° + k-360° ke Z.

k) x; =—-66,42° + k-360° k € Z; x, = 66,42° + n-360° n € Z.
Rovidebben: x = +66,42° + k-360° ke Z.

a) Afiiggvény grafikonja a 2653. feladat ¢) pontjdban lathat6. A megoldas:

ve |-Froun E s unl|. kez
4 4

b) A fiiggvény grafikonja a 2653. feladat /) pontjaban lathaté. A megoldas:
X € £+2k7r,3—”+2k7r , keZ.
2 2
c) Afiiggvény grafikonja a 2653. feladat /) pontjdban l4that6. A megoldas:

x € |-+ dkm; w+ dkn|, ke Z.

d) A fiiggvény grafikonja a 2653. feladat k) pontjdban lathatd. A megoldds:
xeRlx#z-n+2%n kez

Az egyenleteket a 2646. feladathoz hasonléan lehet megoldani.

a) Helyettesitslink 2x = o-t, igy a cosa =% egyenletet kell megoldanunk. A megolddsok:

o =" 4 2%km keZ 6 op="T+2m leZ,
3 3

amibdl:
q=lrkmkeZ & xy=LiinlcZ.
6 6
b) Az a) feladathoz hasonléan o =2x + 60° helyettesitéssel a megolddsok:
0, =60°+k-360° keZ és a,=300°+1-360° [€Z,
amibdl:
x=k-180% keZ és x,=120°+1-180° e Z.



c) Az a) feladathoz hasonléan o = 3x — % helyettesitéssel a megoldasok:

o, =2 +2km, keZ és a2=—§+217r,leZ,

amibdl:

x1=7_n-+2k_n" keZ és x2=£+2l—ﬂ, leZ.
36 3 36 3

d) Az a) feladathoz hasonléan o= 2x — % helyettesitéssel a megoldasok:

oc1=5—”+2k7r, keZ és a2=—5—”+217r, leZ,
6 6

amibdl:

T

X =2 4km keZ és x2=—§+lﬂ,leZ.

e) (=2)-vel val6 osztds és o= 5x — % helyettesitéssel a megolddsok:

a1=3—”+2krc, keZ és a2=—3—”+2l7r, leZ,
4 4

amibdl:

f) 2-vel val6 osztds €s o= 2x — "%t helyettesitéssel a megolddsok:

a1=—3—”+2k7r, keZ és a2=%+2ln, leZ,

amibdl:

xy=km keZ és x2=3—ﬂ+ln:,leZ.
4

g) 4-vel val6 osztas utan:

2

1 1 1
coslx=— < |cosxl== < cosx=1—.
4 2 2

Mind a négy siknegyedben keressiink megoldast:

x=Erkn keZ b x,=FiinleZ.
3 3

b4 iy
h) oo=2x+ 5 helyettesitéssel:
cos’a=1 & |cosal=1 < cosa=+1.

A megoldasok:
oy =2km, keZ é a,=m+2r leZ,

amibdl:

y=-2ikm keZ é x,=Z+im l€Z.
4 4



. . L. T oz .
i) 4-gyel val6 osztds és o= 3x — 5 helyettesités utdn:

, 3 V3
cos a=Z o leosa|l=— & cosa=t—.

Mivel mind a négy siknegyedben keresiink megoldast:

amibdl:

Egyszertibben:

o, =2 12k, ke,
6

S
(Z3=—

2 2kmw
X=—+—,
9

4 2mm
X3=—+——
9

2r  krm

X1 =

oz

j) Hasonl6an az el6z6 feladathoz:

Egyszertibben:

P17 a) A megoldas:

keZ,

ay=-Z42r, leZ,
6

7
+2mm, meZ, a4=?ﬂ+2nn, ne’z,

x2=g+21Tﬂ, leZ,

S5t 2nrw

. mEZ, X4:?+T,HEZ.

In

—+—,keZ é&s x2=4—”+—, leZ.
9 3

x1:7—”+2k7r,keZ, x2=5—”+2l7r,leZ,
4 4
x3=%+2mn, meZ, x4=11—”+2nn’, nelz.

T

x1=7+k71', kEZ

xe |- ZioumZiokrl|, kez.
2 2

b) Mindig teljesiil, mert —1 < cosx < 1.

c) A megoldas:

X€E [£+2k7r;
3

5—7t+2k
3

n'], keZ.

és x2:¥+l7r, leZ.

¥ =C0S X
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3
\
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4,
o
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d) A megoldas:

y=L .
X€e —£+2kn;£+2k7t , keZ. z =
6 6 y =008 X
B /n x 0z E\f/x
2 6 6 2
-1
e) A megoldas: y
3 5 1 y=c0S X
xe]—ﬂ+2kﬂ;—”+2kn[, keZ. 3n oz T 3 5z 3n
4 4 4 2 2 4 4 2
7 0 INEE: X
y=—§ B
f) Helyettesitéssel: P
1 1
COS2x<—— = coso<——. U y—cosa
2 2 2n _m n2n Am 37
Visszahelyettesités utdn a megoldds: 3 2 - f—3 3 2
1 1 /3 1 X
i1 2r ] -~ <
xe|-—+km,—+kr|, keZ. y=-- 4
3 3 2
g) 2-vel osztva és helyettesitve: p
_\2
2 -cos 2x—3—7t >2 = cosa>£. ry :
2 2 y=cosa
Visszahelyettesités utdn a megoldds: - /r x 0z = T X
2 4 5 2
xe]s—ﬂ+kn;7—”+kﬂ[, keZ. =
8 8
h) 2-vel osztva és helyettesitve: p
2 1 =
2'005(3x+z)2—\/§ = cosa2—£. . 4 cosaan
4 2 T4 o
Visszahelyettesités utdn a megoldds: - A ’ o T
2 2 V2o
X€E —E+ﬁ;£+ﬂ , keZ. r==
3 3 6 3

i) Hasznéljuk ki, hogy cosx péros fiiggvény:

1 .
Helyettesitéssel tehat a coso > > egyenl6tlenséget kapjuk.

A c¢) pont grafikonja alapjan visszahelyettesités utdn a megoldas:

xe]2k7t;2?ﬂ+2k7t[, keZ.



j) Helyettesitéssel: p

cosdx<0 = cosa<O.

) o ) ) ¥ =00S &
Visszahelyettesités utdn a megoldas: /
n krm 3m  km
xe |=+—;—=+—|, keZ /—% ’ Z * iz ¥
8§ 2 8 2 y
EITE) Mivel a szinusz- és koszinuszfiiggvény értéke abszolit értékben 1-nél nem nagyobb, ezért:
sin®x < sin’x és cos®x < cos?x.

fgy azt kaptuk, hogy
f(x) <sinx + cos?x = 1.

Az f értéke akkor 1, ha [sinx| =1 vagy |cosx| =1, tehdt x =0, %,ﬂ' esetén.

ETD A megoldis: f(—x) = —sinx —sin’x — 5-cosx-sin 2x = —f(x).

ETH A megoldas: f(—x) = f(x).

BT «) Haszniljuk fel, hogy sin’x + cos?x = 1:

5 1
(1-cos?x)—|cosx|< rE

4-4.cos?x—4-|cosx|<1,
4-cos?x+4-|cosx|-3>0,

4-|cosx|?+4-|cosx|—3>0.

Legyen p =|cosx|. Ekkor 4p? + 4p —3 > 0, ahonnan p < —% vagy p > %

Visszahelyettesitve: | cos x| < _3 vagy |cosx| < > Csak ez utébbinak van megoldasa:

—§+kn<x<§+kmkez.

P T . . 24
b) A nevez$ miatt cosx # 0, azaz x # 3 + km, k € Z. Alakitsuk 4t az egyenlGséget:
5—4-sin’x

COSXx

<4,

5—4-sinx —4-cosx

<0,
COSX

(1= 29 —-4-
5-4-(1-cos“x) 4cosxs0,

cosx
5-4+4-cos’x—4-cosx

<0,
cosx

. 2y _ 4.
4-coscx -4 cosx+1s0’

coSX
(2-cosx—1)2
coSX

<0.



A kapott hanyados szdmldl6ja nemnegativ.

A hanyados akkor 0, ha a szdmldl6ja nulla, azaz ha 2-cosx—1 =0, amib6l cosx = l Ekkor
a megoldésok: 2

X =l 42%km keZ és xy=—2+2im leZ.
3 3

A héanyados negativ, ha a nevezg§je negativ, azaz ha cos x < 0. Ekkor a megoldas:

§+2nﬂ:<x< 37”+2n7t, nelz.

Az édbrazolt fiiggvények hozzédrendelési szabdlyai:
a(x) =sin (x - §)+ 1;  b(x)=cos (x + %j -2; c(x)=2-sin2x; dx)= % . sin% - X.

it Akkor értelmezett az egyenldség, ha x # 0. Alakitsuk 4t az egyenletet:
2-cosy-x=x2+1,
x2-2-cosy-x+1=0.

A kapott masodfoku egyenlet megolddsai:

_2-cosyt4-cosly—4 2-cosy+2-\cos’y-1
2 2

Ez akkor, és csak akkor 1étezik valds x-re, ha siny =0, vagyis y =km, ke Z.
Ha y=2nnr, akkor x=1; ha y=(2n+ 1) &, akkor x =—1.
A keresett szamparok tehat:

=cosy®+/—sin?y.

1,2

(1;2nm) és (-1;2n+1)-7), neZ.
BT Hasznaljuk a megoldoképletet:

No2=

_2+J4_4. 2
24 24 oS 1+1-cosla. 1

A megoldasok tehat:

yi=-1+sina é y,=-1-sina.

A bizonyitandé egyenlStlenség bal oldalét igy alakithatjuk at:
L
cosx _ cos?x

sin? x - (cos x — sinx) B tg2x-(1—tgx) B

1+tg2x 1 1 1
= : = —+tgx| —m——.
tgx  tgx-(1-tgx) |tgx tgx - (1-tgx)

Ha O<x< Z, akkor O <tgx < 1, ezért — +tgx>2, és a szamtani és mértani kozép kozti
tgx

1

egyenlGtlenség alapjan 0 < tgx- (1 —tgx) < l ezzel ekvivalens; —— > 4.
4 tgx-(1-tgx)

Ezek alapjan:

1 1
—+tgx |- —>8.
tgx tgx-(1-tgx)



PIFE) Mivel cos?x <1 és cos2x < 1 minden k € R esetén:
2-cos?x +3-cos2x < 5.

Mivel az egyenl6ség bal oldaldn sin2x <1 és cosx <1, ezért 4-sin2x + cosx <5, az egyenlGség
csak akkor teljesiilhet, ha sin2x =1 és cosx = 1. Ez a két feltétel egyszerre nem teljesiil, hiszen
ha cosx =1, akkor sinx =0, ésigy sin2x = 0. Az egyenletnek tehat nincs valds gyoke.

A tangens- és kotangensfiiggvény — megoldasok

I8 a)

d)

A harom fiiggvény grafikonja az dbrén lathato.

y b) :
o Ly =tg(x +)
y=m&—%1
4
r 1 D 1/
T AR
y ! e) ! !
Nz g\ 7 ism
¢ 4 N2 2 14
1 o\ X i 1 X
- 2 i i
§y=1+ctgx §Y=CtQ(X+%)

2015 7)) —%+kn<x<§+km keZ;

b) T +k7t<x<£+krc, keZ;
4 4

c) %+kﬂ<x< n+km, keZ;

d) kn<x<%+k7r, keZ.

2676 2,

ly=tgx+1

c)

y y=tgx
y=x
1 y=sinx
_r s A
2 2




MEGOLDASOK - 10. EVFOLYAM

NI

{
el
|
L]
E]
k]
B
i
]
3
ISE]
3
>

a) A megolddsok:

|
x= % +km, keZ. | y=tgx
B |

b) Abrézoljuk a fiiggvényt az o = % — x helyettesitéssel. : 7
, y=Clgo
Visszahelyettesités utdn a megolddsok: \
_ 1 y=1 : 1 :
x—12+k7t,keZ. i-\ X !
-mo_r noN omwo X
2 42
¢) Abrazoljuk a fiiggvényt az o= x — % helyettesitéssel. ‘ gl
Visszahelyettesités utdn a megolddsok: 4 \ \
V=N :
b4 b4
— < — . | i
3+kfr<x_2+k7r,keZ. '\ 1\ |
mo_m\ |E B\ 7m X
! 2 6 2 ]

d) Alakitsuk 4t a bal oldalt:
3-tg?x—4-tgx+1=3-tgx—1)-(tgx—1)<O0.

Tényezénként keressiik meg a zérushelyeket, majd tartsunk
elGjelvizsgélatot.

A megoldésok:
0,32+k7t<x<§ +kr, keZ.




a)k~§<x<%+k-§,kez; b) —27 + dkr < x < dkn, k € Z;
c)—£+kn'Sx<£+kn',keZ; d)£+k7r<xS£+k7t,keZ;
12 6 4 2

e) _r +k7l'$x<—£+k7‘[ és E+k7t£x<£+k7r, keZ;
2 4 4 2

f)%+k7r£x£5?” +krm, keZ.

2679 7] uggvény |——;0|-ban csokken, |0; —| -ben no, a elyen
@30 a) A figgvény ’2’0b kk ogb 5, a 0 hely

§y=\tg|x|\

minimuma van, értéke itt 0.

L)
T
>

b) A fiiggvény ]—5?”; % |:—ban nd, a 0 értéket —% -ndl veszi fel.

| §y=ctg(5—XJ
: : 6
A
T
]

_Sm;
3

A fiiggvény legkisebb értéke 2, ezt az x = T nél veszi fel, legnagyobb értéke nincs.

1 . L
Megjegyzés: tgx + ctgx =tgx + ox 22, mivel ]0; g [—on a tgx pozitiv.
gx

B3I a) A bal oldal értéke minden x-re 1, igy az egyenlet ekvivalens a kovetkezdvel: tg|x + E) =1,
azaz x =km, ke Z,; 4
DTk T ex< ik E ez, )ik Zex<ZikZ kez;
4 2 8 2 8 2 2
d) x=km keZ.
ETB Mivel 0<x< % esetén tgx >0, és tgx szigorian ng, ezért kiemelés utdn:
2-tgx —tg2x =tgx- (2 —tgx).
Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenséget:
%z—tgx)z /tgx-(2—tgx),
1ztgx-(2-tgx).
Az egyenl6ség csak akkor igaz, ha tgx =2 —tgx, azaz tgx=1, x = %

Ha tgx > 2, akkor 2-tgx — tg2x < 0.
Igy a fiiggvény legnagyobb értéke 1, és ezt x = %—nél veszi fel.



Py

Alakitsuk 4t az f-et definidld kifejezést, bévitsiik a tortet sin x-szel:
. sinx) .
) sinx + -sinx -
sinx+tgx cosx _sin“x 1+cosx

cosx +ctgx cosx) . cos?x 1+sinx
CoS X + -sinx

sin x

Mivel az értelmezési tartoméanyban 0 < |cos x|, |sinx| < 1, cosx és sinx korldtossdga miatt mind-
két tort szamléldja és nevezdje pozitiv, tehat f értéke pozitiv.

A tgx miatt cosx # 0. A megadott értelmezési tartomdnyban cosx pozitiv, ezért:

sinx
1-cosx<

—sinx,
cosx
cosx - (1 —cosx)<sinx-(1-cosx).

2 2

Mivel az adott értelmezési tartomdnyban (1 — cosx) > 0, igy egyszer(sités utdn a cosx < sinx
egyenl6tlenséget kapjuk. Ennek megolddsa az adott intervallumon:

T T

—<Xx<—.

4 2
Abrizoljuk |-7; z[-ben az f(x) = tg% és g(x) =2 —x fiigg- 3 y 1 p
vényeket. y=2-x y=to3
Az 4brardl leolvashatd, hogy a keresett gyok 1,2 és 1,3 kozott : i
van, zsebszdmolégép haszndlatdval eljuthatunk az x = 1,27 = e 7
értékhez. ; /‘ \

Osszetett feladatok és alkalmazasok — megoldasok

a) A szinuszfiiggvény potszoges Osszefliggésébdl p
lathat6, hogy g(x) = cosx, x € [-m; 7].
¥ =Cc0s X

A fiiggvény [-m; 0]-ban n6, [0; 7 ]-ban csokken.
Minimuma van a —z és r helyen, értéke —1. = A 0 s =
Maximuma van az x = 0 helyen, értéke 1. _/2 p 2\_

b) A fiiggvény ]—%;—%]—ban csokken, majd

: " n
| spo(++5)
T T » : :
——;—| -ban né. 3 i
4 4 : il
. T o ; ;
Minimuma van az x = —— helyen, értéke 0. = x = X
4 e n

a) Mivel [sinx| <1, 0<sin?x<1, igy 1 <sin?x+1<2.
Az f minimalis értéke 1, ezt az x = kx (k € Z) alaku helyeken veszi fel.

Az f maximadlis értéke 2, ezt a % + nr (n € Z) alaku helyeken veszi fel.

b) Atalakitds utdn: g(x) = 3 + cos2x, tehat 3 < g(x) <4, hiszen 0 < cos?x< 1, ha x € R.



3 . oy -
>1, ez nem lehet koszinuszérték, a masik

“i1i A cosx-re masodfokud egyenlet egyik gyoke 2

gyok ?, ez mdr lehet egy szdm koszinusza.
A megoldésok: x; = 0,96 + 2km, k€ Z és x, =5,33 + 2nm, ne Z.
A1 a) x =—£+k7r, keZ, x . +n-£, ner.
g T8 2

b) x1=—§+4k-§, keZ, x2:—§+4n~§, nez.

c) xlzkn,keZ,xZ:%+2n-%,neZ.

d) x1=k-§, keZ, x2=n~%, neZ.

FIET) Azonos atalakitdsokkal az egyenlet igy irhato:
4 4 ) 2.)% L2 2
sin“x + cos*x = (sm X + cos x) —2-sin“x-cos“x = 1.
Kivonva az 1-et, és tudva, hogy sin®x + cos?x = 1, kapjuk:
—2-sin?x- (1 —sin2x) =0 < 2-sinx-(sin2x— 1) =0.
Ez akkor teljesiilhet, ha sinx = 0 vagy |sinx| = 1. Igy a megoldésok:

x =km keZ, x2=i§ +2I, 1€ Z; rovidebben: x=k~%, keZ.
FIT1) Az egyenlet igy frhatd:
syemetiey 6-sin2x — 11 -sinx +4 = 0,

Ebbdl csak sinx = 0,5 johet szoba megoldasként, és igy

xl=z +2krm, ke Z, x2=5—7r +2nm, ne”.
6 6

BB A fiiggvény étirhat6 a kovetkez alakra: y
Vs
T . VA y =cos ‘X —7‘
cos|x—=|=sinx,ha =<x<m; 1 2
T 2 2
cos|x——=|=
n . T = _z © T ™ X
cos|— —x|=sinx, ha -#<x<—. 2 2
2 2 4

BB a) Ekvivalens 4talakitast végziink:
J3-cosx>1—sinx.

Mivel az 1 —sinx >0 (hiszen —1 <sinx < 1), ezért az egyenltlenség bal oldaldnak hatdrozottan
pozitivnak kell lennie (az egyenldséget a feladat nem engedi). Vagyis cosx > 0, tehat

—§+2kn<x<§+2kn, keZ.

Négyzetre emelés utan: - .
0>2-sin“x—sinx—1,

aminek a megolddsa: 7
—05<sinx<1, xi% +kr, —% +2k7r<x<?”+2k7r, keZ.

Tehat az egyenlGtlenség megoldésa:
—%+2k7r<x<§+2k7r, keZ.



, az egyenlet sin x-szel val6

b) Felismerve, hogy a bal oldal sin [x + %J =cosx és sin% =

2
osztdsa utan a kovetkezd alakban irhato fel:
CcOoS X 1
= = (Ctgx=—7+= = t x=\/§.
sinx 2 g 2 g
Ebbal x=0.96 + k1.

BT Alakitsuk 4t a fiiggvény hozzérendelési szabdlyat:

2 2

f(x) = sin?x — sinx — 2 - cos?x = sin®x — sinx — 2 - (1 — sin%x) =
=3-sin?x —sinx -2 = (sinx — 1)- (3-sinx + 2).
igy a fiiggvény zérushelyét a (sinx—1)-(3-sinx + 2) =0 egyenlet adja. Ebbdl sinx =1, vagy

sinx = —%, azaz x| = % vagy x, = 3,87 + 2km, x3=5,55+2nm, k,n € Z.

A [—ﬂ'; ﬂ]—ba es6 zérushelyek: x| = g, X, =—0,73, x3 =-2,41.

BT Mivel sinx + cosx legnagyobb értéke /2, ezért a nevezd /3 — /2 mindig pozitiv. Az egyenl6t-
lenség tehat akkor és csak akkor teljesiil, ha a szdmlalo pozitiv:

sin2 x —l>0,
4

. 1
[sinx|>—.
2
A megoldas: 5
z+k7r<x<—7r+k7r,keZ.
6 6
ETH Mivel 0 <x < 7 esetén 0<x+%,ezért: ,
4
/4 T :
X+—|=x+—, X
6 6
tehat
sin x+£‘—1:sin x+£ -1.
6 6

FITI) Az egyenlet igy frhaté cos?x = 1 —sin’x helyettesités és (~1)-gyel valé beszorzds utan:

oo A3+l
s~ x — .

sinx+—3=0.
4

A megoldoképletet alkalmazva:
Bl A1-3) Bl -4
2 2 __2 = 2 :\/§+li‘(\/§—l)
2 2 4 '

(Sin x)l’z =

Tehat a megoldasok: |

sinx=— és sinx :7.

Ebbdl azt kapjuk, hogy a [—7; 7] intervallumban az egyenletnek 4 gydke van.



SZOGFUGGVENYEK

1
A cos?x — > >0 egyenlStlenség akkor és csak

y
. 1 =lcos x| 1 _2
akkor igaz, ha |cosx|>—\/§. —— i)
A grafikonrdl leolvashaté a megoldas: _n _Q = _é 0 E b sl T X
4 2 4 4 2 4
3 T T 3z
—rT<x<-——, ——<x<—, —<x<nm =
4 4 4 4

BT a) Ertelmezési tartomdny: sinx # 0, azaz x # kr, k € Z.
sinx -ctgx =0,

. CcoS X
sinx - —— =0,
sinx

cosx =0,

x=§+kﬂ,keZ.

b) A tgx és ctgx értelmezési tartomdnya miatt sinx # 0 és cosx # 0. A feladatnak nincs megolddsa.
c) Ertelmezési tartomany: x # krm, k € Z.
3.ctgx=2-cosx,

cosx
3.——=2-cosx,
sin x
cosx =0,

x=%+kﬂ,keZ.

Ha cosx # 0, akkor nincs megoldds, mert a kovetkezé6t kapjuk:

3.
=2 = —=sinx.
sin x 2

d) cosx =0 esetén nincs megoldas, mert ekkor sinx = 1, igy:
J3 -sinx=3-cosx,

Nt sinx:3,
COoSX
gx=—1,
T

x=§+kn’, keZ.

e) Ertelmezési tartomdny: a tangens miatt x # 5 +kr, k € Z, és a nevezd miatt sinx # 0, azaz

x#lm, le”.

ﬁ_ sinx

2 tgx ’
3 COS X
—=sinx- s
2 sin x
NE)

—— =CO0SX,

2

amibdl a megolddsok:
x1=%+2kn, ke, x2=—%+2lﬂ:, leZ.



f) Ha cosx =0, akkor nincs megoldds, ezért oszthatunk cos x-szel:
cosx ++/3 -sinx =0,

1443 sinx _0,
cos X
tgx =
g \/§’

x=5§+kn, keZ.

g) Az egyenlet dtalakitdsa: cos?x = cos? .,
cosdx — cos2x =0,
cos?x-(cosx —1)=0.
A kapott szorzat akkor lesz 0, ha cosx =0 vagy cosx—1=0:

T
x1=5+k7r, keZ, x,=2Ir leZ.
() A fiiggvényt értelmezs képlet elss tényezGje & szerint, masodik tényezGje 4n szerint periodikus,
igy a szorzat periddusa 4.
(1) Az egyenletnek a valés szdimok korében nincs megolddsa, mert azonos atalakitdssal a kovetkezd

alakra hozhato:
(x2 4+ 2)2 =—cos?y.

A bal oldal 22-nél nem kisebb, a jobb oldal pedig nem pozitiv.
A jobb oldal gy frhat6: 2 — (y — 3)2 < 2, és az egyenl§ség csak akkor teljesiil, ha y = 3.
A bal oldalon tgx >0, ctgx = tL’ igy tgx + ctgx > 2, és az egyenldség csak akkor igaz, ha
gx

tgx=1 x—E
g > 1

Geometriai alkalmazasok — megoldasok

Alkalmazzuk a tanult képletet:
t=14-16-sin110°=14-16-sin70° = 210,5.

Itt is a paralelogramma teriiletképlete vezet eredményre:
t=10-10-sin100° = 100 - sin 80° = 98,5.



SZOGFUGGVENYEK

A hdromszog koré irt kor sugardnak kiszamitésa:
b=2-R-sinf3, azaz 8=2-R-sin71,36°
amibdl
R =422 cm.
A hidnyz6 szog:
o= 180°-2-71,36° =37,28°

A haromszog teriilete:

. b-b-sino 64 -sin37,28°

2

=19,38 cm?>

FII13 a) A szabélyos nyolcszog kozépponti szoge: 360°: 8 = 45°, igy:
_R-R-sin45°

T,=— T,

) nyolcszog = 8- T,

Kétféleképpen felirva egy kis haromszog teriiletetét:
R-R-sin45° R-a-sin675°

’

2 2
R-0,7071=10-0,9239,
R=13,07 dm.

Ebbdl kapjuk, hogy:
T,= 60,4 dm? és Thyoleszog = 4832 dm?.
Tehét a nyolcszog koré irhaté kor sugara 13,07 dm, a nyolcszog teriilete pedig 483,2 dm?.
b) A szabdlyos 6tszog kdzépponti szoge: 360°:5 = 72°
Kétféleképpen felirva egy kis haromszog teriiletetét:
R-R-sin72° R-a-sin54°

’

2 2
R-0,9510=10-0,8090,
R=8,5 cm.

Tehat 8,5 cm sugard korbe frhatunk egy 10 cm-es oldalu sza-
balyos otszoget.

P01} A hdromszog ismert oldaléra felirhat:
a=2-R-sing,
6,8=2:R-sin38°,
R=5,52 cm.

<)



2710

2711

A szabdlyos kilencszog kozépponti szoge: 360°:9 = 40°.
[rjuk fel a kilencszog teriiletetét:

R - R -sin40°

Tkilencszﬁg =1080=9- f’

2160=9- R2-0,6427,
R2=373,42,
R=19,32 dm.

Tehat a kilencszog koré irhaté kor sugara 19,32 dm.

A hur hosszara felirhat6:

h=2-R-sinc,
13,4=2-8,7-sin¢,
0,7701 =sine,
o =50,36°.

A keriileti szog o-nak a fele, tehat 25,18°

Az ABS hdromszog teriilete harmada az ABC hdromszog terii-
letének, igy a tanult képlet alapjan az ABC hdromszog teriilete: ¢

t=3-m+108=36-sin72"z34,2.

S
LN
A B
Az dbra alapjan a trapéz teriilete:
t=(a-coso+a)-a-sinoc=a?-(1+cosc)-sine, 0< (xﬁg. p
Elég meghatdrozni a kovetkezd fiiggvény maximumat: ,
a a-sine a
fla)=(1+cosa)-sina =(1+cosa) -1 - cos?a =
=J( + cos)? - (1- cosa), 0<as§ a

A szamtani €s mértani kozEép kozti egyenlGtlenség felhasznaldsaval ezt kapjuk:

3-(1+cosa) +3-(1- cosa)): (g)“

4 2

és itt az egyenlGség csak akkor igaz, ha 1 + cos ¢=3 —3-cos o, azaz:

(1+cosa)®-3-(1- cosa)S(

1 T
cosag=—, a0=—.
2 3

A keresett maximum tehat o = 60° esetében érhetd el.



A forgéskip alapkorének sugara x, magassaga m, félnyildsszoge

pedig . Az adott értékek kozt a kovetkezd Osszefiiggések
allnak fenn: “
r r
x= , m=——m.
coso sino .
Mivel a forgaskup térfogata: r
V= E ._x2 -m, «
. 3 X
1gy
V:E.r?’.—. 1 =£-r3- - ! - s 0<Oﬂ<£.
3 sinet -cos?or 3 sine - (1 —sin?q) 2

Mivel V minimumét keressiik, elég meghatarozni sin a- (1 —sin? o) maximumét 0 < o< = esetén.
A szamtani és mértani kozép kozti egyenlGtlenség szerint: 2

3
2-sin2or+2-(1- sin%c)] _(2)3

2-sin?o - (1—sina)? < =1,
3 3

Az egyenlség csak akkor igaz, ha:

. . . 1 .
2-sina=1-sin’q, azaz sina=-—==0,5773, igy a=35,3°
V3
. L1 g 211, . 2 T .
Ak A trapéz teriiletét a félkor r sugardval és a-val (O <o < —J igy —

frhatjuk fel: 2 =

. . . . a a

t=r2-sina+r?-sino -coso=r2-(sino + sina - cosa).

) ) T i ) i r rAsino

Az f(x)=sino+sino-cosa, 0 < a< 5 fliggvény maximumat A

keressiik. Elég meghatdrozni a kovetkez$ szorzat maximumat:
3-(1=cosa) +3-(1+cos))'_81
4 16

3-sina - (1+cosa)?=3-(1—cosa)-(1+cose)’ S(

a szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenség alapjan.
Az egyenldség csak akkor teljesiil, ha:

3-(1-cosax)=1+cosa, azaz cosa=%, igy a=§.

Vegyes feladatok — megoldasok

A fiiggvény grafikonja az dbrdn lathato.

. T
y= sm(x+zj‘
1
-on - |9z 3z~xw i 2m X
4 4 4 4
i
a) cosSwt=cosm=-1; b) sin7n =sinmw=0;
¢) tg800° =tg 80° = 5,6713; d) ctg500° = ctg140° = -tg 50° = -1,1917.
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a)xl—)sin(x—%), chos(x—%} xl—>—sin(x+‘%t);
b) x+—> cos(x + m), Xx+>—COSX, xr—>sin( —%);
c) x> 1 —sinx, xr—>1+cos(x+§), x+— 1 +sin(x - m);
d) x> 2 + cos 2x, xH2+sin(2x+§J, xHZ—sin(Zx—%];

T 2n
e) thg[x—g} thg[x+?}

f)x— ctg(x—§)+1, x|—>1+ctg(x+§}

a) y b) y
! y =sin(z+x) ! y=-sinx
/[n _% 0 g T X /n _% 0 % T X
- 4
¢) y §y=tg(7t:—x) d) ; } {2 ly=-tgx
_g‘ 1 -% 1
=B ENE Ll % b3 2 X _2 -\ ! B g b3 2 X
T a) ET:R; b) ET:]R\{% +k-Z —+k7r keZ}
. T 2 T
c) ET: R\ {E+kﬂ;k€Z}; d) ET: R\ {5 + k; —+k7l' kEZ}
e) ET: ]R\{E+k E kEZ} f) ET:]R\{/CIL’,—+I€7T kEZ}

g) ET: {xe]R‘é+2kaS%+2k,keZ}.



x1=ﬂ+2k7t,keZ,x2=—§+2lﬂ,leZ; x=—%+2k7t,keZ.

a) -1<f(x)<0; b) 1<g(x)<3; c) =3 <h(x)<-1; d) -1<i(x)<3.

a) Irjuk be az ismert értékeket:
3

1
cos60°—sin60°_5_2 1-3 2 _1—\/§

sin60°+cos60°_\/§ 1 2 ‘\/§+1_1+\/§.

2 2

Gyoktelenités utdn:

(1_J§)2_1+3—2-x/§=4—2‘\/§_2'*/§_4=\/§—2.

-3 -2 -2 2
b) Irjuk be az ismert értékeket: NN
cos45°—sind5° 2 2 4 _ 1
2-tg45°-3  2-1-3 -1 2

¢) Mivel cosa=-cos(180° — o), ezért
c0s20° =—-co0s160° co0s40°=—-cos140° cos60°=—-cos120° cos80°=—-cos100°
Tovabba cos180° = -1, igy az Osszeg értéke is —1 lesz.

d) Mivel tgo=-tg(180° — ), ezért
tg20° = —-tg160° tg40°=—tg140°% tg60°=—-tg120°% tg80°=—tg100°.
Tovabba tg180° =0, igy az Osszeg értéke is O lesz.

Hasznaljuk fel a potszoges Osszefiiggéseket a gondolkodésnal.

a) a(x)-nél: 7 g g .
cos|x ——|=cos|—|=—x||=cos|=— x|=sinx.
S i

Tehat az a(x) = sinx + sinx = 2-sinx fiiggvényt kell dbrdzolni.

b) b(x)-nél: . . ' T (r
sin|x — = |=sin|—|= - x||=—sin| = — x|=—cos x.
S

Tehat a b(x) = cosx + (—cosx) = 0 fiiggvényt kell dbrazolni.
¢) c(x)-nél: mivel sin?x + cos?x = 1, ezért a c(x) = 1 fiiggvényt kell dbrdzolni.

d) d(x)-nél: mivel (cos x + sin’x ) =12=1, ezérta d(x) = 1 fiiggvényt kell dbrazolni.

e) e(x)-nél: 7 T T .
cos|x ——=|=cos|—|=—x||=cos| = — x|=sinx.
S

Tehét az e(x) = sinx — sinx = 0 fiiggvényt kell abrazolni.
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a) A megoldésok:
2kn<x<m+2km, k>0, keZ, y =lsinx|
—m+2ne< x<2nm, n<0, ne”.

y =sinx|
b) A megoldasok: y
_§+2k7z£xS§+2k7r,kEZ. /\/\/\%\
Y - _g P 0 M 2T X
y =cos|x|
c) A megoldésok:

|t y=lgx]
anx<§+kﬂ,k20,keZ; | |

T
—E+nﬂ<xSn7t, n<0,ne”.

d) A megolddsok:

k7t<x£§+kn', k>0, keZ;

T
—E+n7er<n7t,nS0,neZ.

a) Haszndljuk fel, hogy —cos o = cos(m —a). A megoldas: x = % +km, keZ.

b)x=§+k7t,keZ.
o) x= T s km keZ ésx=—1F +omm nel
12 12
d) x=60°+k-180° ke Z.
a)0<x<§; b) G <x <7 ¢) 225° < x < 360°;
4 0<x<IE.
12

B o y

) 1
= +-
y=|sinx 2‘

U
3
NIy
B
>

U
3
N
|y
B
>

U
3
IR




7IFE) a) Ertelmezési tartomany: cosx # 1, azaz x # 2k, k € Z.

sinx
1+cosx= ,
1-cosx
1-cos2x =sinx,
sin?x — sinx =0,

sinx - (sinx —1)=0.
Ha sinx =0, akkor x = k7, k € Z, az értelmezési tartomany miatt a megoldas:

Xy =mn+2km, keZ.

Ha (sinx — 1) =0, akkor a megoldas:
x2=§ +2In, € Z.

b) Ha cos?x = 0, akkor nincs megoldds.

T
Ha cosZx #0, azaz x;tE +kr, keZ:

sin? x 5
=cos2x,
sin? x
5o =3,
cosZx
tgZx =3,
|tgx|=\/§.

Ha tgx = +/3, a megoldis:
x1:§+k7r, keZ.

Ha tgx = —+/3, a megoldas:
2r
X2=?+l71', leZ.

c¢) Ha cos?x = 0, akkor nincs megoldds.

T
Ha cos?x #0, azaz x # E + kr, k € Z, akkor oszthatunk vele:
6-cos2x—3-sinx —3-sinx-cosx =0,

. 2 .
sin” x sinx
. _3. =0,

cosZx cosx
6-3-tg2x-3-tgx=0,

6-3

2-tg?x—tgx=0.

A mdsodfoku egyenlet megoldésai: (tgx); =1 és (tgx), =-2.
Ha tgx =1, a megoldas:
x1=%+kn, keZ.

Ha tgx =-2, a megoldais:
X,==1,1+In l€Z.



d) Ha cosx =0, akkor nincs megoldas.

V4
Ha cosx #0, azaz x # 5 + km, k € Z, akkor oszthatunk vele:

V3 -sinx — cosx =0,

3 -sinx = cosx,

\/§'SII])C=1,
COS
tgx=—3,
3
x=Likm ke

. L. , T
e) Ertelmezési tartomdany: cosx # 0, azaz x # — + km, k€ Z.
Szorozzunk be cos x-szel:

1 1
COSX — =—-tgx,
cosx 2
2 1 .
cos x—I:E-smx,

. 1 .
0=sin%x +5 -sinx,

sinx ~(sinx +lj=0.
2

X\ =km, keZ.

Ha sinx =0, akkor:

Ha sinx = %, akkor a megoldasok:
x2=—%+217r, leZ és x3:%r+2m7r, meZ.
f) Atrendezés utan:
cos?x+4-cosx=3-3-cos?x,
4.cos2x+4-cosx—3=0,

—4+16 +48

(cosx) o= 2

Ha cosx = l, akkor:
2 /4
x:ig +2kr, ke Z.
Ha cosx = —%, akkor nincs megoldas.

2
08~ X ’

FIF) a) Atrendezve: ctg’x = 1 —sin’x, azaz ——— =cos
sinZx

1
x, igy cost-( — —1)=O.
sin“x
Ebbdl vagy cosx =0, vagy sin?x = 1, azaz sinx = 1 vagy sinx = —1. Tehit:

x=§+k7r,keZ.



b) A sinx + cosx = z helyettesitéssel a kovetkezd masodfoku egyenletet kapjuk:
5z2-13z+8=0.

Ennek gydkei: z; = %, 2, = 1. Mivel sinx + cosx = % nem lehet a valds szamok korében, igy
sinx + cosx = 1, ahonnan:
x;=2knr vagy x, :g + 2k, ke Z.

c) Az egyenlet igy irhato:
sinx + cosx + (sinx + cos x)2 =0,

(sinx +cosx) - (1+sinx +cosx)=0.

Tehat vagy sinx + cosx =0 vagy sinx + cosx =—1.
Ha sinx + cosx =0, cosx-szel osztva (cosx # 0): tgx =—1, tehat:

n
xl=—z+k7r, keZ.
Ha sinx + cosx =—1, akkor:

x2=—§+2k7r, keZ vagy x3=rm+2nm ne”Z.

(Ez utdbbi eset megolddsdhoz haszndlhatunk fiiggvénygrafikont is.)

A fiiggvények grafikonja az dbran ldthato. y

Az dbra szimmetrikus az x = 1 egyenesre, ebbdl kovetkeznek

. (s T £ P "
az azonossagok. (Az dbréan csak 0 < x < 1 esetén szemléltettiik.) L /I A%

o

a) Az egyenldtlenség igy frhato:

1 b4
tg2x+—2>2, xX#n-=,neZ.
tg<x

1 . , .
Ismert, hogy ha a > 0, akkor a+—>2, ezért mivel tg2x > 0, igy ez minden olyan esetben
a

igaz, amikor tgx # 1, azaz |tgx|# 1, tehdt ha:
x2Z 4k L kez
4 2
b) Az egyenl6tlenség igy irhatd:
sin*x — 6-sin%x + 5> 0.

Helyettesitsiink sin’x = p-t, igy a p?> — 6p + 5 > 0 zérushelyei: p =5 és p = 1 miatt akkor és
csak akkor lehet igaz, ha

sin?x< 1 vagy sin%x>5.
Az utébbi nem lehetséges, igy a megolddsok csak azok az x-ek, amelyekre |sinx| < 1, tehat:

x¢§+kn’, ke”.
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c) A két fiiggvény, f(x) =sinzx és g(x) = cosnx, x € R grafikonjardl leolvashatd, hogy az
egyenlGtlenség akkor és csak akkor igaz, ha:

l+2k<x<§+2k,keZ.
4 4

Megjegyzés: Ugyeljiink arra, hogy csak sin > cos or egyenlétlenséget kell megoldanunk or-ra,
majd o = mx-et helyettesiteni.

sinx
d) Haa tgx=
cosx

, X# LA km, k € Z azonossagot haszndljuk, akkor az egyenl6tlenség igy irhato:

. sin x
1+sinx <

+ COS X,
CcoSXx

ahonnan ekvivalens dtalakitasokkal ezt kapjuk:

sinx

l-cosx< -(1-cosx).

CcOS X
Ha cosx # 1, azaz x # 2km, akkor 1 —cosx > 0, tehét elég megoldani az

sin x
1< =

tgx
cosx

egyenlétlenséget. Ennek a kovetkezs x értékek tesznek eleget:

£+kn<x<£+kmkez.
4 2

Ha cosx =1, akkor nincs megoldds x-re.



VALOSZINGSEG-SZAMITAS &

10.6. VALOSZINUSEG-SZAMITAS

Események — megoldasok

a) Igen, igen, nem, igen.
b) és c¢) {gdl; nem gbl}, {kosar jo; kosar nem jO}, —, cserepek szdma.

a) {1,2,3,...,19,20} b) {0, 1,2};
c) {-20,-19,...,-1,1, ..., 19, 20}.
a) Igen. b) 8<x<13

¢) Rudi jé: {9,5 <x<10,5}; rudi nem jo: {x <9,5 vagy 10,5 <x}; 10 cm-nél rovidebb: {x < 10}.

a) {1,2,3,...,29};
b) A={1,2,3,4,5}, B={20,21,22,...,29}, C={2,3,5,7, 11,13, 17, 19, 23, 29}.
c) A={6,7,8, ...,29} = {legaldbb 6.-ra huzunk kirdlyt};
B={1,2,3,..., 19} = {legfeljebb 19.-re huzunk kirélyt};
C=1{1,4,6, ...,28} = {elsbre vagy Osszetett sorszamra huzunk kirdlyt}.
d) Biztos esemény példaul: {legfeljebb 32.-re hizunk kiralyt}.
Lehetetlen esemény példaul: {29.-re sem hizunk kirdlyt}.
a) {3,4,5,...,18}.
b) Biztos esemény: {pozitiv dsszeget dobunk}. Lehetetlen esemény: {20-ndl tobbet dobunk}.
a) {piros, zold, fehér}.
b) {(p; p): (ps 2); (ps ); (23 2); (23 p); (z; £); (F; p); (£ 2)}.
¢) {(p; p); (p; 2); (p: £); (25 2); (z; D)}
d) {(p; ps p); (P P3 2); (ps s ©); (p5 23 2); (ps 23 £); (25 2, D)}
e) {(p; p); (p; 2); (p: £); (2 2); (z; p)s (z; £); (£ p); (5 2); (£ )}

a) Alehetséges kimenetelek tabldzata: ~ Jend Ké Papir ol
b) 3-3-3. p
Ké D J zs
Papir VA D J
Ollo J Zs D
a) A lehetséges kimenetelek tablazata: | 2 3 4 5 6
b) 30.
. . . . / L. 1 - P P P P P
¢) Mindkett6t ugyanannyi elemi esemény valdsitja
meg. 2 T - P P P P
3 1 T - P P P
4 T T T - P P
8 7 T T T - P
6 7 1 T T T -

183



2
ﬂ MEGOLDASOK - 10. EVFOLYAM

Miiveletek eseményekkel — megoldasok

a) A = {nincs fej}; B={vanfej}; C=1{0,1vagy3fej}; D =lehetetlen.
b) Nem.
c) Igen, {mind irds} és {pontosan ketts fej}.

a) és b)-nél az eseményeket az dbran lathatjuk: | . : . . |
¢) A + B biztos, A-B, A-B- C lehetetlen. ¢ - oA
d) Példdul A és B-C, illetve A+ B és A-B. ————¢

a) 3!-2 =12, illetve 3!-3! = 36. b) lgaz. c)3!-2-2=24.

a) Az események szovegesen:
A + B = {tokot vagy tizest vagy dszt hizunk};
A - B = {tOk tizest vagy tok 4szt hiizunk};
B - C = {aszt hizunk};
A + C = {tokot vagy figurds lapot hizunk };
C - A = {szdamozott tok lapot hizunk} ;
A-B-C = {tok aszt hizunk}.
b)|Al=8, |Bl=8, [Cl=16;
|A+Bl=14, |A-Bl=2, |B-Cl=4, |[A+C|=20, |C-Al=4, |A-B-Cl=1.

a) E=A; F=B+D; G=A+C-B, H=C-D.
b) Igen, a kovetkezd parok: A és C, E, G vagy H; B és D vagy F; C és G; D és F, G vagy H,

F és G.
a) A +B; A-B; C-E.
X4 X 2K X0 X 2 X
2 X 2
XAPXE X X

b) F=A-B; G=E-D; H=(E+D)-E-D.
c)A-B-C; A-D; B(C+E-D)+A-B-(E+D)-E-D+A-(C+E-D).

a) (A-B)\C=(A-B)-C;

b) A+ B+ C;

c) A+B+C=A-B-C;

d) (A-B)y+(B-C)+(A-C);

e) A+C)\B=(A+C) B;
f)(A+B)-(A+C)-(B+C)=AB-BC - AC.
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2746

2747
2748

2749

2750
2751

2752

2753
2754

2755

2756

2757

a) A megjelolt korivek a bal oldali dbrdn lathatok.

b) A+ B+ C={12;5;20; 1; 18; 4; 13; 6; 10; 15; 2} (sdrga korcikk a jobb oldali 4bran);
C-A+ B ={12; 18; 4} (narancssarga korcikk a jobb oldali dbrén);
B-D=B;
A+B+C+D={17;3;19; 11; 14; 9} (zold korcikk a jobb oldali 4bran).

c) Béarmely kettd, kivéve az A és C part.

d) A bekovetkezése maga utdn vonja C bekovetkezését.

Kisérletek, gyakorisag, relativ gyakorisag, valdsziniiség
— megoldasok

a) Géza: 2 ~0,52; Tamas: l ~(,37; Ferenc: E =0,59.
23 19 22

b) Ferencre kell bizni a szabadrigdsok elvégzését.

a) Piros: 2 =0,3; kék: i =0,2; sarga: & =0,5.
40 40 40

b) Piros: 30 db (100-0,3 = 30); kék: 20 db (100-0,2 = 20); sdrga: 50 db (100-0,5 = 50).

Legfeljebb 11.
Legalabb négy.

A valdsziniiség klasszikus modellje — megoldasok

=0,16.

A=

=0,125.

IR Slw

=0,8.
30



2758 7)) %z 0,43.

—=0,1.

il 1-0,6=0,4.

7 .
G 1-—=0,76.
30
T 1- 2 Zo6.
40
Y 0.,
50
am 2004,
25

%=0,8;x=12.

2766 4 =0,2; x=20.
X

Y _06 x=18.

2768 !

2769 =0,2.

el a) —=0,1;

2771 1_ 0,297.
37

b) —=0,1; c)3-—

10

04 Példaul: {1;2;3;4} vagy {nem Osszetett szdm dobdsa}.

e a) 120 =0,8.
150

‘40 a) Nem.

b) 31,32,41, 42,43, 51, 52, 53, 54, 61, 62, 63, 64, 65, 11, 22, 33, 44, 55, 66, 21.

c) 4 =0,19.
21

d) E:0,524.
21

2 a) %z 0,000000476;

b) Hetente egyszer.

b) %z 0,000000119.

0,3.
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a) lz0,0083; b) £z0,0167.
5! 5!
6:6-3 6+6+2-6-6 6-5-4
0 &850, b) ST 20380 o) S =055,
a) L o1 by =5 o071 o2 010,
100 100 - 16 100
6 9+9+9 6
a) ?z0,167; b) T=0,75; c) ?:0,1672
20 .
d) §=0,5.
8 _o0a.
20

PIfE) Erdemes attérniink a komplementer eseményre, hiszen az a csupa iréds (1 eset). Az dsszes esemé-
nyek szama 23, igy: g1
P=——=0,875.
23

a) Feltehetjiik, hogy egyetlen Kis Misi jar ebbe az osztélyba:
1

P=—=0,033.
30
b) A 30 tanulénak pontosan a fele szerepel a kinyitott naplé jobb oldaldn:
P= 15 =0,5.
30
c) Az elsé 10 tanul6 kozott: 10
P=—=0,333.
30

Megjegyzés: Kis Misi esetében (és a tobbiben is) gondolkodhatunk tgy is, hogy 15 oldalparnal
nyilhat ki a napld, majd az ott levd két tanul6 koziil valaszt a tanar. Vagyis:

_1.1
15 2
a) Ha felcsapjuk a konyvet, egyszerre mindig két oldalt latunk. Azaz csak 180 lehetség marad,
hogy valahol kinyissuk, ebbdl 9 6 fejezethatér:

P= 2 =0,05.
180
b) A9 {6 fejezet és a 9-5 =45 szakaszhatdr egyiitt 54 oldalt foglal el:
P= 4 =0,3.
180

a) A Xkeresett valoszindség: |
P= i =0,04167.

b) A kedvezd esetek szdma 1, az Osszes esetek szama 24 - 24, igy:

P=—1~0,0017361.
242
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¢) Akedvezs esetek szama itt 3!, az Osszes eseteké pedig 24 - 24 - 24:

|
P=20,000434.
243

7461) a) Minden szinbdl 8-8 darab van a csomagban. Ha nem tessziik vissza a lapokat, akkor minden
hiz4s utdn a még hiizhato lapok szdma eggyel csokken:

8888 004746
32-31-30-29
b) Figyeljiik meg, hogy a szdmlédlot nem befolydsolja a visszatevés, azonban a nevezd mar nem
csokken. Azaz a valdszintiség kevesebb lesz, méghozza w-szeresével:
32.32.32

84

P =——=0,00390625.
324

a) 3 és2 egyforma dolgot 3'5 T 10-féleképpen tehetiink sorba. Mindannyiszor 8 -7 - 6-féleképpen

hizhatunk pirosat a pirosak, 8- 7-féleképpen tokot a tokok koziil.

Az Osszes esetek szama 32-31-30-29-28, igy:
!
%-8-7-6-&7
P— .t .

= =0,00779.
32-31-30-29-28

b) Az elss szorzétényezd, a sorba rakdsok lehetdsége nem valtozik. A tobbi igen, mivel nem csokken
az egyes lehetdségek szama sem a kedvezd, sem az Osszes esetek kozott:

i-83~82
_ 3121

323

a) Mivel a bastya csak a sordban és az oszlopdban lit, ha az egyik oszlopban valamelyik mezére
elhelyeziink egy bastyat, akkor abban a sorban mds bdstya nem lehet. Igy az els6 oszlopban 8,
amasodikban mdr csak 7, aztan 6 stb. lehetGségiink van a bastydk elhelyezésére. A kedvezs esetek
szdma 8!. Az Osszes eset szdma 8%, ekkor ugyanis egymds mellé is tehetjiik a figurdkat,
minden oszlopban nyolc helyre:

P =0,009766.

8!

P==~0,0024.
88

b) Ebben a részkérdésben az Osszes esetek szdma megegyezik az el6z6 példa kedvezd eseteivel
(nem iitik egymast), azaz 8!.

A kedvezd esetek 6sszeszamldldsdhoz két dolgot kell észrevenniink: egyrészt minden sorban
két 4tldmezd taldlhatd, egy vildgos és egy sotét (példaul az elsS és utolsé sorban a két sz€Is6,
a negyedik és 6todik sorban pedig a koz€ps6 négyes); masrészt ezek a mezGk szimmetrikusan
helyezkednek el. Feliilrél indulva szabadon vélaszthatunk az atlémezdk koziil az elsé négy
sorban, azonban utdna mdr a szimmetria miatt csak egy-egy szabad lehetGségiink van minden
sorban. Vagyis a kedvezd esetek szama 24, igy:

24
P= T =(0,000397.

Megjegyzés: Mindkét részben a sorok és oszlopok szerepe felcserélhetd.
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a) Az 6t szam hatféleképpen egyezhet meg (kedvezs esetek). Az Osszes esetekhez barmelyik
kockdval dobhatunk 6-félét: 6°, 6

P=—=0,00077.
65

b) Kis pékernél az egy kiilonbozs 5-féle kockara johet (megkiilonboztetve a kockdkat). A kiilon-
boz6 kocka 5-féle szamot mutathat. A tobbi négy 6-féleképpen lehet egyforma. A kedvezd esetek
szama igy 5-5-6 = 150, ebbdl:

P= 150 =~(,0193.
65
a) AKis sor valészindsége: 51
P= 5 =0,0154.

b) Akét valdszinilség egyenld.

L) a) A rulettasztal szamtablazata az abran lathato.
b) Minden sorban 3 szam all:

P=i=0,081.
37

(A 0 nem tartozik a sorok kozé.)
c) Egy-egy oszlopban 12 szdm all:

P= 12 =0,324.
37

=)
=N
2
o
=
~
o

(A 0 nem tartozik hozza egy oszlophoz sem.) Az elsé tucatban
ismét csak 12 szdm van, igy annak valészintisége ugyanekkora.

d) Két szomszédos oszlopban 24 darab szdm taldlhato, igy: g
P=2% 0,648 B
37 a

Tehat 30 jatékbol kb. 20-szor nyeriink. (Ez azt jelenti, hogy
kicsit ritkdbban, mint harom porgetésenként kétszer nyeriink
a fogaddssal — legaldbbis ez vdrhato.)

1 2 n
B a) P=—=0,027; b) P=—=0,054; P=—=n-0,027.
9P=5 T Py
d) 18 darab piros szind €s 18 darab paratlan van a szdmok kozott, esélyiik igy ugyanakkora:
P= 18 =(,486.
37

a) Mivel az 6sszes esetek szdma hat, ezért a valészintiségeik alapjan A és B is 3-3 elemi eseményt
kell, hogy tartalmazzon, szorzatuk (metszetiik) pedig 2-t. Példaul: A ={1;2; 3}, B={2; 3; 4},
A-B={2;3}.

b) A most is 3 elemi eseménybdl dll, B azonban kett6bdl, dsszegiik (egyesitésiik) négybdl. Pél-
daul: A=1{1;2;3}, B={3;4}, A+ B={1;2;3;4}.

Nem ismerjiik a pontos darabszdmokat, legyen példaul a j6 csokikbdl n darab. Ekkor 0,25n lejart
szavatossdgu van. A keresett valoszindség:

n

=—=——=0(,8.
n+0,25n

1
1,25
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Megjegyzés: Tokéletes megoldds, ha a feladat elején vélasztunk egy ,.kellemes” darabszdmot a jo
csokiknak, példaul 100-at. Ekkor 25 darab lejart szavatossdgu csoki volt a dobozban:

P=2_os
125

a) Ha csak egy irdnyban kozlekedik, akkor a 9 vagy a —9 pontba juthat el. Ha 8 egységet 1ép
az egyik, és egyet a masik irdnyba, akkor a 7 vagy a —7 pontba jut. Es igy tovabb: lathatjuk,
hogy csak a pératlan szimokndl fejezheti be kilenc perces sétdjat.

b) Szamoljuk Ossze a rendelkezésre 4ll6 kilenc perc alatt bejarhatd, 0sszes és kedvezd dtvonalak
szamat. Mivel minden percben két irdnyban kozlekedhet egy egységet, a kilenc perc alatt dsszesen
29 lehetdsége van a katicinak mozogni. Az 5-6s pontban akkor fejezi be a sétdt, ha &t percig
a pozitiv irdnyba halad, a maradék négy percben pedig kétszer el6re, kétszer hiatra mozog. Hogy
mikor teszi meg ezeket a mozgdsokat a kilenc perc alatt, az nem érdekes. Ha + és — jelekkel
jeloljik az egyes l1épéseket, akkor 0sszesen hét + és kett§ — jelet kell lefrnunk minden kilenc

jelbdl allé sorozatban. Példaul: +, —, +, +, +, +, —, +, +. Ezek szdma 7 igy a keresett

valdszintiség: 91

.21

1.21
p="121_0 07,
29
Mielétt a konkrét kérdésekre vdlaszolnank, abrdzoljuk Venn-
diagrammal a gyiimolcsimadokat. Szokds szerint haladhatunk

beliilrdl kifelé:

@) P=2 2021 p) p=3*t7+6 455
38 38
o) P=38—3=6+5+7+5+8+4=1_iz0589'
38 38 38

Megjegyzések: Nem érdemes logikai szitdt hasznalnunk, hiszen legfeljebb arra joviink rd, hogy nincs
olyan tanuld, aki ne szeretné legaldbb az egyik gyiimolcsot. A c) részkérdésnél attérhetiink a komple-
menterre is. Igy nincs sziikség a Venn-diagramra, a sz6veg tartalmazza a hdrmas metszet elemszamat.
Val6szintiségek szamitdsdndl a komplementer eseményre val6 attéréskor két dolgot is tehetiink:
felirhatjuk az 0sszes eseménybdl kivont ellentett eseményt; vagy kivonjuk a biztos esemény
val6észinlségébdl (1-bdl) a komplementer valdszintségét.

a) Minden szinbdl 8 van a csomagban. Ha visszatevés nélkiil hizunk, akkor minden hizds utdn
eggyel csokken a csomag elemszdma, és vele egyiitt az egyes szinek szdma is. Ne feledjiik, még
a 3, 2,2 azonos szint lapok lehetséges sorrendjeit is figyelembe kell venniink. A megoldas:
!
%-8-7-6-8-7-8-7
P:3.-2.-2. ~0,013.
32-31-30-29-28-27-26
b) Ha a kivett lapokat visszatessziik, akkor az Uj hizasndl nem csokken a vélasztasi lehetGségek
szama: 71
1 .83.82.82
p=3i2t2! ~0,0128.
327
Megjegyzés: Az a) részfeladatban a csokkend szorzatokat felirhattuk volna példdul a kovetkezd
forméban is:
32!
32-7)
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a) Kombinatorikabdl ismert a feladat: tegyiink sorba tébb dolgot, melyek kozott azonosak is vannak

(az el6z6 példdban is alkalmaznunk kellett). A megoldas:

!
_ 1M =45045.
81-41.2!
b) A feladat altal megadott pillanatban az 0sszes esetek szdma 8§, a kedvezd (rdzsaszin) esetek
szdma 2, igy: )
P= 3 =0,25.

c) Két megoldast is adunk. A bonyolultabb szerint, ha csak egy lildt nem vettiink ki eddig, akkor
!
a kivett 13 golyot %-féleképp tehetjiik sorba. Az egyes szinekbdl 8!, 4!, 2!-féleképp

hdzhatunk golydkat. A nevezGben gyakorlatilag 14! szerepel — a végére elvileg nem irhatjuk oda

az egyest (ahogy a 4! végére sem), de értékét ez nem befolyasolja:
st 81.41.21
_ 8!.31.21

14!

P =0,286.

Az egyszerlibb megoldds csak az utolsé golyora koncentrél: a 14 goly6 kozott 4 lila van, igy

2 2

4 .
azutolsé6 P= m = (0,286 valoszintséggel lesz lila. Természetesen megfeleld egyszerdsitések

utdn a bonyolultabbdl is megkapjuk az egyszer(ibbet.

d) A hirom szin 3!-féleképp kovetheti egymadst, azokon beliil a szokdsos 8!, 4!, 2!-féleképp
kovetkezhetnek az egyes golyok. Az Osszes esetek szama 14!, igy:

1.81.41.21
P=3' 8!-41.21

=0,000133.
14!

a) Barmerre megy, 5-szor kell felfelé, és 5-szor jobbra 1épnie. Osszesen 10 1épés, ami 10 perc.
b) Ossze kell szdmolnunk az 6sszes lehetséges titvonalat. Ezt megtehetjiik gy, hogy a lehetséges

!
5 jobbra és 5 felfelé 1€pés Osszes sorrendjét 6sszeszamoljuk: % =252. Ez azonban nem ad

utmutatast a kérdezett y = x egyenes alatt haladd esetekre.
Az biztos, hogy a jarkélds elsG (és utolsd) néhany lépése
meghatdrozott: az origébdl csak (1; 0)-n, majd (2; 0)-n at
vezet az Ut, ugyanis nem érinthetjiik az y = x egyenest.
Jegyezziik fel magunknak a pontok mellé, hanyféleképpen
juthattunk el oddig. Igy az x tengely minden pontjahoz 1-est
kell irni. A (3; 1)-hez viszont mar 2-t, hiszen (3; 0)-n és
(2; 1)-n &t is odajuthatunk, azokba a pontokba viszont csak
1-1 dtvonalon. Azaz minden pontban 6sszeadhatjuk a hozza-
juk vezeté pontok ttvonalait. Igy mar ki is tudjuk tolteni
az abrat. A kérdéses ttvonalak szdma 14. EllenSrzésképpen irjuk fel az elbb kiszamolt dsszes
eseteket is. Ujra 252-t kapunk. Igy a keresett valészintség:

L 0,0556.
2

P

7 7z z

c) Az y = x egyenesre szimmetrikus az el6z6 és ez az eset, igy valészintiségeik is egyenlSk.

191



2799

d) Eszrevehetjijk, hogy b) és c) esetekben éppen a kérdezett esemény komplementerét szamoltuk

Ossze. Ezért:

pzwzl_z.izo,ggg.
252 252

Megjegyzések: A feladat tobb altalanositasi, bvitési lehetGséget tartalmaz.

Az egyik lehet8ség, ha ugy értelmezziik a feladatot, hogy
az y = x egyenest csak atlépni nem szabad utkézben, hozzaérni
igen. Oldjuk meg igy is a feladatot!

Maisik lehetGség, ha nem az (5; 5), hanem példaul a (9; 6) pontba

. , 2 .
tart a katica. Természetesen ekkor az y = 3 - x egyenes alatti és

feletti részeket kérdezziik. Vigyazzunk, ekkor mar nem lesz
szimmetrikus az egyenes alatti és feletti 1épegetés!

Akdr azon is gondolkodhatunk, hogy az dltaldban (n; k) pontba
tart6 katicabogérra feltett hasonl6 kérdéseket hogyan vélaszol-
hatndnk meg. Mi lenne ekkor a vizvélaszté egyenes?

Az 0sszes eseteknél kapott dbrat figyelmesen szemlélve, esetleg
ismerGs alakzatot fedezhetiink fel a szdmok rengetegében.
135°-ban, negativ irdnyban elforditva Pascal-hdromszoget ka-
punk. Jobban belegondolva, teljesen egyértelmi, hogy ezt kell 14t-
nunk, hiszen kétoldalt 1-esek allnak, a kozottiik levé szamokat 1 4 6 4 1
pedig a haromszog képzési szabalydnak megfelelGen allitjuk eld.

A kockékat kiilonboztessiik meg, és tegyiik sorba (pl. sorszdimozzuk Gket). Két megolddst is adunk
az egyes lehet&ségekre:

Par, I. megoldas. Az egy part tekinthetjiik dgy, hogy kett6 azonos és harom azonos. Az utébbiak
a feladat szempontjabdl egy csoportot alkotnak ,.kiilonboz&ségiikben”. Taldn furcsdn hangzik,
de nézziik tovabb: szabad hely négy van, ugyanis csak a masodik ismétl6dd helye rogzitett. Az elsG
szabad helyre 6, a médsodikra 5, aztdn 4 és végiil 3 lehet§ségiink van, egy rogzitett. A par valo-
szinlisége: 51

_21.3!
Ppér‘ 65

.6-5-4-3

=0,463.

Pir, II. (ITL.) megoldas. Irjuk 6ssze, hany lehe- 1. kocka
t6ség van a par kialakitdsara. A kockdk sorsza-

maival adjuk meg az azonos értéket mutatOkat: | 2.kocka  x X x X
(152), (15 3), (1 4), (15 5), (2; 3), (2;4), (2, 5), 3. kocka X X X X
(354), (3;5), (45).

4. kocka X X X X
Meég jobban latszik, ha tabldzatba gydjtjiik az

5. kocka X X X X

azonosakat.

Ez tiz lehetGség. Az els6 kockan 6-félét, utdna a szabad helyeken 5-, 4-, 3-félét dobhatunk. A ma-
sodik x helyén viszont csak egyet, hiszen annak meg kell egyeznie az els§ x-szel.
Természetesen az eredmény nem véltozik:

p 10-6-5-4-3

=5 = 0,463
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Drill, I. megoldas. A helyzet nem valtozik a parhoz képest, csak itt harom és két egyformat kere-

stink (az ut6bbi kettd jatssza a kiilonboz§ szamok szerepét). Illetve annyiban valtozik, hogy — mivel
a szabad helyek szdma eggyel csokken — 6 -5 -4-gyel szorozzuk:

!
5! .6-5-4
3!-21

Drill, II. megoldas. Alkalmazzuk a par masodik megoldasanal bemutatott tdbldazatot, ezzel ismét
10 lehetGségig jutunk. Most azonban az x-ek jelentik a kiilonboz6 szdmokat, az iires helyeken
vannak az azonos dobasok. Mivel eggyel kevesebb szabad helyiink van, ezért a szorzétényezd
végérdl lemarad a harmas: 10-6-5-4

Piin = e =0,154.

Full, I. megoldas. Itt mar tényleg kettS és harom azonos értéket kell sorba raknunk. Azonban csak
két szabad helyiink van (a tobbit meghatarozzak), igy:

5!

EE T

Full, II. megoldas. Barmilyen furcsa, tablazatunk még mindig a korabban latott, csak képzeljiink
az iires helyekre példaul y-t. Igy:
10-6

10-6-5 0,0386.

P = &

Két par, I. megoldas. Ebben az esetben kettd-kettG azonos, és egy ezektdl is kiilonbdzé dobdsunk

. 5! et g
van, sorrend;jiikre m—t kapunk. Azonban a sorrendek kozott nem szamit kiillonbozonek,

ha a két par szerepét felcseréljiik (5-5-6-6-2 ugyanaz, mint 6-6-5-5-2), igy ezt még 2!-sal osztani

sz

kell. A harom szabad helyre 6-5 - 4-félét dobhatunk. A keresett valdszintiség:

5!
2!-;!-1! 6.5.4
Pkétpélr= - 6 ~0,231.

Két par, I1. megoldas. Vegyiik a korabbi tabla-

p L, 1.kocka x x x x x «x
zatot, csak most x-x és y-y jelolje a két part.

Léthatjuk, hogy a parhoz képest minden x-x | Zkocka —x x x 'y y
eset haromszor fordul el6 az y-ok elhelyezkedése "3 yocka
miatt. [gy nem 10, hanem 30 lehet&ségiink lesz

a parok helyét kijelolni. Azonban x és y szerepe  4.kocka y y oy y
is felcserélhetd (végeredményben nem kiilon-
boztetjilk meg az x-x-z-y-y és y-y-z-x-x dobé-
sokat), ezért 2-vel osztanunk kell a lehetséges sorrendek szdmat, ami 15. A szabad helyek szdma
eggyel csokkent a parhoz képest (6-5 - 4). A keresett valdszintiség:

15-6-5-4
PkétpéI:Tz07231'

5. kocka y Yy y y

Végiil élljon itt a kérdésre adandé vélasz: par, két par, drill, full.
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a) Eredetileg annak az esélye, hogy Baldzs felel:

P = ~0,0333.
30

A strigula utdn a szoftver Ggy veszi, mintha Ballab ur kétszer lenne a napléba irva. Ezzel eggyel
novekszik az Osszes esetek és eggyel a , kedvez§” esetek szdma is:

Py =2 ~0,0645.
31

A novekedési szorz6 a kett$ hanyadosa, % =1,935-szeres. Szdzalékban kifejezve a novekedés

93,5%-o0s, illetve egy strigula (feltéve, hogy a tobbieknek még nincs ilyen) utdn a felelés valo-
szindsége 93,5%-kal nagyobb.

b) Tegyiik fel, hogy Baldzsnak n striguldja van (a tobbieknek még nincs). Ekkor a felelés valé-

szinlisége: 1+n
T 30+n
A kovetkezd egyenlGtlenséget kell megoldanunk a pozitiv egészek halmazan:
1
7 50,5
30+n
Innen: 0> 08,
c) Legyen Baldzsnak n, Borisznak m striguldja (masnak nincs, n, m pozitiv egészek). Ekkor:
1+n 1+m
Baldzs = 54 . . ° Borisz — v . "
30+n+m 30+n+m
A feltétel szerint azt akarjuk, hogy:
It 02 e M S0,
30+n+m 30+n+m

Atalakitva mindkét egyenlStlenséget és megszabadulva a tizedes tortekt6l, ezt kapjuk:
4n-m>25 és Tm—3n>80.
Mit kezdhetiink két egyenlGtlenséggel? Alapvet&en két valasztasi lehetdségiink van: prébal-

kozunk vagy rajzolunk. Kezdjiik a probélkozéassal! Segit, ha m-et két n-es kifejezés kozé
szoritjuk: 20+ 3n

dn-25>m> .
7

Az els6 egyenl6tlenség miatt n > 6. Azonban n =7, 8,9, 10-re sem kapunk megfeleld meg-
oldést, mert a harmadik kifejezés nem kisebb az els6nél. Végre n = 11-re megkapjuk az elsé
két megoldast, m =17 és 18. Készitsiink egy kis tabldzatot a lehetséges n, m parokrol. Az adott
n-hez megtaldlt 6sszes m értéket nem soroljuk fel, csak a legkisebbet és a legnagyobbat.

n 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
My, 17 17 18 18 18 19 19 20 20 21 21 21 22 22 23 23 24 24 24
Mpay 18 22 26 30 34 38 42 46 50 54 58 62 66 70 74 78 82 86 90

Ennyi felirasb6l mar megfogalmazhatunk két szabdlyszertséget is: ha n egyesével novekszik,
akkor my;, véltakozva 3-2-2-es csoportokban teszi ugyanezt, m,,, pedig n minden ugrasit
négyesével koveti.
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A madsik lehetGség, ha kiilon-kiilon a két egyenl6tlenségre

mint két linedris fiiggvényre gondolunk, és dbrazoljuk Sket

a koordindta-rendszerben (n helyére x keriil, m szerepét
pedig y veszi at); s & 3 » 80 \

y y 7 7

Satirozzuk be az egyenlGtlenségeknek megfelel§ tartoma-
nyokat. Mivel n és m csak egész értékek lehetnek, a kozos
részben taldlhaté egész koordinétdjua pontok, az un. rdcspontok
adjak a megolddst.

N A o

Akdrhogyan is oldjuk meg a feladatot, végtelen sok meg- I i Ve A
oldést kapunk Baldzs €s Borisz striguldi szdmara, a megadott !
hatdrokon beliil.

Megjegyzés: Oldjuk meg ugy is a feladatot, ha azt keressiik, hogy mikor kisebb a fitk felelé-
sének valdszintisége a megadott 0,2 és 0,3 értékeknél.

d) Jelolje N aJolan osztalytarsainak kiosztott strigulakat. Ekkor az § felelésének valdszindsége:

1
30+N°
Ezt szeretnénk 0,01 ala csokkenteni:
! <0,01.
30+N
Egyszert 4talakitdsokkal: N > 70.
Vegyes feladatok — megoldasok
a) és b) esetén a szdmegyenes €és a megadott
események 4brazoldsa a rajzon lathato. - A c .

o e~ |o

c) Biztos esemény: D, lehetetlen esemény: B. DO A A

a) Hatos dobdsok szama: {0; 1; 2; 3; 4; 5}.
b) A dobott szamok 6sszege: {5;6; 7; ..., 30}.
c¢) A: lehetetlen (hatos), B: biztos (mindkett§), C: lehetetlen (dobott 6sszeg), D: biztos (hatos).

a) C és D.

b) A = {legaldbb 16-ot dobunk}; B = {pdratlant dobunk}; C = {primet vagy 1-est dobunk};
D = {6sszetett szamot vagy 1-est dobunk}.

c) A+D=1{1;2;3;...;14; 15; 16; 18; 20};
A-B-C=1{16;18;20};
B+C=1{1;3;5;7;11; 13; 17; 19}.

d)C-D=C+D.

a) Barmely kett§ kizarja egymast.
b) A-B-C =biztos esemény; A-B+ C=C; A-(B+ C)=lehetetlen esemény.
c¢) A pirossal jelolt esemény = A+ B + C.
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(2805 IS
A4 a) 3éve: 0,17; 2 éve: 0,19; tavaly: 0,18; b) még 64-et.
2807 i=0,4.
20
2808 i=0,i.
45
3!
2809 5:0,05.
29 29.28 292
E o) =—==0,216; b ~0,04556; ¢ ~0,0468.
)134 )134~133 )1342
10
D o) 1; b) —=0,29.
35
1 5-1 s5n-1.1
gVl a) —=0,167,; b) — =0,1389; c .
(2812] )6 ) P ) o
B o) i=0,08; b) ﬂz0,944.
25 54
2814 1)) 1_M:o,5; b) ;z0,000I%.
6-7-8-9-10 6-7-8-9-10
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