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10.3. A MASODFOKU EGYENLET

A masodfoki egyenlet és fiiggvény — megoldasok

a)
e)
i)

a)

d)

8)

(x-1)2+3;
(x + 8)2 - 60;
2-(x=2)%+5;
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Zg&rushelye nincs.
Minimum értéke: y = 2,

helye: x =4.
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Zérushely: x; =-6, x, =—4.

Minimum értéke: y = —1,

helye: x =-5.
Y
2-(x+1)2+1
5 L
=5 =l 1 5 X

Zé&rushelye nincs.
Minimum értéke: y =1,
helye: x =-1.

b) (x=3)2+ 1
f) (x=10)*-93;
J)3-(x=2)*-5;

b)

h)

IS

5 4 /1 5 x
(X +12-4
14

Zérushely: x; =-3, x, = 1.

Minimum értéke: y = —4,
helye: x =-1.
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(x =5

(3]

a1 5 X

Zérushely: x = 5.
Minimum értéke: y =0,
helye: x =5.
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2-(x-37218

8+

Zérushely: x; =1, x, =5.
Minimum értéke: y = -8,
helye: x =3.

c) (x+2)2-3;
g) (x—1,5)2-0,25;
k) —(x +5)%+27;

c)

f)

d) (x-6)2-25;
h) (x +2,5)%-5,25;
) —(x=4)2 + 19.

e

-5 -1 il 5 X

(x=12-9

-9

Zérushely: x; =4, x, =-2.
Minimum értéke: y =-9,

helye: x = 1.
T
a1 56 0 X
-5+

(x-62-9

-9+
Zérushely: x; =3, x,=9.

Minimum értéke: y =-9,
helye: x = 6.

Zérushely: x; =1, x, =5.
Maximum értéke: y =4,
helye: x =3.
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Zérushely: x| = > X, =2. Zérushely: x; =-7, x,=-3.  Zérushely: x; =-3, x, =—-1.
o o 1 Maximum értéke: y = 4, Maximum értéke: y = 3,
Minimum értéke: y = —g, helye: x =—5. helye: x =-2.

7
helye: x = —.
A

a) a(x) = x> — 1, zérushelyek: x; =1 és x, =—1.

b) b(x) = (x + 1)? + 1, nincs zérushely.

c) c(x) = (x —2)?, zérushely: x = 2.

d) d(x) = (x +3)> - 1, zérushelyek: x; = -4 és x, = 2.

e) e(x) = (x —4)2 - 1, zérushelyek: x;=36ésx,=5.

f) f(x) = (x +2)> — 4, zérushelyek: x; =0 és x, = —4.

g) g(x) =2-(x—1)2 -2, zérushelyek: x; =0 és x, = 2.

h) h(x) =—(x + 4)2 + 9, zérushelyek: xp=-14és x,=-7.
B a) f(x)=(x+3)>+c-9.

Nincs zérushely, ha ¢ > 9. Egy zérushely van, ha ¢ = 9. Két zérushely van, ha ¢ <9.
b) gx)=(x—4)2+c—16.

Nincs zérushely, ha ¢ > 16. Egy zérushely van, ha ¢ = 16. Két zérushely van, ha ¢ < 16.

25
c——.

2
c) h(x)=(x—§)+ 1

Nincs zérushely, ha ¢ > ? Egy zérushely van, ha ¢ = % Két z€rushely van, ha ¢ < %

BB a) x> - 14x + p = (x — 7)> — 49 + p minden valés helyen pozitiv, ha p > 49.

2
b) 2x2—6x+p=2- (x - —) - % + p minden val6s helyen pozitiv, ha p> %

2

2
c) Sx2-8x+p=5 -(x - —) - ? + p minden valds helyen pozitiv, ha p> ?

5

B o) fx)=(x-2)2+1=x2—4x+5. Tehat b=—4; c=5.
b) f(x) = (x = 5)2=x2—10x + 25. Tehit b =—10; ¢ = 25.
c) f(x)=(x+3)2-3=x2+6x+6. Tehit b=6; c =6.
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A MASODFOKU EGYENLET

f(x) = (x—2)% -4, afiiggvény grafikonja az dbrdn lathato.
a) Az adott intervallumon egy zérus helyvan: x = 0. DT
b) Az adott intervallumon maximum taldlhat6 az x = —3 helyen,
értéke: y=21.
Minimum az x =2 helyen van, értéke: y = —4.

c) A fiiggvény szigorian monoton csokken, ha x € [-3; 2],
novekszik, ha x € [2; 3].

a)2-32-b-3+18=0, ebbdl b =12.

by b2 b?
b) f(x)= 2-(x —ZJ —§+18. Nincs zérushely, ha 18—?>O, -12<b< 12.

2 19
c) fx)y=2- (x - %) - % +18. g— 1, tehat b =4 esetén lesz az x = 1 helyen a minimum, ekkor

f(x)=2-(x—1)2 + 16, a minimum érték 16 és nem 10. Tehdt nincs a feltételnek megfeleld b.

A masodfoki egyenlet megolddképlete — megoldasok

a) x, =2, x,=-3; b) x1=§,x2=5; c) x1=§,x2=3;
d) x, =0, xz—g e) x; =20, x, =-20; ) x1 =12, x, =-12;
g) x; =13, x, =-13; h) nincs megoldas; i) x; =10, x, =-10;
J)x1=17,x=-7, k) x; =4, x, =-4; ) x; =11, x, =-11.
a) x;=0, x,=5; b) x; =0, x,=-T7,; c) x;=0, x, =-3;

4 15 1
d) x;=0,x,=—=; e) x; =0, x,=—; x1=0,x==;
) x1=0,x 3 ) x1=0, x 2 1) x 275

9 17

x1=0, xy=——; h) x;, =0, x,=—.

8) X 2775 ) x| 273
a) x;=2, x,=4; b) x; =2, x,=-6; c) xy=-2, x, =-6;
d) x,=-3, x,=-9; ¢) nincs megoldas; f)x=-1, x,=-9;
g) x =1, x,=-9; h) x; =3, x,=13; i) x; =6, x,=8.
a) x;=-4, x,=1; b) x;=1, x, =-5; c) x; =5, x=3;
d) x,=-3,x=T, e) x1=4,x2=—§; f) x=5;

3 1 2

X1 ==5,x==; h) x;=——, x,=2; i) x;==-3,x=——;

8) X 275 ) X 3 ) X 2773
) x 1 Xy =—4; k) x -7 X —é‘ /) nincs megoldas;
J) X 4 2 ’ 1=y g )



1

j)x1:4,x2:§; k)x1:2,x2:—5; ) x1=3,x=-1;

m) x1:2, x2:—15; }’l,) x1:3’ xzz_l; O)XZ—S;

BB a) x#5 és x #-5, x € R. Beszorzis és rendezés utan: 2x% — 50 = 0. Nincs megold4s.
b) x#4 és x #—4, x € R. Beszorzds és rendezés utan: x2—6x + 8 = 0.
Az egyenlet megolddsa az adott szdmhalmazon: x = 2.

1 1 L o . ,
c) x# 5 és x # —5, x € R. Beszorzés és rendezés utdn: 6x2 + 4x + 1 = 0. Nincs megoldas.

d) x+ % és x # —%, x € R. Beszorzis és rendezés utdn: x2—3x—10=0.

Az egyenlet megolddsa az adott szimhalmazon: x; =5 és x, = -2.
e) y#+2, y e R™. Atalakitds utdn:
- 6-y _ 2
3-0+2)-(y-2) y-2

Rendezve: 3y* + 7y — 6 = 0, amibdl: y, = % és y, =-3.

Az egyenlet megolddsa az adott szimhalmazon: y = 3.
f) a#=+3, a e R*. Atalakitds utén:
24 +12a Sa a+7 _
(@+3)-(a-3) a+3 a-3

Rendezve: 64> —17a -3 =0, amib6l: a; =3 és a, = —é.
Az egyenletnek az adott szdmhalmazon nincs megoldasa.
g) b#=+2, b e Q. Atalakitds utén:
16 +2b __b-1  2b+1 _
3-b+2)-(b-2) 2-(b+2) 3-(b-2)

Rendezve: 7b? —3b—22 =0, amibdl: b, =2 és b, = —%.

Az egyenlet megolddsa az adott szdmhalmazon: b = —H.
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h) d#0, d#+2, d e N. Atalakitds utén:
4 d 1

d'(d+2)=(d+2)~(d—2)_ d-d-2)
Rendezve: d? - 5d + 6 =0, amibdl: d, =3 és d, = 2.
Az egyenlet megolddsa az adott szimhalmazon: d = 3.

i) e#5, e -2, e € N. Atalakitds utdn:
21 2e  3-2+e)_,

(€-52 e-5 e+2
Rendezve: e —20e + 96 = 0, amibdl: e, = 12 és e, = 8.
Az egyenletnek mindkét gyoke megoldds az adott szdmhalmazon.
j) y#-1, y#3, y e Z. Atalakités utan:
y 2 _ 4y =0.
y=3 y+1 0=3)-0+D
Rendezve: y> —y—6 =0, amibdl: y, =3 és y, = 2.

Az egyenlet megolddsa az adott szdmhalmazon: y =—-2.

Az egyenlet diszkrimindnsa: 16 —20c. 4
a) Két kiilonboz8 valés megoldds van, ha 16 —20c¢ > 0, vagyis ¢ < —.

b) Egy valés megoldas van, ha 16 —20c¢ =0, vagyis ¢ = %

¢) Nincs valés megoldds, ha 16 — 20c¢ < 0, vagyis ¢ > 3
a) a-(-3)>2+6-(=3)-1=0, ha a=%.
b) Az egyenlet diszkrimindnsa: 36 + 4a.
Egy valds megoldds van: ,
I. Ha az egyenlet els6foki: a =0, ekkor x = 3

II. Ha a #0, D =36 + 4a =0, vagyis a =-9. Ebben az esetben x = %

c) Két kiilonboz6 valdés megoldds van, ha a #0 és 36 + 4a > 0, vagyis ha a >-9, de a #0.
d) Nincs valds megoldas, ha 36 + 4a < 0, vagyis ha a <-9.

Az egyenlet diszkrimindnsa (2m + 1)2—4m-(m —3) = 16m + 1.
a) Egy valés megoldas van:
I. Ha az egyenlet els6foku, azaz m = 0, ekkor x =-3.

II. Ha m # 0, a diszkriminans 16m + 1 =0, amib8l m = —%.
Az egyenlet: _L. x2 - 14, X — ik =0, a megolddsa x =-7.

16 16 16

b) Két megoldds van, ha 16m + 1 >0, azaz m>—%, de m#0.

¢) Nincs megoldds, ha 16m + 1 <0, azaz m<—%.



Vizsgaljuk meg az egyenlet diszkrimindnsat:
D=4-(5k+3)?-20-(5k* + 6k + 1) = 16.
Eredményiink azt mutatja, hogy konnyen megkaphatjuk az egyenlet gyokeit:

2171 o}

x:2-(5k+3)+4:10k+1():k+1

L 2:(k+3)-4 _10k+2_ 1
! 10 10 2 10 10

k+—.
5
A gyokok kiilonbsége: x; — x, = rt valéban fiiggetlen k-tdl.

Ha van val6s gyok, akkor az egyenlet diszkrimindnsa nemnegativ:
D=4-(a-=b+c)>=12-(a>+b%>+c?)>0.
4-[(a-b+c)?-3-(a?+b*+c2)]=-8-(a%+ b%+ c? + ab —ac + be).

Teljes négyzeteket kialakitva:
D=-4-[(a+b)*+(a—-c)*+(b+c)?],
ez a kifejezés soha nem pozitiv, csak akkor van megoldés, ha 0-val egyenld.
Ekkor a+b=0,a—-c=0és b+c=0.
Mindharom feltétel teljesiil, ha a = ¢ = -b.

Atalakitva:

Ekkor a ¢ helyére a-t, és b helyére (—a)-t helyettesitve és 3-mal osztva azt az egyenletet kapjuk,
hogy a?x? +2ax+1=0, ahol a #0.

1
Az egyenlet egyetlen megolddsa x = ——.
a

A gyoktényezos alak. Gyokok és egyiitthatok kozotti
osszefiiggés — megoldasok

a) (x=2)-(x+3); b) (x+4)-(x+3); c) (x=5-(x+7);

d) (x+10)-(x + 6); e) (x—8)% f) nincs megfeleld szorzat;
g) x+3)-(x-3); h) 2-(x+7)% i) Bx+2)-(x+2);

j) @x—1)-Bx+5); k) 3-2x)-(x+6); [) (4-3x)-(4x+1).
a) x2—Tx+12=0; b) x2-5x-14=0; c) x2+9x+18=0;
d) x> +4x-5=0; e) x2-36=0; f)x2—33x+252=0;
g) X2 +4x=0; h) 6x2-7x+2=0; i) 15x2+x-2=0;

j) 20x2+19x +3=0; k) 30x2 + 19x — 28 = 0; ) 72x*—41x-91 =0.
Példaul:

a) x>-3x+2=0; b) x2+2x-3=0; c) 3x2+x-2=0;

d) 4x2+7x+3=0; e) 13x2-35x +22=0; f) x2=3=0;

g) X2 —4dx+1=0; h) x> —14x+31=0.

x2+7x+12_(x+4)-(x+3)_x+3. 3x2—13x—10_(3x+2)~(x—5)_3x+2'

- - B b - - ’

2+2x-8 (x+4)-(x-2) x-2 )2x2—7x—15 2x+3)-(x-5) 2x+3
o) 2x2+3x-5 _(2x+5)-(x-1) _x-1, 10x2—13x—3_(5x+1)-(2x—3)_5x+1
2x2+11x+15 (2x+5)-(x+3) x+3° —8x2+14x-3 (3-2x)-(4x—1) 1-4x

.................. . 36
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5
Ay a) x)+ x, =—5;

b) xl-x2=—%;

1 1 x+x
LI |
X1 Xy XX

=5;

d) x12+x22=(x1+x2)2—2~x1-x2=%;

e) x3+ x4 =—(x; +x2)=§, X3 X4 =X -x2=—%, az egyenlet: 2x>—5x—1=0.
f) Ha x3=x; -2 és x4, =x, — 2, akkor:
13, 17
X3+X4—.X1+X2—4——? €S .X3'.X4:xl'X2—2'(.xl+.XZ)+4:?.

Az egyenlet: 2x2 + 13x+ 17 =0.

a) Az x,%- x, + x, - x,° kifejezést dtalakitva: x, - x, - (x; + x,), majd ebbe helyettesitve a Vieté-
formuldkkal kapott eredményeket (x; + x, = -7; x| - x, = 12) kapjuk, hogy:
X2 Xy + X xy” = -84,
Vegyiik észre, hogy x,? + x> = (x| +2)* = 2-x; - x,. Ebbe helyettesitsiik a Viéte-formuldkkal
kapott eredményeket (x; +x, =-7; x; - x, = 12). Igy kapjuk, hogy:
x% +x,% =25.
b) Hasonlban az a) feladathoz, kapjuk, hogy:

‘ 25
xlz-xz +x1-x22= e€s X12+XZ2=I.

2
c) Hasonléan az a) feladathoz, kapjuk, hogy:

15 . 29

X2 xy + Xy x? = és  x; +x22=7.

Az x)%2 + X2 = (X + X,)* = 2 X, - X, dtalakitdst elvégezve, az egyenletbe helyettesitjiik a Viéte-
formuldkkal kapott eredményeket (x; + x, = —p; x| - x, = —15), igy kapjuk, hogy:

34 =(-p)>-2-(-15), amibsl p==2.
Oldjuk meg a megfelelS egyenleteket paraméteresen, és alakitsuk szorzattd:
2 -2xy-3y?  (x+y)-(x-3y) _x+y,
oy +3y? (- -(-3y) x-y

2x2 + Sxy — 3y2 _(2x—-y)-(x+3y) _ x+3y.
2024 3xy—2y2 (2x—y)-(x+2y) x+2y

b)

x2+(3—2y)~x—6y_(x—2y)~(x+3)_x+3.
X2-(1+2y)-x+2y (x=2y)-(x-1) x-1

6x2 +(15+4y)- x+10y (Bx+2y)-(2x+5) 2x+5
6x% + (4y —9)- x — 6y (3x+2y) (2x - 3) T2 -3




A gy6kok és egyiitthatok kozotti dsszefiiggések alapjan:

V= xl +x2 —(x1+x2) —2x;-x,=p p?-2gq,
Yy =X3 + 3= (0 + xp)% = 3x7 - x5 = 3y - %3 = () + x0)° = 3x; - Xy - (4 + xp) =
=(p)y-3q-p)=-p’+3p-q.
A keresett egyenlet egyiitthat6i szintén felirhatok a gyokokkel, ezért a megtelel$ egyenlet:
Y2 =[(p*-29)+ Gp-g-pH]-y+(p*-29)-BGp-qg—p> =0.
Felbontva a zar6jeleket:
Y2+ (pP—p*=3p-q+2q)-y-p’+5p>-q-6p-q*=0.

Masodfokiira visszavezetheté6 magasabb fokszamu egyenletek,
masodfoku egyenletrendszerek — megoldasok

a) x>=4: x; =2, x,=-2; vagy x> =1: x3=1, x, =—1.

b) x*=9: x;, =3, x,=-3; vagy x’=1: x3=1, x, =—1.

c) x> =4: x; =2, x, =-2; vagy x> =—5: nincs megoldésa.

d) x*=9: x; =3, x, =-3; vagy x> =—1: nincs megoldésa.

e) x>=25: x; =5, x, =—5; vagy x> =—5: nincs megoldasa.

f) x*=—4 vagy x?=-7: nincs megoldésa.

g) x2:l; x| :l, xzz—l; vagy x2=i: x3=l, x4:—l
4 2 2 16 4 4

h) x*= €. x| = l, Xy = —l; vagy x? =—-3: nincs megoldésa.
25 5 5

i) x3=—-1: x; =-1; vagy x*=8: x,=2.

j) x3=27: x,=3; vagy x*=1: x, = 1.

k) x3=—1: x; =—1; vagy x3=-8: x, =-2.
1) x3=—-1: x; =—1; vagy x3=5: x, = 3/5.

1 7
a)x1=1,y1:1;x2:—5,y2=z; b) x;=8,y1=4 x,=3, y,=-1;

8 23 13 73
c)x; =2, =1, %=—=, y,=—; d) x, =1, 1, xy=——, yy=——;
) x1=2, y; 2= 2= ) x; v = 210" 27 5

3
e) x;=5y1=20=2,=>5 f)x1=2,Y1=32x2=—5,J’2=—4§
1 1

g)x1=1’Y1=2§x2=6,)’2=§§ h)x1=—z7)’1=8§x2=—2’}’2=1§
. . 8 31
)x;=3, y=Lx=-3,y,=1 J)xlzg,yl —?;xz——4,y2—5
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a) Ha a = (x - 2)? az egyenlet: a® — 5a + 4 = 0. Megolddsai: a=1 és a=4.
Visszahelyettesitve: (x—2)>= 1, amib6l x; =3, x, = 1;
(x=2)%=4, amib6l x; =0, x, = 4.
b) A b= (x+3)? helyettesitéssel: b>—7b — 18 = 0, aminek megolddsai: b; =9, b, = 2.
Visszahelyettesitve: (x + 3)2=9, ahonnan x;=0, x, =-6;
(x + 3)2 = -2, aminek nincs megoldisa.
c) A ¢ =(x+5)? helyettesitéssel: ¢>— 13c — 48 = 0, aminek megolddsai: ¢, = 16, ¢, =-3.
Visszahelyettesitve: (x + 5)2 = 16, amibdl xp=-1,x=-9;
(x + 5)? = -3, aminek nincs megoldisa.

d) A d=(x-3)? helyettesitéssel: 364> — 13d + 1 = 0, aminek megoldasai: d, —i d, = %
Visszahelyettesitve: (x —3)% = l, amib6l x, = z, Xy = é;
4 2 2
1 10 8
x—-3)2=—, amibSl x; = —, x, = —.
(=7=3 T3N3

a) Az a =x? + 6x helyettesitéssel: a-(a +4) — 77 = 0, aminek megoldasai: a;=7, a,=-11.
Visszahelyettesitve: x2 4+ 6x =7, amibdl x=1, x,=-T,
x2 4+ 6x =—11, aminek nincs megoldésa.
b) A b =x?—4x helyettesitéssel: b-(b—3)— 10 = 0, aminek megoldasai: b, =5, by=-2.
Visszahelyettesitve: x2—4x =5, amibdl x1=5, x=-1;
x2—4x=-2, amib6l x3 =2+ /2, x, =2 - 2.
c) Az egyenlet talakithaté: (x? —2x)2—11-(x2—2x) +24=0.
A c=x2-2x helyettesitéssel: ¢2—1lc¢c + 24 =0, aminek megolddsai: ¢; =8, ¢, =3.
Visszahelyettesitve: x> —2x =8, amibdl x; =4, x, = -2;
x2—2x =3, amibdl x3=3, x4=-1.
a) Az els6 egyenletbe helyettesitve a masodikat: —8 —2x + y = 2, ebbdl y-t kifejezve és behelyet-
tesftve a masodik egyenletbe: x% + 5x +4 =0, ebbdl x; =1, y; =8; x, = -4, y, =2.
b) Az els6 egyenlethez hozzdadva a mdsodik 4-szeresét: 13x% =117, ebbdl: x; =3, y; = 1;
X2=3, y2=—1; X3=—3, Y3 = 1, X4=—3, y4=—1.
c) Az els6bdl helyettesitve a mésodikba, beszorzds utdn: x* — 17x + 30 =0, ebbdl x, = 15, y, = -10;
Xy = 2, Yo = 3. 1
d) A masodikbdl helyettesitve az elsGbe, beszorzds utan: 2y2 +3y-2=0, ebbdl: x; =1, y; =—;
Xy = 6, Y= —2. 2
e) Az elsé egyenletbsl a masodikba helyettesitve az x* — 20x2 + 64 = 0 egyenlet adédik, ebbdl
X =4y =-2ixm=-4 y,=2,x3=2, y3=-4 x4 =-2, yy=4.
f) Az els6 egyenletbSl a masodikba helyettesitve az x* — 3x2— 54 =0 egyenlet adédik, ebbdl
x1=3,y1=2x=-3, y,=-2.
g) Osszeadva az egyenleteket: 2x* + 2x = 60, megoldva és visszahelyettesitve: x; =5, y; = 1;
X=5y=-2,x03=-6, y3=1; x4 =6, y, =-2.
h) A két egyenlet bal oldalat szorzatta alakitva és elosztva az els6t a méasodikkal: X -4, ezt
visszahelyettesitve: x; =—-4, y; = 1;x, =4, y, =-1.



a) Mivel az x = 0 nem megoldas, eloszthatjuk mindkét oldalt x2-tel:

2-(x2+i2)—9-(x+l)+14:0.
X X

1 1
Helyettesitsiik az y = x + —-et, ekkor x2+ —= y2-2.
X X

(9]

Az egyenlet: 2- (y2 —2)-9y+ 14 =0. A megolddsai: y; ==, y, = 2.

N =

. 1 .
Visszahelyettesitve: x + —= % A megolddsai: x; =2, x, =
X

x4+ 1 =2. Amegoldésa: x3 =1.
X
b) Mivel az x = 0 nem megoldas, eloszthatjuk mindkét oldalt x2-tel:

6-(x2+izj—5-(x+l)—38=0.
X X

1 1
Helyettesitsiik az y = x + —-et, ekkor x2+ —= y2 2.
X X

Az egyenlet: 6-(y*> —2) — 5y — 38 = 0. A megolddsai: y, = ? Yy =——.

Visszahelyettesitve: x + ! = % A megoldésai: x; =3, x, = %;
X
X+ l = —é. A megoldésai: x3=-2, x4 = —l.
X 2 2

a) Ha megvizsgéljuk az egyenletet, kideriil, hogy az x; = 1 megoldas, ennek megfelelGen alakitsuk:
xex-D-—x-(x-1)-12-(x-1)=0,
(x-1)-(x2—x-12)=0.
A szorzat mdsik tényezdje is lehet 0: x? —x — 12 = 0. A megolddsai: x, = 4, x5 =-3.
b) Az egyenlet egyik megolddsa az x; = —1. Alakitsuk szorzatta:
2 x+D-x-x+1)=6-(x+1)=0,
(x+1)-x2=x-6)=0.
Ha a mésik tényez6 0: x> —x — 6 = 0, aminek a megolddsai: x, = 3, x3 = —2.
c) Az egyenlet egyik megolddsa az x| = 2. Alakitsuk szorzatta:
X2 (x=2)+9%-(x—2)+20-(x—2)=0,
(x —2)-(x2+9x +20)=0.

A mésodik tényezébdl: x2 + 9x + 20 = 0, aminek a megolddsai: x, = -4, x; = 5.

Masodfoki egyenl6tienségek — megoldasok

a) x<-7 vagy x>17, b) —10<x<10; c) x<—6 vagy x 2 6;
d) -20 < x < 20; e) xeR,; f) nincs megoldas;
g) —J15 <x <15; h) x <—~/7 vagy x>/7; i) x<-3 vagy 0<x;
Jj) —§<x<0; k)x<Ovagyx>§; ) 0<x<5.



d)

g)

J)

(2186 Jfe)

-T<x<l1;

y d

o

14

INERENE

nincs megoldas;

y g
1 {
-5 1| 1 5
3
—=<x<2;
2
J y
051
0,11
-1,0 -05 -01 | 01

{05 1;2;3; 45}

x<-2 vagy -1 <x;
3 gy 3<F

e)

h)

c) {-5;-4;-3;-2;-1;0; 1;2; 3};

e) {=7,-6,=5-4;-3;-2;-1;0; 1, 2; 3: 4, 5};
g) {-9;-8;-7;-6;-5;-4;-3;-2; -1, 0};

x<-2 vagy 4<x;

x<—6 vagy -1 <ux;

h y
1..
_.5 \7 ;
_5-.
5 1
—S<x<—=;
2 2
y
051
01
EXRRY YAV
é <x< 2;
5 7

D)

3<x<6;
f y
5.
1.
-0 -5 a1 x
xeR;
y i
5
1.
-5 -1 1 I X
xeR;
280
5.
1.
-5 -1 1 I |

nincs megoldas.

b) {=5-4,-3;-2;-1,0; 1, 2; 3; 4};
d) minden egész szdm megoldas;

f){=4:-3;-2;-1;0;1; 2; 3};
h) {-6;-5;-4;-3;-2;-1;0; 1; 2};

i) {=12;-11; -10; =9; =8; -7; =6; =5; —4; =3; =2; =15 0; 15 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8}.



MEGOLDASOK - 10. EVFOLYAM

a) Az x kiemelése utdni masodfoku kifejezést alakitsuk szorzatta: X=3 50
B+x-12x=x-(x+4)-x-3)<0. T
_____ X+4>0
Amegoldds: x<-4 vagy 0<x<3. K50
-4 0 3 5
— o—9
b) Az x kiemelése utdni masodfoku kifejezést alakitsuk szorzatta: Y+5>0
3 2 — e
—2x° =Tx*+ 15x=x-3-2x)-(x+5) > 0. 3-2>0
3
A megoldés: x <5 vagy 0<x< 2 e il
-5 03 5
—0 o—g

c) x2<—8 vagy x% >4, az elsének nincs megolddsa, a masodikbol: x <—2 vagy 2 < x.

d) 1 <x*<9, amib6l -3 <x<-1 vagy 1 <x<3.

—x2 (6 —
4318 _(43):6-0

A a) Anevezs: x2+7>0. b)
x—-4 x—4
A megoldés: x <-5. A megoldds: x <-3 vagy 4 <x<6.
y EnEEEEEEEl £=420
ol fy=x247 —XeT20 Y=+ 18 exx0
_x+8<0 . 2 |[EEEEESEIIEIEINENEREREmEy x+3>0
-5 0 -3 0 4 6
7
2T 24
10 B 10 X 210 iy }/ 10 X
y=x+5
-10 + -10
xz—x—6_(x+2)-(x—3)> x2—7x+15_ x2—7x+15
x2-x-2 (x-2)-(x+1) x2+7x-18 (x-2)-(x+9)
ezért: x<-2 vagy -1 <x <2 vagy 3 <ux. A megoldds: -9 <x < 2.
,,,,,,,,,,, o X+1>0 X2-7x+15> 0
S —— = i oo
,,,,,,, 320
o X+220 I -2 )
T1° 210 23 101 = 0 &

11! 27 [ y=x2-7x+15
: i 2 || 0 X

5

y=x2+7x-18




x2—8x+15_(x—5)-(x—3)
x2-3x—4 (x+1)-(x—4)

A megoldas: -1 <x<3 vagy 4 <x<5.

yh\y=x2-8x+15

5 -

-1 y=x2-3x-4

x2-16 _(x—4)-(x+4)<0
$2-2x-24 (x+4)-(x—-6)

g)

A megoldds: 4 <x<6.

-6>0
y= x2-16 y SRR, -,
7777777 X+4>0
pdl L LIl L1 1 x-4=0
_:10 _2: 4 0 46
—o

a) W>O, x#3.

Meghatdrozzuk, hogy a feladatban szerepl§ (x —5), (x —2) és
(3 —x) kifejezések mely értékekre pozitivak, illetve negativak.
Az abra szerint a megoldds: x <2 vagy 3 <x<5.

x—le—Z

b
) x-2 x-

, x#2, x# 1.

Redukaljuk nulldra az egyenlGtlenséget, majd a k6zos nevezire

hozatal és 0sszevonds utdn kapjuk:
_2x-3
(x-1-(x-2)

A kifejezések elGjelvizsgalata utdn a megoldas: 1 <x < %

h)

2x2—7x—4_(x—4)-(2x+1)<0
24+x-6  (x+3)-(x-2)

A megoldas: -3 <x£—% vagy 2<x<4.

x-420
=]

| y=2x2-7x-4

2x2+x-15 _ (x+3)-(2x-5) >0
—x2+15x-50 —(x-5)-(x-10)

A megoldas: -3 <x S% vagy 5 <x< 10.

y=2x2+x-15

y=-x2+15x-50




c)

d)

f)

5 x-1

1+ <—, XxX#X2. _
x=2 24x e a=2>10
Redukadljuk nulldra az egyenlStlenséget, hasonldan a b) feladat — ------- o x+2>0
megoldasahoz. A kozos nevezdre hozatal, és az 6sszevonds utdin 2&+1>0
a kovetkezd egyenlGtlenséghez jutunk:
-2 _10 2
& <0, melybdl: M < o 4 o
x+2)-(x=-2) x+2)-(x-2)

A hanyadosban szerepl? kifejezések elGjelvizsgalata utan kapjuk, hogy az egyenlétlenség meg-

olddsa: x < -2 vagy -3 <x<2.

3 1
1+ <—, x#0,x#1.
242x x  ee 1hx> (:J
Atalakitds utdn az alabbi egyenl6tlenséghez jutunk: e -~ :0>
1+;_lgo, melybdl: wgg. ,,,,,,,,,,,,,,, 2x-120
2-(1+x) x 2x-(1+x) AR
A kifejezések elgjelvizsgélat utdn kapjuk, hogy az egyenlGtlenség — o_g

megolddsa: —2 < x <-1 vagy 0<x£%.
=5

—_—>

4x? —4x +1

Mivel a szamldlé konstans és negativ, igy a hdnyados akkor pozitiv, ha a nevezdje negativ.
A nevezét teljes négyzetté alakitva kapjuk: (2x — 1)2, amely kifejezés soha nem lesz negativ.

0, x#—.
2

Az egyenl6tlenségnek nincs tehat megoldésa.

LZO, x#-2,x#1.

6-5x-x* X-1>0

Mivel a szdmlalé konstans és pozitiv, igy a hdnyados akkor pozi- 620

tiv, ha a nevezs pozitiv. (Az egyenldség soha nem teljesiilhet.) ~  ----------------——- ahl L

A 6 —5x —x? kifejezést szorzattd alakitva: —(x + 6)- (x— 1) >0,

vagyis (x + 6)-(x — 1) < 0 egyenl6tlenséghez jutunk. - o1
OO

Elgjelvizsgalatot tartunk. E szorzat akkor negativ, ha a két ténye-
zGje ellenkezd elGjeld (és ez egyszerre teljesiil).

Az egyenl6tlenség megolddsa: —6 <x < 1.

Az x> -3x-10=0, ha x; =5, x, = -2.
Az egyenl6tlenség kiilonboz4 alaku lesz:

I

II.

Ha x < -2 vagy 5 <x, akkor x> —3x - 10<x +7.

Azaz x2 —4x — 17 <0, ennek megoldasa: 2 — /21 <x <2 ++/21.
A feltétellel Gsszevetve: 2 — /21 <x< -2 vagy 5<x <2 ++/21.
Ha -2 <x<5, akkor —x?+3x+ 10<x + 7.

Azaz 0 < x2—2x -3, ennek megolddsa: x < -1 vagy 3 <ux.

A feltétellel osszevetve: —2 <x < -1 vagy 3<x<5.

A végeredmény: 2 — /21 <x < -1 vagy 3<x<2+/21.



a) A tortnek és a gyokoknek akkor van értelme, ha:

x2-3x-2820 és x?+3x-18>0. 10}
Az elsé megoldésa: 5t

x<—-4 vagy T7<x.
A méasodik megoldésa:

-15 10 5 50 10 15X

x<—-6 vagy 3<ux.
A koz0s megoldas: X2 +3x-18

x<—-6 vagy 7<ux. 20

x2—-3x-28

b) A gyoknek akkor van értelme, ha: )

2
— — 10+ x-4>0
x“—-3x-28 S

x2+3x-18 51 S

A szamlalot és a nevezGt szorzattd alakitva: 5 10
(x—7)~(x+4)20.
x-3)-(x+6
( ) ( ) X2+ 3x-18

A megoldés:
x<—-6 vagy -4<x<3 vagy 7<ux.

Mivel az egész szamok korében keressiik a megoldést, ha x = 0, akkor a harmadik egyenl&tlenség

miatt z =0, és a masodik miatt y = 0.
Altaldban is igaz, hogy ha valamelyik ismeretlen 0, akkor a mésik kettd is az.
Ha egyik ismeretlen sem 0, adjuk 6ssze a harom egyenlGtlenséget:

3x2 +3y2 4322 4+ 2xy + 2yz + 2x2 <3+ x2 + y2 + 72,
2x2 +2y% 4272 +2xy + 2yz +2x7 <3,
(x+y)? +(y+2)> +(x+2)* <3.

A teljes négyzetek nemnegativak és az ismeretlenek 0-t6] kiilonb6z6 egészek.
Csak akkor kaphatunk megoldast, ha:
(x+y?<1l, (+22<1, (x+2)<1.

A teljes négyzeteken beliil a tagok nem lehetnek azonos elGjeltiek, mert akkor pl. |x +y|>2 miatt
(x+y)2>4.

Tehat csak az fordulhat el§, hogy x és y ellentétes elGjeld. Minden pérra teljesiilnie kellene
az elébbinek, ami lehetetlen.

Tehét az egyenl6tlenség-rendszer egyetlen megolddsa az egész szdmok korében a kovetkezd

szamharmas:
x=y=z=0.



Paraméteres masodfoku egyenletek — megoldasok

BB Az adott egyenlet gyokei akkor egyenldek, ha a diszkriminénsa 0. Tehdt atalakitva az egyenletet,
kapjuk, hogy: X2 (Ap—1)-x+15p2—2p -7 =0.

Vagyis: [-2-(p— D' ~4-(15p2 - 2p - T) = 0.

Az egyenlet megolddsai: p; =4 és p, =2.

Valéban, a p = 4 helyettesitéssel kapott egyenletiink: x2 — 30x + 225 =0, ami (x — 15)% =0, igy
tehdt a parabola érinti az x tengelyt.

A p =2 helyettesitéssel kapott egyenletiink: x% — 14x + 49 = 0, vagyis (x —7)? = 0. Ez a parabola
szintén érinti az x tengelyt.
BED a) Az egyenlet diszkrimindnsa: 81b% Megolddsai: x; = 2b, x, = —7b.
b) Az egyenlet diszkrimindnsa: 9 + 24b + 16b? = (3 + 4b)% Megoldésai: x; = 4b, x, = -3.
5b

c) Az egyenlet diszkriminansa: 289h2 = (17b)% Megoldésai: x, = g, Xy = >

d) Ha b =0, akkor az egyenlet els6foki, a megolddsa: x = 0.

Ha b # 0, akkor az egyenlet diszkrimindnsa: 16b* + 16b2 + 4 = (4b% + 2)2, igy a megolddsok:
2

x| = e Xy =—4b.
BED o) Vizsgaljuk meg, hogy az egyenlet diszkrimindnsa mikor nemnegativ:
(2b)> -8-(b+4)=0,
b*—2h-820.
Ennek a megolddsai: —2 > b vagy 4 < b.
Tehat az egyenletnek nincs megolddsa, ha —2 < b < 4;
1 megolddsa van, ha b =-2, ekkor x =1,
vagy ha b =4, ekkor x =-2;
2 megolddsa van, ha -2 > b, vagy 4 < b.

b) Ha b =0, az egyenlet els6fokd, egy megolddsa van: x = %

Ha b #0, vizsgaljuk meg, hogy mikor lesz a diszkrimindns nemnegativ:
64 -4b-(10-0)20,
b? —10b +1620.
Megolddsai: b <2 vagy 8 <bh.
Tehat az egyenletnek nincs megolddsa, ha 2 < b < 8§;

1 megoldasa van, ha b =0, ekkor x = %,
ha b =2, ekkor x =2,
ha b =8, ekkorx=%;

2 megolddsa van, ha b <0 vagy 0 <b <2 vagy 8 <b.



a) A tortek miatt x #3b és x #—3b. A kozos nevezd az (x — 3b) - (x + 3b) = x2 — 9b? szorzat,

ezzel beszorozva:
(4x + b)- (x +3b) + 3x + 7b) - (x — 3b) = 8x% + 6b2

Elvégezve a miveleteket:
x2— 11bx +24b% = 0.

Megolddképlettel megoldva: x| = 8b, x, = 3b, ez utébbi nem megoldds, az el6bbi pedig csak
akkor, ha b #0.

Tehéat ha b =0, az egyenletnek nincs megolddsa, ha b # 0, akkor x = 8b.

b) Vizsgiljuk meg a nevezSket: x2 + bx + b2 # 0, mivel az x2 + bx + b = 0 egyenlet diszkrimi-

nansa —3b2, csak akkor van megoldds, ha b =0, ekkor x =0.

Az x3—b3#0 és b—x#0 mindkettd teljesiil, ha x # b.

Tehat minden tort értelmezhetd, ha x # b.

Legyen a kozos nevezd az (x2 + bx + b?) - (x — b) = x> — b3, ezzel beszorozva mindkét oldalt:
x-(x=b)—=3b%=—(x2 + bx + b?).

Megoldédsok: x; = b, x, =—b, az elsé a feltételek miatt nem megoldas.

Tehdt ha b =0, az egyenletnek nincs megolddsa, ha b # 0, akkor x =—b.

a) Akifejezés minden valds szamra pozitiv, ha az x2 — 2bx + 2b + 15 = 0 egyenlet diszkriminansa
] p gy

negativ:
(=2b)? —4-(2b +15)<0,

b%*-2b-15<0.
Megolddsa: -3 <b < 5.

b) Akifejezés minden valds szdmra pozitiv, ha b >0 és a bx? + bx —4x + 4 — b =0 egyenlet diszkri-

mindnsa negativ:
(b—4)?—4b-(4-b)<0,

b-4)-(b-4+4b)<0,
(b-4)-(5b-4)<0.

4 . .
Az egyenl6tlenség megoldasa: 3 < b <4, és ez mindkét kezdeti feltételnek megfelel.

a) A kifejezés minden valés szamra negativ, ha b <0 és a bx? + bx + 3x + b + 3 = 0 egyenlet

diszkrimindnsa negativ:
(b+3)?—4b-(b+3)<0,

(b+3)-(3-3b)<0.

Az egyenl6tlenség megoldasai: b < -3 vagy 1<b.
Mindkét feltétel teljesiil, ha b < —3.

b) Akifejezés minden val6s szdmra negativ, ha b <0 ésa bx? — 12x + 15 — b = 0 egyenlet diszkri-

mindnsa negativ:
144 - 4b-(15-b) <0,

b% —15b+36<0.

Az egyenl6tlenség megolddsa: 3 <b < 12.

Mivel a két kezdeti feltétel metszete az lires halmaz, nincs olyan b paraméterérték, amelyre
a kifejezés minden valds helyen negativ értéket venne fel.



Vizsgiljuk meg el6szor az egyenlet diszkrimindnsét: D = (b + 1)% + 8- (b + 1) > 0, ezért minden
valds b esetén két megolddsa van az egyenletnek.

Nézziik a gyokok szorzatdt: x; - x, = ST negativ, mert b2+ 1> 0.
+

A szorzat negativ elGjele azt jelenti, hogy megolddsaink ellentétes elGjeltiek, tehat a ]0; 1] inter-
vallumba legfeljebb az egyik gyok keriilhet, a pozitiv elGjeld.

Gondoljunk most az f(x) = (b>+ 1)-x% + (b + 1) - x — 2 mésodfokd fiiggvényre, melynek b2+ 1>0
miatt minimuma van, és két zérushellyel rendelkezik.

A pozitiv zérushely akkor keriil a ]0; 1] intervallumba, ha a fiiggvény a 0 és az 1 helyeken ellen-

tétes eldjeld értéket vesz fel.
Mivel f(0) = -2, ezért f(1)=b%+1+b+1-2>0 kell teljesiiljon.
Ebbél b2+ b >0, ha b < -1 vagy 0<b.

Tehdt b <—1 vagy 0 < b esetén teljesiil, hogy az egyenletnek pontosan az egyik gydke esik a |0; 1[
intervallumba.

Négyzetgyokos egyenletek és egyenldtlenségek — megoldasok

a) Ertelmezési tartomdny: x >—4, megoldds: x = 5.
b) Ertelmezési tartomany: x > 5, megoldds: x = 86.

c) Ertelmezési tartomdny: x > %, megoldas: x = 2.
d) Ertelmezési tartomany: x > —%, nincs megoldas.
. L. . 11 ,
e) Ertelmezési tartomany: x 2> e megoldds: x=9,5.
. L. . 13 , 77
f) Ertelmezési tartomdany: x > FE megoldés: x = 3
. L. . 5 ,
g) Ertelmezési tartomdny: x > vk megoldas: x =2.
. . . 1 .
h) Ertelmezési tartomany: x > — megoldas: x=0.
i) Ertelmezési tartomény: x > 2, azt kapjuk, hogy x = 1, de ez nem megoldas.
j) Ertelmezési tartomény: x > —%, megoldds: x =-1.

k) Ertelmezési tartomany: x > %, megoldds: x = %

[) Az értelmezési tartomany az iires halmaz, nincs megoldés.

a) Ertelmezési tartomany: x > 0. A mésodfoki egyenlet gyokei: x; =3, x, = 2.
Csak x =3 megoldais.

b) Ertelmezési tartomény: x > 4. A mésodfokii egyenlet gyokei: x; =7, x, = 2.
Csak x =7 megoldas.



.............................................

¢) Ertelmezési tartomany:
Csak x =5 megoldas.
d) Ertelmezési tartomany:

e) Ertelmezési tartomény:
Csak x = -3 megoldas.
f) Ertelmezési tartomdny:

g) Ertelmezési tartomény:
h) Ertelmezési tartomany:

i) Ertelmezési tartomany:
Csak x =4 megoldas.

j) Ertelmezési tartomény:
Csak x =0 megoldas.

k) Ertelmezési tartomény:
Csak x = -2 megoldis.

I) Ertelmezési tartomany:
a) Ertelmezési tartomdny:
b) Ertelmezési tartomany:

c) Ertelmezési tartomany:

x 2 1. A masodfoku egyenlet gyokei: x; =5, x, =0.

x = —-4. Megolddsok: x; = -4, x, = -2, mindkettd megold4s.

x < 1. Amdsodfoku egyenlet gyokei: x; =-3, x, =2.

x =2. Megoldésok: x; =4, x, = 2, de csak az x = 4 megoldas.
x> —? Megoldédsok: x; =0, x= —%, mindkett§ megoldas.

X2 g Megoldédsok: x; = 3, x, = 2, mindkett§ megold4s.
3 p § . 1
x> 5> A mésodfoku egyenlet gyokei: x| =4, x, = s

x> —%. A mdésodfoku egyenlet gyokei: x; =0, x, = —%.

x < % A masodfoku egyenlet gyokei: x; = g, Xy =-2.

X2 g Megoldasok: x; =35, x, = %, de csak az x = 5 megold4s.
X2 —%. négyzetre emelés utdn: x > 1. A megoldds: x > 1.
19

1
X2 % Négyzetre emelés utdn: x < ?9 A megoldas: % <x< R

X2 % Mivel az egyenlGtlenség bal oldala nemnegativ, a jobb oldala

pedig negativ, ezért a megoldds: x = s

d) Ertelmezési tartomany:

e) Ertelmezési tartomény:
megoldas.

f) Ertelmezési tartomany:

g) Ertelmezési tartomany:

h) Ertelmezési tartomany:
BB ) Ertelmezési tartomény:
b) Ertelmezési tartomany:

az els6 megoldas.
c) Ertelmezési tartomany:

x> % Négyzetre emelés utian: x > % A megoldés: x > %

4 . . L
X2 3 A bal oldala nemnegativ, a jobb oldala negativ szam, ezért nincs

oo

X2 —%. Négyzetre emelés utdn: x < % A megoldas: —% <x<-—.

3

1 1
x < 4. Négyzetre emelés utdn: x < 5 A megoldas: x < —5

x < 3. Négyzetre emelés utdn: x >—-22. A megoldds: —22 < x < 3.

x = 3. Két négyzetre emelés utdn a megoldas: x =7.

X2 g Két négyzetre emelés utdn a megolddsok: x; =3, x, = % Csak

x 2 —1. Két négyzetre emelés utdn a megoldasok: x| = 47, x, = —1.

Az ellen6rzésbdl kidertil, hogy csak a masodik megoldas.



d) Ertelmezési tartomany: x > 0. Két négyzetre emelés utdn a megoldasok: x; = 112,5, x, = 0,5.
Az ellendrzEsbdl kideriil, hogy csak a masodik megoldas.

e) Ertelmezési tartomény: x >—2. Két négyzetre emelés utdn a megoldasok: Xy =-2, x,=-6.

Csak az elsé megoldas.

f) Ertelmezési tartomdny: —— <x < —. Két négyzetre emelés utdn a megolddsok: x; =0, x, = —,
mindkett6 megoldas. 2 11

g) Ertelmezési tartomdny: x > 6. Két négyzetre emelés utdn a megolddsok: x; =7, x, = —3.

Csak az els6 megoldds.

. . 1
h) Ertelmezési tartomdny: —4 <x < —. Két négyzetre emelés utdn a megoldasok: x; = i, Xy =-3.
Csak a masodik megoldas. 29

B0 a) Vegyiik észre, hogy a négyzetgyok alatt teljes négyzet alak 4ll, igy az egyenlet: 2x2—|x—1] =0.

b) Az a) feladathoz hasonléan az egyenlet felirhatd

c) Az egyenlet felirhat6

_ >
Az abszolt érték definicicia miatt: [x—1]={ * 1 ha ¥l
-x+1, ha x<I.

fgy x > 1 esetén az egyenlet: 2x%> — x + 1 = 0, amelynek a diszkrimindnsa negativ, ekkor
nincs megoldas.

és x, =—1 gyokei, az adott

N | —

Az x < 1 esetén az egyenletiink: 2x? +x — 1 =0, melynek az x; =
egyenlet megoldésai.

x+ 1] =2-|x| -2 alakban. Az abszolt
érték definicidja miatt:

Ha x < -1, akkor az egyenlet: —x — 1 =2-(—x) — 2, amibdl x = —1. Ez nem megoldas az értel-
mezEsi tartomanyon.

Ha -1 <x <0, akkor az egyenlet: x + 1 = —-2x -2, amibdl x =—-1. Ez megolddsa az adott ere-
deti egyenletnek.

Ha x >0, akkor az egyenlet: x + 1 =—2x—2, amibdl x = 3. Ez megolddsa az adott egyenletnek.
Osszefoglalva: az egyenlet megoldésai: x; = —1 és x, = 3.

3—x|=10-12-x| alakban. Az abszoliit érték definiciéja miatt:

Ha x <2, akkor az egyenlet: 3 —x =10 - (2 — x), amibdl x = —g.

Ha 2 <x <3, akkor az egyenlet: 3 —x =10 — (-2 + x), amibdl 3 # 12.
Ha x = 3, akkor az egyenlet: -3 +x =10 — (-2 + x), amib6l x = %

Az egyenlet megolddsai: x; = —% és x, = %

EI8 a) Ertelmezési tartomany: x2—9 >0, ha x >3 vagy x <—3. Vegyiik észre, hogy a Vx2 -9 =p

helyettesitéssel a p?> —p — 6 = 0 egyenlethez jutunk, amelybsl p, =3 és p, = 2.
Ha p =3, akkor vx? —9 =3, ekkor x? = 18, amibsl x = +3-+/2.

Ha p = -2, akkor az egyenletnek nincs megoldésa, hiszen az v/x2 —9 = -2 egyenletben a bal
oldal nemnegativ, a jobb oldal negativ.

Ellendrzés — bal oldalon:
JI8-9 —(18-9)=/9-9=3-9=_6,

mellyel a jobb oldal eredményéhez jutottunk.



b) Ertelmezési tartomany: x = 0. Vegyiik észre, hogy mindkét oldal négyzetre emelése utdn a kovet-
kez6 egyenlethez jutunk:

—16 -8+ (x+2)=x, amibdl x—2
x+2 3

Ez megolddsa az eredeti egyenletnek.
Ellen6rzés — bal oldalon:

R O I R SN

Ezutan az %—et vigyiik be a gyokjel ala: fi . % = \/% A jobb oldalon 4ll6 kifejezéshez jutottunk.

) a) Ertelmezési tartomény: x > Y ekkor a jobb oldal is pozitiv. Négyzetre emelés és rendezés
utdn: 0> x2 — x, amibél a megoldds: 0 <x < 1.

b) Ertelmezési tartomany: x < 5, mindkét oldal nemnegativ, ha 3 < x <5. Négyzetre emelve és
rendezve 0 < x% — 5x + 4, ennek megolddsa x <1 vagy x < 4. A végeredmény: 4 <x<5.

c) Ertelmezési tartomdny: x < %

Ha x+ 1 <0, azaz x < -1, a jobb oldal negativ, nincs megoldas.
Ha x > -1, négyzetre emelés utin rendezve 0 < x2 + 4x — 12, amibSl x <—6 vagy 2 < x.

A végeredmény: 2 <x < %

d) Ertelmezési tartomdny: x >—7,5.
Ha x > 0, a jobb oldal negatiyv, teljesiil az egyenl&tlenség.

Ha x <0, négyzetre emelés és rendezés utdn: 0 > x*> — 2x — 15, amibSl —3 < x < 5. Ebben az
esetben a megoldds: -3 <x <0.

A végeredmény: —3 < x.
e) A négyzetgyok alatti kifejezésnek nincs zérushelye, tehdt minden valds szdmra értelmezhet6.

Ha 2x -1 <0, vagyis x < %, a jobb oldal negativ, az egyenl6tlenség teljesiil.
1 .
Ha x> 5, négyzetre emelés és rendezés utin: 0 = x2—2x—3, amib6l —1 < x <3, ebben az

esetben a megoldds: — <x<3.

2
A végeredmény: x < 3.
f) Ertelmezési tartomany: x < —4 vagy 2 < x.
Ha 16 + 2x <0, azaz x < -8, a jobb oldal negativ, nincs megoldds.

Ha x > -8, négyzetre emelés és rendezés utan: 0 < 3x2 + 62x + 264, amibdl x < _4 vagy
—6 < x. Csak a masodik ad megoldast. 3

A végeredmény: —6 <x <-4 vagy 2<x.



pr{l) a) Ertelmezési tartomdny: x > 5> Négyzetre emelés utdn:

X=v6x =9 +2-x2—(6x-9) +x +~/6x -9 =36,
Jx2—6x+9=18—x.

Mivel a gyok alatt teljes négyzet all:

[x-3/=18—x.
Ha x >3, az egyenlet: x — 3 = 18 — x, megoldasa: x = 10,5.
Ha x <3, az egyenlet: —x + 3 = 18 —x, nincs megoldas.

b) Ertelmezési tartomdny a valés szdmok halmaza.
Vezessiink be tj véltozét: y = +2x2 —3x + 5, ahol y > 0.
Az egyenlet: y?> - 6 +y =0, ennek megoldésai: y, =2, y, = -3, a mdsodik nem megoldas.

Az els6t visszahelyettesitve:
y 22— 3x+5=4,

2x2 -3x+1=0.

Megolddsok: x; =1, x, = %

c) Ertelmezési tartomany: x > 9.
Alakitsuk at a gyok alatti kifejezéseket (érdemes a masodikkal kezdeni):

Jx—8-2Jx-9=yr-9-2Jx-9+1=y(1-vx=9) =|1-/x=9|,
Jr—6Vr-9=vx-9-6-vx-9+9=yB-+vx=9) =[3-+x-0l.

Az egyenlet:

3—Vx=9|+|1-/x-9|=2.
Harom esetre bontva:
I. Haovx -9 <1, akkor 3—+x -9 +1 —+x -9 =2, amibdl ~/x — 9 =1, nincs benne a kiindu-

lasi halmazban.

II. Ha 1 £4/x -9 <3, akkor 3—+/x -9 —1 ++/x -9 =2, minden szdmra igaz, ami benne van
a kiindulasi halmazban.

II. Ha 3</x -9, akkor -3 ++/x-9 -1 +/x -9 =2, amibdl /x -9 =3.

Tehat a megoldds: 1 <+/x —9 <3, amibdl négyzetre emelés utdn 10 < x < 18.

d) Ertelmezési tartomdny: x > 3, és lithatéan az x = 3 nem megoldds.
Alakitsuk a hatodik gyok alatti kifejezést:
X =3x2-9x+27=x2-(x-3)-9-(x-3) =
=(x-3)-(x*-9)=(x-3)%- (x + 3).

Osszuk el az egyenlet mindkét oldal4t a nem nulla, §/(x —3)2-(x +3) kifejezéssel.

Az egyenlet az oszt4s utén:
2
p x+3 +6-6’x_3 _7
x-3 x+3




Vezessiink be dj véltozét: y = §| 1= 3.
x+3

. 1
Az tj egyenlet: — +6y =7, beszorzds utin: 6y —7y*+ 1 =0.
y

Alakitsuk a bal oldalt:
6y3 — 6y2 —y2+1=0,
6y?-(y—1) - (y*=1)=0,
6y* (- -@-1-(+1)=0,
G-1-(6y*-y-1)=0.
Ha y =1, akkor nincs megoldas.

Ha 6y? —y—1=0, akkor y, = % Vo = —%, csak az els6 megoldas.

. . [x-3 1 e 65 . . ‘- .
Visszahelyettesitve: 6 T3 = > amibdl x = EYE ami eleme az értelmezési tartomanynak.
X+

EZD Ertelmezési tartomany: x > 2.

Az abszolut érték miatt az els§ tényez6 nemnegativ, csak akkor van megoldds, ha a masodik
tényezs pozitiv: —x2 + 4x — 3 > 0, aminek a megoldésa: 1 <x < 3.

Osszevetve az értelmezéssel: 2 < x < 3.
Ilyen x-ek esetén az elsG tényezs: 0 <1 —/x -2 < 1.
A misodik tényezé: 0 <—x2+4x-3=1-(x-2)2<1.
Mivel mindkét tényezé legfeljebb 1, a szorzatuk csak dgy lehet 1, ha mindkét tényezd 1-gyel
egyenlG. Ez pedig csak akkor igaz, ha x = 2.
D Ertelmezési tartomdny: x > —2.

Mivel az egyenlet bal oldala nemnegativ, ezért p > 2x, ami azt jelenti, hogy -2 <x <
akkor ad megolddsokat, ha p > —4.

P

5 ami csak

Négyzetre emelés utdn rendezziik az egyenletet:
0=4x2—(4p+1)-x+p?-2.
Akkor van megoldas, ha a diszkrimindns nemnegativ:
D=(p+1)2-16-(p?>-2)=8p +33>0,

pZ—ﬁ.

8
Osszevetve a kezdeti feltétellel azt kapjuk, hogy p >—4 esetén lesz az egyenletnek megoldésa.

aminek a megoldédsa:

Meg kell vizsgédlnunk, hogy teljesiil-e ilyen esetekben a megoldasokra az értelmezés x > -2 feltétele.
Ha p > -4, akkor D > 1, mivel a megolddsok:

4p+1£+D
X2 = 3 ’
az egyik gyok: /B
x1:4p+18+ D 24p+81+1=4p8+22—?14>_2.

Tehat ha p = -4, akkor az egyenletnek biztosan van megoldésa.
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A szamtani és mértani kozep, széls6érték feladatok
— megoldasok

a) A szamtani kozép: 15, a mértani kozép 9, kiilonbségiik 6.

b) A szamtani kozép: 19,5, a mértani kozép 18, kiilonbségiik 1,5.

c) A szamtani kozép: 32,5, a mértani kozép 30, kiilonbségiik 2,5.

d) A szamtani kozép: 65, a mértani kozép 60, kiilonbségiik 5.

e) A szamtani k6zép:12,5, a mértani kozép = 12,25, kiilonbségiik = 0,25 .
f) A szamtani kozép: 21, a mértani kozép = 20,98 , kiilonbségiik = 0,02.

g) A szamtani kozép: 179, a mértani kozép = 66,97 , kiilonbségiik = 112,03.
h) A szamtani kozép: 1033, a mértani kozép = 335,53, kiilonbségiik = 697,5.

a) 26; b) 26,45; c) 30; d) 35,71.
A négyzet oldala 12 cm.

150 k
a) v, =5, =62.5 Tm;
b) vy = w =733 kTm;
150 km
C) Vil = —570 570 @ = 74,5 T
60 80 90

Atlagosan 12,4%-kal csokkent az iizemanyag ara.
I. megoldas. Ha a négyzetek oldaldnak hossza a és b, akkor a keriilet: 4a + 4b = 200, amibdl
a+b=50.
A teriiletek négyzetosszege:
a’?+b%>=a?+ (50 —a)? = 2a* — 100a + 2500 = 2 - (a — 25)? + 1250.
Minimalis, ha a = 25 cm, ekkor b =25 cm.
Igy a teriiletosszeg minimuma 1250 cm?
II. megoldas. Az a® + b% = (a + b)? — 2ab minimdlis, ha 2ab maximalis.
A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenség alapjan:

2ab£2-(a+b
2

2
) =1250,

akkor maximalis a szorzat, ha a = b = 25.

a) Ha a téglalap oldalainak hossza a és b, akkor 2a + 2b = 100, vagyis a + b = 50.

A szamtani és mértani kozép kozotti 6sszefiiggés alapjan:
2
ab s(“ ; bj =625,

a szorzat maximalis, ha a = b = 25, tehat a megoldas a négyzet.




b) Legyen a vizpartra merdleges oldal hossza x, akkor a masik oldal 100 — 2x.

Keressiik a (100 — 2x) - x szorzat maximumat.
A szamtani és mértani kozép kozotti 0sszefiiggés alapjan:

100 — 2x + 2x

|
(100 — 2x) - x = 10 —22x)-2xS 22 = 1250,

a szorzat maximalis, ha 100 — 2x = 2x, amibdl x = 25.
Tehat a téglalap oldalait 25 m és 50 m hosszira kell vdlasztani.

Legyen a és b a téglalap két oldaldn elhelyezett jar6lapok szdma.
a) Ebben az esetben a-b = 100. Keressiik a 2-(20a + 20b) kifejezés minimumat.
A szamtani és mértani kozép kozotti osszefliggés alapjan:

M > \/20a - 205 = 200,

az 6sszeg akkor minimadlis, ha a = b = 10.
A minimalis kertilet 800 cm.
b) Most a-b =200, és Gjraa 2-(20a + 20b) kifejezés minimumat keressiik.

2z

Alkalmazzuk az el6z8 modszert:

M > \20a - 206 =200 - /2,

az 6sszeg minimalis, ha a = b = J200 = 14,14.
Mivel a jar6lapokat nem vaghatjuk el, ez nem valdsithaté meg.
Keressiik az a-b = 200 egyenlet egész megolddsait, és vizsgaljuk meg, hogy mikor lesz mini-
malis a 2-(20a + 20b) kifejezés.
A lehetséges szorzatok:

200=1-200=2-100=4-50=5-40=8-25=10-20.
Rendre kiszdmitva a kertileteket:

8040; 4080; 2160; 1800; 1320; 1200.

Tehat akkor lesz a legkisebb a kirakott téglalap keriilete, ha a két kiilonb6z6 oldal mentén
10, illetve 20 darab jarélapot helyeziink el.

B30 o) A hajok tavolsagat Pitagorasz-tétellel szamolva:

d(12) =+/3002 + 4002 = 500 km,
d(13) =+/320% + 2602 = 412,3 km.

b) A tavolsag négyzete ¢t id§ mulva:
d(1)? = (400 — 801)% + (300 — 401)? =
= 8000¢2 — 88 000z + 250 000 = 8000 - (£ — 5,5) + 8000.
A hajok kozotti tdvolsdag 5,5 éra milva lesz a legkisebb.

¢) A minimalis tdvolsag:
din. = V8000 = 89,44 km.
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Alakitsuk 4t a bizonyitand¢ éllitds bal oldalat, ha ab = 1:
2,32 AV . —b)?
ac+b =(a b)*+2a b=(a b) +2=(a—b)+ 2 '
a-b a->b a-b a-b

Mivel a — b > 0, alkalmazhatjuk a szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenséget:

2 2
(a—b)+a_b22- /(a-b)-a_b_z-ﬁ.

Akkor van egyenléség, ha a =2 +/3 és b=+/2-/3.

Ezzel az allitast belattuk.

Masodfoku egyenletre vezetd probléemak — megoldasok

a) Az x-(x+ 12) =45 egyenletbdl a két szdm a 3 és 15 vagy a —15 ésa —3.
b) Az x% + (x + 12)2 = 314 egyenletbdl a két szdim az 5 és 17 vagy a —17 és —5.
x+12
X

c) Az

=x—10 egyenletbdl a két szdm a 12 és 24 vagy a —1 és 11.

a) Az x-(20 — x) = 36 egyenletbdl a két szam a 2 és 18.
b) Az x*+ (20 — x)> = 208 egyenletbdl a két szdm a 8 és 12.
c) Az x? - (20 —x)? =200 egyenletbSl a két szam a 15 és 5.

Az x*=3-(x+3) + 1 egyenlet alapjdn a vasarolt sapkak szdma 5.

Az (x +5)% + x> = 493 egyenletbdl a négyzetek oldala 13 cm és 18 cm.

, x-(x-1)

A =190 egyenletbdl a bajnoksdgban résztvevs csapatok szdma 20.

Az x? + (3x + 3)% = (3x + 4)? egyenlet megold4s4bol a téglalap oldalai 7 cm és 24 cm.

Az x-(x+1)=10-(2x+ 1) + 56 egyenlet megoldasa alapjan a két szdm a 22 és 23 vagy a —3 és —2.

Az egyenlet: 80 = 80 +1. Megoldésa alapjan 16 kTm sebességgel haladtak, és 5 ora alatt értek

célhoz. X oox+

2 .
Az egyenlet: —+ =1. Megoldds: az anya 3 dra, a ldnya 6 6ra alatt takaritana ki egyediil.

x x+3
4000 4000
+9Y=
x -_—
palénta 250 Ft-ba keriil, 16 darabot lehet megvenni 4000 Ft-bol.

9 . Beszorzas és 6sszevonds utdn: xZ —90x — 40 000 = 0. A muskatli

Az egyenlet:

a) Az @=50ﬂ egyenletbdl n = 103.
n-(n-73) . . . . ..
b) Az ———==50+n egyenlet pozitiv megolddsa x = 12,8. Tehdt nincs ilyen sokszog.
n-(n-3) P .. P
c¢) Az ———= =119 egyenletbdl a sokszdg 17 oldald.



A MASODFOKU

...............................................................................................................

EZED A képernyd 28,5%-a: 261,63 cm?.

X X
A keret teriiletébdl felirhaté egyenlet: d 4
4x% +2-34x +2-27x = 261,63.
A keret koriilbeliil 2 cm széles. 97 em
X 34 cm X
X X

EED Jeloljiik x-szel azt, amennyi aut6t gydrt naponta a hagyomanyos részleg. Az egyenlet:

@_}_ 400
X x+5

=36.

Beszorzas utan:
9x2 — 155x — 500 = 0.
A pozitiv megolddsa:
x=20.

A két lizem, naponta 20, illetve 25 autdt gyart, az elsé 20 nap, a masodik 16 nap alatt.

@FB Tudjuk, hogy n kiilonboz6 dologbdl 2-t @ = % _féleképpen vilaszthatunk ki.
Az egyenlet:
20-2x-1) _x-(x-1)

2

+852.

Beszorzas utdn:
3x2—x—1704 =0.
A pozitiv megoldis:
x =24
Tehét az osztdlyban 24-en vannak.

EFD Legyen a haromjegy( szam: lxy. A kovetkezs egyenletrendszer irhat6 fel:

100+10x+y:6+ 6
Xy X-yt.
l+x+y=12

A mdsodikbdl y-t helyettesitve az elsd egyenlet:

2x? —19x +35=0.

Aminek megolddsai:
X1 = 7, Xy = 2,5

Csak az elsé lehet szamjegy, ebbdl y = 4.
A keresett szam a 174, ellendrzéssel lathatd, hogy valéban megfelel.

EED ) Legyen x a ndk szdma, y a férfiaké.
x-(x=1)
2

A puszik szdma: , a kézfogdsok szama:

y-(y=1)
—

Mivel x >y, ezért az els6 tort nagyobb, tehat tobb puszi van, mint kézfogas.



b) Akézcsokok szama: x-y = 182, és tudjuk, hogy x +y = 27.

A mdsodik egyenletbdl y-t kifejezve és beirva az els6be:

x2-27x+182=0.

A megoldasok:
X1 = 14, Xy = 13.

A férfiak szdmdra y; = 13, y, = 14 adddik, a feladat feltételeinek az elsé szampdr felel meg.
Tehat a tarsasdgban 14 n6 és 13 férfi van.
A kézfogasok szdma:

13-12

—=78.

2

EZE[) @) Ha az eziist fakanal 4rat elsd alkalommal x%-kal emelték, akkor a kovetkezd egyenlet frhat6 fel:
T 1 2213
100 100

x2 4+ 150x — 1600 = 0.
Az egyenletnek csak a pozitiv megoldésa felel meg:
x=10.
Tehat az eziist fakanal arat elszor 10%-kal, masodszor 20%-kal emelték.

2 2

Beszorzas és egyszerdsités utdn:

b) Ha x%-os volt a kardcsony eldtti emelés, akkor a kovetkezd egyenlet frhat6 fel:

X

14— ] ]1-—2_|=1,0s.
100 100

A beszorzds és egyszerdsités utdn:
x% —100x + 1600 = 0.
Aminek megoldésai:
X1 = 80, Xy = 20.
Mindkét megoldas megfelel.

Tehat az arany fakandl arat decemberben vagy 80%-kal vagy 20%-kal emelték.

a) Ki kell szadmitanunk £(2) értékét:
h(2)=-5-22+40-2 + 45 = 105.
Tehat a kilovés utdn 2 masodperccel 105 méter magasan lesz a rakéta.

b) Alakitsuk teljes négyzetté a fiiggvény hozzdrendelési szabdlyét:
h(t) ==51> + 40t + 45 =5 - (t — 4)> + 125.
Amibdl kideriil, hogy 4 masodperc miilva lesz a legmagasabban, a foldt6l 125 méterre.

¢) Amikor foldet ér, 1 =0 lesz.
Meg kell oldani a kovetkez$ egyenletet:

~512+ 401 + 45 = 0.

A megoldasok:
[1 = 9, [2 = —1.

Csak a pozitiv megolddés felel meg.
Tehdt a rakéta 9 mdsodperccel a kilovés utdn ér foldet.
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Vegyes feladatok — megoldasok

E) a) x=T7€7Z; b)x:%e@;
1 3
a) x,=—, Xxp=——,
EED a) x 3 2573
c)x1=7,x2——l,
e) x;=2, xp=——;
g)-x_l,
i)x1—2,x2—l
a)——SxSE;
5
c)——SxSé;
3
e)——Sx<l;
4
a) o IR

B
y=4 5'\

1-5

x <1 vagy x> 5.

1-5

2<x<L3.

Megjegyzés: A feladat nem kéri a megoldds tipusat, igy megoldhato fiiggvények felhasznéldsdval
vagy algebrai uton is. Ezért adtunk el6szor mindhdrom feladatra fiiggvények felhasznaldsdval kapott

c)x=3eN; d) y=5¢€Z.
1
b) x —5, Xy ==3;
1 1
d) x1,=3,x%=-3,3==, x4y=——;
) X1 2 375 4=

h) x;=1,x,=6, x3=4;

3 1
b) x<—= vagy —<ux;
) ] gY2
3
d) —4<x<-2 vagy —§<x£—1;
3 3
——<x<—.
7) 4 2

c)

y=(x+2?2-1

y=-2x-5

x <-4 vagy x>-2.

eredményt, majd csak az a) feladatra kovetkezzenek mas megolddsi lehetGségek is:

I. megoldas

Az (x —3)? > 4 rendezése utdn kapjuk, hogy:

x2—6x+5>0.

Hatdrozzuk meg a bal oldalon 4lI6 kifejezés zérushelyeit (x; =5, + +

x, = 1). Mivel az x> egyiitthatja pozitiv, a parabola felfelé nyil6, igy

egyszerd abrat készitve kapjuk, hogy:
x<1 vagy x>5.




I1. megoldas

Rendezés utan kapjuk, hogy:

x*-6x+5>0. - o S92
Megoldas lehet a bal oldali kifejezés szorzattd alakitdsa: x—1>0
x-1-(x=5)>0.
Abrit készitiink és megkapjuk, hogy a bal oldal akkor pozitiv, ha: 01 5
x<1 vagy x>5. © ©

Ha a befogok x és y, a kovetkez$ egyenletrendszert kapjuk:

x2+y2=132
Az egyenletrendszerb6l a befogék hossza: 5 cm és 12 cm.

E2ZE) Ha a sokszogek oldalszdma x €s y, az aldbbi egyenletrendszerhez jutunk:
x(=3) ¥ -3 _
2 2 .
(x —2)-180° + (y — 2) - 180° =2700°

A masodik egyenletbdl érdemes helyettesiteni. A sokszogek 7, illetve 12 oldaldak.

D o) A= {xeR|-1<x<3); .
________ - A
B={xeR|x<0 vagy 2 <x}. B e
b) AUB=R.

c) ANB={xeR|-1<x<0 vagy 2<x<3}.

2B a) Teljes négyzetté alakitds utdn kapjuk: 5
fo=—[x-2| + 2

2) 47

amelybdl leolvashatd, hogy az f fiiggvénynek maximuma van az x = 5 helyen, értéke y = e
A zérushelyek megdllapithatéak a mdsodfokud egyenlet megoldoképletével. E szerint x; = -6
és x, = 1 az egyenlet két zérushelye.
b) Teljes négyzetté alakitds utan kapjuk:
gx)=10-(x-1) + 10,
amibdl leolvashato, hogy a fliggvénynek minimuma van az x = 1 helyen, értéke y = 10.
A zérushelyek meghatdrozdsanal vegyiik észre, hogy a diszkrimindns negativ, mert:
b* —4ac =400 - 4-10-20 = —400,
ezért a g fiiggvénynek nincs zérushelye, nem érinti €s nem metszi az x tengelyt.

EZI) Az egyenletrendszer megoldésaibdl a kovetkezs négy pont adodik: TREEERE
30 oP
P(2;5), P (2;-5), P3(=2;5), By(=2;-5). '

1
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a) A gyokok négyzetdsszege: x> + x5 = (x; +Xxy)% =2 X - Xy = s
b) Az 5x% + 6x + 3 =371 egyenletbdl x = 8. ?
c) Ahidnyz6 szamjegy: x = 5.
E2) Ha b =2, az egyenlet els6foku, megolddsa: x = —1.
Ha b # 2, a masodfoku egyenlet diszkriminansa:
D=(b+1)?-4-(b-2)-3=b2-10b+25=(b-5)~
Ha b =35, egy val6s megoldas van: x =—1.
Ha b # 5, a diszkrimindns pozitiv, tehat két valés megoldds van.



