9.4. HAROMSZOGEK, NEGYSZOGEK, SOKSZOGEK

Néhany alapveté geometriai fogalom (pont, egyenes, sik,
tavolsag, szdg) — megoldasok

a) Egy egyenes 4 kiilonbozd pontja 5 részre osztja az egyenest.
b) Egy egyenes 4 kiilonbdzs pontja 6 szakaszt hatdroz meg az egyenesen.

a) A sikon egy szabdlyos 0tszog csicsai 10 egyenest hatdaroznak meg.
b) A sikon egy szabdlyos hatszog csticsai 15 egyenest hatdroznak meg.

a) A sikot egy szabdlyos 6tszog oldalegyenesei 16 részre osztjak.
b) A sikot egy szabdlyos hatszog oldalegyenesei 19 részre osztjdk.

a) Parhuzamosak: AB és CD egyenesei.
b) Kitérék: AB és EG, AB és CG, CG és BD; DC és EG, valamint EG és BD egyenesei.

Két megoldds lehetséges: 1200 + 800 = 2000 m vagy 1200 — 800 =400 m.

a) Atavolsag: 7,5 cm. b) Atavolsag: 2,5 cm.
a+b a b a b
Atavolsag: —— ——=—. b) Atavolsag: ——— (a>b).
a) &5 575 ) & 55 (a>D)

A szakaszok: AP =18 cm és PB =12 cm.

A szakaszok: AP= a- és PB=a-—1 .

pP+q p+q
a) 19,4°% b) 42,55°% c) 92,755°.
a) 32°30°; b) 123°97; c) 9°25°12”.
A szogek nagysaga: 32° 52° 72° 92° 112°

A szog 40°.
A két szog: 120° és 60°.
A derékszogli haromszog minden hegyesszogéhez taldlhatunk merSleges szard szogpart.

A CBD¥ =24°

2 2

A merdlegesek az eredeti szogtartomany szogfelezdjével 106°25°30”, illetve 73°34°30” nagysagu
szdget zdrnak be.

A kismutaté 6ranként 30°-ot fordul pozitiv irdnyban, vagyis percenként 0,5°-ot. A nagymutatd
6ranként 360°-ot fordul pozitiv irdnyban, vagyis percenként 6°-ot. Az éramutatok

a) 40-6°-220-0,5°=130% b) 625-0,5°-25-6°=162,5°=162°30";

c) 372-0,5°-12-6°=114°

nagysagu szoget zarnak be.
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Tegyiik fel, hogy x perc muilva a két mutat6 elforduldsa 12 6rdhoz képest egyenld. Az 1300. feladat

alapjan a (240 + x)- 0,5 = x- 6 egyenletet kell megoldanunk. Ebbdl:
x= @ =~21,82.
11

Tehat % perccel 4 utan fedik egymadst a mutatok.

EEIB A9 pont 3-6 +2 =20 egyenest hatdroz meg.
-7
EEIB) a) Metszéspontok szdma: 87 =28.

-4 .
b) Az 5 paronként nem parhuzamos egyenes egymadssal ST metszéspontot hoz létre, illetve

az 5 egyenes mindegyike minden parhuzamos egyenest metsz. fgy a metszéspontok szadma:

5;4+5-3=25.
2

c) Metszéspontok szdma: % +4-4=22.

d) Metszéspontok szdma: % +3-5=18.

€EID a) Pironként parhuzamosak az egyenesek.
b) Egy ponton haladnak 4t az egyenesek, vagy kett6 parhuzamos egyenes metsz egy harmadikat.
¢) A hdrom egyenes harom kiilonb6zd pontban metszi egymadst.

EEID Hét 6ra utdn el8szor x perc milva zérjon be a két mutaté ugyanakkora szdget a vizszintessel. Ekkor
a kismutatd vizszintessel bezart szoge 60° — x-0,5° a nagymutatd vizszintessel bezart szdge
pedig 90° — x- 6° A két szog egyenlGségébdl:

60-x-0,5=90-x-6 = x:%:S%zSAS.

Kati 7 6ra utdn 515—1 perccel indul az iskoldba.

€E[ Az dbrén l4that6 6 egyenes és metszéspontjaik
megfelelnek a feladat feltételeinek.

Legyen OA =a, OB =b, OC = c. Az egyenl$ség bal oldala:
2_ 2

a+b-(b—a)+b+c~(c—b)=c ;a

OM-AB+ON-BC =

Az egyenlség jobb oldala:

2 2

-a
2

A egyenlGség jobb és bal oldala egyenld, tehat az egyenlGség igaz.

c+a

OP-AC = (c-a)=S




EEID Tekintsiik az egyenest egy szdamegyenesnek, a szakaszok végpontjait a szimegyenesen egy-egy
valds szamnak. Az intervallumok bal végpontjainak megfeleld valds szamok koziil a legnagyobb
legyen a, jobb végpontjainak megfeleld valds szamok koziil a legkisebb pedig b. (Véges sok
intervallum van, tehat a és b 1étezik.) Mivel barmely két intervallumnak van k6z0s pontja,
teljesiil, hogy a <b. Ha a = b, akkor a kozos pont a, egyébként minden a és b kozotti pont
kozos pont.

Haromszogek oldalai, szogei — megoldasok

A helyesen kitoltott tablazat: - B v o B y
20° 40° 120° 160° 140° 60°
70° 80° 30° 110° 100° 150°
30° 60° 90° 150° 120° 90°

A haromszog hidnyzo szogei: 82°33° és 55°2°.
a) Derékszogl a haromszog. b) Hegyesszogl a hiromszog.
c) Tompaszogi a haromszog.

A haromszog szdgei lehetnek: 78°, 78° 24°; vagy 78°% 51°% 51°

Az ABE szabalyos haromszog EBA szoge 60°.
Ha az E pont a haromszogon beliil van, akkor az EBC egyenl§ szari haromszog B-nél 1évs szoge
90° - 60° =30° igy a

BECX = w =750

Ha az E pont a haromszogon kiviil van, akkor a BEC egyenld szdrd haromszog B-nél 1év§ szoge
90° + 60° = 150°, igy a

BECX = 180°-150° _ 15°
2
A BEC szog tehat lehet 75° vagy 15°
A D A D
E E
60° 60° | o
30°
B C B C

sz oz sz oz

a) Az AAC hiaromszog egyenls szdrd, igy az A-nél 1év6 belsd szog az A-ndl 1év6 kiilsS szog fele,
vagyis AACX =20° Ugyanigy BB’C< = 35°.
A haromszog szogei: 20° 35° és 125°
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b) Az a) részben levezetettek alapjan az AAC

haromszogben az A-nél 1évS belss szog az ¢

A-ndl 16v6 kiilss szog fele, tehdt AACE = %
Ugyanigy BB’CS = g

A hdromszog szogei: ﬂ’ E, 180° — OH'ﬁ,
2 2 2

Az AM egyenese a BC oldalt D pontban metszi. Ismert, hogy c
egy haromszog kiilsé szoge mindig nagyobb, mint a nem D
mellette 1évS valamelyik belsd szog.

Az ADC hédromszog kiils6 szoge MDB<, tehat ACB< < MDBX.
Az MBD haromszog kiilsé szoge AMBY, tehat MDB< < AMB<. A
Osszevetve: ACBY < MDB% < AMBY, vagyis igaz a feladat 4llitdsa.

A hdromszog-egyenl6tlenség alapjan:
a) létezik ilyen haromszog; b) nem létezik ilyen hiromszog;
¢) nem létezik ilyen hdromszog.

A harmadik oldal 10 vagy 4 cm. Ha a harmadik oldal 4 cm lenne, akkor nem teljesiilne a hdromszog-
egyenlGtlenség. A harmadik oldal 10 cm. (Ilyen haromszog 1étezik.)

A haromszog-egyenlStlenségek alapjan a harmadik oldal nagyobb, mint 10 — 6 =4 cm, és kisebb,
mint 10 + 6 = 16 cm. A harmadik oldal tehdt lehet 5, 6, ..., 15 cm. Tehét 11 ilyen hdromszog van.

A feltétel szerint: 2a =a + a = b + c. A haromszog-egyenlStlenség nem teljesiil a 2a, b, és ¢
hosszisdgu szakaszokra, igy nem létezik ilyen haromszog.

A BP egyenese az AC oldalt egy belsé D pontban metszi. Az ABD A
haromszogben a haromszog-egyenlStlenség: D

AB +AD > BD =BP + PD.
A PDC haromszogben a hdromszog-egyenlStlenség:
PD +DC> PC. s
A két egyenlbtlenséget 6sszevetve kapjuk, hogy:

(AB+AD) + (PD+ DC) > (BP + PD) + PC.
Mivel
AD+DC=AC = AB+PD+AC>BP+PD + PC.

Innen mar adodik az allitas:
AB + AC > PB + PC.

EEF) Legyen az dbra szerinti ABC derékszogid harom-

sz0g A csucsdnal 1€vd szoge a, B cstcsandl
levé pedig B.

Az ADE haromszog egyenld szdru, tehat

DEAL = q.
A BCE hédromszog egyenlG szard, tehit
BECX = .



Mivel o+ =90° az E pontnal csak akkor lehet egyenes szog, ha CED< =90°. Tehat a CED
haromszog egyenl§ szard derékszogl haromszog, és CDEX = 45°.

A CDE szdg viszont EDA hdromszog kiilsé szoge, ami egyenld a nem mellette 1évS két belsd szog
Osszegével:

z. 2z

CDES<=2-00 = «a=22,5°
A haromszog hegyesszogei: 22,5° és 67,5°.

€A a) Az AOC egyenl§ szart haromszogben AOC szidg 180° % része:

AOCX = % -180°=108° és CAO%=ACO%= w =36°.

A DOC egyenl§ szard hdromszogben DOC szog 180° % része:

DOCx =é-180°=36° és DCO%<=0DC< =%=72".

A DMC hédromszdgben

DCM< =72°-36°=36° és DMCX=180°-72°-36°="72°

b) Az eldbbiek alapjan DMC hiromszog egyenld

szarud, mert szogei 72° 72° és 36° A harom-

szogben egyenld szogekkel szemben egyenld
oldalak vannak, tehat MC = DC = 10 cm.

Az OMC héromszdg is egyenld szdrd, mert
MOCX =MCOX = 36° ezért

OM=MC =10 cm.
Tehdt OM =10 cm.

P Nem. A hdromszog-egyenldtlenség alapjan az egyik e 4tléra teljesiilnie kell:
e<7+8=15 é e<11+9=20.
Tehat az egyik atlénak 15 cm-nél kisebbnek kell lennie. A mdsik f atléra szintén teljesiilnie kell, hogy
f<8+11=19 és f<9+7=16.
Tehat a masik atlénak 16 cm-nél kisebbnek kell lennie.

€3 Az dbran lithaté felosztds megfelel a feladat
feltételeinek.

€3 Az ABCD négyszdgben az 4tlok metszéspontja legyen M. Az ABM, illetve CDM héromszdgben
a hdromszodg-egyenlStlenségek:

AM + BM > AB, illetve CM + DM > CD.
Innen az allit4s kozvetlen adddik, hiszen AM + BM + CM + DM éppen az atlok osszege.
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Az ABD héromszdgben az A-ndl levd szog nem hegyesszog,
tehdt BD a haromszog legnagyobb oldala: BD > BA. Hasonléan

az AEC haromszog legnagyobb oldala CE, tehdt CE > AC. £
A két egyenl6tlenségbdl adddik: /’ c
BD + CE>BA+AC=(BE+FEA)+ (AD+DC) = B
=BE+ DC + (EA + AD).
Az AED hiromszogben a hdromszog-egyenl6tlenség: EA + AD > ED. Tehit

BD + CE > BE + DC + ED.

Az édbran lathatd ABC hdromszogben az oldalak a szokdsos
jeloléssel a, b és c.

Az APB, APC, illetve BPC haromszogekben a haromszog-
egyenlGtlenség:

PA+PB>c, PC+PB>a és PA+PC>b.
Ezekbdl kovetkezik, hogy:

2PA+2PB+2PC>a+b +c,
PA+PB+pPC> LT

A P pontnak a csucsoktdl vett tdvolsdgosszege a hdromszog félkertileténél nagyobb. Mivel P pont
a hdromszog egy belsd pontja, az 1320. feladat alapjan teljesiil, hogy

PA+PB<a+b, PC+PB<c+b és PA+PC<a+ec.

Ezekbdl kovetkezik, hogy:
2PA +2PB +2PC <2a+2b+2c,

PA+PB+PC<a+b+ec.

A P pontnak a cstcsoktol vett tdvolsdgosszege a haromszog keriileténél kisebb.

Pitagorasz-tétel — megoldasok

A megadott adatokbdl a kovetkezd tdblazatot

. Egyik befogo Masik befogd Atfogo
kapjuk (= ):
12 cm 5¢cm 13 cm
a) Lehetnek derékszogl haromszog oldalai. 65 o4 070
b) Lehetnek derékszogii haromszog oldalai. i i m
¢) Nem lehetnek derékszogli haromszog oldalai. V3-a a 2
d) Lehetnek derékszogi haromszog oldalai. b b V2-b

A Pitagorasz-tétel alapjan nem lehet, mert a két paratlan befog6 négyzetosszege paros, ami nem
lehet a pdratlan atfog6 négyzete.

A két ferde rid hossza egyiitt 2 -/150% + 1002 = 360,56 cm.
Az alaphoz tartoz6 magassig 6 cm.

Az ellenstily a tartéoszlop 1dbatol 41 méterre, a darugém vége a tartéoszlop labatdl 44 méterre van.



A monitor képatmérgje 177.

Az dbran a két fat jelolje CC’ és DD’ szakasz. A CDE derékszogi c

haromszogben DC szakasz hosszat kell kiszdmitani.
5m
DC=+52+102=5-/5=11,18, R 5
m
tehat a két fa csicsa megkozelitGleg 11,18 m tdvol van egymastol. o o
= ia
(o 10m D

a) Az OBC haromszog teriilete az ABC derékszogl haromszog teriiletének harmadrésze. Mivel
a két haromszog BC oldala k6zos, az OBC haromszog BC oldalhoz tartozé magassiga

az AC befog6 harmada, vagyis %: 6 cm.

Hasonléan az OAC haromszog teriilete az ABC derékszogii haromszog teriiletének harmad-
része, igy az OAC hdromszdg AC oldalhoz tartozé magassdga a BC befogé harmada, vagyis

15 =5cm.
3
Az O pontnak a befogoktdl vett tdvolsdga tehdt 6 s 5 cm.
b) Az el6zbek alapjan OC egy 6 és 5 cm oldali téglalap 4tléja. B
Pitagorasz tétele alapjan
0C =62+ 52 =/61 =781 cm. 150m| g om
¢ Tgem A

A haromszog teriilete egy b oldald szabélyos haromszog teriiletével egyenld:

2.,
r_b \/§'
4
A kiizd6tér legyen egy 8 m oldali ABCD négyzet. Tegyiik fel, 5 ¢

hogy a sportolé az AC 4tlé6 A-hoz kozelebbi P harmadolé-
pontjdban tartézkodik.

A P pontnak az A csticstdl vett tdvolsdga az atlé harmada: P

AP=%-8-\/§z3,77m. A B

A P pontnak a C cstcstdl vett tdvolsdga az 4tlé kétharmada:

CP=§-8-ﬁz7,54m.

A négyzet atléinak metszéspontja legyen O. Mivel a négyzet 4tl6i merSlegesen felezik egymast,

a DOP haromszog derékszogd, és a DO szakasz a négyzet atljanak a fele:

DO=4-2.
A PO szakasz a négyzet 4tl¢janak a hatoda:
ro=ls.i-%.13
6 3
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A DOP hiaromszogben felirva a Pitagorasz-tételt adodik, hogy
PD=+/PO?+ 0OD? = g /5 =5,96 m.
Hasonléan: PB =596 m.

A sportol6 a kiizd6tér négy sarkatdl 3,77, 5,96, 7,54 és 5,96 m tavolsagra van.

EEED) A CFB derékszogii haromszogben Pitagorasz-tétellel szdmithatd ¢
BC oldal: BC =50 cm.

A CFB haromszogben FE a CB oldalhoz tartoz6 magassag,
igy a haromszog teriiletét kétféleképpen felirva FE-re addédik:

50-FE _40-30

2 2 7
FE =24 cm.

'
A lF 30cm B

A CFE derékszogi haromszdgben Pitagorasz tételét felirva:

CE =+/40%-24%2 =32 cm.
A CEFD négyszog keriilete FE és CE szakaszok 0sszegének a kétszerese:
2:(24+32) =112 cm.
A CEFD négyszog teriilete az EFC derékszogli haromszog teriiletének kétszerese:

2-#:768 cm2

EEIM) Legyen az induldsi pont A, az érkezési pont B, a gdmb kizép-
pontja O.

A

N
a) A bolyg6 felszinén megtett 1t a f6kor keriiletének a negyed q
része: "q
sl A

22 % 314km.

b) Az alagit hossza az AOB egyenl§ szdrt derékszogl hdrom-
sz0g atfogdja. Mivel a haromszog befogdja 2 km, Pitagorasz-
tétel alapjan:

AB=2-42~2,82km.

Az alagut hossza tehdt 2,82 km.

¢) A B érkezési pontbdl akkor nem lathatjuk a tornyot, ha a torony 7 ponttal jelolt teteje a f6kor-
hoéz B-ben hizott érint6 egyenesének arra az oldaldra esik, amelyik oldalon a kor van.

27 2

A T pont az AOB szog szogfelez6jén O-t6l 2 + 0,1 =2,1 km-re van.

v 2

A szogfelezd és az érintd metszéspontja legyen C. Az OBC egyenl§ szard derékszogli harom-
szogben a befogd 2 km, igy

0C=2-2~=282km.
Mivel OC > OT, a tornyot a kis herceg nem ldthatja.



€8 Legyen AC=b és BC=a. Az O pont AC-re, illetve BC-re esG

B
merdleges vetiilete legyen A, illetve B’.
Az 1336. feladat gondolatmenete alapjan a teriiletekbdl kovet- b
kezik, hogy ) T o3 N0
ox=2 ¢ op=2. 3
3 3 ¢ A A
b

Az OB’CA téglalap 4tl6jdra felirva Pitagorasz tételét:

2 B2

oc2=9 b
9 9

Mivel AA’ = —b az AOA derékszogli haromszogben Pitagorasz tétele:

ow-(3+(3]

Mivel BB’ = _a’ a BOB’ derékszogi héromszogben Pitagorasz tétele:

2
OB = 2a) 2]
3 3
Az elébbieket felhasznalva:

2 2 2 5 5
OA?+0B? = 2y A4 e[2a) 4 [2] 252 o5 0c2
3 3 3 3 9 9
Ezzel az 4llitast bebizonyitottuk.

Ha a derékszogl haromszog masik befogdja b, és az atfogdja ¢, akkor Pitagorasz tétele alapjan:
225+ b%=c?,
¢ — b2 =225,
(c—b)-(c+b)=225.

Mivel ¢ — b kisebb, mint ¢ + b, 225 lehetséges szorzattd alakitdsai a t€nyezSk sorrend;jét is figye-
lembe véve: 1-225=3-75=5-45=9-25.

Ha a-b=1 és a+b=225, akkor a=113 és b=112.
Ha a-b=3 é a+b=75 akkor a=39 és b=36.
Ha a-b=5 é a+b=45 akkor a=25 és b=20.
Ha a-b6=9 é a+b=25 akkor a=17 és b=8.

Tehat négy ilyen hdromszog van.

Négyszigek — megoldasok

A konvex négyszognek lehet, hogy:

— nincs hegyesszoge, példaul téglalap;

— egy hegyesszoge van, példdul egy deltoid, melynek szdgei 60° 90° 120° 90°;

— két hegyesszoge van, példaul egy trapéz, melynek szogei 60° 120° 60° 120°%

— harom hegyesszoge van, példdul egy deltoid, melynek szogei 60°, 80° 60° 160°.
Négy hegyesszoge nem lehet, mert ekkor nem teljesiilne, hogy a belsd szogek osszege 360°.
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Hamisak: a), b), ¢), e), f), g). Igazak: d), h).

A haromszog oldalait Pitagorasz-tétellel szamithatjuk:
AE =122+ 42 =410 = 12,65,
EF =82+ 62 =10, sem

12cm

p 6cm F 6cm ¢

AF =122+ 62 =6-/5=13,42. £
4

Az AEF haromszog kertilete: o
A 12¢cm B

AE + EF + AF = 36,07 cm.

Az AEF hdaromszog teriiletét megkaphatjuk gy, hogy a négyzet teriiletébdl kivonjuk az ABE,
EFC és AFD haromszogek teriiletét:

Legyen ABCD a 6 cm oldald négyzet. Az A csicson dthalado,
a teriiletet harmadol6 egyenesek koziil az egyik a DC oldalt
E-ben, a masik a BC oldalt F-ben metszi.

Az ADE haromszog teriilete a négyzet teriiletének harmada,
tehat 12 cm?.

D 4cm E c

6cm

6'%:12 = DE=4cm.

Pitagorasz-tételt haszndlva az ADE hiaromszogben:
AE=\62+42=2./13~721 cm,
Ugyanigy:
AF=2-{13=721 cm.
Tehat a két egyenesnek a négyzet belsejébe es6 szakasza 7,21 cm.
Tekintsiik az ABCD négyzetet. Az AC atléjara mérjiik fel

a négyzet oldaldnak a hosszat A-bdl kiindulva, igy az E pontot
kapjuk. £ A%

Mivel a négyzet atl6i az oldalakkal 45°os szbget zarnak be, Al
az ABE egyenl{ szaru haromszog szarszoge 45° az alapon 1év§ '

SZ0oger: 180° — 45°

= 67.5° 5 675"

Ennek a szognek a kiils§ szoge 112,5°
Az EBC hdromszog EC oldalan fekvé szogek: 112,5° és 45°

Ezek alapjan a szerkesztést az EBC haromszoggel kezdjiik, mert adott az EC oldala, és ismerjiik
arajta fekvd két szoget. Az EBC haromszognek a BC oldala a négyzet oldala, aminek ismeretében
a négyzet mar szerkeszthetd.

A feladatnak mindig van megoldésa.
A téglalap 4tl6i az oldalakkal:
a) 35° és 55%; b) % és 90°—§ nagysagu szoget zarnak be.



A rombusz szogei 48° és 132°.

A rombusz szogei 30° és 150°.

Harom eset lehetséges:
a) 102° 109° 40° és 109°; b) 40° 102° 116° és 102°% c) 102° 40° 178° és 40°.

A hosszabbik 4tl6 a 10 cm-es atlét két egyenld részre osztja. A hosszabbik atl6 szeletei az aranybol
adéddan 15 cm és 9 cm. Pitagorasz tétele alapjan az oldalak:

a=+52+92=J106=10,30 cm & b=~/52+152=5-4/10 ~15,81 cm.
A paralelogramma bels6 szdgei 80° 100°.
A paralelogramma bels§ szogei 108° és 72°.

Az ABCD paralelogramménak az A csuicsdndl levd szoge legyen

hegyesszog. A paralelogramma oldalai AB=a és BC = b, 4tl6i 2 Z g

AC =e és BD = f, az AB oldalhoz tartozé magassaga m. , f e /1.
Huzzunk merdlegesta C és a D csticsokbdl az AB oldal egye-

nesére. A merSlegesek talppontjai legyenek F' és E. Az F pont AXE A e ;

az AB oldalon kiviil, az E pont az oldalon van.
Jelolje az AE és a BF egyenlG szakaszok hosszisdgait x.
A BFC derékszogl haromszogben a Pitagorasz-tétel:

b2 =m? + x2.
Az AFC derékszogl haromszogben a Pitagorasz-tétel:
e2=m?+ (a+x)>

A BED derékszogli haromszogben a Pitagorasz-tétel:
f2=m?+ (a—x)>
Ezeket felhaszndlva az 4tlok négyzetosszege:
E2+f2=2m>+(a+x2+(@a-x)2=2m2+2x%+2a%=
=2-(m? + x%) + 2a% =2b?% + 242
Ha a paralelogrammanak az A csdcsdndl levd szoge tompaszog, a bizonyitds hasonlé médon torténik.
Ha a paralelogramma téglalap, akkor is az 4tlok négyzetdsszege az oldalak négyzetdsszegével egyenld.

Mivel a paralelogramma koré kor irhatd, atléi egyenld hosszuiak, tehat téglalap.
A téglalap atl6janak hossza Pitagorasz-tétellel szamithato:

V122 +52 =13 cm.

A téglalap koré irhat6 kor sugara az 4tl6 fele, vagyis 6,5 cm.
Nincs konkdv trapéz, mert a trapéz egy szaron nyugvo belsé szogeinek dsszege 180°.

Mivel a két adott szog 6sszege nem 180° ezért ezek a szogek nem lehetnek egy szdron nyugvo
szogek. A trapéz masik két szoge: 180° — 38° = 142° és 180° — 102° =78°.

@EH) Ket megoldis lehetséges, amelyek a kovetkez6  Fygrgiaoq” ™ Masik " Rovidenb | Hosszabb
tablazatbdl olvashatdk ki. Felhasznaltuk az oldal- szar szar alap alap
hosszak kiszamitdsdnal, hogy ha egy egyenld

szard derékszogl haromszog befogdja a, akkor S 6-v2cm e e
az atfogéja a-/2. 6 cm 6-+2cm 16 cm 22 cm
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EEI) Az ABCD konvex négyszogben az atlok metszéspontja legyen M.A négyszoget az atléi négy
derékszogl haromszogre bontjak.

A négyszog teriiletét a négy derékszogl haromszog teriiletének 6sszegeként szamithatjuk:

AM-BM BM-CM CM-DM DM -AM C
T= + + + =
2 2 2 2
e
:%-(AM+CM)+%-(CM+AM):
2 2 D Mz f B
_(AM +CM)-(BM + DM) _ AC-BD
2 2 A
P e-f
Tehat a négyszog teriilete -
A feladat 4llitdsa akkor is igaz, ha a négyszdg nem konvex.
EE@ Tekintsiik az dbrdn lathato jeloléseket. e

Az EFGH négyszog négyzet, mert atléi egyenld hosszuiak,
illetve merGlegesek egymasra.

Az EFGH négyzetben a HF 4tl6 az ABCD négyzet oldaldnak H 0 F
és két 18 cm oldald szabalyos haromszog magassaganak az osszege:

HF=18+2-18'2*/§=18-(1+\/§).

Az EFGH négyzet teriilete az atlok szorzatdnak a fele:

HF?
Tercu négyzet — T ~1209,18 cm?

Az EFGH négyzet EF oldala az EOF egyenld szard derékszogl hiromszognek az atfogdja.
Ennek a hdromszognek a befogdja:
0F:%:9-(l+\/§).

Az EOF egyenld szart derékszogti hiromszognek az 4tfogéja a befogd ~/2-szerese,

EF =OF -2 =34,77 cm.
Az EFGH négyzet kertilete:

Kpreu négyzet = 4-EF =4-34,77=139,08 cm.

EE[B Az dbran lathatd ABCD téglalap oldalaira rajzolt egyenld szard
derékszogil haromszogek csucsai E, F, G és H. A — 450
Mivel az egyenld szard derékszogd haromszog alapon fekvd a
szogei 45°%-osak, F, C és G pontok egy egyenesbe esnek. Hason- D €
l16an igaz ez a tobbi ponthdrmas esetében is. g ¢

A téglalap és a haromszogek négyszoget hatdroznak meg.

Ennek az EFGH négyszognek minden szoge derékszog, tehat A B
téglalap. a a
Az édbra jeloléseit haszndlva az EFGH téglalap minden oldala E

a + b hosszuséagu, tehat négyzet.



EEF) Az ABCD négyszog oldalainak felezSpontjai az abra jeloléseit

haszndlva E, F, G és H. A szemben lev§ oldalak felezGpontjait
0sszekotd szakaszok metszéspontja M.

Az AME és a BME hiromszogek teriilete egyenld, mivel AE,
illetve BE oldalai egyenl$ hosszdak, valamint ezen oldalakhoz
tartoz6 magassdgok megegyeznek.

A tobbi haromszog esetében is ezt végiggondolva adddik, hogy:

IMEBF négyszog + vcpH négyszog = IMFcG négyszog + IMHAE négyszog*

A feladatban harom négyszog teriiletét adtak meg, igy a hidnyz6 negyedik négyszog teriiletére
a kovetkezs Osszefiiggések valamelyike érvényes:

15+20=25+x = x=10 = tABCDnégysz'dg:70 sz,
15425=20+y = y=20 = 14p0p neaysmog =30 M,

A négyszog teriilete lehet 70, 80 vagy 90 cm?.

Az atlék metszéspontja a megfeleld pont.

A négyszog csucsai legyenek A, B, C és D. A sik egy P pontjdra igaz, hogy PA + PC 2 AC,
és egyenlGség csak akkor 4ll fenn, ha P pont rajta van az AC 4tldn;

Hasonléan PB + PD > BD, és egyenl8ség csak akkor dll fenn, ha P pont rajta van a BD &tlon.

Ebbdl kovetkezik, hogy
PA + PC+ PB+ PD=AC + BD.

EgyenlGség csak akkor 4ll fenn, ha P rajta van az AC, illetve a BD &tlok mindegyikén, vagyis
P pont éppen az atlék metszéspontja.

Sokszdgek — megoldasok

A helyesen kitoltott tdbldzat:

A sokszdg egyik csticsabol kiindulo

A sokszog oldalainak szama vV Pttt

A sokszog belsd szogeinek dsszege

10 7 1440°

18 15 2880°

24 21 3960°

n n-3 (n-2)-180°
a+3 a (@+1)-180°
%u %-1 0

Egy n oldald konvex sokszog egy kiils§ szoge mindig kisebb, mint 180° és a belsé szogeinek
0sszege 180° egész szamu tobbszorose: (n —2)- 180°

Mivel 2283°=12-180°+ 123° = (14 — 2)- 180° + 123, a kiils6 szog csak 123° lehet, és a sokszog
14 oldald.

Az a) és c) igaz, a b) és d) hamis.
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A helyesen kitoltott tdblazat:

A szabalyos sokszdg oldalainak szama A szabalyos sokszdg egy belsé szdge A szabalyos sokszdg egy kiilsé szoge

20 162° 18°
10 144° 36°
9 140° 40°
) (n—2)-180° 360°
n n
360° 5
—— o 180° - ot
360°
180° -
B B B

Egy konvex hatszog dtldinak legfeljebb 15 darab csicsoktdl kiilonb6zd metszéspontja lehet.
Egy szabdlyos hatszog atldinak pontosan 13 darab csticsoktol kiilonb6z6 metszéspontja van.

Alegrovidebb atlé és a szabalyos hatszog két oldala olyan egyenld szard haromszoget hatdroz meg,
amelynek szarszoge 120° Ez alapjan a szerkesztés elvégezhetd.

A szabdlyos 6tszog egy csucsabodl kiinduld atléi 36°-os szoget
zarnak be.

Az 1372. feladat alapjan ABGX = GAB< =36° A BGF<& a BGA
haromszog kiilsd szoge, tehat 36° + 36° = 72° Ugyanigy meg-
mutathatd, hogy GFBX = 72°

Tehat a BGF haromszog szogei: 72° 72° 36°

a) Az ABCDEF szabilyos hatszdg egy kiils6 szoge F'FA'S = 60°
és FA = 2FF’. Ebbdl kovetkezik, hogy az F’FA hiromszog

sz

fél szabdlyos hdromszog, amelynek az A-nél 1évé szoge 30°.
Ugyanigy az AAB’ haromszog is fél szabdlyos haromszog, és
az A-nél 1évé szoge 90° Ez azt jelenti, hogy az AB’C’D’E’F’
hatszognek az A-nél 1évé szoge 30° + 90° = 120°-os.

A hatszog tobbi szogérdl hasonlé médon belathatd, hogy
szintén 120°-o0s.
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b) A keletkezett hatszog minden oldala egy 24 cm oldali szabdlyos haromsz6g magassdga, vagyis

24-?:12-\/§cm.

Az AB'C’D’E’F’ hatszog minden szoge és minden oldala egyenld, tehat szabalyos. Igy a keriilet:
K 4pcpEF hatszog =012 - V3=124,71 em.
¢) Az AB’C’D’E’F’ hatszog teriilete 6 darab 12 -+/3 cm oldald szabélyos haromszog teriiletének

az Osszege: (12 7 )2 g
ThpcDEF hatszog =0 - 648 /3 =1122,37 cm?

a) A nyolcszég minden szoge 135°. 08 4 08 1 038
b) Nem szabdlyos a nyolcszog, mert oldalai nem egyenld 1355
hossziak. Ugyanis BC a négyzet oldaldnak harmadrésze, s / \\>\ A
AB pedig a harmadrész /2 -szorose.
c) Akeriilet: c W‘ﬁm / F
Koyoleszog =4-0.8-(1++2) = 7,73 m.
D E

d) A nyolcszog teriiletét megkapjuk ugy, hogy az eredeti négyzet teriiletébdl kivonjuk két 0,8 m
oldald négyzet teriiletét.

T =242-2.0,82=4,48 m2.

nyolcszog

Legyen T az AB alap felezéspontja. A Pitagorasz-tétel alapjan

a BCT derékszogi haromszogbdl BC = 20 cm.

Az FBC hdromszog FB oldala 8 cm, a hozza tartozé CT ma-

gassdg 16 cm. Az FBC haromszog BC oldala 20 cm, a hozza 15,2

tartozé magassaga FE. Ennek a haromszdgnek a teriilete kétféle-

képpen szdmolhato: DAY 16 (\E
8-16 FE-20

2
A BEF derékszogl haromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan:
EB=./82-642=48 = CE=152cm.
Hasonléan DG =6,4 cm és DC = 15,2 cm.

A CEFGD otszog teriilete a GDC, FEC és FGC haromszogek teriiletének osszege:

816 . 6,4-152
TeprGD stsawg = > +2- > =161,28 cm>

A CEFGD Ootszog kertilete:
Kcerep otszog = GF +2-(FE+CE)=51,2 cm.

= FE=6,4cm. A G T F 8 B

sz

A 25 hiaromszog bels szogeinek dsszege 25 - 180° Az 6tszog belsejében 1évS egy haromszog-
csticsndl a szogek dsszege 360°. Ha n cstics esik az 6tszogon beliil, akkor a hdromszog belsd szogei-
nek Osszegét ugy is szamolhatjuk, hogy 360° n-szereséhez hozzdadjuk az 6tszog belsd szogeinek
Osszegét. fgy n-re a kdvetkez§ egyenlethez jutunk:

25-180°=n-360°+540° = n=11.
Az 6tsz0g belsejébe 11 haromszdg-csucs esik.

.................. .76
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Az dbran lathat6 ABCDEFGHI szabélyos kilenc-
sz0g egy belss szoge 140°. Egyik legrovidebb
atléja BD, egyik leghosszabb atl6ja pedig AE.

A BCD egyenl§ szarti haromszog szarszoge egy-
uttal a szabalyos kilencszog egyik belsd szoge is,
tehat 140° Tovabba: BDC< = CBD< = 20°,
valamint BDES = DBA< = 140° — 20° = 120°.

A szabdlyos kilencszog C cstcsan dthaladé
szimmetriatengelyére merdleges a sokszég BD
és AE atldja, tehat az ABDE négyszog olyan hir-
trapéz, amelynek belsé szogei 60° illetve 120° | 3

Legyen az AE leghosszabb adtlénak P egy olyan

belsd pontja, amelyre igaz, hogy a BDEP négy-

szog paralelogramma. A szogekbdl adéddan P ¢

az APB haromszog szabdlyos, és az oldala

éppen a kilencszog egy oldala.

Mivel a paralelogramma szemkozti oldalai egyenld hossziak, EP a legrovidebb atléval egyenld
hossz, és a szabdlyos haromszogbdl adodéan PA a szabdlyos kilencszog oldala.

Mivel AE = AP + PE, az allitdsunk igaz.

Nevezetes ponthalmazok — megoldasok

Legyen az adott pont P, az adott egyenes e.

Ha a pont és az egyenes tavolsdga 8 cm-nél nagyobb, akkor az adott tulajdonsdgu pontok a P koriil
irt 5 cm sugard korvonal pontjai.

Ha a pont és az egyenes tdvolsdga 8 cm, akkor az adott tulajdonsdgd pontok a P koriil irt 5 cm
sugard korvonal pontjai, kivéve a kor e-hez legkozelebbi pontjat.

Ha a pont és az egyenes tavolsdga 8 cm-nél kisebb, de 2 cm-nél nem kisebb, akkor az adott tulaj-
donségt pontok a P koriil irt 5 cm sugarud korvonal egy nyilt ivének pontjai.

Ha a pont és egyenes tdvolsdga 2 cm-nél kisebb, akkor az adott tulajdonsdgui pontok a P koriil irt
5 cm sugaru korvonal két nyilt {vének pontjai.

A pontok halmaza az a kdrvonal, amelynek kdzéppontja a két koncentrikus kor kozos kozéppontja,
sugara a két kor sugardnak szdmtani kozepe.



Ha P és Q tavolsaga nagyobb, mint 10 cm, akkor az adott tulajdonsdgu pontok a P koriil irt 4 cm
sugaru zart korlap pontjai.

Ha P és Q tavolsaga 10 cm, akkor az adott tulajdonsdgu pontok a P koriil irt 4 cm sugard zart
korlap pontjai, kivéve a korlap Q-hoz legkozelebb esé pontjat.

Ha P és Q tdvolsaga kisebb, mint 10 cm, de nagyobb, mint 2 cm, akkor az adott tulajdonsagu
pontok a P koriil irt 4 cm sugard zart korlapnak az dbran lathaté pontjai.

Ha P és Q tavolsdga 2 cm-nél kisebb vagy egyenld, nincs ilyen pont.
Egy szakasz mint alap folé emelt egyenld szart haromszdg harmadik cstcsa, egyenld tdvol van
az alap két végpontjatdl, igy a harmadik cstics az alap felezGmerdlegesén van.

Ha a két szakasz nem parhuzamos, akkor a két szakasz felez&merSlegesének metszéspontja
az egyenld szard haromszogek kozos pontja.

Ha a két szakasz parhuzamos, €s felezGmerdGlegeseik egybeesnek, akkor a kozos felezGmerdleges
minden pontja megfelel a k6z0os csticsnak, kivéve a két szakasz felezGpontja.

Ha a két szakasz parhuzamos, és felezGmerdlegeseik parhuzamosak, de nem esnek egybe, akkor
nem lehet ilyen haromszogeket szerkeszteni.

Egy kor érintdje merdleges az érintési pontba huzott sugdrra, igy a szerkesztendd kor kozéppontja
rajta van az egyenesre E-ben dllitott merSlegesen.

Ismert, hogy egy kor hiirjanak felez6merdlegese tartalmazza a kor kozéppontjat, igy a PE szakasz
felezGmerdlegese tartalmazza a szerkesztendd kor kozéppontjat.

Ezek alapjan a szerkesztés menete:

1. az adott egyenesre E-ben merSlegest allitunk;

2. megszerkesztjiik a PE szakasz felezGmerdlegesét;

3. a két egyenes metszéspontja lesz a kor kozéppontja, sugara a kézéppont és E tavolsiga;
4. ez alapjan a koérvonal megrajzolhatd.

A feladatnak mindig egy megolddsa van.

Az 1314. feladat alapjan torténhet a szerkesztés.

Mivel az AAC haromszog egyenl$ szard, igy
az A csucs rajta van az AC szakasz felezGmerd-
legesén. Hasonldan a B csics rajta van a B'C
szakasz felezGmerdGlegesén.

A szerkesztés menete:
1. Szerkessziik meg azt az AB’C hdromszoget, amelynek az AB’ oldala a keriilettel egyenld hosszd,

. o . B

és az A-nél 1€v4 szoge > a B-nél 1évd szoge 5

2. Az AC szakasz felezGmerGlegesének az AB’-vel valé metszéspontja adja A pontot.
3. A B’C szakasz felezGmerdlegesének az AB*-vel valé metszéspontja adja B pontot.
A feladatnak mindig van megoldésa, ha a két megadott szog osszege 180°-ndl kisebb.
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Kett6 olyan pont van, amelyik mind a hdrom egyenest6l egyenl§ tavol van.
Az AD étfogdju fél szabalyos haromszogbdl adédéan AD = 10 cm.

Ha a szarszog 36°, akkor az alapon fekvd szogek 72°-osak.

. .. .. 7 z 7 z Z Ve C
Az alapon 1év6 egyik szog szogfelez§je az dbran lathaté médon
két egyenld széart haromszogre bontja az eredeti hdromszoget. A

Mivel CE parhuzamos BD-vel, parhuzamos szard szogek kelet-
keznek. A CBD szdg és a CDB szogis a C csdcsndl 1év6 szog
fele, vagyis a BCD haromszog egyenls szard. (=)

Egy haromszogben egyenld szogekkel szemben egyenl$ oldalak
vannak, tehat DC = BC.

A négyzet atfogora esd csticsa egyenld tavol van a két befogotol,
igy rajta van a derékszogl cstcs szogfelez§jén. Ez alapjan a
szerkesztés elvégezhetd.

A félkor kozéppontja, amely a hdromszog egyik oldaléra esik, egyenld tdvol van a mésik két oldaltdl,

igy a félkor kozéppontja rajta van a masik két oldal altal bezart belsd szog szogfelezdjén. Ez alapjan
a szerkesztés elvégezhetd.

Tekintsiik az abra jeloléseit. (=)
A parhuzamossagbol kovetkezik, hogy az A-ndl 1évé kiils§ szog

éppen a B-nél, illetve a C-nél 1évS belsd szogeknek is két-
szerese. Ebbdl adddik, hogy a B-nél és C-nél levd belsS szdgek

egyenlGk.

Az ABC hédromszog egyenld szard és AB = AC.

A szbgfelezSk 4ltal bezdrt szog 57°.

EEEB) @) A masik két belsd szog szogfelezSinek hajlasszoge 66°
b) Az ABC hdromszdg szogei a szokdsos jelolésekkel legyen o,
B és y. A B és yszogek szogfelezGinek metszéspontjat
jelolje O.
Az OBC hiromszog B-nél és C-nél 1évé belsd szoge g és

B

Ennek a hdaromszognek az O csucsndl levd kiilsé szoge = + —,
ami éppen a két szogfelezd hajldsszoge. 2

NIR IR

Mivel az ABC haromszog belsd szdgeinek osszege 180° a két szogfelezd hajlasszoge:

E+Z:,B+y:180 —O g%

2 2 2 2 2"




€D A KiilsG szogek rendre 132° 1069 illetve 122° AKkiilsg szogfelezdk dltal meghatédrozott haromszog

belsd szogei ezek felének paronként vett Gsszegét egészitik ki 180°-ra. Igy a szogek:

o B0 o g BEIE g 120100,

€D Az ABC hiaromszog A és B csiicsndl 1évd belss szogfelezdk

1397

metszéspontja legyen O. Mivel DE parhuzamos AB-vel, a DOA
és az OAB szogek valtészogek:

DOAL = OABX = DAO L = %

Ez azt jelenti, hogy az ADO haromszog egyenld szdrd. Egy hdrom-
szogben egyenld szogekkel szemben egyenld oldalak vannak,
ezért DO = DA =5 cm. Ugyanigy adédik, hogy OF = EB =4 cm.

Tehat a DE szakasz hossza 9 cm.

Ha az 4brdn lathatd ABC hdromszogben az A

ABC% = ACB% = 3, akkor a BACX=180°-2-f3. 90°-

Mivel az MB mer6leges a hdromszég BC olda- i N
lara, ABM% = 90° — . 4 180725

Az M pont rajta van az AB szakasz felezd-

merdlegesén, tehat az AMB haromszog egyenld

szard: MBAY = BAM< =90° - 3.

Az NC parhuzamos AB-vel, tehiat az ACN és 90°- 8
a BAC szbgek véltészogek: BACE = ACNK = , b b /
=180°-2-B.

Az N pontrajta van az AC szakasz felezGmerdlegesén, tehdt az ACN hdromszog is egyenld szdra:
ACN< = CANS =180°-2- 3.

Az A cstcsndl 16vG szogek osszege 2-(180°—2- ) +90° — B=450°-5- 3, ami éppen 120°
a feladat feltétele szerint. Ebbdl 8= 66°

A haromszog szogei: 66° 66°, 48°.

180°-28

A sz0g cstcsa legyen O, a szogszdrak pedig e, illetve f félegye-
nesek. A P pont az e szogszar egy tetszéleges pontja.

Legyen P, aszogtartomdnyban az a pont, amelyre PP, parhuza-
mos az f szogszarral és PP, = OP.

Az OPP; hiaromszog egyenl§ szdrd, és az egyenld oldalakkal
szemben egyenld szogek vannak: PPO< = POP< = q.

A parhuzamossag miatt az f szogszdr az OP; egyenesével, szintén
o nagysagu szoget zdr be, tehdt P; pont rajta van a szogfelezdn.

Tekintsiik a szogfelezS egy tetszleges Q pontjat. Hizzunk parhuzamost Q-n keresztiil az f szog-
szarral, és vegyiik a parhuzamos és e egyenes metszéspontjit. A metszéspontbdl kiindulva,
a feladat utasitasait kovetve éppen a Q ponthoz jutunk. Tehat a szogfelez6 minden pontja hozza
tartozik az adott tulajdonsdgi pontok halmazdhoz.

Legyen P, a szogtartomdnyon kiviil az a pont, amelyre PP, pdrhuzamos az f szogszarral
és PP, = OP. Belathato, hogy a P, pontok halmaza az adott sz6g mellékszogének szogfelezdje.

A feladatban szerepld pontok halmaza a szogtartomdny szogfelezgje és a mellékszdgének szog-
felezdje. (A szog és mellékszog kozos szogszara tartalmazza P-t.)
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€EB) Ha a szogfelez6k a DC oldal E felezGpontjaban metszik egymast,

akkor a szogfelezés miatt BAESX = EAD< = %. Mivel a parale-
) 72

logramma szemkozti oldalai parhuzamosak, a BAE és a DEA

szogek valtoszogek, tehdt BAEX = DEAX = %. Ez azt jelenti,

hogy az AED haromszog egyenl§ szard, vagyis DE = AD. Ugyanigy BC = CE, tehiat DC = 2BC.
Ha DC =2BC, és E’ ponta DC felezSpontja, akkor AD = DE”,

vagyis az ADE’ haromszog egyenld szdri. A haromszogben ) .
az egyenld oldalakkal szemben egyenld szogek vannak, tehét
DAE’¥ = DE’A¥ = ¢. Mivel AB parhuzamos DC-vel, DE’A % 2

és E’AB szogek valtoszogek, tehat DE’A< = E’AB< = ¢. Hason- A B

l6an ABE’SX = E'BCY = ¢.

Tehat AE” a BAD, és BE’ az ABC sz0g szogfelezbje, vagyis az ABC és BAD szogek szogfelezdi
DC felez6pontjdban, E’-ben metszik egymast.

€D Az ABC, illetve az ABC’ haromszdgekben BC = BC’. A két .

haromszog koziil az elsGben legyen nagyobb a B-nél 1€vé szog, /

mint a masodikban. Bizonyitandd, hogy AC’ < AC.

A CBC’ szog felezGje az ABC’ haromszogon kiviil halad, és
messe az AC oldalt egy F pontban. Ekkor igaz, hogy CF = C’F. /

Az AC’F hiaromszogben felirva a haromszog-egyenlStlenséget: e
AC’<AF + FC’=AF + FC = AC.
Ezzel bizonyitottuk a feladat éllitasat.

=/

o
(o)

@I Haszndljuk a kdvetkezs dbra jeloléseit.

A kis kor sugara legyen r. ”
A kisebbik félkorok sugara 4 cm, tehat FE = FD =4 cm. 4 é? 4

A kis kor beliilrdl érinti a nagy félkort, ezért kozéppontjaik tavol-
siga: CF=8-r.

E 4 F 4 D

A kis kor kiviilrdl érinti a kisebbik félkoroket, ezért kozéppontjaik tdvolsdga: CE=CD =4 +r.
A CFE derékszogli haromszogben felirva Pitagorasz tételét:

@G+r?*=8-r?+4> = r=§.

A legkisebb kor sugara % cm.

@ o) Az r=4 cm sugard kor kdzéppontja O;, az egyenessel vett
érintési pontja E;.
Az R =9 cm sugaru kor kozéppontja 0,, az egyenessel vett
érintési pontja E,.

Az O,0,E,E| négyszog derékszogl trapéz, alapjai r és R.

A nem derékszogd szar hossza r + R.

A derékszogl szdrat az dbra alapjan Pitagorasz-tétellel szamithatjuk:
EE,=JR+r?*-(R-n>=v4-R-r=2-JR-r = EE,=2-J4-9=12cm.

Az érintési pontok tadvolsdga 12 cm.




b) Hakét r és R sugart kor érint egy egyenest és érintik egymadst is,

akkor az el6z6 gondolatmenet alapjan az érintési pontok

tavolsdga:
Ha a keresett kor x sugara kisebb mind a két kor sugardndl, D)
és az egyenessel vett érintési pontja Es, akkor az el6z6ek G B
alapjan:

E1E3:2'\j4x:4'\/;, E3E2:2'\j9x:6'\/;, E1E2=12.
Igy:

A kisebb keresett kor sugara 1,44 cm.

Ha a keresett kor y sugara nagyobb mind a két
kor sugaranal, és az egyenessel vett érintési

Py

pontja E,, akkor az el6zGek alapjan:

EE =2 Iy =4-5, | o
E4E2:2\/g:6\/§, 01x

E1E2 = 12 o E4 E1 E2

-

Igy:

A nagyobb keresett kor sugara 36 cm.

Haromszog beirt és koreé irt kore — megoldasok

A beirt kor kdzéppontjat a belsd szogfelezGk metszéspontja, a koriilirt kor kozéppontjat az oldal-
felez6 merdlegesek metszéspontja adja.

a) A szerkesztés elvégezhetd, ha figyelembe vessziik, hogy ha a koriilirt kor kozéppontjat dssze-
kotjiik a csicsokkal, akkor ezek a sugarak 120°-0s szoget zarnak be egymassal.

b) A szerkesztés elvégezhetd, ha figyelembe vessziik, hogy ha a beirt kor kdzéppontjat dsszekotjiik
az oldalakkal vett érintési pontokkal, akkor ezek a sugarak 120°-o0s szoget zarnak be egymassal.

A szabdlyos hdromszog oldalfelezd merdlegesei és belsd szogtelezoi
egybeesnek, igy a haromszog beirt és koré irt korének kozép-
pontja is ugyanaz a pont. Ez a pont a hdromszog két csicsdval
egyenl( szard haromszoget alkot, amelynek szarszoge 120°. Ezt
a hdromszoget az alaphoz tartozé magassdga két fél szabdlyos
haromszogre bontja, amelyrdl tudjuk, hogy a révidebb befogéja 60°
fele az atfogénak. ™ [30°

-

Mivel az atfog6 éppen a koriilirt kor sugara, a befogé a beirt kor
sugara, a feladat allitdsa igaz.

Az 1404. feladatbdl kovetkezik, hogy az a oldald szabdlyos haromszdg magassdga éppen a beirt
és kortilirt kor sugardnak 0sszege, és hosszuk aranya 1:2.

1 a~\/§=aw/§

Tehat a beirt kor sugara: 3

2‘a-\/§ a-\f3

, a kortlirt kor sugara: =
2 6 32 3




Ha egy haromszog koré irt korének sugara R, kozéppontja O, egy oldala a, akkor az O pontnak
az a oldaltdl vett d tavolsagat Pitagorasz tételével kiszamithatjuk:

Mivel egy adott haromszog esetén R dllandd, a gyok alatti mennyiség akkor a legkisebb, ha a
a legnagyobb.

Tehat bebizonyitottuk, hogy egy haromszog koré irt korének kozéppontja a legnagyobb oldalhoz
van a legkozelebb.

A helyesen kitoltott tdblazat:

Haromszog Haromszog P
keriilete teriilete Reilrsugan
60 cm 125 cm? 2—65 cm
30 cm 30 cm? 2cm
k-r
k -
5 r

A befogék legyenek a =30 cm, b =40 cm, és a Pitagorasz-tételbdl az 4tfogé ¢ = 50 cm.
a) A beirt kor sugarara ismert a kovetkezd Osszefiiggés:

r= arb-c =10 cm.
2
b) Az atfogéhoz irt kor sugara:
.= atbre_ 60 cm.
2
c) A befogoékhoz irt korok sugara:
ra=a_—b+c=20cm és rb=¥=300m.

Az ABC egyenl§ szart haromszdgben az dbranak megfeleléen AB az alap, F az alap felez&pontja.
a) A CFB hiaromszogben a Pitagorasz-tételt haszndlva:

AB=2-FB=2-20%-162 =24 cm.

b) Legyen a szarhoz tartoz6 magassag m. Az ABC haromszog
teriiletére igaz: 24.16 20-m

2 2
Innen a szdrhoz tartozé magassag 19,2 cm.

¢) A BC széarhoz tartoz6 magassag talppontja legyen 7. Az ABT haromszogben Pitagorasz tétele:
TB?+1922=24> = TB=144 = TC=20-144=56.
A szarhoz tartoz6 magassag a szdrat 14,4 és 5,6 cm-re osztja.
d) Ha a beirt kor sugara r, a haromszog teriiletét kétféleképpen felirhatjuk:

24'16—r- 20+20+24
2 2

) = r=6cm.
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e) Legyen a hdromszog koré irhaté korének sugara R, a kor

kozéppontja O. Az O pont rajta van az alaphoz tartozé magas- g
sdgon.
Az AFO derékszogd haromszogben OF =16 - R, AO =R
és AF =12. 0
Pitagorasz tétele az AFO haromszogre: A16-R
R2 = 122+(16—R)2. A 12 F B

Az egyenletet megoldva: R = 12,5 cm.

2

A haromszog egyenl§ szard, mert szogeinek nagysdga 70° 70° és 40°.

a) Abal oldali dbrardl leolvashatd, hogy
az egyenl6 szari haromszog oldalai
140° 140° és 80°-os szogben latsza-
nak a koriilirhaté kor kozéppontjabol.

b) Kiils6 pontbdl egy korhoz hizott
érintészakaszok hosszdnak egyenld-
s€gébdl az egyenld szard haromszo-
gekben adddnak a jobb oldali dbran
lathat6 szogek. Annak a haromszog-
nek a szogei, amelyet a beirt kornek
az oldalakkal vett érintési pontjai
hatdroznak meg: 70°% 55° és 55°.

Az dbra alapjdn a hdromszog csucsaibdl a beirt korhoz hdzott 7.z
érintészakaszok hosszdnak egyenl@sége alapjan: 5 6
= X y
x+y=9 ; )
y+7=6¢. 9
xX+2z=5

Az egyenletrendszer megolddsai: x =4, y=5, z=1.

Tehat az érintési pontok az 5 cm-es oldalt 4 és 1 cm-es szakaszokra, a 6 cm-es oldalt 6 és 1 cm-es
szakaszokra, a 9 cm-es oldalt 4 és 5 cm-es szakaszokra osztjak.

a) Ahdromszoget lefedd legkisebb sugarti kor éppen a hdromszog c

koré irt kor.
Az ABC héaromszogben AB=6cm, BC=AC =5 cm.

Ha az alap felezSpontja F, akkor AF =3 cm. Az AFC hirom- A
szogben Pitagorasz tétele alapjan CF =4 cm. g 0 "
Legyen az ABC héaromszog koré irt korének sugara R, a kor A-R

A 3 F 3 B

kozéppontja O. Az O pont rajta van az ABC haromszog
alapjdhoz tartozé magassagan.

Az AFO derékszogli haromszogben OF =4 — R, AO =R,
valamint AF = 3. Pitagorasz tétele erre a haromszogre:

R2=32+(4—R)2 = R:%‘S=3,125

A haromszoget lefedd korlap sugara legaldbb 3,125 cm.
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b) Abeirtkor K kozéppontja az ABC haromszog alaphoz tartozd c
magassagan van.
Ha a beirt kor sugara r, a haromszog teriiletét kétféleképpen
irhatjuk fel: 5 5

4-6=r‘(5+5+6):=> =15,

2 2
fgy CK=4-1,5=25cm.
Az AKF derékszogl hairomszogben AF =3 cm, KF =r=1,5 cm.
Az AKF derékszogl haromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan:

AK =32+ 1,52 =3,35 cm.
Hasonl6an addédik: BK = 3,35 cm.
A beirt kor kozéppontja a csucsoktdl 2,5, 3,35 és 3,35 cm-re van.

8B a) A doboz alapélének hosszit annak a szabélyos hdromszdgnek az oldala adja, amelybe 13 cm
sugart kor frhaté. Az 1405. feladat alapjan:

Lo T
6 NE]
A hiromszog alapt doboz alapéle 45,03 cm.
b) A doboz alapélének hosszat annak a négyzetnek az oldala adja, amelybe 13 cm sugari kor
irhatd. A négyzet alapu doboz alapéle 2-13 =26 cm.

13 ~45,03 cm.

c) Az elsé esetben az alaplap teriilete:

78
(ﬁ)'\/g_w-\/?
12

=~ 878,15 cm,
4
mig a keriilete:
3. LS 135,1 cm
V3 o
A masodik esetben az alaplap teriilete:
262 = 676 cm?2,
a kertilete pedig:
4.26 =104 cm.

Mivel a dobozok magassdga egyenld, a mdsodik csomagoldsi médot érdemes valasztani.

8D Az dbra segitségével a hdromszog csticsaibdl a beirt korhoz hizott A
érintészakaszok hosszdnak egyenldsége alapjan a kovetkezd
egyenletrendszert kapjuk:

xX+y=a
y+z=by.
x+z=c
Az egyenletrendszer megolddsai (s a haromszog félkeriilete): B ! e
a+c->b a+b-c b+c-a
X=——=5-b, y=——=5-¢, z=——=5—a.
2 2 2

Tehét az érintési pontok az oldalakat a kovetkezd hosszisdgu szakaszokra osztjak:
aoldalt s—b és s—c; boldalt s—a és s—c; coldalt s—a és s—b.



{AH Ha a haromszog befogdi a, b és az dtfogdja ¢, akkor a Pitagorasz-tétel alapjan a2 + b% = c2.

1416

Ha a két befogé mindegyike pdratlan, akkor az dtfogé paros. Ha a két befogd mindegyike paros,
akkor az atfogd paros. Ha a két befogo kiilonboz6 paritasu, akkor az atfogd paratlan. Tehat
mindegyik esetben a + b — ¢ paros.

A derékszdgli hdromszdg beirt korének sugardra ismert a kdvetkezs Osszefiiggés:

_a+b-c

==

r
Mivel a tort szdmlaléja paros, r egész.

Az abrén lathaté ABC egyenl$ szdrd hdrom-
szogben:
BACY = BCAX = 50°.
Rajzoljuk meg az alaphoz tartoz6 BH magassa-
got, ennek CP-vel valé metszéspontja legyen Q.
Az ACQ egyenl§ szard hdromszogben:
QACL = QCAX =30° és AQC¥ =120
A QAB haromszogben:
BAQ< =50°-30°=20°,

OBAX =40° és BQA< =120
Vizsgédljuk meg a QAB hdaromszdgben PQ, illetve PA mekkora részekre osztja a Q-ndl, illetve
az A-ndl 1év§ szogeket.

Mivel PACS =40° QAP =40°-30°=10° a PA egyenese felezi az A-ndl 1évs szoget. Az ACQ

sz

haromszog Q-ndl 1€vé kiilsé szoge POA = 60° vagyis PQ egyenese felezi a Q-nél levd szoget.

30°

C

Megvizsgilva QAB haromszogben, P pont a haromszog két belsd szogfelezdjének metszéspontja,

amelyen dthalad a harmadik szogfelezé is. Tehat:

40°

PBQ% = PBAS =——=20"

A PCB héiromszogben tehét ismert két szog:
PBC¥=20°+40°=60° és PCB<=50°-30°=20°
Mivel a hdromszog belsd szogeinek dsszege 180° a harmadik BPC szog 100°.

Thalész tetele — megoldasok

A hdromszog koré irt korének sugara:

[2, 12
a) 4-4J10 cm; b) a—+b'

2
A szerkesztés Thalész tétele segitségével torténhet. Az érintGszakasz hossza 6 cm.

Legyen P egy olyan pont, amelybdl r hosszisdgu érint§ hizhaté az O kozépponti korhoz.

A koron 1évo egyik érintési pont, a kor kdzéppontja és P olyan derékszogil hdromszoget hatdroznak
meg, amely befogéinak hossza r, ezért Pitagorasz tétele alapjan P pont r-+/2 tivolsdgra van
a kor kozéppontjatél. A P rajta van az O kozépponti r-+/2 sugari koron.

Ez utébbi kor minden pontja rendelkezik azzal a tulajdonsdggal, hogy abbdl r hosszisdgu érintd
hizhaté az O kdzépponti r sugard korhoz.

Az adott pontok halmaza tehat O kozépponti r-~/2 sugart kor.



Egy egyenl§ szari haromszog AB alapjdnak felezGmerdlegese tartalmazza a hdromszog C csucsat.

Ismert, hogy egy tetszéleges haromszog barmely csticsdbdl kiindulé két oldal egyenese, a beirt kor
egy-egy érintdje.
Ez alapjan a szerkesztés menete:

1. Vegyiik fel az egyenl$ szard haromszog AB alapjat, és szerkessziik meg a szakasz felezé-
merGlegesét.

2. Szerkessziik meg azt a kort, amely az alapot az alap felezGpontjaban érinti, €s sugara a befrt kor
sugaraval egyenld.

3. Thalész-kor segitségével az alap A pontjdn dthaladd, a beirt kort érintd mdsik egyenest szer-
kessziik meg.

4. Ez utébbi érintd és az AB felez6merdlegesének metszéspontja adja a haromszog C csdcsét.
A deltoid két szemben levés szoge 90°.

Az 4tfogd két végpontja mint atmérd folé szerkesztett Thalész-kor és az egyenes metszéspontja
szolgaltatja a hdromszog derékszogl csucsat.
Ha az adott egyenesre nem illeszkedik az atfogd egyik végpontja sem, akkor:
— ha az adott egyenesnek az atfogé felezGpontjatdl vett tavolsdga kisebb, mint az 4tfogé fele,
akkor két haromszoget kapunk megoldasként;
— ha az adott egyenesnek az atfogo felezGpontjatol vett tavolsdga éppen az atfogo fele, akkor egy
ilyen hdromsz6ghdz jutunk;
— egyébként a feladatnak nincs megoldasa.
Ha az adott egyenes csak az atfogd egyik végpontjéra illeszkedik, és nem merdleges a két adott
pont dltal meghatdrozott egyenesre, akkor egy hdromszoget tudunk szerkeszteni, ha merdleges,
akkor nincs megoldésa a feladatnak.

Ha az adott egyenes az 4tfogé mindkét végpontjat tartalmazza, szintén nincs megoldas.

Legyen a derékszog csucsa C, a szakasz végpontjai A és B,
a szakasz felezGpontja F. A

Thalész tételének megforditdsa alapjan F' pont az ABC derék- 3
sz0gl hdromszog koré irhaté korének kozéppontja. Az FC
tdvolsag a kor sugara, ami éppen az adott /& hosszisagu szakasz F

hosszénak fele. Tehdt F pont rajta van a C kozéppontd h sugard
koron. 2

SISy
N>

A kornek minden olyan pontja, amely a derékszogl szogtarto- c -
manyba esik, eldall valamely & hosszusdgu szakasz felezGpont-

jaként. A

Az adott tulajdonsagu pontok halmaza a derékszogl szogtartomanyba es§ C kozépponti — sugard
negyed koriv. (Az v hatdrold pontjai is hozza tartoznak a halmazhoz.) 2

Tudjuk, hogy egy kor tetsz6leges hurjanak felezGmer6legese athalad
a kor kozéppontjan. Tehat a hur felez&pontja, a kor kozéppontja
és a hdr egyik végpontja derékszogl haromszdget hatiroznak meg.

A kor adott pontjan dthaladé hidrok felez&pontjai Thalész
tételének megforditdsa alapjan rajta vannak az adott pont és a kor
kozéppontja f6l€ mint atmérs folé szerkesztett Thalész-koron.
A Thalész-kor minden, az adott ponttdl kiilonbdzé pontja elGéll
valamely hur felez&pontjaként.



Thalész tételének megforditasa alapjan a talppontok rajta vannak a PC szakasz mint 4tmérs f61é
irt Thalész-koron.

A talppontok, valamint P és C pontok egy koron helyezkednek el.

Pitagorasz tételének megforditdsa alapjan a haromszog derékszogd. A derékszogli haromszog koré
irt korének sugara az 4tfog6 hosszanak a fele, tehat 6,5 cm.

Adott atfogoji derékszogli haromszog derékszogl csticsa rajta van az atfogd mint atmérd folé irt
Thalész-koron.

. N U . a-m
Egy hdromszognek a teriiletét szamolhatjuk az 4

képlettel. Mivel az atfogd adott, annak

a hdaromszognek a legnagyobb a teriilete, amelyiknek az atfogéhoz tartoz6 magassdga a leg-
nagyobb, vagyis amelyiknek a derékszogi csicsa legtavolabb van az atfogotdl. Ez akkor teljesiil,
amikor a derékszogi csucs rajta van az atfogd felezGmerdlegesén, vagyis a haromszog egyenld
szard.

A két Thalész-kor sugara egy-egy szdr hosszdnak a fele: 5 és 7,5 cm.

A két Thalész-kor kiviilrSl érinti egymast, tehat kozéppontjaikat 5 75
0sszekotd szakasz hossza, ami a szdrak felez&pontjait 6sszekotd 5 75

szakasz hossza is, éppen a két kor sugardanak 6sszege. A szdrak 7 A 7,5
felez6pontjait 6sszekotd szakasz hossza tehat 12,5 cm.

Az egyik kor kozéppontja legyen O;, a masik
kor kozéppontja 0,, és az egyenessel vett érin-
tési pontjaik rendre E; és E,. A két kor az E
pontban érintse egymast.

Az O,E\E50, négyszdg derékszogl trapéz, 7
amelynek az 0,0, szdrdn E egy olyan pont,
amelyre igaz, hogy

OIE = OIEI’ illetve 02E = 02E2.
Az O,EE, egyenl$ szaru hdromszdgben az

E, E,

O\EE % = 180° — EIOIE%E‘
2
Az O,EE, egyenl§ szari haromszogben az
O,EE, ¥ = w
Mivel egy trapéz egy szdron nyugvo szdgeinek 0sszege 180° ez utdbbi két szog dsszege:
180° — E,O,E¥ N 180° — E|\OEX E,O,E¥ + EO,E¥
2

=180° - =90°.

Ez azt jelenti, hogy az E,EE| hdromszdg derékszogl haromszog. Thalész tételének megforditdsa
alapjan az E,E, atfogo felez6pontja a derékszogi cstcstol fele olyan tdvolsagra van, mint E,E,
hossza.

Az érintési pontok altal meghatdrozott E|E, szakasz felezGpontjanak az E ponttdl vett tdvolsdga
tehdt 10 cm.



D) a) DBEX =90° mivel egy szognek és a mellék-

szogének felezGi egymdsra merGlegesek.
A BDE héaromszogben Pitagorasz tétele alap-
jan a DE atfogé6 10 cm.
Thalész tételének megforditdsa alapjin
a BDE haromszog koré irt korének sugara
az atfogo fele: 5 cm.
b) A hdromszog teriiletét kétféleképpen szdmolva:
6-8_ (6+8+10)-r
2 2 '
Ebbdl a beirt kor sugara 2 cm.

Az ABCD trapéz AB alapjanak felezGpontja legyen O. Az AOCD
négyszog 10 cm oldalhosszisdgd rombusz. Az O pontnak A-t6l,
B-t8l és C-t6l vett tdvolsdga egyardnt 10 cm. Thalész tétele
értelmében az ABC haromszog derékszogl, és C csticsnél van
a derékszog. Pitagorasz tételét felirva:

AC =+/202 —152 =175 = 13,23 cm.

Atrapéz BC és AD szérainak felez8pontjai legyenek rendre F
és E, valamint az AB alap folé mint 4tmérd folé irt kor sugara r.

Thalész tétele alapjan AEB szog 90° és mivel E felezéspont,
az ABD haromszog egyenld szari: AB = BD = 2r.

A trapéz DC alapjét érinti a félkor, tehat a trapéz magassdga r.

Atrapéz r magassdga a 2r hosszi BD itloval egy fél szabélyos
haromszoget hatdroz meg. Ennek a hdromszognek a kisebbik
hegyesszoge DBA< = 30°.

Az ABD egyenl§ szard haromszogbdl:

BAD{:ISOZ_% _

75°.
Hasonldan az ABC< = 75°.

A trapéz szogei: 75° 105° 105°, 75°

Az ABC hiaromszog A cstcsandl 1évs szoge o, D-bSl AC-re
allitott merdleges talppontja legyen T.

A haromszog egyenld szaru, tehdt DABS = DACY = %.

Az ABD héromszog derékszogt, igy kortilirhat6 kore az AB mint
atmérd folé irt Thalész kor. A kor kozéppontja az AB 4tmérd
F felez6pontja, és az FA, illetve az FD szakaszok a kor sugardval
egyenld hosszusaguak. Ez alapjan FAD hiromszog egyenld szard,

tehdt FADX = FDAX = %

10 cm c

20 cm B

N

Tehat a DAC és az FDA szogek egyenldk, vagyis FD parhuzamos AC-vel.

Mivel DT mer6leges AC-re, merdleges a vele parhuzamos FD-re is.

Az ABD haromszog koriilirhat6 korének sugara FD, és lattuk, hogy merSleges DT egyenesére,

tehdt a DT egyenes érinti az ABD haromszog koriilirhaté korét.



ED Mivel a paralelogramma oldalai nem egyenld

hossziak, két-két szogfelezd metszéspontja
kiilonbozd, tehat a belsd szogfelezk metszés-
pontjai négyszoget hatdroznak meg.

Két szomszédos belsd szog szogfelezdi olyan sz6-
geket feleznek, amelyeknek Osszege 180° tehdt
ezek derékszogben metszik egymadst, vagyis
a négy metszéspont olyan négyszdget hatdroz
meg, amelynek szogei 90°-osak, tehat téglalap.

sz

Legyen AD = b és az AD oldal felezéspontja F, valamint az A és a D csticsndl 1évS belsé
szogfelez6k metszéspontja M.

Az eldbbiek alapjan az AMD haromszog derékszogd. Thalész tételének megforditasabol kovetkezik,
AD
hogy FM =FA = N = g Az AFM héaromszog egyenl§ szaru, tehat az FAMS = AMFX = %.

Az AMF és az MAB szogek egyenldk, vagyis FM parhuzamos AB-vel.

sz

Ugyanigy beldthat6 a B, illetve a C csticsndl 1€vs belsé szogfelez6knek N metszéspontjdra, hogy
az N pont a BD oldal G felezéspontjatdl g tavolsdgra van, és hogy GN parhuzamos AB-vel.

Ha a paralelogramma hosszabbik oldala a, akkor FG = a és FG parhuzamos a paralelogramma
a hosszusagu oldaldval.

Tehdt az M és az N pontok FG szakaszra esnek, valamint

MN=FG—FM—GN=a—§—§=a—b.

Tehat a téglalap 4tl6ja a — b hosszisagu.

Erintnégyszog, érintésokszog — megoldasok

A rombusz érinténégyszog, beirhat6 korének kozéppontja az atlok metszéspontja. Ebbdl kozvet-
leniil adédik az allitas.

A rombusz oldala 24 -2 cm.

s 2 oz

A rombusz szemben 1év{ oldalai parhuzamosak, tehat a szemben 1év6 érintési pontokat 6sszekotd
szakasz felezGpontja a beirt kor kozéppontja.

A rombusz magassdga mindkét parhuzamos oldalpér esetén ugyanolyan hosszd, tehat a szemben

1év§6 érintési pontokat Osszekots szakaszok egyenld hosszdak.

Tehét a beirt kor érintési pontjai dltal meghatarozott négyszog atléi egyenldk és felezik egymast,
vagyis téglalap.

A beirt kor érintési pontjai dltal meghatarozott négyszog atléi ugyanakkora széget zarnak be, mint
a rombusz hegyesszoge, tehat 60°-ot.

Kossiik 0ssze az a, b, ¢, d oldald érinténégyszog csucsait a beirt kor kozéppontjaval. Az igy kapott
haromszogek mindegyikének magassdga a beirt kor sugara. A négy hdromszog teriiletének
Osszegeként frjuk fel a négyszog teriiletét:

a b c d a+b+c+d
—r+—r+—r+—r=—"

. o=
negyszog 2 2 2 2 2

k
r=—-r.
2
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Mivel a deltoid koré kor irhaté, ennek a kornek a kozéppontja

rajta van a szimmetriadtlon. Thalész tételének alapjén a deltoid 5
két szomszédos, kiilonbozs hosszisdgi oldala merdleges egy-
masra.
Legyen a beirhat6 kor sugara r. A deltoid teriiletét kétféleképpen
szamolva:
125 2=r- 2:12+2:5 = r=@z3,53 cm.
2 2 17

A beirhaté kor sugara 3,53 cm.

a) Vegylik fel a két szomszédos oldal altal kozbe-
zart szoget, és szerkessziik meg a szog szdrait
érintG, a beirt kor sugardval egyenld sugard
kort.

A sz0g szaraira mérjiik fel a két adott oldal
hosszisagat, majd a végpontokbdl szerkesz-
sziink a korhoz érintSket. Az adott szog sza-
raitdl kiilonboz6 érint6k metszéspontja adja
a négyszog negyedik cstcsat.

b) Az ABCD érinténégyszog szogfelezdinek metszéspontja O pont. Az A, B és C csticsokndl

1év6 szogek rendre o, 8 és y. Az AOB és BOC szogek nagysaga:
A085=180° -4 P inewe BoCZ=1800-7 _P.
2 2 2 2
Ez alapjéan, ha adott o, § és ¥, valamint a beirt kor sugara, a szerkesztést igy hajthatjuk végre:

1. Vegyiik fel a B csucsu B szoget, és szerkessziik meg a szog szdrait érintG, a beirt kor suga-
raval egyenl6 sugard kort.

2. Akodr O kozéppontjdban mérjiik fel OB félegyenesre 180° — o B szoget, igy az A cstcsot
kapjuk. 2 2

3. Akor O kozéppontjdban mérjiik fel OB félegyenesre a masik oldalra 180° — a_ B szoget,
igy a C csucsot kapjuk. 2 2

4. Anegyedik csticsot az A és a C pontokbdl a korhoz hizott érintSk szerkesztésével kapjuk.

A negyedik oldal lehet 6 cm, 18 cm vagy 22 cm.

Y8 Mivel kor irhatd a hatszdgbe:
AB+ CD+ EF =BC+ ED + FA.

6+8+10=8+7+FA = FA=9cm.
¥E) a) Mivel HG = FG és HE = FE, anégyszog deltoid.

Behelyettesitve:

b) A deltoid teriiletét kétféleképpen szamolhatjuk. Egyrészt

a négyzet teriiletének a fele: 7= 72 cm?. 4 4
Misrészt, mivel a deltoid érinténégyszog, a beirt kor r suga- i 7

raval szamolva, a teriilet:
. 8 8

7=y X_, 2 (HG+HE)
2 2

=r- (V62 + 42 + 67+ 82 ) = r- (52 +10). A6 E 6B

(el [ .



A két érték megegyezik, ezért:

72

r-(V52+10)=72 = r=————=4,18cm.

J52 +10

A négyszog beirt korének sugara 4,18 cm.
(7 Haszndljuk az dbra jeloléseit. Az ABCD derékszogi trapéz

D 9 B
derékszogi szdra AD, alapjai pedig AB=11cm és CD =9 cm. 7
Az érinténégyszogek tétele alapjan:
AD+BC=9+11=20cm = BC=20-AD.
A CTB hiromszog egyik befogéja CT, a mésik befogdja pedig
TB=11-9=2cm. Mivel AD = CT, a BC iatfogé 20 — CT.
A haromszogben felirva Pitagorasz tételét: B B
CT? + TB? = CB>. A P T2
Behelyettesitve és rendezve az egyenletet:
CT?+22=20-CT)?* = CT:%=9,9 cm

A trapéz magassiga 9,9 cm.

X8 A derékszogl szar 40 cm, a mésik szdr ennél nagyobb, igy csak
a rovidebbik alap lehet 30 cm. Az dbra jeloléseit haszndlva, b 20 fr10¢ .
a C pontbdl a beirt korhoz hizott érintészakaszok egyenlGsé-
gébdl:

CE=CF=30-20=10cm. 10 10 x
Legyen a B pontbdl hizott érintdszakasz hossza x. BE = BG = x. K
A TCB haromszogben Pitagorasz tételét felirva: 4 G T X B
(10 + x)?> =40 + (x - 10)%.
Az egyenletet rendezve x = 40.
A trapéz alapjainak hossza tehat 30 cm és 60 cm, magassaga 40 cm.
A trapéz teriilete: (30 + 60) - 40
trapéz = =1800 cm?
1 40 N
A beirt kor sugara ? cm, teriilete:
Ty = 20%- = 4007 cm?.

Tehdt a trapéz teriiletének % -100 =30,19% -a esik a koron kiviil.

@ Mivel a négyszognek két-két oldala egyenls, de két szemben D
1évé szoge nem egyenld, a négyszog deltoid. . T
Egy négyszog bels szogeinek Osszege 360° A deltoid két "
szemben levd, nem egyenld szogének az 6sszege 180°, tehat a két A R c
egyenld nagysagui szoge 90°.
A deltoid két olyan derékszogli haromszogbdl éll, amelynek 40cm 40cm
befogdi 30 és 40 cm hossziak.
Tekintsiik az dbra jeloléseit. B
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a) A hurkapélcdk hosszadnak meghatarozdsdhoz sziikségiink van a BCD derékszog(i hdromszog
atfogdjanak, illetve az atfogéhoz tartozé m magassaganak a hosszdra.

A Pitagorasz-tételbdl az atfogd hossza 50 cm, ami a deltoid egyik 4tldjanak a hossza.
A derékszogl haromszog teriiletét kétféleképpen szamithatjuk:
30-40 50-m
2 2
Mivel a deltoid 4tl6i merSlegesek egymadsra, a masik 4tl6 hossza 2m = 48 cm.

= m=24.

A merevitéshez egy 50 cm és egy 48 cm hosszu hurkapdlcdra van sziikségiink.
b) A deltoid teriilete a két derékszdgl haromszog teriiletének az 6sszegeként szamithato:
2.3940 _ 1500 em2
2
A sarkany elkészitéséhez felhasznalt papirmennyiség:

% 100 =1500 cm? =15 dm?

¢) A deltoid belsé szogfelezGinek metszéspontja lesz a kor kozép-
pontja, sugara ennek a pontnak valamely oldaltdl vett tdvolsaga.

d) Az AOB és a COD szogek nagysaganak 6sszege 180°.
e) Az EFGH érinténégyszog E, F, G és H csticsndl levs szogei

legyenek rendre o, B, v és 6. Mivel a beirt kor kozéppontja
a belsé szogfelez6k metszéspontja, ezért:

oa+f Y+

EOF¥=180° - és GOHx=180° -

Az EFGH négyszog belsd szogeinek 0sszege 360° tehat:

oa+f Y+6

E0F<I+GOH<I=180°—T+180°_T=3600_“+ﬁ+7+5

=180

Az ABCD érinténégyszdgben az AOB és a COD szbgek nagysdganak dsszege 180°.

Vegyes feladatok — megoldasok

Két 60°-os és két 120°-0s szoge van a trapéznak.

A harmadik csuicshoz tartozé magassag és szogfelezd 11°-os szdget zar be egymassal.

sz

A hdromszog harmadik cstcsdnal 1évé belsd szoge 84°.

Az 4bra jeloléseit haszndlva, tegyiik fel, hogy a beesd fénysugar
B szoget zar be az elsé tiikorrel, és a visszaver6dd fénysugdr
y szoget z4r be a masodik tiikorrel.
Ha ez a két fénysugar parhuzamos, akkor 180° -2 és 180° -2y
180°-ra egészitik ki egymast:

180°-28+180°-2y=180° = B+y=90° = a=90°
A két siktiikor merdleges egymasra.




A derékszogi trapéz felbonthat6 egy a oldald négyzetre és egy a
2a oldalu fél szabdlyos haromszogre.

a) A trapéz negyedik oldala a +a /3. g J
b) A trapéz szdgei: 90° 90°, 150° és 30° B B 30

A négyszog két szoge egyenld a szabdlyos 6tszog egy belsd szo-
gével, azaz 108°-osak. A fennmaradé két sz6g nagysagit meg-
kapjuk tgy, hogy 108°-bdl kivonjuk annak az egyenl§ szard harom-
szognek az alapon fekvd szogét, amelynek szarszoge 108°. (=)
A masik két szog nagysaga:

108° —36° =72°

A haromszog harmadik csicsa egyenld tavol van az alap két
végpontjatdl, igy az alap felezGmerGlegesének €s a szdrnak a
metszéspontja szolgaltatja a hdromszog harmadik csicsat.

A szerkesztés akkor végezhetd el, ha a szar egyenese dthalad a megadott pontok valamelyikén,
illetve nem merdleges az alap egyenesére.

Induljunk ki a kész abrabdl. Mérjiik fel az ABC haromszog
BC oldaldnak hosszit CA oldal egyenesére C-n til. igy D pont-
hoz jutunk. Mivel BCD hiaromszog egyenld szard, a C csucs
rajta van DB szakasz felezOmerdlegesén.

Ez alapjan a szerkesztés az ABD haromszog szerkesztésével
kezdddik. (Ez végrehajthatd, mivel adott két oldaldnak hossza,
valamint a kozbezart szog nagysdga.) A hdromszog C csticsat
a BD szakasz felez&mer6legesének és az AD szakasznak a kozos
pontja szolgaltatja.

a) Két szemkozti csicsdnak tdvolsdga a koré irt kor sugardnak kétszerese, azaz 36 cm.
b) Két szemkozti oldaldnak tdvolsdga egy 18 cm oldald szabdlyos hdromszog magassaganak két-

szerese: 18-3
2

2. =18-J/3 cm.

Induljunk ki a kész dbrabdl. Az F és F’ pontok az ABC egyenld
szard haromszog beirt korének és a haromszog alaphoz tartozo
magassidganak metszéspontjai.

A hiromszog beirt korét a szerkesztendd kor az F” pontban érinti.
Ez alapjan a szerkesztés 1épései a kovetkezdk:

1. Szerkessziik meg az adott ABC haromszog beirt korét.

2. Abeirt korhoz F’ pontban szerkessziink érint6t, ennek a sza- A
rakkal val6 metszéspontjai legyenek A’ és B’

3. Az AB’C hiromszog beirt korét szerkessziik meg.
A szerkesztés mindig végrehajthato.




HAROMSZOGEK, NEGYSZOGEK, SOKSZOGEK

A kor kozéppontja a szakaszt6l 5 cm tdvolsdgra van.

A C végpontt atmérdk masik végpontjait Osszekotd szakasz dthalad a két kor masik metszés-
pontjan, tehiat A és B nem kiilonb6zd pontok.

A téglalap oldalai f61€ rajzolt Thalész-koroknek a téglalap csucsaitol
kiilonb6z6 metszéspontjait kell 8sszeszamlalnunk.

Hat olyan pont van a téglalap belsejében, amelybdl valamelyik
két oldal derékszog alatt latszik.

A paralelogrammdk koziil érint6négyszog csak a rombusz lehet. A rombusz magassdga a beirt
korének az atmérdje, 20 cm.

Mivel a rombusz egyik szoge 45° az oldala 20-+/2 cm hosszu.
A rombusz keriilete 80-+/2 = 113,14 cm.
A rombusz teriilete 20-20-+/2 =400-+/2 = 565,69 cm?.

Legyen a két hidnyz6 oldal hossza a és a + 4. Az érinténégyszogek tétel szerint:
10+12=a+a+4 = a=09.
A négyszog két hidnyz6 oldaldnak hossza 9 és 13 cm hosszd.

Ha n oldalu a sokszog, akkor
n-(n-3)
2
Figyelembe véve, hogy n pozitiv egész és nagyobb, mint n — 3, 40 lehetséges szorzatalakjai:
40-1=20-2=10-4=8-5.
Mivel a két tényez6 kiilonbségének 3-nak kell lennie, a 8 -5 a megfelelS szorzatalak.

=20 = n-(n-3)=40.

A szabdlyos sokszog 8 oldalu és egy belsd szoge 135°.

ETE) Ha a kép szélessége 16x, magassdga 9x, akkor Pitagorasz tétele alapjan:
(16x)? + (9x)? =812 = x=441.
A televizié méretei megkozelitSleg:
szélesség: 16-4,41 +2-10=90,56 cm, magassag: 9-4,41 + 10 + 18 = 67,69 cm.
Nem fér be a késziilék a szekrényiinkbe, mivel a magassaga 65 cm-nél nagyobb.
(T Messe az A cstcsbdl kiinduld belss szogfelezd

a B csucsbol kiinduld kiilsé szogfelezt egy D
pontban.

Az ABD hiaromszog belsd szogeinek 0sszege:
% (pa90o—B)sase=180°
2 2

amibdl o + =90

Tehat az ABC haromszog C csucsdnal 1évd
belsd szoge 90° Thalész tételének megforditasa
alapjdn a hdromszog koré irt korének sugara
az AB 4tfogé hosszdnak a fele, vagyis 10 cm.




(T3 A véza tdvolsagat a terits széleitSl a rombusz beirhat6 korének r sugara adja meg, amelyet a kovet-
kez§ Osszefiiggés segitségével hatdrozhatunk meg:

k

rombusz
rombusz — )

1467

I3 =r-

A rombusz oldaldnak hosszat Pitagorasz-tétellel szamithatjuk:
a=~402+302=50cm = ks, =200 cm.

A rombusz teriiletét az atlok szorzatdnak fele adja meg:

60-80 _ 2400 cm?,

trombusz =

2400:r-% = r=24.

A véza a terit0 széleitSl 24 cm tdvolsdgra van.

Szamoljuk Ossze a haromszogeket aszerint, hogy oldalai a szabalyos nyolcszog oldalai koziil
hany oldalt fognak kozre.

Ezek szerint a kdzrefogott oldalak szama lehet:
1,1és6; 1,2és5; 1,3és4; 2,2és4; 2,3és3.
Tehat 5 kiilonbozd haromszoget alkothatnak a szabélyos nyolcszdg csticsai.
Egy haromszog akkor derékszogi, ha egyik oldala a koré irt korének az dtmérGje. Mivel a szaba-

lyos nyolcszog koré irhatd kor, azok a haromszogek lesznek derékszogliek, amelyeknek egyik
oldala a nyolcszog négy oldalat fogja kozre.

E szerint két derékszogl haromszog van.

Legyen az ABCD paralelogramma két hosszab-
bik oldala AB és CD, valamint BAC szog 60°.

Keressiik a paralelogramma keriiletén azokat
a pontokat, amelyekbdl az AB oldal 90°-0s szog
alatt latszik.

Az ABD hiromszogben az A csticsanal levd
szoge 60° és AB = 2-AD = fél szabélyos harom-
sz0g = D-nél derékszog van = D csics rajta
van AB Thalész korén.

Legyen a DC oldal felezéspontja E.
A BCE hédromszog szabdlyos hdromszog (BC = CE és a BCE szdg 60°).

Az AEB hiaromszog is egy fél szabalyos haromszog, mivel a B cstcsanal levé szoge 120° — 60° = 60°
és AB=2-EB = E csucs is rajta van AB Thalész korén.

Mivel egy egyenesnek és egy kornek legfeljebb két metszéspontja lehet, a paralelogramma kerti-
letén csak az E és D pontokbdl latszik az AB oldal 90°-os szogben.

Hasonl6an adédik, hogy DC oldal az AB oldal B végpontjabodl és F felezéspontjabdl latszik derék-
sz0g alatt.

A kincs a paralelogramma kertiletén négy helyen lehet: a két tompaszog csticsban, vagy a hosszab-
bik oldalak felezéspontjaiban.
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Legyen az ABC szabélyos hdaromszog beirhaté
korének kozéppontja O. Ismert, hogy a szaba- F E
lyos haromszog beirt kore sugardnak hossza:

. . 120° AK
a3 UB_, 3 c

6 6

Az dbra jeloléseit haszndlva ED oldal K felezés-
pontjanak O-t6l vett tivolsiga 24 +4 /3. 0

A KOE derékszogli hdromszogben Pitagorasz A B
tételét felirva:

OE2=(24+4-3) +122=768+192 -3,
amibdl

OE =~/768 + 192 -1/3 = 33,17 cm.

Hasonldan szamithato:

OD =0F =0G =0H =01=33,17 cm.

a) Mivel a hatszog csicsainak O ponttdl vett tdvolsdga ugyanakkora, ezért a hatszog koré irhat
kor.

b) A hatszog koré irhat6 kor sugara megkozelitSleg 33,17 cm.

¢) A hatszdg oldalai koziil DE = FG = HI =24 cm hosszu.
Ahatszog FE oldala egy olyan egyenld szard hdromszognek az alapja, amelynek a szarszoge
120° és a szdrai 24 cm hossziak. Tehdt az FE oldal egy 24 cm oldald szabdlyos hdromszog
magassaganak a kétszerese, vagyis

24'2\/5 2=24-3=41,57 cm.

A hatszog EF, GH és ID oldalainak hossza:
24 -3 =41,57 cm.

(I Az OA, illetve OB szakaszok felez6merdlegesei az AB oldalt F
és E, a BC oldalt G, az AC oldalt H pontban metszik. Az dbran L =60
lathat6 szabalyos, illetve egyenld szédrd haromszogeket figyelembe
véve AF, FO, FE, OF, EB, AH és BG szakaszok hossza egy-
arant 6 cm.

a) Az F és E pontok hdrom 6 cm-es részre, a H és G pontok
egy 6 és egy 12 cm-es részre osztjdk a haromszog oldalait.

b) Az AFH és BGE héaromszogek teriilete egyenld:
6%-43

=9.43=15,59 cm2

Az EGCHF 06tszog teriilete:
1823
4

~2:9./3=81-/3-18-/3=63-/3=109,12 cm2



A hajé induljon az A pontbdl, a vildgitétornyok helyzetét jelezze
B és D pont, a hajé két 6ra mulva legyen a C pontban. A feladat
szovege szerint DB = 50 km.

Az ACD héromszdgben két 45°-0s szog van, és CT=DT=TA =x. X
DBA hiromszogben felirva a Pitagorasz-tételt:
x2+4x2=50> = x=10-+/5=22,36 km.

1471

1472

A CTA haromszogbdl:
CA=10-+/5-42=10-10 = 31,62 km.
A hajo atlagsebessége:

10‘?:5@»:15,811%“.

Tekintsiik az dbra jeloléseit. Legyen a keresett kor sugardnak
hossza r, a kozéppontja O.

Ez a kor beliilrdl érinti az A kozéppontd 80 cm sugard kort,

ért
crer A0 =80-r.
A kérdéses kor kiviilrdl érinti a K kézéppontd 20 cm sugart

félkort, ezért
KO=20+r.

Az AOD derékszogli haromszogben:
OD? = A0? - AD? = (80 — r)2 — 40% = 4800 — 160r + r2.
A KOD derékszogli hdromszogben:
OD? = KO? - KD? = (20 + )% — 202 = 40r + 2.
Ezek alapjdn a keresett kor sugara a kdvetkezd egyenletbdl szdmolhato:
4800 — 160r + r2 =40r + r2 = r=24.
A keresett kor sugara 24 cm.

Az abran lathat6 jeloléseket haszndlva legyen a telek az EFG
hdromszog, a rd épitett hdz az ABC hdromszog.
A feladat feltételei szerint az FEG< = 45° illetve BC =12 m
és AC =16 m.
Az ABC hdromszdg A és B csucsdndl 1év4 kiilsS szogek nagy-
saga 180° — a, illetve 180° — B. Ezen kiils6 szogek szogfelezdi
altal bezart szog:
(180°—o) (180°—-f) _

2 2

180° —

=O“2“'3:45° = a+B=90"

Tehat az ABC haromszog C csucsandl derékszog van.

a) A hdznak a telek 45°-0s szogével szemkozti oldala a Pitagorasz-tétel alapjan:

AB=+122+162 =20 m.



HAROMSZOGEK, NEGYSZOGEK, SOKSZOGEK

b) Ha a négyszog alaku szobdnak minden fala a hdz 12 vagy 16
méteres oldaldval parhuzamos, és minden oldala egyenld B
hosszi, akkor annak az LMNC négyzetnek a teriiletét kell
meghatdroznunk, amelynek N és L csicsa az ABC harom-
sz0g befogdira, M csics pedig az atfogora illeszkedik. N

Legyen a négyzet oldaldnak hossza a. Az ABC derékszogf  12m

haromszog teriilete el6all a BCM és ACM haromszogek terii-
letének 0sszegeként:

1216 12a 16a 48 o
=t — = a=—.
2 2 2 7

2
Legfeljebb (gj ~47 m? lehet annak a négyszog alaki szobdnak az alapteriilete, amelynek

minden fala a hdz 12 vagy 16 méteres oldaldval parhuzamos.

a) A B szog nagysdga 36°.
b) Az é&brén lathatd egyenld szard haromszogek alapon fekvd szogei szamithatok: o, 2 -, 3 «, ...
A kilencedik szakaszt még meg kell tudnunk rajzolni, igy 9- « legfeljebb 90° lehet. Tehat
az o szOg nagysaga legfeljebb 10°

Py

c) Az el6z6ek alapjdn az n-edik szakasz utdn mar nem tudunk djabb szakaszt berajzolni, ha az

(o]

abran jelolt szog 90°-ndl nagyobb. Tehat o szog nagysaga legfeljebb 20 .
n

A derékszogi ABE és ABG haromszogek E és G csticsai Thalész
tételének megforditdsa alapjan rajta vannak az AB mint atmérd
folé {rt koron.

Az FA, FG, FE és FB szakaszok a Thalész-kor sugarai, tehat
egyenld hosszuak.

Az AFG egyenl§ szdrti hdromszog alapon levd szogei 42°-osak,
tehdt az AFG< = 180° —2-42° = 96°.

Az EBF egyenl szari haromszog alapon levd szogei 67°-osak,
tehdt az EFBX = 180° —2-67° = 46°.

Ezek alapjan az EFG egyenld szard haromszog szarszoge 180° —46° —96° = 38°.
Az EFG haromszog szogei 38° 71° és 71°.




