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A feladatok megoldasara 240 perc fordithato.

I. rész

a) Oldja meg az egyenldséget a valés szamok halmazan!

2 =,0,25x24+x+5

b) Oldja meg az egyenletrendszert az R? halmazon!

x+g=6
y
X

~+y=5
g Y

a) Legyen H az 1-nél nagyobb pozitiv egész szamok halmaza. Déntse el az alab-
bi allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Dontését indokolja!
Az a, b e H szamokra ha a nem osztéja b-nek, akkor a és b relativ prim.

b) Fogalmazza meg a fenti allitds megforditasat, és allapitsa meg a megforditas
logikai értékét is! Valaszat indokolja!

c) Hatarozza meg azon n e Z* szamokat, amelyekhez létezik p pozitiv prim,
hogy az np + nP &sszeg is pozitiv prim!

Bergengdécidban egy 200 km hosszU Utszakaszon végig a megengedett legna-
gyobb sebességgel halad egy személygépkocsi. Ugyanazon az Utszakaszon egy

teheraut6é ennél a személyauténal mindig 10k?m—val lassabban kozlekedik. A sze-

mélyautd 15 perccel hamarabb megy végig az uton, mint a teherauto.

a) Mekkora az Utszakaszon megengedett legnagyobb sebesség egész k?m-ra
kerekitve Bergengociaban?

b) Hanyféleképpen bonthatunk fel egy hat elem( halmazt két diszjunkt (k6zds
elem nélkuli) részhalmazra ugy, hogy mindegyik részhalmaz tartalmazzon leg-
alabb egy elemet?

a) Az ABC szabalyos haromszdg S sulypontjanak a BC oldalra valo tikérképe S'.
Bizonyitsa be, hogy a kialakult ABS'C négysz6g hurnégyszdog!

b) Egy ABCD hurnégyszégben AB = BD = DA, a C csuUcs a D-hez kozelebb
harmadolja az A-t nem tartalmaz6é BD ivet. Szamitsa ki, mekkorak a négy-
sz6g szdgei!

a i
b 7
6 11



Il rész

Az 5-9. feladatok kéziil tetszése szerint valasztott négyet kell megoldania.
A kihagyott feladat sorszamat irja be ebbe az iires négyzetbe!

Egy viddam matematikus harom problémaval (A, B, C) foglalkozott tegnap, mind
a haromhoz kis papirlapra irt killdnb6zd Gtleteket, szamitasokat. Az A problé-
mahoz egy, a B-hez kettd, a C-hez harom papirdarabkat hasznalt. A papirlapok
az asztalan véletlenszerlen 6sszekeveredtek, talan a huzat flujta ket egymasra.
Most szomoruan veszi fel egymas utan éket: csak akkor lesz Ujra vidam, ha vala-
melyik probléma 6sszes jegyzetét megtaldlja.

a) Az els@ kérdés, amihez minden jegyzetet megtalal, a B probléma. Hatarozza

meg annak a valoszinliségét, hogy ez pontosan a 4. hlzasra sikerll neki!

b) Hanyféleképpen kovetkezhet be az, hogy a matematikus pontosan a harma-
dik hdzas utan lesz Gjra vidam?

Egy szabadiddkozpont térképére koordinata-rendszert helyezve, a téglalap alaku

labdarugoépalya csucsai az A(4; —2), B(7; —2), C(7; 3), D(4; 3) pontoknak felel-

nek meg. Az Uj varosvezetés — részben az elgazosodott focipdlya terliletén — egy

kor alaki mesterséges tavat akar kialakitani. A to tervezett hatarvonalanak egyen-

lete X2 +y? —2x — 6y — 15 = 0.

a) Szamitsa ki, hany négyzetméter a focipdlya, illetve a kor alaku t6 terllete,
ha 1 egység 15 méternek felel meg!

b) A jelenlegi focipalyanak hany szazalékat boritja majd viz, ha elkészil a t6?
Vélaszat egy tizedes jegyre kerekitve adja meg!

a) Tekintsuk az alabbi definiciot!
Hernybgrafnak nevezziik az olyan egyszerd, éssze-
fliggd, kérmentes grafokat, amelyekben van egy
kézponti ut, és minden mas pontja legfeljebb 1 él
tavolsagra van a kdzponti Uttol.
Igaz-e a kdvetkezd kijelentés?
Minden hernydgraf fagraf.
b) Egy egyszerl n pontu grafot harom allapotban tekintiink:
A) fa; B) minden pont fokszama 3; C) minden pont fokszama 5.

Hatarozza meg a pontok szamat, ha tudjuk, hogy az A), B), C) grafok éleinek
szamai ebben a sorrendben egy mértani sorozat elsé harom elemét alkotjak!

c) Egy konvex sokszdg belsé szdgei fokban mérve egész szamok, és egy olyan
szamtani sorozat egymast kdvetd tagjai, amelynek differenciaja 4°. Hatarozza
meg a feltételeknek megfeleld sokszogek szamat!

]

a7z
b 9
o 16
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a)

b)

I. rész

Oldja meg az egyenldséget a valds szamok halmazan!

2 =,0,25x24+x+5

M: Mivel 0,25x2 + x + 5 barmely x-re pozitiv (D < 0 és felfelé nyilé para-

bola), ezért x € R.
Négyzetre emelve és rendezve masodfoku egyenletet kapunk:
0=0,25x%2 + x + 1.

Az egyetlen megoldas: x = —2.

Ellenérzés: 2 = /0,25 (=22 —2+5 =\1—2+5 = /4.

Oldja meg az egyenletrendszert az R2 halmazon!
x+g=6
y
X
Z+y=5
8 y
M: A t6rt nevezdje miatt y # 0. Szorozzuk a masodik egyenletet 8-cal:
x+g=6
y
X +8y =40
Vonjuk ki a masodik egyenletbdl az elsét:
9
8y — —=34.
y

Szorozzuk fel y-nal és rendezziik mint masodfoku egyenletet:
8y2 — 34y — 9 =0.

A masodfokl egyenlet megoldasai: y; = —0,25 és y, = 4,5.

Visszahelyettesitve az elsé egyenletbe:

X+ = = Xq =42,
Xo+—=6 = Xx,=4

Az egyenletrendszer megoldasai:
X;=42; y;,=-025 és x,=4; y,=4,5.

Ellendrzés: A masodik egyenletbe valo visszahelyettesitéssel:
42 , 4
——-025=5 es —-+45=5.
8 8

(2 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)
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a)

b)

Legyen H az 1-nél nagyobb pozitiv egész szamok halmaza. Dontse el az alab-
bi allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Dontését indokolja!

Az a, b e H szamokra ha a nem osztéja b-nek, akkor a és b relativ prim.

M: Adunk egy ellenpéldat: legyen a = 4 és b = 6. Ekkor 4 nem osztdja 6-nak,

de (4; 6) = 2. (2 pont)
Az allitas hamis. (1 pont)
Fogalmazza meg a fenti allitds megforditasat, és allapitsa meg a megforditas

logikai értékét is! Valaszat indokolja!
M: A megforditott allitas:
(Az a, b e H szamokra) ha a és b relativ prim, akkor a nem osztdja b-nek.

(1 pont)
Ha a és b relativ primek, akkor nincs kdzds primtényezdjik. (1 pont)
Ha nincs kdz6s primtényezdjik, akkor a > 1 nem lehet osztoja b-nek. (1 pont)
A megforditott allitas igaz. (1 pont)
Hatarozza meg azon n € Z* szamokat, amelyekhez létezik p pozitiv prim,
hogy az np + nP &sszeg is pozitiv prim!
M: Alakitsuk szorzatta a kifejezést: n(p + nP~1). (1 pont)
Egy szorzat pontosan akkor prim, ha egyik tényezdje prim, a masik 1. (1 pont)
p +nP~1>1, hiszen p pozitiv prim, n pozitiv egész. (1 pont)
Vagyis n = 1. Ekkor viszont a méasik tényez6 p + nP =1 =p + 1. (2 pont)
p és p + 1 egymas utani primek, tehat p =2 és p + 1 =3. (1 pont)
Ellenérzés: 1 -2 + 12 = 3. (1 pont)

Bergengdcidban egy 200 km hosszu Utszakaszon végig a megengedett legna-
gyobb sebességgel halad egy személygépkocsi. Ugyanazon az Utszakaszon egy

teheraut6 ennél a személyautonal mindig 10kTm—vaI lassabban kozlekedik. A sze-

mélyautd 15 perccel hamarabb megy végig az Uton, mint a teherauto.

a) Mekkora az Utszakaszon megengedett legnagyobb sebesség egész k?m-ra

kerekitve Bergengdciaban?
M: Jeldlje az Utszakaszon megengedett legnagyobb sebességet (kilométer
per 6radban) v, ekkor a teherautd sebessége v — 10 (v > 10). (1 pont)
Jelblje az Utszakasz megtételéhez a személyauténak szlikséges idét (6raban)
t, ekkor a teherauté (15 perc = 0,25 éra) t + 0,25 ideig kdzlekedik. (1 pont)
irjunk fel egyenletrendszert a két jarm(i adatai alapjan:
t-v= 200}

1
(t +0,25) - (v —10) = 200 (1 pont)

a3

614
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Il rész

Egy viddam matematikus harom problémaval (A, B, C) foglalkozott tegnap, mind
a haromhoz kis papirlapra irt killéonb6z8 Gtleteket, szamitasokat. Az A problé-
mahoz egy, a B-hez kett6, a C-hez harom papirdarabkat hasznalt. A papirlapok
az asztalan véletlenszerlen 6sszekeveredtek, talan a huzat fljta ket egymasra.
Most szomortan veszi fel egymas utan éket: csak akkor lesz Ujra vidam, ha vala-
melyik probléma Osszes jegyzetét megtaldlja.

a)

b)

Az els6 kérdés, amihez minden jegyzetet megtalal, a B probléma. Hatarozza
meg annak a valoszinliségét, hogy ez pontosan a 4. hlizasra sikeril neki!

M: A matematikus nem hlzhat A cetlit, mert a B jegyzeteit taldlja meg elsé-
nek, negyedikre viszont B-t kell kivennie. Az els6 harom hlizas soran csak

az egyik B és két C cetli kerllhet el6. (1 pont)
Az egy B és két C cetlit haromféle sorrendben huzhatja ki:

B-C-C, C-B-C, C-C-B. (1 pont)
AkétBcetli 2-1=2, (1 pont)
a C probléma két jegyzete 3 - 2 = 6-féle modon johet eld. (1 pont)
A kedvezd esetek szama 3 -2 - 6 = 36. (1 pont)

Az dsszes esetek szama kilonb6zd cetlik esetén 6 - 5 -4 -3 = 360. (1 pont)
A kérdezett valdszinlség:
36 _ 1

=36 _1_o1.
360 10 % (1 port)

Hanyféleképpen kovetkezhet be az, hogy a matematikus pontosan a harma-
dik hlizas utan lesz Ujra vidam?

Vegyuk sorra az eseteket!

(1) Ha a harmadik huzasra C-t huz, akkor az elsé kettd cetlinek is C-nek kell

lennie. Ezeknek a lehetséges sorrendje 3 -2 -1 = 6. (1 pont)
(2) Ha az utolso jegyzetlap B, akkor el8tte csak egy B és egy C lehet B-C
vagy C-B sorrendben (2 lehetség). (1 pont)
A két B lehetséges sorrendje 2 - 1 = 2. A C cetli 3-féle lehet. (1 pont)
igy ennek az dsszes lehetsége: 2 -2 - 3 = 12. (1 pont)
(8) Ha a harmadik lap A, akkor el6tte egy B és egy C, vagy két C jegyzetlap
lehet csak. (1 pont)
A két C jegyzet 3 - 2 = 6 sorrendben fordulhat eld. (1 pont)

Az egy B és egy C két modon kdvetheti egymast (B-C vagy C-B), (1 pont)
a B kett6-, a C haromféle lehet: 2 -2 -3 =12. (1 pont)
A (3) esetben az dsszes lehetéségek szama 6 + 12 = 18.

igy az 6sszes lehetséges sorrendek szama: 6 + 12 + 18 = 36. (1 pont)

6 16



Egy szabadiddkozpont térképére koordinata-rendszert helyezve, a téglalap alaku
labdartgopalya cslcsai az A(4; —2), B(7; —2), C(7; 3), D(4; 3) pontoknak felel-
nek meg. Az Uj varosvezetés — részben az elgazosodott focipalya terliletén — egy
kor alaki mesterséges tavat akar kialakitani. A to tervezett hatarvonalanak egyen-
lete x° + y2 — 2x — 6y — 15 = 0.
a) Szamitsa ki, hany négyzetméter a focipdlya, illetve a kor alaku té terllete,
ha 1 egység 15 méternek felel meg!
M: A focipalya oldalai AB = 3, BC = 5egység, ami AB =45 és BC =75
méternek felel meg.

To

A kor sugarahoz alakitsuk at az egyenletet:
(X - 1)2 + (y - 3)2 = 25. (1 pont)

alya = 45 - 75 = 3375 m2. (1 pont)

Ebbdl a sugar négyzetére
rP=25 = r=>5egység,
ami 75 méternek felel meg. (1 pont)
T = r°mr=75° - t=17 671,46 m2, (1 pont)
Megfeleld kerekités elfogadhato.

b) A jelenlegi focipalyanak hany szazalékat boritja majd viz, ha elkészll a t6?
Vélaszat egy tizedes jegyre kerekitve adja meg!
M: Modellezziikk koordinata-rend-
szerben a feladatot!
0(1;3), r=5. (1 pont) E
Legyenek E, F a téglalap és a kor- i N
lap hatérol6 vonalainak metszés- / \
pontjai. 0 0 clF ¢
OED haromszog derékszogu. (1 pont) S

Ekkor az atfedés terUlete kiszamit- \ 1 ey // 5
hat6 az OEF korcikk és OED ha- <
romszdg teruletei kildnbségeként: EX tociplya

Tkoz6s rész = TOEF kércikk — ToEDA. Al |49 |B

(1 pont)

E az AD oldalon van az x tengely alatt, igy E(4;y), ahol y < 0. (1 pont)
Mivel a kdrén is rajta van, ezért
4-12+(y—-32=25 = y2-6y—7=0. (1 pont)
Innen y; =7 és y, = —1. Az egyik metszéspont E’(4;7), illetve E(4; —1).
(1 pont)

(Az E pont koordinatait OED haromszdg mar ismert oldalai (OD = 3 és
OE = 5) és a Pitagorasz-tétel alapjan is megadhatjuk.)

a i
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