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Tisztelt Olvaso!

Feladatgy(jtemény-sorozatunk egyediilallo a kozépiskolai matematika feladatgydjtemények kozott.
A konyvek felépitése pontosan koveti a Sokszind matematika tankonyvcsalad koteteinek szerkezetét,
igy akik ezekbdl a tankonyvekbdl tanulnak, kozvetlendl alkalmazhatjak az orai munka és az onallo
gyakorlas, s6t az érettségi felkésziilés soran is.

Ugyanakkor — mivel a feladatgytjtemények felépitése természetesen megfelel a tantargy belsé logika-
janak és az iskolakban altalanosan alkalmazott kerettanterveknek — minden nehézség nélkiil hasznal-
hatjak azok is, akik mas tankonyvekbdl tanuljak, illetve tanitjak a matematikat.

A feladatok nagy szama és valtozatossaga miatt a tanulok boségesen talalnak a maguk szamara kittiz6tt
szintnek megfeleld gyakorlasi lehetdséget. Igy a tankonyveket és a feladatgydjteményt egyiitt hasznalva
kellg jartassagot szerezhetnek a feladatmegoldasban.

Az egyes fejezetek végén talalhato Vegyes feladatok attekintést adnak az adott fejezet anyagabal, ezért
jol segithetik az atfogdbb szamonkérés eldtti felkésziilést.

A feladatok nehézségének jeldlése
Minden fejezetben harom kiilonb6z6 szintre bontva talaljuk a feladatokat:

Gyakorlo feladatok: olyan feladatok, amelyek — akar a tandrakon, akar hazi feladatként —
elésegitik a megtanult ismeretek elmélyitését. (narancssarga szinii feladatsorszam)

(I Kozépszintii feladatok: az adott témakérben mas témakhoz is kapcsolédo problémak,
melyek megoldasa elésegiti a tantargy komplex ismeretanyaganak ismétlését, a matematikai
kompetenciak elsajatitasa mellett azok alkalmazasat. (kék szind feladatsorszam)

(5T Emelt szintii feladatok: az emelt szint(i érettségire valo felkésziilést segité problémak,
melyek nemcsak megoldasuk nehézsegében kiilonbdznek az el6zGektdl, hanem felvillantjak
a matematika szépsegét is. (bordo szinii feladatsorszam)

A feladatok sorszamozasa
A feladatgytjtemények feladatainak sorszamozasa a tankonyvcsalad egyes koteteire utal.

A 9. évfolyam feladatai az 1001-es, a 10. évfolyam feladatai a 2001-es, a 11. évfolyamé a 3001-es,
a 12. évfolyamé pedig a 4001-es sorszamtdl kezd6dnek.

A 12.-es kotetben a négy év anyagat attekinté rendszerez6é 6sszefoglalas feladatai az 5001-es sor-
szamtol indulnak, ezaltal segiti a feladatok kozotti valogatast az érettségire torténd felkésziiléskor.

Megoldasok

A feladatgydjtemény minden feladat megoldasat tartalmazza. A gyakorld feladatok esetén csak a vég-
eredmenyt kozoljiik, mas esetekben pedig annyira részletezziik a megoldasokat, amennyire azt peda-
gogiai szemponthal sziikségesnek tartottuk.

A kit(iz6tt feladatok megoldasahoz jo munkat és jo tanulast kivanunk!

A szerzok
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A feladatgyiijteményben hasznalt matematikai jel6lések

Jeldlés Magyarazat

N a természetes szdmok halmaza

Z az egész szamok halmaza

yANY// a pozitiv egész szdmok halmaza; a negativ egész szimok halmaza

Q; Q" a raciondlis szdmok halmaza; az irraciondlis szdimok halmaza

Q* Q- a pozitiv raciondlis szamok halmaza; a negativ raciondlis szdmok halmaza
R a valés szamok halmaza

R*; R™ a pozitiv valés szdmok halmaza; a negativ valés szdmok halmaza
acA;beA a eleme az A halmaznak; b nem eleme az A halmaznak

AcCB A halmaz részhalmaza B halmaznak

CcD C halmaz val6di részhalmaza D halmaznak

EgF E halmaz nem részhalmaza F halmaznak

AUB; CnD; E\F | Aés Bhalmaz unidja; C és D halmaz metszete; E és F halmaz kiilonbsége
g, {} iires halmaz

A az A halmaz komplementere

|A] az A halmaz elemszdma

A=>B, Cs D ha A, akkor B; C akkor és csak akkor, ha D

[a: b]

a, b zart intervallum

[a: B[

a, b balrdl zart, jobbrdl nyitott intervallum

la; ]

a, b balrdl nyitott, jobbrdl zart intervallum

Ja; b[

a, b nyitott intervallum

n! n faktoridlis: n! =n-(n—-1)-(n—-2)-...-2-1
fix— az f fliggvény hozzarendelési szabalya
f(xp) az f fiiggvény helyettesitési értéke az x; helyen
| x| az x szdm abszolut értéke

[x] az x szam egészrésze

{x} az x szam tortrésze

Jx az x szam négyzetgyoke

oy az x szam n-edik gyoke

alb az a szam osztdja a b szamnak

(a, b) az a €s b szam legnagyobb kozos osztdja

[a, b] az a €s b szam legkisebb kozos tobbszorose
AB az A pontbdl B pontba mutaté vektor

a, 0 a vektor, nullvektor

SzOg
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12. EVFOLYAM

12.2. SZAMSOROZATOK

A sorozat fogalma, példak sorozatokra

Szamitsuk ki a kovetkezd sorozatok 6todik és huszadik elemét:

a) a,=2n-12; b) b, =100 - 5n; ¢) ¢, =2n*=30m;
d) d,=n*-15n+3; e) e,=3n+4; f) f,= [an+ 1 — n;
3n-15 n2-3
= 5 h) h, = .
8) &n 2n+1 ) n-3

Folytassuk az alabbi sorozatokat, adjuk meg a sorozat dltaldnos tagjat:

a) 5,6;7,8,9; ... b) -3;-1; 1; 3; 5; ... c) —1; -2; -4, -8; -16; ...
d 1;-1;1; -1; 1; ... e) 1;%; %; i; %, f) V7, Y7 47,37, 97
g) 0; 1; log,3; 2; log,5; ... h) 1;2;3;1;2; ...
Abrazoljuk derékszogii koordindta-rendszerben és szdmegyenesen a kovetkezd sorozatok elsd hat
tagjat:
a) an=3?”; b) b,=2 - (-1 ¢)c,= 2n”++23;
@ dy=28, &) ¢,=3-%; F) =20,

n+1 n
Hatérozzuk meg a kovetkezd sorozatok elsd hat tagjat:
a) an=%; b) b, =2010 — 4n; ) ¢, =dn-1.

Ayp) Hatdrozzuk meg az a, =3 —2-(—1)" sorozat 2010. tagjit és az els6é 2010 tag Osszegét.

life) Dontsiik el, hogy melyik szdm a nagyobb az aldbbi esetekben:
a) az a, =9 +3-(-1)" sorozat 50. tagja vagy a b, = Jn +7 sorozat 25. tagja;

b) az a, = 31 sorozat 12. tagja vagy a b, = (-=1)"*%+ 5 sorozat 99. tagja;

n+3
¢) az a, =1 sorozat 60. tagja vagy a % tizedes tort alakjaban a tizedes vesszd utani 67. jegy;

d) az a, = cos

" sorozat 43. tagja vagy a b, = In=7_ sorozat 101. tagja;
12n + 88

e) Az a,=1g(13n—1) sorozat 77. tagja vagy a b, = "*J146n + 2 sorozat 7. tagja?

Hényadik tagja az aldbbi sorozatoknak a 30?

10n + 20
a) a,=8n-18; b) by=—— ¢) ¢, =147-Tnl;
d) d,=n*>-1ln+18; e) e, =log,n; f) fn=60-sin%.



Példak rekurziv sorozatokra

i) Egy szdmsorozat els6 eleme 5. Szdmitsuk ki a sorozat elsd 6t tagjdt, ha a masodik tagtdl kezdve

igaz, hogy 5 4
a)a,=2-a,_;-6; b)a,=-3-a, {+21; c) an=§-an_1—1; d) a,= nl
n

Hanyféleképpen juthatunk fel egy 10 1épcs6bdl allo 1€pcsdsoron, ha egyszerre egyet, kettét vagy
harom lépcsdéfokot 1€piink?

Egy sorozat tagjaira a harmadiktdl kezdve teljesiil, hogy a,=2-a, | —a,_,. Mennyi a sorozat
2010. eleme és az els6 2010 elem Osszege, ha a; =a, =17

Egy sorozat elemeire a harmadiktdl kezdve teljesiil, hogy a,, =a,_| —a,_,. Mennyi a sorozat 2009.
eleme és az els6 2009 tag Osszege, ha a; =a, =17

LWIE) Az a, sorozatban a; = p, a, = g, adott pozitiv szdmok, a sorozat tagjaira igaz, hogy:

_ Ayt 1
n+2 .

a

a

Adjuk meg a sorozat 2014. tagjat p és g segitségével.

Egy sorozat elemei pozitiv egész szamok, a harmadiktdl kezdve mindegyik elem az 6sszes 6t meg-
el6z6 elem Gsszege. A sorozat elsd eleme 1.
a) Lehet-e eleme a sorozatnak a 20107?

b) Mekkora lehet a sorozat masodik eleme, ha a sorozat n-edik eleme 1000, és n a lehets
legnagyobb?

Szamtani sorozatok

Al Egy szdmtani sorozat elsd tagja —7, differencidja 3. Adjuk meg a sorozat kovetkez§ tagjait:
a) ay; b) ase; ¢) az37; d) ax1o-

Egy szdmtani sorozat huszadik tagja 41, differencidja 5. Mennyi a sorozat
a) 21-edik; b) 30-adik; c) 1956-odik tagja?

li5] Egy szdmtani sorozat elsd tagja 1, differencidja 3 Hanyadik tagja a sorozatnak az

a) 1849; b) 2011; c) 3000?

A1 Egy szdmtani sorozat negyvenedik tagja 25-tel kevesebb, mint a tizen6todik tag. Mennyi a sorozat
differencidja?

2 2

Al Kvare Laci 12 éve gyf(ijti az értékes dsvanyokat. Az elsG évben
17 darabot gydjtott, majd a kovetkezS évek soran minden évben

P

9-cel tobbet, mint az el6z8 évben.
a) Hany darab dsvanyt gyjtott Laci a 12. évben?
b) Mennyi dsvanyt gydjtott a 12 év alatt 6sszesen?




(4093

4094

4097

......

A Mend Manok Tarsasaga hétnapos gyalogtirat szervezett. A tira elsd napjan 23 km-t gyalogoltak,
minden tovabbi napon pedig 5 km-rel tobbet, mint az el6z4 napon.

a) Hany kilométer tettek meg a hatodik napon?
b) Hany kilométer volt a tdra teljes hossza?

Frédi részt vett a kéemeld-bajnoksdgon. Az elsd edzésen egy 7 kg-os kovet emelt fel. Az edzések
sordn naprdl napra 5 kg-mal sikeriil emelnie a felemelt legnagyobb k& tomegét. Az edzések 30 napig
tartottak.

A kéemel6-bajnoksdgon minden versenyzd otszor probalkozhat, az nyer, aki a legnehezebb kovet
felemeli.

P

Frédi els6 kisérletére 10 kg-mal kevesebbet emelt, mint a versenyt megel6z$ utolsé edzésen,
de minden tovdbbi emeléskor 4 kg-mal tudott tobbet emelni, mint az el§z6 emeléskor. A versenyt
Frédi vilagcesticesal nyerte. Mekkora tomegi k§ felemelése jelentette a vildgestcsot?

Egy szamtani sorozat harmadik tagja 13, hetedik tagja pedig 25.

a) Mennyi a sorozat elsd eleme és kiilonbsége?
b) Mennyi a sorozat els§ negyven elemének Osszege?

Egy szamtani sorozat hatodik tagja 30, tizenegyedik tagja 10.
a) Szamitsuk ki a sorozat elsé tagjat és differencidjat.
b) Mennyi a sorozat els§ 50 tagjanak 6sszege?

Van-e olyan szamtani sorozat, amelynek els§ harom eleme:

3-J5+1; % 8-/5-22?

Az a, szdmtani sorozat esetén ismert a kovetkezd tagok dsszege:
az+ag=34 és a,+a; =46.

a) Mennyi a sorozat els§ eleme és differencidja?

b) Tagja-e a sorozatnak a 20127

7 2

Egy szamtani sorozat elsd és negyedik tagjdnak dsszege 38, a hetedik és harmadik tag kiilonbsége 16.
a) Mennyi a 40. és 17. tag kiilonbsége?

b) Mennyi a sorozat 23. tagja?

¢) Mennyi a sorozat els§ 60 tagjanak Osszege?

Egy szdmtani sorozat tagjaira teljesiil, hogy as-a;q=-25 és a, + ag = 10. Adjuk meg a sorozat
elsé tagjat és differencidjat.

Egy szdmtani sorozat els6 hdrom tagjdnak Osszege —9, a harmadik, negyedik és otodik tag
0sszege pedig 39. Melyik ez a sorozat?

Egy szamtani sorozat elsd nyolc tagjanak osszege 14, a hatodik, hetedik, nyolcadik és kilencedik
tag 0sszege pedig 1. Hatdrozzuk meg a sorozatot.

Egy szamtani sorozat els§ négy tagjanak 0sszege harmada a kovetkez8 négy tag 6sszegének. Haté-
rozzuk meg az elsd tiz tag és a kovetkezd tiz tag ardnyat.

Egy szamtani sorozat 6todik tagja 10. Az els6 0t tag Osszege 6tode a kdvetkezd ot tag Osszegének.
Mennyi a sorozat differencidja?

.................. . 22
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12.4. VALOSZINUSEG-SZAMITAS, STATISZTIKA

Geometriai valosziniiség

(iiF) Egy szdmegyenesen kijelltik a J = [0; 10] intervallumot és annak I = [2; 6] részhalmazit.
Véletlenszertien rddobunk egy pontot J-re.

a) Mekkora valészintiséggel esik a pont az / intervallumba?
b) Csokken-e a taldlat valszintsége, ha I-t a nyitott |2; 6[ intervallumra cseréljiik?

[5FF) Jatsszuk parban a kovetkezd jatékot. Mindkét jatékos elStt van egy papirlap, amit a téarsa nem lat.
A jatékosok eldre megegyeznek egy kiinduld intervallumban, amit jel6ljon J. Az A jatékos sajit
papirjara felir egy, a kiindul6 intervallumba es6 x valds szdmot, B pedig felirja az intervallum egy
I részhalmazdt. Ezutdn megmutatjak a papirokat. Ha x € I, akkor B nyert, ha x ¢ I, akkor A.
A kovetkez$ forduldban szerepet cserélnek. Az A jatékos nyereménye annyi, ahdny szdzaléka
az [ 6sszhossza J-nek. B nyereménye a komplementer szdzaléka.

Péld4ul J alapintervallum legyen [0;5]. Az A jatékos megjeloli az x = 4,5 szdmot, B pedig

az I=[0; 3] intervallumot. Ekkor x ¢ I, tehit A nyert. Mégpedig %-100 = % -100 = 60%-nak

megfelel§ 60 pontot. Ha x = 2-t vdlasztotta volna, akkor B nyer 100 — 60 = 40 pontot.

(50 Gizi és Géza a fenti jatékot jatsszak. Mekkora valészintiséggel nyer az intervallumot {rd, ha
a) J=[1;10] és 1=[1;5]; b) J=]0;8[ és 1=[2;7];
c) J=[-3:3[ és I=[-2;-1] U ]1;2[?

(51 Péter és Pél is a fenti jatékot jatssza. Mekkora valészintiséggel nyer a szdamot r6, ha J = [1; 10],
és az intervallumot ir6

a) az Osszes paratlan szammal kezd8d6 zart egységnyi intervallum uniéjat felirja;
b) az 6sszes primszdmmal kezd6d§ zart egységnyi intervallum egyesitését felirja?

(5519 A J=[8; 15] intervallumon beliil tigy szeretnénk kijelSlni az I intervallumot, hogy ha véletleniil
raejtiink J-re egy pontot, akkor 0,7 valészindséggel I-be essen. Adjunk meg ilyen / intervallumot.

.5 Mend Mand, a rajzfilmfigura a szdmegyenes
[0; 1] intervalluman barangol. Egyszer csak I~
az abran lathaté dobbant6 feldobja a levegébe, o
mikozben a mdsik oldalon eltinik a vonal egy
része. Most azon izgulunk, hogy a mi Mandnk
a lyukba esik-e. Mekkora ennek a valdszintisége, ha Mend Mand véletlenszertien hullik vissza
a ﬁ); 1] szakaszra?

(5] Taborozés alkalméval a ruhaszarité kotelet két, egymadstol 12 mé-
terre 4ll6 fahoz kotottiik. Mivel a kotél nagyon hosszi, egymastol
azonos tavolsagra 5 darab Y alaku tartéoszlopot helyeztiink el.
Az Y két felsG szara 80 cm-re van egymastdl, azokon rogzitve
fut 4t a kotél. Arra lettiink figyelmesek, hogy egy kismadar
reggelente véletlenszertien raszall valahol a kotélre, és csipkedni
kezdi. Ha az Y két szdra kozott csipi el a kotelet, az nem gond. Am ha az oszlopok kozott, az mér
igen! Mekkora annak a valdszinidsége, hogy ilyen részre szall a madar?

........................ . 64



(53 Juliska egy ultramodern mézeskaldcs hédz padldsterében lakik.

(4524)
(4525)
(4526

VALOSZINUSEG-SZAMITAS, STATISZTIKA / g

Egy 5 cmXx 15 cm-es fa téglalapbdl valahol kivdgunk kettd, egymdst nem fedd 3 cm oldald négy-
zetet, és a ,Jlyukas” téglalapot az dgyra tessziik. Magasrdl rdejtiink egy golydt a téglalapra.
Mekkora valészintséggel hallunk koppanast?

P

A darts tabla 33,5 cm atmérdGja kor. A kozepén levs nagyobb (dltaldban z6ld) kort bullnak nevezik,
atmérdje 3 cm. Az ebben levd kis piros kor a bull’s eye, atmérGje 1,5 cm. David dartsozni tanul.
Mar eljutott arra a szintre, hogy a tdbldba biztosan dobja a nyilat, de azon beliil még véletlenszerdien
taldl. Mekkora valészintiséggel dob

a) legalabb bullt; b) bull’s eye-t?

A padléstérnek egyetlen szabédlyos haromszog formdjua ablaka
van, azon is csak a kékkel jelolt részt lehet kinyitni. Jancsi
csuzlival prébdl bejuttatni az ablakon egy Juliskdnak szént
tizenetet. Mekkora valdszintiséggel fog kil6ni szines iivegtablat,
ha az ablak épp nyitva van? (Jancsi az ablakot mindenképpen
eltaldlja. A kis haromszogek oldalai éppen feleakkordk, mint
a nagyobbakéi.)

A céltablan minden sdv 2 cm széles, a kozEépkor dtmérGje 4 cm.
Alegbelsd kor 10 pontot ér, utdna sorban kifelé 9, 8,7, 6, 4, 2, 1
pontot érnek a sdvok. A céltablat biztosan eltaldljuk, de azon
beliil véletlenszerten ériink el pontszdmot. Mekkora valdszini-
séggel ériink el egy 16vésbdl

a) 10; b) 9; c) 7, d) 4,

e) legaldbb §; f) legteljebb 4 pontot;

g) 8 és 4 pont kozott, beleértve a 8-at és a 4-et is?

h) Mekkora valdszindséggel ériink el két 16vésbdl 15 pontot?

A dartstébla 33,5 cm atmérdjd kor, amely 20 egybevago korcikkre
van osztva. A kiilsG, 1 cm széles szines sdv a dupldzé. A belsd
tripldzé sdv ugyanolyan széles, kiilsé széle 5 cm-re van a dupldzé
belsd szE1ét6l. (A zold bull 4tmérdje 3 cm.) Ddvid mar sokat
gyakorolt, biztosan megdobja a 20-at. Azon beliil azonban még
véletlenszerden taldl. Mekkora valészintiséggel dob

a) dupla 20-at;

b) tripla 20-at;

¢) két nyillal 80 pontot,

ha csak a 20-as mezdbe érkeznek a dobonyilai?

Hany szdzaléka legyen a céltdbla sugardnak a kozéps6 kor sugara, ha azt akarjuk, hogy a céltdblét
érd véletlen taldlatok esetén a maximadlis pontszadm valdszintisége 0,01 legyen?

Mennyi a val6szintisége, hogy az x2 —4x + ¢ = 0 egyenlet mindkét megolddsa 1-nél nagyobb,
ha c-t a [-2; 4] intervallumbdl valasztjuk véletlenszertien?

Tekintsiik az A(—4; -3), B(4; -3), C(4; 3), D(—4; 3) csticsokkal adott téglalapot. Vélasszunk vélet-
lenszertien egy P(x; y) pontot az ABCD téglalapbdl. Mennyi a valdszintisége, hogy ekkor a pont
koordindtdira | x| +|yl<2?
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12. EVFOLYAM

12.5. RENDSZEREZO 0SSZEFOGLALAS
GONDOLKODASI MODSZEREK — 0SSZEFOGLALAS

Halmazok

Dontstik el, halmazok-e vagy sem a kovetkez8k. Ha igen, adjuk meg az elemszamukat, illetve
soroljuk fel elemeiket is, ahol lehetséges.

a) A = {7-nél nagyobb, hatoldald szabdlyos dobokockdval dobott szdmok };

b) B ={xeR|0,5<x<0,6};

c) C= {{ 1; 2; 3; 4} halmaz valédi részhalmazai, melyeknek részhalmaza {2; 3} };

d) D = {x|x ¢ D}.

a) Soroljuk fel az A = {a; b; ¢} halmaz Osszes részhalmazat. Hany diszjunkt part taldlunk
kozottiik?

b) Hany részhalmaza van a B = {16-ndl kisebb pozitiv primszdmok} halmazanak?

Adott az A = {egyjegyl pozitiv primek} és a B = {pdratlan egyjegyd pozitiv egészek} halmaz.
a) Adjuk meg az A U B, A "N B, A\B, B\A halmazokat.
b) Mivel egyezik meg A, illetve B, ha az univerzum U=A U B?

¢) Legyen az alaphalmaz U = {egyjegyi pozitiv egészek }. Adjunk meg gy egy C c U halmazt,
hogy a lehetd legtdbb eleme legyen, és B m C diszjunkt legyen A-val.

Adottaz U= {xeZ|-5<x< 10} alaphalmazban a kévetkezs két halmaz: A = {x € Z||x| > 4}

és B={xeZ|x=3t valamely t € Z-re}.

a) Abrézoljuk U, A és B halmazt kozos Venn-diagramon.

b) Adjuk meg A és B halmazokat.

¢) Olvassuk le a diagramrdl, hogy milyen elemek alkotjdk az A U B, A N B, A\B, B\A halma-
zokat.

Abrizoljuk Venn-diagrammal az A\B halmazt (U, A, B nem iires halmazok). Adjuk meg masképp
is a kapott eredményt.

Irjuk le legalabb kétféleképpen az aldbbi Venn- a) b)

diagramokon vonalkazassal jelzett részeket. (=)

Szemléltessiik Venn-diagrammal, hogy 2] 8] 2] 8]
(BUC)\(A\(BN (C)) =

=(B\A) U (C\A)UANBNC(C).

A rock and roll klubban hat {6 iszik bambit, nyolc pedig tvisztel. Hirman — ugyancsak elitélhetd
maédon — bambival a keziikben tvisztelnek, tizenhdrman pedig csak beszélgetnek. Hany vendég van
éppen a rock and roll klubban? (A klubban csak bambi kaphatd.)

Egy szobdban 12 {6 tartozkodik, koziiliikk négy f6 haja barna, 6t f6 szeme fekete. Van harom {6,
aki nem rendelkezik egyik tulajdonsdggal sem. Hany barna haji fekete szemf illetd van itt?
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A 30 f6s osztdly ropdolgozatot irt matematikdbdl. 15-en megoldottdk az elsé feladatot, dten
mindkét feladatot, hét személy pedig csak a masodikat. A csoport 1étszdmanak hany szdzaléka nem
tudott megbirkézni egyik kérdéssel sem?

Adott az dbran l4thaté I intervallum. Hatdrozzuk meg I komple- |

menterét, ha _‘1 g 1 g é
a) U=]0,5]; b) U=1]-2.2];
c) U=]0,7]; d) U=R.
Abrizoljuk szamegyenesen az I, J, K halmazokat.
a) I=[2,4[; b) J={xeR|x?-6x+5<0};
1

¢) K =1f(x)=—=—"fliggvény értelmezési tartomanya .

) {f () = 5m— fugeveny y }
Jeloljiik szamegyenesen és adjuk meg intervallummal is a kovetkezdket.
d) J\I, e) INK; f) (K\H UL
Abrizoljuk egységkorben azokat az x € U = [0, 360°] szogeket, melyekre teljesiil:
a) I={x|0<tgx<1}; b) J={x|0,5 <sinx}; c)xeJNl,
d) xel\J.

Adott az A halmaz. Tudjuk réla, hogy |A| = 10.

a) Hény darab nullaelem( részhalmaza van? Hény kilencelemd részhalmaza van?

b) Hény kett6-, négy-, 6t-, nyolcelemd részhalmaza van?

c) Hény elemi az a részhalmaza, amelybdl 120 darab kiilonboz6t szamolhatunk 6ssze?

EIB Adjunk meg dgy négy halmazt, hogy koziiliik bormely haromnak legyen k6zos eleme, de a négy

@I Figyeljiik meg az dbrakon jeldlt halmazokat.

halmaz metszete iires legyen.

(A kéket nevezziik P-nek, a zoldet Q-nak.)

a) Adjuk meg P-tés Q-t A, B, C és ahalmaz-
miveletek segitségével.

b) Milyen feltételt kell A, B, C-re adnunk,
hogy P és Q diszjunkt halmazok legyenek?

c) Milyen feltételek mellett lesz P < Q?

Legyen U = {a; b; c; d; e}. Ebben az univerzumban A, B, C halmazokrdl tudjuk, hogy elem-

szamaik megegyeznek, tovabba:
ANBNC={b}, B\A={c}, AABNC)={d} és C\B=0.
Adjuk meg ANBNC elemeit.

@D Az U={1;2;3;4;5;6} halmaz A, B, C részhalmazairdl ismerjiik a kovetkezSket:

ANB={2}, AuB NC={5,6}, A\C=1{2;3;4} é C\B={1;5}.
Hatdrozzuk meg az A, B, C halmazokat.



12. EVFOLYAM

Az U=1{1;5;6;7;8;9; 10} halmaz A, B, C részhalmazairdl tudjuk, hogy:
A\B=1{7;8;9}, C\B={5;6;,7}, AnB={10}, (AUB\C={1;8;9;10}.
a) Hatdrozzuk meg az A, B és C halmazokat. b) Abrézoljuk Venn-diagrammal.
c) Hany elemti az A N B N C halmaz? d) Hény eleml (A U B) N C halmaz?

@H) Az A, B, C halmazok az U = {1;2; 3; 4; 5; 6; 7} részhalmazai. Tudjuk réluk, hogy:
A\(Bu C)=1{2;5}, {3;6;7cAnB, B\C={3;4;6;7}, C\B=0.
Megmondhatjuk-e A, B, C elemeit, ha
a)lCl=0; b)ICI=1?

@ Legyen U={1;2;3;4;5;6;7;8;9}. Az A, B, C c U halmazokrdl a kdvetkezSket tudjuk:
AN B={1;5}, B-nek csak paratlan szamok az elemei, (A U B) " C={1;3;5; 8},
AU B U C-be esé elemek Osszege 8, (BU C)\A={3;4;7}, B elemeinek Osszege paros.
a) Készitsiink Venn-diagramot.
b) Mennyi kiilon-kiilon az A, B, C halmazokba esé elemek 6sszege?
B3 A Kiskunsagi Nemzeti Park dolgozéinak donteniiik kell, hogy Gsszel vagy tavasszal szeretnének-e

ellatogatni a Hortobagyi Nemzeti Parkba. A dolgozok 60%-a Gsszel, 80%-a tavasszal menne, igy
akadt olyan is, aki mindkét évszakban szivesen latogatna a Hortobdgyra, 6k 8-an voltak.

a) Hényan dolgoznak a Kiskunsdgi Nemzeti Parkban, ha mindenki vélaszolt a feltett kérdésre?
b) Hanyan szeretnének inkdbb csak §sszel utazni?

EFE) Egy osztilyban 20 tanulé gydjt a Forma—1 versenyz6itSl dedikalt emléket. Lewis Hamilton 12,
Jenson Button 16, Fernando Alonso 15 fének dedikalt mar. A 20 tanulé mindegyike szeretne mind-
harom pil6tatél autogramot, igy természetesen akad 8 olyan is, akinek Hamiltontdl és Buttontdl,
12 akinek Buttontdl és Alonsétdl és 7 £f6, akinek Hamiltontdl és Alonsétdl is van mar emléke.

a) Hény tanul6 szerzett mindhdrom emlitett versenyz4tdl emléket?
b) Hanyan gydjtottek csak Jenson Buttontdl emléket?

B Amikor Hofehérkét az ételmérgezés utdn kiengedték a kérhdzbol, a torpék nagy vigassdgot
csaptak. A hét torpe (akik kozott nincsenek testvérek) mindegyike meghivta 5-5 testvérét, akik
szintén banyaszok. A jelen lev§ torpék kozott volt 21 véjar, 21 telepvezets és 20 f6, aki narancs-
sarga sapkat viselt. Telepvezet§ vdjar annyi volt, mint narancssarga sapkds telepvezetd (7-7 £6),
ellenben narancssarga sapkdban csak 6 vdjdr diszelgett. Hany telepvezet$ véjar jott az linnepségre
narancssarga sapkdban? (A partira a torpéken kiviil csak a kirdlyfi és maga Hoéfehérke volt

hivatalos, a sajtét — Réti Kurir — sem engedték be.)

@ A 101 kiskutyat Szornyella De Frasz pribékjei hdrom nagy csoportra osztottdk: fekete farkd,
tarka fiild és fehér 1abu csoportokba. Megszamoltak, hogy az egyes csoportokban a fenti sorrendben

oz

64, 60, 56 kutyus van. Fekete farku és tarka fiild kolyok van 41, tarka fiil{i és fehér 1abu van 22,
fehér 14bu és fekete farkd pedig 35.

a) Hény kutya birja a fogva tartottak koziil mindhdrom tulajdonsagot, ha egy megszokott a sza-
molds el6tt a pribékektd1?

b) Héany olyan kutyus van Szornyelldndl, amelyiknek fehér a ldba, de nem tarka a fiile és nem
fekete a farka?
EH) Egy panzidban ebédnél nyolcan rendeltek levest, tizen féételt.
a) Milyen hatarok kozott mozoghat azoknak a szdma, akik mindkét ételtipusbdl kértek?
b) Osszesen mennyien iilhettek asztalhoz délben a panziéban?
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Az A, B, C halmazokrdl a kovetkezdket tudjuk: | C| = 13. Ehhez képest A-nak 1-gyel tobb, B-nek
4-gyel kevesebb eleme van. A N C elemszdma fele |A|-nak, |A N B| kétharmada B elem-
szdmanak, | B N C| pedig 5-tel kevesebb, mint | B|. A hdrmas metszet elemszdma az egyetlen
pdros primszdm. Hany elem( az alaphalmaz, ha |A U B U C| = 3?

S5x-4 x-3

2x+8 x+4
a) Megoldas-e az 1?

@) Tekintsiik az >1 egyenlGtlenséget a raciondlis szamok halmazan.

b) Adjuk meg a legkisebb pozitiv megolddsét a feladatnak. Van-e legnagyobb negativ megoldas?

P

c) Soroljuk fel az 6sszes olyan 2 nevezdjd valddi tortet, amely nem megoldésa a feladatnak.

@) Abrézoljuk kozos koordindta-rendszerben az aldbbi halmazokat.
a) L={(x,y)ly<log,(x+3)}; b) M= {(x, )23 <y};
c) LnM.
EED Legyen az univerzum U = {1; 2; ...; n}. Adjunk meg gy n darab A, A,, ..., A, halmazt az

alaphalmazbdl, hogy barmely (n — 1) halmaznak pontosan egy kozds eleme legyen, mégpedig
mindig a hidnyz6 index. PL: A\ A, N ...NA,_; = {n}.

EED Adjuk meg gy A, B c U nemiires halmazok lehet6 legkisebb elemszamait, hogy teljesiiljenek
a kovetkezdk:
2|Al=1Ul, 3lAnBl=IBl, 10l1AUB|=9]|Ul.

. 1 1 1.
EEBD Tekintsiik az 1, = :|O; — [ és J, = ]——; — [ intervallum-sorozatokat.
n nn
a) Van-e kozos pontja a J,, sorozat elemeinek?
b) Van-e kozos pontja az I, sorozat elemeinek?

c¢) Van-e kozos pontja a J,\I, sorozat elemeinek?

Kijelentések, események

Legyenek A = {sz€p id6 lesz} és B = {kirandulni megyek} események.
a) Adjuk meg szovegesen az A + B és az A - B eseményeket.

b) Irjuk le események kozotti miveletekkel a ,,Nem lesz szép id6, de elmegyek kirdndulni”
kijelentést.

¢) Tekintsiik a ,,Ha szép 1d6 lesz, akkor kirdndulni megyek” kijelentést, és fogadjuk el, hogy
mindig igazat mondok. Milyen id§ lehet, ha most éppen kirandulok?

Egy véletlenszdm-generator 1-nél nem kisebb és 20-nal nem nagyobb egész szamot ad. Legyenek
a kovetkezd események:

A = {pdros szdm}, B = {hdrommal oszthat6 szdm}, C = {otttel oszthatd szdm}.
a) Hany elemi eseménybdl dllnak A, B, C események?
b) Adjuk meg szovegesen és elemi eseményeik felsoroldsaval a kovetkezS eseményeket:

A-B, B+C, A-C.

c) Adjuk meg az A, B, C események és miveletek segitségével a D = {mdsodik paratlan prim}
eseményt.
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Egy korokre osztott céltdbla beliilrdl kifelé a 10, 8, 6, 4, 2 ponto-
kat érd sdvokra van osztva. Tekintsiik az aldbbi eseményeket: 4

A = {5-nél kisebb 16vés},
B = {3-mal oszthat6 16vés},
C = {2 hatvany értéki 16vés}.
a) Hatdrozzuk meg elemi eseményeikkel az alabbi eseményeket:
A+B+C, A-B-C, A-B-C, A-B-C, A-B-C, B-A-C.
b) Adjuk meg az A, B, C események és a miiveletek segitségével
a telitaldlat eseményt.
Déontsiik el, hogy a kijelentés vagy megforditdsa igaz vagy hamis. Toltsiik ki a tdbldzatot.
A = Ha egy haromszog szdgfelez6i egy pontban metszik egymast, akkor a haromszog derékszogt.

B =Ha egy négyszog négyzet, akkor minden A B c D
szoge derékszog.
g . . Kijelentés
C = Ha egy tétel igaz, akkor a tagaddsa hamis.
Megforditasa

D = Ha egy szdm 3-mal oszthatd, akkor pdros.

Dontsiik el, hogy igazak vagy sem a kovetkeztetések.
a) Minden ember fenség. Ember vagyok. Ebbél kovetkezik, hogy fenség vagyok.
b) Barmely tanya nddfedeles. Ez az épiilet nadfedeles. Tehdt ez az épiilet tanya.

Tagadjuk az aldbbi kijelentéseket, és dontsiik el, hogy az allitds, illetve a tagaddsa igaz vagy hamis.

a) Minden deltoid atl6i merdSlegesek egymadsra.

b) Van olyan haromszog, melynek a legkisebb szoge is nagyobb 60°-nél.

¢) Minden hattal oszthat6 szam oszthat6 kilenccel is.

d) Van olyan pozitiv egész, melynek a primtényezds felbontdsdban nem szerepel a 17.

e) A hét torpe koziil egyik sem volt magasabb Héfehérkénél.

f) Sohasem from le azt, hogy soha.

g) Haegy szdm 7-nek valamely hatvanya, akkor oszthat6é 3-mal.

h) Barmely kicsiny o (o > 0) szoghoz létezik olyan pozitiv egész n, hogy az n-nél tobb cstcsu
szabdlyos sokszogek kiils6 szoge kisebb, mint o

Kombinatorika

Egy kis orszdg kis demokracidjaban ot part allithat orszagos listat. A vélasztasi bizottsdg sorsoldssal
donti el, melyik part hanyadik helyen szerepel a szavazdlapon. Hanyféle sorrendben keriilhetnek
egymads ald a partok nevei?

2 2

Almos 6sszeirta hat ismerdsét, akiket meghiv a sziiletésnapjdra. Elsének

2 2 pel se e . 4 L L . Q/‘ué}:a 2o 32
El6d, utolsénak Tohotom jutott eszébe. Hanyféle sorrend alakulhatott ki 7 ;/
a papiron, ha a tobbiek véletlenszertien jutottak Almos eszébe? 4 ‘ﬁ{;/

| s,

Peti dcesének van egy-egy kor, haromszog, négyszog, ember és madar {gQ
form4ju bélyegzdje. Ugy nyomta a papirra sorban Sket, hogy a két é161ény =z
egymads mellé keriilt. Hany kiilonb6z6 ilyen bélyegzést készithet még az %\Z‘/Z‘

P v it

el6z6 ala?
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12.2. SZAMSOROZATOK

A sorozat fogalma, példak sorozatokra — megoldasok

d) ds :—2, aroy = 28, b) bs = 75, b20 = 0, C) Cq :—100, Cro = 200,
d) ds=53, dyy=7703; e) es=19, ey =8; f) fs=321-5, fo=-11;
45 397
8) & 82077, ) hs hy 17
a) a,=4+n; b) b,=2n-5; c) c,=-2""1
d) dy= 1, &) 6=~ 1) 1y ="
n
1, ha n=3k+1,
g) g, =log,n; h) h,=12, ha n=3k+2,
3, ha n=3k
a) a, O b) b, C) Cy
3 ° 3 ° ° ° 3
2 o ’ 2 2 )TV T e e e et
1 . ° 1 o . . 1
1 5 n 1 5 n 1 5 n
ay 0y 03 0, 05 05 by=by=bg by=bs=bs €1CoC5Cs
0 1 3 5 U ? 3 1 (G5 2
d) o e) f)
2 2 ° ° °
1 ° L S 1
2 o ° ‘
1 e 5 n 1 5 n
-1 o R 1 . -1
2 ® . ) ° . .
1 5 n
Ogdsd, d3 d4 &4 €, €384 €5 fo=fy=lg fi=fa=f5
=2 ] 0 1 1 2 es 3 2 0 1 2
a) 16; 4; 1; i; %; 61_4; b) 2006; 2002; 1998; 1994; 1990; 1986;

c) N3, T V1L 15 V19, V23,
ai0= 1. Sz010 = 6030.

a) asn = 12:b25; b) a12=4=b99; C) [ 1 :b67;
1 7
d =—<by =—; =3>b,=2.
) a3 5 P01 13 e) ary 7
B a) n=6; b) n=10; c) n=11;
d) n=12; e) n=2%; f)n=1;5,13;17; ...



Példak rekurziv sorozatokra — megoldasok

a)5; 4, 2; =2; -10; b)5; 6; 3; 12; —15;
c)5; z; é; —1—7; _E; d) 5; é; é; i; i-
39 27 81 2 6 24 24

Epitsiik fel a sorozatot: a; = 1, ay =2, a3 =4 és a negyedik tagtél kezdve:

ap=a, +a, r+a, 3

tehat a tovabbi tagok:
ay =7, as=13; ag=24; a;=44; ag=81; aqg=149; a;y=274.
Tehat 274-féleképpen érhetiink fel.

A sorozat tagjai: 1; 1; 1; 1; 1, ..., tehdt ayg;o=1 és Syo;0 = 2010.

A sorozat tagjai: 1; 1; 0; —1;-1; 0; 1; 1; ..., lathatd, hogy egy hatos peridédus utdn tjra ugyanazok
a szamok lesznek a sorozat elemei.
Mivel 2009 = 6-334 + 5, a 2009-edik tag —1 lesz.

Egy periédusban a szdmok 0sszege 0, mivel a hatodik elem is 0, az els6 2009 tag dsszege is 0.

L) Vizsgaljuk meg a sorozat tagjait:

+1
p

a4=

A tagok ismétlédnek, a periddus 6t. Tehat:

a) Lehet, példaul: 1; 2009; 2010; ...
b) Ha a mdsodik tag x, a sorozat tagjai:

1;

X3

a+1 ptq+l |
P _prg+l 4= P4 _p+D-@+1) p _p+1
q P-q g+1 rPq g+l ¢
. p
&_’_1 1
__4q _ . _p+l_
= prg+1 P =0T
p-4q q
p+q+1
o =g ="
pP-q
I+x; 2-(1+x); 4-(1+x); 8- (1+x); ...; an=2"‘3~(1+x).

A 2"3.(1 +x) = 1000 egyenlet legnagyobb megolddsa n = 6, ekkor x = 124.

Szamtani sorozatok — megoldasok

a) a; =23;

a) 46;
a) 2773-adik;
d=-1.

A a) 116;

.........................

b) ase = 1587 C) dy37 = 701, d) aroi1o = 6020.
b) 91, c) 9721.

b) 3016-odik; c) nem tagja a sorozatnak.

b) 798.



a)a6:23+5'5:48k1n. b) S; =266 km.
A vildgesics 158 kg.

a)a; =7 és d=3. b) Sy =2620.
a) a; =50 és d=—4. b) S5y =—2400.

(IET) TIgen, mivel
1IM5-1_3/5+1+8/5-2

2 2
5/5-3

d= .
2

A sorozat kiilonbsége:

(D a) A kovetkezd egyenletrendszert kell megoldani:
a;+2d+a +7d =34
a+d+a; +10d=46 |

A megoldds: a; =-10 és d = 6.
b) 2012 = assg.
(LA Az aldbbi egyenletrendszert kell megoldani:
ay + (@, +3d)=38
(ay +6d)— (ay + 2d)=16 |
A megoldas: d=4 és a; =13.
a) 92; b) 101; c) 7860.
(IR A kovetkezd egyenletrendszert kell megoldani:
(ay+4d)- (a;+9d) = —25
2a,+8d =10
A megoldés: a; =13 és d =-2.
Az egyenletrendszeriink:
3a,+3d =-9
3a,+9d=39 |
A megoldas: d=8 és a; =-11.
EH Az egyenletrendszeriink a kdvetkez6:
8a, +28d = 14
4, +26d =1

A megoldas: d:—l és q :z.
2 2

LOELY A feltétel szerint:
a+ay+ay+a,  4a+6d

1
as+ag+a;+ag  4a;+22d 3

amib6l  d =24,

A keresett ardny:
a+ay+ay+...+a,  10a;+45d

1
aj +aptai+...+ay - 10a, +145d 3
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12.5. RENDSZEREZO 0SSZEFOGLALAS
GONDOLKODASI MODSZEREK — 0SSZEFOGLALAS

Halmazok — megoldasok

a) Igen, |A|=0, A=@; b) Igen, |B| = oo;
o) Tgen, ICl=3, C={{2:3}, {1;2;3}, (2:3:4}}; d) Nem.
a) &, {a}, {b}, {c}, {a;b}, {a;c}, {b;c}, {a;b;c}.
¢ diszjunkt minden mas részhalmazzal, rajta kiviil {a} és {b;c}, {b} és {a;c}, {c} és {a; b}
diszjunktak.
b) |Bl =6,
A=1{2;3;5;7}, B={1;3;5;7,9}.
a) AuB={1;2;3,5,7,9}; AnB={3;5,7}; A\B={2}; B\A={1,9};
b) A={1;9}, B={2};
c) C=1{1;2;4;6;8;9}.
U={-4,-3;..;8,9}, A={-4,4,5,6,7,8,9}; U

B=1{-3;0;3;6;9)}. (A 4 (8] ,
a) A Venn-diagram az dbran lathaté. 4 e
b) A={-3;-2;-1;0;1;2;3}, B={-4;-2;-1;1;2;4;5; 7; 8}. ° 8 -2

c) AuB=1{-4;-3;0;3;4,5,6;,7;8;,9}, AnB={6;9},
A\B={-4;4;5;,7,8}, B\A={-3;0;3}.

A\B=ANB. U

{B 0sszes részhalmaza}| =206 =64.

a) AUB=ANB; b) ANB=AUB.

'A '

U =lAUBl+|AUB|=|Al+|B|-|ANnBl+|AUBl=6+8-3+13=24.
|UI=|Al+IBl-1AnBl+|AUB|; 12=4+5-x+3; x=0.
Ul =|A|+|B\A|+|AUBl; 30=15+7+x; x=8.

A Venn-diagram az 4bran lathato.




a) T=12;5]; b) T=1-2;0];

c) T={0}u ]2;7]; d) T=]-0;0] U ]2; .

a) 1=[2;4[; )

b) J=]1;5[; ¢) o—o0

¢) K=]3; [; ————o
d) IN=]1;2[ U [4;5]; Jo o

e) INK=]3;4[; ,
) K\DUI=[2;4[ U[5; .

-1 0 1 2 3 4 5 6

a) I=[0°45°] U [180°; 225°]; b) J =[30° 150°];
c) JNI=[30°45°]; d) T\J = ]150°; 180°[ U ]225°; 360°].
a) 45%1 b)

150°

c) d)
45°
30°  150°
w 225°

a) Nullaelemi részhalmaz csak az iires halmaz lehet, tehat a valasz 1. Kilencelemdek azok a rész-
halmazok, melyeket gy kapunk, hogy egy elemet elhagyunk A-bol. Mivel 10-féleképpen tehet-
jiik ezt meg, a vélasz 10.

b) Annyi k-elemd részhalmaza van, ahdnyféleképpen a 10 elembdl ki tudunk vdlasztani ismétlés
nélkiil & darabot. Tehat [10) = 45, (10) =210, (10] =252, (lgj = 45,

2 4 5
c) (1]? ) =120. Probdlkozassal, vagy az el6z6 kérdésre adott valaszok figyelembevételével k =3,
illetve k=17.

Példaul ilyen a kovetkezd 4 halmaz: A = {1;2;3}, B={1;2;4}, C={1;3;4}, D={2;3;4}.

a) Mindkét halmazt tobbféleképpen is felirhatjuk, példaul
P=(A\C)UBNC)\A é QO=BUCNANBNCO).
b) Azt kell biztositanunk, hogy a két halmaz k6z6s része iires halmaz legyen:
[BNAUCO)|\ANBNC)=0C.
c) Azt kell biztositanunk, hogy a P Q-n kiviil es6 része iires halmaz legyen:
A\(Bu C)=0.
[rjuk b-t a harmas metszetbe. Ekkor c-t B és C kettés metszetbe {0}
kell helyezniink, igy d csak A metszeteken kiviili részébe kertil-

het. (Kozben figyelembe vettiik, hogy az elemszdmok egyen-
16k.) Ezek szerint:

ANBNC={a;e).




MEGOLDASOK - 12. EVFOLYAM

A megoldashoz toltsiink ki egy Venn-diagramot. A 2-tkét helyre ()
irhatjuk, de a masodik feltétel a hdrmas metszetet kizarja. A 3-at ) 7)
és a 4-et csak egy helyre frhatjuk ezek utan. Az 5 két feltételben
is szerepel, igy csak egy helyre keriilhet. Végiil a 6-ot sem
irhatjuk kozépre.

A megoldds a diagramrol leolvashato:

A=1{2;3;4;5}, B={2;6}, C={1;5;6}.

a) A={7;8;9;10}, B={1;10}, C={5;6;7}. {0}
b) A Venn-diagram az 4bran l4thato. [A)

N

NI,
¢) Ures halmaz. (10)

2

NEY,

d) [(AuB)NCl=1, egyelemd {7}.

EH) a) Ha C iires halmaz, akkor:
A=1{2;3;5;6;7}, B={3;4;6;7}.
b) C eleme csak az 1 lehet. Ezt rogton két helyre is irhatjuk:
vagy a hdrmas metszetbe, vagy B és C kettds metszetbe. Igy:
C={l}, B={1;3;4,6:7}

z

és
A={1;2;3;5,6;7} vagy A ={2;3;5;6;7}.

@7 a) A Venn-diagram az dbrén lathato.
b) A-ba es6 elemek 6sszege 23, B-be 16, C-be 21.

(5022 7)) 0,6x—8+8+0,8x—8=u,
1,4x -8 =x,

0,4x =8,

x =20.

20 f6 dolgozik a Kiskunsagi Nemzeti Parkban.
b) |0\T| =41

B a) x-3+8—-x+x+7-x+12-x+x-4+x-4=20, - @xtxt7-x) 16-@rxtx+12-%)

4 =x.
4 tanulé gydjtott eddig mindhdrom versenyz6tdl dedikélt

emléket.

b) 0 6. Nekik mér vagy mindhdrom versenyzStdl, vagy a mdsik
két emlitett egyikétSl van autogramja.

15-7-x+x+12-x)




B A szoveg szerint a torpéken kiviil még 5-7 = 35 {6 jott el a mulatsdgra, azaz banyaszok dsszesen
42-en voltak. A szita-formula igy alakul, ha x-szel a narancssirga sapkds telepvezetd vajarok
szamat jeloljiik:

42=21+21+20—-(7+7+6) + x.
Innen x = 0. Tehdt ilyen bany4sz nem vett részt a bulin.

) a) Alkalmazzuk a szita-formulat. A szdmba vett kutydk szdima ()

100, hiszen egy megszokatt: (¥)
100 =64 + 60 + 56 — (41 + 22 + 35) + x, A
ahol x jeloli a hdrmas metszet elemszamadt. Innen x = 18. »W«
b) Beliilr6l kifelé haladva toltsiik ki az elemszamokkal a Venn- w
diagramot, amelybdl leolvgshatc’) a ké{deze'tt érték: '17 ilyen o
kutya van. (Az elmenekiilt j6szagrdl nincs informécionk.)

EH) a) Lehetséges, hogy senki sem kért egyszerre mindkét ételfajtabol (0). Maximum pedig a kisebb
elemszdmi halmaz elemszdmaval egyenld lehet a szamuk (8). Tehat 0 és 8 kozotti a szamuk.

b) Ha senki sem kérte egyiitt a levest €s a f6ételt, akkor 8 + 10 = 18 {6 iilt asztalhoz. Ha minden

levest evd rendelt fGételt is, akkor 8 + 10 — 8 = 10 {6 iilt le ebédelni a panzidban.

|C| = 13. A szoveg alapjdn ismertek a kovetkezdk:
|Al=14, |BI=9, [AnCl=7, |[AnBl=6, |IBNCl=4,
|AnBNCl=2, TAUBUCI|=3.
Irjuk fel a logikai szita-formuldt az alaphalmazra kiegészitve:
lUl=lAUBUCI+[AUBUCI=|Al+|Bl+ICI-IANCI-IANBI-IBNCl|+
+|ANBNCI+/AUBUC|=13+14+9-7-6-4+2+3=24.

@) a) Helyettesitsiink be x = 1-et: % + % = % < 1. Nem megoldés az x = 1.
b) Taldlgatas helyett oldjuk meg a feladatot. A kozos nevezs 2x + 8, dtrendezve a ;_68 >0
X+

tortet kapjuk. Egy tort akkor nemnegativ, ha szamlaldjanak és nevez§jének azonos az elGjele
(a szamldlgja lehet nulla is). Ez két esetben lehetséges:

x—620 (x=26) és 2x+ 8 >0 (x>-4), ekkor a megoldds x = 6;

X—6<0 (x<6) és 2x+8<0 (x<—4), ekkor a megoldds x < —4.
Ebbdl lathatd, hogy a legkisebb pozitiv megoldés az x = 6. Legnagyobb negativ megoldds nincs.

2

¢) A pdros szamlal6jd tortek egyszerdsithetdk, igy nem valédiak. A tortek a [4, 6[-bél valdk:

W7 45.3 4101

27727272727 2
@) Rajzoljuk meg a transzformalt fiiggvényeket
koz0s koordindta-rendszerben.

a) L=1II;

b) M=\\; //<
¢) LA M = XXX.

Al 1 5 X
-1
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EED Képzeljiink el egy tabldzatot, melynek felsd sordban felsoroljuk az U halmaz elemeit, els§

.....

oszlopdban pedig a feladat A, A,, ..., A,, halmazait. Az adott elem oszlopdnak €s az adott halmaz
soranak metszetében egy X-szel jeloljiik, hogy az elem beletartozik a halmazba.

Ugy kell elhelyezniink az X jeleket, hogy pl. az A, A, ..., A, _; halmazok mindegyikében szere-
peljen az n elem. Ugyanakkor A, A,, ..., A, _,, A, halmazok mindegyikének eleme legyen (n — 1),
tovdbbd A, A,, ..., A,_3,A,_;, A, halmazoknak eleme legyen (n—2) stb. fgy tulajdonképpen
ismerjiik az A; halmaz elemeit. Minden U-beli elem eleme, csak az 1 nem: A; = {2; 3; ..., n}.

Hasonl6an adddik ez igy a tobbi halmazra is.

Halmaz\Elem 1 2 3 n-2 n-1 n
A X X X X X
A, X X X X X
Ap_q X X X X X
A, X X X X X

Tekintsiik a halmazabrat. U

Irjuk fel a megadott feltételeket p, g, r, s segitségével.
20+r)=p+q+r+s
3r=r+s
10(g+r+s)=9p+qg+r+s)

Ez négy ismeretlen, de csak harom egyenlet. Nem tudjuk egyértelmten megoldani, de azért pré-
baljuk meg. Alakitsuk 4t az egyenleteket, a kozEéps6bdl mar ki van fejezve s.

q+r=p+s
2r=s
q+r+s=9p
q:p+r
q+3r=9p

A ¢ ismeretlen is ki van mér fejezve az elsé egyenletbdl:
p+4r=9p,
ahonnan r =2p. Ekkor viszont ¢ = 3p, s =4p. Mivel A, B, U egyike sem iires, a legkisebb pozi-
tiv szdm, amit p helyére helyettesithetiink, p = 1. Igy |A| =5, |Bl =6, | Ul = 10.
a) Gondoljuk meg, hogy barmely J; halmaznak eleme a 0, de minden mds elemrdl ki lehet mu-
tatni, hogy el6bb-utébb mar nem esnek az intervallumokba: J; nJ,NJy3 N ... = {0}
Ugyanis tételezziik fel, hogy valamely i-re p (p > 0) € J;. Barmely pozitiv p-hez taldlunk olyan

e’ 7z 2z 2z 1 Z 4
m pozitlv egész értéket, amelyre — < p. Ha n > m, akkor p ¢ J,. Hasonl6 a meggondolds,
ha p <0. m

b) Az I, sorozat 6sszes elemébdl alkotott metszetnek nincs kdzos eleme.

. 1 .
c) Elészoris J\I, = ] -3 O]. Ezen halmazoknak egyetlen kdzos eleme a 0, azonban mds ilyen
n

elem nincs. Ezért J1\[; "L\, NJ3\ ;... ={0}.
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Kijelentések, események — megoldasok

a) A + B =Sz&p id6 lesz vagy kirdndulni megyek. A - B = Szép id{ lesz és kirdndulni megyek.
b) A-B.
c) Barmilyen, ugyanis szép id§ esetén egyszerten teljesiilt az implikédcid. Rossz id6 esetére pedig

nem allitottam semmit, tehat barmit csindlhatok — kirdndulhatok is — szdszegés vétsége nélkiil.
a)|Al=10, |Bl=6, |C|l=4.
b) A-B={6;12; 18} = hattal oszthaté szamok;

B+ C=1{3;5;6;9; 10; 12; 15; 18; 20} = harommal vagy ottel oszthat6 szamok;

A-C = {5; 15} = éttel oszthat6 paratlan szamok.

¢) D = {5} = (olyan paratlan szam, ami hdrommal nem, de &ttel oszthaté) =A-B- C.
a) A+B+C=1{2;4,6;8}), A-B-C=A-B-C=A-B-C=A-B-C=0, B-A-C={6}.
b) {10} =A+B+C.

A helyesen kitoltott tablazat: A B c D
Kijelentés H | | H
Megforditasa | H | H

a) Igen. A ,,minden ember fenség” egy kovetkeztetés: Ha ember vagyok, akkor fenség vagyok.
A masodik kijelentés szerint ember vagyok, igy a feltétel teljesiil. Amibél valoban kovetkezik,
hogy fenség vagyok.

b) Nem. Példaként épitsiink nddfedelet egy tizemeletes hdzra. Nyilvan ez az épiilet nddfedeles, de
nem tanya.

a) Tagadés: Van olyan deltoid, amelynek atl6i nem merdlegesek egymadsra. Ilyen deltoid nincs,
tehat az allitas igaz, a tagadds hamis.

b) Tagadas: Barmely haromszog legkisebb szoge legfeljebb 60°-0s. Ez igaz, a hdromszog legkisebb
szoge nem lehet nagyobb, mint 60°. Ugyanis az éllitas igazsagat feltételezve:

60°<a<B<y igy 180°=3-60°<a+ P+,

ami (legaldbbis az euklideszi geometriai rendszerben) nem igaz, hiszen o + 3 + y = 180° Tehat
az allitds hamis, a tagadds igaz.

c) Tagadds: Van olyan hattal oszthat6 szdm, amely nem oszthat6 kilenccel. A tagadds igaz, pél-
d4ul maga a 6 ilyen szam. Az allitds hamis.

d) Tagadas: Barmely pozitiv egész primtényezds felbontdsdban szerepel a 17. Az allitds igaz, a ta-
gadds hamis.

e) Tagadas: Volt olyan torpe, aki magasabb volt Héfehérkénél. Bar nem tudjuk pontosan a torté-
nelmi igazsagot, feltételezziik, hogy minden torpe jéval alacsonyabb volt az illeté holgynél.
Tehat az allitds igaz, a tagadds hamis.

f) Tagaddas: Van alkalom, hogy leirom azt: soha. Aki ezt a feladatot irdsban megoldja, arra a taga-
das biztosan teljesiil. (Nagy valdszintiséggel a tobbiekre is.)

g) Az dllitas tagaddsat ugy tudjuk meggondolni, ha atfogalmazzuk: A 7-nek minden hatvdnya

oszthat6 3-mal. Igy maér vildgos a tagadds: Van olyan szam, amely 7-nek hatvanya és nem
oszthat6 3-mal. Utobbi kijelentés igaz (pl. 49) és az allitds hamis.
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h) El6szor értelmezziik az eredeti mondatot.
Adjunk meg egy pozitiv o szoget (pl. o = 1°) és vizsgdljuk meg, mely szabdlyos sokszogek
kiils§ szogei kisebbek o-nél.
Barmely konvex n-szog belsd szogeinek 0sszege (n —2)- 180° A szabdlyos n-szog egy belsé

szogének nagysaga: w A kiilsé szog mértéke 180° — (n=2)-180 = 360 .
n n n

Ha most azt akarjuk, hogy ez a szam 1°-ndl kisebb legyen, akkor legyen n > 360. Tehat pl.
a 361 oldald szabalyos sokszdg minden kiils6 szoge kisebb, mint 1° (Az n =360 még éppen
nem megfeleld, hiszen az éllitas teljesiiléséhez szigordan kisebb kell.)

o o

< o, akkor n >

Hasonléan éltaldban: ha . Igy biztosan tudunk barmely szoghoz

n
olyan n egész szamot mondani, amelynél tobb oldali sokszogek kiilsG szogei kisebbek, mint
a megadott szog. Tehat az éllitas igaz.

Tagadas: Létezik olyan o (o > 0) szdg, amelyhez barhogy is adunk meg pozitiv egész n-t, van
olyan n-nél tobb csicsu szabdlyos sokszog, melynek kiils§ szoge nagyobb vagy egyenld,
mint o

Mivel az allitds igaz, a tagadds hamis.

Kombinatorika — megoldasok

5! =120.
4! =24,
2.41-1=47.
6-2-31=51-2.41=72.
6! = 720.
3-2=6.
4-53 =500 koziil 4-52 = 100 oszthat6 5-tel.
63-9 = 1944,
|
5-4.3= >! =60
(5-73)!

|
3% 17100720,
(30 - 5)!
T\ _
()-ss
11) _
1)-ss.

|

12! =3960.

71-41.1!





