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Tisztelt Olvaso!

Feladatgy(jtemény-sorozatunk egyediilallo a kozépiskolai matematika feladatgydjtemények kozott.
A konyvek felépitése pontosan koveti a Sokszind matematika tankonyvcsalad koteteinek szerkezetét,
igy akik ezekbdl a tankonyvekbdl tanulnak, kozvetlendl alkalmazhatjak az orai munka és az onallo
gyakorlas, s6t az érettségi felkésziilés soran is.

Ugyanakkor — mivel a feladatgytjtemények felépitése természetesen megfelel a tantargy belsé logika-
janak és az iskolakban altalanosan alkalmazott kerettanterveknek — minden nehézség nélkiil hasznal-
hatjak azok is, akik mas tankonyvekbdl tanuljak, illetve tanitjak a matematikat.

A feladatok nagy szama és valtozatossaga miatt a tanulok boségesen talalnak a maguk szamara kittiz6tt
szintnek megfeleld gyakorlasi lehetdséget. Igy a tankonyveket és a feladatgydjteményt egyiitt hasznalva
kellg jartassagot szerezhetnek a feladatmegoldasban.

Az egyes fejezetek végén talalhato Vegyes feladatok attekintést adnak az adott fejezet anyagabal, ezért
jol segithetik az atfogdbb szamonkérés eldtti felkésziilést.

A feladatok nehézségének jeldlése
Minden fejezetben harom kiilonb6z6 szintre bontva talaljuk a feladatokat:

Gyakorlo feladatok: olyan feladatok, amelyek — akar a tandrakon, akar hazi feladatként —
elésegitik a megtanult ismeretek elmélyitését. (narancssarga szinii feladatsorszam)

EI7[)  Kozépszintii feladatok: az adott témakdrben mas témakhoz is kapcsolddo problémak,
melyek megoldasa elésegiti a tantargy komplex ismeretanyaganak ismétlését, a matematikai
kompetenciak elsajatitasa mellett azok alkalmazasat. (kék szind feladatsorszam)

€I Emelt szintii feladatok: az emelt szint(i érettségire valo felkésziilést segité problémak,
melyek nemcsak megoldasuk nehézsegében kiilonbdznek az el6zGektdl, hanem felvillantjak
a matematika szépsegét is. (bordo szinii feladatsorszam)

A feladatok sorszamozasa
A feladatgytjtemények feladatainak sorszamozasa a tankonyvcsalad egyes koteteire utal.

A 9. évfolyam feladatai az 1001-es, a 10. évfolyam feladatai a 2001-es, a 11. évfolyamé a 3001-es,
a 12. évfolyamé pedig a 4001-es sorszamtdl kezd6dnek.

A 12.-es kotetben a négy év anyagat attekinté rendszerez6é 6sszefoglalas feladatai az 5001-es sor-
szamtol indulnak, ezaltal segiti a feladatok kozotti valogatast az érettségire torténd felkésziiléskor.

Megoldasok

A feladatgydjtemény minden feladat megoldasat tartalmazza. A gyakorld feladatok esetén csak a vég-
eredmenyt kozoljiik, mas esetekben pedig annyira részletezziik a megoldasokat, amennyire azt peda-
gogiai szemponthal sziikségesnek tartottuk.

A kit(iz6tt feladatok megoldasahoz jo munkat és jo tanulast kivanunk!

A szerzok
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A feladatgyiijteményben hasznalt matematikai jel6lések

Jeldlés Magyarazat

N a természetes szdmok halmaza

Z az egész szamok halmaza

yANY// a pozitiv egész szdmok halmaza; a negativ egész szimok halmaza

Q; Q" a raciondlis szdmok halmaza; az irraciondlis szdimok halmaza

Q* Q- a pozitiv raciondlis szamok halmaza; a negativ raciondlis szdmok halmaza
R a valés szamok halmaza

R*; R™ a pozitiv valés szdmok halmaza; a negativ valés szdmok halmaza
acA;beA a eleme az A halmaznak; b nem eleme az A halmaznak

AcCB A halmaz részhalmaza B halmaznak

CcD C halmaz val6di részhalmaza D halmaznak

EgF E halmaz nem részhalmaza F halmaznak

AUB; CnD; E\F | Aés Bhalmaz unidja; C és D halmaz metszete; E és F halmaz kiilonbsége
g, {} iires halmaz

A az A halmaz komplementere

|A] az A halmaz elemszdma

A=>B, Cs D ha A, akkor B; C akkor és csak akkor, ha D

[a: b]

a, b zart intervallum

[a: B[

a, b balrdl zart, jobbrdl nyitott intervallum

la; ]

a, b balrdl nyitott, jobbrdl zart intervallum

Ja; b[

a, b nyitott intervallum

n! n faktoridlis: n! =n-(n—-1)-(n—-2)-...-2-1
fix— az f fliggvény hozzarendelési szabalya
f(xp) az f fiiggvény helyettesitési értéke az x; helyen
| x| az x szdm abszolut értéke

[x] az x szam egészrésze

{x} az x szam tortrésze

Jx az x szam négyzetgyoke

oy az x szam n-edik gyoke

alb az a szam osztdja a b szamnak

(a, b) az a €s b szam legnagyobb kozos osztdja

[a, b] az a €s b szam legkisebb kozos tobbszorose
AB az A pontbdl B pontba mutaté vektor

a, 0 a vektor, nullvektor

SzOg
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11.1. KOMBINATORIKA, GRAFOK

Fibonacci-szamok

Hatdrozzuk meg a tizen6tddik és a huszadik Fibonacci-szdmot.

Viltoztassunk a Fibonacci-szdmok eredeti képzési szabalyan. Irjuk fel az elsé tiz értéket,
ha ugyanigy két szomszédos érték dsszeaddsdaval kapjuk meg a rdjuk kovetkezst, de

a) az elsG szam —1, a masodik 1;
b) az els6 szam 1, a masodik —1.

Egy sorozat els6 harom tagja 1, 1, 2. Legyen minden tovébbi tag az el6tte ll6 harom tag Osszege.
a) Szamitsuk ki a sorozat elsé tizenot tagjat.
b) Van-e a felirt szamok kozott (az elsé harom kivételével) Fibonacci-szam?

Folytassuk visszafelé a Fibonacci-sorozatot: irjunk fel tiz tagot, amelyek megel6zik a két elsG egyest
a szamsorozatban! (A képzési szabdlyon nem véltoztatunk.)

7 2

Lehet-e ugy kezd? értékeket adni egy Fibonacci-szerd sorozatnak (amelyben minden érték az el6tte
levé kettS 0sszege), hogy az bizonyos szamu elem utdn 6nmagat ismételje?

Permutaciok, variaciok

Egy parkon at hétkoznap reggelenként 7:40 és 7:50 kozott 86 ember szokott munkdba sietni
véletlenszerdien. Hanyféle sorrendben kelhettek at egyik reggel a park bejaratan, ha egyszerre csak
egy f6 ment 4t a kapun?

Egy vilagutaz6 az Eurépai Unid f6varosait szeretné korbejarni, mindegyiket pontosan egyszer
felkeresve. Hanyféle sorrendben veheti fel a listdjara a févarosokat?

ez

Jani a szelektiv hulladékgyjts szigetre vitt 6 egyforma iires iiveget, 5 egyforma dsszelapitott
mdanyag palackot és 10 ugyanolyan fajta iires konzervdobozt. Utkdzben arra gondolt, hogy
Osszevissza fogja bedobdlni egymds utdn a megfelel6 hulladékgy(jtébe a szemétdarabokat.
Hényféle sorrendben szabadulhat meg Jani a néla levé felesleges holmiktdl?

a) Héanyféleképp lehet a polcon egymds mellé tenni 3 zold és 2 piros, amuigy egyforma bogrét?
b) Hanyféleképp lehet a polcon egymds mellé tenni 3 zold, 2 piros és 0 kék, egyforma bogrét?

Py

c) Az el8z6 két kérdés alapjan magyardzzuk meg, miért van értelme O!-nak.

Egy l6versenyen a 18 indul6bdl csak 616 ért célba. Ha ezt tudni
lehetett volna a rajt el6tt, akkor hany befutéra fogadhattak volna
a bukmékerek? (Befutd = a célba érkezé lovak sorrendje, holtver-
seny nincs.)

Egy kis cégnél 10 f6 dolgozik. A munkatdrsak reggel sorban
egymads utan érkeznek munkédba. Hanyféle sorrendben johetnek
be véletlenszertien a kapun, ha ma hat f6

a) jon be dolgozni; b) beteget jelentett?

........................ . 10



3016

3018

(3020)

Rudi papagdja rataldlt a televizid tdvkapcsoldjara. Most azzal
jatszik, hogy a nagy kék szdmgombokra egymds utdn 7-szer
ralép. Minden alkalommal pontosan egy gombot nyom le (akdr
ugyanazt tobbszor). Hanyféle kiilonboz6 ,,csatornasorrendet”
jegyezhet meg a televizidéban levé memdria a papagdj jatéka
soran?

A fél éves Dorka magabiztosan fogja jobb kezében a macis, bal kezében a zsirafos bélyegzét.
Ha elhtiznak el6tte egy papirlapot, kitord orommel bélyegez rd sorban egymds utin véletlenszertien
éllatokat hol jobb, hol bal kézzel. A papiron nyolc figura fér el. Hanyféle éllatsereglet keletkezhet
Dorka munkdja sordn a keskeny papirlapon?

Hény indul6 volt azon a futdversenyen, melyen az 0sszes lehetséges — holtverseny nélkiili — végered-
mények szdma 39916 800? (Minden induld célba ér.)

Egy dobozban 0-tdl 9-ig szdmozott céduldk taldlhatok, és van egy hagyomanyos dobdkockank.
Hényféle hatjegyd szdm képezhetd tigy, hogy haromszor dobunk a dobdkockaval, majd harom
cédulét hizunk a dobozbdl visszatevés nélkiil, és a kapott hat szimjegyet a dobds, illetve a hiizds
sorrendjében egymds mellé frjuk?

Mennyi kiilonboz4 iilésrendben iiltethetiink le 8 {6t egy

a) egyenes asztal mellé;

b) kor alaku asztal koré, ha az adott koriiljaras szerinti szomszédsdgot vessziik figyelembe;

¢) kor alaku asztal koré, ha csak a szomszédokat vessziik figyelembe, de azt nem, hogy jobb vagy
bal oldaliak?

Klari a piacon a z6ldség-gyiimolcs pult eldtt ll. Hany darabot tett 6sszesen a kosardba, ha a para-
dicsom, paprika, barack, sargadinnye, hagyma, kdposzta koziil vdlasztott, mindegyikbdl vehetett
tobbet is, €s azokat egyesével 1679 616-féle sorrendben rakhatta a kosardba?

Van két dobozunk. Az egyikben 0-tél 9-ig szamozott céduldk vannak, a masikban pedig két 3-as,
harom 4-es és négy 5-0s szdmjegyet tartalmazo cédula. El6szor a masodik dobozbdl egymads utan
kihdizzuk az 6sszes céduldt, majd az els6bdl négyet hizunk gy, hogy a céduldkat visszatessziik
a dobozba, és az igy kapott szimokat sorban egymas mellé irjuk. Hanyféle szamot kaphatunk igy?

Hényas szamrendszerben van pontosan 2097 152 kiilonbozd, legfeljebb 7-jegyd szam?

Egy bolha iildogél egy négyzet mellett. Egyszer csak rdugrik a négyzet egyik csicsara, majd onnan-
tol kezdve a cstcsokon ugral még kilencszer. Hanyféle sorrendben érintheti a cstcsokat, ha

a) barmikor barmelyikre ugorhat;

b) oda nem ugrik, ahol éppen 4ll;

¢) nem ugrik sem oda, ahol éppen 4ll, sem pedig az eggyel kordbbi dlloméshelyére?

Egy televizids vetélkedGben a stididkdzonség soraibdl vélasztanak ki jatékra két f6t. Hanyan tilnek
a nézGtéren, ha 1980-féleképp vélaszthatjak ki eldszor az elsd, majd a médsodik jatékost?

Az Eurdpai Unié 10 legnagyobb orszdganak miniszterelnokei megbeszélést tartanak az Unid
nem hivatalos févarosdban, Briisszelben. Az angol és francia miniszterelndknek a protokoll szerint
kozre kell fogni a németet. Hanyféle iilésrend lehetséges, ha

a) egyenes asztal mellé iilnek;

b) kor alaku asztal mellé tilnek? (Két iilésrendet akkor tekintiink kiilonbozdnek, ha legaldbb egy
fének legaldbb egy szomszédja mas.)



EIFE) Laci bardtom legfeljebb 21 db-os DVD-gydjteményében 4 koncertfilm és 5 vigjaték van, de taldl-
haté ndla legaldbb két szinhdzi el6adds is. A DVD-ket — csupdn a besoroldsukat figyelembe
véve — 27 720-féle médon tudja a polcon sorba rendezni. Pontosan hdny szinpadi mid van meg
DVD-n Lacinak?

ED Emese és Karcsi 6t gyermeket szeretne. Fel is irtdk az alabbi neveket, amelyek koziil mindig vélet-
lenszerdien adnak egyet az éppen sziiletd csoppségnek (persze kétszer nem adjdk ugyanazt).
Hényféle sorrendben adhatjdk a neveket a megsziiletendd 6t gyermeknek? (Tételezziik fel, hogy
ikreik nem sziiletnek.)

Radar  Gogter  Coilla Famds  @ndrea  Kamilla  Sdopar  Vivien  Janos  Coaba

EFD Melyek azok az n és k nemnegativ egész értékek, melyekre n elem k-tagd ismétlés nélkiili
varidcidinak szdma megegyezik az ismétléses varidciok szamaval?

Ismétlés nélkiili kombinaciok, Pascal-haromszog

() Hatdrozzuk meg szamolGgép nélkiil, definicié alapjan a kovetkezdk pontos értékét:

4). 15). 11). 11, 11). 122).
o w(E o) ) o) ()
145 1578 . (135
8) (144); h) ( 1 ]; i) (0 )
<44 Hatarozzuk meg papiron, a definici6 alapjan a kovetkezSk pontos értékét:

RO B L

€ Az (Z) = (’]Z ~ D + (n ]; 1) azonossag segitségével adjuk meg az Osszegek eredményét:

134  (134) 211\  (210)  (210)
a) [43)*(44)7 b) (101)*(100)*(99)’
o (111)+(110)+(109)+(109)

55 54 53 52 )

£l a) Van-e olyan természetes szdm, amit nem taldlunk meg a Pascal-hdromszogben?
b) Trjuk fel a Pascal-hdromszoget a 10. sorig. Keressiink olyan szdmokat, amik pontosan egy, kettd,
hirom, négy helyen fordulnak el6 a Pascal-hdromszogben.
EIED A dobdkockaval dobhaté szdmok halmazanak mennyi
a) 2; b) 3; c) 4; d) 5; e) 7
elem( részhalmaza van?

ElEE) a) Hany elembdl dll az a halmaz, amelybdl 6-féleképpen lehet egyelemi részhalmazokat kiva-
lasztani?

7z

b) Az el6z6 halmazbdl hany elem( részhalmazt lehet még 6-féleképp kivéalasztani?

EIEF Hanyféle szorzatot képezhetiink a kovetkezs szamok koziil négyet kivélasztva:
2, 3,5 7, 11, 13, 17.



(3037)

a) Legfeljebb mennyi érvényes, de kiilonbozd hatoslotté-szelvényt
adhatunk fel?

b) Szamitsuk ki, hanyszorosa a hatos lotton fogadhaté szdmhatosok
darabszdmdnak az 6tos lotton megfogadhaté szamotosok szdma.

[15l[16][17
Az eredményt adjuk meg tovabb mér nem egyszerdsithetd tortként

N
N

&]

és egy tizedesre kerekitve is.

3
A térben adott 9 kiilonbozd pont, melyek koziil semelyik négy nem esik

egy sikba. Hany kiilénb6z6 sikot hatdroznak meg?

&

Miutan Héfehérke megette a mérgezett almét, a torpék kiildottséget inditottak a mostohahoz, hogy
legyen szives élessze djra Hofehérkét. Persze nem segitett a gonosz, kénytelenek voltak megvarni
a Kiralyfit. Hany kiilonb6z6 haromtagu kiildottséget indithattak? (A torpék a kiildottség Ossze-
allitasa sordn nem figyeltek kivalasztasuk sorrendjére.)

Az autészerel§ mihely egy dobozdban 60 kerékanya van (minden kerékre négy kell). Mennyi
anyacsavar-szettet vlaszthat ki Sanyi a jobb elsé kerékre, ha az anydkat megkiilonboztetjiik?

A Pascal-hdromszog tulajdonsagai alapjan hatirozzuk meg, k mely értékére (értékeire) van maxi-
muma a

a) (2k ); b) (f) értékének.

Torpapa, Nétata, Torpilla, Okoska, Torperds, Ugyi, Ugyifogyi, Lusti, Hami, Térpojaca, Tréfi
és Dulifuli koziil egyszerre négyet elkap és zsdkba dug Hékuszpok.

a) Hény 0sszedllitdsban keriilhetnek a zsdkba a torpok?

A tobbiek most azon tanakodnak, hogyan szabaditsak ki 6ket. Ugy hatdroznak, hogy egy kétfGs brigad
eltereli Sziamiat figyelmét, masik két torp elvonja Hokuszpok figyelmét, a tobbiek pedig kisza-
baditjak a fogva tartottakat.

b) Hany kiilonb6z8 szabadcsapat-Osszedllitds koziil valaszthatnak a torpok?

Karcsi randevira késziil, €s bemegy a virdgboltba, ahol egy vazaban kilenc voros és négy fehér

r6zsa van. Hany kiilonbozd, harom voros és kettd fehér rozsat tartalmazo csokrot kottethet ezekbdl
a virdgokbol? (Az azonos szind virdgok egyformak, csokorbeli helyiik nem érdekes.)

Sanyi autészereld miihelyében egy dobozban 60 kerékanya van. Egy négykerekd személyautd
fékjeinek bedllitdsa utdn éppen ezeket teszi a helyiikre. (Az anydkat megkiilonboztetjiik, és az autd
minden kerekére négy anyacsavart kell tenni.) A megoldds sordn ne hasznéljunk szdmolégépet!

a) Hanyféleképp veheti ki a dobozbdl egyszerre az dsszes kerékre valé csavart Sanyi?

b) Sanyi egyszerre mindig csak egy kerékre vald csavart vesz ki a dobozbdl. Ezt hanyféleképp
teheti meg?

c) Melyik érték a tobb, é€s miért: ha egyszerre veszi ki az Osszes csavart, vagy ha kerekenként?
Mit vegylink még figyelembe (vagy mitdl tekintsiink el), hogy a két érték egyenld legyen?

A 32 lapos magyar kdrtyabodl 4 lapot osztunk le. Hany olyan leosztds van, ahol a lapok kozott van

a) a piros kirédly?

b) pontosan egy piros lap vagy pontosan egy kirdly?

c) legalabb egy piros vagy legaldbb egy kiraly?

Az 52 lapos franciakartya-csomagbdl négy jatékosnak leosztunk 3-3 lapot. Szamitsuk ki nagysag-
rendileg (x- 10 alakban, y € IN, x-et egy tizedesre kerekitsiik), hdnyféle leosztds lehetséges.



EIFE) A 32 lapos magyar kartydbol leosztottunk négy lapot. Hany darab, legaldbb egy dszt tartalmazo
kiilonboz4 leosztés lehetséges?

EII Mennyi, legfeljebb egy tokot tartalmazo leosztds van, ha 32 lapos magyar kartyab6l osztunk le 4 lapot?

EfH Legfeljebb hany kiilonbozd 6tdslotté-szelvényiink lehet akkor, ha ezek mindegyikén a taldlataink
szdma
a) 0; b) 1; c) 2; d) 3; e) 4; f)5?

EIIT Hany f6 vett részt azon a tandcskozdson, amely elStt mindenki mindenkivel kezet fogott, és dsszesen
45 kézfogas tortént?

. . ny_ n! o . n-1\ (n-1\_(n
Bizonyitsuk be az (k) Sy definici6 alapjan, hogy (k - 1) + ( X ) = (k)

SILE) a) Adjunk meg két konkrét szampéldat a Pascal-haromszogbdl, amelyre igaz a kdvetkezd Ossze-

fliggés:
n n n\_(n+2
(k-lj*z'(k)+(k+1)‘(k+1)
b) Bizonyitsuk be, hogy az 0sszefliggés barmely n és k, n >k + 1 =2 természetes szamra teljesiil.
EXT a) Keressiink tobb konkrét szampéldat a Pascal-hdromszogbdl a kivetkezd dsszegre:
n n n n
R A T 1)
b) A Pascal-haromszoget megfigyelve keressiink zart formulat a fenti 6sszegre.
c) Igazoljuk, hogy az dsszefiiggés barmely n és k, n >k + 1 23 természetes szdmra teljesiil.
EE) a) Adjunk meg a Pascal-hdromszogben a kovetkezd 6sszegnek megfeleld szamokat (n > k):
k k+1 k+2 n-1 n
(2 ()
b) A Pascal-hdromszog szdmait megfigyelve keressiink zart formulét a fenti 6sszegre.

c) Bizonyitsuk is be a megfigyelésiinket.
d) Mit kapunk az 6sszefliggésbdl, ha k helyére 1-et frunk?

Hény f6t kell 13 emberbdl kivélasztani, hogy a kivélasztdst 715-féleképpen tudjuk megtenni?
(A kivalasztasndl a sorrendet nem vessziik figyelembe.)

EEA Hany f6bdl kell kivalasztani 7 embert, hogy a kivélasztast 77 520-féleképp tudjuk megtenni?
(A kivélasztasnal a sorrendet nem vessziik figyelembe.)

EE) A Pascal-hdromszog hdnyadik sordnak hdnyadik eleme a 8568?

Binomialis egyiitthatok, ismétléses kombinacio

EIF Fejtsiik ki a kovetkezd kéttagti 6sszegek hatvanyait:
a) 3-b)% b) (e +2f)* c) (x=2)% d) 2x+1)%;
e) (1-0,5a)".

EIF Fejtsiik ki a kdvetkezd binomokat, majd vonjunk dssze, amit csak lehet:
9
a) (2 + 2x)5; b) (2a - 0,5b)%; ) (fx+x); d) (x+3-4x)%
e) (2x - 3x3)6.



(3056)

(3057

Felhasznalva a sinx + cos?x = 1 Osszefiiggést, hozzuk a legegyszertibb alakra a kifejtett kéttagt
Osszegeket:

a) (sinx — cosx)?; b) (sinx + cosx)*.

Trjuk fel két tag Gsszegének adott hatvanyaként a kovetkezd osszegeket!
a) 8a3 + 12a2b + 6ab? + b3; b) 0,125x% — 1,5x4y + 6x2y2 — 8y3;
c) x8 —4x% + 6x10 — 4x!1 4 x12; d) x2+4-Jx-x2+6x3+4-Jx X3+ x4

Hény részhalmaza van egy
a) egyelemt; b) kételemd, c) Otelemdi, d) nulla elemd
halmaznak?

Hény elem( az a halmaz, amelynek
a) 1; b) 2; c) 3; d) 16; e) 256; f) 0
részhalmaza van?

A szamitogépen tobb kiilonbozd adattipusban dbrdzoljdk az egész szamokat. Példdul a nyolc biten
abréazolt egészek neve shortint, a tizenhat biten dbrazolt egészeket integernek nevezik.

Melyik az a legnagyobb szdm, amit a szdmitégépen

a) shortintként; b) integerként dbrazolhatunk?

Hany részhalmaza van

¢) a shortint; d) az integer tipust szdmok halmazdnak?

Egy osztilyban a ldnyok koziil 1024 kiilonboz6 csoportot valaszthatunk ki (beleértve az iires cso-

portot is), a fidk koziil pedig 8192-félét. Hany kiilonbozd csoport vélaszthatd ki az egész
osztalybol?
A nagypélyas lany focicsapatnak Eniké és Evike a csatarai. (A foci-

2 2

csapat kezddjatékosainak szdma 11.)

a) Hény olyan részhalmaza van a csapatnak, amelynek Enikd
nem eleme?

b) Az el6bbi részhalmazok koziil hany olyan van, amelynek
Evike eleme?

¢) Szamoljuk Ossze azon részhalmazokat, melyekrdl tudjuk,
hogy azoknak a csapat 6t adott tagja eleme. Hanyad része
ezen részhalmazok szdma az 0sszes részhalmaznak?

A nagypélyas fiu focicsapat legutébbi mérkézésének elsd félidejében leginkdbb védekezett. Mind
a 16 szabadrigast, amit a bird nekik itélt, sajat térfeliikkr6l végezhették el — ezért a harom csatér
nem, de a kapus righatott szabadot. A szabadrigasok elvégzdit a masodedzd jelolte ki. Hanyféle
lehetdség koziil vélaszthatott, ha

a) a szabadrugdsok id6beli sorrendjét is figyelembe vessziik;
b) csak azt vessziik figyelembe, hogy kik végezték el a szabadrigdsokat?

A masodik féliddre az edz6 kicsit atszervezte a csapatot, igy a jaték végig az ellenf¢l térfelén folyt.
Most 13 szabadriigast végeztek el, de a kapus mar nem rigott labddba. Igy hanyféle lehetGség volt
a szabadrugasok elvégzésére, ha

c) a szabadrugésok idGbeli sorrendjét is figyelembe vessziik;
d) csak azt tekintjiik, hogy kik végezték el a szabadriugasokat?



11. EVFOLYAM

11.5. KOORDINATA-GEOMETRIA

Vektorok a koordinata-rendszerben. Miiveletek koordinataikkal
adott vektorokkal (emlékeztetd)
Adjuk meg az dbran lathat6é pontok helyvektordt az i és j bdzis-

vektorok linedris kombindcidjaként. Adjuk meg a helyvektorok o 5
koordindtéit. .

Adottak az d(1;-3) és b (-2; 5) vektorok. Adjuk meg az aldbbi vektorok koordinétit:

a) @+ b; b) d-b;
¢) 24 d) 3b;
- 1. 3-
e) 2d - 3b; ——d+=b;
) f) 7%+3
. . 3. 1= 1. 3-
3G -2b)+(2d-3b):; h) 2| Zd+—b|+3—a-2b)|
9 ( )+ ) )[2 2](2 2)

Az ABC haromszog cstcsainak koordindtdi: A(1; 1), B(7; 1) és C(3;5). frjuk fel az alédbbi
vektorokat az i és j bazisvektorok linedris kombinaciéjaként:

a) AB; b) AC; ¢) BC; d) AB+BC +CA.
Szamitsuk ki a kdvetkezd vektorok hosszat (a és b pozitiv valds szdmok):

a)i+j; b) 2i+ 3j; c) =3i+4j; d) —%i—%j;

e) %i—%j; f) ai+ bj; g) &'(ﬁ;—\/g); h) Ei(1+\/§;1—\/§);

i) d(Na +b;\a-b).

Adjuk meg a kdvetkezd vektorok abszolit értékét. Milyen kozos tulajdonsaga van a felsorolt vekto-
roknak?

a) d(-13; 84); b) b(65;-72); ¢) &(=39; -80); d) d =20i-21j;

e) é="2(15i - §j).

Irjuk fel a megadott vektorral egyirdnyt, egységnyi hosszisagi vektor koordinatait:

a)i+j; b) 2i+ 3j; ¢) —2i - 4j; d) J2i+ 3j.

Abrézoljuk a kovetkezd helyvektorokat. Forgassuk el +90°-kal, illetve —90°-kal az origd koriil
az abrazolt vektorokat, majd irjuk fel a kapott vektorok koordinatait.

a) =3i+j; b) 2i+ 5j; c) —i-2j.
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Adottak az d(2; 1) és b (1; 7) vektorok. Szamitsuk ki az alabbi vektorok skalaris szorzatat:
a)da és b; b) —d és b; c)—a és —b; d) 2d és b;
e)d+b é da-b, f)2a+b és a+2b.

Az alabbi vektorokrdl dontsiik el, hogy derékszdget, hegyesszoget vagy tompaszoget zarnak-e be
egymdssal. Vdlaszunkat szamitdsokkal igazoljuk.

a) @(1;5) é B(10;-2); b) A 4) és 5(_4;9;

¢) d2:-5) és bl152); @) dl23) e B2 10
2 2 2

Bizonyitsuk be, hogy a megadott pontok egy-egy derékszogld haromszog csicspontjai. Melyik
pontndl taldlhaté a derékszog az egyes esetekben?

a) A(2;5), B(-6;-3), C(4;3);
b) A(4;3), B(=5;—-4), C(-2:5);
c) A(2008;2009), B(2011;2025), C(2015;2011).

Az A pont helyvektora d =1i - 2j, a B ponté b=-i+ 4j. A C pont helyvektorara teljesiil a kovet-
kez6: R
¢ =3b-2d.
a) Szamitsuk ki az A, B és C pontok koordinatait.
b) Igaz-e, hogy a hdrom pont egy egyenesre illeszkedik? Valaszunkat szdmitdsokkal igazoljuk.

A derékszogl koordindta-rendszerben egy pont egyenes vonald egyenletes mozgést végez. A meg-
figyelés kezdetén helyvektoranak koordindtdi (—3; 5), a kdvetkezd masodpercben a test a (—1; 6)
koordinétdju pontban tartézkodik.

a) Adjuk meg a test sebességvektordnak koordinatdit.
b) Melyik pontban lesz a test a megfigyelés kezdetét kvets harmadik masodpercben?
c) Mozgésa sordn 4thalad-e a test a (11; 12) koordinatajd ponton?

Hatdrozzuk meg o értékét tigy, hogy az d (\/E +2;2 ) ésab (-1; o) koordinatdju vektorok merd-
legesek legyenek egymadsra.

€ Az A,B,Cés D pontok helyvektorai rendre —2i + 3j, 3i + 8j, 7i + 6j és 7i — 4j. Bizonyitsuk be,

hogy az ABCD négyszdg atléi merSlegesek egymasra.

EFT) A koordindta-rendszerben kijeldljiik a kovetkezs négy pontot: A(1; 1), B(9;2), C(11;7) és D(3; 6).

Bizonyitsuk be, hogy az ABCD négyszog paralelogramma.

Hany olyan pont van a koordindta-rendszerben, amely az aldbbi pontokkal egyiitt paralelogrammat

alkot: (=1;-1), (5; 1), (2;4)? Adjuk meg az ilyen tulajdonsdgui pontok koordinétdit.

Tekintsiik a kovetkezs 2009 vektort:

(f\/_ f) vz(\/— f\/" J_j V2°°9(“200 12008 510 + 200)

a) Szamitsuk ki a Vj +V, +... 4+ 1,09 vektor koordinatait.

b) Melyik koordindtatengelyhez van kozelebb a fenti 6sszegvektorral megegyezd helyvektor
végpontja?
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Két pont tavolsaga. Két vektor hajlasszdge.
Terilletszamitasi alkalmazasok

Szdmitsuk ki a kovetkez8 pontok origétdl valé tdvolsagat:

a) A@3; 0); b) B(0; -5); c) C(=3;-4); d) D(5;-12);
25 V5 11

- 07T

Adjuk meg az A és B pontok tdvolsdganak pontos értékét, ha:

a) A(-3;2) é B(-3;5); b) A(-1,-6) és B(2;-2);

c) A(2008;2010) és B(2013;2022); d) A(3;-5) és B(-3;5);

e) A(1;1) és B(V2;-2); ) AN36) & B(VZ-1);

g) A(—l; 1) és 8(3;—2); h) A(l é) és B(léj
2 2 22 33
Igazoljuk, hogy az aldbbi pontok egy egyenld szard haromszog csicsai:
a) A(=2;-4), B(5;-3), C(-1;3); b) A(-4;-2), B(1; 1), C(-1;3);
c) A(-2; 1), B(2;3), C(0;-3).
Van-e a haromszogek kozott olyan, amelyik derékszogi? Ha igen, akkor melyek?
Az aldbbi pontokrdl szdmitasokkal dontsiik el, hogy melyek illeszkednek az O(-5; —1) kozép-
pontd, 13 sugard korre:
a) (0; 11); b) (-17;4); ¢) (6;-5); d) (7, -0).

Szamitsuk ki az ABC haromszog oldalainak hosszat és keriiletét egy tizedes pontossdggal, ha
a) A(0; 0), B(2;0), C(0;3); b) A(12;13), B(1;-8), C(-2;5).

Milyen alakzaton taldlhatok azok a pontok, amelyek az
a) x tengelytdl; b) y tengelytdl 3 egység tavolsdgra helyezkednek el?
Mit tudunk mondani az ilyen tulajdonsagui pontok koordinatdir6l?

Milyen alakzaton taldlhatok azok a pontok, amelyek a két koordindtatengelytdl ugyanakkora
tdvolsagra helyezkednek el? Mit tudunk mondani az ilyen tulajdonsdga pontok koordinatdirdl?

Szdmitsuk ki a kovetkez§ vektorok altal bezart szog nagysdgat egy tizedes pontossaggal:

a) @0;5) és b(=3;0); b) @(1;3) és b(=6;2);
¢) @(=2;3) és 5[1;—3); d) @(7;-2) és b(-3:8);
e) @(-1;-5) és b(-3;-2); f) d=3;7) és b(=2;-1).

Szamitsuk ki a kdvetkezd pontok altal meghatdrozott haromszog szogeit €s teriiletét:
a) A(1; 1), B(5;3), C(2;7); b) A(-4;-5), B(-1;5), C(3;1);
c) A(=3;-2), B(4;-3), C(-49).
EFE A koordindta-rendszerben egy pontszeri test egyenes palydn mozog. Mozgdsa sordn athaladt

a (-7; 1) és a (3; 2) pontokon. Milyen tdvolsagra volt a koordindta-rendszer kezdGpontjatdl,
amikor ahhoz a legkozelebb volt?

........................ . 78



Szdmitsuk ki a kovetkez8 pontok 4ltal meghatdrozott négyszogek teriiletét:
a) (2;2), (10;2), (7,6), (3;6); b) (=4;-3), (4;-2), (5:3), (0;4);

¢) (=3 1), (2-2). (3:2), (-2:5% d) (1:-1), (5:-2), (4-6), (0:-5).
Vizsgdljuk meg, hogy van-e a négyszogek kozott trapéz, paralelogramma, rombusz, téglalap,
négyzet vagy deltoid.

A P(x;y) pont ugyanolyan tdvolsdgra van az A(3; 1) ponttdl, mint a B(-2; 5) ponttél. Milyen
algebrai 0sszefiiggés van a P pont x és y koordindtai kozott?

Bizonyitsuk be, hogy ha a P(x;y) pont az O(2; —1) ponttdl 5 egység tdvolsdgra taldlhatd, akkor
a P pont koordindtdira teljesiil, hogy

x2+y2 —4x+2y-20=0.
Peti haromszog alaku kit(iz6t szeretne késziteni kartonbdl. Tervei megvaldsitdsa érdekében négyzet-

racsos kartonbdl kivdgott egy hdromszoget. A hdromszdg csicsainak koordindtdi a négyzetracsra
rajzolt koordinéata-rendszerben (melyben az egység 1 cm):

A(=3;5), B(5;1) és C(-6;-5).
a) Szamitsuk ki a kivagott haromszog teriiletét.
b) Akivagott ABC haromszog melyik oldaldra dllitva lesz a legmagasabb?
¢) Mekkora a b) feladatban megadott oldalhoz tartozé legnagyobb magassdg?

d) Peti az ABC haromszog legnagyobb magassdgat harom egyenld részre osztotta, majd az oszt6-
pontokon at parhuzamosokat hizott a hdromszog megfelel§ oldaldval; igy az ABC haromszoget
egy kisebb hdromszogre, valamint két trapézra osztotta. A kozépsd részt fehéren hagyta, a kis
haromszdget pirosra, a nagyobb trapézt zoldre satirozta. Mekkora teriiletd részt satirozott
pirosra, illetve zoldre?

Magyarorszdg 1:1100000 méretardnyu térképén elhelyeziink egy koordinita-rendszert, amelynek
tengelyei észak—dél, illetve kelet—nyugat irdnytak, a tengelyeken az egységek pedig 1 cm
hossziiak. Az igy kapott koordinata-rendszerben néhdny varos koordinatdi a kovetkez6képpen

alakulnak:
Veszprém(-7; 1), Gyor(-8;7), Szeged(8;-7), Debrecen(18; 5).

a) Szamitsuk ki, hogy a felsorolt vdrosok paronként hany kilométer tdvolsdgra vannak egymdstol.
b) Melyik magyarorszagi varosban lehet a koordinata-rendszer kezd6pontja?

Adottak a koordindtasik A és B pontjai, amelyeknek koordindtdira: A(—-3;2) és B(S5; 3).

a) Melyek a koordindtdi annak az x tengelyre illeszkeds P pontnak, amelyre a PA% + PB? sszeg
a lehetd legkisebb?

b) Mennyi az a) feladatban szerepl$ 6sszeg minimuma?

Egy butordruhdz olyan hdromszoglappal rendelkezd asztalokat drusit, amelynek oldalait egy-egy
korszelet alaku toldalékkal kiegészitve pontosan kor alakd asztalhoz juthatunk. A tervezd a gyar-
ténak elkiildte a haromszoglap kicsinyitett képének koordindtéit: (0; 0), (3;0), (2; 2) (egy egység
hossza a valésagban 50 cm). A szdmitdsokat egy tizedes pontossdggal elvégezve vélaszoljunk
a kovetkezd kérdésekre.

a) Mekkordk a haromszoglap oldalai a valésdgban?

b) Hény centiméter a kerek asztal sugara?

c) Mekkora a magassaga az asztal leghosszabb oldaldhoz illeszthetd korszelet alaku toldaléknak?

d) Legfeljebb mekkora sugard kor alakd abrosz helyezhetd el a haromszoglapu asztalon, ha
az asztalrdl sehol nem 16ghat le?
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11.1. KOMBINATORIKA, GRAFOK

Fibonacci-szamok — megoldasok

f15 = 610, f20 = 6765

a)-1,1,0,1,1,2,3,5,8, 13;
b) 1,-1,0,-1,-1,-2,-3,-5,-8, -13.

a) 1,1,2,4,7,13,24, 44, 81, 149, 274, 504, 927, 1705, 3136.
b) Igen, a 13.

7 z

A mdsodik tagot az elsé és az elsd el6tt 4116 dsszegeként kapjuk: x + 1 =1; innen x = 0. Az eldtte
levé tag: y+0=1; innen y=1. Majd z+1=0; z=-1. Aztdn u + (-1) = 1; u = 2. Hasonl6an
kapjuk a tobbi szdmot:

34, =21, 13, -8, 5, -3, 2, -1, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 5,

Erdekes médon a Fibonacci-szdmokat latjuk, csak véltakozé eldjellel.

Erdemes elGszor kisérletezni néhany értékkel. Hamar megtaldljuk a csupa O sorozatot, ami
ismétlédést mutat. Azonban mds sorozat nem, igy megfogalmazhatjuk a sejtésiinket: dltaldban nem
lehet a szamok kozott ismétlddés. S6t, egy 1dS utdn vagy szigordan novekednek, vagy szigorian
csokkennek a szdmok — a mdr emlitett csupa O kivételével. Hogyan bizonyitsuk be?

Gyijtsiink 0ssze egyszerd megfigyeléseket.

A) Hakét pozitiv szdm van egymads utan valahol a sorozatban, akkor az utanuk levdk is pozitivak,
sGt a szamok szigordan novekednek az 0sszeadds miatt.

B) Ha van két szomszédos negativ szdm a sorozatban, akkor az utdnuk levSk is negativak, sét
a szamok szigordan csokkennek.

C) Ha taldlunk nullat, és el6tte pozitiv vagy negativ értéket, akkor az A) vagy B) esethez jutunk:
a nulla megdupldzza az elGtte all6 szamot.

Jonak ttinik a gondolatmenet, folytassuk. Mi a helyzet, ha egy pozitiv és egy negativ érték all egy-
mas mellett?

D) Ha a két szam abszolut értéke egyenl§, akkor megjelenik a nulla, C) esethez jutunk.

E) Ha a pozitiv szdm abszolut értéke nagyobb, akkor pozitiv értéket kapunk. Ezen beliil E;),
ha a pozitiv érték volt késébb, az A) esethez jutottunk.

F) Ha a negativ érték abszoliit értéke nagyobb, akkor negativ szdmot kapunk. Ezen beliil F)),

ha a negativ érték volt késébb, a B) esethez jutottunk.
Az E) és F) esetben van egy-egy tovabbi eset is: E,), ha a negativ érték van késébb; illetve F,),

z 2

ha a pozitiv érték szerepel késébb. Mindkét helyzetben visszajutunk D), E) vagy F) esethez.
Réadasul a Iétrejovd szam abszolit értéke megegyezik az 0sszeg abszolit értékével, ami szigordan

7z

kisebb lesz, mint az el6z8 kett§ koziil a nagyobb abszolit értékd. Ennek a csokkenésnek pedig
elébb-utébb vége szakad: A), B) vagy C) esetekhez kanyarodunk vissza.

Néhany példa az E,) és F,) esetekre:
a) -10,4,-6,-2, ... b) -10,8,-2,6,4, ... c) 10,-5,5,0, ...
Mivel minden esetet attekintettiink, ezzel a bizonyitdst befejeztiik: a 0, 0, 0, ... szdmok kivételével

nincs mds olyan Fibonacci-szerd sorozat, amiben lenne ismétl6dés (s6t, elébb-utébb mindig szigo-
rian novd vagy szigordan csokkend szamokat kapunk).



Permutaciok, variaciok — megoldasok

3006 1)
Em 27!
|
3008 L:162954792.
6!-5!-10!
B+2)! B+2+0) o
3000 7Y, ST =10; b) ST =10; c)0l=1.
18!
(3010 m:ls-n-16-15-14-13:13366080.
10!
(3011) a)m=10-9-8-7-6-5=151200;
|
b)ﬁ:10-9-8-7=5040.
EIT7) 107,
EITF) 28 =256.

il Ebben a feladatban és a tovabbiakban is nemnegativ (sét elsGsorban pozitiv) egész megoldasokat
keresiink. A legegyszertibb, ha probalkozunk.

A masik lehetSség, hogy kicsit gondolkodunk a probélkozas el6tt: n! = 39916 800. A szdm végén

allo két O arra utal, hogy két 6t6s primtényezSnek lennie kell a szorzatban. Az egyik maga az 5.

A madsikat a 10-ben taldljuk, tehat legalabb 10!-ig el kell menni. Ez még kevés, a megoldéds n = 11.

. . 10! .

EIIE Az els hdrom szamjegyet 63, a masodik harmat L' -féleképpen kaphatjuk meg. Az ered-
mény a kett§ szorzata: 216720 = 155 520. (10-3)!

a) Egyszer( permutacidja 8 kiilonb6zd elemnek: 8! = 40 320.

b) Vilasszunk ki egy f6t, tekintsiik 6t kiindulépontnak. A megadott koriiljards szerint iiltessiik
sorba a maradék hét f6t. Ez ugy torténik, mintha egyszertien permutdlndnk Sket: 7! =5 040.

¢) Most nem érdekes a koriiljarasi irdny, ezért ugyanazt kapjuk, ha az asztal egy atmérgjére tiik-

oz

rozziik a résztvevéket. Igy az el6z6 pontban mésik iiltetést kaptunk volna, most azonban

!
ez a kett§ ugyanaz. A megoldas: 75 =2520.

Szdmoljuk meg a ndvényeket, dsszesen 6-félét taldlunk a pulton. Mindegyikbdl minden helyen
tehet egyet a kosardba, azaz a 6" = 1679 616 egyenletet kell megoldanunk. A megoldast meg-
kaphatjuk probalkozassal vagy az 1679616 primtényezds felbontdsdval. A megoldds: n = 8.
Megjegyzés: Par lecke milva mindkét oldal 6-os alapu logaritmusét véve is meg tudjuk oldani
az egyenletet.

!

A mésodik dobozbdl az ismétlédés miatt a cédulakat ﬁ -féleképp hiizhatjuk ki (permutécio,
hiszen mindet kivessziik). Az els§ dobozbdl ugyancsai( az ismétlGdés miatt 10* lehet8ségiink van
kivenni a céduldkat (varidcid, a kivalasztds miatt). Eredményiink a kett§ szorzata: 12 600 000.



Egy n alapu szdmrendszerben 0-tdl (n — 1)-ig n kiilonb6z8 szdmjegy van, ezekbdl kell 7 helyre
irni egyet-egyet. (A kevesebb jegybdl 4ll6 szdmokat ugy kapjuk, hogy a szdm elejére megfelel§
szdmu 0-t frunk.) Vagyis az n’ =2097 152 egyenletet kell megoldanunk, amit prébalkozdssal
vagy hetedik gyokvondssal tesziink meg. Az eredmény n = 8, a szdmrendszer tehat a nyolcas.

a) Béarmikor barmelyik cstcsra ugorhat, minden esetben négy lehetdsége van: 410,

b) Elsének barhova, utdna viszont mar csak 3-3 helyre ugorhat: 4-3°.

c) Elsének barhova ugorhat. A kovetkezd ugrdsa a mostani helyérdl elviszi, az utdna levékben

pedig mindig kizdrunk kett§ csdcsot: 4-3-28,

Legyen a miisor nézGszdma n. Ekkor az elsé jatékost n, a masodikat (n — 1)-féleképpen valaszt-
hatjak ki a néz8k koziil, vagyis nl
(n-2)!
Ezt az egyenletet négyféleképp: probdlkozassal; a zardjelet felbontva méasodfokd egyenletként;
az 1980-at primtényezdkre bontva vagy gyokvondsbdl kerekitve is megoldhatjuk. Az eredmény n = 45.

=n-(n—-1)=1980.

a) A harom emlitett miniszterelnokot vegyiik egy ,,csomagnak”. Ekkor 8 {6t kell leiiltetniink, ezt
81-féleképp tehetjiik meg. Az angolnak és a francidnak kozre kell fognia a németet, Gket ezért
még kétfeléképpen iiltethetjiik minden sorrenden beliil. Az eredmény: 2 - 8!

b) Ismét csomagoljuk Ossze a harmast. 8 f6t kor alaku asztal mellé 7!-féleképp iiltethetiink le,

ha figyelembe vessziik a koriiljardsi irdnyt is. Vegyiik figyelembe a harmasban a szélsdk sor-
L7
rendjét is: 2-7! Végiil tekintsiink el a koriiljarasi irdnytol: % =7!

Egyik lehetdségiink a probalkozas. Mésrészt viszont ha szamolunk, ismétléses permutéciot kell
szamolnunk. Jeloljiik c-vel (2 < ¢ < 12) a keresett szinpadi mtivek szdmat:

4+5+0)!
41-.5!-¢!
Tiintessiik el a tortet, a kovetkezd egyenletet kapjuk:
9+ ¢)!'=79833600-c!
Leosztva 11!-sal (figyelembe véve ¢ lehetséges értékeit):
12-13-...-(9+¢) =2c!
6-13-...-(9+c¢)=c!
A ¢ értékétdl fiiggben tobb esetiink van. Ha 9 + ¢ =12, akkor ¢ =3 és igy 12=2-3! Ez j6
megoldas.

Ha 3 < ¢ < 12, akkor a bal oldalon szerepel 13, ezért a jobb oldalon is el kell menni legalabb
13!-ig. Azonban ebben (jobb oldalon) szerepel 11 is, ami viszont a mdsik (bal) oldalon nem fog
el6fordulni, ellentmonddsra jutottunk. Ezen esetekben nincs megoldds, Lacinak 3 szinhdzi el6adast
tartalmazé lemeze van.

=27720.

Az 6t gyermek megsziilethet 5 1any; 4 lany €s 1 fid; 3 lany és 2 fig; 2 lany és 3 fiu; 1 lany és 4 fiu;
5 fid variaciéban.

Az els6 és az utolso esetben egyszerd dolgunk van, mindkétszer 5! sorrendben adhatnak nevet
a megsziiletendd gyerekeknek.

Vegyiik bonyolultabb példanak a harmadik esetet. Ekkor a gyerekek kozott a lanyok-fitk sorrendje

ismétléses permutdcio:

! ! !
>t , azon beliil a lanyoknak L, a fiuknak > -féleképpen
12! (5-3)! 5-2)

adhatnak nevet (ismétlés nélkiili variacio).



Ez alapjan minden esetet szimba tudunk venni (a szimmetria miatt elég az egyes eseteket kettGvel
szorozni), a végeredmény:

| | | | | |
TP S LA LIRS LIS S L LI LI PV}

4110 -4 -1 31-21 (5=-3)! (5-2)!

EIF ElSszor is gondoljuk 4t a feltételeket. Az ismétléses esetben k-ra és n-re semmiféle megszoritas
nincs azon kiviil, hogy nemnegativ egészek. Az ismétlés nélkiili esetben azonban 0 < k < n. Ez szi-

gortbb feltétel az el6z6nél, igy tartsuk magunkat az utébbihoz. A kérdés: mely, a fenti feltételeknek

megfelel§ n, k-ra igaz: !
k _ .

T -k

Feltételezhetjiik, hogy n # 0, igy nem kell a 0° hatvannyal foglalkoznunk. Vizsgiljuk meg k néhany
értékét! Ha k =0, akkor

vagyis ekkor barmely n-re teljesiil az egyenldség. Ha k = 1, akkor ugyanez a helyzet:
__n
(-1
Ha k =2, akkor n> =n-(n— 1) egyenlethez jutunk. Ennek egyetlen megoldadsa n = 0, ami nem

felel meg a k <n feltételnek. Ha k értékét tovabb noveljiik, akkor egyre magasabb fokud egyen-
letekhez jutunk, melyeket nem tudunk megvizsgédlni. A megoldds azonban sokkal egyszertbb.

Azt kell észrevenniink, hogy a kiinduld egyenl&ség jobb €s bal oldaldn is k tényezibdl allo szor-
zatokat taldlunk, azonban a bal oldalon csupa n tényezdvel, a jobbon viszont n-t6l csokkend
tényezGkkel. Vagyis ha a szorzatoknak tobb tényezdje is van, akkor nem lehetnek egyenlSk.
Amegoldds: k=0 és k=1 értékre barmely n-re megegyezik n elem k-tagd ismétléses és ismét-
1€s nélkiili variacidinak szama, mas értékekre viszont soha.

Ismétlés nélkiili kombinaciok, Pascal-haromszog — megoldasok

& a) 6; b) 105; c) 462; d) 165: ¢) 55; f) 7381;
g) 145; h) 1578; i) 1.
2
a) 1, b) n; c) n>—n; d)nz_n; e) f) 1L
135 212) 112
ma(G) ol o)

EIFE) a) Nincs.

b) Egy helyen: 2; kett§ helyen: 3 és 4; harom helyen: 6; négy helyen: 10. (T6bb helyen nem
lehetnek, mert utoljara a sz€lsG egyes mellett fordulhatnak eld.)

1

@
0220 1
@. .@

=y

1 5 1
1 6 6 1
1 7 21 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

1 45 120 210 252 210 120 45 1



& a) @ =15 b) @: 20: c) @ =15 d) @: 6:

e) 6 elembdl nem lehet 7-et kivalasztani.

EED a) 6; b) 5.

5)
5)_18-8911-29-86 _3-89-29
(45)_ 15-44-43.7-41  5-7-41

Pt

(3033 ) (465):8145060; b)

(3034) @ =84. 6
= s

(3036 (ﬁ?) — 487635.

A Pascal-hdromszog elGillitasabol adédéan szimmetrikus, és az értékek a sorok elején novekednek
a szimmetriatengelyig. Igy ha paros szdmrdl van szd, a felét kell aldfrnunk. Paratlanokra két megoldast
is kapunk: egyik a szdm felének egészrésze, masik az ennél eggyel nagyobb egész. A konkrét példaban:

a) k=12, (¥ = 2704156, b) k=6 vagy k=7, [3)=(3]=1716.
12 6 7
EED a) A torpok koziil (142) = 495-féleképp valogathat ebédre négyet Hokuszpok.

b) A maradék nyolc f6bdl vilasztanak elGszor kettSt, majd a maradék hatbdl ismét kettSt. Mivel

ezeket egymadstol fiiggetleniil meg tudjak tenni, 6ssze kell 6ket szoroznunk: @) . (g) =420.
EIED A lehetSségek szdma: @) . @) =504.

B a) A négykereki auté mind a négy kerekére négy csavar kell, igy a valasz: (?Oj

b) Ha kiilon-kiilon vesz ki csavarokat a dobozbdl Sanyi, akkor a kdvetkezd adagot mindig néggyel
kevesebb koziil vélaszthatja, (6 ) (5 ) (52) . (48) -féleképp.

4 a)a) 4
) Az a) eset kifejt 6 (00)2 9% Most b) esetet is feitsiik ki:
C Z a) eSe 1 e] Y& egyszeru. 16 = 16'44V oS esetet 18 e] Su. 1.

(6)(5 ).(5)(4)_ 60! 56! 521 48! 60!
4)\4)(4)\4) 41.56! 41.-521 41.48! 41.441 (41H)*. 441
Az egyszer(sitések utdn maradt alakokb6l — mivel 16! > (41)* — mar ldthat6, hogy a b) esetben

tobb lehetdségiink van a csavarok kivalasztdséra. 16!

41-41-41-4!
ami megfelel 16 elem 4, 4, 4, 4-tagt ismétléses permutdcidinak. Azaz ha az a) esetben figye-
lembe vessziik ezt a sorrendet is (vagy a b) esetben eltekintiink téle), akkor a két eset egyenld lesz.

Végiil osszuk el a b)-ben kapott eredményt az a)-ban kapottal. gy -hoz jutunk,



EIXE) a) Ha a piros kiraly a leosztott lapok kozott van, akkor a maradék 31-bSl kell még mellé tenni

hdrmat: (331) = 4495,

b) Ez az eset harom egymast kizdrd alesetbdl 4ll dssze: piros, de nem kirdly; piros kirdly; nem
piros, de kirdly. A hdrom esetben 6sszesen 11 lap van (7 + 1 + 3), melyekbdl bele kell kertiilnie
egynek a leosztott négy lap kozé. A tobbi harom leosztott lap a maradék 21 lapbdl keriilhet ki.
A megolds: (11 ) - (231) — 14630,

c) A ,legalabb” sz6 gyants lehet, inkdbb szdmoljuk ki a kérdezett eset ellentétét (komplementerét).
Ekkor arra kell valaszolnunk: hanyféleképp fordulhat el6, hogy a leosztott négy lap kozott nincs
sem piros, sem kirdly lap? Azokbdl a lapokbol, melyek nem pirosak és kirdly sincs rajtuk, 21 van.

A megoldast agy kapjuk, ha kivonjuk az 0sszes esetbdl az ellentettet: (34) - (241) =29975.

EIA Az autészerelds feladathoz hasonl6 szorzatot kell felirnunk: (52) . (49) . (46) . (43). Az ottanihoz

3

hasonléan elvégezve az egyszerisitéseket: ————— = 7,6 -1016,
(3H*- 40!

3 3 3

EZB) 1. megoldas. A ,legaldbb egy 4sz” ellentéte, ha nincs 4sz a leosztdsban. Mivel dsszesen négy 4sz van

a pakliban, igy az ellentétes eseteket az dsszes esetbdl kivonva a megoldds: (34) - (248) =15485.

I1. megoldas. A ,legalabb egy” jelent egy, kettd, harom vagy négy aszt. Ez négy eset, lassuk rész-
letesebben az egyiket, mondjuk a hdrom 4szt. Ekkor a csomagban levé négybdl harom bekertil

a leosztdsba, a maradék egyet pedig a nem dszok koziil toltjiik fel, 4).(28 -féleképpen. A tobbi
L T S ) 3) {1
esetet is kiszamithatjuk, 6sszegiik adja a megoldast:

() () o

ED A ,legfeljebb egy” tok lehet egy vagy nulla darab. Ez csak két eset, nincs értelme 4ttérni az ellen-

tett eseményre, hiszen ott hét alesetet kellene 0sszeirni. Lassuk hat.
Ha nincs tok a leosztasban, akkor a pakliban levS nyolc lapbdl nulla darab kertiil a négy lap kozé,

az Osszes tobbi piros, zold vagy makk: (g) - (2;1) =10626. Ha egy tok van, akkor piros, zold, makk

lehet harom: @ : [2;) —16192. A megoldds a kettd dsszege: @ : (Zf) ; @ - (234) ~26818.

EfD Gondoljunk at részletesen egy esetet, példdul a hdrom taldlatot. Hirmasunk gy lehet, ha az 6t

nyerdszdmbdl megjeloltiink (kivalasztottunk) hdrmat, a maradék két tippiinknek viszont a nem
nyerd 85 szdmbdl kell kikeriilnie. Ez alapjdn minden esetet szdmba vehetiink. Ha nincs taldlatunk,
akkor minden megjelolt szdmunk a ,,nem nyert’-ek koziil keriil ki. Ha pedig telitaldlatunk van,
akkor ott minden megjeldlt tipp a nyerdszamok koziil keriil ki.

a) ((5)).(855)=32801517; b) @,(82):10123925; o @(835]=987700;

o (e B

Figyeljiik meg, hogy az 6sszes lehetséges szamotosok darabszama (950 ) =43949268, ami a fentiek

0sszege. Ez azért lehet, mert az Osszes esetet egymadst kizard alesetekre bontottuk.



EII Egy kézfogds Iétrejottéhez két ember kell. A kérdést médosithatjuk igy is: hany f6bdl valaszthatunk ki

Osszesen 45-féleképp kett6t? Vagy: hatdrozzuk meg n természetes szdmot, amire (g) =45. Ez nem
bonyolult, csak irjuk fel ,,n alatt k” definicigjat, és egyszerdsitsiink le (n — 2)!-sal:
! -(n —
n! _n (n-1) _ 45
2! (n-2)! 2

Utobbi egyenlGséget tekintsiik 6nallé egyenletnek €s tiintessiik el a torteket, bontsuk fel a zaréjelet,
majd rendezziik egy oldalra. fgy az n> —n—90 = 0 masodfokd egyenletet kapjuk, aminek meg-
oldédsai: n; =10 és n, =-9. Nekiink a feladat szovege szerint csak a természetes szamok johetnek
szoba, igy a targyaldson 10 f6 volt jelen.

Csak ki kell fejteniink a bal oldalon 4ll6 kifejezéseket, majd kozos nevezére hozzuk Gket:
(n—) (n_lj_ (n-1! . (n-1)! _(n—l)!-k+(n—1)!~(n—k)_(n)
k- k) (k-D!(n—k! k'-(n—1-k) k! (n —k)! k)

A végén kiemeltiink (n — 1)!-t, és 6sszevontunk a zdr6jelben. fgy éppen (n— 1)!-n=n! format
kapjuk, és készen is vagyunk.

a) Az dsszefiiggéshez egy soron beliil kell hdrom

egymadst kovets szdmot taldlni (vagyis leg- 1 1 1

alabb a masodik sorbdl — lasd az dbran),

példaul: ; 5 5 ;
1+2-2+1=6, 1 4 6 1

10+2-10 +5 = 35. s
A kapott értékek két sorral lejjebb taldlhatok 6"

4
(0“1 5) 71
20 0 15 6 1
k S . 7 21 35 21 7 1
(innen az n + 2), és mivel a soron beliil az

azonos sorszamu tagok ferdén balra délve kovetik egymadst (piros vonal), igy az 6sszeadandok
koziil az utolsé sorszamdval egyezik meg az eredmény (innen a k + 1).

b) A bizonyitdst elvégezhetnénk a definici6 alapjan is, azonban 1
hosszadalmas €és nem jelent djat az el6z6 feladathoz képest. ] ]
Ezért prébalkozzunk magdval az ott targyalt osszefiiggéssel: NI NIPA

n n n n n+1 n+1 n+2 1 3 3 1
= = N/
Erdemes az dbrdn is kovetni a levezetést.

oz

B a) A feladat az el6z6 példdhoz nagyon hasonlit, csak itt négy darab egy sorban, egymds utdn 4116
szadmot kell 6sszeadnunk (ezért aztdn leghamarabb a harmadik sorban tekinthetjiik). Ott pedig

1+3-3+3-3+1=20 vagykésébb 7+3-21+3-35+35=210.

1 6 15 20 15 6 1
1 (7 2 35 35) 21 7 1
1 8 28 70 56 28 8 1
1 9 36 84 T 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1



b) A 20 és 210 értékeket hdrom sorral lejjebb, az utolsé értékkel azonos sorszamu helyen taldljuk.

Azaz a sejtésiink:
R R N A I _(n+3
k — k-1 k) \k+1)" \k+1)

¢) Az igazolashoz hasznaljuk fel hétszer az (Z : 1) + (n]; 1) = (n) Osszefliggést. A 3-as szorzé

k

sziikséges, ugyanis ha csak kétszer vennénk a kozépsd elemeket, akkor példaul: 7 + 21 = 28;
21 + 35 =56; 35 + 35 =70. Ezen harom szdmb0l csak az egyik oldalon folytathatnank, hiszen
56 egyszer szerepel. A kozéps6 elemet ezért meg kell dupldznunk, amihez hdrom darab 21
és harom darab 35 kell.

7z

Megjegyzés: Az el6z6 két feladatot természetesen lehet dltaldnositani, bovitve a szamok sorat.
Erdemes észrevenniink, hogy az egyiitthatok is a Pascal-hdromszogbél valék. Azonban most
részletesebben egy tovabbi dltaldnositasra hivjuk fel a figyelmet. rjuk le az els6 sorokat, ahol
az osszefiiggések elGfordulhatnak igy:

oG o v (0

Altalanositva megfigyelésiinket, iij sejtéshez juthatunk. Prébaljuk meg bebizonyitani, hogy

0+ G-

EEH) a) Az bsszefiiggés az egymds uténi sorokban ugyanazon sorszamu helyeken 4116 szémok 6sszege,

mindig a sorvégi szélso értéktdl kezdve. Példaul:
1+3+6+10=20 vagy 1+5+15+35+70=126.

1 2 1
1 3 3 1
1 4
1 5 10
1 6 15 1
1 7 21 35 1
1 8 28 56 8 1
1 9 36 84 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

b) Ugy tiinik, az 6sszeg mindig az eggyel lejjebb levs sor eggyel hétrébb levé eleme. Sejtésiink:
k+k+1+k+2+ (- +n_n+1
k k k k k)" \k+1)
c) Abizonyitast elvégezhetjiik rogzitett k-ra n szerinti teljes indukcidval, de bevethetiink egy apré
triikkot is. Igaz ugyanis, hogy

kY (k+1 ahonnan k+1+k+1_k+2
k)" \k+1) k+1 k) \k+1)

Igy az els6 kéttagi 6sszeg egybeolvad, majd a kovetkezd kettd djra és igy tovabb. Nem tesziink

mast, mint Gjra és Ujra felhasznéljuk az (Z B 3 + (”l; 1) = (Zj Osszefiiggést. Tulajdonképpen

egy ,teleszkopikus” Osszeghez jutunk.



d) Az bsszeg k = 1-re a kovetkezd alakot Olti:

DGR

vagy ugyanez masképp irva:

1+2+3+...+n:w.

Ez pedig nem mds, mint az elsé n természetes szam Osszegére vonatkozd Osszefliggés.
Megjegyzés: Jatsszunk még az Osszefiiggéssel. Haszndljuk ki a Pascal-hdromszog szimmetridjat,

és tiikkrozziik a szimmetriatengelyre a szerepld tagokat. Felhaszndlva az (Z) = (n f k) 0ssze-
fiiggést, a kdvetkezd alakhoz jutunk:

G R o o Y R 3

A c¢) részben leirt triikkel ezt is igazolhatjuk, ha felhasznéljuk, hogy (@ = (ka_ 1)-

A kérdés kicsit masként fogalmazva: oldjuk meg a (113) =715 egyenletet. Ezt prébaval vagy

a definici6 alapjan tudjuk megtenni. Lassuk a ,,tudomédnyosabb” médszert. Eltiintetve a tortet:
13!
Bt =71
k!-(13-k)!
8709120 =k!- (13- k)!
A jobb oldalon egy egész szamokbdl 4ll6 szorzat — s6t két szorzat szerepel. Rdadasul mindkettd
1-t61 kezdve halad az egymads utdni egészeken, igy tartalmaz sorozatban egyforma tényezGket is.

Tehat varhatéan bizonyos értékek duplan szerepelnek a 8 709 120 szorzattd bontdsdban. Lassuk
a primtényezds felbontdst:

l

8709120=1210.3%.5.7.

A 7 és 5 primtényezd biztosan egyszer szerepel, igy azok csak a hosszabb szorzat elGéllitdsaban
vehetnek részt. A koztiik levd 6 is egyszer szerepel, eldallitdsdhoz egy 2 és egy 3 primtényezd
sziikséges. Az 5 el6tt kell lennie az 1-2-3-4 szorzatnak, ami elvisz hdrom 2 és egy 3 primtényezdt.
Eddig elfogyasztottunk négy darab 2, kettS darab 3, egy 5 ésegy 7 primet. Maradt 2°-33. A hdrom
3 primbdl nem tehetiink kettGt a rovidebb szorzatba, mert akkor el kellene jutnunk 6-ig. igy kettd
marad a hosszabban, azaz ott lesz 9 is és igy 8 is. Ezzel djabb primeket haszndlunk el, marad 23- 3.
Ez pedig pontelég az 1-2-3-4 szorzathoz. Vagyis 8 709120 =4!-9! ésigy k=4 vagy k=09.

Tehat 13 f6bdl 4 vagy 9 {6t tudunk 715-féleképpen kivalasztani.

Akérdés atfogalmazva: oldjuk meg a természetes szdmokon az (;l) =77520 egyenletet! Ennek is

nekildthatunk prébalgatdssal, &m abbdl nem sokat tanulunk. Az el6z6 példdhoz hasonldéan kezeljiik

a kérdést:
n!

————=77520,
7 (n—="T)!
n!
(n-"7)!
Rutinosan primtényezdkre bonthatjuk a jobb oldalt (rogton vélasszuk le a végérél a 100 = 2% - 52-t):
390700800 = 28-33-52-7-17-19.

=390700800.



Figyeljiik meg a mésik oldalt is, itt n-tSl lefelé hét darab egymads utdn kovetkezs egyre kisebb szam
szorzata szerepel. Mivel a 17 és 19 primek, igy valdszintleg szerepelnek a szorzatban. Koztiik
taldljuk a 18 = 2-32-t is. Varhatéan 7-ig nem jut el 19-tSl a szorzat, ezért 14 = 2-7-et kell
keresniink vagy 21 = 3-7-et. Barmelyik is szerepel, a szorzat szélén kell dllnia. Ugyanis van két
5-6s primtényezd is, egyik lehet a 15 = 3 -5 épitdkove, masik pedig a 20 = 2%-5-&.

Gydjtsiik 0ssze a felbontasbdl eddig elhasznélt primeket:
20-19-18-17-16-15=27-33.52.17-19.
Maradt még egy darab 2 és egy darab 7, tehat a megoldas:
390700800 =20-19-18-17-16-15-14.
Vagyis 20 f6bdl valaszthatunk 77 520-féleképp 7-et. Mésik megoldds nincs.

A feladatra azonnal adhatunk két magétol értet6d6 megoldést: a 8568. sor 1. eleme és a 8568. sor
8567. eleme is 8568. Igen dm, de taldlhat6-e mds lelGhelye a Pascal-hdromszogben a jelzett
szamnak?

Most is fogalmazzuk meg mdsként a kérdést: mely n és k (n = k = 0) természetes szdmra teljesiil,
hogy (Z) =8568?

Az el6z6 pontban az (85168) = @ggg} =8568 megoldast adtuk meg.

Probalgatdssal most nem sokra megyiink, mert sok az ismeretlen. Vegyiik hat a definiciét, bontsuk
fel a 8568-at primekre, és gondolkodjunk:
|
L:23.32.7.17_
k!'-(n—k)!
A bal oldalt tekintsiik ugy, hogy a tobb tényezdbdl all6 szorzattal leegyszerisitettiink, legyen ez
most az (n — k)! (A szimmetria miatt nem fontos, melyiket tekintjiik.)

A tiloldalon van egy 17-es primtényezd, ami elég nagy ahhoz, hogy ne egyszerdsitett alakbdl
kapjuk. Feltehetjiik, hogy a 17 szerepel a bal oldal szdmldl6jaban. Nézziik a 17 koriili szamokat,
példaul az el6z6 feladathoz hasonléan 18 = 2-3%-t is ki tudjuk rakni a primekbél és 14 =2 - 7-et is.
19 nem szerepel, igy biztosan tudjuk, hogy legfeljebb n = 18. 13 sem szerepel, tehdt vele mar
egyszer(sitettiink. A 18 és 14 kozott lennie kellett 15=3-5 és 16 = 2*-nek. Hat darab 2-es

2 2

primiink azonban nincs a felbontdsban — ez azért lehet, mert a szorzatot egyszer(sitettiik k!-sal.
Most nézziik meg azt, mi hidnyzik a teljes 14-15-16-17- 18 szorzatbdl, ennek drulkodnia kell
az osztd k!-rol:
14-15-16-17-18=20.33.5.7.17=(23-32.7-17)-(23-3-5) =
=(23.32.7-17)-(2-3-22-5) = (23-32.7-17) - (5").
Elkésziiltiink hat: k=35 és n =18 megoldast ad. Ugyanigy a szimmetria miatt megoldds k=13 is.

Binomialis egyiitthatok, ismétléses komhinacio — megoldasok

a) 9—6b + b%;

b) €3 + 6e3f + 12¢f 2 + 8f3;

c) x* = 8x3 +24x% - 32x + 16;

d) 32x7 + 80x* + 80x3 + 40x2 + 10x + 1;

e) 1-3,5a+ 5254 - 4,3754% + 2,1875a* — 0,65625a° + 0,109375a° — 0,00781254".



a) x'2 + 12x" + 60x10 + 160x” + 24048 + 192x7 + 64x5;

b) 256a8 — 512a’b + 448a°b? — 224a°b> + 710a*b* — 14a’b> + %azb6 - ?ab7 + ﬁbg;

2 2
¢) xX3+9x3-(Fx) +36x% Yx +84x5 +126x5 - (3/x) +126x6 - 3/x +84x7 +
2
+36x7-(§/;) +9x8 - 3x + x%

1 1

d) x7+21x% - x +189x0 +945x5 - /x +2835x5 + 5103x% - V/x + 5103x% + 2187x3 - Vx;
e) 64x0 — 576x8 + 2160x10 — 4320x!2 + 4860x'4 — 2916x!6 + 729x!8,

a) 1 —2-sinx-cosx; b) 4-sin®x-cos?x + 4-sinx-cosx + 1.
a) Qa+ by b) (0,5x2 - 2y)%; ) (2= )% d) (Jx+x)"
a) 2; b) 4 c) 32; d) 1.

a) Ures halmaz. b) 1. c) Nincs ilyen halmaz. d) 4.

e) 8. f) Nincs ilyen halmaz.

Minden bit értéke 0 vagy 1 lehet. Mivel a shortint és az integer egész szdmok, ezért lehetnek
negativok is: kell hagynunk az el§jelnek egy bitet (az els6t). A szam értékének rogzitéséhez igy 7,
illetve 15 bit marad. A legnagyobb érték ezért (a 0-t se feledjiik el!):

a) shortint esetén: 27 — 1 = 127; b) integer esetén: 215 —1=32767.

A részhalmazok szamét csak a halmazban levd elemek szdma hatdrozza meg, igy shortint tipusu
szambol 128 + 1 + 127 =256 darab lehet, integerbdl pedig 32768 + 1 + 32767 = 65536. A vilasz:

c) 2256; d) 265536

Akét megadott szdm a lanyok és a fidk részhalmazainak szdma. Vagyis kérdés, hogy 2-nek melyik
hatvdnya az, aminek értéke 1024. Hamar kitaldljuk, 2'0=1024. A fidkn4l ugyanez 2'3 = 8192.
Ebbdl adddik, hogy a lanyok tizen, a fidk tizenhdrman vannak az osztélyban, tehét az osztalylétszam
osszesen huszonhdrom. Tehdt 223-féleképpen vilaszthat6 ki egy csoport az egész osztalybdl.

Megjegyzés: Hamarosan megtanuljuk éltaldnosan is megoldani a 2* = 1024, Un. exponencidlis
egyenleteket.

Képzeljiik el a csapat Osszes tagjat egymads mellett dllva a bemutatdskor. A bel6liik képezhet6 részhal-
mazokat jelolhetjiik ugy is, hogy egy minuszjelet képzeliink afolé, aki nem tagja; és egy plusz jelet
afolé, aki tagja a részhalmaznak. Mind a tizenegy jatékos felett vagy plusz, vagy minusz jel dllhat,
igy 2! lehetéség van kiilonbozs részhalmazok képzésére.

a) Most ha az Eniké feletti jelet minusznak rogzitjiik, akkor csak a tobbiek jele valtozhat, tehat
a megoldds 210,

b) Az el6z6 részhalmazokat igy kaptuk, hogy Enikd jelét minusznak vettiik. Hagyjuk hat ezt igy,
és most legyen Evike jele plusz. Ezt is rogzitettiik, szabadon valaszthaté marad kilenc f6, a meg-
oldds 2°.

c) Ebben a kérdésben 6t {6t kell rogziteniink (az mindegy, hogy plusz- vagy minuszjelet rogzitiink
a jatékos felett képzeletben). Szabadon hat f6t valaszthatunk, a képezhetd részhalmazok szdma
26 ami éppen 25 = 32-ed része az Osszes lehetdségnek.

EfE) a) A fociban semmi sem tiltja, hogy két vagy tobb szabadrigést ne végezhessen el ugyanaz

a jatékos. Mivel ebben az esetben az idGbeli sorrendet is figyelembe vessziik, igy 8 {6 koziil
kell kivélasztani az els6, a masodik stb. szabadot rigé jatékost (ismétléses variicid):

816=28-10'4.
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11.5. KOORDINATA-GEOMETRIA

Vektorok a koordinata-rendszerben. Miiveletek koordinataikkal
adott vektorokkal (emlékeztetd) — megoldasok

d=1-i+4-j, a(l;4); b=-5-i+2-j, b(-5;2); ¢=-3-i-2-j, ¢(-3;-2);
d=-2-i+5-§, d(-2;5); 2=4-i+0-j, 24;0); f=3-i-2-§, f(3;-2).
a) (-1;2); b) (3;-8); c) (2;-6); d) (6;-15);

¢) (8:-21); /) (—%;9); ¢) (15; ~40); ) @;—31).

a) 6-i+0-j; b)2-i+4-j; c)—4-i+4-j; d) 0-i+0-j.

a) J2; b) J13; ¢) 5; d) @;

e) 1; f) Na?+ b2 g) V5 h) J/6;

i) \2-(a +Db).

a)lal=85;  b)lbl=97;  ¢)lel=89; @) ldl=29; ) lel=34.
Mindegyik vektor koordindtdinak abszoltt értéke egy-egy pitagoraszi szamharmas két tagja, a har-
madik tag éppen a vektor abszolut értéke.

a) (Q Q] b) (2'\/5; 3'\/5);
22 13 13
c) (—ﬁ; —ﬂj; d) (\E \Ej
5 5 5°V5
A helyvektorok az dbran lathatok. i
A vektorok koordinatai a +90°-os, illetve a —90°-os forgatdsok utdn: J
a) (=1;=3), (1;3);
b) (-5;2), (5:-2); B
¢) 25-1), 2 1). =~
-3 ¢/l 1 o2 X
a) -5; b) 5; c) =5 &
d) -10; e) —45; f) 85.

a) Mivel @ - b =0, ezért a vektorok derékszoget zarnak be egymaéssal.
b) Akét vektor hegyesszoget zar be, mivel d - b=2>0.
c) A vektorok tompaszoget zarnak be egymassal, mivel skaldris szorzatuk —g.

d) Akét vektor derékszoget zar be, mivel skaldris szorzatuk 0.
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a) Mivel AB - AC =0, ezért az AB és az AC szakaszok merdlegesek egymadsra, igy az ABC hirom-
sz0g derékszogl. A derékszog az A cstcsndl taldlhato.

b) A derékszoég a C csicsndl van.
c) A derékszog a C cstcsndl van.

a) A C pont helyvektorira:
¢ =3b —2d =3(~i+4j) - 2>i - 2j) = —5i + 16;.
Ezek alapjan a pontok koordinatai:
A(l;-2), B(-1;4), C(-5;16).

b) Mivel AB =-2i+ 6j, valamint AC = —6i + 18j, ezért AC =3AB, ami igazolja, hogy a harom
pont egy egyenesre illeszkedik.

a) Ha a mozg6 pont helyvektora a megfigyelés kezdetekor d,
a kovetkez6 mésodpercben pedig b, akkor a sebességvektor: /-

V=b-d=2i+], i
igy a sebességvektor koordindtdi v(2; 1). 5

b) A megfigyelés kezdetét kovets harmadik mdsodpercben a test 4
helyvektora:

QU

¢=d+3v. !

A miveletek elvégzése utdn kapjuk, hogy a testa C(3; 8) pont- A O
ban tartézkodik.

c) A D(11; 12) pontra teljesiil, hogy
AD =14i +7j=1v,
ami azt jelenti, hogy az adott ponton a test a megfigyelés kezdetét kovets 7. masodpercben

halad at.

A két vektor pontosan akkor merdleges egymadsra, ha skaldris szorzatuk 0. A két vektor skaldris szor-
zata a koordinatdik segitségével:

d-b=—(N2+2)+2-a=0,

amibdl o-t kifejezve:

V2 +2
o= =1++/2.
V2
Szamitsuk ki a négyszog atldvektorainak koordinatait: R(9; 3), y 5
illetve BD(4; —12). Mivel a két vektor skalaris szorzata: 8
AC-BD=9-4+3-(-12)=0, 6 §
ezért a két atl6 valéban merdleges egymasra. y %
2
6
-4 -2 2 4 8 X
-2
-4
D
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EFT Anégyszog AB, illetve DC oldalvektorainak koordinatiit kiszamolva

y
lathatjuk, hogy mindkét vektor koordindtdi (8; 1). Eredményiink azt
jelenti, hogy az ABCD négyszogben két szemkozti oldal ugyanolyan c
hosszu és parhuzamos, ezért a négyszog valdban paralelogramma. E
B
"4
- 1 X

s A megadott pontokat jelolje rendre A, B és C. A feladatnak hdrom

D
megoldasa van. Két olyan megoldast kapunk, amelyekben az AB ’ c 1
szakasz a paralelogrammanak egyik oldala. Ezekben a paralelog-
rammdkban az egyik oldalvektor E(6; 2). 1 8
Az dbra azt az esetet mutatja, amelyben a BC szakasz atl6. Ekkor = AL f 4
CD, = AB, amibél D,(8; 6).
A kovetkezd dbra azt a paralelogrammat mutatja, amelyben az AB, y
valamint a BC szakaszok is a paralelogramma egy-egy oldalat alkot- c
jék. Ekkor CD, = BA, és ezért D,(—4; 2). D,
o
4\ X
A

Végiil még egy megoldds adédik, amelyben az AB szakasz a para-
lelogrammdnak 4tl6ja. Ekkor AD;=CB(3;-3), amibdl egyszerd c

szdmoldssal kapjuk, hogy D5(2; —4). /\
1 B

a) A Xkeresett dsszegvektor elsé koordinataja:
I+ (V2 =V1)+ (V3 =+2) + (V4 =/3) +...+(~/2008 — /2007 ) + (/2009 — /2008 ).

Ha alaposabban szemiigyre vessziik az 0sszeg tagjait, akkor lathatjuk, hogy az elsd helyen
4116 /1, valamint az els6 zarGjelben szerepld masodik tag ,kiejti egymast”, csakigy mint
az elsd, illetve a masodik zarGjelekben szereplé +/2, illetve —+/2. Ha a tobbi tagot is parba
allitjuk, akkor igazabdl csak a +2009-nek nem taldlunk part, az Osszes tobbi tag ,.kiesik”
az 6sszegbdl. Ebbdl adéddan az 6sszegvektor elsé koordinatdja ~/2009.

A masodik koordinatat illetGen hasonléan jarhatunk el. A megfelel§ koordinata ,,hosszi alakja™:
1 1 1 1 1

+ + +...+ + .
V2+J1 B+V2 Ja+3 J2009 ++/2008 2010 ++/2009




Ha a fenti 0sszegben minden egyes tag nevezdjét gyoktelenitjiik, akkor azt kapjuk, hogy:

1 1J‘J’ff
PR v e vy LGRS AN
1 1ffffff

\/_+\/_\/_+\/_\/_\/_ 3-2

1 1 '~/2010 —~/2009 _ /2010 — /2009
=+/2010 —+/2009.
J2010 + 42009 2010 + 2000 ~2010 — 2009 2010 — 2009

Eredményeink alapjdn a keresett vektor masodik koordinatdja tehat a kovetkezG§ alakban irhatd fel:

(V2 =V1)+ (3 =2)+ (¥4 =3) +...+(~2009 — /2008 ) + (~2010 — /2009 ).

Az 0sszeg felting hasonldsdgot mutat a vektor elsé koordinatdjandl szerepld 6sszeggel, csak itt
most az els§ zaréjelben szerepld —~/1-nek, valamint az utolsé zaréjelben talalhaté ~/2010-nek
nincs parja, igy az 6sszegvektor masodik koordindtdja /2010 —1.

A keresett 0sszeg koordinétdi tehat:
(v2009; /2010 - 1).
b) Mivel 2009 >+/2010 — 1, ezért a megfelelS pont az x tengelyhez van kozelebb.

Két pont tavolsaga. Két vektor hajlasszoge.
Teriiletszamitasi alkalmazasok — megoldasok

a) 3; b) 5; c) 5; d) 13; e) g; f) 2.
a) 3; b) 5; c) 13; d) 2-/34; e) \6; )23
J— 26
) — h) —.
6

a)AB:Ac:JE; b) AB = AC =/34; ¢) AB = AC = /20.
A c¢) feladatban szerepl$ haromszog derékszogi, mert E(4; 2) és A_C"(Z; -4).
a) A pont illeszkedik a korre. b) A pont illeszkedik a korre.
c) A pont nem illeszkedik a korre. d) A pont illeszkedik a korre.

a) AB=2, BC=3,6, AC =3, a haromszog keriilete 8,6.

b) AB=237, BC=133, AC=16,1, a hdromszog keriilete 53,1.

a) Az ilyen tulajdonsagu pontok két, az x tengellyel parhuzamos egyenesen helyezkednek el, att6l
3 egység tavolsdgra. A megfelel§ (x; y) pontokra y =3 vagy y =-3 teljesiil.

b) Ezittal az y tengellyel parhuzamos egyeneseken taldlhatdk a feltételnek megfelel§ pontok.
A koordinataikra x = 3 vagy x =-3 teljesiil.

A megfelel§ (x; y) pontokra x =y vagy x = —y teljesiil. A pontok a két tengely szogfelezd egye-
neseire illeszkednek.
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a) oe=90,0% b) a=90,0% c) oo=180,0%
d) a=126,5% e) oo=45,0% f) oo=93.4°
a) o=5397% B=179,70°% y=46,33°

a hdromszog tertiilete 11.
b) a=32,70% B=61,70°% y=85,60°%

a hdromszog teriilete 26.
¢) oe=103,32° B=48,18° y=28,50°%

a hdromszog teriilete 38.

EF3) Hasznaljuk az abra jeloléseit: legyen A(-7; 1), B(3;2) a két pont,
melyeken a test a mozgds sordn dthaladt, tovabbd C(3; 0), D(-7; 0),

illetve O(0; 0). A feladat kérdése alapjdn az ABO hdromszog AB 3 B
oldaldhoz tartozé m magassagat kell kiszamolnunk. 4 < :
Ehhez kiszamoljuk az AB szakasz hosszat, valamint az ABO harom- D el e

sz0g teriiletét. A két szamolt értékbSl mar konnyen megkaphatjuk
a keresett magassagot.

Az ABO hédromszog teriiletét pl. ugy kaphatjuk meg, hogy az ABCD
trapéz teriiletébdl kivonjuk az AOD, valamint a BOC hdromszogek teriiletét. A szdmoldsokat
elvégezve kapjuk, hogy

AD+ BC 1+2

AD-OD
Thop T, T 3,5

BC-0C
Tyoc=—"7—=3
Tapo = Tapcp = Taop = Thoc =15-3,5-3=8.5.
Az AB tavolsag:
AB =410+ 12 =J/101.

Ha most az ABO haromszog teriiletét az AB oldal, valamint a hozza tartozé m magassag segit-
ségével irjuk fel, akkor

V101 -m 17
85=—— = m=——==1,09.
2 V101
A mozg6 test tehdt 1,69 egység tavolsagra volt az origétdl, amikor ahhoz legkozelebb tartdz-

kodott.

ETB a) Akapott négyszog trapéz, melynek alapjai pirhuzamosak az x ten-

gellyel. A négyszog teriilete:
2

- 1 X




b) Az dbra jeldléseivel AB = AD =/65, illetve CB = CD = /26,
ezért az ABCD négyszogben két-két szomszédos oldal meg-
egyezik, igy a négyszog deltod. — Fo L ... :
Az ABCD deltoid teriiletének kiszdmoldsdhoz érdemes a négy-
szoget egy olyan téglalapba foglalni, amelynek oldalai parhuza-
mosak a tengelyekkel. A szoban forgé téglalap csucsait az dbran L;/BJ /
A, E, F, illetve G jeloli. A teriiletszamitast megkonnyiti, ha az f—— i
AEFG téglalap teriiletébdl kivonjuk a deltoid koriil ,,kimarad6”
AED, DFC, CIB és AHB derékszogli haromszdgek, valamint az /IGHB négyzet teriiletét.
Az egyes sikidomok teriilete:

5-1 5-1
TDFc=7=2’5§ TCIB=T=2’5;
8-1
Tyup = 5 =4 Tigup =1

Az elmondottakbdl azonnal kovetkezik, hogy
Tipecp=63-14-25-25-4-1=39.

c) A kapott négyszog paralelogramma, hiszen (az dbra jeloléseit

hasznalva) BC = E(l; 4), ami mutatja, hogy a négyszog BC FD | G

és AD oldala parhuzamos egymadssal, valamint hosszuk is meg- :

egyezik. A: HC
N ! .

Az ABCD paralelogramma teriilete a b) feladatban ltott méd-
szerrel szdmolhatd. A paralelogrammat ezittal az EFGH tégla-
lapba ,.foglalhatjuk bele”, és a téglalap kimaradé részei harom-
szogek. A szamitdsokat elvégezve az ABCD paralelogramma
teriiletére 23 egység adddik.

d) A kapott négyszog ezittal négyzet. Ennek igazoldsdhoz vegyiik :
észre, hogy AB = DC(4;-1), amibdl l4thatd, hogy a négyszog
paralelogramma (van két parhuzamos és egyenld hosszusagu 74
oldala). Mivel AD(-1;-4), ezért -1 A g "

AB-AD=4-(-1)+(=1)-(-4)=0,
ezért a négyszog A csucsandl (és ebbdl kifolydlag a tobbi cstics-
ndl is) derékszog taldlhatd, igy az ABCD négyszog valdban négyzet.
Mivel AB =/17, ezért az ABCD négyzet teriilete 17 egység.

EFE) Ha PA = PB, akkor

JB=0+ (1= = 2=+ (5 -7
Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd a kijelolt midveleteket, végiil a lehetséges dsszevondsokat
elvégezve azt kapjuk, hogy
10x -8y + 19 =0.
Mivel atalakitdsaink ekvivalensek voltak, ezért a fenti 6sszefiiggést csak a feltételeknek megfelel§
P pont elégitheti ki.





