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,Ami olykor vilagos ... s olykor homalyos ... valami ... az a matematika.”
(Lakatos Imre, 1922-1974)

Tisztelt Olvaso!

Jelen tankonyv az emelt szinten tanulo diakoknak, illetve az 6ket oktatd tanaroknak kivan segitséget
nyuijtani. A Sokszinii matematika 9—12. tankonyvcsalad részeként igazodik az eddig megjelent konyvek

eléismeret melyik konyv hanyadik oldalan talalhato.)

Konyviink — melynek feldolgozasa a 11. évfolyamon kezdheté meg — sok kidolgozott példat tartalmaz,
a leckék végén kitlizott feladatok megoldasaval pedig az aj ismereteket rogzithetik a tanulok.

A konyvhoz feladatgyjtemény is késziilt, amelyben kell6 szamd feladat (és azok megoldasa) talalhato
az ismeretek begyakorlasahoz, elmélyitéséhez.

Konyviink alapvetéen az emelt szintti érettségin sziikséges, és a korabbi tankonyvekben nem szerepld
ismereteket: az analizis bevezetd fejezeteit és a valosziniiség-szamitas egy-két témakorét probalja meg
osszefoglalni, illetve felvillantani. Reményeink szerint az eddig megjelent szamtalan kivald kényvtdl
annyiban tér el, hogy — a késdébbi analizistanulmanyokat segitendd — jelentésebb mértékben tartaimaz
a kozépiskolai kdvetelményeket meghalado tananyagot, s igy atmenetet képez a tananyag kozépiskolai
és felsGoktatasbeli targyalasmodija kozott.

Szent Agoston parafrézisaval élve: Add meg Uram a matematika pontossagat és szakszerdségét,
de most még ne egészen!

Igyekeztiink a fogalmakat, tételeket logikai egységekben targyalni, igy konyviinket nyugodt szivvel
ajanljuk a specialis matematikai osztalyokban valo feldolgozasra is. A kdnnyebb tajékozodas érdekében
a kozépiskolai és az azt meghalado tananyagot szinkdddal killonboztetjilk meg.

A definiciok és tételek jeldlése

— Zold alap emeli ki az emelt szinten elsajatitandé tananyagot. Ha a definicio vagy tétel sorszama
s neve piros, akkor az az érettségi kovetelmények kozott is szerepel; ha fekete, akkor tanorai
feldolgozasra javasoljuk.

— Lila alapon szerepel minden olyan kiegészitd definicio és tétel, amelyek ismerete a felséfoku tanul-
manyokat segiti és késziti eld.

Végiil szeretnénk megkdszonni mindazok munkajat, akik kozremikodtek a konyv megjelenésében.
Kiilon koszonettel tartozunk Dr. Szalay Istvannak, aki sok segité megjegyzésével hozzajarult a konyv
végso formajanak kialakulasahoz.

A konyv hasznaloinak eredmeényes érettségi felkésziilést és sikeres felséfokl tanulmanyokat kivanunk.

A szerzék
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A konyvben hasznalt matematikai jeldlések
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Magyarazat

a természetes szdmok halmaza

az egész szamok halmaza; a pozitiv egész szimok halmaza; a negativ egész szamok halmaza
a racionalis szamok halmaza; az irracionalis szamok halmaza

a pozitiv raciondlis szdimok halmaza; a negativ raciondlis szdmok halmaza

a valds szamok halmaza; a pozitiv valés szamok halmaza; a negativ valés szimok halmaza
a eleme az A halmaznak; b nem eleme az A halmaznak

A halmaz részhalmaza B halmaznak

C halmaz valddi részhalmaza D halmaznak; E halmaz nem részhalmaza F halmaznak
A és B halmaz unidja; C és D halmaz metszete; E és F halmaz kiilonbsége

tires halmaz

az A halmaz komplementere; az A halmaz elemszdma

ha A, akkor B; C akkor €s csak akkor, ha D

a, b zart intervallum; a, b nyitott intervallum

a, b balrdl zart, jobbrdl nyitott intervallum; a, b balrél nyitott, jobbrol zart intervallum
n faktoridlis: n!=n-(n—1)-(n—-2)-...-2-1

az f fliggvény hozzdrendelési szabédlya

az f fliggvény helyettesitési értéke az x helyen

az x szam abszolut értéke

az x szam egészrésze; az x szam tortrésze

az x szam négyzetgyoke; az x szdm n-edik gyoke

az a szam osztdja a b szamnak

az a és b szam legnagyobb kozos osztdja; az a és b szam legkisebb kozos tobbszorose
az A pontbol B pontba mutaté vektor; a vektor; nullvektor

Sz0g

A konyvben szerepld, az emelt szintii érettsegin sziikséges uj szakszavak

binomiélis eloszlas

hipergeometriai eloszlas

(visszatevéses modell) 216 (visszatevés nélkiili modell) 231
differenciahanyados 102 integralfiiggvény 183
differencidlhdnyados 102 kétoldali kozelités médszere 168
események fiiggetlensége primitiv fiiggvény 147

és fligghsége 229 sorozat hatarértéke 37
feltételes valdszintiség 224 sorozat konvergencidja 37
fiiggvény folytonossdga 85 sorozat korldtossdga 30
fliggvény hatdrértéke 75 sorozat monotonitdsa 33
hatdrozatlan integral 148 szOrds 213

hatdrozott integrdl 168 varhat6 érték 210
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5. Nevezetes sorozatok hatarértékei I.

Az eddig kimondott definiciok és tételek segitségével mar tobb nevezetes
sorozat hatdrértékét meghatarozhatjuk.

1. példa

Hatarozzuk meg a lim 1 hatarértéket.

n—eo [1

I. megoldas
A'sorozat korlatos, hiszen 0 < g, <1 minden n-re. A sorozat monoton

minden n-re. Kordbbi 2.6. tételiink miatt

N . 1
csokkend, mivel — >

n n+l
a sorozat hatarértéke a sorozat als6 hatara:
o1
lim —=0.
n—o N

Il. megoldas
A hatarértéket megsejtve, a 2.10/B. definici6 segitségével bizonyit-
hatjuk azt. Szamitsuk ki a sorozat par tagjat:
1 1 1
a=1;, ac=—=0,2; a,0n=—=0,01; a =——=0,001.
1 5775 100 =700 1000 = 3000
A sorozat hatarértékét 0-nak sejtjiik. Tekintsiik a definiciéban szerepld
kifejezést; legyen ¢ tetszbleges kicsiny, de pozitiv szdm:
1
—-0
n

<E&.

Mivel n pozitiv egész, ezért az abszolut érték elhagyhat6:
1
—<e&
n

Mivel n és ¢ is pozitiv, igy a reldcidjel irdnya szorzds és osztds kozben
nem moédosul:

1
—<n.
£

Megtaléltuk azt az e-tdl fliggd N = [l} kiiszobszdmot, amelyre
€

1 1
ha n>|—|, akkor |—-0|<e.
&€ n
. , . 1 11 1 . . .
Megjegyzés: Mivel az — sorozatnak —, —, —— mind részsorozatai, igy
n 2n" n? n+

ezek is konvergensek. A részsorozatokra vonatkozd tétel szerint hatarértékiik is
21 P
megegyezik — hatdrértékével:
n

limlzlimizlimizlim ! =0.
n—eo Nl n—ow2n n~>°°l12 n—eon+1

Nem adunk meg konkrét
értéket e-ra, hiszen
altalaban kell teljesiilnie
a definicio feltételének.
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2. példa
Hatarozzuk meg a lim ¢” (g valos szam) hatarértéket.
N— o0

A sorozat neve mértani vagy geometriai sorozat, g-t kvociensnek
hivjuk. Célszer( kiszdmolni a sorozat néhdny elemét kiilonb6z6
kvdciensek esetén.

1 1 1 1
e Hag=—, akkor ¢, =—, a, =—, a,p =——, ... Azt sejtjiik, ho
q2 155 2= 0= 004 14 gy
a sorozat 0-hoz tart minden 0 < g <1 esetén.
1 1 1
¢ Ha g=——, akkor ¢, =——, a, =—, as =——, ... Sejtésiink az,
q > 1 TS ) J
hogy 0-hoz tart minden 0 > ¢ > -1 esetén.
¢ Ha g=1, akkor a; =a, = ... = 1. Asorozat konstans, 1-hez tart.
¢ Ha ¢ =0, akkor a; =a, =... =0. AKkonstans sorozat 0-hoz tart.
Oszcillalo a sorozat, ¢ Ha g=-1, akkor ay=a3=a5=...=-1, ay=ay=ag=...=1.
ha az egymast koveto A sorozat két értéken oszcilldl, nincs hatdrértéke.
tagok eldjele valtakozik. ., .
¢ Ha g =3, akkor a; =3, a3 =27, a; =243 stb. Ugy sejtjiik, hogy
a sorozat g > l-re barmilyen nagy értéknél nagyobb értéket is
felvehet.
Megoldas
Lassuk, sejtéseinket tudjuk-e igazolni!
+ A 0<g<1 esetben alkalmazzuk a hatarérték 2.10/B. definicijat.
Legyen € > 0 szdm. Vizsgéljuk meg az abszolut értékes kifejezést:
|q” - 0| <e,
" <e.
q"<e.
Mindkét oldal ¢ alapu logaritmuséat tekintve az egyenlGtlenség
megfordul, hiszen 0 < g < 1:
n>log,e igy N=[log,e|.
A definici6 teljesiil, megtaldltuk az e-tdl fiiggd kiiszobszamot.
Ez a gondolkodds ¢ Ha -1 <¢<0, akkor ¢" = (-1)"-|q|". Tgy
jellemz6 a matematikara.
A matematikusok szeretik (1) g" -0 =|D7|-|g7] =|q"| =|q|".
a feladatok megoldasat . . o
egy korabban megoldott a feladatot visszavezetjiik az el6z6 feladatra.
Le;algﬁgtig;?a"ezet”i’ ¢ A g=1=I1, g =0 eseteket mar megvdlaszoltuk.
(Talan lustak. _'.) + Ha g > 1, akkor sejtésiink szerint a sorozat minden hataron tdl nd,

divergens. Az ilyen tipusu sorozatokat tagabb értelemben konver-
gens vagy valadi divergens sorozatoknak nevezziik. Uj fogalmakra
van sziikség.

¢ g <-—l-re a sorozat elemei még oszcilldlnak is.



2.12. DEFINICIO: Az {a,} sorozat végtelenbe divergdl, ha bar-
mely K € R esetén megadhato6 olyan K-tol
fiiggé N Kkiiszobszam, hogy valahanyszor
n > N, mindannyiszor a, > K. Az {a,} soro-
zat minusz végtelenbe divergdl, ha barmely
k € R esetén létezik olyan k-tol fiiggé N
kiiszobszam, hogy valahanyszor n > /N, mind-
annyiszor a,, < k.

Jelolésiik: a, — oo, a,, — —co.

Alkalmazzuk a fenti definiciét g > 1 geometriai sorozatra:

g">K, amib6l n> loqu,
igy
N = [logq K}.

Amennyiben n > N, akkor a, > K: a definici6 szerint g > 1-re a mér-
tani sorozat valodi divergens.

Az {a,} = ¢" mértani sorozatot minden kvéciens esetén megvizs-
galtuk. Ha 0 < |q| <1, a sorozat konvergél 0-hoz. Ha ¢ = 1, a sorozat
konvergdl 1-hez. Ha ¢ > 1, a sorozat valddi divergens. Minden mds
esetben a sorozat divergens.

Kovetkezd sorozatunk nagyon hires.

3. példa N
Hatarozzuk meg az (1 + E) sorozat hatarértékét.

Megoldas
Ennek a sorozatnak elég nehéz megsejteni a hatarértékét.

Ha ,,csak” annyit akarunk igazolni, hogy a sorozat konvergens, akkor
a 2.4. tételt haszndlhatjuk: monoton és korlatos sorozat konvergens.
Ekkor bizonyitanunk kell kiilon-kiilon a monoton novekedést és
a korlatossagot, tetszés szerinti sorrendben. El§sz6r a monoton
novekedést szoktdk bizonyitani, mert akkor a sorozat elsé tagja egyben
also korlat (als6 hatdr) is. A bizonyitdsokndl alapvetGen hdaromféle
modszert szoktak alkalmazni.

1. A szamtani-mértani egyenlGtlenséggel igazolhatjuk mindkét tulaj-
donségot.

2. A Newton-féle binomidlis tétellel egy jobb korlatot igazolhatunk.

3. A Bernoulli-féle egyenl&tlenséggel ismét mindkét tulajdonsag
belathato.
Megjegyzés: Mivel ismereteink még hidnyosak a binomidlis tétellel valé bizo-

nyitds megértéséhez, késdbb tériink vissza rd. A Bernoulli-féle egyenlStlenséget
alkalmazé igazoldas megtaldlhat6 a szakkonyvekben.

végtelenbe divergalo
sorozat

minusz végtelenbe
divergalé sorozat

Meg kell jegyezniink,
hogy a végtelen fogalmat
nem definialtuk, csak azt,

hogy egy sorozat
végtelenbe divergdl.

A hires argentin iro,
Borges, a végtelent
a gonosszal hozza
Osszefliggésbe.

Szamitsuk kiaz 1., 10.,
100., 1000. stb. tagokat!
A sorozat konvergensnek

tlinik, de vajon tényleg az?

A binomialis tétel
és bizonyitasa

a 11.-es tankonyv
28-29. oldalan
talalhato.
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Bizonyitas a szamtani-mértani kozép alkalmazasaval
A szigord monoton novekedéshez igazolnunk kell, hogy minden n-re

n n+l
[1+l) <(1+ ! j .
n n+1

Induljunk ki az n+ 1 tagra alkalmazott mértani-szdmtani kozepek
kozotti egyenl6tlenségbdl:

A triikk amilyen 1

egyszertinek tanik, legalabb 1 1 1 I+n- |1+ " !
annyira nehéz, érdemes n+1\/ (1 + _) . (1 + _) _— (1 + _j 1 < = .
j6l megfigyelni. n n n n+1 n+1
A korlatossagnal is ——

alkalmazzuk. n tenyezo

Ha most a sor elejét és végét (n + 1)-edik hatvanyra emeljiik, akkor
éppen a keresett egyenlGtlenséget kapjuk.

Megjegyzés: A kozepek kozti egyenlGség azért nem 4ll fenn, mert a tagok
biztosan nem egyenlSek.

A sorozat korldtossdgat ugyanazzal az egyenl6tlenséggel és hasonld
triikkel bizonyithatjuk, de most vegyiink n + 2 tagot:

2~;+n-(1+1)
2\/ TP Y PP R U U e S LA}
n n n) 2 2 n+2

n tényez6

Emeljiik a sor elejét és végét (n + 2)-edik hatvanyra, majd szorozzuk
meg 4-gyel mindkettét:
1 n
(1 + —) < 4.
n

A sorozat minden tagja kisebb 4-nél, amirdl belathat6, hogy nem felsd
hatdr (tehdt nem is hatarérték). Annyit azonban elértiink a gondolat-
menettel, hogy igazoltuk: a sorozat korldtos és monoton, tehat kon-
vergens. SGt: azt is tudjuk, hogy a hatarérték 2 és 4 kozé esik.

Transzcendens az a szam, Sajnos a sorozat pontos hatdrértékét a bizonyitds nem adja meg.
amely nem irhato fel egész Be lehet bizonyitani, hogy ez a szdm irraciondlis, sGt, hasonléan a 7-hez,
egy(tthatds egyenlet transzcendens is.

gyokekeént.

Magit a sorozatot a nagy matematikus tiszteletére Euler-féle soro-
zatnak, hatarértékét pedig Euler-féle szdmnak is nevezziik, és e-vel
jeloljiik:

n
lim (1 + l) =e=2,7182818284590452353602874713527...

n—oo n

Megjegyzés: A szamologépeken altaldban két kiilonbozd logaritmust tudunk
szamolni: lg vagy log a 10-es alapi logaritmust jelenti, az In pedig az imént
latott Euler-féle szamalapu logaritmust.




alapmliveletek
fliggvényekkel

F(x) csak ott van
értelmezve, ahol mindkét
fliggvény egyszerre
értelmezve van.

FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI

4. Miiveletek fiiggvényekkel,
osszetett fiiggvény

Ha 6sszeadtunk, kivontunk stb. konvergens szamsorozatokat, akkor
azok 0sszege, kiilonbsége stb. a hatarértékek 6sszegéhez, kiilonbségé-
hez stb. konvergdlt. Mit tudunk mondani a fiiggvényekrsl? Ahhoz,
hogy a megismert fiiggvényhatarértékekkel miveleteket tudjunk
végezni, elébb értelmezniink kell, mit értiink két fiiggvény 6sszegén,
kiilonbségén stb.

3.7. DEFINICIO: Az f és g fiiggvények osszegén, kiilonbségén,
szorzatdn, hdnyadosdn értjiik azt az F(x) fiigg-
vényt, amely minden x, € Dy N D, esetén

* F(xo) =f(x0) +&(xo);

¢ F(xo) =f(x0) - &(x0),

* F(xo) =f(x0) - &(x0)>

f(xo)

8(xo)

(D,t le kell sziikiteniink g(xy) # 0 helyekre).

* F(xy) =

A szokvanyos miveletek mellett fiiggvényekkel egy tj miveletet is
elvégezhetiink: tobb ismert fliggvény egymads utdni ismételt alkalma-
Z4asat.

1. példa
Hatarozzuk meg az 7(x) = Ig(sinx) fliggvény x = % helyen felvett értékét.
Vizsgaljuk és adjuk meg értelmezési tartomanyat.
Megoldas
A képlet szerint elGszor a belss fiiggvény (szinusz) értékét kell megha-
tdroznunk: sin % = 1. Ezek szerint a zdrgjelben 4116 érték 1, aminek

venniink kell a 10-es alapu logaritmusat: 1g(1) = 0. Tehét a fiiggvény
értéke a megadott helyen:

i AN B
f(aj =lg [smEj =1g(1)=0.

Nézziik dltalanosan! Milyen szamokat {rhatunk x helyére? Barmit bizto-
san nem, hiszen pl. x = 3?” esetén sinx =—1, de Ig(—1) nincs értelmezve.

A bels6 szinuszfiiggvény mindenhol értelmezve van, értékkészlete
a [-1; 1]-ba esd szdmokat tartalmazza.

A kiilsé logaritmustfiiggvény csak a pozitiv szamokon van értelmezve.



Tehét a belsS fiiggvény értelmezési tartomdnyanak csak azon részét
vehetjiik a kozos f(x) értelmezési tartomanyénak, ahol sinx értékei
a ]0; 1] intervallum elemei. Vagyis

D=0+ 2knm; 7+ 2kn].

Megjegyzés: A fiiggvény értékkészletét nem kérdeztiik, de a 3.4/A. definicio segit-
ségével mdr meg is hatdrozhatjuk. Ugyanis ha x,, — 0, x,, > 0, akkor

sinx, » 0 és f(x)=lg(sinx,) — —oo.
Tehdt Ry= R,
Abrizoljuk egy rendszerben a belsd fiiggvényt és az osszetett fiigg-
vényt! (11. dbra)

0 =lg(sin(n)

11. dbra

Emlékezziink vissza, 9. évfolyamon Venn-diagrammal is abrdzoltuk
a fliggvényeket. Az Osszetett f(x) fliggvény-hozzdrendelésben csak
a pirossal jelolt kapcsolatok vesznek részt. (12/a. dbra)

Rigisinx)

Most lassuk ugyanezt szamegyeneseken! Kékkel jeloltiik az y = sinx
belsd, zolddel az y = 1gx kiilsé fiiggvényt. Piros szin jelzi egy szdm
utjat, mig ,.feldolgozza” az y = lg(sinx) Osszetett fiiggvény (12/b. dbra).
Vessiik Ossze ezt az dbrét a fliggvény dbrdjaval!

A példédval kozelebb keriiltiink az Osszetett fiiggvény meghatdroza-
séhoz.

R\g(sin X)

12. dbra



Osszetett fliggvény

Kiviil-belil figgvény!

- N w A~

-4 -3 -2 -1 1.2 3

-3
-4

13. dbra

G() = x— 4, ha kiktik,
hogy Dg = [0; ==|.

miiveletek fliggvény-
hatarértékekkel

3.8. DEFINICIO: Az f(x) és g(x) fiiggvénybdl képezett F(x) = f(g(x))
osszetett fiiggvényen azt a fiiggvényt értjiik,
amelynek
+ értelmezési tartomanya g(x) értelmezési tarto-

manyanak azon részhalmaza, melynek elemein
g(x) olyan értékeket vesz fel, amelyekre f(x)
értelmezve van: D, = {x € Dg| glx) e Df} cD,;

+ hozzérendelési szabalya: x, € Dy pontban azt az
értéket veszi fel, amelyet f(x) a g(x,) pontban.

Megjegyzések: Szoktak az dsszetett fliggvényt fog(x)-szel (olvasd: f karika g x)
is jelolni. A fenti f(x) fliggvényt kiilsS, a g(x)-et bels6 fiiggvénynek nevezziik.

2. példa

Hatarozzuk meg az f(x) =~/x és g(x) = x2 -4 fiiggvényekbdl képezett
Fx) = flg)) és Gx) = g(f(x)) osszetett fiiggvények értelmezési tartomé-
nyat és értékkészletét. Adjuk meg a fiiggvények hozzarendelési szabalyat is.

Megoldas
Els6 1épésben foglalkozzunk F(x)-szel. D, =R, R, = [-4; o[. Mivel
D= [0; oo, ezért R, N D= [0; oo[. Ezen az intervallumon a szdmok
négyzetgyoke nemnegativ, igy Rp = [0; oo[. F értelmezési tartomanya-
hoz azt kell kitaldlnunk, milyen szdmokra teljesiil, hogy g(x) = 0:
x2-4>0, x224, |x|>2.
Vagyis Dp = R\]-2; 2[. A hozzérendelési szabély: F(x)=+/x? - 4.
G(x) esetén f(x) a belsé fiiggvény, Dy =Ry = [0; oo[. Mivel D, =R,
ezért RN D, = [0; oo . Az intervallum elemeit f(x) a teljes értelmezési
tartomdnydn felveszi, tehat D = [0; eo[. Mivel D,=R, g pézros és
R, = [-4; oo, ezért Rg= [-4; . fgy a szabdly: G(x)= (\/;) -4,
* o o

Ismerve a fiiggvénymiveleteket, mondjuk ki a hatarértékekkel végzett
miveletekre vonatkozo (a sorozatokndl latotthoz nagyon hasonld) tételt.

3.3. TETEL: Ha az f(x) és g(x) fiiggvényeknek az x, pontban
van hatarértéke, akkor a két fiiggvény ossze-
gének, kiilonbségének, szorzatanak, hanyado-
sanak is van hatarértéke ebben a pontban, és ha

lim f(x)=A és limg(x)=B (x # x,), akkor
X— xo = xo
(1) lim(f(x)+g(x))=A£B,
x—>x,
@) lim f(x) - g(x)= A" B,

x—x,
(3) lim @ = é, ahol B # 0.
x—x,g(x) B



Bizonyitas (2)

Példaként a szorzatot igazoljuk, a bizonyitdshoz a Heine-féle definiciét
hasznaljuk. Ha x, — x, és x, — xy minden n-re, a 3.4/A. definici6
és a tétel feltételei miatt f(x,) és g(x,) fiiggvénysorozat A-hoz, illetve
B-hez tart. Igy a konvergens sorozatokra vonatkozd 2.9-es tétel
értelmében pl. f(x,)-g(x,) = A-B. A Heine-féle értelmezés miatt
ez azt jelenti, hogy

limf-g=A-B.
X=X,
A tétel tobbi allitdsat ugyanigy bizonyithatjuk.
Megjegyzés: A tétel kimonddsandl nem bajldédtunk azzal, hogy a fiiggvények
értelmezve legyenek x, pont valamely kornyezetében (kivéve esetleg a pontot
magdt), ugyanis a feltétel szerint ott van hatdrértékiik, és a hatdrérték definicioja
ezt biztositja.

Feladatok

Készitsiik el a fiiggvényekbdl az dsszes lehetséges F(x) = f(g(x)) Osszetett fiiggvényt.
Adjuk meg mind a hat Osszetett fiiggvény értelmezési tartomanyét, értékkészletét.
A fiiggvények:

y =CO08 X, y=x/;, y=X-—-T.

2. Igazoljuk a 3.3-as tétel Osszegre, kiilonbségre és hanyadosra vonatkozé részét.



8. abra

Rolle tétele

MicHeL RoLLE (1652-1719),
francia matematikus.

f(a) f(b)

9. dbra

DIFFERENCIALSZAMITAS

A DIFFERENCIALSZAMITAS
ALKALMAZASAI

6. Kozépértektetelek (kiegészitd anyag)

Az el6z&ekben megismertiink egy Uj matematikai miveletet, a deri-
valast. Lényegiiljiink 4t ismét Bothitharmava, és kezdjiink el elmél-
kedni, mire hasznélhat6 ez az 0j ismeret.

,.Ha felfelé megyek a hegyen és szemem sugarat a hegy csucsdra vetem,
akkor tekintetem egyenese mindig emelkedik. Ha lefelé megyek a hegyen
és lenézek a volgyben 1évS pagoda csucsdra, akkor tekintetem egyenese
mindig ereszkedik. Ha a csicson dllva a latéhatart fiirkészem, akkor
tekintetem egyenese parhuzamosan mutatja a végtelent a patakkal.”

Matematikai konyhanyelvre leforditva ez azt jelenti, hogy a novekvd
fliggvény érintdjének meredeksége pozitiv, a csokkend fliggvény
érint§jének meredeksége negativ, illetve ha megéllunk a ,,hegy csticsan”,
azaz a fliggvény helyi maximumandl, akkor az érint§ meredeksége
éppen zérus (8. abra). A fiiggvények menetét jellemezhetjiik az érint§
meredekségével, amit viszont a derivdlt ad meg. A pontos megfogal-
mazdashoz sziikségiink van tovabbi tételekre.

El6szor vizsgaljuk a hegy csicsdn hizott érint6t.

4.12. ROLLE TETELE: Legyen az f(x) folytonos az [a; b] zart
intervallumon, differencialhaté az Ja; b[ nyitott
intervallumon, tovabba f(a) = f(b). Ekkor létezik
olyan ¢ € Ja; b[ pont, amelyre f'(c) = 0.

Megjegyzések: Azzal, hogy zart intervallumon koveteljiik meg a folytonossagot,
biztositjuk, hogy f(a) és f(b) véges valds értékek legyenek.

Bizonyitas
A 3.7-es Weierstrass-tétel miatt z4rt intervallumon folytonos fiiggvény

felveszi szélsGértékeit. Jelolje M az f(x) maximumét és m a mini-
mumat.

Ha M # m, akkor ezek koziil legalabb az egyik kiilonbozik f(a) = f(b)-
t6l, ezt az értéket f(x) az |a; b[ nyitott intervallum belsejében veszi fel.
Tegyiik fel, hogy M #f(a) =f(b) és a <c < b olyan pont, amire
f(c) =M. (9. ébra)

[rjuk fel c-ben a bal és jobb oldali differencialhanyadosokat! Kozelitse
(de ne érje el) x~ alulrdl, x* feliilrGl c-t gy, hogy x~, x* € |a; b[.
Mivel a szamlalo és a nevezd is negativ, minden bal oldali differencia-

hanyadosra M >(0. A jobb oldali differenciahdnyadosok
X —cC +) _
16 =f@)

szamlédldja negativ, nevezdje pozitiv, ezért mindre
xt-c



Ebbdl kovetkezik hatarértékeikre, hogy a bal oldali differencidl-
hényados nemnegativ, a jobb oldali pedig nem pozitiv. Am a feltétel
szerint mindenhol, igy ¢ € ]a; b[ pontban is 1étezik a fiiggvény
differencidlhdnyadosa! Ez csak tgy teljesiilhet, ha f’(c™) = f'(c¢*) = 0.

Ha M = m, akkor f(x) konstans [a; b]-on. Mivel konstans fiiggvény
derivaltja 0, ezért minden ¢ € |a; b[-re f'(¢) = 0.

PIERRE DE FERMAT
(1601-1665),

s 00 francia jogasz (!),
L ) o o ) o harmadfoku fuggveények
A kovetkezd tétel bizonyitdsat Rolle tételének igazoldsabol kiolvas- vizsgalatakor jott ra erre
hatjuk. az eredményre.
4.13. FERMAT TETELE: Legyen az f(x) fiiggvénynek az x, € Dy Fermat tétele
pontban helyi szélsoértéke, és legyen f(x) differen-
cidlhat6 x-ban. Ekkor f’(x,) = 0. o Y _]f(x)
‘1
Megjegyzések: D /T ,'1 """"""""""""
1. Az értelmezési tartomany azon pontjait, ahol f(x) differencidlhato €s diffe- 5 i X
rencidlhdnyadosa 0, staciondrius pontoknak nevezziik. / 4
2. Atétel csak sziikséges feltétele az x,-beli szélsGértéknek. Pl. az f(x) = x3 + 1 10. 4bra
fiiggvény x,=0 pontbeli f'(x)=3x> els§ differencidlhdnyadosa 0, am | ’
a fliggvénynek ebben a pontban nincs szélséértéke. (10. abra) y
3. Az f(x)=|x| fiiggvény az x =0 hely kivételével minden pontban diffe- :
rencidlhat6, de éppen ebben a pontban van a fiiggvénynek minimuma. fx) 1o =L~ — )
Attol, hogy egy fiiggvény valahol nem differencidlhato, még lehet szélsd-
értéke. (11. abra) -1 1 X
_______ -1
Altalanositsuk Rolle tételét! A
11. abra
4.14. CauchHy TETELE: Ha az f(x) és g(x) fiiggvények folyto-
nosak [a; b]-on, differencidlhatéak ]a; b[-on Cauchy tétele
és barmely x € |a; b[-re g’(x) £ 0, akkor létezik
olyan ¢ € ]a; b[, amelyre AUGUSTIN Louis CAUCHY
f®)-fla) _ f(c) (1789-1857),

=7 francia matematikus.
gb)-ga gl

Bizonyitas

Rolle tételébdl kovetkezik, hogy g(a) # g(b), vagyis g(x) az a és b
pontokban mads értéket vesz fel. (Mert ha g(a) = g(b), akkor lenne olyan
c e |a; b[, hogy g'(c)=0, de ezt kizértuk.) A tételt visszavezetjiik

Rolle tételére: elGéllitunk egy olyan h(x) fiiggvényt, amelyre teljesiil-
nek a Rolle-tétel feltételei.

Legyen h(x) =f(x) + A- g(x), ahol A egy meghatarozand6 konstans.
(Nyilvan a tétel feltételeiben adott intervallumokon a h(x) fliggvény
folytonos és differencidlhatd, hiszen két ilyen tipusu fiiggvény dsszege
és konstansszorosa is az.) A konstanst ugy adjuk meg, hogy teljesiil-
jenek a 4.12-es tétel feltételei: koveteljiik meg, hogy

h(a) = f(a) + A-g(a), h(b)=f(b) + A-g(b) és h(a)=h(D).




A A konstanst Lagrange-
féle multiplikatornak
(szorzotényezGnek)
szoktak nevezni.

Lagrange tétele

JOSEPH LOUIS LAGRANGE
(1736-1813), olasz
szilletés( francia
matematikus.

A megoldas: tételeinket
onalloan is, a masik nélkl
igazolhatjuk.

12. abra

4.16. tétel

DIFFERENCIALSZAMITAS

Ekkor utébbit felirva és dtalakitva kifejezhetd a keresett konstans:
fla)+A-ga)= f(b) + A - g(b),
fla) - f(b)=1-g(b) - A - g(a),

) - f@) _
g(b) - gla)
Igy a kovetkezd fiiggvényre teljesiil Rolle tétele:
f(b) - f(a)
h(x) = - .
() = f(x) o(b)— g(@) g()

Ez kimondja, hogy van olyan ¢ € |a; b[, hogy h’(c) = 0. Induljunk ki
most ez utébbibdl:

Ozh’(c)zf’(c) f(b) f(a)

o _s@

Rendezve kapjuk a tétel allitasat.

Ha most Cauchy tételében g(x) = x-et helyettesitiink, akkor g ‘(x)=1,

gla)=a és g(b)=b. Igy el6z8 tételiink egy hires, sokat hasznalt
kovetkezményét vezettiik le.

4.15. LAGRANGE TETELE: Ha az f(x) folytonos [a; b] intervallu-
mon és differencidlhaté ]a; b[-on, akkor létezik
olyan ¢ € ]a; b[, amelyre

f()_fw) ﬂﬁ)

Megjegyzések:

1. HaaLagrange-tétel feltételei mellett f(a) = f(b), akkor f(c) = 0, tehat a Rolle-
tétel a Lagrange-tétel egy specidlis esete. A Lagrange-tétel a Cauchy-tétel egy
specidlis esete. Viszont Cauchy tételét a Rolle-tétel segitségével bizonyi-
tottuk. Ugy tinik, hogy a cica megfogja a sajat farkat.

2. Hogy még csavarjunk egyet a dolgon: a Lagrange-tétel segitségével is iga-
zolhat6 Cauchy tétele. (Gyakorlatilag barmelyikbdl kiindulva igazolhatjuk
lancszer(en a tobbit.)

3. A Lagrange-tétel geometriai jelentése: az |a; b[ intervallumban van olyan
¢ pont, amelyre a (c; f(c)) pontban hizott érintd parhuzamos az (a; f(a)),
(b; f(b)) pontokon dtmend szelGvel. (12. dbra)

4. Rolle, Cauchy és Lagrange tétele ,,csak” egzisztenciatétel. Egy adott tulaj-
donsdgokkal rendelkez$ pont létezését 4llitjdk, azonban sem a pontok
szamarol, sem helyérdl nem adnak felvilagositast.

z

A Lagrange-tétel aldbbi folyomdnydt kés6bb, az 6todik fejezetben
(integralszadmitds) hasznaljuk ki.

4.16. TETEL:  Haaz f(x) fiiggvény folytonos [a; b ]-on, differen-
cidlhat6 ]a; b[-on és utébbi pontokban f'(x) = 0,

akkor az f(x) fiiggvény konstans az [a; b]-on.



Bizonyitas
A feltételek mellett a Lagrange-tétel barmely [a; x]-ra teljesiil, ahol

x e Ja; b|. Igy
fo=
Mivel f'(c) = 0, ezért a szdmlaloban levé f(x) —f(a) = 0, tehat f(x) = f(a).

J&) - fla)
x—a

L 2 4

Tételiinkbdl kovetkezik az integrdlszdmitds alaptétele (késSbb vila-
gossa valik, miért hivjuk igy):

4.17. TiTeL:  Haaz f(x) és g(x) fiiggvény folytonos [a; b]-on,
differencialhaté ]a; b[-on és f'(x) = g’(x) minden
p= ]a; b[-ra, akkor van olyan ¢ konstans, hogy
g(x) =f(x) + c minden x € [a; b]-ra.

Bizonyitas

Mivel f'(x) = '(x), fgy g'(x)—f'(x) = 0. Akiilonbség differencidldsi
szabalya miatt [g(x) —f(x)] =0, igy a 4.16-0s tétel alapjan g(x) —f(x) =c,
ezért g(x) =f(x) +c.

az integralszamitas
alaptétele



Arkhimédész
Jkimeritésnek” nevezte
eljarasat.

12.-es konyv 82. oldal

FELIX HAUSDORFF
(1868-1942) német,
STEFAN BAnACH
(1892-1945) lengyel
matematikus.

HATAROZOTT INTEGRAL

HATAROZOTT INTEGRAL

1. A hatarozott integral fogalmanak
elokeészitése

Jelen fejezetben az tin. hatdrozott integrallal foglalkozunk. Altaliban
minden bevezet§ jellegl analiziskonyv ezt egy f(x) korlatos vagy
folytonos fiiggvény, az x = a, x = b egyenesek és az x tengely altal
hatdrolt sikidom teriiletének meghatdrozasaval kezdi. Elegend§ feltenni
az f(x) fiiggvény [a; b]-on vald korlatossdgét. A folytonossig zart
intervallumon szigoribb, mint a korldtossag, mivel a 3.6. tétel miatt
béarmely zart intervallumon folytonos fiiggvény korldtos. Az ilyen
teriiletmeghatdrozast az f(x) fiiggvénygorbe alatti teriilet meghataro-
zasanak is szoktak nevezni. (1. abra)

Akonyvek zome el6hozakodik azzal a vitathatatlan ténnyel, hogy ,,mar
a régi gorogok is” foglalkoztak nem egyenes szakaszokkal hatdrolt
sikidomok teriiletének meghatdrozasaval (elsGsorban Eudoxoszt és
Arkhimédészt szoktdk emliteni). Arkhimédész eljardsa a kovetkezd volt:
az ismeretlen tertiletd sikidomot lefedte téglalapokkal (koriilirt téglalapok),
és az idom belsejébe is téglalapokat rajzolt (beirt téglalapok). Ha az egyre
kisebb oldalhosszisdgu beirt és koriilirt téglalapok Osszegei — kiilon
Osszegezte a koriilirt és a beirt téglalapok teriileteit — ugyanahhoz
a szamhoz tartottak, akkor ezt a szamot nevezte a sikidom teriiletének.

2,

Tudomdnytorténeti , kitérd”: A kozelmult matematikusai elGszeretettel meritettek
— mai széhasznalattal élve loptak — 6tleteket az 6kori matematikusok mdveibdl.
Igazi ,,arcatlansagként” még meg is magyaraztak azzal, hogy Eudoxoszék raértek
az agdran a porba rajzolgatni, hiszen ez id§ alatt dolgoztak helyettiik a rabszolgak.
Egyes tudomanykutaték a matematika XX. szdzadi robbandsszerd fejlédését
a mosogatdgép és a porszivé megjelenésével magyardzzdk. Ezek segitségével
a szegény papucsférj matematikusok altal legaldbb a hazimunkak elvégzésére
forditott id6 rovidiilt.

Mi ugyan tdmaszkodunk a fenti médszer el6nyeire, de nem igy jarunk el
— két ok miatt. Egyrészt a hatarozott integral jéval tobb teriiletek meg-
hatdrozdsanal, ez csak egy specidlis esete. Masrészt kérdés, hogy
létezik-e egydltaldn az f(x) gorbe alatti teriilet? Megmaradnak-e
a teriilet sokszogeknél vizsgdlt tulajdonsdgai? Ezek koziil a tulajdon-
sagok koziil a teriiletes bevezetési mod kihaszndlja, hogy ha A és B
két egymast nem fed$ halmaz (A N B =) és teriileteik 7, és Ty,
akkor A U B teriiletére fenndll, hogy 7, , g =T, + Tp. Az additiv tulaj-
donsag nagyon fontos a teriiletes bevezetési médndl hasznalt bizo-
nyitdsokban. A probléma bonyolultsagét jelzi, hogy csak a XX. szazad
kozepén sikeriilt igazolni az additiv tulajdonsdgot Stefan Banachnak.
Pontosabban azt, hogy a sokszogekre hasznalt teriiletfogalom altala-
nosithaté dgy, hogy a sik minden halmazdnak legyen teriilete és
érvényben maradjon példaul a fenti tulajdonség is. Ugyanez a térben méar
nem igaz (Hausdorff igazolta 1914-ben). Nem 1étezik a térfogat fogal-
manak olyan kiterjesztése, hogy minden haromdimenzids halmaznak



legyen térfogata és érvényben maradjon az additiv tulajdonsig
(Vi g # Vy + Vi sok esetben). Példdul egy egységgdmbot szét lehet
vagni véges sok darabra ugy, hogy ezeket kiilon-kiilon elmozgatva
a térben, két egységgombot kapjunk (Banach—Tarski-paradoxon, 1924).

A kovetkez6kben a hatarozott integralok koziil mi a legegyszertibbet
vezetjiik be. Ebben az esetben mindig olyan f(x) fiiggvényre kell
gondolnunk, amely egy [a; b] minden pontjaban értelmezve van
és korlatos. Jelekkel:

|f(x)|< K e R minden x € [a; b]-ra.

6.1. DEFINICIO: Az [a; b]-ot n részintervallumra osztjuk olyan
(n +1) elemet tartalmazé F, = {x; xy; ...; x,,}
ponthalmazzal, amelynek elemeire fennall,
hogy a =xy<x;<x,<...<x,=b. Ekkor F,-t
az [a; b] felosztdsdnak, [x;_y; x;]-ot i-edik rész-
intervallumnak, az x; pontot pedig i-edik osztds-
pontnak (i =0, 1, 2, ..., n) nevezziik. (2. abra)

Vegyiik észre, hogy egy intervallumot harom ponttal két részre osztunk
(a végpontokat is beleértve). A tovabbiakban az i index mindig az 1, 2,
3, ..., n egész szamokon fut végig. Ha nem, azt kiilon jeloljiik.

6.2. DEFINICIO: Az F,, felosztas maximalis hossziisagu részinter-
vallumanak hosszat a felosztas finomsdgdnak
nevezziik. Jelekkel (1 £i <n):

max[d(xi_l; xi)] = max (xi —xi_l) = A.

Az [a; b] intervallum egy F, felosztdsa finomabb F,, felosztdsdndl,
ha A<A.

6.3. DEFINICIO: Egy intervallum felosztasainak Fy, F,, ..., F,, ...
sorozatat minden hatdron tiil finomodonak mond-
juk, ha a hozzajuk tartozé A, A,, ..., A,, ...
finomsagok sorozata (0-hoz tart:

limA,=0.

n—>oco

A 6.3-as definicié azt jelenti, hogy a leghosszabb részintervallum
hossza is nulldhoz tart. Gondoljuk meg: ez att6l még nem kovetkezik be,
ha az osztopontok szdma végtelenhez tart, hiszen lehet, hogy az oszt6-
pontok az intervallum egyik felében torlédnak. Egy felosztds finomitd-

sdn dltaldban azt értjiik, hogy az adott felosztds meglévd osztdspontjaihoz
4j osztépontokat vesziink.

Akorldtossdg azt jelenti, hogy minden [x;_;; x;] részintervallumban léte-
zik a fiiggvényértékeknek alsé és felsS hatdra.

ALFRED TARSKI
(1901-1983),
lengyel matematikus.

Komolyabb elméletek
a korlatossagot

sem kovetelik meg,

ezt a hatarozott integral
szilkséges feltételeként
bizonyitjak.

felosztas,
részintervallum,
osztaspont

a b

} }
Xo X1 X Xn—1 Xp

2. dbra

a felosztas finomsaga

minden hataron tual
finomodo¢ felosztas



HATAROZOTT INTEGRAL

als6 dsszeg, 6.4. DEFINICIO: Legyen az f(x) az [a; b]-on értelmezett korlatos
fels6 6sszeg fiiggvény és m; = inf[f(x)] az alsé, M; = sup[f(x)]
a fels6 hatdra, ha x € [x;_y; x;]. Az [a; b] inter-
vallum F, felosztasahoz tartozo

S,=my- (xl = xo) + ...+ m;- (xi = xi_l) + ...+
n
+my, (X, = X,_;)= Zmi' (x; = x;_1)
i=1

osszeget also osszegnek, a

Sn= Ml' (xl = xo) +...+ Mi' (xi = xi_l) + ...+
n
+ M,y (x, = %, 1) = X M (6= x;_y)
i=1

osszeget felsd osszegnek nevezziik.
JEAN GASTON DARBOUX

(1842-1917), Megjegyzés: A szakirodalomban ezeket Darboux-féle alsé és fels6 kozelitd
francia matematikus. dsszegnek is nevezik.
Riemann-dsszeg 6.5. DEFINICIO: Ha az f(x) fiiggvény az [a; b]-on mindenhol értel-

mezve van és az F, felosztas minden [x;_;; x;]
részintervallumabdl kivalasztunk egy tetszoleges
¢; pontot, akkor az

I,=f(c) (xp—xg) + e+ fc;) - (x; = X;_p) + oo +
+f(ey) * (X = Xy_1) = Zf(ci) * (= x;_g)
BERNHARD RIEMANN i=1

(1826-1966), osszeget az F, felosztashoz és c¢; pontokhoz tar-
német matematikus. toz6 Riemann-osszegnek nevezzik.

Megjegyzés: Még komolyabb elméletek azt sem kovetelik meg, hogy az f(x)
fiiggvény az [a; b] minden pontjaban értelmezve legyen. Pontosabban meg-
engedik, hogy véges sok pontban ne legyen a fiiggvény értelmezve. Ha valamelyik
¢; pontban a fiiggvény nincs értelmezve, akkor f(c;)-nek egy tetszdleges valds
szamot neveziink meg.

Az elGbb bevezetett osszegeknek szemléletes geometriai jelentése van.
A 3. 4brén az [a; b] intervallum ugyanazon felosztasat latjuk:

E={a=xy<x <x,<..<x,=b}.

3. abra

y My My Wy

X [ % xn % x Xoo1 Xy X



Az édbra bal oldaldn a fiiggvény menetébdl adéddan:

[XO; xl]—on ml =f(x0),
[x1; x,]-on m, = f(x,),
[xz; x3]—0n ms = f(x3),

[xn—l;xn]_on my, =f(xn—1)'
Az s, als6 Osszeg nem mads, mint a jelzett és beirt piros téglalapok
teriileteinek Gsszege.

Az abra kozépsd részén a fiiggvény menetébdl adéddan:

[x0: x]-on M, =f(x)),
[x1; x5 ]-on M, = f(x*), ahol x; < x* < x,,
[x2; x3]-on M;=f(xp),

t)‘c‘,;,l; x,Jron M, =f(x,).

Az S, fels6 6sszeg nem mds, mint a kortilirt kék téglalapok teriileteinek
osszege.

Az ébra jobb oldaldn a részintervallumokon tetszélegesen vélasztott

¢y € [xps x;]-ra fer)s
¢ € [xy5 x;]-ra f(e2),
c3 € [xp; x3]-ra f(c3),
Cn’E [xn—l; xn] -ra f(cn)

magas zold téglalapokat kapunk. Az I, Riemann-sszeg a zold tégla-
lapok teriileteinek Gsszege.

Megjegyzés: Abrainkon picit csaltunk, a vizsgalt fiiggvény folytonos. A defini-
cidkban azonban csak a korlatossagot koveteljiik meg. (Gondoljunk a bevezetére.)






