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Utmutaté a tankdnyv hasznalatahoz

A konyv jelrendszere és kiemelései segitenek a tananyag elsajatitasaban.

— A kidolgozott példak gondolatmenete mintat ad a modszerek, eljarasok
megértésehez és a tovabbi feladatok megoldasahoz.

— A legfontosabb definiciokat és tételeket szines kiemelés jelzi.

— A tananyag apro betiivel szedett részei és a bordd szinnel megijeldlt kidolgozott
mintapéldak a mélyebb megértést segitik. Ezek az ismeretek sziikségesek az
emelt szintd érettségihez.

— A margon abrak, az adott lecke f6bb vazlatpontjai, ismétl6, magyarazo részek,
valamint matematikatorténeti érdekesseégek talalhatok.

A mintapéldak és a kit(izott feladatok nehézségét harom kiilonb6z6 szinnel jel6ltiik:

elemi szint(i gyakorl6 feladatok, amelyek megoldasa, begyakorlasa
nélkiilozhetetlen a tovabbhaladashoz.
Kék: a kozépszint(i érettséginek megfeleld szinvonald feladatok.
Borda: az emelt szinti érettségire valo felkésziilést segitd problémak, feladatok.

Ezek a szinkodok megfelelnek a Mozaik Kiadd Sokszini matematika
feladatgydjtemeényeiben alkalmazott jel6léseknek. A feladatgy(jtemeény-sorozat tobb
mint 3000, a gyakorlashoz, az 6rai munkahoz és az érettségi felkésziiléshez is
alkalmas feladatot tartaimaz.

* o0

A matematika, a racio, a logikus gondolkodas vilagunk megismerésének egyik
talan leghatékonyabb eszkoze, amely néha megmagyarazhatatlan jelenségekkel
tarsul. Elvéalaszthatatlan a gondolkodé embertdl, és teljessé teszi mindennapi
tevékenységeit.

Néhany gondolat azoktol, akik mindezt megtapasztaltak:

Mindenkit fel kell ruhazni azzal a készséggel, hogy a jelenségekben, az esetlegességet
melldzve, a lenyeges jegyeket ragadja meg. Erre minden embernek sziiksége van.”
(Csaszar Akos, matematikus)

,lermészetesen a matematika bizonyos részei sokkal jobban felhasznalhatok a
Strukturalt gondolkodas fejlesztésére, mint masok. Az ilyesfajta gondolkodasnak egyre
nagyobb szerepe van abban, hogy képesek legyiink megbirkézni a modern élet
komplexitasaval.” (Dienes Zoltan, matematikus)

,De a matematika nem valami tavoli érthetetlenség, amelyhez kiilén ész kéne,
ugyanavval az (egy szal) esziinkkel kdzelitink a regényhez, mint 6hozza. A matematika
is a létezéstinkrdl, annak gazdagsagarol ad hirt. Mindig ugyanarrol beszélink, hol
Flaubert, hol Bolyai, hol Pilinszky, hol GGdel hangjat halljuk. Ha fileliink.” (Esterhdzy
Péter, ir6)

LEs annak is, aki tanul, akdr tuddsnak, akar gyakorfati palydra késziil, nem szabad
megelégednie a hallott vagy olvasott anyag eqgyszerti beraktarozasaval, hanem fél
kell tennie a kritikus szemiivegét, elemeznie kell, boncolnia, 6sszehasonlitania, mert
masképp az a megemészthetetlen tuaas, amit magaba szedett, csak teher lesz szamara.”
(Riesz Frigyes, matematikus)

Eredményes munkat és tanulast kivannak a Szerzdk.



Kombinalorika, grafok

A gradfelmélet térténetét Euler (1707—1783) 1736-ban megjelent dolgozatatol
szamitjak, amely a ,,k6nigsbergi hidak” néven hiressé valt problémaval foglalkozott.

Egyre tdbb olyan geometriai problémat kezdtek vizsgalni, amely az alakzatoknak
a merettol és alaktol fliggetlen tulajdonsagait kutatja,
ezeket kezdetben a ,,helyzet geometriajanak” (latinul,,geometria Situs”) neveziek.

Az elsd tudomanyos szinvonalu grafelmélet konyvet

Konig Dénes (1884—1944) magyar matematikus, a budapesti Miegyetem
akkori magantanara irta,

1936-ban jelent meg ,,Theorieder endlichen und unendlichen Graphen”

(A véges és végtelen grafok elmélete) cimmel.

A magyar matematikusok azota is
élen jarnak a grafelmélet mivelésében.
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4. Binomialis egyiitthatok,
ismétléses kombinacio

Algebraban tanultuk kéttagt osszegek négyzetét, kobét. Most vizsgal-
juk ezt dltalanosabban.

1. példa N

Figyeljik meg a kéttagli 6sszeg hatvanyaiban a tagok egyitthatdit. Mit
allapithatunk meg?

Megoldas
Megfigyelhetjiik, hogy a kéttagi 6sszeg hatvanyaiban a tagok egyiitt-
hat6i a Pascal-hdromszog megfelel$ soraiban levd szamok.

kéttagu dsszeg hatvanyai Pascal-haromszog
(a+b)0 =1 1
(a+b)'=1-a+1-b 1 1
(a@+b)2=1-02+2-ab+1-b? 1 2 1
(@+b)3=1-a°+3-a2b+3-ab? +1-b3 1 3 3 1
(@+b)*=1.0*+4.a%b+6-02b%+4-ab3+1-b* 1 4 6 4 1

Az (a+Db)*=(a+b)-(a+Db)-(a+Db)-(a+b)szorzis elvégzése soran
ugy kapunk egy tagot, hogy mindegyik tényez6bdl vagy a-t vagy b-t
kivélasztjuk, és osszeszorozzuk Sket. fgy minden tagban a és b kite-
vGjének Osszege 4, és a valasztasi lehetGségek szama adja a megfeleld
egyiitthatot.

» g*-tigy kapunk, ha 4 tényez6bdl az a-t vilasztjuk és 0 tényezbal

valasztjuk a b-t, és ezeket szorozzuk Ossze. Ezt 4= 1-féleképpen
tehetjiilk meg. 0

* a3b-tigy kapunk, hogy 3 tényez6bdl az a-t valasztjuk és 1 tényezd-
bdl a b-t, ezt (ﬂ = 4-féleképpen tehetjiik meg.

¢ a?b%-t igy kapunk, hogy 2 tényezSbdl a-t vélasztjuk és 2 tényezd-
bdl a b-t, ezt (‘21) = 6-féleképpen tehetjiik meg.
+ ab’-t igy kapunk, hogy 1 tényezébdl a-t valasztjuk és 3 tényezd-

bdl a b-t, ezt @j = 4-féleképpen tehetjiikk meg.

¢ b*-tiigy kapunk, hogy 0 tényezbdl az a-t valasztjuk és 4 tényezd-

bél a b-t, ezt (j} = 1-féleképpen tehetjiik meg.



Altaldnosan is igaz a kovetkezd:

BINOMIALIS TETEL:

(a+b)" = (@ -a® + ('11) ca"~1p + (’21) a"=2p% 4 ...+

+ (") ca"kpk 4 ..+ ( n )-ab”‘1 + [”) .b",
k n- n
Bizonyitas

Az (a + b)"-t irjuk fel n tényezds szorzatként:
1 2 -1

@+ b)Y =@+ bY@+ b) ... (a+b)-(atb).

A szorzas elvégzése soran ugy kapunk egy tagot, hogy mindegyik té-
nyezGbdl vagy a-t vagy b-t kivélasztjuk, és Osszeszorozzuk Oket. Igy

e 2

a és b kitevGjének 0sszege minden tagban n.
a"~*bk-t dgy kapunk, ha n—k tényezébdl az a-t vélasztjuk, k ténye-

zGbdl viélasztjuk a b-t, és ezeket szorozzuk Ossze. Ezt (Zj -féleképpen

tehetjiik meg, ezért ez lesz az a" ¥b* egyiitthat6ja a hatvany 6sszeg
alakjéban.

Akéttagii 6sszeg hatvanyaiban a tagok egyiitthatéit binomialis egyiitt-
hatéknak nevezziik a binom = kéttag sz6 alapjan.

Megjegyzés: A binomidlis egyiitthatdkat Indidban mdr a Kr. e. 2. szdzadban alkal-
maztdk a sakkjdtékkal kapcsolatos kombinatorikai feladatok megolddsara, és
a 12. szdzadra mdr ismerték a binomidlis tételt is.

N

2. példa

A Pascal-haromszogben soronként szamitsuk ki az 6sszeget, ha
a) a szamok kdzé mindenhova + jelet irunk.

b) a szamok kozé felvaltva — majd + jelet irunk.

Magyarazzuk meg a szabalyossagot!

Megoldas (a)

Az a) rész 5. sordra vonatkozé egyenlGség indokldsdhoz irjuk fel
a binomidlis tételta=1, b =1, n = 5 esetre:

S5+ (5] 400 (5] 324 (3] 1234 (5] 1144 (5] .15=
0 1 2 3 4 5

=(1+1)5 =25,

binomialis tétel

A A
ﬂ w}
e
el
1000
FeleEle
SLREE
COREEO
IORARORO
T o R’

e w8 #®
2’4 ﬁ- MB n‘

FEEMt

=
x
T
i
.4

Az 4bran lathato a Pascal-
haromszog 12. szazadi
kinai abrazolasa. Ez alapjan
nevezhetnék Csu Si-csie-
haromszognek is.

1 =20

141 =21
14+2+1 =22
1+3+3+1 =2
1+4+6+4+1 =24
1+5+10+10+5+1 =25

Az 6sszeg mindig
2 hatvany.
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Megoldas (b)
A b) rész 5. sordara vonatkozd egyenl&ség indokldsdhoz irjuk fel
1 1 1 ; a binomidlis tételta =1, b = -1, n = 5 esetre:
1-241 -0 @-15+(5j«14.(—1)1+(5)-13-(—1)2+(5j.12~(—1)3+
1-3+43-1 =0 0 ! 2 3
1-4+6-4+1 =0 5).q1 4,(5 5_(5)_(5) . (5)_(5).(5)_(5
+ |21 EDF 2 =2 =2+ 2 =122 -2 =
1-5+10-10+5-1 =0 (4) D (5 D 0 1 2 3 4 5
A valtakozo eldjeli 6sszeg =(1-1°=0.
mindig 0.
Minden mésodik sorban Ezzel a médszerrel a fenti szabalyossag altaldnosan is igazolhat6.
a szimmetria miatt B . . , .
nyilvanvaloan 0 az dsszeg. Ha tetszdleges n > 1 egész kitevére a =1 és b =1 esetre, majd a = 1

és b = —1 esetre felirjuk a binomidlis tételt, megkapjuk a binomiélis
egyiitthatokra vonatkoz6 kovetkezd tételt:

TETEL:  Minden n =1 egész szamra:

n n n . n n)_ 1+1)" = 2n’
binomialis egyiitthatok (0) * (lj * (2) Toe® (n —1) ¥ (nj Lt
osszege
@-@ B @- ot (<D -[n’jJ N @ —(-1=0.

3. példa

a) Hany 3 elemi részhalmaza van egy 5 elem( halmaznak?
b) Hany részhalmaza van egy 5 elemi halmaznak?

¢) Hany részhalmaza van egy n elem( halmaznak?

Felhasznaljuk, hogy a halmazokban az elemek sorrendje nem szamit.
Megoldas (a)
A halmaz 5 eleme koziil 3-at kell kivalasztani a részhalmazba gy, hogy

az elemek vélasztdsdnak sorrendje nem szamit, ezt S)= 10-féleképpen
tehetjiik meg.

Tehét egy 5 elemd halmaznak G) =10 darab 3 elem( részhalmaza van.

Megoldas (b)
I. mddszer

Az 5 elemi halmaz részhalmazainak szdma annyi, ahany 0, 1, 2, 3, 4
vagy 5 elemd részhalmaza van Osszesen.

¢ 0 elemi részhalmaz (g) =1 darab van, ez az iires halmaz.

¢ 1 elemd részhalmaz [5) =5 darab van, egy elemet 5-féleképpen
vélaszthatunk. 1



+ 2 elem részhalmaz ugyanannyi van, mint 3 elemd, G) = @] =10.

¢ 4 elemd részhalmaz annyi van, ahdnyféleképpen 4-et kivélaszt-

hatunk vagy egy elemet kihagyhatunk: (i) = G) =5.

¢ 5 elemd részhalmaz g =1 darab van, ez maga a halmaz. Igy

az 5 elemd halmaz részhalmazainak szama Osszesen:

3o (G smmweseon

Il. médszer

Egy részhalmaz kivalasztasat ugy végezziik, hogy a kivélasztott
elemek ala + jelet irunk, a tobbi elem ald — jelet. Igy a halmaz minden
eleme ald vagy + vagy — jelet irtunk.

Az 5 elemt {a; b; c; d; e} halmaz részhalmazai példaul:

¢ a +—+—— jelsorozatnak megfelelSen {a; c},
¢ a ——+ + — jelsorozatnak megfelelGen {c; d},

¢ a ++—++ jelsorozatnak megfelelGen {a; b; d; e}.

Mivel minden részhalmazhoz egyértelmien tartozik egy jelsorozat, és
minden jelsorozathoz egyértelmien tartozik egy részhalmaz, a halmaz-
nak ugyanannyi részhalmaza van, ahdnyféleképpen az elemei ald
+ vagy — jelet irhatunk.

Minden elemnél két lehet&ség koziil valaszthatunk, {gy a lehetséges
jelsorozatok szdma, azaz az 5 elemd halmaz részhalmazainak szdma:
25 =32.

Az 5 elemi halmaz részhalmazainak szdmara a két mddszerrel ugyan-
azt az eredményt kell kapnunk, ezért

DRI

Megoldas (c)
I. mddszer

Az n elemd halmaznak annyi k elemd részhalmaza van, ahdnyféle-
képpen n elembdl k darabot ki lehet vélasztani tigy, hogy eltekintiink

a sorrendtdl, ez (k) .

Az n elemd halmaz részhalmazainak szdma annyi, ahdny 0, 1, 2,...,n—1
vagy n elemd részhalmaza van 0sszesen, ez

o)+ () () [+ ()




n elem(i halmaz
részhalmazainak szama

- KOMBINATORIKA, GRAFOK

Il. modszer

Az n elemd halmaz egy részhalmazdnak kivélasztdsakor minden
elemét vagy kivdlasztjuk (ald + jelet frunk), vagy nem valasztjuk ki
(ald — jelet frunk). Mivel minden részhalmazhoz egyértelmden tartozik
egy jelsorozat, és minden jelsorozathoz egyértelmden tartozik egy
részhalmaz, a halmaznak ugyanannyi részhalmaza van, ahanyféle-
képpen az elemei ald + vagy — jelet irhatunk. Minden elemnél két
lehetdség koziil vélaszthatunk, igy a lehetséges jelsorozatok szdma,
azaz az n elemd halmaz részhalmazainak szdma: 2".

Az n elemd halmaz részhalmazainak szamadara a két modszerrel
ugyanazt az eredményt kell kapnunk, ezért

n n n n n\ _on
o) (1)) ) )
igy kombinatorikai meggondoldsokkal is sikertilt bizonyitani az el6bbi

tételt.

Tovabba igazoltuk a kovetkezdt:

TETEL:  Minden n természetes szam esetén az n elemii halmaz
részhalmazainak szama:

n n n n n\_ »n
(O)+(lj+(2)+ +(n—1)+(nj_ 22,
Ismétléses kombinacio

4. példa ‘

Egy kertészeti jsagban otféle ndvényt kindlnak akcids aron, petuniat, muskatlit,
rozsat, szarkalabat, levendulat. Eszter 12 ndvényt rendel. Hanyféleképpen teheti ezt
meg, ha egy ndvénybdl tébbet is rendelhet?

Megoldas

X\ Egy lehetséges rendelést dbrézoltunk a tdblazatban: a + jelek szamaval jeloltiik,

hogy az egyes novényekbdl hany darabot rendelt. Az egyforma + jelekkel
biztositjuk azt, hogy a novények rendelésének sorrendje 1ényegtelen, csak az
a fontos, hogy melyik sorban hany darab + jel van.

virag petunia muskatli rozsa szarkalab levendula

darab AR R AR AR IR AF

A téblazat elhagyasdval is lehetséges ez a jelolés, ha a 12 darab + jel kozé 4 darab
| elvdlaszto jelet tesziink, ezzel kiilonitve el a novényfajtakat. Ezzel a médszerrel
a tablazat szerinti rendelés

[++++]||++++++]++
formdban {rhaté fel.

A jelsorozat elején (vagy végén) az elvdlaszto jel azt jelenti, hogy az els6 (vagy
utolsd) fajta novénybdl nem rendelt. Két elvélaszto jel kozott a + jelek szdma azt
jelenti, hogy a megfelel6 fajta novénybdl annyit rendelt. Ha két elvalaszto jel
egymds mellett van, akkor abbdl a n6vénybdl nem rendelt.



Minden rendelés egyértelmden leirhaté egy ilyen jelsorozattal, és minden jel-
sorozathoz egyértelmden tartozik egy rendelés. Tehdt a lehetséges rendelések
szdma annyi, ahdnyféleképpen a 12 darab + jelet és a 4 darab | elvédlasztd jelet
sorba lehet rendezni.

A 12 + 4 = 16 jel Osszes lehetséges sorrendje, ha koziiliik 12 egyforma és
4 egyforma van:

16t _ (2+5-D!' _ (12+5-1) 500
120-41  121-(5=1)! 12 .

DeriNiciOo:  Ha n-féle elembdl valasztunk k darabot tgy, hogy a valasz-
tas sorrendje nem szamit és mindegyikféle elembdl tobbet is
valaszthatunk, az n-féle elem k tagu ismétléses kombind- ismétléses kombinacio
ciojdt kapjuk.

TETEL: n-féle elem k tagi ismétléses kombinacioinak szama:
k+n-1|
k
A példaban alkalmazott kolcsondsen egyértelmd megfeleltetést hasznalva n-féle

elem k tagt ismétléses kombinacidinak szama ugyanannyi, mint k£ darab + jelnek
és n— 1 darab | elvdlaszt6 jelnek Osszes lehetséges sorrendje, azaz

(k+n-1! _(k+n—1j.

K-n-D! | &

Feladatok

1. Irjuk fel a binomidlis tétel segitségével a kovetkezd hatvanyokat:

a) (x=2)% b) Bn+2)% ¢) =D d) (a—Db)".
2. Irjuk fel hatvany alakban a kovetkezd osszegeket:
a) x*—4x3 +6x2—4x +1; b) @’ + 10a* + 404 + 80a? + 80a +32.

3. a) Héany részhalmaza van egy roplabdacsapat egyszerre palyan levé jatékosai (6 f6) hal-
mazdanak?

b) Hany olyan részhalmaza van a pdlyén levd jatékosoknak, amelyben Péter benne van?
¢) Hany olyan részhalmaza van a palyan lev jatékosoknak, amelyben Péter nincs benne?
4. Zsuzsi Parizsban 18 képeslapot vasarolt, melyeket 8 fajta képeslap koziil valasztott ki.
Héanyféleképpen tehette ezt meg?
5. Hany megolddsa van az x +y + 7 =9 egyenletnek
a) atermészetes szamok korében?
b) apozitiv egész szamok korében?
¢) az egész szamok korében?



A trigonometlria
alkalmazasai

A benniinket kortilveva vilag gyakran a matematika nyelvén fedi fel az igazi arcat.
lgen gyakori azonban, hogy ezt a nyelvezetet nem értjiik, mert még nem alkottunk
Szavakat, szabalyokat hozza. Amikor azonban ezt sikeril megtenniink, minden
korabban érthetetlen és zavaros kép vilagossa valhat.

Az elsd irasos emlek, amelyben trigonometriat talalunk, Ptolemaiosz Almagest
(Nagy gydjtemény) cimd kényve, féleg csillagaszati munka. A matematikanak ezt

a fejezetét nem is tekintettek énallo témakarnek. A nagy féldrajzi felfedezések kora,
a térképészet fejlodése azonban nagy 10kést adott e teriilet fejlédésének.

Az elsd reszletes térkepet Magyarorszagrol 1514 koriil Lazar deak

c készitette. O még nem tamaszkodott arra a modszerre,
melyet Willebrord Snellius (1591-1626)
holland mérndk dolgozott ki,

€s haromszdgelés néven valt ismertté

a foldmérés tudomanyaban.




tga +t

A TRIGONOMETRIA ALKALMAZASAI

8. Az dsszegzési képletek alkalmazasai
(emelt szintii tananyag)

Py

Az el6z6 fejezetben igazolt tételek felhasznaldsdval két irdnyban is
tovabbléphetiink. Egyrészt megvizsgdlhatjuk a tangens és kotangens
szogfiiggvények esetében az o + B és o — B értékére vonatkozo dssze-
fiiggéseket, mdsrészt lehetdségiink van arra is, hogy a 2 szogfiiggvé-
nyeit vizsgaljuk. Ezekre vonatkoznak a kovetkezd tételek.

TETEL: tg(a + p) = M.
1-tga-tgp

Természetesen a tétel csak olyan szogekre érvényes, melyek esetén az
egyenldség mindkét oldala értelmezve van.

A bal oldal miatt cos (o + ) # 0.
A jobb oldalon cosax# 0, cosf#0éstgo - tgf+# 1.
Bizonyitas
A bizonyitasban a tangensfiiggvény definicidjat hasznaljuk fel:
sin(a + sina -cos B +cosa - sin
ol + gy =SB B B

cos(a + f3) ~ cosa -cos B —sina -sin 8

72

A feltételek miatt a tort szamldldjat és nevezdGjét is oszthatjuk
cos o - cos f3-val.

sinc - cos B 4 cosa -sin 8

cosa-cosfB  cosa-cosf

glatp)= cosa-cosf  sina-sinf '

cosa-cosf cosa-cosf

P

A torteket egyszerdsitve és a tangensfiiggvény definiciéjat felhasznalva
adédik a bizonyitandé allitas:

tgea +tgf
ga+p)=——77-—.
gla+p) FprT—




1. példa
Hatarozzuk meg tg 75° értékét!

Megoldas
Mivel 75° = 30°+45°, ezért az addicids tételt felhaszndlva, és a kapott
tortet gyoktelenitve, majd egyszertsitve:
tg75° = tg(30°+45°) =
By
_tg30°+1g45° 3 0 343
1-1g30°1g45° B 3-3
3

(3+3) (1+;B)2 i

9-3

L 2 4

Hasonl6an adédik a kiilonbségre vonatkoz6 allitas is.

tgo —tgp
1+tga-tgp’

ahol cos(a—f) #0; cosar #0; cos B#0; tgor - tgf#—1.

TETEL: tg(a — B) =

Bizonyitas

Az el6z6 tételben igazolt képletbe a 8 szog helyére irjuk mindenhova
az ellentettjét, —f3-t, és hasznaljuk fel a tg (—3) =—tg  Osszefiiggést.
tga +tg(— tgo —t
to(or — p)=_BETECP) _ tga—tgh
I-tga-tg(-p) l+tga-tgp

L K 2 4

Ennél is egyszerlbb a 2 szogfliggvényeinek felirdsa. Itt ugyanis csak
azt kell felhaszndlnunk, hogy o+ o =2a.

TETEL: sin2a =2-sino -cosa;

cos2a = cos? o — sin? a;
tg2a = 2-t—g;x’ ahol cos2a #0; cosa #0; tg2o #1.
1-tg-a

Ezek az dsszefiiggések alapot teremtenek ahhoz, hogy meghatdrozzunk
tobbszoros szogekre vonatkozo osszefiiggéseket is.

to(a-p) =229

" 1+tga-tgB

tg(-B) = -tgB

sin2a = 2-sina -cosa
€0S20; = c0S% o —Sin? o




37. abra

A TRIGONOMETRIA ALKALMAZASAI
2. példa
Fejezziik ki sin 3o értékét az or sz0g szinuszaval!

Megoldas
Haszndljuk fel, hogy 3o =2a+ o, ezért:

sin3a = sin 2o+ o) = sin20 - cos o+ cos 20 - sino =

=2 -sino - cos? o+ (cos? o—sin? ) - sinor =

=3 .sina - cos?—sin’

2

a.
Mivel cosZ o = 1 —sin? ¢, ezért:

sin30=3-sina- (1-sin?a)—sin*a=3 - sino—4 - sin’a.

3. példa N

Egy haromszog oldalai egymast kivetd egész szamok. A legnagyobb szdg
kétszerese a legkisebbnek. Mekkorak a haromszog szogei és oldalai?

Megoldas

Figyelembe véve, hogy nagyobb szdggel szemben nagyobb oldal
taldlhatd, jeloljiik a haromszog oldalait és szogeit az dbran lathatd
modon. (37. dbra)

A szinusztétel szerint:

a+1 sin2a 2-sina-cosa
= = =2-.cosa.

a-1 sina sino
[rjuk fel a koszinusztételt az o szoggel szemben 1év6 oldalra:
(a-12=a*+(a+1)>-2a-(a+1) - cosa.

Helyettesitsiik 2 - cos o értékét a szinusztétel alapjan, és hozzuk egy-
szerdbb alakra az igy kapott egyenletet:

(a—1)? =az+(a+1)2—a-(a+l)-—a+1;
a-1
. 2
a2—2a+1=a2+a2+2a+1—w;
a-1
a2+4a:M
a-1

Mivel a # 0, ezért a-val az egyenlet mindkét oldalét oszthatjuk, és igy:
(a+4) - (a=1)=(a+1)>
a?+3a-4=a*+2a+1,
a=>5.

A haromszog oldalainak hossza tehat 4, 5 és 6 egység.



cosa = a—+1 = E Innen: o =41,41°.
2-(a-1) 4
fgy a legnagyobb oldallal szemben fekvd szog 82,82° lesz, mig a har-
madik sz0g nagysdga a haromszog belsd szogeire vonatkozd dssze-
fiiggést felhaszndlva 55,77°.

Ha egy 4, 5 és 6 oldald haromszog szogeit a haromszogben érvényes
trigonometrikus tételek valamelyikével meghatdrozzuk, akkor ugyan-
ezeket a szogeket kapjuk, ami azt jelenti, hogy ez a hdromszog valdban
megfelel a feladat feltételeinek.

N

4. példa :
Hatarozzuk meg az or szog szogfiiggvényeit, ha tudjuk, hogy sin2e = 3
Megoldas
A feltétel szerint: 1

2-sino - coso = —.

Mivel az egyenl&ség nem teljesiilhet cos o = 0 esetén, ezért oszthatunk

2 - cosa-val: .
sing =

6-cosa
Ezt az i t
#Laz 1smet sin o+ cos?a =1
egyenldségbe helyettesitve:
————+cos’a =1.
36-cos’ o
Az egyenletet beszorozhatjuk a tort nevezdgjével:
36 - cos*a—36 - cos®a+1=0.
A kapott egyenletet megoldva:
, 3+2.2
—

Mindkét megoldast el kell fogadnunk, igy a megadott feltételeknek

négy kiilonbozd érték is megfelelhet:

/3+2.ﬁ /3+2.J§
COSOtl = —6 . C()S(x2 = — —6 R
[3-2.42 /3—2-\/5
cosaz = T cosoy =— T

Ennek megfelelGen sin a értékére is négy megoldas adodik:

cos~a =

. I I . I
sina; = = , singy = —————,
6‘\/3+2-\/§ Jis+12.42 J18+12-42
6
I I

sinoy = ———=, sinay = ——F——=.
J18—-12-42 J18-12-42




Vg COS O

38. abra

Sx

A TRIGONOMETRIA ALKALMAZASAI

Mivel tga = e , 1gy felhaszndlva a feladat sino = felté-
cosa cosa
telét:
tga = .
£ 6-cos? a
Ebbdl adéddan a tg or lehetséges értékei:
1 1
tga, = ~= =3-2.42,
3+2:42
ol 3422
6
| | illetve
tga, = 2l
o+ /3—26 2

A ctga = % alapjan a ctg o lehetséges értékei:
o404

=3+22, ctga, = ! 2:3—2-\5.

1
ctgoyy =——— e
R NE N 34242
Megfigyelhetjiik, hogy addig, amig az « sz6g szinuszdra és koszinu-

szara négy lehetséges érték is adédhat, addig a tangens és kotangens

AL 4 e 4 sina
értékére csak két értéket kaptunk. Ez a

hanyados képzési szaba-

5. példa N

Milyen szogben kell elhajitani egy kévet, ha azt szeretnénk, hogy a vizszintes
talajon a legmesszebbre jusson? (A kozegellenallastol tekintsiink el.)

cosa

Megoldas

Ha egy kovet a vizszintessel o szoget bezard, v, kezdGsebességgel
elhajitunk, akkor tudjuk, hogy mozgdsat két, egymadstdl fiiggetlen
mozgds 0sszegeként foghatjuk fel. (38. dbra)

Az egyik egy vizszintes irdnyu, egyenes vonalu egyenletes mozgas,
melynek sebessége v - cos o dlland6é marad, hiszen ebben az irdnyban
nem hat rd erd, amely gyorsitand vagy lassitana.

Fiiggblegesen viszont egyenes vonald egyenletesen valtozé mozgast
végez, melynek kezdGsebessége v - sin o, a gyorsuldsa viszont—g lesz.
(A gyorsulasnal figyelembe vessziik, hogy d a kezdGsebesség vektorral
ellentétes irdnyu!)

Ha a mozgas 1 ideig tart, akkor a fiiggbleges elmozdulésa O lesz, hiszen
az elinduldsi szintjére érkezik vissza:



Ebbdl az egyenletbdl kifejezhets az o szog fliggvényében a kd repiilési
ideje:

t_2-v0-sina
8

Most tigy kell megvélasztanunk az o szoget, hogy a kének a vizszintes
elmozduldsa a lehetS legnagyobb legyen:

2-vp-sina _
8

S, =Vg-cosa -t =V, Ccosa -

_v§-2-sina-cosa Vg
8 8

A kapott 0sszefiiggés alapjan ez akkor valésul meg, ha sin 2¢ értéke
maximadlis, ez pedig figyelembe véve a szinuszfiiggvény értékkészletét,
akkor lesz, ha:

-sin2a.

sin2a=1. .
Ebbdl adddik, hogy 2o = 90°, azaz o = 45°.

A kovet tehat akkor tudjuk a legmesszebbre hajitani, ha 45°-0s szogben
dobjuk el.

Feladatok

A vizszintes iranyd
elmozdulas:

Sy =1Vy-coso -t

A fliggbleges iranyu
elmozdulas:

sy=v0-sina-t—%~t2.

1. Hatdrozzuk meg a kovetkez§ szogek tangensének értékét szamologép és fiiggvénytablazat

hasznalata nélkiil:
a) 15°% b) -75° c) 105°.

2. Igazoljuk a kotangensfiiggvény esetén teljesiils addicios tételeket:

ctga-ctgf—1

a) ctgla+p)= b) ctgla—p)=

2y —
3. Bizonyitsuk be, hogy ctg2o = ctg—al'
2-ctga

4, Hatdrozzuk meg az o szog szogfliggvényeit ha tudjuk, hogy:
a) sin2a=l; b) cosZaz%; c) tgazi;

5. Fejezziik ki cos 3a értékét az o sz0g koszinuszaval!

6. Igazoljuk a kdvetkezd azonossdgokat:

sin2a
2

a) =tga +ctga; b)

, ; =2-ctga;
sin2a sin

a

c) 2 - [cos(45°+ @)]® = 1 —sin 2o

ctgo-ctgff+1
ctga +ctgf ctgf—ctgar

d) ctga=2.

7. Egy hdromszog két oldala 6 cm €s 7 cm, a veliik szemben 1év6 szogek ardnya 1 : 2. Mek-

korédk a haromszog szogei és ismeretlen oldalai?

8. Egy hdromszog két oldala 20 cm és 24 cm, az altaluk bezdrt szog szogfelezje 22 cm

hosszi. Mekkora a két oldal 4ltal bezart szog?



Koordinata-geometria

A koordinata-geometria (mas néven analitikus geometria) alapveto jellemzdje,
hogy a geomeltriai problémakat, feladatokat algebrai modszerekkel,
koordinata-rendszer segitségéevel targyalja €s oldja meg.

A geometrianak ez az algebrai megkaozelitése eloszor Apolloniusz kupszeletekrdl irt
nyolckdtetes konyveben jelenik meg a Kr. e. 3. szazadban.

Hipparkhosz (Kr. e. 2. Szdzad) tgynevezett gombi koordinatakat hasznalt
a Fold bizonyos helyének meghatdrozasara.

Papposz (Kr. u. 4. szdzad)
Sziinagoge (Gydjtemény) cimu muvében a geometriat
z0meben algebrai modszerekkel targyalja.

Descartes 1637-ben megjelent Géomeétrie c. konyvet
tekintjiik az elsé koordinata-

geometriai miinek.

Ebben a szerz6 mar kivetkezetesen

hasznalja a kor fejlettségi szintjének megfeleld
algebrat az okori geomeiriara.
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10. abra

2 2

F(G1+b1_ 02+b2j

KOORDINATA-GEOMETRIA

3. Szakasz osztopontjanak koordinatai.

4

A haromszog sulypontjanak koordinata

Szakasz felez6pontjanak koordinatai

10. osztilyban meghatdroztuk egy adott szakasz felezGpontjanak hely-
vektordt tetszGleges vonatkoztatdsi pontra nézve a szakasz két vég-
pontjanak helyvektora segitségével. Most meg fogjuk adni egy adott
szakasz felez6pontjdnak koordindtdit a derékszogld koordindta-
rendszerben a végpontok koordindtdi segitségével.

Adott az A(a; a,) €és B(b; b,) pontok dltal meghatarozott szakasz
(10. abra). Legyen a szakasz felezGpontja F(x;y). Célunk az x és y
koordindtdk meghatdrozdsa az A és B pontok koordindtdinak segitsé-
gével.

Ha az A, B és F pontok helyvektorai rendre d, b és f, akkor a vektorok
Osszegzésének paralelogramma szabdlya alapjan — felhasznélva, hogy
a paralelogramma atloi felezik egymast — adédik, hogy
. d+b
2

Vektorok 0sszegének és vektor szdimszorosdnak koordindtdira vonat-
koz6 osszefiiggések alapjan

+b +b
S L P y= BT
2 2
azaz a felez6pont koordinatai a végpontok megfelel6é koordinatai-
nak szamtani kozepeként adodnak.

)

1. példa

Egy paralelogramma atldinak metszéspontja az M(2; 3) pont, két szom-
szédos cslcsa A(0; 5) és B(—1; 1). Szamitsuk ki a masik két csucs koor-
dinatait.

Megoldas

Mivel a paralelogramma 4tl6i felezik egymast, ezért M egyarant felezi
az AC és BD szakaszokat (11. abra).

ley _O+¢

) S5+c,
2

és 3=

, ahonnan c1:4 és C, = 1.

Hasonldan:

2=

“ltd 3=1+2d2 gy d, =5 és dy=5.

Kaptuk tehat, hogy a paralelogramma hidnyzé két csicsa: C(4; 1),
D(5;5).



Szakasz harmadolopontjanak koordinatai

Legyenek adottak az A(a; a,) €s B(b,; b,) pontok, €s adjuk meg az
AB szakasz A-hoz kozelebbi H|(x,; y,) harmadol6pontjanak koordi-

natdit a végpontok koordinatdinak segitségével.
Ha az A, B és H, pontok helyvektorai rendre d, b és l;i (12. abra), akkor

hy=d+AH,.

Aay; ap) y
Hi(x4; 1)
Ha(Xa; )
B(b1; ba)
i fi 7
b
0 X
12. dbra
Viszont AH, =%-E=%-(5—E¢'), igy
- o Gib—a .a4h 1 -
h1=a+l-(b—a)=3 a+b a=2 a+b=z-a+—-b.
3 3 3 3 3

A koordinatakra nézve tehat

xl 3 g'al _bl’
= =—-a,+=-b
1 3 3 2 2

Hasonl6 médon bizonyithatd, hogy az AB szakasz B-hez kozelebbi
H,(x,; y,) harmadol6pontjanak koordinatdi

Caq+2b 12

Xp=———=—-a;+—=-b;
2 3 3 1 3 1
az+2'b2 1 2
=2 — 2__ .4 +Z.b,.
Y2 3 3 2 3 2

2. példa

Szamitsuk ki az A(4; —1) és B(=2; 6) pontok altal meghatérozott szakasz
P(x; y) pontjanak koordinatait, ha AP = 2 - PB.

Megoldas
A feltételbdl adddik, hogy P az AB szakasz B-hez kozelebbi harmado-
I6pontja. Ekkor a fenti 6sszefiiggéseket figyelembe véve
o 4+2-(-2) 0 és y= —1+2:6 _
3 3
P illeszkedik az y tengelyre, és masodik koordinatdja (ordinatdja) 11.

11.

|

2~a1+b1. 2'02 +b2
C 3

H2(01+2'b1. as +2'b2)

3 3

.............................




KOORDINATA-GEOMETRIA

Szakaszt adott aranyban oszté pont koordinatai

(kiegészitdé anyag)

Most az A(a,; a,) €s B(b,; b,) pontok dltal meghatdrozott szakasz azon
R(x; y) pontjanak koordinétdit keressiik, amelyre AR: RB=p: q.
A harmadol6pont koordinatdinak meghatdrozasakor alkalmazott méd-
szert alkalmazhatjuk ebben az dltaldnos esetben is.

—

Legyenek az A, B és R pontok helyvektorai rendre d, b és 7 (13. abra).

Mivel —R = B, ezért
RB

q
AR AR 11 _p
AB  AR+RB 1+@ 1+44 rtq
AR p
Alar; ap) ’
a1, 0, R .
. R(x.y) yis
prg ™ "y B(by; b)
p+q
r
a
b
0 X
13. dbra
Ezt felhasznalva az R pont 7 helyvektorara kapjuk:

F=d+AR=a+—L— AB=d+-L— (b-a)=
q

?:q5+p5 pP+q p+
p+q - o o o -
_ptqatp-b-pd_gd+tpb__q - P p
pPtq pPtq ptq ptq
Igy az R pont koordinétdira
-a.+p-b
R(qa1+pb1,qaz+pb2) rtq ptq Ptq
p+q ~ p+q “ay+p-b
és y:q bHrtpPb _ 4 cay + p b,
Pty ptq ptq

Megjegyzések:

1. Hap =g =1, akkor a felez&pont koordinatdit kapjuk.

Hap=1, g=2 vagy p=2, g=1, akkor a harmadolépontok koordinatai
adddnak a fenti altalanos Osszefliggésekbdl.

2. A fenti eredmények kozvetlen kovetkezménye, hogy az AB szakasz egy
tetszSleges R pontjdnak 7 helyvektora a végpontokba mutatd a és b vektorok
segitségével (d és b linedris kombinécidjaként) elGall F= - d + f3- b alak-
ban, ahol o és 8 olyan nemnegativ valds szamok, amelyekre ot + = 1.




Ekkor ha R belsé pont:
AR
AR _AB _P

RB RB o
AB
Ha R =A, akkor =0, o= 1,haR =B, akkor =0, f=1.

3. példa N

Szamitsuk ki az A(—4; 2) és B(3; —6) pontok altal meghatarozott szakasz
azon P(x; y) pontjanak koordinatait, amelyre teljesil, hogy AP : PB = 2 : 3.

Megoldas ) 3
A feltételbsl adédik, hogy AP = 3 AB és PB= 5 AB . Igy

3.(—4)+2-3 6 ., 3.242:(-6) 6
X=——"F"—=-= s y=——F=——.
5 5 5 5

Tehata P (—g; - g) pontra teljesiil a feladat feltétele.

A haromszog sulypontjanak koordinatai

A héaromszog sdlypontjdnak helyvektordt tetszéleges vonatkoztatési
pontra nézve 10. osztdlyban a csticsokba mutaté helyvektorok segit-
ségével adtuk meg. Most az ott alkalmazott eljards felelevenitésével
megadjuk a koordindta-rendszerben a sulypont koordinatait a csicsok
koordinatdival kifejezve.

Legyenek az ABC haromszdg A(a,; a,), B(b; b,) és C(cy; ¢,) csi-
csainak helyvektorai rendre d, b és ¢ (14. abra).

A(ay; ap)

B(by; by) N 3

|
=
=

ol

C(cy; ¢o)
14. abra

Ha F az AB szakasz felez6pontja, akkor az F pont fhelyvektora

—

- a+b
f—2-

.............................



KOORDINATA-GEOMETRIA

Ha a CF szakasz F-hez kozelebbi S harmadolépontjdnak helyvektora
s, akkor .

S . ) a+b 4z .

d+b+¢ 2-f+¢ 2 ¢ d+b+d

3 3 3

Mivel a fenti kifejezés fiiggetlen attdl, hogy melyik oldal megfeleld
felez6pontjabol indulunk ki, ezért mindhdrom stilyvonalnak a megfe-
lel§ cstcstdl tdvolabbi harmadolépontja ugyanaz az S pont. Ezzel
bebizonyitottuk azt is, hogy a hdaromszog stlyvonalai egy pontban
metszik egymadst. (Ez a bizonyitds a 10. osztdlyos tankonyvben is
megtaldlhaté.)

27z

A fenti vektoros elGdllitdsbol adddik, hogy az S(x; y) sulypont koor-

dinétai

S(G1+b1+01_02+b2+C2j x:a1+l;1+cl és y=a2+b32+62
3 3

b}

azaz a haromszog sulypontjanak koordinatai a csiicsok megfeleld
koordinatainak szamtani kozepeként adédnak.

4. példa

Egy haromszog két cstcsa A(=2; -3), B(1; 8). Szamitsuk ki a harmadik
cslcs koordinatait, ha a sulypont S(4; 1).

Megoldas
Ha a hdromszog harmadik csicsa C(x; y), akkor
4 —2+1+x ’
3
ahonnan x = 13, és
1= -3+8+y
3

ahonnan y = -2.

A hdromszog harmadik cstcsa tehat C(13; -2).




Feladatok

1.

10.

11.

Szamitsuk ki az AB szakasz felezGpontjanak koordin4tdit, ha
a) A(0; 1), B(3; 2); b) A(4; 1), B(-1; 6);
¢) A(=2;-5), B(7; -10); d) A@8;=T), B(-4; 5).

. Az AB szakaszt mindkét irdnyban meghosszabbitjuk 6nmagéval. Szamitsuk ki a végpontok

©_z

koordinatdit, ha A és B az el§z6 feladatban adott pontok.

. Szamitsuk ki az 1. feladatban megadott A €s B pontok éltal meghatarozott szakasz harma-

dolépontjainak koordinatait.

. Az AB szakaszt mindkét irdnyban meghosszabbitjuk a kétszeresével. Szamitsuk ki a vég-

pontok koordinatdit, ha A és B az 1. feladatban megadott pontok.

. Hatdrozzuk meg az A(-6; 3) és B(5; —4) pontok altal meghatdrozott szakasz azon

P pontjanak koordinatdit, amelyre AP : PB =

a) 1:2; b)1:3; c)3:2;
d)3:5; e)5:2; n3.2
. 9 . B 46

. Egy paralelogramma harom cstcsa (-2; 2), (2; —3) és (-5; —4). Hatdrozzuk meg a negyedik

csucs és az atlok metszéspontjanak koordinatait.

. Az ABCD négyszog csticsai A(=6; —2), B(5; —1), C(6; 4) €s D(3; 6). A négyszdg mindkét

kozépvonala esetén szamitsuk ki a felez6pont koordinatdit. Mit tapasztalunk? Altaldnosit-
sunk!

. Szdmitsuk ki az ABC hdromszog stlypontjdnak koordin4tdit, ha

a) A(0; 2), B(6; 0), C(3; 7); b) A(=6;-2), B(5; 1), C(3; 6);
c) A(2;-3), B(5; -4), C(-6; -1).

. Adott egy hdromszog A és B csucsa, valamint S silypontja. Szamitsuk ki a harmadik csucs

koordinatait, ha
a) A(0; 0), B(2; 5), S(2; 1); b) A(=3; 1), B(2; 6), S(3; ~1);
c) A(S; -2), B(=3; 3), S(4; =7).

Egy haromszog oldalfelezd pontjai (-2; -2), (5; 1), (3; 4).

a) Szamitsuk ki a hdromszog csicsainak koordinatdit.

b) Szamitsuk ki az eredeti és az oldalfelez6 pontok dltal meghatdrozott hdromszdgek
sulypontjdnak koordindtdit. Mit tapasztalunk?

Az ABC haromszog A csucsdanak helyvektora d(-2; 3), AB = Ti—2jés @ =3i-0j.

Szamitsuk ki a hdromszog cstcsainak és stlypontjdnak koordinatdit.






