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Utmutaté a tankdnyv hasznalatahoz

A konyv jelrendszere és kiemelései segitenek a tananyag elsajatitasaban.

— A kidolgozott példak gondolatmenete mintat ad a modszerek, eljarasok
megértésehez és a tovabbi feladatok megoldasahoz.

— A legfontosabb definiciokat és tételeket szines kiemelés jelzi.

— A tananyag apro betiivel szedett részei és a bordd szinnel megijeldlt kidolgozott
mintapéldak a mélyebb megértést segitik. Ezek az ismeretek sziikségesek az
emelt szintd érettségihez.

— A margon abrak, az adott lecke f6bb vazlatpontjai, ismétl6, magyarazo részek,
valamint matematikatorténeti érdekesseégek talalhatok.

A mintapéldak és a kit(izott feladatok nehézségét harom kiilonb6z6 szinnel jel6ltiik:

elemi szint(i gyakorld feladatok, amelyek megoldasa, begyakorlasa
nélkiilozhetetlen a tovabbhaladashoz.
Kék: a kozépszintli érettséginek megfeleld szinvonald feladatok.
Borda: az emelt szinti érettségire valo felkésziilést segitd problémak, feladatok.

Ezek a szinkodok megfelelnek a Mozaik Kiadd Sokszini matematika
feladatgydjtemeényeiben alkalmazott jeloléseknek. A feladatgyijtemény-sorozat t6bb
mint 3000, a gyakorlashoz, az 6rai munkahoz és az érettségi felkésziiléshez is
alkalmas feladatot tartalmaz.

A kit(izott feladatok végeredményei megtalalhatok a www.mozaik.info.hu honlapon.
A tankényv feldolgozasahoz tovabbi segédanyagokat kinal a www.mozaweb.hu oldal.
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A matematika, a racio, a logikus gondolkodas vilagunk megismerésének egyik
talan leghatékonyabb eszkize, amely néha megmagyarazhatatlan jelenségekkel
tarsul. Elvalaszthatatlan a gondolkodd embertdl, és teljessé teszi mindennapi
tevékenyseégeit.

Néhany gondolat azoktol, akik mindezt megtapasztaltak:

,Mi hét a rdcio, amibdl az emberi sz a logikat krealta? Nyilvanvalo, hogy ‘benne van’
a természetben, kiilonben nem lehetne a természetet racionalis eszkizdkkel megérteni.
A racié embert, allatot és természetet egyesit.” (Kertész Imre, Nobel-dijas magyar ir6)

Az évszazadok sordn a matematikusok kollektiv tudata megalkotta sajat univerzumat.
Hogy ez hol van, nem tudom — s gondolom, a "hol’ sz0 itt értelmét is veszti —, de biz-
tosithatom az olvasat: ez a matematikai univerzum nagyon is realis annak a szamara,
aki benne él. Az emberiség éppen a matematika révén hatolt be legmélyebben kdrnyezd
vilaga rejtelmeibe.” (lan Stewart)

A szigort bizonyitas rendszerint az utolso Iépés! Eldtte sok sejtést kell tenni, és
ezeknél az esztétikai meggydzdéaés rendkiviil fontos.” (Roger Penrose)

A matematikus — akdrcsak a festd vagy a kélté — a forma mestere. ... A matematikai
formaknak — akarcsak a festd vagy a kélté formainak — szépeknek kell lennie...”
(G. H. Hardy)

Eredményes munkat és tanulast kivannak a Szerzdk.



Gondolkodast modszerek

Mar René Descartes [dékart] (1569—1650) a ,,Requlae ad directionem ingenii”
(Szabalyok a gondolkodas iranyitasara) cimd mdvében altalanos modszert keresett
a problémak megolddséra. Ugy gondolta, hogy el6szér minden problémét
matematikai problémara vezet vissza, masodszor minden matematikai problémadt
algebraira, véqlil ezeket egyenlet megoldasara.

Gondolkoddsunk fejlesztéséhez is sziikséges, hogy megfigyeljik
a gondolkoddasi tevekenység szerkezetét, semait.

A tovabbiakban néhany olyan modszert alkalmazunk,
amelyek sok probléma megoldasara hasznos
Stratégiat adnak. Minél t6bb stratégiat ismerink,
annal nagyobb esélylink lesz

az elénk kertild problémak megolaasara.




3. Sorba rendezési probléemak
Kiilonbdz6 elemek sorba rendezése

1. példa
Vendégségbe érkezik Andrés, Béla, Csaba, Dénes és Emil. Az ajto el6tt

toporognak, hogy eldontsék, milyen sorrendben Iépjenek be. Hanyféle
sorrendben léphetnek be az ajton, ha egyszerre egy ember tud belépni?

Megoldas
Az elsének beléps embert 5-féleképpen vélaszthatjuk ki.

sz

Mivel minden egyes elsé belépShoz négy masodik belépd vélaszthato,
ezért a masodikként belépd embert mar csak a 4 kint maradt koziil,
4-féleképpen valaszthatjuk, az els6 két helyen belépét igy S - 4-féle-
képpen valaszthatjuk ki.

A harmadikként belép6 embert mar csak a 3 kint maradt koziil, 3-fé-

leképpen vélaszthatjuk, az els6 harom helyen belépst igy 5 - 4 - 3-féle-
képpen valaszthatjuk ki.

sz

A negyedikként belép6 embert mér csak a 2 kint maradt koziil, 2-fé-
leképpen valaszthatjuk, az els6 négy helyen belép6tigy 5 -4 - 3 - 2-féle-
képpen valaszthatjuk ki.

Az 6todikként beléps ember mar csak az 1 kint maradt lehet, igy az 6t
ember 0sszes lehetséges belépési sorrendje: 5-4-3-2 -1 =120.

2. példa

Vendégségben Andras, Béla, Csaba, Dénes és Emil leiil egy kerek asztal
koré. Csak azt figyeljiik, hogy az embereknek ki a jobb és a bal szomszédja.
Példaul a 16. abran lathato elrendezéseket egynek tekintjiik. Az asztalnl nincs
kitiintetett hely, példaul asztalfé. Hanyféleképpen llhetnek le a vendégek?

I. megoldas

Andrast leiiltetjiik. Ezzel meghataroztuk a , korbeforgathaté™ asztalnal
a helyét (ezutan az asztal mar nem korbeforgathatd, mintha egyenes asz-
tal lenne). Igy a tobbi 4 embert mar 4 - 3 - 2 - 1-féleképpen iiltethetjiik le.
Tehat kerek asztal koré 5 ember 4 - 3 - 2 - 1 = 24 -féleképpen iilhet le.

Il. megoldas

Ha ugy vessziik, hogy az els§ embert 5-féleképpen iiltethetjiik le, utdna
atobbit4 -3 -2 - 1-féleképpen, Osszesen 5-4 -3 -2 - 1 lehetdség lenne.
Ezek koziil azonban ugyanazt az iilésrendet adjak azok, melyeket ugy
kapunk, hogy mindenki 4tiil a jobb oldali szomszédja helyére. Ezt 5-sz6r
tehetik meg egymds utdn, mire mindenki visszajut a kiinduldsi helyére,
vagyis minden iilésrend 5-szor szerepel az 5-4 -3 -2 - 1 lehetGség kozott.

Tehat a kiilonboz4 iilésrendek szama: % =4.3.2.1=24.

®
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GONDOLKODASI MODSZEREK

A sorba rendezések szama, ha vannak egyforma elemek

3. példa
Hany otbetlis ,5z6” alkothato az (a, a, a, b, b) betiikészletbdl?

Megoldas

Ha az azonos bettiket kiilonféleképpen irjuk, példaul (A, a, a, B, b),
akkor 5 kiilonboz4 jelnek keressiik az 0sszes lehetséges sorrendjét, ami
az elébbiek alapjan 5-4 -3 -2 - 1. Mivel a hdromféle ,,a” bet( a sz6ban
ugyanolyan betlinek szamit, azok az esetek, amelyek a kiilonboz6 ,,a”
bettik sorrendjében térnek el, nem szdmitanak kiilonbozd esetnek. Az
&~ betliket egymads kozott 3 - 2 - 1-féleképpen lehet cserélgetni. Az ,,a”
bettk elhelyezkedése szempontjdbdl ez a 3 -2 -1 = 6 eset 1 esetnek
szamit, ha az ,,a” betik egyformék. Igy az eddig szamolt eseteknek

csak az g része jelent kiilonbozé esetet az ,,a” betlik szempontjabol.

sz

Ugyanigy a,,b” betlik sorrendjében eltérd esetek sem kiilonbozdk, eze-
ket 2 - 1-féleképpen lehet cserélgetni. Tehdt az eddig szdmolt eseteknek

csak az ﬁ—ed része jelent kiilonbozs esetet a ,,b” betlik szempontjabol.

Tehat az (a, a, a, b, b) betikbdl alkothaté Otbet(ls szavak szdma:
5:-4.-3.2-1

(3-2-1)-2-1)

Feladatok

1. 4 hdzaspar érkezik vendégségbe.
a) Hanyféle sorrendben 1éphetnek be az ajton, ha egyszerre érkeznek?
b) Hanyféle sorrendben léphetnek be az ajtén, ha mindegyik férj kdzvetleniil a felesége
utan 1ép be?
c) Héanyféleképpen iilhetnek le egy kerek asztal koré?

d) Héanyféleképpen iilhetnek le egy kerek asztal koré, ha mindegyik férj a felesége
mellett iil?

2. Anna, Bea, Cili és Déra egyiitt mennek moziba. Mozijegyiik egymds mellé sz6l. Utkozben
Bea és Cili 6sszevesznek. Hanyféle sorrendben iilhetnek a helyiikre a lanyok, ha Bea és
Cili nem {ilnek egymds mellé?

3. Hanyféleképpen lehet sorba rendezni a kovetkezd szavak betdit? (A dupla betd kettének
szamit.)
a) SZOMBATHELY; b) SZEGED; ¢) MAGYARORSZAG.

P

4. Hény kiilonbozd, 7 hangbdl all6 dallamot tud eldéllitani az a szdmitégépes program,
amely a C, C, G, G, G, A, A hangokat az dsszes lehetséges sorrendben lejatssza? (Mind-
egyik hang ugyanolyan hossz.)

5. Melyik nagyobb: az (a, a, a, a, b, b, b) betlikészletbdl alkothat6 hétbetiis szavak szdma,
vagy az ugyanebbdl a betilikészletbdl alkothat6 hatbet(ls szavak szdma?

............................ . 28



11.

12.

13.

14.

. Egy korforgalomban 4 auté halad egymads utdn, egy Opel, egy Ford, egy Audi

. Hanyféleképpen lehet raftizni 5 kiilonb6z6 kulcsot egy kulcskarikara?
10.

. Egy lagytojastartd-készletben 3 zold és 3 kék tarté van. Ezeket egy rddra lehet felfiizni,
mindegyiket vagy talpdval lefele, vagy felfele. Hanyféleképpen lehet felfiizni a rddra
a tartokat?

. Egy 10 forintost 10-szer egymads utdn feldobunk, és tudjuk, hogy 6 fejet és 4 irast dobtunk.

Hanyféleképpen lehetett ez, ha a dobdsok sorrendje is szdmit?

és egy Renault. Hanyféle sorrendben haladhatnak?

Egy magas szaru cipSt sokféleképpen befiizhetiink. Az dbrdn ldtunk

egy cipdt, azonban a fiiz6 sokféleképpen mehet a cipd belsejében.

Hényféleképpen?

Négy aut6 egy-egy rendszamtabl4jat leszerelik.

a) Hanyféleképpen lehet visszarakni a rendszdmtablakat?

b) Hanyféleképpen lehet tigy visszarakni mind a négyet, hogy pontosan egy tabla keriiljon
a helyére?

c) Hényféleképpen lehet Gigy visszarakni mind a négyet, hogy pontosan hdrom t4bla le-
gyen a helyén?

Egy titkdrnd megirt 5 levelet, és megcimzett 5 boritékot azoknak, akiknek a levelek szdl-

tak, csak nem volt ideje beletenni a leveleket a boritékokba. A hivatalsegéd véletlenszertien

belerakta a leveleket a boritékokba.

a) Hanyféleképpen tehette bele a leveleket a boritékokba?

b) Hanyféleképpen lehet tigy beletenni a leveleket a boritékokba, hogy pontosan egy levél
keriiljon a helyére?

c) Hanyféleképpen lehet gy beletenni a leveleket a boritékokba, hogy pontosan harom
levél legyen a helyén?

Hanyféle nyaklancot flizhetiink 3 fehér és 5 piros gyongybdl, ha az azonos szind gyongyok
egyformak?

Andrds megolddsa: El6szor eltervezziik a fehérek helyét, majd a fehér gyongyok altal
meghatdrozott hdrom ivre tessziik rd a pirosakat.
Erre 5 lehet6ség van:
0+0+5;0+1+4;0+2+3;1+14+3;1+2+2.
Tehat 5-féle nyaklancot lehet fiizni.

Béla megolddsa: 8 kiilonboz6 gyongyot kerek
nyakldncra7-6-5-4-3-2-1-féleképpen lehet fel-
flizni. Most 5 piros egyforma és 3 fehér egyforma
gyongy van, ezért ezt osztani kell 5-4-3-2 - 1-gyel
és 3-2-1-gyelis, igy az eredmény 7 lehet8ség.
Tehét 7-féle nyaklancot lehet flizni.

Kinek a megoldasa helyes?

Hanyféle sorrendben vonulhat be a palydra a galagonyafalvi kosdrlabdacsapat 5 kiilonb6z8
magassagu jatékosa, ha egy sorban mennek, és semelyikiik sem keriilhet két magasabb
jatékos kozé?



A masodfoku egyenlet

A matematikatarténet egyenletekkel foglakozo fejezete tele van regénybe ill pillanatokkal.
A merész és eléremutato gondolatok nem minden-esetben nyerték el
a kortarsak elismeréset.

A gorog Hippaszoszt tengerbe vetettek ujszerti gondolataiert.

A 16. Szazad matematikusai versenyre hiviak ki egymast. Ezek dicsdséget vagy szégyent
hoztak a vetélkedGknek, de mindenképpen a tudomany fejlodését szolgaltak.

1832. méjus 30. hajnalén Evariste Galois, a 20 éves francia
forradalmar, egy hélgy becstiletéért vivott parbajban haslovest kapott.
El6z6 éjszaka vetette papirra azon gondolatait, melyek a magasabb
foku egyenletek megoldhatosaganak kérdéseiben

Uj fejezetet nyitoftak a matematikaban.

=T LS o
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16. abra

szamtani kozép

A@.b)= #

8. A szamtani és meértani kozép

Kiilonb6z6 mennyiségek vizsgélata sordn gyakran taldlkozhatunk az
dtlag, kozépérték kifejezésekkel. Ezek tobbnyire a szdmtani kozép fogal-
mahoz kapcsolddnak, ahol a rendelkezésiinkre all6 szamokat dssze kell
adni, €s el kell osztani a tagok szamaval.

A kozépérték fogalma ennél joval dltalanosabb lehet.

Két szdm esetén kozépértéken olyan harmadik szdmot értiink, amely
valamilyen szabdly szerint a két szdm kozé esik, ha a két szdm
kiilonbozd. Ugyanazon két szdm kozépértéke pedig az adott szdm-
mal egyenld.

A hozzédrendelés szabdlya eltérs lehet, ezért a kdzépértékek is kiilon-
boz6 értékeket adhatnak.

1. példa

Adott két szam, a és b. Keressiink olyan szamot, amelyik az egyiknél
annyival nagyobb, mint amennyivel kisebb a masiknal!

Megoldas
Legyen a keresett szdm x, ez€rt (16. abra):

x—a=b-x,

2x=a+b,
a+b

x= .
2

Az igy kapott szamot nevezziik az a és b szam szamtani (aritmetikai)
kozepének, és A(a, b)-vel jeloljiik. A statisztikdban, a mindennapi
életben erre a fogalomra szokds haszndlni az atlag kifejezést.

2

Mivel a késGbbiek sordn fontos lesz majd, hogy a megadott szamtani
kozepet 0ssze tudjuk hasonlitani mds kozepekkel, ezért a definiciot
nemnegativ szdmokra adjuk meg.

DerFINic1O: Két nemnegativ szam szdmtani kozepén a két szam
osszegének a felét értjiik:

Aa,b) = a+b

A fogalom tobb szdm esetén is megadhatd. Az a;; a,; ... ; a, nem-
negativ szdmok szdmtani kdzepe:
_atat..ta,

A
n



2. példa

Adott két pozitiv szam, a és b. Keressiink olyan szamot, amelyik az egyik-
nek annyiszorosa, mint ahanyad része a masiknak!

Megoldas
Legyen a keresett szdm x, igy a feltételek szerint:
x b
P
x2 =ab,
x=+Jab.

A kapott szdmot a két szdm mértani (geometriai) kozepének nevezziik.

DeriNiciO: Két nemnegativ szam mértani kdzepén a két szam
szorzatanak négyzetgyokét értjiik:

G(a, b) = ab.

Altaldban az a;; a,; ... ; a, nemnegativ szimok mértani kozepe:

G=ya;-a,-...-a,.

3. példa

Legyen a = 3 és b = 12. Hatarozzuk meg a két szam szamtani s mér-
tani kozepét! Az eredményeket szemléltessiik szamegyenesen!

Megoldas
A megadott két szdm szdmtani és mértani kozepe:
A(3,12)=3+12=7,5; G@3,12)=+3-12 =6.

A szamokat szdmegyenesen dbrdzolva:

6(3,12) A(3,12)

w &

-~
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17. abra

Az abrazolas alapjan megéllapithatjuk, hogy a megadott konkrét sza-
mok esetén telestil, hogy:

3< G@3,12)< A3, 12) < 12.

L R R 4

mértani kozép

G@,by=\Jab

G="\¢01-02- -Gn




szamtani és mértani
kozép egyenlbtlensége

O<a<b

(@+b)2—(b—-a)? = 4ab,

(a+b)? >4ab,
UTJ“bz\/ﬁ.
18. abra
a a+1
a
1 1.5
L L5 8
2 ey
1 2
15
2 o41=2
272
1 10
3 3411
373

Felmeriilhet a kérdés, hogy igaz-e hasonld Osszefiiggés tetszSleges
a és b nemnegativ valds szamok esetében. E16z4 sejtésiink egy neve-
zetes egyenlGtlenséghez vezet, melyet a szdmtani és mértani kozép

kozotti egyenlitlenségnek neveziink.

TETEL: Két nemnegativ a és b valés szam esetén
a+b
\ab £ .
2
Bizonyitas

Mivel az egyenl6tlenség mindkét oldala nemnegativ, ezért a négyzetre
emelés az eredetivel ekvivalens allitast fogalmaz meg.

2 2
absa +2zb+b ,

dab < a? +2ab+ b2,
0<a?-2ab+ b2,
0<(a-b)>.
Az utols6 egyenlétlenség nyilvanvaldan igaz, igy az eredeti is az.

Az eredmény alapjan megallapithatd, hogy a két kozép akkor és csak
akkor lesz egymadssal egyenld, ha a = b. Ebben az esetben igaz, hogy:

a+b=b.

a=+ab =

Megjegyzés: Akét kozép kozotti egyenlStlenség dltalaban is igaz, azaz nem-
negativ szdmok mértani kozepe legfeljebb a szdmtani kozepiikkel egyenls:
arta,+...+a
G = Yaa,...q, < 1-—2—""—n = A
n

Az egyenl&ség akkor és csak akkor teljesiil, ha a; =a, = ... = a,,

4. példa N

Vizsgaljuk meg, hogy milyen értékeket vehet fel egy pozitiv szamnak és
reciprokanak az 6sszege!

Megoldas
Jeloljiik a vizsgalt pozitiv szdmot a-val. Néhdany konkrét érték kisza-

mitdsa utdn megfogalmazhatunk egy sejtést, miszerint: a +—2=2.
a

Mivel a és — pozitiv szamok lesznek, ezért érvényes rajuk a szdimtani
a

és mértani kozép kozotti egyenlStlenség, azaz:




Ezt atrendezve: 1

1
2<a+-—.
a

Egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha a = 1 , amibdl a =1 adé-
dik a pozitiv valés szdmok halmazan. a

Ezzel bizonyitottuk a kévetkezé tételt:

TETEL: Tetszdleges a > 0 pozitiv szamnak és reciprokanak

osszege legalabb 2.

Az allitas szemléletesen bizonyithat6 a 19. dbra segitségével.

1
Az dbréan szereplS négy téglalap teriilete egyenként a - — =1 teriilet-
a

egység. Ezek 0sszege legfeljebb a nagy négyzet teriiletét teszi ki, azaz:

2
4< (a + l) .
a
Innen négyzetgydkvonds alkalmazasdval a bizonyitando 4llitdst kapjuk:

1
a+ — =22
a
A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenség alkalmas lehet
kiilonb6z6 mennyiségek minimumadnak, illetve maximuménak megha-
tdrozdsdra is.

5. példa A

Egy 2 m hosszu fonal segitségével képezziink egy téglalapot! Hogyan
valasszuk meg a téglalap oldalait, hogy a teriilet maximalis legyen?

Megoldas

Jeloljiik a téglalap szomszédos oldalainak hosszdt x-szel és 1-x-szel
(20. abra). A téglalap teriilete: r = x(1 — x). A kéttényezGs szorzat mindkét
tényezdje nemnegativ, hiszen a téglalap oldalainak hosszardl van szo.
Irjuk fel erre a két tényezdére a szdmtani és mértani kozép kozotti
egyenlGtlenséget:

x+1-x 1

== A
2 2

G = Jx(1-x) <

Azt kaptuk, hogy e két szdmnak a szdmtani kdzepe dllandé.

Erre az eredményre
juthatunk akkor is, ha
felidézzik a fliggvényeknél
korabban mar igazolt
allitast, miszerint:

x+l >2 ha x=0.
X

a 1

19. abra

a < 0esetén a+%s—2

szintén belathato, ugyanis
(—1)-gyel valo szorzas utan

—a+i22.
—-a

Mivel —a > 0, ez az
egyenl6tlenség teljesiil.

Osszefoglalva:

a+1 >2 (a#0).
a

20. dbra



mértani kozép

% A MASODFOKU EGYENLET
A 21. dbra alapjdn megédllapithatjuk, hogy 4lland6 szdmtani kdzép esetén

szamtani kozép (allando) B R K L S
a mértani kozép akkor veszi fel a legnagyobb értékét, ha a két kozép

21. abra

adott keriiletd

-1
A=2 egymadssal egyenld. Ekkor: x =1-x, azaz x = 5

Mivel a téglalap teriilete éppen a mértani kozép négyzete, ezért a terii-
let is ekkor lesz maximadlis. Azaz akkor kapunk legnagyobb teriiletet,

téglalapok kozul ha a 2 m hosszisdagd fondlbdl x = — m oldald négyzetet alakitunk ki.
a négyzet teriilete 2
a legnagyobb Vagyis az adott keriilet(i, maximadlis teriilet( téglalap a négyzet.

L K R 4

A megoldédsban Iényeges szerepet kapott az, hogy a két szdm szamtani
kozepe allandé volt. Csak ebben az esetben alkalmazhaté a mértani
k6zép maximumanak meghatdrozdsira a nevezetes egyenlGtlenség.
Ha mindkét kozép valtozik, akkor ez a mddszer mar nem eredményes.

A példa kapcsolatba hozhaté a matematika egy hires feladatdval, melyet
izoperimetrikus problémdnak ismeriink. A monda szerint a menekiilni kény-
szeriilé Dido, Afrika partjaira vetddvén, az uralkod6tdl akkora folddarabot
kért, amekkorat egy marhabdrrel koriil tud keriteni. Az uralkodé mosolyogva
beleegyezett a kérésbe, de az okos Dido keskeny csikokra vagta szét a mar-
habdrt, és azokat hosszu kotélként csomozta Ossze. Az elkeritett folddarabon
alapitotta meg Karthdgd varosat, melynek késébb 6 lett a kirdlyndje.

Akérdés az volt, hogy milyen alakzatot kell formazni a kotél segitségével, hogy
annak teriilete adott keriilet mellett a lehet§ legnagyobb legyen. A problémat
csak a 19. szazadban oldottak meg, ekkor igazoltak, hogy ez az alakzat a kor.

Feladatok

Hatarozzuk meg a kovetkezd szdmok szdmtani kozepét és mértani kozepét!

a) 76és8; b) 27 és %; c) 1256és 5.

Két szam koziil az egyik 25. Hatdrozzuk meg a masik szamot, ha

a) szdmtani kozepiik 30; b) mértani kézepiik 10!

Akos 10 dobésbél dtlagosan 3 alkalommal taldl a kosarba, mig Zsombor 10-bél 7 alka-
lommal betaldl. Mennyi taldlatra szamithatunk, ha felvaltva dobnak 10-et?

2 z 7 2

Egy iizem a termelését az elsG évben 5%-kal novelte, a rakovetkezd évben 6%-os volt a no-
vekedés. E két év sordn évente atlagosan mennyivel ndvekedett a termelés?

Egy autds két varos kozott haladva az ut elsd felét 50 km/h, a masodik felét pedig 60 km/h
sebességgel tette meg. Mekkora dtlagsebességgel tette meg a teljes utat?

. A 100 cm? teriiletd téglalapok koziil melyiknek a legkisebb a keriilete?

. Van-e megoldasa a pozitiv valés szdmok korében az x + — =2 egyenletnek?
X

. Egy derékszogli hiromszog atfogdjanak hossza a + l, az egyik befogé pedig a — l,
a

ahol a € R*. Mekkora a masik befogé hossza? Mit mondhatunk ez alapjan a + 1 -161?
a



Geometlria

1936-ban, a mai Iran teriiletén talalhato Sziiza kirnyeki asatasok soran elokeriilt
agyagcserepek alapjan ugy tanik, hogy kb. 4000 évvel ezelGit
a babiloniaiak mar alkalmaztak a parhuzamos szeldk tételét €s a hasonlosag fogalmat.

A Kr.-e.- 5. szazadban a khioszi Hippokratész bizonyitasai soran felhasznalta
a kor kertileti €s k6zépponti sz6gének kapcsolatat,
a hasonlosagot, és megq tudta szerkeszteni két szakasz mértani kGzepét.

A Szamoszi ArisztarkhoSz a Kr. e. 3. szazadban

LA Nap és a Hold méreteirdl és tavolsagarol” cimd egyetlen
fennmaradlt tanulmanyaban olyan szamitasokat
€S kozelitéseket végez, amelyek burkoltan mar
szGgfiiggvényeket tartalmaznak.



5. Alakzatok hasonldsaga; a haromszogek
hasonldsaganak alapesetei

DeriNiciO: Két alakzat hasonlo, ha van olyan hasonlésagi
transzformacio, amely az egyik alakzatot a masikba
viszi.

Azt, hogy egy A alakzat hasonlé egy B alakzathoz,
a kovetkezSképpen jeloljiik: A ~ B.

A hasonldsag a kordbban targyalt egybevagdsaghoz hasonldan egy rela-
ci6, és két alakzat akkor van hasonldsdgi reldciéban egymadssal (akkor
hasonld), ha van kozottiik megfelel§ hasonldsagi transzformacié. A de-
finiciobol kozvetleniil adédnak a hasonldségi relacié kovetkez§ tulaj-
donsdgai:

(1) Minden alakzat hasonlé 6nmagahoz, azaz A ~ A.

(2 Ha A~ B, akkor B ~ A.

@) Ha A~B és B ~C,akkor A~C.

Ezek a tulajdonsdgok érvényesek az egybevagdsagi reldcidra is.

Ha két alakzat hasonldsdgat a definicié alapjan akarjuk bizonyitani,
akkor keresniink kell olyan megfelel6 hasonldsdgi transzformaciot,
amely az egyik alakzatot a mdsikba viszi. Ez szdmos konkrét esetben
nem konnyt, ezért az alakzatokat jellemz§ adatok (bizonyos szakaszok
hosszdnak ardnya, szogek nagysdga) segitségével probalunk olyan
sziikséges és elegend? feltételeket keresni, amelyek biztositjdk a tekin-
tett alakzatok hasonldsagat.

1. példa
Bizonyitsuk be, hogy barmely két kor hasonlo!

Megoldas
Jeldlje Oy az rq sugart k;, és O, az r, sugaru k, kor kozéppontjét.

z. .z

A fo4 T £ 21 a
Az 0,0, vektorral torténd eltolds €s az O, centrumd, -2 ardnyi ko-
i
zéppontos hasonlésdg egymasutdnja k;-et k,-be Vviszi. (43. bra)

43. abra

K




Kb. 4000 éves

irasos emlékek szerint

a babiloniaiak mar
ismerték a haromszogek
hasonldsaganak fogalmat.

HASONLOSAGI TRANSZFORMACIOK ES ALKALMAZASAI

A haromszigek hasonldsaganak alapesetei

A 44. abran lathaté ABC és A'B’C’” haromszogekrdl tudjuk, hogy

AB _AC  CABx=CABX.
AB  AC

44. abra

Vajon ezen adatok egyenlGsége elegendd-e ahhoz, hogy a két harom-
sz0g hasonld legyen?

sz

A 45. abran lathato, hogy az AA’ vektorral torténs eltolds, egy alkal-

mas @ szogd A’ koriili elforgatds és egy A’ centrumu

aranyu

kozéppontos hasonldsdg egymads utdni végrehajtasaval nyert hasonld-
sagi transzformacid az ABC haromszoget az A'B’C” haromszogbe viszi,
igy a definici6 alapjdn a két hdromszodg hasonld.

Megjegyzés: A feladatban a két haromszog koriiljardsi irdnya megegyezett.
Ha a koriiljarasi irdnyok kiilonboztek volna egymastol, akkor az egyik
haromszoget a sik egy tetszéleges egyenesére tiikrozve a hdromszogek

irdnyitdsat egyezGvé tehettiik volna.

Az imént a haromszogek hasonldsdgdnak egyik alapesetéhez kerestiink
megfelel§ transzformécidt. A tobbi alapesethez is hasonlé médon
kereshetiink megfelel§ transzformdcidkat.

45. dbra




TETEL: Két haromszog akkor és csak akkor hasonlé, ha
a kovetkezd feltételek egyike teljesiil:

(1) megfelel6 oldalaik hosszanak aranya paronként

egyenld;
(2) két-két oldalhosszuk aranya egyenl6 és az ezek haromszégek
altal kozrefogott szogek nagysaga egyenld; hasonlésaganak

(3) két-két szogiik paronként egyenlé nagysagu; alapesetei

(4) két-két oldalhosszuk aranya egyenl6 és e két-két
oldal koziil a nagyobbikkal szemkozt levé szogek
nagysaga egyenld.

A fenti négy feltétel a haromszogek hasonlésaganak alapesetei.

2. példa

Mutassuk meg, hogy két derékszogl haromszog hasonld, ha a befogok
hosszanak aranya mindkét haromszGg esetén ugyanaz.

Megoldas
Az AB és AB’ atfog6ja derékszogl haromszogekben tehat
BC BC’
AC  AC
Ebbdl
AC BC
AC BC

igy a (2) alapeset alapjan a két haromszog valoban hasonlé.




HASONLOSAGI TRANSZFORMACIOK ES ALKALMAZASAI

Négyszdgek, sokszigek hasonldsaga

Haromszogek esetében a megfelel§ oldalhosszak ardnydnak paronkénti
egyenl&sége elegend§ volt a hasonldésdghoz. Négyszogek esetén
konnyen lathatd, hogy ez nem elegendd, ugyanis ellenkezd esetben
barmely két rombusz hasonld lenne egymashoz (6. abra). Négyszogek
hasonlésdgdhoz az sem elegendd, ha megfelel§ szogeik pdronként
egyenl§ nagysdguak, gondoljunk csak a négyzetre és azokra a tégla-
lapokra, amelyek nem négyzetek.

46. abra

2 2

Altaldban sokszogek hasonldsdgédra nézve a kdvetkezd érvényes:

TETEL: Két sokszog akkor és csak akkor hasonlé, ha meg-
felel6 oldalhosszaik aranya paronként egyenld, és
megfelel6 szogeik paronként egyenld nagysagaak.

Feladatok

v 2z

A kovetkezd allitasokrdl dontsiik el, hogy melyik igaz, melyik hamis!
a) Két haromszog hasonld, ha megfeleld szogeik nagysdga paronként egyenld.
b) Két négyszog hasonld, ha megfelels szogeik nagysdga paronként egyenld.
c) Két hdromszog hasonld, ha két-két oldalhosszuk ardnya paronként egyenld, és egy-egy
szogiik nagysédga egyenld.
d) Ha két sikidom egybevdgd, akkor hasonld is.
e) Két egyenld szard haromszog hasonld, ha egy-egy szogiik egyenld nagysagu.
f) Két rombusz hasonld, ha megegyeznek egy-egy szogiikben.
g) Béarmely két szabdlyos sokszog hasonld.
h) Barmely két azonos oldalszamu szabalyos sokszog hasonld.
i) Két hurtrapéz hasonld, ha szogeik paronként egyenldk.

Bizonyitsuk be, hogy barmely két szabdlyos haromszog hasonlo.

Bizonyitsuk be, hogy két derékszogli haromszog hasonld, ha megegyeznek egy hegyes-
szogiikben.

Bizonyitsuk be, hogy két téglalap hasonld, ha szomszédos oldalaik ardnya egyenld.

Egy vildgit6torony drnyéka 10 m hosszd, ugyanekkor ugyanott egy 2 m hossz, fiiggéleges
bot drnyéka 120 cm. Milyen magas a vilagitétorony?

Egy haromszog oldalai 12 cm, 16 cm és 20 cm hosszdak. Egy hozza hasonl6 haromszog leg-
nagyobb oldala 8 cm hosszu. Szamitsuk ki ez utébbi haromszog mdasik két oldaldnak hosszét.

............................ - 138



A valoszintséqg fogalma mar az antik gorag filozofiaban is Szerepet jatszott.
Az a gondolat, hogy a termeészetben tapasztalhato térvényszeriisegek a véletlenek
témegeén keresztiil érvényestiilnek, az 6kori gorég materialistaknal szerepelt eloszor.

KésGbb a valoszintiség-szamitas kialakulasaban

nagy szerepet jatszottak a szerencsejatékokra, elsésorban a kockajatékokra
vonatkozo feladatok, Sot alkalmaztak biztositasokkal,
életjaradekokkal kapcsolatos problémak megoldasara is.

Mara a modern tudomany. felfedezte,

hogy az tn. valoszinuségi szemiéletmod magyarazza meg helyesen
a benntinket kériilveva vilagegyetem alapvetd jelenségeit,

€s az elovilagban lezajlo folyamatok nagy részeét is ez irja le jol.
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gyakorisag,
relativ gyakorisag

A dobdsok eredménye
1'1:6'5% dobtunk: ;H'!"I’IH‘}H{' 15
2-eot dobtunk: MHHHHH 17
3-ast dobtunk: A 15
4-est dobtunk: WH‘I'HH'[” 18
5-6ot dobtunk: THEHHHE I 19
6-0st dovrunk: MHHHE| 16

240
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Legyen egy kisérlet az, hogy feldobunk egy dobdkockat, és figyeljiik
a dobott szamot! Legyen az A esemény az, hogy 6-ost dobtunk! Meg-
ismételtiik 100-szor a kisérletet, és dsszeszdmoltuk, hogy az A esemény
15-sz0r kovetkezett be, azaz az A esemény gyakorisdga 15. A kisérletek

. 5 3 .. c
szamanak — = o részében kovetkezett be az A esemény, azaz az

A esemény relativ gyakorisdga %

DEerINiCIO: Ha n Kisérletbdl az A esemény k-szor kovetkezett be
(k <n), akkor k-t az A esemény gyakorisdgdnak, k -et
n

pedig az A esemény relativ gyakorisdgdnak nevezziik.

1. példa

Egy kockat dobjunk fel 100-szor! Hatarozzuk meg a kovetkez6 események
gyakorisagat és relativ gyakorisagat!

A: Paros primszamot dobtunk.

B: Paratlan primszamot dobtunk.

C: A dobott szam prim.

D: A dobott szam legfeljebb 6.

Megoldas

Egy dobdssorozat alapjan a megfelel§ események gyakorisdga és re-
lativ gyakorisdga:

A = {2} esemény gyakorisdga: 17, relativ gyakorisaga: %
, . ) . 34
B = {3, 5} esemény gyakorisdga: 34, relativ gyakorisaga: 100

C={2, 3,5} esemény gyakorisdga: 51, relativ gyakorisiga: %

D=1{1,2,3,4,5, 6}, a biztos esemény gyakorisaga 100, relativ gya-
korisaga: 1

Figyeljiik meg, hogy az A és B események kizdrjdk egymast: A- B = !
Az A+ B = C esemény gyakorisdga az A és B események gyakori-

sdgénak Osszege, A+ B Osszeg relativ gyakorisdga a tagok relativ
gyakorisdgénak Osszege.



¢ A relativ gyakorisag nem lehet negativ: mivel 0 < k < n

p , k
ésn>0,ezért 0<—<1.
n

+ A biztos esemény relativ gyakorisaga 1, mert a biztos ese-
mény minden Kisérletnél bekovetkezik, igy k = n.

+ Egymast kizaré események 0sszegének relativ gyakorisaga
a tagok relativ gyakorisaganak osszege.

Sok hasonl¢ kisérletsorozatot elvégezve megfigyelhetjiik, hogy adott
esemény relativ gyakorisdga egy szdm koriil ingadozik. Minél tobb
kisérletet végziink, az ingadoz4s dltaldban anndl kisebb.

Adott A esemény valosziniiségének azt a szamot tekintjiik, amely
koriil a relativ gyakorisag ingadozik.

Az A esemény valészintiségének jele: P(A).

Megjegyzés: A valészintséget nem definidljuk, hanem axiémakkal hatdrozzuk
meg, melyek a relativ gyakorisdg tulajdonsdgai alapjan a tapasztalatnak meg-
feleléen adédnak.
1. axidoma: Ha A tetszSleges esemény, akkor P(A) > 0.
II. axiéma: P(H)=1.
III. axiéma: Ha A és B tetszGleges események, melyekre A- B = &, akkor
P(A + B)=P(A) + P(B).

2. példa
A harom kocka problémaja: Toscana hercege levelet irt Galileo Galileinek,
melyben a kovetkez0 problémat vetette fel, és varta a tudos valaszat.
Abban az id6ben sokat kockaztak, feldobtak egyszerre harom dobokockat,
s nézték a harom kockan dobott szamok 6sszegét. 0sszeszamoltak,
hogy az 6sszeg hatféleképpen lehet 9, és hatféleképpen lehet 10 is, ugyanis:
9=14+2+6=14+3+5=1+4+4=2+2+5=2+3+4 =3+3+3
10=1+3+6 =1+4+45=24+2+6 =2+3+5 =2+4+4 = 3+3+4.

Mégis, jaték kozben azt tapasztaltak, hogy az 6sszeg gyakrabban lesz 10,
mint 9. Vajon miért mond ellent a szamolas a tapasztalatnak?

Megoldas

Szinezziik a kockdkat pirosra, kékre és zoldre! A szdmoldsndl egy
esetnek tekintettiik azt, amikor a harom kockaval 1, 2, 6-ost dobtunk.
Mivel a kockdk szinesek, l4thatd, hogy nem mindegy, hogy a piros
kockéval dobtunk 1-est vagy a kékkel. Szamoljuk 0ssze, hany eset ad6-
dik a szinek figyelembe vételével. Ha harom kiilonboz8 szdmot dob-
tunk, azt 3 - 2 - 1 féleképpen tehetjiik meg, mert a piros kockan 3-féle,
a kéken ezutdn 2-féle, végiil a z6ldon 1-féle szdm lehet. Ha a dobott
szamok kozott két egyforma van, példaul 1+ 4 + 4-et dobtunk, akkor az
1-est haromféle szin(i kockaval dobhattuk, igy ez 3 esetet jelent a szines

GALILEO GALILEI (1564 -1642)
hagyatékdaban talaltak meg
Considerazione sopra

il Sinoco dei Dadli
(Vizsgalatok

a kockajatékokrol) cimd
miivét, melyben

ilyen problémakkal
foglalkozott.

valészinliség

ANDREJ NYIKOLAJEVICS
KoLmogoraov (1903-1987)
orosz matematikus,

a valoszinliség-szamitas
modern matematikai
megalapozoja.

A valosziniiség-szamitas
alapfogalmai cimd mive
elészor 1933-ban németill,
majd 1936-ban oroszul
jelent meg. Ebben irta le

a valosziniiségre vonatkozo
axiomakat.

9-es dsszeg

1+2+6 6 elemi esemeény
1+3+5 6 elemi esemény
1+4+4 3 elemi esemény
2+2+5 3 elemi esemény
2+3+4 6 elemi esemény
3+3+3 1 elemi esemény

Osszesen: 25 elemi esemény

10-es dsszeg

1+3+6 6 elemi esemény
1+445 6 elemi esemény
2+2+6 3 elemi esemény
2+3+5 6 elemi esemény
2+4+4 3 elemi esemény
3+3+4 3 elemi esemény

Osszesen: 27 elemi esemény
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kockakkal. Ha mindharom dobott szdm azonos, az természetesen 1 eset
szines kockdkkal is. Igy figyelembe véve a szineket, 25-féleképpen
lehet 9 az 6sszeg, és 27-féleképpen lehet 10. A tapasztalat azt mutatta,
hogy tobbszor dobtak 10-et, mint 9-et, ami azt tdmasztja ald, hogy a koc-
kakat kiilonbozének kell tekinteni.

A valésagban két kocka mindig kiilonb6z3, még ha szemmel nem
is tudjuk megkiilonboztetni dket.

Feladatok

Végezziink 100 kisérletet két kiilonbozd szind (fekete, fehér) kockaval, és vizsgéljuk
a kovetkez$ események gyakorisdgat, relativ gyakorisagat!

A: A két kockdval dobott szdm egyenld.

B: A fekete kockaval nagyobb szdmot dobtunk, mint a fehérrel.

C: A fehér kockdval nagyobb szdmot dobtunk, mint a feketével.

Végezziink kisérletet két érmével! Dobjuk fel a két érmét 100-szor egymads utdn, és figyel-
jiik meg a kovetkezd események gyakorisagat és relativ gyakorisdgat: a két érmén levg
fejek szama 0, 1, 2!

Egy kalapba tegyiink 4 céduldt, melyeken rendre az 1, 2, 3, 4 szdmok vannak. A kisérlet
legyen az, hogy a kalapbdl hdromszor egymads utdn véletlenszertien kihtizunk egy cédulat,
felirjuk a hidzott szdmot, ezutdn a cédulat visszatessziik! Igy egy hdromjegyd szamot
kapunk. A kisérletet 30-szor elvégezve vizsgéljuk a kdvetkezd események gyakorisagat
és relativ gyakorisdgat!

A: A hdromjegy( szdm pdros.

B: A hiromjegyi szdm oszthat6 3-mal.

Mit tapasztalunk, ha a kisérletet 60-szor, 90-szer végezziik el?

4. Harom kiilonb6z6 kockaval dobva, ha a dobott szamok 6sszege 10-nél nagyobb, akkor
nyeriink, kiilonben veszitiink. Hinyféleképpen nyerhetiink?

A jatékvezetd egy dobdkockaval sorban 7 szamot dob. Minden jatékos D
a dobas utan rdgton beirja a szamot az dsszeadanddk valamelyik, altala

valasztott szamjegye helyére. Az nyer, akinek az dsszege a legnagyobb. -+ D D D

Mi a lehetséges legnagyobb dsszeg? Mi ennek a valdsziniisége?
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