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Utmutaté a tankdnyv hasznalatahoz

A konyv jelrendszere és kiemelései segitenek a tananyag elsajatitasaban.

— A kidolgozott példak gondolatmenete mintat ad a modszerek, eljarasok
megértéséhez és a tovabbi feladatok megoldasahoz.

— A legfontosabb definiciokat és tételeket szines kiemelés jelzi.

— A tananyag apro betiivel szedett részei és a bordd szinnel megijeldlt kidolgozott
mintapéldak a mélyebb megértést segitik. Ezek az ismeretek sziikségesek az
emelt szintd érettségihez.

— A margon abrak, az adott lecke f6bb vazlatpontjai, ismétl6, magyarazo részek,
valamint matematikatorténeti érdekességek talalhatok.

A mintapéldak és a kit(izott feladatok nehézségét harom kiilonb6z6 szinnel jeldltiik:

elemi szint(i gyakorl6 feladatok, amelyek megoldasa, begyakorlasa
nélkiilozhetetlen a tovabbhaladashoz.
Kék: a kozépszint(i érettséginek megfeleld szinvonald feladatok.
Bordad: az emelt szinti érettségire valo felkésziilést segitd problémak, feladatok.

Ezek a szinkodok megfelelnek a Mozaik Kiadd Sokszini matematika
feladatgydjtemeényeiben alkalmazott jel6léseknek. A feladatgy(jtemeény-sorozat tobb
mint 3000, a gyakorlashoz, az 6rai munkahoz és az érettségi felkésziiléshez is
alkalmas feladatot tartalmaz.

A kitliz6tt feladatok végeredményei megtalalhatok a www.mozaik.info.hu honlapon.
A tankényv feldolgozasahoz tovabbi segédanyagokat kinal a www.mozaweb.hu oldal.
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Néhany megszivielendd jo tanacs és megjegyzés azoktol, akik nagyon magas
szinten miivelték és ismerték a matematika tudomanyat. Adjanak ezek alapot és
biztatast mindazoknak, akik szeretnék a konyvben szerepld modszereket,
osszefiiggéseket elsajatitani.

A problémamegoldas csakugy gyakorlat kérdése, mint az (szas, Sizés

vagy zongorazas. Megtanulni is csak utanzas és gyakorlas dtjan lehet. Nem adhatok
kulcsot mely minden ajtot megnyit, és minden problémat megold, de adhatok
utanozhato, jo példakat és sok alkalmat a gyakorlasra. Aki (iszni akar tanulni, annak
vizbe kell ugrania, aki problémakat megolaani akar tanulni, annak problémak
megoldésat kell gyakorolnia. (Pélya Gy6rgy)

Nyomot hagy emlékezetiinkben az, amit eqyszer magunknak kellett kitalalnunk,
kévethetjiik majd ismét ezt a nyomot, ha arra sziikségtink tamad. (G.C. Lichtenberg)

A matematikaban — ellentétben a mindennapos tapasztalattal mas tertileteken —
dltalaban annak van szerencséje, aki azt megérdemii. (Rényi Alfréd)

A matematika olyan jatszma, ellentétben a sakkal, ahol visszaléphetiink eqgy Iépést.
Csak az utolso lépés szamit. (Erdds Pél)

Tapasztalati tény, hogy a vilag a logikus gondolkodas térvényei szerint mikadik. ...
Azt viszont nem tudom, hogy a vilag miért tgy van megalkotva, hogy benne
logikusan gondolkodva lehessen eligazodni. (R. L. Dobrusin)

Eredményes munkat és tanulast kivannak a Szerzék.



Kombinatorika,
halmazok

A kombinatorika, a ,,kombinalas tudomanya” rendszerint dolgok
megszamlalasaval foglalkozik. EIGszor Leibniz rendszerezte

a kombinatorikai ismereteket, majd Jacob Bernoulli alkalmazia
valoszintiségszamitasi problémak megoldasakor.

A XX. Szazad kGzepén a gyakorlati alkalmazhatosag miatt nagy
fejlédeésnek indult a matematikanak ez az aga.




4. Halmazok elemszama, logikai szita

Az A halmaz elemszamanak jele: [A].

Példaul: A = {kétjegy(i négyzetszdamok}, |A|= 6.
B = {sakkjdtszma kezdetekor a tabldn 1évS babuk}, | B|=32.

1. példa
Egy 30 fGs osztalyban tizendten tanulnak zongorazni, hatan hegediilni,

ketten pedig zongorazni és hegediilni is. Hanyan vannak az osztalyban, akik
se zongorazni, se hegediilni nem tanulnak?

1. megoldas

Készitstink Venn-diagramot, és irjuk be a megfeleld részekbe, hogy
hanyan tartoznak abba a részbe! (27. sbra)

A zongordzok és hegediil6k metszetébe 2-t frunk. Mivel a 15 zongo-
raz6 kozil 2 hegediil is, 15 — 2 = 13 gyerek zongorazik, de nem hege-
diil. A 6 hegedds koziil 2 zongorazik is, igy 6 — 2 = 4 gyerek hegediil,
de nem zongordzik. Azoknak a szdma, akik nem zongordznak és nem
hegediilnek: 30 - [(15-2) + (6 -2) + 2] =30-19 =11.

2. megoldas

Ha a zongorazok és hegediil6k szamat 6sszeadjuk, kétszer szamoltuk
azokat, akik mindkét hangszeren tanulnak, igy ezek szamat egyszer le
kell vonni. Tehat azok szdma, akik zongordznak vagy hegediilnek:
15+ 6 -2 =19, igy se heged(in se zongordn 30 — 19 = 11-en nem jat-
szanak az osztdlyban.

Vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket: legyen az osztaly tanuldinak hal-
maza: U; azongorazok halmaza: A; a hegediilGk halmaza: B. (28. dbra)

Ezekkel a jelekkel a fenti megoldas:
és |A0Bl=lul-lauBl. )

|AuB|=|A|+|B|—|AmB

2. példa
Egy felmérés soran 100 embert megkérdeztek, hogy milyen forrasbol
szerzik a hireket. A kovetkez6 eredmény sziiletett:
tévébdl: 65; radiobal: 38; 0jsaghal: 39; tévébdl és radiobol: 27;
tévébdl és Ujsagbal: 20; radiobol és jsaghal: 9;
tévébdl, radiobol és tjsagbol: 6.
Hanyan nem szerzik a hireket egyik forrashol sem? Hanyan vannak, akik
csupan egy forrasbol szerzik a hireket a harom koziil?

1. megoldas

Készitslink Venn-diagramot, és irjuk be a megfeleld részekbe, hogy
hanyan tartoznak oda! (29. sbra)

Faz osztaly tanuldi

1

hegediilok

27. abra
n

15+6-2=19

28. abra
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29. abra

30. dbra

¢ 1.1épés: ElGszor a harom halmaz metszetébe beirjuk a 6-ot.

+ 2. 1épés: Ezutan beirjuk azokat, akik a tévébdl és a radiébal, de az
Ujsdgbdl nem szerzik a hireket, ezek szdma 27 — 6 = 21. Ezutan
beirjuk azokat, akik a t€vébdl és az Ujsagbdl, de a radiébdl nem
szerzik a hireket, ezek szdma 20 — 6 = 14. Ezutan beirjuk azokat,
akik a rddiobol és az tjsagbol, de a tévébdl nem szerzik a hireket,
ezek szdma 9 — 6 = 3.

+ 3. 1épés: Most mar kiszdmolhatjuk, hogy hdnyan szerzik a hireket
csak a tévébdl: 65 —21 -6 — 14 =24,
csak az jsdgbol: 39 - 14 -6 -3 =16,
csak a radiébol: 38 —21-6-3 =8.

Tehat csak egy forrdsbol 24 + 16 + 8 = 48 megkérdezett szerzi a hi-
reket.

+ 4.1épés: A harom koziil legalabb egy forrdsbol 24 + 8 + 16 + 14 +
+21 +3+6=92 ember szerzi a hireket, tehat egyik forrdsbol
sem: 100 — 92 = 8 ember.

2. megoldas

Jelolje U a megkérdezettek halmazat, A a tévébdl, B a radiobdl, C az
Ujsdgbdl hireket szerz&k halmazat! (3. sbra)

El6szor azt szdmoljuk ki, hogy hdnyan szereznek hireket a hdrom
forras koziil legalabb egybdl: Ha 6sszeadjuk a tévébdl, radidbol,
Ujsagbol hireket szerzdk szamat 65 + 38 + 39, akkor kétszer szamoltuk
azokat, akik a tévébdl is és a radiobol is, a tévébdl is €s az Gjsagbol is,
a radiobol és az Gjsagbdl is szerzik a hireket, igy ezek szdmat le kell
vonni: 65 + 38 + 39 — 27 — 20 - 9. Ekkor azokat, akik mindharom
forrasbol szerzik a hireket, haromszor hozzaadtuk, de haromszor le is
vontuk, igy egyszer hozza kell adni, tehdt a harom forras koziil
legaldbb egybdl: 65 + 38 + 39 — 27 —20 — 9 + 6 = 92 ember szerzi a hi-
reket.

Ezt a gondolatmenetet a halmazok jelolésével lefrva:
lauBuCl = |Al+]B]+]c|-

—lanBl-lancl-IBAcl+lanBACl. )

Egyik forrasbdl sem szerez hireket: 100 — 92 = 8 ember, ezt halma-
zokkal leirva:

|[A0BUC| = lul-lauBuUC| =
=|ul-|Al=|Bl=|cl+|anBl+|laAncl+|BACl-lAnBACI.

Most azt keressiik, hdnyan szerzik a hireket csak a tévébél. Osszesen
65-en szerzik a tévébdl, de ebbdl le kell vonni azokat, akik a tévébdl
és az Ujsagbdl is, €s azokat, akik a t€vébdl és a radidbal is szerzik a hi-
reket: 65 — 20 — 27. De ekkor kétszer vontuk le azokat, akik mindha-
rom forrdsbdl szerzik a hireket, igy ezek szamét egyszer hozza kell
adni, tehat csak a tévébdl szerez hireket 65 — 20 — 27 + 6 = 24 ember.



Halmazok jellésével leirva:

lANBAC| = |Al=|AnB|l-lanc|+lanBAC|.

Hasonloképpen csak a radiébol: 38 —27 -9+ 6 =38,
|[AnBNC| = |Bl-1AnB|-|BACl+|AnBAC].
Csak az djsagbol: 39 —20-9 + 6 = 16,
[AnB~cC| =]|cl-1anc]|-

BmC|+|AmBmC|.

Tehat csak egy forrasbdl 24 + 16 + 8 = 48 megkérdezett szerzi a hi-

reket.
Az (1) és (2) egyenletekkel jelzett osszefiiggéseket logikai szitdnak logikai szita
nevezzik.
lAuB| = |Al+|B|-|A~B| é |A0B| =|Ul-|AUB] 1)
lAuBuC| = |Al+|Bl+|c|-|AnBl-lAnc|-|B~Cl+|AnBA~C]| )

Feladatok

Egy pizzadrus 100 egymds utdni pizzarendelést jegyzett fel. 60 vasarlo kért sajtot is és
pepperonit is a pizzdjara, 80 vasarlo sajtot, és 72 pepperonit kért a pizzdjara.

a) Hényan rendeltek sajtos pizzit pepperoni nélkiil?

b) Hényan rendeltek pepperonis pizzét sajt nélkiil?

c) Hanyan nem kértek se sajtot, se pepperonit a pizzdjukra?

Az iskoldban 75 tanul6 jir egy évfolyamra. 16-an tanulnak angolul, francidul és németiil
is, 24-en angolul és németiil, 30-an angolul és francidul, és 22-en francidul és németiil.
7 olyan tanul6 van, aki csak angolul tanul, 5 csak francidul, és 10 csak németiil.

a) Osszesen hanyan tanulnak angolul?

b) Hanyan vannak azok, akik angolul és francidul tanulnak, de nem tanulnak németiil?
c) Hényan vannak azok, akik egyik nyelvet sem tanuljak ezek koziil?

A kosarlabda-bajnoksdg egy fordul6jdban 0sszeszamoltdk, hogy héany jatékos szerzett

pontot kétpontos dobdssal a mezénybdl, hdrompontos dobassal a mezSnybdl, illetve

biintetSbdl. 70 jatékos dobott kétpontos kosarat mezénybdl, 44 jatékos dobott hdrompontos

kosarat mez&nybdl, és 32 jatékos szerzett pontot biintet6bdl. 19-en dobtak mez6nybdl

kétpontos és harompontos kosarat is, 16-an dobtak kétpontos kosarat mez6nybdl és sze-

reztek pontot biintetébdl is. 21-en dobtak harompontos kosarat meznybdl és szereztek

pontot biintetébdl, valamint 6-an szereztek pontot mindharomféleképpen.

a) Hény jatékos dobott csak kétpontos kosarat mezénybdl?

b) Hény jatékos szerzett pontot két- vagy harompontos dobdssal mezénybdl, de nem
szerzett pontot biintet6bol1?

¢) Hany jatékos szerzett pontot két- vagy harompontos dobdssal mezénybdl?

d) Hany jatékos nem szerzett pontot biintetGbs1?



4. Egy toronyba 102 Iépcséfok vezet. Dorka 1, Gabi 2, Zsuzsi 3 1épcsSfokot megy fel egy 1€pés-
sel. Hany 1épcsdfok van, melyet pontosan ketten haszndlnak koziiliik amig felérnek?

5. a) Hany olyan 100-ndl nem nagyobb pozitiv egész szdm van, amely nem oszthatdé sem
2-vel, sem 3-mal?
b) Hany olyan 100-ndl nem nagyobb pozitiv egész szdm van, amely nem oszthaté sem
2-vel, sem 3-mal, sem 5-tel?
¢) Héany olyan 100-ndl nem nagyobb pozitiv egész szdm van, amely nem oszthaté sem
2-vel, sem 3-mal, sem 5-tel, sem 7-tel?
d) Szamoljuk 6ssze, hogy hany 100-nal nem nagyobb primszam van.

Az iskoldban a matematikaszakkorbe jard tanulok 80%-a kosarazik, és a kosarlabdazok
30%-a jar matematikaszakkorbe. Ha dsszesen 15 tanuld jar matematikaszakkorbe, akkor
hany tanul6 kosarazik?

1. Egy matematikai olimpidn 100 tanul6 vett részt, és 4 feladatot tiiztek ki. Az elsd problémat
pontosan 90 tanuld oldotta meg, a masodikat pontosan 80, a harmadikat pontosan 70,
a negyediket pedig pontosan 60. Egyetlen résztvevd sem oldotta meg mind a négy felada-
tot. Aki a harmadik és a negyedik feladatot megoldotta, dijat nyert. Hinyan nyertek dijat?

8. Osztalyunk 20 tanuldja koziil 14 barna szemd, 15 sotét hajud, 17 gyerek 50 kg-nal nehezebb,
18 pedig 160 cm-nél magasabb. Mutassuk meg, hogy legaldbb 4 gyerek mind a négy tu-
lajdonsaggal rendelkezik.

9. Az osztdly 4j tandrt kapott. A hetes igy mutatta be tarsait: Az osztdlynak 45 tanuldja van,
koztik 25 fid. A jeles tanulok szama 30, koztiik 16 fid. 28-an sportolnak, koziiliik 18 fid,
illetve 17 jeles tanuld. 15 olyan fid van, aki jeles tanuld és sportol is. A tandr szolt
a hetesnek, hogy a jelentés hibas volt. Honnan tudta, ha kordbban senkit sem ismert az
0sztalybol?

10. Egy 1000 hazasparbdl 4116 tarsasdgban a feleségiiknél magasabb férjek %-a nehezebb is
3
a feleségénél. A feleségiiknél nehezebb férjek Z—e magasabb a feleségénél. Ha 120 feleség

van, aki magasabb is és nehezebb is a férjénél, akkor hany férj magasabb és nehezebb
a feleségénél?

11. Négy halmaz koziil barmely kettének egy k6zos eleme van, barmely harom halmaz met-
szete iires. Adjunk meg a feltételeknek megfelel§ halmazokat! Adjunk meg a feltételeknek
megfelel§ haromelemd halmazokat! Megadhaté-e 6t darab, a feltételeknek megfelel§
halmaz? Megadhaté-e 6t darab, a feltételeknek megfelel§ haromelemd halmaz?

12. Adjuk meg a természetes szimoknak harom olyan részhalmazat, amelyekre teljesiil, hogy
barmely kett§ k6zos részének végtelen sok eleme van, de a harom halmaz metszete iires!

Rejtvény
Egy négyzetet egybevago négyzet alaki papirlapokkal fedtiink le, B
az eredmény az abran lathato. A ) D
Milyen sorrendben raktuk le a papirlapokat?
E G
F
H I




Fliggvenyek

,....d tlermeszet alapveto térvényei nem fejezhetok ki masképpen,

mint matematikai alakban, szamokkal jellemezhetd fizikai mennyiségek
kozotti 6sszeftiggések alakjaban. Mas szoval: a természet nagy

kényvében csak az tud olvasni, aki ismeri azt a nyelvet, amelyen e konyv irva
van, és ez a nyelv: a matematika.”

A fenti Szavakat Galilei véleményeként idézi RENY! ALFRED
az Ars mathematica cimd gydjteményében,
LA termeszet kbnyvének nyelve” cimd dialogusban.

GALILEO GALILEI (1564—1642) olasz fizikus, matematikus
elsGk kazott ismerte fel, hogy a fizikai jelenségeket
kisérletekkel tanulmanyozhatjuk,

S a térvényszertisegek leirasara a matematika
eszkaozei, a fliggvények hasznalhatok.
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33. abra

FP = PS

34. abra

Ha f(—x) = f(x), akkor
f paros fliggvény

FUGGVENYEK

4. A masodfoku fiiggvény

A kovetkez6kben olyan fiiggvényekkel foglalkozunk, amelyekben
az x valtozé legmagasabb eléforduld hatvanya a mdsodik hatvany.
Ezeket a fliggvényeket mdsodfokii fiiggvényeknek nevezziik.

1. példa

Az a (pl. cm) oldalt négyzet terillete a2 (cm?). Ehhez kapcsolodva értel-
mezhetjiik a pozitiv szamokon a g(a) = a? fiiggvényt. Abrazoljuk most ennek
a filggvénynek az 6sszes valds szamra valo f kiterjesztését, azaz a kovet-

kez6 fliggvényt:
. FRSR, f(x) =

Megoldas

Az ffiiggvény képe egy szEép gorbe, amelynek a neve parabola (33. abra).
A geometridban késébb megtanuljuk, hogy a parabola azoknak a pon-
toknak a halmaza a sikon, amelyek egy adott e egyenestdl és egy adott
— az e egyenesre nem illeszkedS — F ponttdl egyenld tavolsagra vannak
(34.bra). Az F pont a parabola fokusza, az e egyenes a parabola vezér-
egyenese. Az f fliggvény grafikonjaként kapott parabola tengelye az
y tengely, esticspontja az origo.

Jellemezziik az f: R = R, f(x) = x? fiiggvényt!

A ]—o0; 0]-ban csokken, a [0; +oo[-ben nd, az x = 0 helyen minimuma
van, ennek értéke f(0) = 0. Be lehet bizonyitani, hogy a fiiggvény érték-
készlete a [0; +oo| intervallum, azaz a nemnegativ val6s szimok halmaza.

A fiiggvény grafikonja, a parabola, szimmetrikus az y tengelyre. Ennek
egyszeri oka van, hiszen (—x)? = x2, tehdt ha egy P(x; y) pont rajta van
a parabolan, akkor a P-nek y tengelyre vonatkozd P’ (—x; y) tilkorképe
is illeszkedik a gorbére. Az f fiiggvénynek ezt a tulajdonsdgat igy is
megfogalmazhatjuk: f(—x) = f(x).

DEeFINICIO: Azokat a fiiggvényeket, amelyeknél az értelmezési
tartomany minden x elemére f(-x) = f(x) teljesiil,
pdros fiiggvényeknek nevezziik.

Példdul a g: R = R, g(x) =|x| is paros fiiggvény, hisz erre is igaz,
hogy g(—x) = g(x) teljesiil az értelmezési tartomany minden elemére.
A g fiiggvény grafikonja is szimmetrikus az y tengelyre.

2. példa
Abrézoljuk a kovetkez6 R — R fiiggvényeket:
g) = x=2)%  hix) =x2 -4l

Megoldas

Ha értéktablazatot készitiink a g fliggvény grafikonjanak megrajzola-
sahoz, hamar észrevehetd, hogy ugyanazokat az értékeket az (x — 2)2



éppen 2-vel nagyobb helyen veszi fel, mint az x2. Példdul a 0-t a 2
helyen, az 1-et a 3 helyen, a 4-et a 2 helyen. Az dbrazoléaskor ez azt
jelenti, hogy az x* képét az x tengely mentén 2-vel pozitiv irdnyba eltol-
va kapjuk meg az (x — 2)2 képét.

Még nyilvanvalébb a 4 fiiggvény definiciéjabol, hogy az x* — 4 grafi-
konjat tigy kapjuk az x? grafikonjabél, hogy 4 egységgel toljuk az y
tengelyen negativ irdnyba. (35. dbra)

3. példa
Abrézoljuk és jellemezziik a kévetkez6 R — R fiiggvényeket:
fX)=x2-2x+3, gx)=1-x%  h(x) =-x2 + 4x - 3!

Megoldas
Az f-et igy is irhatjuk, azaz teljes négyzetté alakitjuk:

O =2 -2x+1)+2=(x-1)>+2.

Az x?* fiiggvény képét ad6 parabolt tehdt 1-gyel jobbra, 2-vel felfelé
(pozitiv irdnyba) kell eltolni. (36. abra)

Az ffiiggvény tehdt a |—oo; 1] intervallumban csokken, az [ 1; +oo[ -ben
novekszik, az x = 1 helyen minimuma van, a minimum értéke f(1) = 2.
Az fértékkészlete a [2; +oo| intervallum.

A g fiiggvényt irjuk igy: g(x) = —x% + 1, és elSszor dbrazoljuk az
x> —x? fiiggvényt. Ez abban tér el az x? fiiggvénytdl, hogy értéke
mindeniitt annak —1-szerese, ami azt jelenti, hogy az x? képét tiikkrozni

kell az x tengelyre. A g képét ebbdl ugy kapjuk, hogy 1 egységgel fel-
jebb toljuk. (37. abra)

A h fiiggvényt igy célszer( irni:

h(x)=—(x2—4x+3)=—(x-2)2+ 1.

Ebbdl az alakbol megrajzolva a h képét a 38. dbran lathatjuk. A & fligg-
vény a ]—oo; 2] intervallumban nd, a [2; +oo[ intervallumban csokken,
a 2 helyen maximuma van. A maximum értéke h(2) = 1. A h érték-
készlete a |—oo; 1] intervallum.

36. dbra 37. dbra

35. abra

38. dbra

! \

Y=/ \

\

N X
“\ y:1 -x?
\\ y=—x2+4x-3

-3




39. abra

(t-6)/+

40. abra

FUGGVENYEK

4. példa “

A fliggvényeknél szerzett ismeretek felhasznalasaval oldjuk meg a kovetkezd feladatot!
Két hajo a tengeren halad két, egymasra meréleges egyenes vonal mentén az egye-
nesek metszéspontja felé. Egy adott idépontban az elsd hajo, amely 30 km/6ra
sebességgel halad, 100 km-re van a két egyenes metszéspontjatdl, 0-tol. A masodik
hajo, amely 40 km/6ra sebességgel halad, ugyanebben az idépontban 300 km-re van
0-t0l. Mennyi id6 mdlva lesz legkozelebb egymashoz a két hajo, és mekkora ez
a legkisebb tavolsag?

Megoldas

Jeloljiik #-vel az adott idSponttdl eltelt id6t 6rdkban mérve, és szamitsuk ki
a két hajé tavolsagat a ¢ idSpontban. Az elsd hajé, amelynek a 7 idGpontbeli
helyét P-vel jeloltiik, 30¢ kilométert tett meg, igy O-t6l mért tavolsidga
PO =100 - 30z. Ha P az O-tdl jobbra lenne, akkor ez a tdvolsag 307 — 100
lenne, tehat a mindkét esetben j6 tavolsagképlet: PO = | 100 — 30¢| . (39. dbra)
A Q-val jelslt masodik hajé tdvolsiga O-t6] hasonlé médon QO = |300 — 40¢| .
A POQ derékszogli haromszogbdl Pitagorasz tétele alapjan a PQ tavolsdg
négyzete:
PQ? = (100 — 30£)% + (300 — 401)>.

Nyilvén a tdvolsag négyzete ugyanakkor a legkisebb amikor a tdvolsag a leg-
kisebb. Feladatunkat tehét a kdvetkez6képpen fogalmazhatjuk: adott az

(1) = (100 — 302 + (300 — 4002, >0

fliggvény, keressiik meg a minimum helyét és a minimum értékét.

Alakitsuk 4t el6szor a fiiggvényt megado kifejezést:

(100 — 3012 + (300 — 401)? =
= 10000 — 60007 + 90072 + 90000 — 24000¢ + 160072 = 2500(#2 — 12t + 40)!

Elég megkeresni tehdt a g(f) = 2 — 12t + 40 = (t— 6) + 4, >0 fiiggvény
minimumhelyét, ugyanitt lesz a legkisebb f értéke is.

Abrazoljuk a g fiiggvényt (40. dbra). A g fiiggvény képe egy parabola, amelyet
az tin. normél parabolabdl (az x2 fiiggvény képébdl) gy kapunk, hogy azt 6-
tal jobbra és 4-gyel felfelé eltoljuk. A g minimumhelye =6, a minimum
értéke g(6) = 4. Ennek megfelelGen f minimumhelye is =6, a minimum
értéke £(6) = 2500 - 4 = 1002,

A feladat kérdésére tehat a vdlasz a kovetkezd: a két hajo az adott idSGpontt6l
szdmitva 6 6ra mulva lesz legkdzelebb egymdshoz, akkor a tdvolsaguk 100 km.




Mir sokszor rajzoltuk le az x? fiiggvény grafikonjat, a (normdl) parabolat.
Mindig tigy rajzoltuk le, hogy ha a parabola két pontjat 6sszekotd hurt vessziik,
akkor a gorbe a két pont kozott a hdr alatt halad (41. bra). Valéban igaz ez?

Most belatjuk, hogy ha a < b, és az (a; a?), (b; b3), pontokat dsszekotd hurt
megrajzoljuk, akkor az [a; b] intervallum felez6pontjaban a parabola pontja
val6ban a hir alatt van. Az x? fiiggvény gorbéjének ezt a tulajdonsagit tgy
nevezik, hogy a gorbe (alulrdl nézve) konvex. (42. abra) [

Az dbra jeloléseit haszndlva elég beldtni, hogy FR < FS. Az FR szakasz 41. ébra

2
+ PA+QOB
hossza: [azbj . Az FS az ABQP trapéz kozépvonala, tehdt F = 7Q

2 2 p2
Mivel PA = a?, OB = b?, elég igazolni, hogy (a;b] <4 ;b .

Abal oldalon végezziik el a négyzetre emelést, és szorozzuk meg az egyenl6t-
lenség mindkét oldaldt 4-gyel:

a® + 2ab + b* < 24> + 2b?!
A jobb oldal akkor és csak akkor nagyobb, mint a bal oldal, ha a jobb oldal
és bal oldal kiilonbsége pozitiv. Ez viszont igaz, mert a kiilonbség:

a?=2ab +b*=(b-a)*>0,
hiszen b > a. Mivel a 1épések megfordithatdk, az eredeti allitds is igaz.

42. abra

Feladatok

1. Abrdzoljuk és jellemezziik a kovetkezd R — R fiiggvényeket!
a) f(x)=x*+1; b) g(x) =-x%
¢) h(x) = (x—1)% d) k(x) =—(x + D%
e) I(x) =—x%+ 4.
. Abrazoljuk és jellemezziik a kovetkez6 R — R fiiggvényeket!
a) ) = 2% b) g(x) =347
c) h(x) =x2-6x+5; d) k(x) =—x%—4x + 2.

. Egy kovet fiiggblegesen feldobunk 20 m/s sebességgel. Milyen magasra megy fel, és
mennyi id6 mudlva esik vissza a foldre? (A nehézségi gyorsuldst vélasszuk kerekitve
10 m/s-nek, és a levegd ellendllasat hanyagoljuk el. A k& ttja kétféle: egy felfelé haladé
egyenletes mozgds, €s egy lefelé halad6 egyenletesen gyorsulé mozgds eredGjeként sza-

molhatd. Ez utébbinak utfiiggvénye az s(t) = —% gt.)



Egyenletek,
egyenlotienségek,
egyenletrendszerek

Az okori Mezopotamiabol Kr. e. 2000-b6l szarmazo €kirasos tablak alapjan tudjuk,
hogy az akkori irastudok mar meg tudtak oldani egyenleteket

€s egyenletrendszereket. A mai ismereteink szerint a legrégebbi egyiptomi irasos
emléken, az un. Rhind-papiruszon mar lathatjuk

a nyomait a gyakorlatbol eredd algebrai ismereteknek,
€S kozttik néhany egyenletre vezeto feladatnak.

rl A papirusz iréja Ahmesz kiralyi irnok volt, aki
a mindennapi-élettel kapcsolatban tizott ki
szamolasi feladatokat, és adta meg

azok megoldasait. Késébb még szamos hasonlo lelet
bukkant fel, melyeken tovabbi feladatok talalhatok,
Jelezve az akkori Szamolasi technikék fejlettségi
szintjét, melyeket egyszert

egyenletek megoldasara hasznaltak fel.




5. Megoldas lebontogatassal, mérlegelvvel

Az egyenlet megolddsa sordn altaldban sziikséges, hogy at is alakitsuk
azt. Ezt a folyamatot nevezziik az egyenlet rendezésének. Az 4tala-
kitasok koziil ekvivalens atalakitasoknak nevezziik azokat, amelyek
sordn nem veszitjiik el az egyenlet egyik gyokét sem, és nem kapunk
olyan megolddsokat sem, amelyek az eredeti egyenletnek nem gyokei
(ezeket hamis gyokoknek nevezziik).

Az atrendezések kozben a mérlegelvbdl ad6do szabalyok szerint
jarunk el. Ez azt jelenti, hogy ekvivalens dtalakitdsok soran az egyenlet
mindkét oldaldn ugyanazokat a miiveleteket hajtjuk végre, a kovetkezd
feltételeket figyelembe véve:
+ Az egyenlet mindkét oldaldhoz hozzaadhatjuk, illetve kivonhat-
Jjuk ugyanazt a szamot:
6x-3=9 /43,
6x = 12.
¢ Az egyenlet mindkét oldaldt szorozhatjuk, illetve oszthatjuk
ugyanazzal a 0-tdl kiilonb6z6 szammal:
6x=12 /.6,
x=2.

+ Ismeretlent tartalmazd tagot is hozzaadhatunk, illetve kivonhatunk,
ha az nem valtoztatja meg az egyenlet alaphalmazat:

8qx=6x-2 /-6x,
2x=-2,
x=-1.

+ Ha ismeretlent tartalmaz6 kifejezéssel szorzunk, akkor hamis
gyokoket kaphatunk, ha pedig osztunk vele, akkor az gyokvesz-
téshez vezethet. Ez¢Ert ezt a miveletet lehetSleg ne alkalmazzuk. Ha
mégis sor keriil rd, akkor kiilonosen nagy gondot forditsunk az
egyenlet megolddsainak ellendrzésére!

egyenlet rendezése

ekvivalens atalakitasok

mérlegelv

Az ekvivalens atalakitasok
soran az egyenlet mindkét
oldalan ugyanazokat

a miveleteket hajtjuk végre.

hamis gyok

gyokvesztés



EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK

1. példa

Gondoltam egy szamot, a kétszeresébdl hatot kivontam, az eredményt
megfeleztem, és igy végiil harmat kaptam. Melyik szamra gondoltam?

I. megoldas

A feladat megoldasat megkaphatjuk, ha az egyes 1épesek sordn kapott
eredményeket lebontogatassal visszakeressiik.

Az utolsé 1épésben 2-vel osztva 3-t kaptunk eredményiil, az osztand6
tehat 6 volt. Ezt a 6-ot tgy kaptuk, hogy egy szdmbol kivontunk 6-ot,
tehdt a kisebbitendd 12 volt. Ez a 12 a gondolt szdm 2-szerese, vagyis
a gondolt szam 6 volt.

Val6ban: 2.6-6 12-6 6

2 2 2

Il. megoldas

Oldjuk meg a feladatot egyenlettel! Legyen a gondolt szdm az x. A fel-
adat szovege alapjan a kovetkez6 egyenletet irhatjuk fel:

2x-6
2

3.

Ezt a mérlegelv alkalmazédsaval a kovetkezd médon oldhatjuk meg:

2x2—6:3 /2,

2x—6=06 /+6,

2x=12  /:2,
x=06.

Tehét a gondolt szdm a 6, ennek helyességérdl mar az el§z6 megoldés

soran meggydzddhettiink.

2. példa
Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:

3(x-2)-2(-2x+3)+1 = 12X FT_T2X

7 14

Megoldas

A megoldasban arra toreksziink, hogy a végrehajtott dtalakitdsok sordn
egyenletiink egyre egyszeriibb legyen, és a végén az egyik oldalon
csak az ismeretlen alljon.

A bal oldalon végezziik el a zar6jelek felbontdsat, a jobb oldalon pedig
egyszer(lsitsiik a masodik tortet, igy a két tort mar k6zos nevezdn
szerepel.



3x—6+4x—6+1=131i;2§f,

Tx—11= 247
7

P

Az 0sszevondsok és egyszerisitések utdn az egyenlet bal oldaldra
rendezziik az ismeretleneket, a jobb oldalra pedig a konstans tagokat.

Tx-11=x+1,
6x=12,
x=2.

Az ellen6rzés alapjan meggy6zddhetiink réla, hogy az x = 2 valéban
megolddsa az egyenletnek.

3. példa
Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:
3 3
= = 25— !
T Rl M)
Megoldas

Az egyenlet értelmezési tartomdnya nem tartalmazhatja azt a szamot,
melyre a 2x — 10 = 0, hiszen ekkor a tortnek nincs értelme. Ez azt je-
lenti, hogy az értelmezési tartomdnyban minden valds szdm meg-
talalhato, kivéve az 5-6t.

Az egyenlet mindkét oldaldhoz hozzdadunk

-et, és igy a ko-
vetkez§ egyenlethez jutunk: 0

x—1

5x =25,
x=25.

A tort hozzdaddsdval ismeretlent tartalmazo kifejezést adtunk hozz4 az
egyenlet mindkét oldalahoz, és ezzel annak értelmezési tartomanyat
megvaltoztattuk. Az igy kapott egyenlet értelmezési tartomanya mar
a valds szdmok halmaza lett, s olyan megoldds adddott, amelyik az
eredeti egyenletnek a megadott feltételek miatt nem lehet gyoke. Ezt
az eredményt ezért hamis gyoknek nevezziik. Az egyenletnek nincs
megolddsa.

konstans = allando

2x-=10=0,
2 =10,
X#5.

hamis gyok

Hamis gyokot kapunk pl.:

Az eredeti egyenletben
x nem lehet 0!



EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK
4. példa
Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:
X(3x = 8)(2x + 3) = 6x% - 7x2 + 24!

Megoldas
Az egyenlet értelmez€si tartomdnya: R.
El&szor végezziik el a bal oldalon a zardjelek felbontdsat, majd vonjuk
0ssze az egynemd kifejezéseket!
x(6x% + 9x — 16x — 24) = 6x3 — Tx2 + 24,
x(6x% = Tx — 24) = 6x3 — Tx% + 24,
6x3 — 7x% — 24x = 6x3 — 7x> + 24,
—24x =24,
x=-1.

Megtigyelhets, hogy az 4talakitidsok sordn egyszer sem hajtottunk
végre olyan lépést, melynek sordn megvéltoztattuk volna az egyenle-
tiink értelmezési tartomdnyat, vagy 4j gyokoket kaptunk volna. Mind-
egyik 1épés ekvivalens atalakitas volt. A kapott gyok helyességérdl

Py

behelyettesitéssel meggydzbdhetiink.

Feladatok

1. Oldjuk meg a valds szdmok halmazén a kovetkezd egyenleteket!

2y 3y 1

22x+1)-1=1-2(1 + 2x); b) == - =—;

a) 22x+ 1) ( X) ) ; 5
c) 2%z—1§(5—z)=1; d) 2[22v-1)-1]-1=0.

2. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan a kovetkezd egyenleteket!

0 2eanl 11 20420, I
X b y+1 y+1 6

¢ L3Iy, Pl el Yy

3z-3 z-1 v+l 2v+l1





