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Dr. Darvasi Gyula

Hogyan bontsunk Gsszegre egy pozitiv

egész szamot!

(=~ gy pozitiv egész szam Gsszegre bontéséra
‘l tobb méd ismeretes ([2] 189. oldal),
melyek koziil az aldbbiakban kettével ki-
vanunk részletesebben foglalkozni. Ez a prob-
léma mindenki szaméra érdekes, jollehet a fel-
bontandd porzitiv egész szdmok ndvekedésével
egyre nagyobb kihivast jelent, hacsak nem all
rendelkezéstinkre egy hatékony algoritmus.

Allapodjunk meg abban, hogy a tovabbiak-
ban a felbontéassal kapott 6sszeg legalabb kéttagu
legyen, az 6sszeg tagjainak szamét ezen felbon-
tds hosszanak nevezziik, s két felbontast azo-
nosnak tekintlink, ha azok csak az dsszeadan-
dok sorrendjében térnek el egymastdl. A fel-
bontandé adott pozitiv egész szamot mindig n-
nel, az n legnagyobb pératlan osztéjat n*-gal,
az n pozitiv osztéinak szamét d(n)-nel, az n 6sz-
szes kiilonbozd felbontasainak szamét az elsd és
masodik médnal rendre f(n)-nel, illetve g(n)-nel,
s az i-edik felbontés hosszéat h;-vel jeldljiik, ahol
az elsé médnél 1 <i<f(n), illetve a méasodiknél
1 <i<g(n) all fenn.

Az elsé felbontasi médnal az adott n po-
zitiv egész szamot egymast kovetd pozitiv egész
szamok Osszegeként kivanjuk felirni. Ezt egy
heurisztikus eljaras bemutatasaval kezdjiik, ahol
a keresett legaldbb kéttagu Osszeg elsé tagjaként
rendre az l-et, a 2-t, s végll péaros n-re az

-t va-

(%—1) -et, illetve paratlan n-re az n-

lasztva felirunk egymast kovet§ pozitiv egész
szamokbdl all6 dsszegeket, majd kozulik ossze-
gyljtjuk azokat, amelyek eredménye pontosan
az adott n-nel egyenld, s a tobbi Gsszeget mind
elvetjiik. Ezen haditerv alapjan vagjunk bele az
els6 otven porzitiv egész szdm felbontasainak
megkeresésébe.

1 —
2
3=1+2
4 —
5=2+3
6=1+2+3
7=3+4
8 —
_|2+3+4
£+5
10=1+2+3+4
11=5+6
12=3+4+5
13=6+7
14=2+3+4+5
1+2+3+4+5
15=44+5+6
7+8
16 —
17=8+9
_[3+4+5+6
_{5+6+7
19=9+10
20=2+3+4+5+6
1+2+3+4+5+6
21=46+7+8
10+11
22=4+5+6+7
23=11+12
24=7+8+9
_[3+4+5+6+7
{12+13

MOZAIK KIADO



A MATEMATIKA TANITASA

2013. november

26=5+6+7+8
2+3+4+5+6+7

27=48+9+10
13+14

28=1+2+3+4+5+6+7

29=14+15
4+5+6+7+8

30=46+7+8+9
9+10+11

31=15+16

32 —

3 _{3+4+5+6+7+8
10+11+12

34=7+8+9+10
2+3+4+5+6+7+8

35=45+6+7+8+9
17+18

3 [1+2+3+4+5+6+7+8

_{11+12+13
37=18+19

38=8+9+10+11
3 ‘r+5+6+7+8+9

12+13+14
40=6+7+8+9+10
41=20+21
42=9+10+11+12
43=21+22
44=2+3+4+5+6+7+8+9
1+2+3+4+5+6+7+8+9
5+6+7+8+9+10
45=7+8+9+10+11
14+15+16
22+ 23
46=10+11+12+13
47=23+24
48=15+16+17
49:{4+5+6+7+8+9+10
24 + 25
_[8+9+10+11+12
_{11+12+13+14

A felbontasok elvégzése kozben egyrészt
megtapasztalhattuk, hogy ez az eljaras nem elég
hatékony, masrészt az 1 nyilvanvaléan nem jo-
het széba, de kialakulhat az a sejtéstink is, mi-
szerint a 2 pozitiv egész kitevSs hatvanyai sem
irhaték fel legalabb két egymaést kovetS pozitiv
egész szam Osszegeként. Ennek a sejtésnek az
igazolédsdhoz legyenek m és k pozitiv egész
szdmok ugy, hogy n=2! (0<teZ) esetén
2t=m+(m+1)+..+ (m+k) teljesiliobn, ahon-
nan 2t*1=(2m+k)(k+1) adédik, s igy t>0
miatt a jobb oldali szorzat mindkét tényezdje
paros lenne. Ez viszont soha nem teljestilhet,
minthogy péros k-ra a k+ 1, mig paratlan k-ra
a 2m + k tényezd pératlan. Tehat n=2f (0<teZ)
esetén az n sosem irhato fel legalabb két egy-
mast kdvetd pozitiv egész szam Osszegeként. Ez
az dllitas logikailag egyenértékd azzal, hogy ha
egy pozitiv egész szamnak van ilyen felbontésa,
akkor ez a szdm nem lehet 2-nek a hatvanya
([4] 19. oldal, [1] 99. oldal).

A masodik felbontasi eljarashoz az n=m +
+(m+1)+ ...+ (m+ k) egyenletet fogjuk adott
n >3 és rogzitett k>0 egész szamok esetén m-
re megoldani. Példaul n=45 esetén az alabbi
keresés vezet célba.

k=1=m=(45-1):2=22>
=45=22+23

k=2=>m=[45-(1+2)]:3=14=
=45=14+15+16

k=3=m=[45-(1+2+3)]:4=39/4 =
= nem lehet

k=4—=m=[45-(1+2+3+4)]:5=7=
=45=7+8+9+10+11

k=5=
>m=[45-(1+2+3+4+5)]:6=5=
=45=5+6+7+8+9+10

k=6=
=>m=[45-(1+2+3+4+5+6)]:7=
= 24/7 = nem lehet

k=7=
=>m=[45-(1+2+3+4+5+6+7)]:8=
=17/8 = nem lehet
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k=8=
=>m=[45-(1+2+3+4+5+6+7+8)]:9=
=1=45=1+2+3+4+5+6+7+8+9

S minthogy k > 9 esetén méar m < 0 adddik,
ezért ez az eljaréds véges lépésbdl all, jollehet
tobb olyan lépést is tartalmaz, ami nem vezet
megoldasra. Az n névekedésével az ilyen feles-
leges 1épések szama egyre tobb lesz, tehat ez az
eljaras sem elég hatékony.

A  harmadik eljardshoz tekintsik az
n=m+(m+1)+ ..+ (m+k) el6allitasb6l ado-
dé (2m +k)(k + 1) = 2n diofantikus egyenletet,
amit adott n > 3 egész szam esetén k-ra és m-re
kivanunk megoldani. Példaként ismét n = 45-6t
vélasztva a keresés az alébbi esetekbdl 4ll.

loeset: k+1=2 , 2m+k=45 R
k=19  m=22
=45=22+23
2.eset: k+1=3 , 2m+k=230
es =
k=2 m=14
=45=14+15+16
3.eset: k+1=5  2m+k=18
es
k=4 m=17
=45=7+8+9+10+11
4. eset: k+1=6 , 2m+k=15
és
k=5 m=5
=45=5+6+7+8+9+10
S.eset: k+1=9 | Z2m+k=10
k=8%  m=1
=45=1+2+3+4+5+6+
+7+8+9

Ezutén k+1€{10, 15, 18, 30} esetén mar
m <0 adédik, ezért ez az eljaras is véges, s jol-
lehet nem tartalmaz megoldast nem adé 1épé-
seket, de nagyobb n-re egyre hosszadalmasab-
ba valik.

Mindezek utan ratériink egy sokkal hatéko-
nyabb felbontési eljaras bemutataséara, amihez
az eddigiek alapjan nem kell foglalkoznunk a 2
hatvanyaival. Ekkor mindig léteznek r és s pozi-

tiv egész szamok ugy, hogy n felirhaté r(2s + 1)
alakban, ahol 2s+1 az n egyik 3-nal nem ki-
sebb pératlan osztéja. Vizsgéljuk meg kilon-
kiilén az r > s és az r < s eseteket.

Ha r>s, akkor az n=r(2s+1) alakbdl
n=(r+..+r)+r+(r+...+r), ahol a kozépss

S S
tagot véltozatlanul hagyva és a ra szimmetriku-
sakbdl ugyanannyit levonva, illetve hozzadadva
n=(r-s)+.+r-1D+r+(r+1)+...+(r+s)
adédik, ami az n-nek egy 2s + 1 hosszisagu fel-
bontasa egymast kdvetd porzitiv egész szamokra.
Ha viszont r<s, akkor az n=r(2s+1)=r[s+(s+1)]
alakbdl n=s+...+s+(s+1)+...+(s+1), ahol
ST s

a kozépsS két tagot véltozatlanul hagyva és
a rajuk szimmetrikusakbdl ugyanannyit levonva,
illetve hozzdadva n=[s—(r—1)]+...+(s—1) +
+s+(s+1)+(s+2)+...+ (s+r) kaphatd, ami
az n-nek egy 2r hosszlisagu felbontasa egymast
kovetd porzitiv egész szamokra ([4] 20. oldal,
[1] 100. oldal).

Ha tehét n nem 2 hatvanya, akkor az eléb-
biek szerint egy minden esetben gyorsan célra
vezet§ algoritmus birtokaba jutottunk. Ehhez az
n-et r(2s + 1) alakba irjuk, ahol a méasodik té-
nyez8 n-nek egy 3-nadl nem Kkisebb pératlan
oszt6ja. Ezutdn az r > s vagy az r < s esetek va-
lamelyike alapjén el@éllithatjuk az n egyik fel-
bontasat. S ha ez a méasodik tényezd befutja az
n-nek a 3-nél nem kisebb péaratlan osztéit, ak-
kor minden esetben egy-egy UGjabb felbontast
kapunk. Ezaltal az n ésszes kiildénbézd felbonté-
sainak szdma egyenl$ az n 3-nal nem kisebb
paratlan osztéinak, vagyis az n legnagyobb pa-
ratlan osztéja 1-t6l kilénbozE osztdinak szama-
val: f(n) =d(n*) — 1. Tehét ez az algoritmus egy
adott n pozitiv egész szam esetén a kovetkezd:
n-nek eldéllitjuk a primtényezds felbontasat,
amibdl meghatarozzuk az n*-gal jelolt legna-
gyobb pératlan osztdjat, ezéltal az n kilonbozs
felbontésainak szaméat, majd az n=r(2s+1)
alakhoz n*-nak 1-nél nagyobb osztéit a 2s + 1
tényezGvel befuttatjuk, s végiil az r és s kozotti
nagysagi viszonynak megfelelen felirjuk az n
felbontésat egymast kovetS pozitiv egész sza-
mokra ([1] 100-101. oldal, [4] 20. oldal).
Mindezt az alabbi két példan mutatjuk be.
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1. példa: n=2080=25.5-13
n*=5.13=65
f(2080) =d(65)-1=4-1=3

32.65=32-(2-32+19)=1+2+...+64
2080=:160-13=160:(2-6+1) =154 +155 +... + 166
416-5=416-(2-2+1)=414+415+...+ 418

n=16704=26.32.29
n*=32.29 =261
f(16704) = d(261) ~1=6-1=5

2. példa:

64-261=64-(2-130+1)=67+...+1%
192.87=192-(2-43+1)=149+...+ 235
16704 =4576-29=576-(2-14+1) =562 + ...+ 590
1856-9=1856-(2-4+1)=1852 + ...+ 1860
5568-3 =5568-(2-1+1)=5567 +...+ 5569

Tovéabbi sejtések megfogalmazésa végett te-
kintsiik at még egyszer az elsé 6tven pozitiv
egész szam felbontésait.

Eszrevehets, hogy a 2-vel szorzas nem vél-
toztatja meg a felbontasok szamét. Ez az éllitas
valéban éltaldnosan igaz, mivel n-nek és 2n-
nek ugyanaz a legnagyobb pératlan osztdja:
f(2n) = d(n*) =1 = f(n).

Béarmely pératlan primszamnak pontosan
egy felbontasa van: ha ugyanis n > 2 prim, ak-
kor n* =n miatt f(n)=d(n)—1=2-1=1. Ez
az egyetlen felbontds n=2m+1 (0<meZ)
esetétn m+ (m+1) alaki. S minthogy 2-vel
szorzaskor a felbontasok szdma nem vaéltozik,
ezért a 2Zn=4m+2 és 4n=8m + 4 egész sza-
mok egyetlen felbontédsa rendre az (m-1)+
+m+(m+1)+(m+2) iletve az (m-3)+
+m-2)+m-1)+m+(m+1)+(m+2)+
+(m+3)+ (m+4) bsszeg, ahol m>1, illetve
m > 3 értendd. Ha viszont az n=2m + 1 prim-
szamnak a 3-szoroséat vagy az 5-szOrOsét te-
kintjik, akkor mar harom kiilénbozé felbontés
adédik:

(Bm+1)+(3m+2)
3n=6m4+3=2m+(2m+1)+(2m+2)

(Mm=2)+(m-1)+m+(m+1)+
+(m+2)+(m+3)

ahol m > 2, valamint m > 4 esetén

hy = 64
h2=13

h3=5

h =128

h2=87

hy =29

h4=9

h5=3
(5m+2)+(5m+3)

2m-1)+2m+(2m+1)+
5n=10m+5=4+(2m+2)+(2m+ 3)

m-4)+..+m+..+
+(m+4)+(m+D5)

Az n=2m+1 >3 primszdmot mas pozitiv
egész szamokkal megszorozva hasonléképpen
rakhatok ki a felbontésok, de ennek elvégzését
mar éatengedjik az olvasonak. Itt jegyezziik
meg, hogy ha n=2m+1 (0 <m €Z) dsszetett
szam, akkor az m+ (m + 1) alaka felbontason
til még tovabbiak is léteznek: az elsé 6tven po-
zitiv egész szémra adott felbontasainkbdl erre
példaként ne{9, 15, 21, 25, 27, 33, 35, 39,
45, 49} lehet.

Példaink alapjan a felbontasok szama 1 és 5
kozott van, de barmely ¢ > 2 egész szam esetén
létezik olyan n pozitiv egész szam, amelyre
f(n) =c teljesil. Ennek igazolédsdhoz legyen
n = p¢, ahol p paratlan prim, s igy n* = n miatt
fin)=d(p¢) —1=(c+1)-1=c adédik ([4] 21.
oldal).

Egy pozitiv egész szam legalabb kéttagl 6sz-
szegre bontasanak masodik médjaban az 6sz-
szeadandok egymast kovetS pératlan szamok
([3] 107-114. oldal). Erre példaként tekintsiik
ismét az els§ Otven pozitiv egész szam aldbbi
felbontésait.
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1 —

2 __

3 —

4=1+3

5

6 —

7

8=3+5

9=1+3+5

10 —

11 —

12=5+7

13 —

14 —

15=3+5+7

16:{1+3+5+7
7+9

17 —

18 —

19 —

20=9+11

21=5+7+9

22 —

23 —
3+5+7+9

_{11+13

25=1+3+5+7+9

26 —

27=7+9+11

28=13+15

29 —

30 —

31 —

32_{5+7+9+11
15+17

33=9+11+13
34 —
35=3+5+7+9+11
1+3+5+7+9+11
_{17+19

37 —
38 —
39=11+13+15
40:{7+9+11+13

19+21

41 —

42 —

43 —

44 =21+23
5+7+9+11+13

_{13+15+17

46 —

47 —
3+5+7+9+11+13

48=<9+11+13+15
23+25

49=1+3+5+7+9+11+13
50 —

Példainkbdl észrevehetd, hogy ha n pérat-
lan prim, akkor n és 2n koézil egyik sem johet
szbba, viszont 4n=2(2n)-re méar addédik egy
(2n—=1) +(2n+1) alaka felbontds. S ha az n
paratlan szdmnak legalabb két nem feltétlentl
kiilléonbdzd osztéja van, akkor n-nek létezik, de
2n-nek nincs ilyen felbontésa.

Az els6 modnél leirt heurisztikus és dio-
fantikus elgondolasokat atugorva most azonnal
az &ltalédnos algoritmus kovetkezik. Az adott n
pozitiv egész szamnak egymaést kovetd paratlan
szamokra torténd, legalabb kéttagl felbontasa
pontosan akkor lehetséges, ha n=ab alakba
irhaté, ahol a és b azonos paritdsi egész
szamok és 1<a<b teljesil ([3] 109. oldal).
Ekkor ugyanis 1+3+...+(2a—1)=a? miatt

MOZAIK KIADO 7
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n=ab=(ab-a?)+a?=ab-a)+[1+3+..+
+(2a-1)]=(b-a+1)+b-a+3)+..+
+ [(b—a)+(2a-1)], ami az n-nek egy a>1
hosszisagu felbontédsa egymast kdvets pératlan
szamok Gsszegére.

A kiilénbozé felbontasok szamanak éltalanos
meghatarozasahoz tekintsik az n= pil ptZZ...pfj
primtényezGs felbontést, ahol p; <ps <...<pj
primszamok, 0 <k €Z és barmely i e {1, 2, ..., k}-
ra 0 <t; €Z, péaratlan n-re minden p; paratlan,
mig paros n-re p; = 2 teljestil, tovabba négyzet-
szamra minden t; paros és nem négyzetszamra
legalabb egy t; paratlan. Ekkor az n osztéinak
szama d(n) = (t; + 1)(t; + 1)...(t, + 1), ami pa-
ratlan, illetve péaros aszerint, hogy az n négyzet-
szam, vagy nem négyzetszdm. Mindebbdl mér
addédik, hogy a felbontasok szaméanak vizsgélata
négy esetre bomlik ([3] 109-111. oldal).

Ha n pératlan szam, akkor egyrészt n* = n,
masrészt csak az 1 és n szamokbdl all6 osztopar
nem megengedett; ennélfogva nem négyzetszam-

dn)-2 . ) ) .
ra g(n)= o mig négyzetszam esetén
a n-vJn szorzat miatt g(n):%:
=22 adedik.

Ha n péaros szam, akkor n* = p%...p,ik és
d(n*) = (to + 1)...(t, + 1), tovabbé az osztéparok
kozil ki kell hagyni azokat, melyek egyik tagja
az n* valamelyik osztéja, ez a tag ugyanis
pératlan, mig a masik tag paros. Igy nem négy-

zetszamra g(n) = @ —d(n*), illetve négyzet-
szdmra ismét a ~n-</n szorzat miatt
gln) = din+1_ d(n*) kaphato.

Az elébbi képletek alapjan specialis esetként
kénnyen igazolhatd, hogy egyrészt barmely p
primszamra g(p) = 0, masrészt ha n péaratlan prim
és 0<teZ, akkor g(2t- n) =t -1, tovabba pa-
t-1

ros t-re g(2') = é és paratlan t-re g(2') = 5

Egy adott n pozitiv egész szamra ezen fel-
bontas algoritmusa a kévetkezd: elallitjuk az n
primtényez8s felbontéséat, meghatarozzuk a fel-
bontasok g(n) szamaét, megkeressiik az n egyez§
paritasi azon a és b rendezett osztépérjait, ame-
lyekre n=ab és 1 <a < b teljesil, s végiil felir-
juk a (b—a+1)+(b-a+3)+..+(a+b-1)
alaka keresett felbontést. Erre az aldbbiakban
négy példat mutatunk be aszerint, hogy az
adott pozitiv egész szam pératlan és nem négy-
zetszam, pératlan és négyzetszam, valamint pa-
ros és nem négyzetszam, illetve paros és négy-
zetszam.

1. példa: n péaratlan és nem négyzetszam
n=1197=3%2.7-19
d(1197)=3-2-2=12
d1197)-2 _12-2 _

2 2

abe{l1-1197,3-399,7-171,9-133,
19.63,21-57}

g(1197) = 5

3-399 =397 + 399 + 401 h =13
7-171=165+167+...+177 hy =7
1197 =49-133=125+127+...+141 h3 =9
19-63=45+47+...+81 hy =19
21-57=37+39+...+77 hy =21
2. példa: n pératlan és négyzetszam
n=2025=3%.52=452
d(2025)=5-3=15
4(2025) = d(2025)-1 _15-1 _ 7
2 2
abe{1-2025,3-675,5-405,9 - 225,
15-135,25-81, 27 - 75,45 - 45}
3-675=673+675+677 h=3
5-405=401+403+...+409 hy =5
9.225=217+219+..+233 h3=9
2025=415-135=121+123+...+4149 hy; =15
25-81=57+59+...+105 hs =25
27-75=49+51+...+101 heg =27
45-45=1+3+...+89 h; =45
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3. példa: n paros és nem négyzetszam
n=6776=23.7.112=452
d6776)=4-2-3=24

n*—7.112— 847
d847)=2-3-6
4(6776) = d(6;76) —d(847) = 2—24 _6-6

abe{l-6776,2 3388, 41694, 7 - 968,
8-847,11-616, 14 - 484, 22 - 308, 28 - 242,
44 -154, 56 - 121, 77 - 88}

23388 = 3387 + 3389 hy =2
4.1694 =1691+1693+...+1697 hy, =4

776 | 14484 =471+ 473+ +497 hy =14

" 122.308 =287 +289 +...+ 329 hy =22
28.242=215+217+..+269  hy =28
44.154=111+113 +...+197 he = 44
4. példa: n paros és négyzetszam

n=2704 =2%.132=522

d(2704)=5-3=15

n*=13%2=169

d(169) =3

g(2704) = 927081 _ 4160) - 152+ 1 3.5

abe{1-2704,2-1352,4 - 676, 8 - 338,
13- 208, 16 - 169, 26 - 104, 52 - 52}

2.1352=1351+1353 h=2
4.676=673+675+677+679 hy =4
2704 =48-338=331+333+...+ 345 h3 =8
26-104=79+81+...+129 hy =26
52-52=1+3+..+103 hg =52

Ennél a felbontdsi médnél is igaz, hogy
barmely ¢ > 2 egész szam esetén létezik olyan n
pozitiv egész szam, amelyre g(n) = c teljesiil. Ha
ugyanis p tetsz8leges prim, akkor nem négyzet-
szémot kivanva legyen n =p2c*1 mig négyzet-
szamra n = p2¢. Ekkor p > 2 esetén n pératlan,
p =2 esetén n paros, s az allitds a g(n)-re adott
képletekkel szamolva ellendrizhetd.

Ezzel a bevezetében emlitett két felbontéasi
mod bemutatdsanak végére értiink, s most ab-
ban reménykediink, hogy az olvasé kedvet ka-
pott més felbontasi médok megismeréséhez.
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Osszefoglalé

Egy porzitiv egész szdmnak egymast kdvets po-
zitiv egész, valamint egymast kovetd paratlan
szamok Gsszegére bontéséra ismertetiink altala-
nos algoritmusokat. Egyittal megadjuk a fel-
bonthatdsag feltételét, a felbontasok szamat és
hosszat; mindezt példakkal is bemutatva.

It's how to give general algorithms for writing
a positive integer as a sum of consecutive
positive integers or consecutive odd integers.
The conditions of this type of partitions,
moreover their number and length are shown;
demonstrated by some examples.
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Fulop Zsolt

A tandr el6nye a matematikai indukcio

tanitasa soran

képezi azoknak a matematikai felada-
toknak, probléméknak a vizsgélata,
amelyek megoldasat kettSs latdsmoédban koze-
lithetjik meg: elemi matematikai ismeretekkel,
amelyek a didk rendelkezésére éllnak, illetve
olyan fels6bb matematikai eszkoztarral, amely-
lyel a didk még nem rendelkezik, a f&iskolai
vagy egyetemi képzés része, viszont ezen isme-
retek a tanar rendelkezésére allnak. Ilyen érte-
lemben egy problémat vagy feladatot megkoze-
lithetink , didk-eszkoztérral”, illetve ,tanar-
eszkoztarral”, ugyanakkor beszélhetiink ,,didk-
megoldasrél”, illetve ,tanér-megoldéasrdl” is.
Nagyon sok esetben egy matematikai problé-
maéra a ,tanar-megoldas” gyors vélaszt ad, vi-
szont olyan matematikai eszkoztarat feltételez,
amely nem &ll a didk rendelkezésére, ugyanak-
kor didkjaink szaméra nem is magyarézhatjuk el.
Ebben az esetben a tanéar kidolgozza a ,,didk-
megoldast” is, amely az esetek tobbségében
tobb kreativitast igényel és szebb a ,tanér-
megoldasnal”. A ,didk-megoldast” a didk is
megtaldlhatja vagy 6nélléan, vagy pedig a ta-
nér iranyitdsdval. A matematika tanitdsdban
a tanar elényét a tobblettudasa képezi, amelyet
véltozatos formaban képes kamatoztatni az ok-
tatasi folyamat soréan. A ,tanar-megoldéas” és
,didk-megoldas” kettésségével, illetve a fela-
datok kettés latdsmoédban valé megkozelitésé-
vel talalkozhatunk Szalay Istvan egyik cikkében
is [Szalay, 2011].
Tekintstink példaul egy, a 12. osztalyos tan-
konyvben szerepld feladatot [Kosztolanyi et al,

2006]:

:'ﬁ utatdsi tevékenységem szerves részét

1. feladat: Bizonyitsuk be, hogy:
17|25n+3 4 5n . 3n+2

A ,didk-megoldéas”: A feladat megoldasat
a didkok a teljes indukcié modszerével végzik.
n=1 esetén az allitds igaz, mert 28+5-33=
=23-17.

Tegytk fel, hogy egy n szamra igaz az alli-
tas. Allitjuk, hogy (n + 1)-re is igaz marad, va-
quis 17]25n+8 + 5n+1.3n+3 Alakitsuk 4t az al-
litdsban szerepl§ kifejezést a kbvetkezd médon:

25n+8 4 gn+l.3n+3-32.95n+3 4 15.5n.3nt2 =
=15. (25n+3 +5n. 3n+2) +17- 25n+3.

Ennek az dsszegnek az elsd tagja az induk-
cids feltevés szerint oszthaté 17-tel, a masodik
tagja pedig egy egész szam 17-szerese, ezért
oszthaté 17-tel. Mivel az 6sszeg mindkét tagja
17-tel oszthato, igy az éllitas igaz.

Ugyanerre a feladatra egy lehetséges ,tanér-

megoldas” a kovetkezd:
25=15 (mod 17),
tehét

251 = 15" (mod 17),
amelybdl kovetkezik, hogy

25n+3 +5n. 3n+2 =25n 3 23 +15n. 32 =
=17-15"=0 (mod 17).

A ,tanar-megoldéas” feltételezi a maradék-
osztalyok fogalméanak ismeretét, amellyel a ko-
zépiskolas didkok nem rendelkeznek (itt termé-
szetesen nem a specidlis matematika osztalyok
didkjaira gondolok). Felvetédik a kérdés, hogy
ebben az esetben milyen forméaban jelent elényt
a tanari tobblettudas, ha azt a didkkal nem tud-
juk kozolni, ugyanakkor létezik egy olyan ,,diak-
megoldas”, amely kénnyen tanithaté. Nagyon
sok matematikatanar szakot végzett hallgatd vé-
lekedik Ggy, hogy az egyetemen szerzett tobb-
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lettudasnak a tanari munkajaban kevés hasznét
latia, legfeljebb a matematikai gondolkodés-
moddjanak kialakitdsaban, illetve a sajat 1at6ko-
rének szélesitésében jatszik szerepet. A tanari
tobblettudas viszont nemcsak konkrét feladatok
megoldasaban nyujt segitséget, hanem a didk
szaméra Ujnak tdnd feladatok megalkotasaban
is. A tanar éaltaldban tankényvbdl vagy feladat-
gyljteménybdl vélogat feladatokat oktaté mun-
kajahoz, viszont a tanari munka része lehet az
olyan feladatok vagy feladatcsalddok megalko-
tasa, amelyek a feladatgydjteményekben eset-
leg nem talalhatok. Ebben az esetben a tanar
6nalld, kreativ munkaban hasznosithatja a sajat
tobblettudaséat, és az Gjonnan alkotott feladato-
kat a tanérakon KkitGzheti, ahol , didk-mddszerrel”
oldjak meg.

A tovabbiakban bemutatjuk, hogy milyen
moédon alkothat a tanar az 1. feladathoz ha-
sonlo feladatokat. A tanari tobblettudés segitsé-
gével beléthatd, hogy:

52=2=2%.3 (mod 23), (1)
tehét
52n=92n=24n. 31 (mod 23). (2)

Célunk keresni olyan a, b és ¢ szamokat,
melyekre érvényes, hogy a+ b +c=0 (mod 23),
mivel ebben az esetben

a-52+bp-2n+c-24n.3n=
=(a+b+c)-2"=0 (mod 23).

Minden ilyen szdmharmas megtalalasa egy
Gjabb feladat megfogalmazaséaval egyenértéki.
Példaként tekintsiik a kovetkezdket:

a=5b=4,c=12
23|52n+1 4 9n+2 4 9dn+2 . 3n+1
a=1,b=1,¢c=21
23|52n+2n+7,24n,3n+1
a=3,b=16,c=4
23|3‘52n+2n+4+24n+243n

Tovéabbi feladatokhoz jutunk, ha a (2) kife-
jezésben a kitevét véltoztatjuk, példaul:

52(n-1) = 2n-1= 24(n-1). 30-1 (mod 23).

Ebben az esetben paramétereknek az a = 5,
b =4, c =12 értékeket adva adédik, hogy

23|52n-14 g9n+14 94n-2 3n,

Tehat egy alapotletbdl kiindulva, melyet je-
len esetben az (1) 6sszefliggés jelent, a tanér ké-
pes megalkotni egy olyan feladatot, amelyben
az a, b és ¢ paraméterek szerepelnek. Ezeknek
a paramétereknek konkrét értékeket adva egy
feladatcsalad keletkezik. Lathattuk, hogy a fel-
adatcsaladot tovabb szélesithetjiik azéltal, hogy
a (2) kifejezésben a hatvanykitevét valtoztatjuk.

Minden, az (1) &sszefliggéshez hasonld, ma-
radékosztalyokkal kapcsolatos Gsszefliggés egy
Ujabb feladatcsaladot jelent. Az olvaséra bizzuk
olyan feladatcsaladok megalkotésat, amelyek
alapjat a kovetkez§ dsszefiiggések képezik:

1) 23=33 (mod 19)
2) 11 =122 (mod 133)
3) 27=32.5% (mod 23)

A kovetkez8kben tekintsiink egy romaniai
kozépiskolas feladatgydjteményben szerepld fel-
adatot [Nicolescu, 1990].

2. feladat: Bizonyitsuk be, hogy bdrmely n >1
esetén:

st
a5 met ot

A tanér-megoldas”: a tanar viszonylag
konnyen bizonyithatja az dsszefliggéseket de-
duktiv aton. Az (1 +i)" kifejezést trigonometri-
kus alakba irva, majd alkalmazva a Moivre-
képletet kapjuk, hogy

i =[5 (cosZ +i-sinZ| =
(1+1) —[\/5 (cos4+1 sm4ﬂ

n
=22 (cos%ﬂ'-sin%j. (3)
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Ugyanakkor a binomidlis tétel alkalmazaséa-
val és a tagok megfelel§ csoportositdsaval adé-

" e
R S

A (3) és (4) osszefuggések barmely n €N,
n > 1 esetén érvényesek. A valds és az imagina-
rius részeket egyenlévé téve adédik, hogy

ﬁD_Cg+C3_C3+N”=23ﬁ%ﬂ£? 5
B pJeeatont o

A ,didk-megoldas”: a didk a teljes indukci6é
modszerével igazolhatja a fenti 6sszefliggéseket.
A viszonylag bonyolult szadmitasok soran alkal-
mazza, ,,mikodteti” kombinatorikai és trigono-
metriai 6sszefliggésekkel kapcsolatos ismereteit.

n=1 esetén mindkét osszefliggés igaz, mi-

vel
1 1
1 = 1 =
(0)222 -cos% és {J=22 -sin%.

Tegytik fel, hogy egy n szamra igazak az (5)
és (6) allitasok. Allitjuk, hogy (n + 1)-re is igaz
marad mindkét osszefiiggés. Tekintsiik bizonyi-
tandé allitasként az (5) dsszefliggést (n + 1)-re:

n+1 n+1 n+1 n+1
- + - +
(o208
n+l
_0 2 oMt T
4

e
(o)) () -
-G

n n

> nmT .5 . NT
=22 .cos———-22 .sin——=
4 4

A fenti levezetésben felhasznéaltuk az induk-
ci6s feltevést, vagyis azt, hogy egy n szamra
igazak az (5) és (6) allitasok.

A (6) dsszeflggés ,,didk-mddszerrel” torténd
igazolésa a fentiekhez hasonléan oldhaté meg.

A ,tanar-megoldas” dgy is tekinthetd, mint
egy feladatot alkoté moédszer, vagyis a tanar
kiindulva az (1 + )" kifejezés kétféle felirasabdl,
levezeti a 2. feladatban bizonyitandé 6sszeftig-
géseket, majd a didkok szdméra Kkitlzi egy
olyan bizonyitési feladatként, amelyet a teljes
indukcié maodszerével lehet megoldani. Ugyan-
akkor a ,tanar-megoldés” gondolatmenetét to-
vébbfejlesztve UGjabb feladatokhoz juthatunk,
ezéltal létrehozva egy masik feladatcsaladot.
Tekintstik példaul a kovetkezs dsszefliggéseket:

ﬁg+ﬁg+€3+ﬂ3+mzzml 4
DG w

A (7) és (5) osszefliggéseket Gsszeadva, il-
letve kivonva, valamint a (8) és (6) Osszefliggé-
seket dsszeadva, illetve kivonva Gjabb felada-
tokhoz juthatunk.

3. feladat: Bizonyitsuk be, hogy barmely n >1

esetén:
LM IaN _1 [22cos+2" 1]
4)\8) "2 4
) (3)+(2)+[n) =3 (P2
[22 sin——+ 2" 1]
4
4+ on- IJ

Qo
— 3
N—
+
oS
N—
+
© >
N—
+
—

"2

o
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A binomidlis tételt alkalmazva az (1 + g)"
felbontaséra (i=1, 2, 3), ahol g, &, illetve &
a harmadik egységgyokoket jelentik, majd fel-
hasznélva az egységgyokok kozotti dsszefliggé-
seket (a szamitasok részletes elvégzését az olva-
séra bizzuk) a tanéar a kovetkezd feladatokat al-
kothatja meg.

4. feladat: Bizonyitsuk be, hogy barmely n >1
esetén:

[ ety
R
e

A kovetkezd feladat megtalalhaté tankonyv-
ben [Kosztolanyi et al., 2006], illetve feladat-
gydjteményben [Gerdcs et al., 2005].

wh—t

C,\J\r—a

5. feladat: Bizonyitsuk be a kbvetkezd egyen-
I6tlenséget barmely n pozitiv egész szamra:

1 1

R AR ST

A feladatban szereplé egyenlétlenséget lehet
teljes indukcidval igazolni, de sokkal egyszertibb
modszer is létezik. Az egyenlbtlenség bal olda-
lanak minden tagjat, azaz n darabot helyettesit-
stk a legkisebbel, vagyis az utolséval, igy a ko-
vetkez§ Osszefliggéshez jutunk:

T e

Prébéljunk meg egy olyan nehezebb fel-
adatot alkotni, amely esetében nem létezik
ennyire egyszerd moddszer a teljes indukcid

moédszerének az elkertilésére. Tekintsik a ko-
vetkez8 abrat, amely az f(x)=i fliggvény
Jx

grafikonjanak egy részletét tartalmazza.

flx)4
2-.
1-.
1 2 3 n n+1 ;C
1. dbra
Az LJF +L Osszeg a fliggvény grafi-

konja alatti, az x =1 és x = n abszcisszaji pon-
tok kozott 1évs téglalapok tertileteinek Gsszegét
jelenti, ezért érvényes a kovetkezd Gsszefliiggés:

1 1 %1
— 4.t =< [=dx=2-/n-2
N AR

amelyet atrendezve kapjuk, hogy:

1 1
1+—+..+——<2-Jn-1
NN
minden n > 2 esetén.

A kovetkezdkben tekintsiik azokat az x =1
és x=n+1 abszcisszdji pontok kozott lévd
téglalapokat, amelyek a fliggvény grafikonjat
a belsejliikben tartalmazzak. Ezeknek a téglala-

1 1
oknak a teriletdsszege 1+ —= +...+ ——, tehét
p 18] \/E \/;

érvényes a kovetkezd dsszefliggés:

n+1

1 1 1
—dx=2-Vn+1-2<1l+—+...+—.
J = N AR

Az eddigieket Osszefoglalva a tanér a kovet-
kezd feladatot tlizheti ki a didkok szamara:

6. feladat: Bizonyitsuk be a kévetkezd egyen-
[6tlenségeket bdarmely n >2 természetes szdm-
ra:

2~(«/n?—1)<1+%+%+...+%<2~\/;.
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A 6. feladat ,didk-megoldasa” a teljes in-
dukcié alkalmazéasaval torténhet. ,Tanar-meg-
oldasnak” tekinthet$ az el6zéekben ismertetett
levezetés, amelynek segitségével eljutottunk az
egyenlétlenséghez. Ebben az esetben is érvényes,
hogy a ,tanéar-megoldas” valéjdban egy 4j fel-
adatcsalad megalkotésat jelenti, ugyanis az f(x)
flilggvényt véltoztatva és az el6z6 gondolatme-
netet alkalmazva olyan egyenlétlenségekhez
juthatunk, amelyeket a tanér a tanéran kitizhet,
a didk pedig a teljes indukcié alkalmazéséaval
megoldja. Tekintsiink néhéany feladatot ebbdl
a feladatcsaladbdl.

1) f(x) =i2 vélasztassal adédik:

1 1 1 2-n-1
1+ S5+=+...+—=5<

22 32 n’ n

barmely n > 2 esetén.
1 . Ly
2) f(x)= — vélasztéssal adédik:
X

1+i+i+ +i<3.n—2_1
23 3 7 2.2

barmely n > 2 esetén.

3) f(x) = x3 vélasztassal adodik:

nt-1
4

barmely n > 2 esetén.

4
<13+23+33+...+n3<M

A fenti egyenlétlenségek levezetését, illetve
hasonlé feladatok megalkotésat az olvaséra biz-
zuk.

Tekintstik a kovetkezé roméniai feladatgyj-
teményben taldlhaté feladatot [Cosnita et al,
1989]:

7. feladat: Bizonyitsuk be, hogy bdrmely
0 <a<bésn =2, egész esetén érvényes, hogy
n-(b-a)-a"l<b"—ag'<n-(b-a) b1

A ,didk-megoldas”: a teljes indukcié méd-
szerét alkalmazzuk.

n=2 esetén az llités igaz, mert 2- (b—a) - a<
<b2-g2<2-(b-a)-b a 0<a<b feltétel ér-
telmében.

Tegyk fel, hogy egy n szamra igaz az alli-
tas. Allitjuk, hogy (n + 1)-re is igaz marad, va-
gyis

(n+1)- (b_a),an<bn+1_an+1<
<(n+1)-(b—a)-b"

A bal oldali egyenlétlenséget igazoljuk, a jobb
oldali egyenlétlenség igazoladsa hasonléan tor-
ténik.

(n+1)-(b-a)-a*=
=n-(b—q)-a"l-a+(b-a)-a"<
<(b"-a")-a+(b-a) -a"<
<b-(b"—a")+(b—a) .gh=pntl_gn+l

A tanar-megoldéas”: tekintsiik az f(x)=x"
fliggvényt, és az [a; b] = R intervallumot. Mivel
az f(x) fuggvény folytonos a véges és zart [a; b]
intervallumon és differencialhaté az ]a; b[ inter-
vallumon, ezért a Lagrange-tétel értelmében

létezik c €]a; b[ Ggy, hogy f'(c)= f(blj—f(a)7
—-a
2 .. . n-1 bn — an .
amelybdl kovetkezik az n-c = Bsz-
-a

szefiiggés. Ugyanakkor a<c<b miatt a"~ 1<
<cl<pn-l fgy adédnak a kévetkezd
egyenlGtlenségek:

n__n
<l~—b 9 pnl

n b-a

an—l

A kettds egyenlétlenség minden tagjat a po-
zitiv n - (b — a)-val szorozva adédik a 7. feladat
allitasa.

A feladat ,tandr-megoldasanal” felhasznalt
gondolatmenetet kovetve, valamint az f(x) figg-
vényt véltoztatva a tanar képes hasonlé felada-
tok megalkotasara. Példaul az f(x) =sin(n - x)
folytonos egy tetszéleges [a; b] intervallumon és
differencidlhaté az ]a; b[ intervallumon, ezért
a Lagrange-tétel értelmében létezik c €la; b[

ugy, hogy:

n-cos(n- c) = sin(n'~ b) - s%n(n . a)'
sinb —sina
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Az a =0 és 0 < b véalasztassal kapjuk, hogy:

|sin(n~b)|=|n~cos(n-c)-sinb|=
:n4|cos(n4c)|~|sinb| Sn-‘sinb|

Tehét a tanar kijelolheti a kdvetkezé felada-
tot:

8. feladat: Bizonyitsuk be, hogy bdarmely n e N
esetén érvényes, hogy:

|sin(n-x)|£n~|sinx|.

A feladat megalkotdsanak gondolatmenete
egyben a feladat ,tanar-megoldéaséaval” egyen-
értékd, a ,,didk-megoldas” a teljes indukcié mod-
szerével torténik.

n =1 esetén az éllitas igaz, mert

|sinx|£1~|sinx|.

Tegytik fel, hogy egy n szamra igaz az alli-
tés. Allitjuk, hogy (n + 1)-re is igaz marad, va-
qyis

|sin(n+1) -x|£(n+1)-|sinx|.

A bizonyitadshoz a kozépiskolédban tanult tri-
gonometrikus osszefliggéseket és az indukcids
feltevést alkalmazzuk.

|sin(n+1) - x| =
:|sin(n-x)-cosx+cos(n~x)-sinx|£
S|sin(n-x)~cosx|+|cos(n~x)-sinx|£
S|sin(n~x)|+|sinx|£|n~sinx|+|sinx|=
=(n+1)- |sinx|

A tanari megoldasok és gondolatmenetek
hasznosak Uj feladatok alkotésa céljabdl, viszont
bizonyos esetekben ezekkel évatosan kell ban-
ni. Kovécs Béla egy cikkében [Kovécs, 2011]
ramutatott a matematikai indukcié buktatéira,
illetve kiemelte, hogy nem mindig a matemati-
kai indukcié a legkdnnyebb Ut egy bizonyitési
feladat megoldaséara. A tovabbiakban fontosnak
tartanank azt is hangstlyozni, hogy a tanar altal
alkotott és a tanéran kijelolt feladat mindig

tokat, az a legcélszerlibb, hogy a matematikai
indukcié legyen a legegyszerdbb (pontosabban
a didk szamara a legkézenfekvébb) mobdszer
a feladat megoldéasara, még akkor is, ha esetleg
léteznek mas médszerek. Mindenképpen kertilni
kell az olyan csapdékat, hogy a tanar a sajét
eszkoztardval megalkot egy feladatot, melyre
esetleg nem létezik ,didk-megoldas”, vagy ha
létezik is, akkor nagyon bonyolult. Tekintsiik
példaul a kovetkezd ,tanar-médszerrel” alkotott
feladatot.
Legyenek az x"—-1=0 egyenlet gyokei
2. (k-1)rm 2. (k-1)rm ahol

+i-sin ,
n n

X) = COS

k=1;2;..;n. A gyoktényezss felbontas alkal-
mazéséaval:

x"—1=(x—1)-(x—cosg—ﬂ—i-sinz—nj-...-

n n
( 2-n-1)-m , . 2-(n—1)~ﬂj
|x-cos=——— " —j.sin=— =

n n

x-1 n n

2'(n_1).ﬂ—i-sinz'(n_l)'ﬂj
n n '

x" -1 [ 2. .2-7rj
=|x—-cos———i-sin——|-...-

-(x—cos

Vegytik még figyelembe, hogy

x"-1_
x-1

n-2

x" 1y x

+..+x+1.

Az utébbi két egyenl@ség jobb oldalait egyen-
18vé téve és az x =1 helyettesitést alkalmazva
kapjuk, hogy

( 2. . . 2~7rj
n=|1-cos———i-sin——|-...-
n n

(l—cos—z.(n_l)'”—i-sin—zl(n_l).ﬂj,
n n

amelybdl a Moivre-képlet és a megfeleld trigo-
nometrikus azonossagok alkalmazésa utan adé-
dik a

olyan legyen, hogy azt ,didk-médszerrel” is meg . 7 o1 2. sin 3-n sin (n-1)-7 _ n
lehessen oldani. Ugyanakkor, ha a tanar a ma- n n n n o1
tematikai indukcié begyakorlaséra tiz ki felada- dsszefiiggés.
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Tehét a tanér a sajat eszkozeivel levezet egy
Osszefliggést, melyet a didkoknak a kovetkezs-
képpen jelolhetne ki:

9. feladat: Bizonyitsuk be a kévetkezd éssze-
fuiggést:

. T . 2w . 3«1 . (n-1)-7 n
sin—-sin——-sin——-....sin————=——
n n n n n

aholn >2.

A feladat kitdzésének a hibaja, hogy a didk
a matematikai indukcié segitségével nem tudja
bizonyitani, tehat értelmetlennek tinik KkitGzni
a feladatot, még akkor is, ha a ,tanar-eszkoztar”
alkalmas arra, hogy egy ilyen feladatot a tanér
megalkosson. Ennek ellenére a feladat nem telje-
sen érdektelen. Pélya Gyérgy a matematikai in-
dukcié technikjanak ismertetése soran szamos
példan keresztiil mutatja be, hogy miként jutha-
tunk el induktiv Gton egy sejtés megfogalmaza-
sahoz, amelyet késébb teljes indukciéval bizonyi-
tunk [Pdlya, 1988]. Ugyanakkor a 9. feladat ki-
tlizése helyett a tanér kijelolhet egy olyan felada-
tot, hogy prébaljunk sejtéseket megfogalmazni

.t . 2w . 3«1 . n-1)-7
a sin—-sin——-sin—-—-...-sin——— szor-

n n n n

zatra vonatkozéan, majd a didkazn=2, 3, ..., 10
esetek vizsgalataval (trigonometriai és geomet-
riai ismeretekre tdmaszkodva) helyesen fogal-
mazhat meg sejtéseket induktiv Gton, tehat a di-
ak gyakorolhatia az induktiv sejtés megfogal-
mazéasanak technikdjat, ez pedig hasznos még
akkor is, ha a sejtés helyességét nem tudja iga-
zolni. A jelen irdsban bemutatott feladatok tobb-
ségébdl az is kittinik, hogy a tanari eszkoztar al-
kalmas arra, hogy a tanar deduktiv Gton &ssze-
fliggéseket vezessen le, amelyeket a didk teljes
indukciéval bizonyit, ebben az esetben a didk
csak a demonstrativ fazisban vesz részt.

Jelen irés célja ravilagitani azokra az el§-
nyokre, amit a tanari tébblettudéas jelent a ma-
tematikai indukci6é tanitdsa sordn. Amint lat-
hattuk, a tanéari eszkoztar bésége lehetévé teszi
a tanar szdméra olyan megoldéasi médszerek al-

kalmazasat, amelyek a didk szdmara nem elér-
hetdk, ugyanakkor bizonyos esetekben segitsé-
get jelenthetnek a ,didk-megoldas” kidolgoza-
saban. A tipikus ,tandr-megoldasok” igazi el6-
nye viszont abban rejlik, hogy az ott fellelhet
gondolatokat a tanar hatékonyan alkalmazhatja
Uj feladatok megalkotasara, amelyek a tanéar
6ndllé, kreativ munkajanak gytimolcsei. Viszont
a tanéri eszkoztarat dvatosan kell kezelni, nem
szabad olyan feladatokat kit(zni a didkok széa-
méra, amelyek ,tanar-megoldasa” viszonylag
egyszertinek tdnik, ugyanakkor a ,,didk-megol-
das” nehézkes vagy nagy mennyiségd szamo-
last igényel. Emiatt tanitasi szempontbdl min-
denképpen sziikséges, hogy a tanér a sajat esz-
koztardval megalkotott feladatokat mindig meg-
oldja a ,didk-mddszerek” segitségével is, mie-
16tt tandran kittizné azokat.
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Dr. Ringler Andrés

Amin Pythagorasz is csodadlkozna

z els6 n pozitiv egész szdm négyzetének
A Osszege akkor és csakis akkor lesz négy-
zetszdm, ha n=24 (A matematika ta-
nitdsa 2013/1, 12-18.). Eppen ezért az elsé 24

szdm m egészszam-szorosai négyzetének az Osz-
szege is négyzetszam lesz:

24 24
> (m-kfF =m?- Y k? =m?-4900 = (m-70).
k=0 k=0

Az egyszeriiség kedvéért legyen m=3. Igy
most az egymast kovetd, a 0-val egyiitt 25 tag-
bdl allé véges sorozat tagjai rendre: 0, 3, 6, 9,
..., 66, 69, 72. Ezen 25 tagbdl all6 sorozat ko-
zepén az x =3 - 12 =36 van. Most arra vagyok
kivancsi, hogy a szamegyenesnek egy masik ré-
gidjaban, vagyis egy x # 36 egész szam kortl
szimmetrikusan vajon létezhet-e az x # 36 szam-
mal egytitt egy szintén 25 tagbdl allo,

x—-36,x-33,x-30, ..., x-6,x-3, x,
x+3,x+6,..,x+30,x+33, x+36

alaka sorozat, amelynek tagjai négyzetének az
Osszege négyzetszam. Ha léteznének ilyen tulaj-
donségokkal rendelkez8 szadmsorozatok, akkor
annak Pythagorasz — bizonyéra — nagyon ortilne.

Tegylk fel, hogy létezik legalabb egy, ilyen
tulajdonsagokkal rendelkezd sorozat, vagyis tel-
jestl a Pythagorasz-tételre emlékeztetd

(x—36)2+ (x—33)2+ ...+ (x - 3)2+x2+
+(x+3)2+ .+ (x+33)2+ (x+36)2=12 (%)

egyenléség, amelybdl a négyzetre emelések, majd
a rendezések elvégzése utan a

25.x2+2-(32+62+92+ ... +332+362) =
=25-x2+2-9-(12+22+32+ . +112+122) =
:25.x2+2.9.—12'163'25:
=25-x2+36-13-25=2

kifejezéshez jutunk. Mivel a feltételezéstink sze-
rint ez az egyenldség teljestil, ezért az y szamnak
y=5-u alaki szdmnak kell lennie, ezért az
ilyen alaki y szdmmal a

25-x2+36-13-25=y2=25 u’=
=x2+36-13=u?

egyenl@séghez jutunk. Vegyiik észre, hogy ez az
egyenl@ség csak azonos paritdsi x és u egész
szamok esetén dllhat fenn, ezért vizsgalataink
elsé lépésekeént tegyiik fel, hogy az x és az u sza-
mok parosak, a masodik esetként pedig, hogy
paratlanok.

1. eset: Azx=2-aésazu=2  w alaki pa-
ros egész szamokkal
x2+36-13=4-02+36-13=u?=4 - u? =
=a?+9 - 13=u?=117=w?-a?
adédik. Minkét oldalt szorzatta bontva:
1-3-3-13=(w=-a)-(w+a).

A (w—a) és a (w+ a) tényezdk a kovetkezd
tulajdonsagokkal rendelkezhetnek:

a)eset: 1-117=(w—-a)- (w+a),
w-a=1 é w+a=117;

b)eset: 3-39=(w-a)- (w+a),
=w-a=3 és w+a=239;
cleset: 9-13=(w-a)- (w+a),
=w-a=9 é w+a=13;
d)eset: 13-9=(w-a)- (w+a),
=w-a=13 és w+a=9;
e)eset: 39-3=(w-a)- (w+a),
=w-a=39 és w+a=3;
f)eset: 117-1=(w—-a)- (w+a),

=w-a=117 és w+a=1.

MOZAIK KIADO 17



A MATEMATIKA TANITASA

2013. november

Az a) eset w—a=1 és w+a=117 egyen-
leteinek megoldaséaval a

w=59=a=58=x=2-a=116 =
Su=2w=118=y=5-u=590

értékekhez jutunk, igy a szdmegyenesen az
x=116 koril szimmetrikusan elhelyezkedd,
a 116-tal egytitt 25 szam rendre:

80, 83, 86, ..., 110, 113, 116, 119, 122, ...,
146, 149, 152.

Ezen szamok négyzeteinek az dsszege négy-
zetszam: y2 = 5902 = 348100.

A b) eset w—a=3 és w+a=39 egyenle-
teinek megoldasaval a

w=21=2a=18=x=2-a=36=>
su=2w=42=y=5-u=210

értékekhez jutunk, igy a szamegyenesen az
x =36 koril szimmetrikusan elhelyezkedd, a 36-
tal egyttt 25 szam rendre:

0,3,6,9,12, ..., 30, 33, 36, 39, 42, ...,
66, 69, 72.

Ezen szdmok négyzeteinek az dsszege négyzet-
széam: y2=2102=44100=9 -4900 = (3 - 70)2.
Vegylik észre, hogy ezen sorozat tagjai (a 0-val
egyltt) az elsé 25 egész szam haromszorosai: az
x =12 korili, a 12-vel egyiitt 25 egymést ko-
vetd egész szam haromszorosai.

A c) eset w—a=9 és w+a=13 egyenle-
teinek megoldasaval a

w=1ll12a=2=>x=2-a=4=>
sSu=2w=22=y=5-u=110

értékekhez jutunk, igy a szdmegyenesen az x =4
koril szimmetrikusan elhelyezkedd, a 4-gyel
egyltt 25 szam rendre:

-32,-29,-26, ...,-2,1,4,7, 10, ...,
34, 37, 40.

Ezen szdmok négyzeteinek az dsszege négy-
zetszadm: y2 = 1102 = 12100.

A d) eset w—a=13 és w+a=9 egyenle-
teinek megoldasaval a

w=1ll=2a=-"2=x=2-a=-4=
su=2w=22=y=5-u=110

értékekhez jutunk, igy a szamegyenesen az
x = —4 koril szimmetrikusan elhelyezkedd, a —4-
gyel egylitt 25 szam rendre:

-40, -37, -34, ..., -10,-7, -4, -1, 2, ...,
26, 29, 32.

Ezen szamok négyzeteinek az &sszege négy-
zetszam: v2 = 1102 =12100. Lathaté, hogy ezen
sorozat tagjai a c) eset tagjainak ellentettjeiként
allnak eld.

Az e) eset w—a=39 és w+a=3 egyenle-
teinek megoldasaval a

w=21=2a=-18=x=2-a=-36 >
su=2w=42=y=5-u=210

értékekhez jutunk, igy a szdmegyenesen az
=-36 Kkorll szimmetrikusan elhelyezkedd,
a —36-tal egyiitt 25 szam rendre:

-72,-69, -66, ..., -42, -39, -36, -33, -31, ...,
-9, -6,-3, 0.

Ezen szdmok négyzeteinek az Gsszege négy-
zetszdm: y2 =210%=44100= (3 - 70)2. Létha-
t6, hogy a mostani sorozat tagjai a b) eset tag-
jainak ellentettjeiként allnak eld.

Az f) eset w—a=117 és w+a=1 egyen-
leteinek megoldaséaval a

w=59=aq=-58=x=2.-a=-116 =
u=2w=118=y=5-u=590

értékekhez jutunk, igy a szamegyenesen az
x=-116 Kkoril szimmetrikusan elhelyezkedd,
a —116-tal egyitt 25 szam rendre:

~152,-149, -146, ..., 121, -119, 116,
~113, -110, ..., -86, -83, -80.

Ezen szamok négyzeteinek az Gsszege négy-
zetszdm: ¢ =5902 = 348100. Léathaté, hogy
ezen sorozat tagjai az a) eset tagjainak ellentett-
jeiként allnak eld.
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Ha megengedjiik, hogy az a)-f) esetekben
a felsorolt tényezSk negativak is lehetnek, akkor
visszakapjuk az egyes esetek sorozatainak ellen-
tettjeit. Ezt csak az a) eset kapcsén mutatom
meg. Ha w—a=-1 és w+a=-117 is lehet,
akkor e két egyenlet megoldaséaval a

w=-59=a=-58=x=2-a=-116 >
su=2w=-118=y=5-u=-590

értékekhez jutunk. Igy a szamegyenesen az el-
jelvaltasok miatt az x=-116 korul szimmetri-
kusan elhelyezkedd, a —116-tal egytitt 25 szam
rendre:

-152, -149, -146, ..., -121, -119, -116,
-113, -110, ..., =86, -83, —80.

Ezen szamok négyzeteinek az 6sszege is négy-
zetszam: y2 = (-590)2 = 348100.

2.eset. Az x=2-a+1 ésazu=2-w+1
alaka pératlan egész szamokkal az

x2+36-13=4-a?+4-a+1+468=
=ul=4-w?+4 - w+l=
=4.02+4-a+468=4 - w?+4. - w=>
s>d+a+1l7=w?+w=
=a-(a+1)+117=w- - (w+1)

addédik. Vegyuk észre, hogy az utols6é egyenld-
ség ellentmondéast mutat. Bal oldalan paratlan,
a jobb oldaléan viszont péros kifejezés van. Ez az
ellentmondas nyilvan azt jelenti, hogy a (*) egyen-
18ség pératlan x szamokkal nem &llhat fenn, va-
gyis paratlan x szam kortl szimmetrikusan nem
létezik 12-12 darab, x+3-n(n=1, 2, 3, ..,
11, 12) alakd, az x szammal egytitt 25 darab
egymast kdvetd egész szam, amelyek négyzetei-
nek az Gsszege négyzetszam lenne. A (*) egyen-
16ség tehét csak péaros x szamokkal, mégpedig
csak a bemutatott

x=116, x=36, x=4,
x=-4, x=-36, x=-116

szamokkal teljestilhet.

Osszefoglalas

A bemutatott

a) 80,83, 86, ..., 110, 113, 116, 119, 122,
.., 146, 149, 152;

b) 0,3,6,9,12, ..., 30, 33, 36, 39, 42, ...,
66, 69, 72;
c) -32,-29,-26,..,-2,1,4,7,10, ...,
34, 37, 40;
d) -40,-37,-34, ...,-10,-7,-4,-1, 2, ...,
26, 29, 32;
e) -72,-69, -66, ...,-42, -39, -36, -33, —
31, ...,-9,-6,-3,0;
f) =152, -149, -146, ..., -121, -119, -116,
-113, -110, ..., -86, -83, -80
sorozatok tagjai négyzetének az Gsszege négy-
zetszamot ad:
a) 802+832+86%+...+1162+ ...+ 1462 +
+ 1492 + 1522 = 5902 = 348100;
b) 02+32+62+92+ ... +362+...+662+
+692 + 722 = 2102 = 44100;
c) (-32)2+ (-29)2 + (—26)2+ ...+ (4)2 + ... +
+(34)2 + (37)2 + (40)2 = 1102 = 12100;

d) (-40)2+ (-37)2+ (-34)2 + ...+ (-4)2+ .. +
+(26)2 + (29)2 + (32)2 = 110% = 12100;
e) (=72)2+ (-69)2 + (—66)2 + ... + (-36)% +

(
+ o+ (-9)2+ (=6)2 + (-3)2 + 02 = 2102 =
=44100;

f) (-152)2 + (~149)2 + (~146)2 + ... +
+(~116)2+ ... + (-86)2 + (-83)2 +
+ (~80)2 = 5902 = 348100.

Igen-igen valdszind, hogy ezekkel a tények-
kel Pythagorasz is elégedett lenne.

Summary

The sum of the squared values of the mem-
bers of the a)—f) series is equal to a squared
value (see it (them) above). It is very-very
probable that with these facts also Pythagoras
would be satisfied.
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Dr. Darvasi Gyula

Szerkessziink korhoz érintot!

korhoz egy adott pontjaban, vagy egy
(A kiils6 pontbdl hizhaté érinté megszer-

kesztésére kivanunk tobbféle megoldast
bemutatni, amihez mindig adott lesz egy kor
a kozéppontjaval egyiitt, s barmely tovabbi
alakzat (pont, egyenes, kor, ...) ezen kor sikja-
ban lévének értendd.

Az olyan egyenest, amelynek a korrel csak
egy kozds pontja van, a kor érintéjének nevez-
zik, a kozos pontot pedig érintési pontnak. Eb-
bdl az értelmezésbdl kovetkezik az érintd alap-
vet$ tulajdonsdga, ami szerint a kér barmely
érintGje merdleges az érintési pontba huzhatéd
sugarra ([4] 92. oldal, [6] 90. oldal). Ennek
megforditasaként az is bizonyithaté, hogy ha
egy egyenes merd@leges a kor valamely sugarara
és illeszkedik annak a kozépponttdl killonbozd
végpontjéra, akkor ez az egyenes ebben a pont-
ban érinti a kort. Mindezek alapjén egy egyenes
akkor és csak akkor érintGje egy kornek, ha az
egyenesnek a kdzépponttdl mért tavolsaga egyen-
16 a kor sugardval. S minthogy egy egyenesre
egy réa illeszkedd pontban egyértelmien Aallit-
haté merdleges, ezért a kor barmely pontjaban
egyetlen érinté huzhaté, amelynek az érintési
ponttdl kilonbdzd Gsszes tobbi pontja a kéron
kival van, s igy a kér mindig az érinté egyik ol-
dalan helyezkedik el.

Az érintére adott szerkesztések mindegyiké-
hez tartozni fog egy-egy &bra, amelyhez kap-
csolédva megadjuk a szerkesztés menetét és bi-
zonyitasat, de a vazlat megrajzolasat és az elem-
26s elvégzését atengedjiik az olvasénak. Az O ko-
zépponta és r sugard korre mindvégig megtart-
juk a k := k(O, r) jelolési médot.

Elséként a k(O, r) kort egy adott P pontja-
ban érintS t egyenes megszerkesztésével foglal-
kozunk, ami megoldhaté korzével és vonalzéval
(1. &bra), csak korzével (2.4abra), vagy csak
vonalzdval (3. abra).

Ha korzével és beosztas nélkiili egyéld vo-
nalzéval kivanunk szerkeszteni, akkor el6bb az

oP félegyenesen O — P — Q és PQ = r feltétel-
lel el@éllitjuk a Q pontot (vagyis Q az O-nak P-
re vonatkozé tiikérképe), s ezutdn az O és Q
pontban r-nél nagyobb sugérral megrajzolt k;

és ko korivek T metszéspontjat P-vel dsszekotve
az OQ szakasz felezmerdlegesét kapjuk, ami
egyuttal a keresett t érint8, minthogy merdleges

az OP sugérra és athalad annak az O kozép-
ponttdl kiilénbdzE P végpontjan.

1. abra

Ha az érint6 megszerkesztéséhez csak a kor-
z8 megengedett, akkor elébb rajzoljunk egy
k1(P, r) félkort, ami a k kort az A pontban met-

szi, ezutan egy ko(A, r) korivet, ami ki-et a B
pontban metszi, s végil egy k3(B, r) korivet,
ami a ko kort C-ben metszi; ekkor CP egyenes

a keresett t érint6. Ugyanis a CP egyenes fele-
z6merdlegese az AB szakasznak, ami az OABP
rombusznak az OP -vel parhuzamos oldala, s

ennélfogva P eCP és CPLOP is teliesil.
Megjegyezheté6 még, hogy az A és B pontok

vz

megszerkesztése utdn a C pont el&éllitasahoz
megrajzolt ko és k3 korivek sugara r-t6l kilon-
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bozé is lehet, de mindenképpen nagyobb le-
gyen az r sugar felénél.

2. dbra

Ha csak a beosztas nélkiili egyéld vonalzd
hasznélhaté, akkor elébb eqy M ¢ kU OP pont-
b6l az OP -re m merdlegest allitunk gy, hogy
P ¢ m teljestljon. Ehhez legyen Q a P-vel atel-
lenes pont, X és Y a PM és QM szakaszoknak

k-val alkotott k6z6s pontjai, tovabba Z a PY &s
Q7 egyenesek metszéspontja, ami a PQM
héromsz6g magassagpontja, s igy az m = MZ
egyenes a PQ oldalhoz tartozé magassagvonal
([5] 95. oldal Exercise 5.5, [7] 53. oldal). Ekkor
m a k kort A és B pontokban metszi, mikézben
az AB hur C felezdpontjat az OP egyenes tar-
talmazza. Tehat az m egyenesen ismert az AB
szakasz és annak C felezépontja, s igy az m-re
nem illeszked$ P ponton & m-mel parhuzamos
szerkeszthetd, amihez a P pontot &sszekotjik A-
val és B-vel, majd az AP félegyenesen A - P—R
feltétellel felvett R pontot Gsszekotjilk B-vel és
C-vel, a BP és CR szakaszok S metszéspont-
jat osszekotjiik A-val, megrajzoljuk az AS egye-
nest, ami BR szakaszt a T pontban metszi Gigy,
hogy t=PT egyenes a szerkesztend$ pérhu-
zamos ([1] 185. oldal, [5] 73. oldal, [7] 38. ol-
dal). Ez a t parhuzamos a keresett érint§ egye-
nes, mivel a konstrukcié miatt ¢ dthalad a P pon-

ton és parhuzamos az OP -re merdleges m egye-
nessel, s igy t L OP is teljesiil.

Egy korhoz adott egyenessel parhuzamo-
san, illetve adott egyenesre merdlegesen két-két
érinté hizhato: a két érintési pont az egyenesre
merdleges, illetve az egyenessel parhuzamos
atmérd két végpontja (4. és 5. dbra).

1E
e
L
e P R A
e
.................. t_l._._yEl
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Mindezek utan legyen t a k(O, r) kér A pont-
beli érintSje és P a t-nek egy A-tdl kulonbozs
pontja (6. abra). Ekkor egyrészt P a k-nak kiils§
pontja, masrészt az OP egyenesre vonatkozd
tiikrozést tekintve (a tiikrozés illeszkedés-, tavol-
sag- és szogmértéktartd tulajdonséga miatt) a t’
egyenes az A’ pontban érinti a k kort. Ezaltal
a k korhoz a P kilsé pontbdl mar két érintd
hizhaté, de tovabbi érinté nem létezik, mert az
OPA és OPA’ derékszogd haromszogeket OP és
OA’ = OA =r egyértelmiien meghatarozza ([4]
96. oldal). Az OP -re vonatkozé tiikrézésbdl adé-
dik még, hogy a PA és PA’ érintészakaszok
egyenld hosszlak, s az érintési pontokat Gssze-
kété AA’ hirt merdlegesen felezi az OP egye-
nes. A tovabbiakban a k(O, r) korhoz egy P
kiilsé pontbdl hizhaté két érintd megszerkeszté-
sére kivanunk bemutatni tobbféle megoldast,
amelyekre az érintési pontokat mindig A és B
jeloli, s az adott szerkesztési menetek ezen pon-
tok el@allitasaval zarulnak. Megjegyezziik, hogy

az OP -re vonatkozé szimmetria miatt elegendd

csak a PA érintére szerkesztési menetet és bi-
zonyitast adni.

6. dbra

1. méd

Szerkessziik meg az OP szakasz F felezs-
pontjat, majd a ky(F, OF) kort (7. abra), ami
a k kérvonalat az A és B pontokban metszi.

Az OPA héromszog A cslcsa illeszkedik az
opP atmérdjd kq korre, s igy a Thalész-tétel mi-
att m(OAP<) = 90°, azaz PA 1 OA teljesiil ([4]
161. oldal).

2. méd

Huzzuk meg az OP szakaszt, ami a k kort
egy T pontban metszi (8. &bra). Rajzoljuk meg
a kq(O, OP) kort és szerkessziink T-ben k-hoz t
érintét: ky és t kozos pontjait jeldlie M és N.
Huzzuk meg az OM és ON szakaszokat,
amelyek a k kort az A és B pontokban metszik.

OP=0M, OA =0T és m(POA<) = m(MOT<)
miatt OPA, = OMT,, s igy a megfelel§ szogek
egyenlék: m(OAP<) = m(OTM<) =90°, azaz
PA 1 OA teliesil ([2] Il 17. Tétel, [3] 17-18.
oldal).

8. dbra

3. méd

Legyen C a k kor tetsz6leges pontja (9. ab-

ra), hizzuk meg az oC félegyenest, C-re tik-
rozzik az O pontot, s ha a képet D jeldli, akkor
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OD=2r. Rajzolijuk meg a ki(O,O0D) és
ko(P, OP) koroket, amelyek az M és N pontok-
ban metszik egyméast. Hizzuk meg az OM és
ON szakaszokat, amelyek a k kort az A, illetve

B pontban metszik.
OP = MP miatt az OMP haromszog egyenld

szara, melyre A az OM alap felezépontja, s igy
a PA stlyvonal egyittal magassag is ([4] 55.
oldal, [6] 48-49. oldal), azaz PA10A teljestil.

9. dbra

Az OC sugar megkétszerezése elvégezhetd
csak korzével: C-bdl kiindulva a k kérvonalat r
sugart korivekkel haromszor elmetszve kapjuk
az E, F és G pontokat, s ekkor az OCE, OEF és
OFG szabalyos haromszogekbdl adédik, hogy
C és G a k kor egy atmérgjének a végpontjai,
vagyis CG =2r (9. 4bra). Az OM szakasz A
felezépontja is megszerkeszthet§ csak korzGvel
(10. abra). Ehhez els6ként megkétszerezziik az
OM szakaszt dgy, hogy a ks(M, OM) kérvo-
nalat O-t6l kezdve OM sugari korivekkel el-
metszve kapjuk az X, Y és Z pontokat: ekkor
ZeOM és OZ=20M. Ezutan megrajzoljuk
a kq(Z, OZ) kort, ami a kq-et U és V pontokban
metszi. S végil megrajzoljuk a ks(U, OU) és
ke(V, OV) koroket, amelyek O-t6l kiilonbozs
metszéspontja a keresett A pont. (J6llehet
A ek ks miatt kg mér mellézhets.) A szer-
kesztés bizonyitasahoz elGszor is meg kell mu-

tatni, hogy A rajta van az OM =0Z egyene-

sen: ez teljestl, mivel OU=0V, AU=AV és
ZU =2V miatt az UV szakasz felez6merdlegese
tartalmazza az O, A és Z pontokat. Ezutan ve-
gyuk észre, hogy az OAU és OUZ egyenl§ széara
héromszogek hasonlék egyméshoz, mivel az
O-nél 1évé szoglik kdzds, s minthogy e hasonlé-
sag aranya 1:2, ezért OA=0U/2=0M/2.
Megallapithaté tehét, hogy ezen mdéd alapjan
a kilsé pontbdl hizhatéd korérinté megszerkesz-
tése elvégezhetd kizardlag korzét hasznalva.

10. dbra

4. méd

Rajzoljuk meg a ki(O, OP) kort, majd a k
kor tetszéleges T pontjdban htzzunk k-hoz t
érintét, ami ki-et M és N pontokban metszi
(11. &bra). Ezutéan rajzoljuk meg a ko(P, TM)
kort, ami a k koérvonalat az A és B pontokban
metszi.

Ha Q jelsli a PA egyenes és a kq korvonal
P-4l kiillonb6z8 metszéspontjat, akkor a k;, kor-
ben lév6 PQ és MN hurok egyenl6ségébdl az
O kozépponttél mért tavolsagaik egyenlésége is
kovetkezik ([6] 90. oldal), s ennélfogva PA ake-
resett érintd.

Az M és N pontok el@éllitasa utan a szer-
kesztés két masik tton is folytathaté: egyrészt az
O kozéppontd és ¢ =m(MOP<) sz6gd elforga-
tas révén M'=P, N'=Q és T’ = A teljesil ([6]
91. oldal), méasrészt az MNQ és MPQ harom-
sz0gek egybevagdsaga miatt Q € ky N k3(N, PM),
s igy a Q pont elSéllitdsa révén PA=PQ telje-
sul ([9]).
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5. méd

Huazzuk meg P-bél az O ponton athaladé
szel6t, ami a k kort C és D pontokban metszi
tgy, hogy C legyen az OP szakasz belsé pont-
ja, s ezt P-re tikrozve kapjuk az E pontot
(12. &bra). Ezutdin a DE szakaszt atmérének
vélasztva rajzoljuk meg a ky félkorivet, amit a P-

ben CP -re &llitott merdleges egy F pontban
metsz, s végll rajzoljuk meg a ky(P, PF) kort,
ami a k kérvonalat az A és B pontban metszi.
Minthogy a P kilsé pont k korre vonatkozd
PC - PD hatvanya egyenld a PA érint6szakasz
hosszénak a négyzetével, azaz PC - PD = PA?
([4] 125. oldal, [6] 129. oldal), ezért a PC és

PD szakaszok mértani kozepének a megszer-
kesztése a PA -val egybevagd PF -re vezet.

) -

12. dbra

Az elbbiekben a PC és PD szakaszok
mértani kbzepét a magassagtétel alapjan kaptuk
meg, de ehhez felhasznalhaté a befogotétel is
(13. abra), amikor a C és D pontok el&éllitasa
utdn megrajzoljuk a DP &tméréjd ky félkorivet,

amit a C-ben OP -re allitott merdleges egy
F pontban metsz, s innen a befejezés ugyanaz.
A szerkesztés bizonyitdsanak leirasat atengedjik
az olvasénak.

13. dbra

6. méd

Huzzuk meg P-bél az O ponton &thaladé
szel6t, ami a k kort C és D pontokban metszi
gy, hogy C legyen az OP szakasz belsé pontja
(14. dbra). Ezutdn hutzzunk P-bdl két masik
szel6t (a jobb attekinthetdség céliabdl az OP
egyenes két oldalan), amelyek messék k korvo-
nalat E és F, illetve G és H pontokban, mikoz-
ben P-E-F és P— G - H teljestil. Rajzoljuk
meg a DE és CF, illetve a CH és DG hiro-
kat, amelyek M és N metszéspontjait 6sszekots
egyenes a k korvonalat az A és B pontokban
metszi. A szerkesztés elején megtehetd, hogy az
OP egyenes helyett a P pontbdl egy tetszle-
ges szel6t hazunk, s ezéltal nincs sziikkség az O
kozéppontra.

Elegendd azt igazolni, hogy az M pont il-
leszkedik az A és B érintési pontokat Gsszek6ts
egyenesre. Ez projektiv geometriailag nyilvan-
valéan igaz. Ha viszont analitikus bizonyitast ki-
vanunk adni, akkor vélasszuk origébnak az O
kozéppontot, x tengelynek az OP egyenest és y

tengelynek az O-ban OP —re merdlegest. Ezaltal
a k kor egyenlete x2 + y2 = r2 alakg, s ha beve-
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zetjik a P(p, 0), C(r, 0) és D(-r, 0) koordinata-

kat, ahol p > r, akkor az AB egyenes egyenlete
és az M pont els6 koordinatdja egyarant

2
x="__ alaki: tehat Me AB teljesiil ([8]).
p
Megjegyezziik, hogy az M pont vy koordinataja
egy trigonometrikus kifejezéseket béven tartal-
mazd tort lesz, de ez nem valtoztat a most bizo-
nyitott tényen.

14. abra

M

15. dbra

Az elébbi szerkesztésnek egy masik véltoza-
tdhoz jutunk, ha a P ponton &t két tetszGleges
szel6t hizunk, amelyek a k korvonalat C és D,
illetve E és F pontokban metszik, mikdzben
P—-C-D és P—E —F teljesil (15. abra). Ez-

utan rajzoljuk meg a CE ¢és DF, illetve CF és

DE egyeneseket, amelyek M és N metszés-

pontjait dsszekdts egyenes a k koérvonalat az A
és B pontokban metszi.

7. méd

Huazzuk meg P-bél az O ponton athaladé
szel6t, ami a k kort C és D pontokban metszi
ugy, hogy C az O és P kozott legyen (16. abra).
A D pontban szerkessziik meg k-nak t érintGjét.
Rajzoljunk egy a PO -val hegyesszdget bezard,
P kezd8ponti félegyenest, amire D pontot P
kortl leforgatva az M pontot kapjuk. A CM
egyenessel az O ponton at hGzzunk péarhuza-
most, ami a PM félegyenest az N pontban
metszi, s ezt P kordl PO félegyenesre leforgat-
va kapjuk az E pontot. Ezutdn megrajzoljuk az
EO é&tmérdjd ky kort, ami a t érintét F és G
pontokban metszi: ekkor PF és PG egyenesek
a keresett korérinték, amelyekre az O-bdl allitott
merdlegesek A és B talppontjai az érintési
pontok.

16. dbra

Az M és N pontok el@allitisa miatt % =

_PM _PC teljestil, amibdl l=2 =1 +Q =
MN CO ED ~ DE
=PC+1=&=&>1 kaphaté, s igy kg

Cco CO 0D

a PD szakasz A aranyd Apolloniusz-kére ([4]

124. oldal). Ennélfogva F ek; miatt fennall
FP OP | . , .

a — =—— arany, s ezért a szogfelezére vo-
FD OD

natkozé arényossagi tétel ([4] 123. oldal) meg-
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forditdsa miatt a PFD haromszdgben FO fel-
egyenes a PFD szbgnek felezdje, s igy az O-nak
PF és DF egyenesektdl mért tavolsaga ugyan-
akkora, OA = OD = r, vagyis PF egyenes érinti
k kort az A pontban ([9]).

Az E pontnak egy masik megszerkesztéséhez
jutunk, ha a D pont és a t érint§ elGéllitasa utan
D-bdl t-re mindkét irdnyban egyenld szakaszo-
kat felmérve kapjuk a J és K pontokat (17. &b-
ra), majd az OK egyenes és a P-ben OP —re &l-
litott merd@leges L metszéspontjét J-vel dsszekot-
juk. Ez a JL egyenes az OP egyenest a keresett
E pontban metszi. Ugyanis az EJDa ~ELPx
és KOD ~LOP, hasonl6sagokbdl adddnak

DJ _DE DK OD
— =—— aranyok, ahonnan
PL  PE PL PO
DJ =DK miatt az elébbi Ezg arany is
ED OD

teljestil ([9]).

—

17. dbra

Végezetll megemlitjiik még, hogy az adott k
kor O kozéppontja nem csupan a 6. médban
leirt egyéld vonalzés szerkesztés soran melléz-
hetd, hanem az 1. és az 5. médban is (KoMal
1952, IV. kotet 3. szam, 82-83. oldal). Ehhez
az 1. médnél azt hasznéljuk fel, hogy egy kor
barmely huarjanak felez6 merdlegese &thalad
a kor kozéppontjan ([4] 95. oldal, [6] 91. ol-
dal). A k kor és a P pont megadésa utan huz-
zunk P-bdl k-hoz két tetszbleges szelét, a k altal
beldlitk kimetszett KL és MN huroknak allit-
suk el§ az Fy és F, felezGpontjait, amelyek il-
leszkednek a szerkesztend$ ki Thalész-korre, s
igy annak F kozéppontja a ki-ben 1évé P_Fl és
P_FZ nem péarhuzamos hurok f; és fo felezéme-

rélegeseinek metszéspontja lesz, aminek isme-
retében k; mar megrajzolhaté (18. &bra). Az 5.

moédnél pedig az a tény hasznalhaté fel, hogy
a PC - PD =PA? 6sszefiiggés akkor is fennall,
ha a P kiilsé pontbdl a k kérhoz hizott szel§
nem halad at az O kézépponton ([4] 125. oldal,
[6] 129. oldal). S minthogy a szerkesztés to-
vabbi része ugyanaz marad, ezért az a 12. dbra
alapjan elvégezhetd.

18. dbra

Ha a korhoz egy pontjdban vagy egy kilsé
pontbél hiizott érintd megszerkesztéséhez a be-
tolé vonalzé (2011/2. és 3. szdm), vagy a par-
huzamos éld vonalzé (2012/1. szam), vagy pe-
dig a szégvonalz6 (2012/2. szam) kizarélagos
hasznélata van el8irva, akkor az érint§ szerkesz-
tésének részletes lefrasa megtaldlhaté ugyan-
ezen folydirat itt megadott szamaiban.
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