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Gondolod, hogy egyre megy! —
A tudos tandr Szendrei Julianna emlékére

z elmult idGszak a matematika tanitaséa-
A ban sok szomoru hirt hozott. Olyan 6ri-

asokat veszitettiink el, mint Palmay Lo-
rant, Urban Janos, Fried Ervin. Ebben az évben
januar 13-an elhunyt Szendrei Julianna is.

Ugy lenne helyénvalé, ha most valami targy-
szerd, életrajzi adatokban bdvelkedé megemlé-
kezés kovetkezne. Ez az irds azonban inkabb
egy személyes nekroldg lesz. Nem is lehet més,
f6leg személyes érintettségem okén, hiszen so-
hasem olyan médon néztem fel r4, mint a tu-
dosra, tanulméanyok és konyvek szerzgjére, tan-
terviréra, hires hazai és nemzetkdzi matemati-
ka-didaktikai tarsasagok kulcsemberére vagy
a Tanitéképz8 Matematika Tanszékének veze-
téjére. Inkabb azt az embert tiszteltem, aki na-
gyon is valésagos, gondolatainak egy részét ira-
sos formaban publikélja, mas részét el6adasokon
hozza nyilvanossagra, de tdbbségét tetteivel
vagy személyes beszélgetések soran kozvetiti.
Masrészt olyannyira sokoldali személyiség volt,
hogy ha munkéssagét egy idérendi vagy téma
szerinti lancra flizve prébalnank bemutatni, az
keveset arulna el az emberrdl.

1990-ben ismertem meg Szendrei Juliannat.
Amikor a Tanitéképzébe hivott tanitani, azt meg-
dobbentd indokkal tette. Azt mondta, § a mun-
katéarsait a tekintetiik alapjan vélasztja és az én
nézésem megtetszett neki. Az egyiitt toltott évek
soran még sokszor eléfordult, hogy valami olyat
mondott, amit az adott pillanatban nem érez-
tem odaval6énak, azonban késébb meglattam az
értelmét. Ezek utan sohasem csodélkoztam azon,
ha egy gondolatat nem sikeriilt azonnal atlat-
nom. Tudtam és tudom, hogy a megfelel$ id&-
ben értelmet nyernek majd. Tanitasdban ugyan-
ezt a moédszert alkalmazta. Egy ideig latszélag
rendszerteleniil, nehezen kovethetéen vezette
az 6réat, de egy id6 utédn dsszedllt a kép, fény
dertilt az elhintett megjegyzések, prébalkozasok
értelmére. Hirtelen értelmet nyert az, ami eddig

parttalannak, teljesen &sszefliggéstelennek lat-
szott.

Prébaltam megfejteni bonyolult személyisé-
gét, de nehéz megfogalmazni, milyen is volt §
valéjaban. Inkébb azt, hogy milyen nem volt.
Russel igy fogalmaz, amikor a matematika mu-
vészi erejérdl ir. ,A matematikdt, ha helyesen
fogjuk fel, nemcsak igazsdg, hanem egyszer-
smind magasrendU szépség is jellemzi: hideg és
szigoru, a szobrdszatéhoz hasonlé szépség, mely
nem fordul gyéngébb természetiink egyetlen
részéhez sem, s amely nélkilozi a festészet és
a zene elkdprdztaté kellékeit, viszont fensége-
sen tiszta, és oly szigoru tokélyre képes, ami-
lyent csak a legnagyobb muvészet tud felmutat-
ni.” Ez a felfogés tokéletes ellentéte annak, amit
Juli a matematika tanitdsaban képviselt. Sze-
rette a matematikét, egyfajta mivészetnek te-
kintette, de a hideg szigorisagot elutasitotta, és
legf6képpen azt, hogy a matematika az ,ers-
sebb természetdek” privilégiuma. Minden erejé-
vel arra torekedett, hogy a matematika emberi
arcat mutassa. Tudatédban volt annak, hogy a ri-
deg szépség sokakat riaszt. O maga is igyekezett
mindig emberi mivoltdt mutatni, bar tehette
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volna, soha nem éreztette tudasbeli, szakmai
folényét, tekintélyét. Tudta, hogy ez félelmet,
kisebbségi érzést, esetleg szorongéast eredmé-
nyez. Egy alkalommal a tanitasrél beszélgettiink.
Ekkor ajanlotta Bruno Bettelheim ,Az elég jé
szUl8” cimd konyvét azzal, hogy nem kell toké-
letes tanéarnak lenni, megfelel, ha valaki elég jé
abban, amit csinal.

Bar kivaléan tudta a matematikat, a mate-
matika tanitdsan kivil ezer mas is érdekelte.
Sét, hogy éppen matematikatanér lett, az rész-
ben a véletlenen mult. Eredetileg diplomata
akart lenni, de mast kellett valasztania. ,Kinyi-
tottam a felvételi tdjékoztatét, megkerestem azt
a szakot, ahova a legtobbet vették fel abban az
éuben, és nekem még valahogy ment. Es akkor
eszembe jutott, hogy én jél tudom a matemati-
kat, meg jol tudok magyarazni.” (En Sket nem
tudom megtanitani tanitani, beszélgetés Knausz
Imrével, Tani-Tani online folydirat, 2008/3. 3-11.)
Remek diplomaéciai érzékét késébb azért médja-
ban allt hasznalni itthon és kiilféldon egyarant.

Szertedgazé érdeklGdésének helyet tallt
a matematika tanitdsan és kutatdsan beldl is.
Torekedett arra, hogy bemutassa a matematika
és a hétkéznapok kapcsolatat. Soha nem vetett
fel problémét éncélian. ,Nem csak az a felada-
tunk, hogy elképzelhet legyen a feladat, hanem,
hogy a gyerekek kozben el is képzeljék. Ha va-
16di életbdl vett adat miatt asszocidlnak valami-
re, azt meg kell hallgatnom. Nem mondhatom,
hogy ez nem tartozik ide, mert akkor elzarom
a gyerektdl a matekot és az iskolan kiviil nem
fogja hasznalni, csak az 6éran, és igy felesleges
az 6ra.” — jegyezte fel egy tanitvanya egy szemi-
nériumon.

Legfontosabb munkéja a ,,Gondolod, hogy
egyre megy?” cimd konyve volt, amit 2005-ben
irt meg. Ebben Gsszegzi életének és kutatéasai-
nak évtizedes tapasztalatait, kidertilnek beldle
a matematika tanitasarél alkotott gondolatai.
,,...valahany évesnek kell lenni, amig az ember
rajon, hogy na akkor most mar tényleg meg kell
irni, mert mar meg tudom irni.” A péarbeszédes
forma nagyon jdl illeszkedik mondanivaléjahoz
és személyiségéhez. Bar a konyv alapvetden
a matematika tanitasarol szél, a figyelmes olva-
s6 képet kaphat sokszind tudaséardl is.

Legszivesebben a geometriét tanitotta. Orai
hiresek voltak érdekes otleteirdl, hosszan tarté
konstrukciés feladatairdl, valamint a képzému-
vészet és a geometria kapcsolatdnak bemutaté-
sardl, ahol nagyon szivesen elemezték Escher
képeit. Kristalyformak c. munkéja a téma iranti
érdeklédését mutatjia. A masik nagy kedvence
a valészindség-szamitas volt. Az Orszagos Peda-
gogiai Intézetben tagja volt a Varga Tamas ve-
zette munkacsoportnak, ahol kidolgoztak a komp-
lex matematikatanitasi kisérletet. A valészind-
ség-szamitas tanitdsa a magyar kozoktatasba
ekkor kertiilt be el8szor. Az els6 munkalapok és
a Kapcsolat cimd folyéiratok tanulmanyozésa
latni engedi, hogy ebben a téméban rengeteg j6
oOtletet, prima tevékenységet koszonhetiink neki.
Kozosen gondolkodva prébaltéak azt a szakadé-
kot &thidalni, ami a valészindségi szemléletfej-
lesztés és a valdszinlség szamitésa kozott érez-
hetd.

Az OPl-ban eltoltott éveknek koszonhette
baréatsagat Varga Tamassal, akit talan a legna-
gyobb példaképének tartott. Komoly eréfeszité-
seket tett azért, hogy Varga Tamés szellemi ha-
gyatékat megdrizze. Nemzetkozi és hazai konfe-
rencidkat, kidllitast szervezett, kiadvanyokat szer-
kesztett. De a hétkéznapokon is, amikor a tani-
tasrdl beszélgettiink, minden alkalommal széba
hozta, hogy Tamés mit gondolt az adott téméardl.

Szeretett jatszani. Hitte, hogy a jaték lehet
a matematikatanitas része. Errdl tantskodnak
a ,Matek-jaték a napkoziben és otthon”, A ja-
ték matematikéja”, ,Jatsszunk matematikat!”
vagy a ,Matematika Mindenkinek” c. munkai.
De nem csak a matematikai jatékokat szerette.
Szivesen jatszott pszichodramét is, amit olyany-
nyira megszeretett, hogy kitanulta a dramacso-
port vezetésének mesterségét. Ez nagyon illett
hozza. Onmagét j6 diagnosztanak minGsitette,
ami igaz volt. Hamar éatlatta az emberek tulaj-
donséagait, motivaciéit. Ezt a képességét a tani-
tasban jél tudta alkalmazni.

Jelentds szamu didaktikai kutatdsa és frasa
a tanulasi nehézségek eredetének megfejtését és
leklizdését célozta. Példaul a , Tanulasi nehéz-
ségek a matematikaban” vagy a ,Matematikai
fuveskonyv a differencilasrdl”. Aktivan részt
vett a Lorand Ferenc vezette KOMP-csoport
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munkajaban is, mely az esélyegyenléségért kiiz-
dott. Ugy sejtette, hogy a tanulasi nehézségek
egyik {6 oka a nyelvben gyokerezik, ezért sokat
foglalkozott az anyanyelv és a matematikatani-
tas kapcsolataval. Ebben a témaban voltak még
kutatési otletei, melyeket azonban mar betegsé-
ge miatt nem tudott megvalésitani.

Kulon figyelmet szentelt a nagyon héatranyos
helyzetd tanulék segitésének, de nem csak az
iréasztal mogul. Kereszty Zsuzsa a kovetkezd
torténetet mesélte errdl: ,Mintegy hisz éve vit-
tem el neked Timi matematika fiizetét, kérve,
hogy a gyerek hibéai alapjan segits, hogy kellene
tovébblenditentink 6t onnan, ahol a gondolko-
désa megrekedt. (Timi annak a csenyétei isko-
lanak volt a névendéke, amelynek akkor a men-
tora voltam — és Timi tanitéival egyiitt harman
voltunk tanécstalanok.) A flizet kevés volt, a ko-
vetkez$ héten feliiltél a vonatra, aznap egyiitt
tanultatok Timivel — és segitetté]l nekiink. A tisz-
telet bennem nem abbdl szarmazott, hogy meg-
fejtetted azt a problémat, amelyet hdrman sem
tudtunk — hanem abbdl, hogy ennek a gyerek-
nek, a probléma megoldasanak kedvéért 200
kilométert utaztal.”

Tanitadsédban és a szakma el6tt egyarant na-
gyon j6 el6adé volt. Egyszerden beszélt, hét-
koznapi hasonlatokat alkalmazva. A Varga Ta-
maéas Napokon vagy a Rétz Laszlé vandorgylé-
seken mindig megtelt a terem az § nevére. Ha
megnézzilk eladasainak cimét, azt lathatjuk,
hogy mindegyik nagyon egyszerd és altalanos.
Nem dertil ki bel6le, hogy mirdl fog beszélni.
Példaul a rangos Orszagos Neveléstudoméanyi
Konferencian az ,Ertem-e, akit tanitok?” cim
pimaszul egyszertnek tlnt, az eléadas mégis na-
gyon komoly gondolatokat inditott a hallgat6-
sagban.

Volt egy kedvenc feladata, mely igy hang-
zott: 32 Ft bélyeg kell egy olyan levélre, ame-
lyik 250 grammndl nem lehet nehezebb. Moni-
nak van egy 14 grammos boritékja. Hany da-
rab 16 grammos rajzot tud ebben elkiildeni, ha
nem akarja tallépni a 250 grammot? Ez a fel-
adat egy 1993-as kutatds része volt. Azbta ez
a feladat lett az ,,orvosi 16”. Sok kontextusban,
mindig mas szempont alapjan elemezte ezt

a problémat és a gyerekek megoldéasait. Példaul
,Az onreflexio szerepe és megoldasi lehetéségei
az egyéni fejlesztésben” c. cikkben (A tanités
jobbitasaért, 2005, Haxel Kiadé) a feladatot az
onreflexié szempontjabdl vizsgélta. Jémagam ha-
rom alkalommal is részt vettem olyan elGada-
san, amelyik kiindulépontja ez a feladat volt, de
az el6adasok témaja mas és mas. Egy alka-
lommal a ,pedagégiai egyezmény” bemutata-
séra hasznélta fel a levél-probléméat. En akkor
taladlkoztam ezzel a kifejezéssel elGszor, amit &
el@szeretettel hasznalt.

Komolyan foglalkoztatta a mértékvaltas kér-
dése. Ebben a téméaban sok jé elGadast hallhat-
tak téle a tanitok és a tanarok. 2012. oktéber
13-4n a Matematikét taniték klubjan a mennyi-
ségek mérésérdl esett sz6. Ebben a témaban itt
hangzott el legutolsé elGadasa. Errdl szél utolsé
cikke is: Mumusunk — a mértékegység atvaltas
tanitasa (2012, Cherd-H, Debrecen. 173-180.),
melyben azt kivanja bizonyitani, hogy a mér-
tékegység éatvaltas tanitdsa az alsé tagozaton
nem csak lehetetlennek tdng célkitdzés, hanem
valéban lehetetlen is. Igy fogalmaz: ,Igen sok
tudéssal rendelkeziink arrél, hogy a mértékegy-
ség atvaltas témakore miért tanithatd olyan ala-
csony hatasfokkal az iskolaban. Szerencsés len-
ne, ha a mindennapok iskolaja a témakor tani-
tasa kapcsan az évtizedek soran felhalmozddott
j6 gyakorlatokat kdvetné: megelégedne egy jol
megértett sz(k tudassal a sok tanuléi és tanitéi
kudarccal dvezett illizidk helyett.”

Szendrei Julianna kival6 szakember volt, aki
jelentGs erdfeszitéseket tett a magyar matemati-
katanitds jobbitasaért. Tavozasa podtolhatatlan
veszteség a szakmanak. Az id8 mulasaval egyre
jobban fogjuk érezni, hogy mennyire hianyzik
a kollégéknak, tanitvanyoknak és a baratoknak.
Akik ismertik, azzal vigasztalhatjuk magunkat,
hogy szerencsések vagyunk, mert részese volt
az élettinknek.

Szitdnyi Judit, 2013. szeptember
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Emlékezés dr. Tober Erndre

z utébbi hénapokban egymas utan ér-

keztek a szomorQ hirek. A matematika

oktatasénak kivalé képviseldi, a mate-
matika kozépiskolai oktatds gondozéi, alakitdi,
Peller Jézsef, Reiman Istvan, Urban dJanos,
Palmay Lérant, Fried Ervinné, Reiman Istvanné,
Szendrei dJulianna, Oldh Gyorgy — fajdalmas
kimondani — befejezték életiiket.

Most Gjabb szomorid hirrdl értestiltiink. 77
éves kordban Nagykanizsan, hosszi szenvedés
utan elhunyt dr. Téber Erné kézépiskolai ma-
tematikatanar, a kedves, hdséges jé barét.

Mi jellemezte Téber Erné életét, munkéassa-
gat? Egyetemi évei alatt — ahogyan egykori di-
aktérsaitél hallottam — feltlint tehetségével, szor-
galmaval. Igényességét magaval vitte kozépisko-
lai tanari munkajaba. Lelkiismeretesen tanitott,
tudés tanérhoz méltdéan vildgos magyarazatai-
val jél szolgalta a tehetséges tanulék szellemi

gondozasat is. Kilon ki kell emelni kifinomult,
sokoldald, alapos és preciz feladatmegoldé ké-
pességét. Széles és alapos targyi tudasanak
megkoronazasa volt az egyetemi doktori cim
megszerzése. Az egyetemi felvételire, vagy a ko-
zépiskolai tanulményokra el6készité feladat-
gydjteményei, szakkorei, el6adésai is bizonyi-
tottédk, hogy kivalé szaktanarként tartottuk sza-
mon Téber Ernd Tanér Urat. Felkésziiltségébdl,
szaktudasabdl, onzetlen emberi tulajdonsagai-
bdél adéddan személy szerint én is sokat tanul-
tam Erné baratomtél. Hivatkozhatom a kézép-
iskoldknak irt matematika tankdényveimre, a fel-
adatgydjteményekre, amelyek felkért biraldja,
lektora volt. A megoldasokat feladatonként nem-
csak ellendrizte, de hasznos tanacsaival, észre-
vételeivel tobb esetben javitotta és csiszolta.

Emberi magatartasat példamutaténak tartot-
tuk. Egykori munkatérsaival, barataival egytitt
elmondhatom, hogy kival6 kollégat, mélyen ér-
z8 és gondolkodd, igazi humanistat veszitettink
el tAvozasaval.

Kedves, felejthetetlen Erné baratom! Koszon-
juk a sok-sok segitséget, amit tSled kaptunk.
Nyugodjal békében! Emléked 6rokké él a szi-
viinkben!

Czapdry Endre
nyug. kézépiskolai tandr

6 MOZAIK KIADO
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Simonné Papp Agnes

Tangramok a Pitagorasz-tétel
bizonyitasainak jatékos tanitasahoz

Kirakés jatékok

kétszemélyes jatékok, a logikai, straté-
A giai tarsasjatékok, kiléonbozé gondol-

kodtaté feladvanyok mindig vonzébbak
voltak a gyerekek — és a felnGttek — széméra,
mint az iskolai matematikatanulés, pedig ugyan-
azokat a készségeket, képességeket hasznéljuk
mindkett6hoz, és gyakran tapasztaljuk, hogy aki
az egyikben tehetséges, annak a masikban is le-
het sikerélménye. Az egyszemélyes kirakés jaté-
kok is hasonlé gondolkodast igényelnek, de ezek
kozott mindenki talédlhat neki valé feladvanyt,
amelyet meg tud oldani.

[lyen kirakés jaték az Gsi kinai jaték, a Tang-
ram, amelynek lényege, hogy hét lapocska se-
gitségével megadott formékat kell kirakni Ggy,
hogy mindig mind a hét lapot fel kell hasznalni.
Az egyik feladvany egy négyzet kirakésa, ez a
négyzet a jaték dobozanak forméja is. A kovet-
kezd abrédkon a Tangram darabjait lathatjuk.

A jatékhoz minden feladvany egy sikbeli
alakzat, a feladvany megoldéasa pedig az alakzat
felosztasa kisebb sikidomokra, amelyek mutat-
jék a kirakas médjat, mint az abran lathaté ma-
dér esetében is.

Ez csak egy feladvany a sok kozil. Sok fel-
advany megtalélhat6 az interneten is, de magunk
is talalhatunk ki 4j feladvanyokat, sét a jatékot
online is jatszhatjuk példaul a

http://www.tablajatekos.hu/uj2001/2003/flash/
ltangram.html

webhelyen.
a b
x d e
g
ne )

1. dbra

A Tangram darabjai (forrds: Wikipédia -
en.wikipedia.org/wiki/Tangram)
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Néhéany tovabbi feladvany az internetrdl:
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2. dbra

Feladvdanyok a Tangram jdtékhoz

Ugyanezen az elven egy magyar jaték is ké-
sziilt, amelynek cime: Ezt rakd ki! (3. dbra)
Ez a jaték is hét mianyag lapbdl all, de ezek maés
alakdak, mint az elébb bemutatott tangram da-
rabjai. A jatékhoz egy kis flizetkét adtak Ki,
amelyben 100 feladvany szerepel. Ezt a jatékot
Jean Melrose Ezt Rakd Ki: A Hungarian Tang-
ram cimd cikkében nevezi a magyar tangramnak.
A http://www.powerstrike.net/puzzles/
index_matching.htm webcimen errdl és sok més
kirakés jatékrdl talalhatunk képeket.

A tangramnak is vannak UGjabb véltozatai,
példaul tojas vagy sziv alaki tangramok. Ezek-
r8l és a hozzajuk tartozé feladvanyokrél a
http://www.creativecrafthouse.com  webcimen
képeket talalunk, de sok mas tangram, kirakés
jatek kozott Gal Péter: Ordoglakatok, pentomi-
nok és tarsaik cimd koényvében is megtaldlha-
ték. A konyv 1.1. fejezetében egy atdarabolasos
bizonyitast is taldlunk a Pitagorasz-tételre, amely
itt nem szerepel. A szerz§ ezzel azt szemlélteti,
hogy a tangramok akér geometriai tételek kor-

rekt matematikai bizonyitasat is bemutathatjak,
hiszen ha két alakzat ugyanazokbdl a sikbeli da-
rabokbdl tevédik dssze, akkor tertiletiik nyilvan
egyenld. Nem meglepd, hogy az alabb leirtak-
hoz képest egy hatodik, kiilénb6zé bizonyitéast
taladlunk a konyvben, hiszen a Pitagorasz-tétel
hires arrdl, hogy kézel 400 kiilénbozd ismert bi-
zonyitésa van.

st N

3. dbra
A magyar tangram

Kirakés jaték
Pitagorasz tételének tanitasahoz

aﬁ itagorasz tételének tanitasdhoz egy kirakés
jatékot készitettem harom kiiléonbézs val-
tozatban, harom kiilénb6z8 derékszogd harom-
sz6ghoz. A kilonbozé alakzatokat szines dekor-
gumibdl vagtam ki. A hdrom haromsz6g mére-
tei:

5cm, 12 cm, 13 cmy;

6 cm, 8 cm, 10 cm;

5cm, 5 cm, 5v2 cm.

Ezek alapjan harom kalénbézé készletet al-
litottam 6ssze. Minden készletben szerepel az
adott derékszogl haromszog vilagoszold szin-
ben, négy példanyban. Nevezziik a derékszogd
héromszdgek nagyobb befogéjat a-nak, kisebb
befogdjat b-nek, atfogdjat c-nek. A készletekben
van 5 (az egyenl§ szara esetben 4) négyzet,
amelyek kiilonb6z4 szindek. Az a oldald négy-
zet kék, a b oldali négyzet sarga, a c oldald
négyzet sotétzold, az a + b oldali négyzet sttét-
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barna, az a — b oldald négyzet (ha van ilyen) pi-
ros. Az egyenld szarG készletben nincs piros
négyzet, hiszen a = b miatt a — b = 0. Ezen feltl
minden készlethez tartoznak még fehér, barna
és rézsaszin darabok, amelyek a kiillonbozé at-
darabolési bizonyitasok alapjéan egy eredetileg
a oldali négyzet szétvagasaval keletkezett dara-
bok, és hasonloképpen a ciklamen és barack-
szind darabokat pedig egy-egy b oldalhossziisa-
gl négyzet szétvagasaval kaptam.

A jaték Pitagorasz tételének ot kilonbozd
atdarabolason alapulé bizonyitdsat mutatja be
érdekes tangram-feladvanyok forméjaban. A gye-
rekek a jatékhoz kapnak egy feladatsort, ame-
lyen a feladvanyok szerepelnek a felfedezendé
tananyag megértését segité egyszerd kérdések-
kel vegyitve. A tangramok kirakdsahoz nem
sziikkséges az atdarabolési bizonyitdsok mate-
matikailag pontos megértése, a 7-8. osztalyo-
soknak elegendd a bizonyitasok kozil egyet
részletesen megismerni, de a jatékban a tobbit
is kirakjak, a kirakott dbra szemlélteti a bizo-
nyitasok alapoétletét, tehat ekozben is tanulnak
a gyerekek. A jaték hasznalatanak lehetéségeire
késébb még visszatérek, most kovetkezzenek
a bizonyitasok és a hozzajuk tartozd kirakds ja-
tékok.

A Pitagorasz-tétel 1. bizonyitasa

Pitagorasz tétele: Derékszogl haromszogben
a befogdk négyzetének Osszege egyenls az at-
fogd négyzetével, azaz alkalmas jelolésekkel
(a és b a befogok, c az atfogd hossza):

@+b2= 2,

a

A feladat az, hogy a bal oldalon lathaté a + b
oldalhossztisagli négyzettel egybevagd négyze-
tet rakjunk ki a négy derékszdgd haromszogbdl,
és az a ill. a b oldalhossziisdgi négyzetekbdl,
majd a négy derékszogd haromszogbdl és a ¢
oldalhosszisagu négyzetbdl is:

a b

Igy a Pitagorasz-tétel legismertebb bizonyi-
tasat kapjuk, hiszen lathat6, hogy ugyanakkora
terliletet tudtunk kirakni a két esetben gy,
hogy kicseréltiik az a2 és b? teriiletd darabokat
egy c? teriiletd darabra. Ha tehéat bizonyitjuk,
hogy a kirakott négyzetek valéban négyzetek,
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és valéban egyenld a tertiletiik, akkor bebizo-
nyitottuk a Pitagorasz-tételt. Az elsé négyzet ese-
tében ez kénnyen belathatd, hiszen ha a nagy
négyzet oldalait a és b hosszi szakaszokra
bontjuk az dbranak megfeleléen, és 6sszekotjuk
az osztopontokat, majd a két téglalapnak be-
hizzuk egy-egy atléjat, akkor éppen a felsorolt
alakzatokat kapjuk. A masodik négyzet eseté-
ben ez gy szokott megjelenni a matematika-
6rékon, hogy szintén felrajzoljgdk a négyzetet,
majd a megfelel§ osztépontokat is megszer-
kesztik, és ezeket Osszekotik egymaéssal gy,
hogy egy négyszoget kapnak kézépen, amelyrdl
be kell bizonyitani, hogy az egy ¢ oldalhosszu-
sagud négyzet. Az oldalak hossza kénnyen lat-
haté abbdl, hogy a levagott haromszogek ép-
pen a vizsgélt derékszogd haromszoggel egybe-
vagbak, az pedig, hogy a négyszog szogei de-
rékszogek, a szokasos jelolésekkel latszik abbdl,
hogy az adott szogek nagysédga 180° — o — =
=90°. A kiraké hasznélatéanal ez a kérdés for-
ditva vetddik fel: kiraktuk a négyzetet a megfe-
lel darabokbél, de valéban a + b oldalhosszu-
sagl négyzet-e az, amit kaptunk? Ehhez azt kell
belatni, hogy az oldalai valéban egyenesek, az-
az az Osszeillesztéseknél kapott szdgek 180°-
osak. Ez azonban latszik abbdl, hogy ezeknek

4. dbra

A jdaték darabjai
(©Papp Agnes)

a szOgeknek a nagysaga o+ -+ 90°=180°.
Mindkét bizonyitasnal kihasznéltuk, hogy a ha-
romszog belsd szogeinek dsszege 180°, és hogy
a négyzetek sarkain megjelend haromszogek
derékszogliek, tehat o+ ff=180°—90° =90°.
Megjegyezziik, hogy ha a gyerekek tudjék, hogy

(a+b)2=0d?+2ab + b2,

akkor az elsG abra nem is feltétlentil sziikséges
a bizonyitashoz, algebrailag is felirhatjuk a lé-
nyegét ezzel az Osszefliggéssel. A méasodik ab-
rén kapott teriilet-6sszefliggést is felirva azt kap-
juk, hogy
4. (ab):2+c%=(a+b)?,
azaz
2ab + c2 = (a + b)2.

A két dsszefiiggésbdl lathaté, hogy

2ab + c2 = a? + 2ab + b2,
amibdl
@ +b2=c2,

5. dbra
Feladvdnyok megfejiése az 1. bizonyitdshoz
(©Papp Agnes)
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A Pitagorasz-tétel 2. bizonyitasa

Ehhez a bizonyitashoz az
(a=b)2=0a?-2ab + b?
Osszefliggés ismerete sziikséges, mert bebizo-
nyitjuk, hogy 2ab+ (a—b)2=c2. Itt ugyanis
a nevezetes azonossag szerinti behelyettesitéssel
éppen a bizonyitandé a? + b2 = ¢2 4llitast kap-
juk. Mint mér fentebb lattuk, 2ab =4 - (ab) : 2,
ami éppen a négy egybevagd vildgoszold de-
rékszogd haromszog tertiletének osszege. Tehat
azt kell bizonyitani, hogy a négy haromszog és
a piros négyzet egylttes teriilete egyenls a so-
tétzold négyzet teriiletével. A feladat tehat az,
hogy rakjuk ki a so6tétzold négyzetet a négy de-
réksz6gl haromszdg és piros négyzet felhasz-
naléséval. Az atdarabolés korrektsége a szogek

alapjan itt is kdnnyen beléthatd.

6. dbra
Feladvdny megfejtése a 2. bizonyitdshoz
(©Papp Agnes)

A Pitagorasz-tétel 3. bizonyitasa

A 7. dbrdan az ABC derékszogd haromszog
oldalaira szerkesztett négyzetek az AA;BiB,
BB,C,C és a CCsAsA. Atdarabolassal bizonyit-
juk, hogy AA1B1B teriilete egyenlé a BB,C,C
és CCsA3A négyzetek teriiletének Osszegével.
Az AB oldalhoz tartozé magassag talppontja T,
a CT egyenes T; pontban metszi az A1B; oldalt.

A” a BoCy, oldalon, A’ az AA;, B’ a B1B oldalon
van, D a BBy-n. CD | AB, BA” L AB, TA’llAC,
TB’ | CB. G pont a CD és BA” metszéspontja. F
a Ty pontbdl a TB’-re éllitott merdleges talp-
pontja. E az A’ pontbdl a T{F-re éllitott merdle-
ges talppontja, H a TT; és az A’E szakaszok

metszéspontja. Ezekbdl kovetkezik, hogy az ab-
ran minden szakasz parhuzamos az eredeti ha-

romszog valamelyik oldaldval vagy magassaga-
val:
ABlcpllcGIGDIATII
ITBlAB; AT, I T1By;

BCITB | CsB;5 | C,A” | A”By |l
ITFIFB |AE | A’H I HE;

CAllcsAsllc,C BB, IBD I
DB, AT I T,F Il T4E | EF;

CTAA, BB, ITT, I BA” | AA’ | A’A; |l
I1BB’IIB’B; I THIHT; |A”G | GB.

C,
A77
C3
B,
C G 0
Az
T
A B
F
A B’
H
E
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Bebizonyitjuk, hogy az dbrén azonos szinnel
jelolt sikidomok egybevagdk.

1. TAA’, és DGB, egybevagbak, mert mind-
kett6 egybevagd az ATCa-gel. Mivel TA’l|AC
és AA’ | CT, mert mindkei[t()’ merdleges AB-re,
AA’TC paralelogramma. Igy TAA’5 és ATC,
valéban egybevagbak, mert AA’=CT, A'T=AC
és A’AT< = ATC¥x =90°. Mivel a C pontnal két
derékszog van, A, C és Cy egy egyenesen van-
nak, igy AC és BD is parhuzamosak, ezért
ABDC is paralelogramma, tehat az ABC, és
a DCB, is egybevagok. Az ABC, magassaga
CT és DCB, magassaga BG, tehét DGB, is
egybevagd TAA’ x-gel.

2. Hasonléan bizonyithaté, hogy a CBGx
és a TB’B  is egybevagb.

3. FT1B1B’ négyszog egybevagdé CGA’C,
négyszoggel, mert CTB{G téglalapban CG =
= TIBL CC2 = T1F= BC az ABC és a TTlF héa-
romszogek egybevagdsaga miatt (AB =TT, és
a két hdromszog megfelels szdgei is egyenlek,
mert merdleges széru szogek) és a két négyszog
szbgei is egyenléek, mert parhuzamos szard
szbgek. A két négyszdgben ugyanis a megfelel§
oldalak parhuzamosak. A tovéabbi két megfelel§
oldalpar egyenldsége ezekbdl mar kovetkezik.

4. Az A’A1T1H és A’GDBsy négyszogekben
is parhuzamosak a megfelel§ oldalak, igy itt is
elég bizonyitani, hogy A’A; = GA” és A1T; = GD.
Az BBoA”, egybevagé az ABCa-gel, mert
BB, =BC és a medfelel§ szogek pedig egyen-
16k, mert merdleges szara szogek. Ebbdl azon-
ban kovetkezik, hogy AA; = BA”. Mivel fentebb
mar belattuk, hogy AA’ = GB, ezért

A'A =AA, -AA’=BA” -BG =GA”.

Mér lattuk, hogy AT =GD, de AAT{T tégla-
lapban AT = ATy, tehdt AT, = GD.

5. A CC3A3A négyszog egybevagd az A’EFT
négyszoggel. Mivel a megfelel§ oldalak itt is
parhuzamosak, a szogek valdban egyenlGek
(derékszogek). CC3AsA egy négyzet, amely-

8. dbra

Feladvdnyok megfejtése a 3. bizonyitdshoz

(©Papp Agnes)

nek oldalai AC hossziiak. Mar lattuk, hogy
A'T=AC. Az ABC, és a TT{F, egybevagok,
mert AB =TT és ACB = TFT1% =90°, tovab-
béd CABX =FTT¥, mert meréleges szarQ szo-
gek: TFIICB LAC = TF LAC és AB L TT;.
Az egybevagbsagbdl kovetkezik, hogy TF = AC,
tehat A’EFT is AC oldalhossziségi négyzet.

Ezt a bizonyitast szemléltetik a kovetkezd
feladvanyok a kirakéjatékban: rakjunk ki a fe-
hér darabokbdl egy, a kék négyzettel egybeva-
g6 négyzetet, majd a fehér darabok és a séarga
négyzet felhasznalasaval egy, a sotétzold négy-
zettel egybevagd négyzetet. A kovetkezd képe-
ken ezek megoldasat lathatjuk (8. dbra).

A Pitagorasz-tétel 4. bizonyitasa

[smét a tertiletek atdarabolasaval bizonyitjuk
Pitagorasz tételét. Bizonyitandd, hogy az AA1B1B
négyzet terlilete egyenld a BB;CoC és CC3A3A
négyzetek tertiletének Gsszegével. Ehhez belat-
juk, hogy a két kisebb négyzet teriiletének &sz-
szege és a nagy négyzet terlilete egymassal
egybevagd darabokbdl all 6ssze.

12 MOZAIK KIADO
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Az Al’ Bls Bz, Cz, C3, A3 pOI‘ltOk az eléz8
bizonyitashoz hasonléan a haromszég oldalaira
szerkesztett négyzetek cstcsai. Ay az AjA egye-
nes és a CC3 szakasz metszéspontja, Bs a BB
egyenes és a ByCy szakasz metszéspontja. Cq
a B3 pontbdl az AB oldallal htzott parhuzamos
és a CCy oldal metszéspontia. A;SIIAC, S
a BC oldalon van, T az A;S és AB oldal met-
széspontja, Py az A pontbdl, P; a By pontbdl az
A;S-re dllitott merdleges talppontja. T{B1 = TB
és T181 ||A18

Cy
G R B
Cs &
- AZ Bz
N C,
A B S B
7 Tion ¢

A 9. dbra bal oldalan bejeloltiik az ABC ha-
romszog hegyesszogeit és a veliik egyenld szo-
geket. Ezek alapjan AAP,, = ABC,, mert sz6-
geik és atfogdik egyenlék. Hasonl6képpen
B3BBys = ABC,, mert szogeik és a nagyobb
befogbik egyenldk. Ebbdl kovetkezik, hogy
AA1P2A = B3BBQA.

Mivel AA{P,y, = ABC,, AP, = AC, tehét az
AP,SC négyszog négyzet, mert szogei derék-
szogek és szomszédos oldalai egyenlS hosszaak.
fgy AP,SC = ACC3As, és

ACCZ N AP. ZTA7
mert szogeik és nagyobb befogdik egyenldk.

Ebbdl lathatd, hogy AA;C3A3 = ATSC, mert

Ugy keletkeztek, hogy egybevagd négyzetekbdl

vagtunk le egybevagd haromszoégeket a megfe-
lel§ oldalon. A1B1P1x = ABCx, mert szogeik és

atfogoik egyenlék. T1B1S1, = TBS, mert sz6-
geik egyenlék és T1B; =TB. Ezekbdl lathatd,

10. dbra
Feladvdnyok megfejtése a 4. bizonyitdshoz

(©Papp Agnes)
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hogy A1T181P1 =ATSC. Mivel AAQqug =ATSC
és A1T181P1 = ATSC, ezért
A1T181P1 = AA2C3A3.

A B3BBo = ABC,, egybevéagbsagbdl kovetke-
zik, hogy BoB3 = AC, de mivel AP,SC négyzet,
CS=AC, igy BoB3=CS, tehat SB=BC - SC =
= BzCz - Bng = Bng. Ezért TBSA = C183C2A,
mert szogeik és hosszabb befogdik egyenldk.
TIBISM = TBSA és TBSA = CIB3C2A, tehat

T1B1S14 = C1B3Can.

A fentiekbdl mar beléathatd, hogy

CBBBCI = PIBIBT,

mert megfelel§ oldalaik parhuzamosak és egyen-
16 hossziak, megfelel§ szogeik egyenlék.

A Pitagorasz-tétel 5. bizonyitasa

Az 6todik atdarabolési bizonyitéas egy, a ha-
sonlé haromszogeket felhaszndlé algebrai bizo-
nyitassal hozhat6 6sszefliggésbe.

11. abra

A derékszogld haromszog atfogbéhoz tartozéd
magassdga a haromszoget két hozza hasonld
derékszogl haromszogre bontja. Mivel a ha-
sonl6é haromszogek oldalainak aranya egyenld,

a_C 4 b_ ;. Ezekbél kovetkezik, hogy

q a p
a® =cq és b% =cp. Ebbdl mér kovetkezik Pita-
gorasz tétele, mert a® + b%Z =cq + cp = c(q + p) =
=c-c=c? Viszont az is kdvetkezik ebbdl, hogy
az a oldali négyzet atdarabolhaté egy olyan
téglalappa, amelynek oldalai g és ¢ hossztak,
a b oldali négyzet pedig olyan téglalappa,
amelynek oldalai p és ¢ hossztak. Az 6todik bi-
zonyitds, amelyhez kirakéjatékot készitettiink,
ezt az atdarabolast valésitia meg. A nagyobb
befogéra rajzolt négyzet atdarabolésat a 12. db-
ra alapjan az olvaséra bizzuk, mert ez az atda-
raboléas hasonlé a 3. bizonyitasnal latott atdara-
bolashoz.

A kisebb befogéra rajzolt négyzet atdarabo-
lasa fligg a befogdk aranyatdl, de minden eset-
ben azzal kezdddik, hogy a 12. dbrdn lathaté
mébdon levagunk a négyzetbdl eqy, az ABC-hoz
hasonlé héaromszoget (ACAjs), amelynek na-
gyobb befogdja a négyzet oldaldval egyenld
hossziségul, majd kettévagjuk ezt a haromszo-
get az atfogdjahoz tartoz6 magassaggal. Ez a ma-
gasség AT-vel egyenl§ hosszd, ami az AC befo-
g6 merdleges vettilete az atfogéra. Jeloljik itt is
p-vel. A tovabbiakban Ggy daraboljuk a négy-
zetet, hogy a levagott haromszog atfogdjaval

Cy

A”
Cs
AZ B 2
G G
o)
Az
T

A B

E
A B’
Al T1 B 1
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(AAy) parhuzamosokat hizunk egymastdl p ta-
volsagra mindaddig, mig ezek két ponton met-
szik a négyzet keriiletét, és igy Gjabb darabot
véagnak le beldle. A kovetkezs abrak (13. dbra)
a négyzet feldarabolasat mutatjak tobb kiilon-
boz8 esetben, azaz az eredeti hdromszog befo-
gbinak aranyatdl fliggben. Az a, ¢, e, g esetek-
ben az egyik befogd egész szamu tobbszorose
a masiknak, a g dbra az egyenl§ szara esetet
mutatja.

A 14. dbrdn az eredeti haromszoég ABC, és
CADC; a b oldalhossziisagi négyzet. AB és
DC; metszéspontja Dy. ,,Csikozzuk be” a héa-
romszoget az AiB1, AsBs, ... A,B, egyenesek-
kel, amelyek parhuzamosak az AB oldallal, és
VielN, 1<i<n esetén A; az AC oldalon van,
B; a BC oldalon van, és

AjAj+1=AA=DD.

a) b)

¢ d)

e) f
g

13. dbra

A kisebb dtfogora rajzolt négyzet
feldaraboldsai a befogok ardnydtdl fiiggben

fgy ndb (n=[a:b]) egyenest veszink fel
(az dbran éppen 3-at, de hogy latsszon, hogy ez
nem mindig igy van, a 3. pontot mindentitt n-
nel jeloltik). Ha a haromszog egyenlS szard,
akkor csak egy ilyen egyenes lesz, és az éppen
az ACq atl6. VieNN, 1 <i<nesetén a CE; sza-
kaszok (a C; pontok a BC befogén vannak, az
E; pontok az AB &tfogén) parhuzamosak az AC
befogéval, egymastél AC =b tavolsagra van-
nak, és C,C;, 1 =CCy=b. Legyen M az ABC .
atfogéhoz tartoz6 magassagaganak talppontja,
CM az atfogbhoz tartozé6 magassaga. FA, ED és
GB szakaszok parhuzamosak ezzel a magassag-
gal, igy merdlegesek az atfogéra. MCA, = EAD
tehdt ED =AM =p. Az FABG négyszog tehat
éppen az a téglalap, amivé a CADC; négyzetet
at szeretnénk darabolni. Az egyenld tavolsagok
és parhuzamossagok miatt FAA;, = EDD1 és
EAD, = GB1B,. Ebbdl az is lathatd, hogy

MOZAIK KIADO 15
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BBy =B;By=..=B,_ B,=AD=AC=
=b=CC;=CiCyp=...=C,_1Cp.

gy CB,=C,B=CB-n-b, tehat A,B,C, =
=E,BC,,. Ebbdl az is kovetkezik, hogy az
AA,_1D,CB, 0tsz6g (ha van ilyen - ha
a hosszabb befogd egész szamu t6bbszorose
a rovidebbnek, akkor nincs) oldalai egyenld
hossziak a HE, _{E,C,B; 0tszdog oldalainak
hosszaval. Mivel a megfelel§ oldalak parhuza-
mosak is, a két 6tszog egybevagd. Az emlitett
alakzatokon kivil a CADC; négyzet és az
FABG téglalap n — 1 darab egybevagd parale-
logrammabdl 4ll, tehat az atdarabolas megval6-
sult, a CADCy négyzet és az FABG téglalap te-
rllete egyenld.

A kirakés jaték hasznalata
a matematikaéran

A fentebb leirt kirakds jaték tehét szines la-

pocskakbdl all. A képeken 1évS lapocskakat
2 mm vastag dekorgumibdl vagtam ki. Termé-

g

15. dbra
Feladvdanyok megfejtése az 5. bizonyitdshoz

szetesen még jobb lenne, ha fabdl vagy mu-
anyagbdl késziilne, és a darabok nagyobbak len-
nének, igy viszont van néhany egészen kicsi da-
rab is (a dekorgumi elég draga, féleg, ha a szi-
nes jatékot 15-20 példanyban szeretnénk elké-
sziteni, viszont karos vagoéagép segitségével kony-
nyen vaghatd). A jaték papirbdl is elkészithetd,
de csak legaldbb 2-3 mm vastag lemezekbdl
érdemes kivagni, mert a kartonpapir darabok
tal vékonyak, egymas tetejére csisznak (és nem
tartésak).

A legtébb iskolaban a gyerekek a 8. osztély-
ban tanulnak el&szor Pitagorasz tételérdl, de
a 9. osztdly tankonyveiben is szerepel. A ké-
s@bbiekben is gyakran haszndljak a matemati-
kadrékon. A jatékot tehét elsésorban a 8. osz-
talynak ajanlom, de 9. osztalyban is érdemes
elévenni, mert ekkor mar bonyolultabb bizo-
nyitasokat is megérthetnek vagy megkonstrual-
hatnak a gyerekek. A jatékot akkor érdemes
bevinni az osztalyterembe, ha minden gyerek-
nek tudunk adni egy készletet, és a jatékra van
legalabb egy teljes tanéranyi idénk. Még jobb,
ha 2-3 érét is el tudunk tolteni vele. Ezeken az
6rakon a kirakés jatékon kiviil marad id§ a ta-
pasztalatok rovid lejegyzésére és a Pitagorasz-
tétel ismertetésére is. Ezért akkor kell kovetkez-
nie, amikor mér a Pitagorasz-tétel bevezetését
mar kell6en elGkészitettiik, tehat a gyerekek
birtokdban vannak a tétel és a bizonyitas leira-
sdhoz sziikséges alapvetd algebrai ismeretek-
nek, atismételtiik a haromszogekrdl a legfon-
tosabb tudnivalékat, a gyerekek tisztdban van-
nak a négyzetre emelés és a négyzetgydokvonas
kapcsolataval, és gyakoroltuk a négyzetracson
val6 tertilet-meghatérozast. Ha nem csak egy
6rank van a jatékra, akkor kitérhetiink az egyenld
szarQ esetre is, mert ott a feladvanyok kony-
nyebbek, de feladat lehet belatni, hogy a tobbi
készlet feladvanyainak specidlis esetei. Ha erre
nincs id8, akkor j6, ha minden gyerek olyan kész-
letet kap, amely nem egyenl§ szart esetet mu-
tat be, de nem kell, hogy a készletek teljesen
egyforméak legyenek.

A jatékhoz érdemes egy feladatlapot is mel-
lékelni, amelynek segitségével minden gyerek
sajat tempéjadban haladhat a feladvanyokkal.
A kirakés feladvanyok kozott olyan feladatok
vannak, amelyek Gjra rdkérdeznek arra a nyil-
vanvald, de jelen esetben nagyon fontos tény-
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re, hogy azoknak a daraboknak az Gssztertilete,
amelyekbdl ki tudunk rakni egy bizonyos alak-
zatot, megegyezik az adott alakzat teriiletével.
A feladatokban a terlileteket a darabok szineivel
jeloltik, tehat példaul Tiagosselq @ készletben
szerepld vilagoszold darabok tertleteinek 6ssze-
gét jelenti. A feladatok a kovetkezdk:

1. A vilagoszold haromszog derékszogu. Je-
16ljiik a hosszabb befogéjat a-val, révidebb be-
fogéjat b-vel, atfogdjat c-vel! Mekkora a tertilete
(képlettel megadva)?

2. A vildgoszold haromszég minden oldalé-
hoz illessz egy négyzetet, amelynek az oldala
ugyanakkora, mint az adott oldal!

3. Mekkora a sarga, a kék és a sotétzold négy-
zet tertilete?

4. A 4 vilagoszold haromszogbdl, a sérga és
a kék négyzetbdl rakj ki egy a sotétbarna négy-
zettel egybevagd négyzetet!

5. Mekkora a sotétbarna négyzet oldala?
Mennyi (a + b)2? Mekkora a sététbarna négyzet
tertilete?

6. Mekkora a négy vilagoszold haromszog
és a sotétzold négyzet tertilete egyiittvéve?

7. Rakj ki a vildgoszold haromszogekbdl és
a sotétzold négyzetbdl egy olyan négyzetet, mint
a sotétbarnal

8. Bizonyitsd be, hogy amit kiraktél, az va-
l6ban négyzet (az oldalai valéban egyenesek és
nem tordttvonalak)!

9. Melyik a nagyobb tertilet? Tegyél ki rela-
cibs jeleket!
a) Tuiiagoszeld T Tkek +
+ Tsarga [ Tuitagoszold + Tsstetzold
b) Tisk + Tsarga L] Tsotetzsld
c) a®+b%[]c?

10. Rakj ki a vilagoszold haromszégekbdl
és a piros négyzetbdl egy olyan négyzetet, mint
a sotétzold!

11. Mekkora a piros négyzet oldala? Meny-
nyi (a — b)2? Mekkora a piros négyzet teriilete?

12. Melyik a nagyobb tertilet? Tegyél ki re-
laciés jeleket!
a) Tvilégoszéld + Tpiros D Tsététzéld
b) 4.“—21’+(a—b)2 [

c) 2ab+a?—2ab+b2[ ] c?
d) a?2+b?[]c?
13. Rakj ki a fehér lapokbdl egy olyan négy-
zetet, mint a kék!

14. Rakj ki a fehér lapokbdl és a sarga négy-
zetbdl egy olyan négyzetet, mint a sotétzold!

15. Egészitsd ki az alabbi allitisokat az el6bbi
feladvanyok alapjan tgy, hogy igazak legyenek!
a) Tioher =

b) Tieher + = Tsstetzsld
c) T+ = Lsstetzsld
d) a®+ =c2

16. Rakj ki a barackszind lapokbdl egy olyan
négyzetet, mint a sarga!

17. Rakj ki a barna lapokbdl egy olyan négy-
zetet, mint a kék!

18. Rakj ki a barackszin( és a barna lapok-
bdl egy olyan négyzetet, mint a s6tétzold!

19. Rakj ki a ciklamenszind lapokbdl egy
olyan négyzetet, mint a sarga!

20. Ird a fenti négy feladvanyban szerepld
tertiletek nevét a téglalapokba gy, hogy min-
den egyenl@ség igaz legyen!

Tbama + I:l Tsététzéld

L I+

21. Rakj ki a cikldmenszind lapokbdl egy
olyan téglalapot, amelynek egyik oldala akkora,
mint a s6tétzold négyzet oldala!

Tsérga Tsététzéld

22. Rakj ki a rézsaszind lapokbdl egy olyan
négyzetet, mint a kék!

23. Rakj ki a rdzsaszind lapokbdl egy olyan
téglalapot, amelynek egyik oldala akkora, mint
a sotétzold négyzet oldala!

24. Rakj ki a ciklamenszind és a rézsaszind
lapokbdl egy olyan négyzetet, mint a sététzold!
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25. Ird a fenti négy feladvanyban szerepld
tertiletek nevét a téglalapokba gy, hogy min-
den egyenl@ség igaz legyen!

[ I+

Tiktamen = Tsstersld

]

Pitagorasz tételét tobbnyire szamitdsokban
haszndljuk fel, &ltaldban hosszisdgokat szamo-
lunk ki vele, ezért a késébbiekben gyakran csak
egy képletnek tekintjik, elfelejtkeziink eredeti
jelentésérdl és ezzel egyiitt a bizonyitds gondo-
latmenetérdl is. Eppen ezért fontos, hogy maér
az elején tudatositsuk, hogy a tétel valéjaban
tertiletekrdl szOl. Ez a jaték és a hozza kapcso-
16d6 kérdések segitenek ennek a szemléletnek
az elmélyitésében.

Dienes Zoltan Epitstik fel a matematikdt ci-
md mivében kétféle matematikai gondolkodast
kiilonboztet meg: a konstrukciét és az analizist.
A konstrukcié az, amikor Gj fogalmat alkotunk
a meglévd fogalmakra épitve, az elemzés pedig,
amikor ezekrdl a fogalmakrdl allitunk valamit,
osszefliggéseket allapitunk meg, logikusan gon-
dolkodunk a magunkban felépitett konstrukci-
Okrdl. Dienes szerint a gyerekek mentdlis fejl6-
désében csak a Piaget altal absztrakt miveletek
szakaszanak nevezett idGszakban, tehat 12 éves
kortdl varhatjuk el, hogy képesek legyenek az
elemz8 gondolkodasra, ezért a kényv arrdl szdl,
hogyan tehetjiik a matematikatanulast a gyere-
kek szamara a konstruktiv gondolkodas szinte-
révé, hogyan tanitsuk éket tgy, hogy a tananyag
minden részletét a konstruktiv gondolkodas se-
gitségével kozelithessék meg. A bizonyitasos
feladatok azonban elemzé gondolkodast igé-
nyelnek, igy a 7. osztalytdl kezdve egyre gyak-
rabban vérjuk el a gyerekektdl ezt a gondolko-
désmédot. Ugyanakkor az algebrai véltozék be-
vezetésével egyre absztraktabban kell gondol-
kodniuk. Amikor tételeket és azok bizonyitasait
tanitjuk a gyerekeknek, akkor sziikségiik van az
elemz§ és az absztrakt gondolkodéasra, ezért az
elsé tételeknél segitentink kell a tanuléknak ezt
a gondolkodasmédot elsajatitani. (A verseny-
feladatokban a bizonyitas igénye jéval hama-
rabb megjelenik, de a gyerekek tobbségénél
a 7-9. éviolyam feladata ennek kialakitasa.
A Pitagorasz-tétel bizonyitéasa az els§ bizonyita-

Trex Testetzold

sok kozé tartozik, amelyet a gyerekeknek meg
kell konstruélniuk, vagy legalabb meg kell érte-
niiik. Igy a jaték segitséget adhat a konstruktiv
gondolkodasrdl az elemzd gondolkodéasra valé
véltasban, mert a bizonyitast (absztrakt elemzést)
szemlélteti egyszerd, konstruktiv (,felépitjik” a bi-
zonyitashoz sziikséges abréakat) és nagyon konk-
rét médon.

A jaték tovabbfejleszthetd.

A http://www.cut-the-knot.org/pythagoras web-
oldalon példaul sok tovabbi bizonyitast olvas-
hatunk, amelyek kozott akadnak béven atdara-
bolasi bizonyitasok is. Ezeket szines abrakkal il-
lusztréltdk, amelyek alapjan akar még érdeke-
sebb kirakds feladvanyokat is krealhatunk.

A jatékot matematikaérakon volt alkalmam
kiprobalni gyakorlé gimnaziumban, normal &l-
talanos iskolédban, és egy egyébként is atlag alatt
teljesit osztaly képességek szerinti csoportbon-
tassal elGallt gyengébb csoportjaban is. A gyere-
kek mindig szivesen jatszottak vele, az elsé harom
bizonyitas feladvanyait minden gyerek ¢nélléan
képes volt megoldani, és tgy gondolom, hogy
a fentebb leirt célok is megvalésultak a tanuldk
tébbségénél minden csoportban.

Hivatkozasok

[1] Wikipédia: - en.wikipedia.org/wiki/Tangram

[2] A 2. &bran lathaté tangram-feladvanyok for-
résai:
http://www.davidson.edu/math/chartier/Pft/T
angram/tanpage.gif;
tangrams-jodyandrea.blogspot.com;
http://www.identifont.com/similar?6ML

[3] Jean Melrose: Ezt Rakd Ki: A Hungarian
Tangram (Mathematics in School v27 n2
pl4-15 Mar 1998)

[4] http://www.creativecrafthouse.com

[5] http://www.powerstrike.net/puzzles/index-
matching.htm

[6] Gal Péter: Ordéglakatok, pentomindk és tar-
saik. Typotex, Budapest, 2008

[7] Bereznay Gyula: Pitagorasz tétele, Altalanos
iskolai szakkori flizetek. Tankonyvkiadd, Bu-
dapest, 1970

[8] Elisha Scott Leomis:
Proposition

[9] http://www.cut-the-knot.org/pythagoras

[10] Dienes Zoltan: Epitsilk fel a matematikat,

SHL kényvek, SHL Hungary Kft., Budapest,
1999

The Pythagorean

18 MOZAIK KIADO



2013. oktOber

A MATEMATIKA TANITASA

Barczi Krisztina

Nyilt végli és vizsgalodassal megoldhaté
feladatok a matematikadran

1. Bevezetés

atematikaérén gyakran elhangzik a kér-
(ﬁﬁ dés: ,Tanarnd, ezt miért kell megta-

nulni? Hol fogjuk ezt az életben hasz-
nélni?” Ezekkel a kérdésekkel a tanuldk aka-
ratlanul is rdmutatnak néhany matematikatani-
tassal kapcsolatos problémara. Példaul: igen ke-
vés nyilt végd feladatot oldunk meg az 6rakon,
igy kevesebb lehetdség jut kreativ tanuléi tevé-
kenységre, a problémamegoldé gondolkodéas
fejlesztésére. Ebben a cikkben két feladatot mu-
tatunk be, amiket egy hosszabb kisérlet része-
ként oldottak meg kdzépiskolas tanulék. Az em-
litett feladatok nyilt végd, illetve matematikai
vizsgalédast igényls feladatok, amiket koopera-
tiv tanuldsszervezési technikék felhasznéaldsaval
dolgoztunk fel.

2. Elméleti hattér

2.1. Nyilt problémak

A probléma fogalméra Robert Fisher (2002)
meghatarozéaséat fogadjuk el, miszerint a prob-
léma egy olyan feladat, ahol a koévetkez§ ele-
mek vannak jelen: Adottsdgok — a kezdeti fel-
tételek, kiindulasi szituacid; Akaddlyok — példa-
ul a megoldasi Gt ismeretlensége; Célok — alta-
laban a megoldéas; Erdfeszités — a moddszer,
amivel a problémét megoldjuk. Zart feladatrél
vagy problémérdl akkor beszéliink, ha egyér-
telmien ismerjiik a kezdeti feltételeket, a célt és
a megoldashoz vezet§ utat is. Pl. Oldd meg
a megoldéképlet segitségével az x2 + 7x = -12
masodfoka egyenletet!

Nyilt feladatokrél akkor beszélhetiink, (1) ha
az adott probléméra eddig még senki nem talalt
megoldast; (2) ha a feladat megoldésa tobbféle

is lehet, attél fiiggéen, hogyan értelmezziik a fel-
adatot; (3) ha az adott problémét tobbféle méd-
szerrel is meg lehet oldani; (4) ha a feladat
megoldéasa sorén ugy érezziik, hogy lehetéség
van altalanositasra is. (Ambrus G., 2000)

A nyilt végd matematika feladatok olyan ti-
pustak, amiknek lehet t6bb megoldésa, vagy
a megoldashoz tobbféle dton el lehet jutni.
A megoldasok szamatdl fliggetleniil a didkok-
nak el kell magyarazniuk, hogyan jutottak el
a valaszig és matematikai érvekkel kell alata-
masztaniuk a gondolatmenetik helyességét.
A nyilt végl feladatok egy részét vizsgalddassal
kell megoldani. Ilyenkor a tanulék mintékat fi-
gyelnek meg és megprébaljék felismerni az 6sz-
szefliggést bizonyos megadott informaciok ko-
z6tt. (Cooney, 2013)

A feladatok kivélasztasanal figyelembe Kkell
venni, hogy nemcsak a nyilt végd, hanem szinte
minden szbveges matematikai probléménal fon-
tos a megfogalmazés. A Wason-teszt is megmu-
tatta, hogy egy feladat szbvegezése nagymeér-
tékben befolyasolja a megold6 kodvetkeztetési
képességét. (Devlin, 2000) Célszerd ezért tgy
fogalmazni, hogy a tanuldék ismert targyakat,
fogalmakat taléljanak a feladatban.

2.2. Kooperativ technikak

A matematika ,megszerettetéséhez” fontos
a j6 munkalégkor kialakitésa, a hatékony mun-
kadhoz elengedhetetlen a tanulék aktivitasa is.
(Ambrus A., 2004) Az egyik médszer a jé légkor
kialakitasdhoz és a maximélis tanuléi aktivitas
biztositasahoz a kooperativ tanuldsszervezési tech-
nikak hasznélata.

A kooperativ tanulds tébb, mint egyszerd
csoportmunka, mivel itt a kovetkezé négy alap-
elvnek mindig teljestilnie kell: 1. épité egqymasra
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utaltsdg; 2. parhuzamos interakcidk; 3. egyéni
felelésség; 4. egyenl$ részvétel. A kooperativ
tanulésszervezési struktirak osszeallitasandl az
Otletad6k ezt a négy alapelvet szem elétt tar-
totték. (Kagan, 2001) A kovetkez§ részben be-
mutatunk néhany ilyen struktirét, amit a jelen-
legi kisérlet soran fel is hasznéaltunk.

2.3. Alkalmazott médszerek

* Gondolkozz — beszéld meg pdrban — ku-
pac-tandcs: ennek a mddszernek az alkalmaza-
séandl a didkok eleinte ¢nalléan gondolkodnak
egy adott probléma megoldasan. Ezt kdovetSen
parban megbeszélik az otleteiket, végll a cso-
port egy csoportmegbeszélést tart és Osszeveti,
valamint ellendrzi az Gtleteket.

* Feladatktildés: 1. 1épés: minden csoport/
diak (feladattél fiigg) kérdés(eke)t dolgoz ki —
ezek lehetnek egy adott tananyagra vonatkozd
ismétld kérdések, lehetnek Gj feladatok, amiket
a didkok talalnak ki ...stb. 2. 1épés: A csoportok
elkildik egymésnak a feladatokat. 3. lépés:
A csoportok vélaszolnak.

» Szakértéi mozaik: Minden csoportban
mind a négy tanulénak van egy jele (ez lehet pl.
betdjel), valamint minden csoport kap egy adott
témat, amin a tagoknak majd dolgozniuk kell.
Fontos azonban, hogy a csoportoknak kiosztott
témak valahogyan 6sszefiiggjenek (matematikéa-
ban lehet &ltalanositasra hasznélni ezt a méd-
szert, gy, hogy az egyes csoportok kiilonb6zd
eseteket vizsgalnak). A csoportok kapnak vala-
mennyi idét, hogy a sajat feladatukat kidolgoz-
zak, megbeszéljék és meggyézédjenek réla, hogy
a csoport minden tagja szdmaéra értheté a meg-
oldas. Ezt kdvetSen az azonos jeld tanuldk osz-
szetilnek, Gj csoportokat alakitva. Ezekben az Gj
csoportokban mindenki beszdmol a sajat fel-
adatérdl, mikdzben a tobbiek jegyzeteket készi-
tenek. A megbeszélés befejeztével a tanuldk
visszatérnek eredeti csoportjaikba és 6sszevetik
a szerzett informéciét. (Kagan, 2001)

3. Kutatasi kérdés

Hogyan jarul hozza a nyilt végd problémak
alkalmazésa a matematikadrékon, kombinélva
a kooperativ technikdkkal a matematikai gon-

dolkodas fejlédéséhez, a gondolkodas 6rémé-
nek atéléséhez?

4. A kisérlet

A kovetkez6kben bemutatasra kertld két
probléma és feldolgozasuk egy hosszabb léleg-
zet( fejleszté pedagdgiai kisérlet része. A kisérlet
résztvevéi 16-17 éves didkok, akik egy muszaki
szakirdnyu nyelvi el6készité osztaly 11. évfo-
lyaméra jartak. Ez a 16 tanul6 a matematikat
heti 4 6raban tanulta, f6leg miszaki és termé-
szettudoméanyos érdeklédésiek, némelyikik ki-
emelked6 matematikai tehetség, de mindany-
nyian szivesen foglalkoznak matematikaval.

A Kkisérlet sordn a tanulék 5 tanterv-alapu
nyilt végd és/vagy vizsgalédassal megoldhatd
problémét dolgoztak fel kizardlag kooperativ
tanuldsszervezési technikakkal tervezett 6réakon.
Az egyes problémak megoldasara 2-3 tanitéasi
Ora is jutott. A cél a problémak alapos megvi-
tatasa, korbejarasa is volt.

5. Feladatok

5.1. Jaték a gyufakkal

,Az asztalon hever 27 gyufaszal. Két jatékos
felvaltva vesz el 1 vagy 2 vagy 3 gyufaszélat.
(Amig van az asztalon gyufaszal, addig legalédbb
egyet el kell venni!) Az nyer, aki az utolsé gyu-
faszélat elveszi. A feladat egy gyézelmi stratégia
kidolgozasa a kezdd, illetve a mésodik jatékos
szempontjabdl.” (Ambrus A., 2004) Tantervi vo-
natkozdsok: aritmetika, oszthatésag, osztasi ma-
radékok (visszafelé gondolkodas).

5.2. Gombok

Harom gombot kérben helyeziink el. A gom-
bok szine lehet kék vagy piros. Ismételd a ko-
vetkezéket és figyeld meg, mi torténik: két egy-
forma szind gomb kozé helyezz egy piros gom-
bot, két kiilonbozd kozé egy kéket, majd tédvo-
litsd el az eredeti gombokat. Vizsgdld meg az
Osszes lehetséges kiinduldsi helyzetet (nrich).
Kiterjesztés: Mi torténik, ha eredetileg 4, 5 vagy
6 gombod van? Tantervi vonatkozdsok: kombi-
natorika, Osszes eset logikus felsorolasa (sziszte-
matikus gondolkodas).
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6. Az orak felépitése

Gyufak

Gombok

A tanulék csoportba rendezése

Feladatmegértés

Minden 4 {8s csoport megkapta
a jatékszabalyokat és két doboz
gyufat.

A tanul6k csoportonként megkaptak

a feladat leirésat. Az eredeti probléma
demonstraciéjat az nrcih.maths.org
honlapon a csoportmunka megkezdése
elétt az egész osztaly megnézte. A vizua-
lizélas segitette a probléma megértését.

Feladatmegoldas
(Gondolkozz — be-
széld meg pdrban —
kupac-tandcs)

Nyerd stratégia kidolgozdsa.

A tanuldk paronként kiprobaltak
a jatékot és megprébaltak nyerd
stratégiat megfogalmazni mind
a kezdé 1épést megtevd, mind

a masodikként hizé jatékos sza-
méra.

Vizsgdlat 3 gombra. A vizsgélat és

a szemléltetés megkonnyitése érdekében
a tanuldk kétszind korongokat kaptak,
igy ki is tudtak prébélni a konkrét elren-
dezéseket.

Feladatvariacio
(Gondolkozz — be-
széld meg pdrban —
kupac-tandcs)

Véltozatlan jatékszabalyok mellett
a tanuléknak vesztési stratégiat
kellett kidolgozniuk.
Feladatkiildés. Minden csoport
egy, az eredetihez hasonlé jatékot
talalt ki, majd az Gj jatékokat ki-
cserélték egymas kozt és ismét
megprobaltak nyerd stratégiat ki-
dolgozni az adott jatékra.

Vizsgdlat t6bb gombra. Kiilonbdzé cso-
portok kiiléonbdz8 gombszédmra vizsgéltak
a minték valtozasat és prébaltak valami-
lyen észrevételt megfogalmazni.

A Szakértsi mozaik segitségével a cso-
portok megosztottak egymassal felfede-
zéseiket. Miutan a tanuldk visszatértek
eredeti csoportjaikba gy, hogy most
mar tobb kiilénbozé gombszam elren-
dezés mintajara vonatkozd eredmény allt
a rendelkezésiikre, probaltak megfogal-
mazni valamilyen altalanos észrevételt.

Diszkusszié
(egész osztaly-
lyal), reflexio

Meggydzadtiink arrédl, hogy minden tanulé megértette a megoldasokat és

a megoldéasi menetet is. A tovabbi problémamegoldés szempontjabdl fontos,
hogy visszatekintettiink a feladat megoldasi folyamatéra és felidézttik, hogy
milyen nehézségekbe titkoztek a tanuldk és hogyan sikertilt lekiizdenitik azo-
kat. Pélya szerint ,,Azzal, hogy atnézik a kész megoldést, az eredményt és

a hozzavezetd utat atvizsgéljak, még egyszer végiggondoljak, megszilarditjak
tudéasukat, és fejlesztik feladatmegold6 készségtiket.” (2000)

7. Megfigyelések, tapasztalatok,
eredmények

Gyufak

A gyufas jatéknal hamar rajottek a tanuldk
a feladatvariacié lehetGségeire. Kozvetlentil a fel-
adat kiosztasa utan ilyen mondatok hangzottak

MOZAIK KIADO

el: ,Jatszhatnank 5-tel is.” vagy ,Legkdzelebb
10-zel jatszunk.”

Az eredeti probléma megoldésénal sikertilt
rajonni, hogy visszafelé érdemes gondolkodni
a nyerQ stratégia megtaldlasahoz. Tébb tanuld
megoldéasa kozott szerepel, hogy ha sikertl el-
érni, hogy csak 4 db gyufa maradjon az aszta-
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lon Ggy, hogy ekkor az ellenfél kovetkezzen, ak-
kor mar biztos a gySzelem — ezt persze minden
paros masként fogalmazta meg, de a lényeg
ugyanaz volt. A 4 db gyufatdl visszafelé pré-
baltak kitalalni, hogy mely szdmok a ,nyerdk”.
Néhéany péaros ugy kozelitette meg a problémat,
hogy megnézte, hany gyufanak kell az asztalon
maradnia, miutdn & hudzott, mésok azt vizsgal-
tak, hogy hany gyufabdl lehet még nyerni, mi-
elétt 8k huztak és volt, aki az egy korben kihu-
zott gyufdk széméval prébalt szamolni. Példa
megoldéasokra:

LArra kell térekedni, hogy az ellenfélnek le-
gyenek a 4 tobbszorosei: 4, 8, 12, 16, 20, 24.”

A végére 4 gyufaszélat kell hagyni az ellen-
félnek. 24-t4l lefelé 4-re kell kiegésziteni a hu-
zott szélakat. Ha az elején 3-at hiz az ellenfél,
akkor biztosan nyerni fog (ha tud jatszani).”

Az elején 3-mal kezdiink, majd a kdzepére
lelassitunk egyre és probéljuk a 4-et az ellenfél-
nek tenni.”

Az elején cél, hogy 6sszegbe 3-at vegyliink
le, utdna mindig 4-et.”

A legtébb tanuld az elsd oOtlet megtalalasét
tartotta nehéznek. Azt irtdk, hogy ha mar meg-
taldltak egy gondolatmenetet, azt konnyd volt
kovetni. A feladat variélt eseteinél hasonlé mo-
don folyt a megoldas.

Gombok

Miutan a csoportok megkaptak a feladat le-
frasat, megprobaltédk értelmezni. Annak ellené-
re, hogy a feladatmagyarazatot interaktiv tablés
demonstracié is kisérte, mégsem minden cso-
port tudta elkezdeni a feladat megoldasat. A ko-
rongok segitségével prébélgattak a lehetGsége-
ket, viszont az Gsszes lehetéség logikus felsoro-
lasa és a megfigyelt minta lefrdsa sok helyen
gondot okozott. Hosszabb id§ elteltével is tgy
tlint, hogy a tanuldék nagy része vaktaban frja fel
az egyes eseteket, ezért osztaly diszkussziéra val-
tottunk. ElGszor is meg kellett beszélni, hogy mi-
vel a korongok korben helyezkednek el, a pkp,
ppk és a kpp (p: piros korong; k: kék korong)
jelolések ugyanahhoz az elrendezéshez tartoz-

nak. Kozoés javaslat alapjan 3 korong esetén
a mintékat a kévetkezd moédon gydjtottik Osz-
sze:

ppp — ppp; kkk — ppp;
PPk — pkk — ppk; kkp — ppk — kpp

A mintdk véltakozésara vonatkozd észrevé-
telt, miszerint: ha a korongok azonos szintek,
akkor elébb-utébb mindhdrom korong piros
lesz, ha kilénbézdek, akkor ismétiédik ugyanaz
a minta, egytitt fogalmaztuk meg az osztallyal.

Most méar mindenkinek volt étlete, hogy ho-
gyan jegyzeteljen. 2-2 csoport feladata 4 gomb,
masik 2-2 csoporté pedig 5 gomb elhelyezke-
dési lehet8ségeinek vizsgélata volt. A feladat
megoldéasa kozben a tanuléknak nagy segitsé-
get jelentett, hogy konkrét targyakkal tudtak ki-
prébélni a lehetséges sorrendeket és elvégezni
azokon a valtoztatasokat.

A kooperativ munkaforma alkalmazasakor
a tanul6i aktivitas sokkal nagyobb volt, mint egy
frontalis médszerrel szervezett 6ran. Ehhez per-
sze hozzajarultak a felhasznalt kooperativ struk-
tirék, hiszen alkalmazasuk soran a feladat sike-
res megoldasédhoz mindenki egyenld részvételé-
re szlikség volt. Még azok a tanuldk is aktivan
dolgoztak, megfigyeltek, jegyzeteltek, otleteltek,
akiket egyébként nehéz ravenni, hogy részt ve-
gyenek az 6rai diszkussziéban.

A tanuldk kozétti kommunikéacié nyilvan sok-
kal élénkebb volt, mint altaldban. Erdekes volt
hallgatni, ahogyan prébaltak egymasnak elma-
gyarazni otleteiket, ahogyan javitgattdk egymas
érveléseit és gyszkodiék egymast sajat igazuk-
rél. A prébéalkozasok, otletelések soran egyre pon-
tosabban fogalmaztak. Megtanultak tiirelmesen
végighallgatni egymaést és értelmes vitédkba is
belementek. Az egyik csoport tagjai a sziikséges
minimumra korlatoztdk az egymaés kozotti inter-
akcidt, bar ez lassitotta a munkatempét, a fel-
adatmegoldast igy is sikeresen teljesitették.

A feladatok megoldasa utén tobb tanulé irta,
hogy j6 volt csoportban dolgozni, hiszen igy va-
lakinek mindig volt étlete, ami elre vitte a prob-
lémamegoldést, igy ez sikerélménnyel zérult.
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Erezték, hogy képesek onalléan dolgozni, mi
tobb, sikert is elérni.

A matematikaoktatéds soran érdemes azt is
tudatositani a tanul6kban, hogy a matematika
nem egy merev ismeretekbdl allé rendszer, ha-
nem valami olyan, amiben mindig fel lehet fe-
dezni, észre lehet venni Uj Osszefliggéseket.
(Szendrei, 2005) A tanulék szaméra ez akkor is
izgalmas lehet, ha az 6sszefliggés, amit felfedez-
nek, csak szdmukra 4j. A vizsgalodassal meg-
oldhaté feladatok ezt j6l demonstraltdk. Adott
ismeretekbdl kellett létrehozniuk valami Gjat.
Ahogy Szendrei Julianna kényvében is olvas-
hatjuk: , Azt is at kellene az iskolai matematika-
tanulds soran élni, hogy a matematika alkoté
tevékenység”. A fenti problémak feldolgozésa

kooperativ struktirdkkal j6 moédszernek bizo-
nyult erre.

Nehézségek

A feladatok megoldéasa soran felmertls ne-
hézségek, amikkel a tanuldk szembestiltek, a ko-
vetkez8k voltak: (1) a gyufés jaték esetében
a random prébalgatasrdl valamilyen rendszere-
zett munkara valtas; (2) ne csak jaték, hanem
megfigyelés legyen a gyufadkkal valé kisérlete-
zés; (3) a gombok esetében kor alaki elrende-
zésben az Osszes eset logikus, rendszerezett fel-
sorolasa; (4) a kor alaka elrendezésben a kii-
16nb6z8 esetek megkiilonboztetése (pkk, kpk ...
stb.); (5) altaldnos érvényd éllitdsok megfogal-

Visszafelé gondolkodos feladat
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mazésa; (6) elakadéas esetén a tanar helyett a tar-
saktdl vald segitségkérés.

Eredmények

A kooperativ médszerekkel feldolgozott 6ra-
kat megel6z8en és azokat kovetSen is a tanulék
matematikatudast mérd teszteket toltottek ki. Az
el6- és az utéteszt feladatai kozott egyarant talal-
haték olyanok, amelyeknek a megoldésa visz-
szafelé gondolkodast igényel (mint a gyufas ja-
ték), illetve, amihez mintamegfigyelés és altala-
nositas sziikséges. Az alabbi diagramok a tanu-
16k A&ltal elért pontszamokat mutatjdk meg az
elé- és az utéteszt ide vonatkozé feladatain.

8. Jovébeni tervek

A fent emlitett 6rék egy Osszetettebb kisérlet
részét képezik. A tapasztalat alapjan minden-
képp pozitiv kimenetele volt a kisérlet eddig tel-
jesitett részének. A tanuldk 6rommel vettek részt
a kooperativ technikdkkal szervezett 6rdkon és
béatrabban fogtak bele ismeretlen feladatok meg-
oldéséba.

A mobdszer hasznélata nyilt feladatokkal egy-
bekoétve mindenképpen szinesiti a tanitasi 6réa-
kat. Tovabbi kérdés lehet, hogyan alakitsunk &t
néhany tandrai problémét ugy, hogy ne hét-
réltassuk a kotelezd haladast, és szem elé6tt tart-
suk, hogy a matematikaérdkon az érettségire
felkészités is igen fontos szempont, viszont meg-
izleltessiik a gyerekekkel a problémamegoldas
szépségét.

A kisérlet folytatasaként a tanulék 1-2 he-
tente részt vettek tovabbi kooperativ tanulés-
szervezési technikakkal tervezett érakon.

A kutatds az Eurépai Unié és Magyarorszdg
tdmogatdsdval a TAMOP 4.2.4.A/2-11-1-2012-
0001 azonosité szamu ,Nemzeti Kivalésdg Prog-
ram — Hazai hallgatéi, illetve kutatéi személyi
tdmogatdst biztosité rendszer kidolgozdsa és
mukddtetése konvergencia program” cimd ki-
emelt projekt keretei kbzott valésult meg.
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Budai Laszlo

Informatikai eszkozokkel tdmogatott
matematikatanitds — tapasztalatok

Bevezetés

012. Ismeretes, hogy az elmalt 10-15 év-

ben hatalmas térsadalmi, oktataspolitikai

véltozasok zajlottak le (és folyamatban is
vannak) Magyarorszagon. Ehhez természetesen
a pedagdgusoknak is alkalmazkodniuk kell/kel-
lett eszkdz/mddszer, illetve nem utolsé sorban —
ami tapasztalataim szerint az egyik legkritiku-
sabb pont szokott lenni — hozzaéllas tekinteté-
ben.

Az Gj mbédszerek (differencidlt tanulasszerve-
zés, kooperativ médszerek, projektmunkak, mo-
dularis oktatds...) Gj eszkdzoket kivantak meg,
ezek koziil egyik az IKT. Ebbe a kategériaba sok
minden beletartozhat: internet hasznélata, ta-

Island Chase Subtraction

nuldi digitalis tablak hasznalata, interaktiv tébla,
kiilénbozd szoftverek, digitalis adatbézisok (sdt,
sulinovaadatbank...), projektor segitségtil hiva-
sa.

Az 5 tanévet feldleld tapasztalataim alapve-
téen harom, egymastdl kilonbodzd eszkdz/méd-
szer tekintetében nem feltétlentil elkilonils sza-
kaszra bonthaték: 1-4. évfolyamosok, 5-8. év-
folyamosok, 9-12. évfolyamosok.

Informatika bevonasa
1-4. osztalyokban

Az elsé két tanévben egy falusi altalanos is-
koldban tanitottam informatikat tobbek kozt

More Arcademic Games

1. abra
Island Chase Subtraction verseny alapmiiveletek gyakorldsdra
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1-4. osztélyos gyerekeknek. Itt megkérdezte a
taniténgjuk, mivel a gyerekek szemmel lathat6-
an nagyon élvezik a szamitégéppel valé fogla-
latoskodast, lenne-e lehetéség az informatika-
6réan jatékos magyar, illetve matematika felada-
tok nézésére. A vélaszom természetesen igen
volt. Az els§ program, amit megnéztiink, a min-
den szamitogépre feltelepitett Ablak Zsiraf volt,
mely tartalmazott par matematikdhoz koéthetd
gyakorl6 jatékot (alapmuiveletek végzése). Ezen
kivll taladltam még egy jél hasznéalhaté oldalt:
http://gyakorolj.hu. Ezen a weblapon szamos
flash alapu, jatékos gyakorlé feladat elérhetd,
melyek szinte mindegyikét kiprobaltuk; vala-
melyik jobban, valamelyik kevésbé jobban tet-
szett a gyerekeknek. A gyerekek nagy kedvence
az Island Chase Subtraction (1. dbra) nevd, ki-
vonast gyakoroltaté jaték volt, melynek lénye-
ge, hogy egy motorcsénakkal kell minél jobb
helyezést elérni Ggy, hogy a csénak sebessége
a jo valaszok mennyiségétsl és gyorsasagatdl
flgg. A jatékot halzatban kell jatszani, azaz nem
gépi ellenfelek ellen, hanem a gyerekek egymas
ellen versenyezhetnek, ami plusz izgalmat adott
a jatékos tanulashoz.

Mivel az informatikanak véleményem szerint
rendkivil sok koze van a matematikéhoz, igy
mire a gyerekek erre rdjonnek altalanos iskola-
ban, méar nem is kedvelik annyira az informati-
kat (logikai miveletek, algoritmizélas, progra-
mozés, tablazatkezelés...). Nagyon szerencsés
volt ez az iskola olyan szempontbdl, hogy az
1-4. osztdlyokban heti 2 tanéra informatika-
oktatasra volt lehet8ség. Ezért jutott béven id8
a Comenius Logo programozési nyelvben a Logo
kornyezetet attekinteni és még az elején meg-
szerettetni a gyerekekkel, melyhez akaratlanul is
parosult a matematikatudasuk felhasznéalasa és
ezéltal a gondolkodasmédjuk fejlesztése. Gon-
dolok itt a beépitett jatékokon kivil a ciklusok
fréséra, egyszerdbb, illetve bonyolultabb alak-
zatok Kkirajzolaséra, rekurziv &brak készitésére,
paraméterek alkalmazaséara, eljarasok készitésé-
re és azok kiilonboz6 paraméterek melletti hiva-
sara és még sorolhatnam. A program grafikus
lehet@ségeit elsGsorban az alapveté geometriai

ismeretekhez kapcsol6dé szemléltetésben hasz-
néalhatjuk ki (kortiljaras, eltolas, elforgatés...).

Felhasznéltam még tovabba egy gyakorld
feladatokat tartalmazé honlapot, mely rogton
kiértékeli a tanulé eredményeit. A honlap a
http://www.erdcenter.hu/pub/ec/jatek/matekkics
i.html cimen talélhaté, és a kovetkez$ témako-
roket tartalmazza: 6sszeadas, kivonas, helyette-
sités, vegyes, szorzas és osztés.

Nagyon fontosnak tartom megjegyezni a fen-
tebb emlitett tényekkel kapcsolatban, hogy a sok
ellenvéleménnyel szemben én kifejezetten ta-
mogatom a 6-10 éves korosztly informatika
oktatasat. Ezt a konkrét tapasztalataim alapjan,
illetve az elmult 10-15 év tarsadalmi, oktatés-
irAnyitasi, matematikadidaktikai valtozasok alap-
jan merem kijelenteni. Természetesen nagyon
fontos, s6t gyakorlatilag {6 szempont volt az,
hogy az ilyen Kkicsi gyermekeknél ne menjen
a pszichomotorikus tényez8k rovaséra a sza-
mitégépek bevonasa (az irast, a szamkorok bo-
vitését stb. ne csupéan a szamitdgépre hagyat-
kozva sajétitsa el), tehat a megfelel§ helyen és
idében, a megfelel6 mddszer alkalmazésa sar-
kalatos pont volt szamomra.

GeoGebra az 5. osztalyban

Mindezekkel péarhuzamosan, rogton 2008
szeptemberében, els6dleges érdeklédési ko-
romnek megfeleléen elinditottam egy kutatast
a (halmozottan) hatranyos helyzetd tanuldkra
vonatkozdan: arra voltam kivancsi, hogy vajon
a GeoGebra bevonédsa a matematikdhoz kap-
csolédé tanitési-tanulasi folyamatban milyen ha-
tassal lehet ezen tanul6k matematikai képessé-
geinek fejlédésére. Ezt a vizsgélatot 2 kiillonbo-
z8 szempont alapjan végeztem, melyek ered-
ményeirdl beszdmoltam A matematika tanitasa
19. évf. 2. sz. / 2011 szaméban. Az els6 kutatas
az 5. évfolyamot célozta, a masodik a 8. évfo-
lyamot (itt méar Gsszetettebb volt a kép, ugyanis
ekkor mér egy nyolcosztadlyos gimnaziumban
dolgoztam, ahol ugyancsak volt hozzaférésem
HHH Aéltalanos iskolai tanulékhoz az oktatasi
intézmény 6sszevont volta miatt).
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GeoGebra a 8. osztalyban

A masik hosszabb tavi kutatdsom (szintén
2008-2011) alkalméval a 8. évfolyamosok
gondolkodasi képességeinek fejlédését vizsgal-
tam, pontosabban a GeoGebréval val6 fejleszt-
het8séget. Az errdl késziilt cikkem mellékletként
lesz csatolva, igy az ehhez kapcsol6dd tevé-
kenységeket és eredményeket csak nagyvona-
lakban ismertetem.

Felmerl a kérdés, hogy az elmult 10-15 év
tarsadalmi, oktatasiranyitasi, matematika-didak-
tikai véltozédsai milyen irdnyban befolyasoltak
a matematika cél-, feladat- és kovetelmény-
rendszerét. Alapvetd kérdéssé valt, hogy a ma
tanulé didknak milyen tudasra lesz szliksége a jo-
vében. A kérdésre adott véalasz pedig a kovet-
kez§: a tarsadalom a ma tanulé didktél alkal-
mazhaté tudast var el. Mindezek szellemiségé-
ben jottek létre, és mai napig is jonnek létre
a fentebb mér targyalt régi-Uj eszkozok, médsze-
rek alkalmazésa a fejlesztés hatékonysaganak
novelése érdekében. Ahhoz, hogy a tanulé meg-
allja a helyét az életben a mai munkaviszonyok
mellett, kreativ személyiséggel kell rendelkeznie,
és nyitottnak kell lennie az Gjra, az élethosszig
tarté tanulés kovetkeztében. Véleményem sze-
rint ezt a megfelel§ és tudatos gondolkodas-
fejlesztéssel (elemi és Osszetett gondolkodasi
muveletek) igen hatékonyan lehet alakitani.

Miért j6 a GeoGebra bevonésa a tanitéasi-
tanulési folyamatba? Egyrészt felgyorsitja a fo-
galomalkotés, ismeretszerzés egyes fézisait, mas-
részt a tanulék szdméra érdekesen, figyelemfel-
keltéen lehet gyakorlatiassagot kialakitani. Mun-
kaforma szempontjabdl a GeoGebra differenci-
alasi lehetéségekkel is rendelkezik. Minden ed-
diginél kénnyebben és hatékonyabban fejleszt-
hetd a szaknyelv pontos hasznélata és a bizo-
nyitasi igény felkeltése. A GeoGebra hasznéla-
taval elkertilhetéek a tanuléknal eléforduld, bi-
zonyos gondolkodéssal kapcsolatos jellegzetes
hibéak (helytelen analdgian alapulé...). Ami a leg-
fontosabb azonban a fentebb leirtak tiikrében,
hogy a GeoGebra egy nagyon jé motivacids
bézist teremt, felkelti a tanuléban az érdeklédést
és tanulasra 6sztonoz.

Az elért eredmények 8. évfolyamokra vonat-
koznak a kovetkezd témakorokben:
* Analizis és szintézis: hdromszogek, négyszo-
gek szerkesztése, megoldéasok diszkutalasa.
« Altalanositas és specializalas: sokszég belsé
szOgeire vonatkozd Gsszefliggések, négyszo-
gek csoportositasa.
* Fogalomalkotas: a végtelen fogalmanak mé-
lyitése.
o [téletalkotas: Pitagorasz tétele.

Fontosnak tartom megjegyezni, hogy a kog-
nitiv tényezdk figyelembe vétele mellett az affek-
tiv (érzelmi, a matematikdhoz valé hozzaallasa
a tanuléknak) és pszichomotorikus tényezdket
(esztétikus, pontos, attekinthetd munka készité-
se, eszkozok megfelel hasznélata) is figyeltem.
Mindezeket figyelembe véve a kovetkeztetéseim
a GeoGebra 8. évfolyamokon térténd haszna-
latéat illetGen:

* Motivéacids bézis teremtése a tanulok sza-
maéra

* Szkémék egyéni kialakitdsdnak (asszimila-
ci6, akkomodacio) segitése

* Kognitiv képességek, gondolkodasi folya-
matok fejl6désének elBsegitése (formadlis
muveletek szakasza)

o Affektiv tényez8k javitdsa (a matematika-
hoz vald porzitivabb hozzaéllés, a szamité-
gép hasznélata tanéran motivélja a tanu-
16kat)

* Pszichomotorikus képességek fejlédése

Az Activlnspire szoftver

Az oktatéasi intézmény, ahol jelenleg vagyok,
kozel 1 éve kapott palyazat Gtjan 8 darab Pro-
methean tipust interaktiv tablat. Az ehhez tar-
tozé szoftver neve Activinspire (2. dbra).

A szoftver lehetGségeit jelenleg is tanuljuk,
felfedezziik 6nélldan, illetve a pedagdgus kollé-
géakkal karoltve. A mar jelenleg altalam ismert
funkciéi is igen impozansnak mondhatéak.
A szoftverrdl rengeteget lehetne mondani, meg-
prébalom most kiemelni az altalam mar sikere-
sen hasznalt funkcidit.
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2

AlapvetGen egy Uj flipchart (igy nevezi a szoft-
ver a munkalapokat) létrehozéséra 3 lehetdség
kinalkozik:

¢ Betoltiink egy, mar meglévét (3. dbra)
e Betoltiink egy, mér meglévét, majd azt
igényeinkhez szabjuk.

Acthinspire - Studio

¢ Teljesen a nullardl hozunk létre egy Uj flip-
chartot.

Az elsG lehetGségre kivald rendszert talaltak
ki: a bal oldali eszkoztéron talélhaté egy forras-
bongészé ikon, itt elérhetd az Gsszes, a prog-

Fijl Seerkesriés Méset Besnirds Esthtosk S(g6 | mewnelkai ®

(o]

L 2 & recivireore ot orsck
i

- [ Récsok
#- [C] Tandra-letrehozs eszkdack
i1 [l Tevékenységek & sablanak
1 (L) Targyak

2. dbra

Az ActivInspire nevii interaktiv tabla-szoftver felépitése

Aty - Shabs
Faji  Seeromsztés  Neset Bestucks Bsktock  Sugd  mév nélkub® =

CER. e
L3R & o oo s ]

e ) ]

B T aioke egooansesies | 3

om-a
Wl Samsonck -

P ey SaBSONOK arwion vilas)

| evekenyseger i
[ 10a0-25 ricsok
L Egyeh teatkemyigek
ks Fepomk

 Hebymiria
L 88 tevienysiget

- Kaildmhudnak

3. dbra
Példa az Activinspire beépitett forrdsainak egy lebetséges felbaszndldsdra — Erathoszthenészi-szita
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ramba integrlt flipchart. Elsédleges forrasként
a http://www.prometheanplanet.com/, illetve
a http://www.prometheanworld.com hivatalos
weboldalakat emliteném. Itt szinte minden nap
Uj és Uj, masok altal (vagy akér altalunk is)
publikélt flipchartok tekinthet6k meg ,tube”
forméaban, illetve integrélhatéak a szoftver for-
rasbongészGjébe. Ha még nem értiink annyira
a program lehet8ségeinek kiaknézésahoz, akkor
a masodik flipchart-létrehozési lehetéség na-
gyon hasznos: egy mar teljesen komplett, md-
kod§ rendszert alapismeretekkel rendelkezve is
atirhatunk (példaul kicseréljiik a feladat széve-
gét). Eddig tobbnyire az elsd két lehetdséget
hasznéltam, ugyanis tapasztalataim szerint egy
teljesen Uj otletet megval6sitd flipchart létreho-
zasa nagyon sok munkaidét vesz igénybe, f6-
leg, ha hozzavessziik, hogy akéar t6bb munkaol-
dalt is tartalmazhatnak.

A program azon kiviil, hogy a szokvanyos
média-elemeket tartalmazza (szbvegek, képek,
hangok, videdk beszirésa), lehetéség van a flip-
chartok viselkedésének minimélis programoza-
sara is: a beépitett miveletek (kitoltés, alakzat
felismerése, iras, szavazas...) barmelyikét hozza
tudjuk rendelni az altalunk felrakott gombokhoz.

A flipchartok szerkesztésénél tovabba érde-
mes még kihasznalni bizonyos képmanipulalés
programokbdl (photoshop) mar jél ismert réte-
geket. Rengeteg olyan munkalap van, ahol mar
a feladat megoldasat is tartalmazza a munkalap,
csak mas rétegen van, igy az el van rejtve a sze-
mink eldl, és mondjuk jatékosan egy nagyit6t
folgje tartva jelenik meg.

Ha nagyon réviden kellene jellemeznem
a szoftvert, azt mondanéam réla, hogy ez min-
den porcikgjaban a jatékos tanuldsra helyezi
a hangsulyt. Rengeteg beépitett jaték, hang, vi-
ded, hattérkép... van benne, ami mind ezt az
egy célt szolgélja: jatékos tanulés.

Egyéb tapasztalatok

Szamos informatikdhoz kapcsolédd eszkoz-
rél van mér tapasztalatom, de azok nem olyan

mélyek kutatdsmodszertan szempontjabdl, mint
a fentebb emlitettek, igy azokrdl csak emlitést
teszek.

Elektronikus prezentaciok

Azon kivil, hogy néha szoktam bevinni alta-
lam Kkészitett prezentacidkat (pl. matematika-
torténet), a tanuldkkal is szoktam csinéltatni né-
mely témakorhoz kapcesoléddan. Ezt azért szok-
tam tenni, mert ezzel is mélyiil az adott anyag-
hoz tartozé tudéasa, illetve kidertil szamomra,
hogy mennyire sikeriilt elsajatitania az adott
anyagrészt. Ezt nem csak kifejezetten a hagyo-
maéanyos prezentacidkészité eszkdzokkel (micro-
soft office powerpoint) szoktuk megvalésitani,
hanem kitekintiink egyéb lehet8ségekre is: prezi
(4. dbra), speakflow, ppt plex. Mindez azt a szem-
léletet erGsiti a tanulékban, hogy a tudoményok
folyamatos fejlédésben vannak (még a ma-
tematika is), illetve hogy legyenek nyitottak az
Uj dolgok irant.

MozaBook

Ennek hasznélatat kifejezetten 6. osztalyban
hasznositom. Az oktatési intézmény kiilén meg-
rendelése kell ennek hasznélatdhoz. Az egész
tankényv, illetve munkafiizet elektronikus for-
maban is megtaldlhaté, de nem statikus forma-
ban, hanem dinamikusan: a feladatokat ki tud-
juk tolteni, megjegyzéseket flzhetiink, a képe-
ket kilon ki tudjuk nagyitani, a feladatokat kii-
16n nagyméretben meg tudjuk jeleniteni...

TablazatkezelS rendszerek

Alapvet&en a Microsoft Office Exceljét szok-
tam hasznélni, de nem olyan gyakran: statiszti-
kai feladatokban 8. osztdlyban, 5. osztadlyban
a kiilénbozd diagramok prezentéléasara.

Tanuléi laptopok

Harom olyan osztdly van, melyek beleke-
riltek iskolankban a tanuléi laptop programba.
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4. abra

Nagy magyar matematikusok — prezivel késziilt online bemutaté

Ezek kozil én nem tanitok egyikben sem, vi-
szont volt szerencsém kiprébélni személyesen is
egy matematikadran. Pozitiv tapasztalataim
vannak: minden tanul6 kiilén kap egy ugyne-
vezett elektronikus palatéblat, melyhez tartozik
egy 6nallé program (hasonléan az Activinspire-
hez), és a tanulék 6nélléan vagy virtudlis cso-
portokra osztva dolgozhatnak, akér differencialt
Oraszervezéssel is. A kozponti, tanari géprdl el-
érhetd az OGsszes tanuléi laptop, igy barmikor
ellendrizni tudjuk a tanulék munkajat, akar bele
is javithatunk online, vagy segitséget tudunk
adni nekik.

Robotika

Az iskolai informatikdnak nagyon szdk té-
makore a robotika, alig van réla sz6, pedig
nagy segitséget jelenthetne ez is, hatranya az
anyagiakban rejlik. Egy Kutatok Ejszakajan
vettem részt, ahol a gyerekeknek egy robot el-
len lehetett jatszani a kovetkezd jatékot: van
egy 100 mezdbdl allé egyenes pélya, a gyerek
az egyik végén, a robot a masik végén all. Fel-
véltva lépegethetnek egy babuval (a robot tolja

maga el6tt), minimum 1, maximum 4 [épést. Az
a jatékos veszit, aki végiil nem tud 1épni (szem-
belitkozik a masikkal). A gyerekek szaméara
meglepS eredmények szilettek: 30 gyerekbdl
30 elvesztette a jatékot. llyen okosak manapség
a robotok? Ez egyfajta NIM-jaték reprezentaci-
Gja volt, és ismert, hogy az ilyen jellegd jaté-
koknak a megfelel§ feltételek mellett létezik
gyGztes stratégidja. Ennek matematikai héatterét
beszéltem meg a gyerekekkel. Otthoni munka
volt szdmukra hasonlé jatékok kitalalasa, kere-
sése.

Sajat programok hasznalata

Néhany altalam készitett gyakorlé progra-
mot, illetve modellezési programot is hasznél-
tam mar matematikadrdkon. Példaul a val6szi-
ndség-szamitasnal (12. osztélyban), vagy érde-
kességképpen mar 7. osztalytél (ahol ismerik
a pit) be lehet mutatni a kovetkez6 modellt
(5. Gbra): a Descartes-féle koordinatarendszer
I. negyedének [0, 1] x [0, 1] részére véletlensze-
rden ,leejtiink” n darab pontot. Ezekbdl k da-
rab az egység sugard negyed koron belilre fog
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g5 Pif4 értékének modellezése

=] B |t

-:[Budai Laszlo]:-

n érteke:
k ériéke:
k/n értéke:

10000 || Részeredmények tarolssa

7820
0,7820

W% | Koordinétik generaldsa és pontok ehelyezése |
r Uj modellezés |

: S;le'sank. hogy a k/n hanyados konvergsl a pi/4-hez.
{pi/4=D,7854)

¥ (V] Bzomyitss

(a2 mérékek dimenzioja megegyezik)

tsr. Egységnyi sugani negyedkor teriete pi/4.

r  Egysegnyi oldalhossziisagl négyzet tertlete 1.
lay & kedvezd esetek/osszes lehetséges eset=

. k/n={pi/4)/1=pi/4.

- Pij4

- PiB

-~

5. dbra
A pi, illetve pi/4 szdmitogépes modellezése

esni. Hova tart a k/n hanyados értéke, ha n-t
noveljik? A programon be lehet allitani n érté-
két (10000-nél mér elég szembeting a modell),
illetve egy grafikonon kévethetjik a k/n hanya-
dos valtozasat (3 kilénbdzs zoomolasi finomi-
tassal). Ismételhetjiik a modellezést tdbbszor is,
a részeredményeket el tudjuk tarolni egy txt ki-
terjesztésd szdveges fajlban, illetve megfogal-
mazhatjuk a sejtést, majd a bizonyitast.

A programokat C# programozasi nyelven
készitettem.

Tervek a jovére nézve

delenlegi érdeklédési teriiletem a 15-18
éves korosztaly térszemléletének fejleszthet$sé-
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ge a GeoGebra hasznélataval. A GeoGebra je-
lenlegi legfrissebb verzidja nem tamogatja a 3D-s
objektumokkal valé munkélatokat, de az &abra-
zolé geometria, illetve projektiv geometriai szer-
kesztések elvégezhetSek igy is benne. Ha na-
gyon akarjuk, akkor egy haromdimenziés Des-
cartes-féle koordinata-rendszert is definidlha-
tunk a GeoGebraban, de ezt kizarélag dnerébdl
(transzforméciés matrixok segitségével).

A GeoGebra azon verzidjat, mely tdmogat-
né a 3D-s objektumokkal valé muveleteket, a
GeoGebra 5.0-t (6. dbra), folyamatosan fejlesz-
tik a francidk, naprdl napra Gjabb lehetéségek-
kel bévitik, remélhetéleg hamarosan eléri a 100
szazalékosan , bevethetd” forméjéat.
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Irodalomjegyzék
[1] http://tudasbazis.sulinet.hu/hu
[2] http://sulinovaadatbank.hu/
[3] http://ementor.hu/
[4] http://gyakorolj.hu/

6. dbra
GeoGebra 5.0 Béta

[5] http://www.erdcenter.hu/pub/ec/jatek/
matekkicsi.html

[6] http://www.prometheanplanet.com/

[7] http://www.prometheanworld.com/
[8] http://prezi.com/
[9] http://www.geogebratube.org/?lang=hu
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Ambrus Gabriella — Anke Wagner
Reprezentaciok a szazalékszamitas

tanitasaban

zézalékokkal (helyesen) szamolni egy-
5 dltaldan nem magétdl értet6ds. Sokan

életkortdl fliggetlentl mar akar egyszerd
feladatokban is hibaznak, ahogy ezt nemcsak
felmérésekben, de példaul napilapok cikkeiben
is tapasztalhatjuk. Ennek nyilvanvalé oka, hogy
sokaknak nincs megfeleld elképzelése a szazalék
fogalmardl. A kévetkezd tanulméanyban néhéany
gondolat kovetkezik a témaval kapcsolatos kii-
16nboz8 reprezentacios lehetSségekrdl magyar
és német matematika-didaktikai hattér segitsé-
gével.

A reprezentécié fogalméval kapcsolatban
réviden megjegyezziik, hogy a kiils§ reprezen-
tacié materidlis, cselekvéses, szimbolikus sikon
torténik. A belsd reprezentaciok a kilsé repre-
zentaciok memoriankban megjelend megfeleldi,
pl. kép, hangos mondat, szimbdélumok sorozata,
frott szbveg (v6. Ambrus A. 1995).

Problémafelvetés

A szazalék valéjaban egy tortekkel kapcso-
latos absztrakcid, és igy a szézalékszamitassal
kapcsolatos problémak megoldésa is gyakran
ezen az absztrakt szinten térténik. Hamar fele-
désbe mertil azonban, hogy a szazalék valéja-
ban egy aranyt fejez két szam kozott, specidlisan
100-ra vonatkoztatva, példaul 75% a 75 : 100
aranyt fejezi ki.

A szézalékkal val6 értS szamolas pedig igen
fontos. Nemcsak azért, mert a mindennapi élet-
ben gyakori és nélkiilozhetetlen, hanem mert
biztos alkalmazésa az absztrakt gondolkodaést is
fejleszti.

A kovetkez8, szazalékszamitési alapesetnek
is tekinthetd feladat akar a mindennapokbdl is
szarmazhatna:

Térzsvdsdrléi kdrtydval bizonyos drucikkek
5%-kal olcsébban vdsdrolhaték. A kedvezmé-
nves cikkek listdja hénaprél hénapra vdltozik.
Mennyit kell végiil a listdn jelenleg szerepld
poléért fizetni, ha az eredetileg 48 Euroba ke-
rul?

Hogyan dolgozzunk egy ilyen feladattal az
6ran? Mi a legjobb mddszer arra, hogy a tanu-
16k ilyen feladatokat helyesen tudjanak megol-
dani?

Megoldasi médszerek
szimbolikus sikon

Az elébbi feladat megoldasahoz tobbiéle
modszert is alkalmazhatunk. A német szakiro-
dalomban példaul 4 szimbdlumokkal dolgozé
modszert adnak meg ehhez, amelyekhez min-
den esetben szébeli értelmezés is jarul (vo.
Leutenbauer, 1994, Hafner, 2012). Ezekkel
a moédszerekkel a magyar oktatasban is talalko-
zunk.

1. Kovetkeztetés

A kovetkeztetés soran két mennyiséget egy-
maéshoz rendeliink (itt: 100% — 48€), majd egy
harmadik érték segitségével (itt: 95%) kisza-
mitjuk a negyedik értéket. Ahhoz, hogy az em-
litett harmadik érték segitségével a negyedik
értéket kiszdmithassuk, , kulcsszézalékokat” is se-
gitségiil hivunk, példaul ilyen az 1%, 5%, 10%.
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Példank esetében mondjuk az 1% segitségével
kovetkeztetiink az 95% -ra.

100%  megfelelGje 48¢€

: IOO< ) : 100
1% megfelelGje 0,48€

-95 < > -95
95% megfelelgje 95 -0,48€

A szébeli magyarazatot altalaban rajz is kisé-
ri, példaul az elébbiekben lathaté mddon. Nyi-
lak utalnak arra, hogy mindkét mennyiség ese-
tében ugyanazt a miveletet hajtjuk végre.

2. Aranyegyenlet

Ha ezt a felirasi médot alkalmazzuk, akkor
az abszollt rész (szézalékérték) (P) és abszolit
egész (alap) (G) aranyat feleltetjiik meg a relativ
rész (szazaléklab) (p) és relativ egész, vagyis
100 aranyanak. Az elébbi jeloléseket alkalmaz-
va irhatjuk fel &ltalanosan, illetve a kiindulasi
feladat adataival a kovetkezéket:

P_p

G 100
P _ 9%
48 100

A megoldas befejezéséhez megfelels egyen-
letmegoldasi lépések hasznalhatok.

Erdemes meggondolni, hogy a megengedett
atalakitasokkal kapott egyenletek az eredeti fel-
adat szempontjabdl mit fejeznek ki. Példaul
a kovetkez§ alak:

P _48
95 100

arra utal, hogy a kiszamitandé szézalékérték (P)
ugy aranylik 95-hoéz (vagyis az egész egy részé-
hez), mint ahogy 48 (a megadott ar) aranylik
a 100-hoz. Illyen és hasonlé megfontolésok se-
gitik a tortek-szazalékszamités dsszefliggéseinek
mélyebb megismerését is.

3. Formalis
Amennyiben aP=G - p% vagy P = G2

100
képletet hasznéljuk, vildgos a megoldéas menete,

feltéve természetesen, hogy az alap, szézalék-
érték, szézalék kifejezések és a megadott érté-
kek kozott megfelelé kapcsolatot teremtiink. Az
elébbi képlet Ggy is értelmezhetd a gyerekek
elGismereteire tAmaszkodva, hogy az alap vala-
hényad részét kell kiszamitani, azaz a G meny-
nyiség p%-at. Ezt Ggy is felirhatjuk, hogy
P=p% - G, és a szorzés tényezdinek felcserélhe-
téségére utalva kaphato az elébbi képlet.

4. Operator stratégia

p
G—10,p

Ahogy a név is mutatja, egy operéator hat az

alapra, ami (ﬁ) ebben az esetben. Ez a meg-

jelenités is igen absztrakt még a 6. és 7. osztaly-
ban és nem az eddigi ismeretekre épit.

Bar ezek a Kkiszamitdsi médok elvontak,
mégis gyakran hasznéljak éket. Az elsé két méd-
szert a szazalék fogalmahoz kapcsoljak, és tgy
dolgoznak vele, mig a két utébbi médszer inkabb
formalis ismereteket hasznél fel. Igy példaul az
operator stratégia esetében formaélisan sziikség
van a tortrész szamitasra (valamennyi szazaléka
valaminek annyit jelent, mint valahanyad ré-
sze), valamint sziikséges a szézalék definicidja,
mig a kovetkeztetés esetében csak egyszerd
egymas utani Iépéseket kellett meggondolni.

Felmeriil ezen a ponton, hogy a tanuldk
melyik médszerrel tudnak majd sikeresebbek
lenni a szazalékszamitas terén. Ezzel kapcsolat-
ban érdemes megemliteni a kovetkezét:
MeiBBner (1982) egy vizsgélat soran tgy talalta,
hogy azok a tanulék voltak a legsikeresebbek
a szézalékszamitési feladatok megoldaséandl,
akik a kovetkeztetés moddszerét alkalmaztak.
Kulénosen szembedtld volt az operétor stratégia
és a formaélis médszer ,sikertelensége” olyan
feladatokban, amelyek az alap novelésére vagy
csokkentésére iranyultak.

A kovetkeztetés médszerére vonatkozd vizs-
galati eredményeket egy nemrég megjelent ta-
nulmény kiegésziti (Hafner 2011). MeilBner vé-
leményével ellentétben Hafnernél az operator
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stratégia sikeres megoldasi médként jelenik
meg, illetve 89,6%-0s megoldasi sikert eredmé-
nyezett a kdvetkeztetéses és az operéator straté-
gia kombinacidjanak alkalmazasa. (Hafner, 2011,
178.)

A mobdszerek, amelyek belatast eredményez-
nek és nem formalis ismereteket alkalmaznak,
jobb eredményhez vezethetnek. Az emlitett vizs-
gélatok tisztan szimbolikus stkon tortént megol-
dasra vonatkoznak, ezeknél a megjelenités, ab-
rézolas nem jatszott szerepet. Hogyan néz ki az
a helyzet, amikor a szimbolikus &brézolast iko-
nikus megjelenités is kiegésziti, hogy a tanul6t
a ,latés” (is) segitse a megértésben? Hiszen
mint ismeretes, a képi megjelenitések a megfe-
lelS kisérG szoveggel a megértést és a megjegy-
zést segitik. (vo.. ,Vernetztes Wissen” Leuders
2003, 41, 42 o. ,Prinzip der Interaktion der
Darstellungsformen” Bauersfeld, Winter, idézi
Claus 1989, 79.)

Képi reprezentaciok hasznalata
szazalékokkal kapcsolatos feladatok
megoldasaban

Ha figyelmesen &tnézziik a korabbiakban em-
litett megoldasi stratégidkat, akkor lathat6, hogy
a tortekkel kapcsolatos ismeretek nemcsak biz-
tos alapot adnak a szazalékszamitashoz, hanem
sziikség is van ezek felidézésére folyamatosan
a feladatmegoldasok soran. Igy nem véletlen,
hogy a szazalékszamitashoz sok olyan abra ki-
valéan hasznéalhaté, amely a tortekkel végzett
muveletek sorédn hasznosnak bizonyult. A to-
vabbiakban a kovetkeztetéses és az ardnyegyen-
letes médszerekhez mutatunk be képi reprezen-
tacios lehet8ségeket.

Kovetkeztetés

Példa: Mennyi 2400-nak a 60%-a?
100% 2400
10% — 2400:10=240
60% — 240 -6=1440

10% - 240

50% - 1200

Az dbrékat gyakran széveges magyaréazat ki-
séri:

* Ki kell szamitanunk 2400-nek a 60%-at.

* Ehhez el6sz6r gondoljuk meg, hogy mennyi
2400-nak a 10%-a. Ehhez az egészet (2400)
osszuk 10 egyenld részre. Egy ilyen rész ér-
téke 240.

* 60% ennek megfelelGen 6 ilyen rész lesz,
azaz ennek az értéke 6 - 240 = 1440.

A feladat varidlasaval példaul, ha véaltoznak
az adatok, az 4brazolas nehezebbé vélhat a ta-
nulok szamara és tobb magyarazatot igényel-
nek:

2400-nak a 65%-a

5% - 120
10% - 240
50% - 1200
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2400-nak a 66%-a

1%
5% — 120
10% - 240
50% - 1200

A szdmegyenes segitségével példaul a ko-

vetkezd abra készithetd a megoldéshoz:

10% 50% 65%
J
240 6240 + 120
Aranyegyenlet

Példa: 25 gyerek koziil 14 kerékpdrral megy
iskoldba. A gyerekek hany szdzaléka jar kerék-
pdrral iskoldba?

Ebben az esetben példaul a kévetkezd egyen-
let irhat6 fel:

4 _p
25 100

Az egyenlet bal oldalat a kévetkezéképpen
abrézolhatjuk:

Szébeli magyarazat:

A 25 gyerek koziil azokat, akik kerékparral
jarnak iskolaba (14), sziirke szinnel abrazoltuk az
elébbi adbran. A sziirke rész és a négyzet tertilete
meghatarozott aranyban allnak egymaéssal. Ezt

az aranyt a kovetkezd torttel fejezhetjiik ki: %

Az egyenlet jobb oldalanak képi megjeleni-
téséhez példaul a kovetkezd abra lehet alkal-
mas:

Szébeli magyarazat:

Ha a szézalékos aranyt kérdezik, akkor arrél
van sz6, hogy 100 gyerek kozil hany érkezik
kerékparral az iskolaba, mikdzben a kerékparos
gyerekek aranya ugyanannyi marad.

Ha a % tortet 4-gyel bévitjik, akkor egy

j abraval jelenithetjiik meg a kapott tortet, ami
% . Ebbél adédik végil a megoldas: 56%.

Gyakorlatilag (formalisan) egy egyenletrdl
van sz0, ugyanis mindkét oldalon ugyanaz az
arény szerepel. Az ismeretlen értéket az egyen-
let megoldéasaval is kiszamithatjuk.

Ha csak a szamitast tekintjik, a kévetkezs-
rél van szb:

P_p _14_p
G 100 25 100

Ezt az egyenletet oldjuk meg a tovéabbiak-
ban:

* Mivel mindkét tort egyenld, igy a bal oldal
4-gyel val6é bdvitése utan p =56 adédik.
Ezt dbrézoltuk az elébbi dbran.

* De megtehet§ az is, hogy a két oldalon
azonos éatalakitasokat végziink (itt mindkét
oldalt 100-zal szorozzuk):

14

25 b
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Ha a tanulék figyelmét a szamolés kivitele-
zésére iranyitjuk, akkor ennek az egyszerd egyen-
letnek a megoldasi médszerei kertilnek elStér-
be, mig az abraval torténd megoldasnal maga
a szézalékfogalom all a kozéppontban.

Az elébbiek egyben példaként szolgalhatnak
arra is, hogy ,,mind a tevékenység, mind a szim-
bolikus szinten lehet matematikai szempontbdl
teljes értékden dolgozni.” (H. Winter 1972, 87—
88, idézi Claus, 1989. 76.)

A tanitas tervezésénél érdemes meggondol-
ni, hogy a nyelvi és egyéb reprezentéciék nem
elvileg kiilénb6z8, hanem inkdbb egymast tamo-
gatd és kiegészité gondolkodéasi médok. Tanu-
16k 6rai munkajat figyelve idénként tapasztal-
hat6, hogy egyesek képi tartalmakat nagyon
pontosan elemeznek, és képi megjelenitéseket
tudnak késziteni abban az esetben is, ha sz6-
ban, illetve frasban csak igen Kkorlatozottan
tudjak kifejezni magukat.

Masrészt vannak olyanok is, akik tevékeny-
ségliket magas szinvonalon tudjék szdban is
megfogalmazni, viszont az adott tartalomrél
nem képesek képet késziteni vagy képszerd el-
képzelést alkotni maguknak. Ebben az esetben
nyilvanvaléan kalénb6z8 tanulsi tipusok”-rél
van szb.

Hasonlé jelenségre utal példaul a geometriai
bizonyitasoknal az a tapasztalat is, hogy egye-
sek inkabb egy adott abran belul keresik az 6sz-
szefliggéseket, mig mésok az &bra ligyes kiegé-
szitésével prébalnak megoldashoz jutni. Méasféle
gondolkodasmoédok megmutatasat nem nélkii-
16zheti tehat a tanités. Kilonb6zé megjelenitési
modok megmutatasa és megbeszélése nemcsak
a rugalmas, alkalmazasképes tudas kialakitasat
segiti adott matematikai tartalomnél, hanem
egyuttal a rugalmas gondolkodéas képességét is
fejleszti a tanulékban.

Két feladatlap a szazalékszamitas
tanitasahoz

A kovetkezd két szazalékszamitéssal kapcso-
latos munkalapon egyrészt gyakorolhaté a kii-
16nb6z8 reprezentaciok hasznélata, masrészt mé-
lyithetd a szazalékszamitassal kapcsolatos tudas,
az ért§ és vsszefliggéseket feltard tanulas képes-

sége megfelel§ reprezentaciés lehetéségek se-
gitségl hivasaval.

1. feladatlap

1. feladat: Szémitdsi médok elmagyardzdsa rep-
rezentdcidkkal

a) Szamitsd ki kovetkeztetéssel 800-nak a
60%-at. Magyarazd meg szamitasodat ez-
utan megfelels abra segitségével!

b) Szémitsd ki ugyanezt a feladatot fejben is!
Magyardzd meg most is eljardsodat meg-
felel§ &bra segitségével. Miben kiilénbozik
a két eljaras?

¢) Héany szazaléka a 3 a 40-nek? Megfelel§
abran mutasd be!

d) Szamitsd ki fejben, hogy a 225 hany sza-
zaléka a 250-nek! Magyardzd meg alkal-
mas abran, hogy a szamitdsod megfeleld!

e) Mennyi pénzem van, ha spérolt pénzem-
bdl 15%-ot (30€) elkoltottem? Magyarazd
meg elgondolasodat megfelel§ abra segit-
ségével!

2. feladat: Abrdk értelmezése
a) Figyeld meg a kovetkezd abrakat és keress

tobbféle lehetdséget arra, mit fejezhetnek
kil

*r—e

50%

b) Melyik éllitas igaz az aldbbi abrara (egy-
ségnyi nagysagu a nyil)? Jelold meg x-szel
a kovetkez$ tablazatban és roéviden ma-
gyarazd meg éllitdsodat!

MOZAIK KIADO 37



A MATEMATIKA TANITASA

2013. oktéber

Kijelentések

igen

nem

A beszinezett rész i .
12

A beszinezett részt meg tudom ad-
ni %-ban Ggy, hogy megszamolom
a szinezett kis négyzeteket és az
eredményt osztom 10-zel.

A beszinezett részt meg tudom ugy
adni, hogy megszamolom

a szinezett kis négyzeteket és

az eredményt osztom a nem szine-
zett kis négyzetek szamaval.

A beszinezett rész i .
14

Ha még egy kis négyzetet beszine-
zek, akkor a beszinezett rész 30%-
ra né.

A beszinezett rész % .

A beszinezett rész 25%.

Ha két tovabbi kis négyzetet besz-
nezek, akkor a szinezett rész ara-
nyat a kdvetkezéképpen tudom ki-
032
szamitani: —+— .
12 12

A fehér rész szézalékos arénya Ggy
szamithaté ki, hogy a 100%-bdl
levonom a sziirke rész szazalékos
aranyat.

A fehér rész szézalékos aranya
100% — 25%.

3. feladat: Abrézoldsi méd vdltdsa

38

a) Abrazold szadmegyenesen az abran lathaté
nyolcszog szines és fehér részének aranyat!

b) Irj fel egy aranyegyenletet az elébbi arany
szazalékos értékének kifejezéséhez, és add
meg ezt az értéket!

¢) Gondolj ki két tovabbi abrazolasi lehets-

séget az eredeti abra tartalmahoz!

4. feladat: Hiba az dbrdzoldsban
a) - Egy fényképezégép arat 25%-kal emel-
ték. Az Gj ar 100€. Mennyibe kertilt ko-
rédbban a fényképezbgép?
— Egy fényképezégép éra jelenleg 75€,
korébban 25%-kal dragabb volt.

Az elébbi feladatok koézil melyik oldhaté

meg a kovetkezd abra segitségével? Indo-
kold meg vélaszodat!

100€

75€

b) Egy mobiltelefon &rat 25%-kal csokken-
tették, majd az akcié utan megint 25%-kal
emelték. Mennyibe keriil most, ha erede-
tileg 100 Euro volt az ara?

Indokold meg, miért rossz a kovetkezs ab-
ra az elébbi feladat megoldasahoz!

1006

75€
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2. Feladatlap

1. feladat: Terv-varidciék

Egy telek 40%-ét a tulajdonos anyagi okokbdl el
szeretné adni. Hogyan teheti ezt meg, ha a telek
egy 2500 m x 960 m-es téglalapnak felel meg?
Gondolj végig 3-4 lehet8séget és készits mind-
egyikhez méretaranyos rajzot!

2. feladat: Meglepd akcié

Két nyolcadikos beszélget egy kirakat elétt. ,Na,
nézd csak, annak a klassz dzsekinek az arat ezen
a héten is leszéllitottak 25%-kal.” Mire a masik:
,De j6, ha igy megy tovabb, még két arleszalli-
tas és ingyen elvihetjik!”

Mi a véleményed errdl? Indokold meg vélaszo-

7 2z

dat megfeleld abra készitésével!

3. feladat: Igaz ez?

Egy szambdl elvettiik a 30%-at, majd az igy ka-
pott szamot 20%-kal néveltiik. Igy 10%-kal ki-
sebb szamot kaptunk, mint az eredeti szam.
Indokold meg vélaszodat megfelel§ abra segit-
ségével!

4. feladat: Kidrusitds

Egy termékbdl két kiilénbozE tipust (de ugyan-
olyan &ron) éarusitanak. A vallalkozas vezetSi
ugy dontenek, hogy a termék éarat atlagosan
30%-kal csokkentik.

Hogyan valtoztathaté ekkor a kétféle tipus ara
(szézalékban)? Adj meg tobbféle lehetGséget!
Mindegyik esetben készits megfelel6 &brat is
a megoldas soran!

Megjegyzések a 2. feladatlaphoz

A feladatok nehéznek szamitanak a 7-8. osz-
talyban. Azonban az 1. feladatlapon tudatosan
gyakorolva az &brazolasi lehetéségeket, varha-
téan a megfelel§ képi reprezentéciok segitségé-
vel sokkal tobben megbirkéznak ezekkel a fel-
adatokkal is.

. Kénnyen elkészithet§ egy 2,5 cm x 9,6 cm-

es téglalap. Ezen mérhetnek és tervezhet-
nek. Kreativ megoldas, ha arra a leheté-
ségre is gondolnak, hogy a 40% akér tobb
részletben is ,levonhat6”. Ezt érdemes meg-
beszélni, és azt is, hogy a gyakorlatban ez
eléfordulhat-e. Fontos a kiilénb6z8 meg-
oldési lehetSségek megbeszélése (példaul
annak eldontése, hogy a ,szimmetrikus”
esetek azonos megoldéasnak vehetdk-e).

. Mivel a cip8 &ra nincs megadva, nem egy-

szerd a megoldés. Az abrézolasi tapaszta-
latok birtokdban (pl. szdmegyenesen, sza-
kaszon, téglalapon) koénnyen megmutat-
haté, hogy az éllitds nem lehet igaz. Azt is
érdemes meggondolni, hogy tovébbi ilyen
arleszéllitisokkal egyéltaldn elérhetd-e a
0 Ft-os ar.

Az ar elvileg soha nem lesz 0, viszont elég
hamar olyan Kkicsivé vélna, hogy az gya-
korlatilag O Ft-ot jelent. Persze ilyen &rle-
széllitds a mindennapokban nem létezik...

. Ennél a feladatnal hasonléan jarhatnak el

a gyerekek, mint a 2. feladat esetében.

. Ehhez a feladathoz a sziikséges algebrai

ismeretek 7-8. osztadlyban még nem allnak
rendelkezésre. A kovetkez§ abréazolasi moéd
példaul segithet tobbféle lehetséges meg-
oldést eléallitani. Fontos tudatositani és a
rajzon is kifejezni, hogy ezittal két ,,eqész”-
szel dolgozunk.

\

[[I]]]]]

/Zo
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Az abra alapjan felirhaté a kovetkez8 egyen-
18ség:

60 80 70 70 _140

100 100 100 100 100

Ez azt jelenti, hogy a 30%-o0s atlagos csok-
kentéshez az egyik tipus arat 40%-kal,
a masikét 20%-kal kell csdkkenteni.

Vagy elképzelhetd a kovetkez§ eset is:

[LI]]]]]
[[]]]]]]

Ekkor pedig a kévetkezd egyenléség irhatd
fel:

50, 90 _140

100 100 100

A moédszerrel tovabbi megoldasok is elGéal-
lithaték. Erdemes megbeszélni, hogy vég-
telen sok lehet8ség van.
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Jelentés a 2013. évi Beke Mané
Emlékdijak odaitélésérdl

A 2013. évi Beke Mané Emlékdij Bizottséag
kortltekinté mérlegelés utan az alébbi hatéaro-
zatot hozta:

A Beke Mané Emlékdij mésodik fokozatdaban
részestil Juhasz Katalin tanit6nd.

A zsambéki Tanitoképzé Féiskola elvégzé-
sétdl, 1980-t6] napjainkig Rackevén tanit az Ar-
pad Fejedelem Altaldnos Iskoldban elsé évfo-
lyamtdl negyedik évfolyamig. Osztélyainak min-
den tantargyét tanitja az informatika és a nyelv
kivételével.

Kollégéi véleménye szerint teljes életét az is-
kolanak szenteli, sokat segit mind kollégéinak,
mind a tanitvdnyainak. Ars poeticja: ,Minden
gyerekben van valami j6, valami érdekes”. So-
kat tesz a gyerekekben rejlé tehetségek felfede-
zéséért és annak kibontakoztatasaért. Tanitva-
nyai kilénbozd szintd tanulményi versenyeken
szerepeltek sikeresen. Példaul Monoron a me-
gyei komplex tanulményi versenyen egyik ta-
nitvanya . helyezést ért el. Ezen kiviil a Bolyai
Janos Csapatversenyen és a Bendegtiz Gyer-
mek- és Ifjisagi Akadémidn Szegeden is részt
vesznek tanitvanyai. Az Apéaczai komplex leve-
lezds versenyen két tanitvanya jutott be az orsza-
gos dontébe (magyar — matematika — kornye-
zetismeret — rajz). Rajzbdl és nyelvtanbdl is na-
gyon szép eredményeket értek el tanitvanyai.

Munkéja soran sokszor segit az iskolajukban
megrendezett tanulméanyi versenyeken, példaul
a Zrinyi llona Matematikaversenyt 20 éve szer-
vezi. Itt két alkalommal volt orszagos dontés ta-
nitvanya: 2010-ben és 2011-ben.

Tobb szakmai tovabbképzésen vett részt.

Jelenleg egy Comenius-programban dolgo-
zik segitéként.

A gyerekekkel szivvel-lélekkel foglalkozd, is-

22 2

kolajéért sokat dolgozé taniténd.

A Beke Mané Emlékdij mdsodik fokozatdban
részestil Labodi Gyongyi.

Matematika-orosz nyelv szakos tanéari diplo-
majat 1995-ben a szegedi Jézsef Attila Tudo-
maéanyegyetemen szerezte. 1995 6ta a nagykani-
zsai Batthyany Lajos Gimnazium és Egészség-
ugyi Szakkozépiskola tanara. Négy éve eredmé-
nyesen vezeti az iskola matematika munkakozds-
ségét, mely megbizatast kivalé szakmai munka-
ja elismeréseként kapta. Kollegialitdsa, segit6-
készsége példamutaté.

Kovetkezetes, magas szinvonald és eredmé-
nyes oktaté munkajanak koszonhetSen tanitva-
nyai kiemelked&en teljesitenek az érettségi vizs-
gakon, majd a felsGoktatasi intézményekben.
Az igényes és szinvonalas tandrai munka mellett
mindig nagy gondot fordit a tehetséggondozés-
ra is. Iskolai és varosi tehetséggondozd szakkort
vezet, tanitvanyai a megyei, regionalis és orsza-
gos versenyeken eredményesen szerepelnek.

A nemzetkdzi Kenguru Verseny szervezésé-
ben, a Zalai Matematikai Tehetségekért Alapit-
vany munkajaban évek 6ta részt vesz.

Folyamatosan képezi magat, rendszeresen
vesz részt a matematikatanarok vandorgytilé-
sein, konferencidin.

Tobb éve oktat a Veszprémi Pannon Egye-
tem Nagykanizsai KépzS&helyén.

Sokoldaliisdga, gyermekszeretete, szakmai
tudésa avatta Gt tanitvanyai és kollégai korében
tekintélyes tanarra.

A Beke Mané Emlékdij mdsodik fokozatdban
részesiil Langné Juhasz Szilvia.

Altalanos iskolai matematika-fizika szakos
tanéri oklevelét 1999-ben a szegedi Juhész Gyula
Tanéarképzé Féiskolan szerezte, majd 2005-ben
elvégezte a szamitastechnika szakot is. Pedagé-
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gusi palyajat Szegeden a Petéfi Sandor Altala-
nos Iskoldban kezdte, jelenleg a Gregor Jézsef
Altalanos Iskola tanéara.

Tanorait alapos felkésziilés, kortiltekintd ter-
vezés elézi meg és fiatalos lendiilet jellemzi.
Mindig nagy hangsulyt helyez a tanuldk tevé-
kenykedtetésére és a jol strukturalt fogalomal-
kotasra. Sikeresen él a pedagdgiai és mddszer-
tani szabadsag lehet8ségeivel, azt helyesen ér-
telmezi és alkalmazza. A képességek szerinti
foglalkoztatds hive, amit munkéajaban rendsze-
resen alkalmaz.

Folyamatosan &nképzést folytat, térekszik
a legjabb szakmai, médszertani ismeretek meg-
szerzésére.

A mindennapokban végzett magas szinvo-
nalG pedagdégiai munkéaja mellett kiemelkedd sze-
repet véllal a tehetséggondozéasban is. A Ben-
degtz Gyermek és Ifjusagi Akadémia levelezd
versenyei kozil matematika tantédrgybdl 1-8.
osztaly szaméara minden forduléra a feladatso-
rokat & dllitia 6ssze és dolgozza ki a hozzajuk
tartoz6 megoldékulcsokat tobb éve. Az immaér
nemzetkozivé fejlédott  Bonifert  Domonkos
Matematikaversenynek és a Makkoshéazi Mate-
matikaversenynek aktiv zstritagja mar hallgaté
kora éta.

Szamos publikacidja latott napvilagot a sze-
gedi MOZAIK Kiadé gondozésaban megjelend
A Matematika Tanitasa és a Cseng6sz6 c. mod-
szertani folyéiratokban. Téarsszerzéje a Sokszind
matematika tankonyvesalad alsé tagozatos tan-
kényveinek, Szémoléfiizeteinek és Tudésszint-
mér$ feladatlapjainak 1-4. osztalyok szamara.
Ezek utégondozaséat, az Gjabb kiadasaik toké-
letesitését, a sziikséges atdolgozasokat folya-
matosan végzi. A Kiadé altal kozzétett alsé ta-
gozatos matematika kerettantervek kidolgoza-
sdban aktivan kozremikodott. Kiadas alatt all
egy informatikai feladatgydjteménye alsé tago-
zatosok szémaéra Osszedllitott szamitastechnikai
gyakorlatokkal.

Evente t6bb alkalommal tart médszertani
el6adésokat az orszag legkiilénbozébb régidi-

ban. A MOZAIK Médszertani Napoknak rend-
szeres elGaddja.

Fiatalos lendiilete, szakmai felkésziiltsége és
értékes pedagdgiai munkaja — amit harom kis-
gyermek édesanyjaként végez — példaértékd le-
het pélyatérsai szamaéra is.

A Beke Mané Emlékdij mdsodik fokozatdban
részesiil Mészaros Jozsef.

1961-ben kozépiskolai tanari oklevelet szer-
zett fizika-matematika szakon a pozsonyi Peda-
gbgiai Féiskolan. Két év katonai szolgélat utan
egykori Alma Materében kezdte el tanari pa-
lyafutasat, ahol 39 évet tanitott. 2001-t8l 2010-
ig, mint nyugdijas, a Szenczi Molnar Albert
Gimnéziumban tevékenykedett, a 2011/12-es
tanévtdl a dunaszerdahelyi Magangimnézium-
ban hetente egy alkalommal matematika szak-
kort vezet.

Kezdetektdl fogva érdekelte a tehetséges ta-
nuldkkal valé foglalkozés, ennek érdekében fo-
lyamatosan képezte magét, igy kertilt a KoMalL,
az A Matematika Tanitasa, az erdélyi Matemati-
kai Lapok, az orosz Kvant és Matyematyika v
skéle, valamint a cseh és szlovak szakfolydira-
tok bldvkorébe, de lapozgatott német szakfolyo-
iratokat is. Tobbszor koényvjutalomban része-
silt, mert a feladatmegold6 versenyeken elG-
kel8 helyen végzett.

O vitte el galantai didkjait elészor a tatai
Oveges Emlékversenyre, a nyolcosztélyos gim-
nézium 5-8. évfolyamos tanuléit a Bataszéki
Matematikaversenyre, a 9-12. évfolyamos ta-
nulékat a Zalamat Alapitvany altal szervezett
Matematikai Tréningre Balatonberénybe, ill.
Fonyédra. Ennek a tehetséggondozé tabornak
rendszeres elGadéja.

Tobbszor tartott szlovak kollégéknak és te-
hetséges didkoknak foglalkozast Budmericében
és Gimesen.

1985 6ta rendszeres résztvevdje a Réatz Laszlo
Véndorgyilésnek, egyetlen alkalommal sem hi-
anyzott. Két alkalommal el6adést és szeminéri-
umot is tartott. Tartott el6adast a Zalamat Ala-
pitvany altal Nagykanizsan kétévente megren-
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dezésre keril§ altaldnos és kdzépiskolai mate-
matikai tehetséggondozé konferencian is.

Didkjai tobbszor sikeresen szerepeltek a Ko-
MaL pontversenyében. Két tanitvanya a szlovak
vélogatott keret tagjaként részt vett a Nemzet-
kozi Matematikai Didkolimpian Horvatorszag-
ban, ill. Spanyolorszagban.

Nagyon aktivan bekapcsolédott a matema-
tika modszertananak népszerdsitésébe oktaté-
ként. Munkajat szamos Kkitlintetéssel is elismer-
ték, tobbek kozott:

1983-ban, az akkori Csehszlovékidban or-
szagos elsd dijat nyert Pedagdgiai felolvasasbdl,
1984-ben pedig egy méasodik dijban részestilt;

2001-ben megkapta a felvidéki pedagdgu-
sok legrangosabb dijat, a Czaban Samu-dijat.

Eletének nagy részét a matematikai tehet-
séggondozas toltotte és tolti ki. Példa lehet a fi-
atal kollegdk szamara mind egyénisége, mind
szakmai tudésa.

A Beke Mané Emlékdij mdsodik fokozataban
részesul megosztva
Mihaly Maria és Székely Andras Zsolt.

Mindketten 1986-ban végeztek Szegeden,
a Jozsef Attila Tudoményegyetem matematika-
fizika szakan, emellett informatika szakos dip-
loméval is rendelkeznek. A gyulai Erkel Ferenc
Gimnéazium tanarai, ahol mindhédrom szak-
targyukat magas szinvonalon tanitjdk. Mindket-
ten munkakozosség-vezeték, Méaria az osztaly-
fénoki munkakozosséget, Andras pedig a ma-
tematika munkakozosséget vezeti.

Allandéan képezik magukat. Nemcsak a k-
telezé programokon vesznek részt, hanem eze-
ken felil is. Rendszeres résztvevdi a Ratz Laszl6
Vandorgyléseknek.

Mindketten emelt szintd matematika érettsé-
gi feladatsorokat szerkesztenek, amelyek a KO-
MAL-ban meg is jelentek.

Munkéajukat a precizités jellemzi. Oraikra min-
dig lelkiismeretesen felkésziilnek, azok szinesek,
élményszamba mennek. Egyformén figyelnek
minden didkra, nem hagyjék elkallédni a ma-
tematikdbdl gyengébb képességl tanuldkat

sem. A tehetségekkel is sokat foglalkoznak. Ta-
nitvanyaik orszdgos szintd eredményeket értek
el. A tanitds mellett tobb helyi, orszagos, Kar-
pat-medencei program szervezésében vettek
részt. Kezdetektdl segitették a Hajnal Imre Ma-
tematika Tesztverseny és Moddszertani Napok
szervezését. Oroszlanrészt véllaltak abban, hogy
sikeres legyen Gyulan a 2007-es Réatz Laszl6 Van-
dorgylés, a 2008-as Altalanos Iskolai Fizikata-
néri Ankét és Eszkozkiallitas és a 2009-es Nem-
zetkoézi Magyar Matematikaverseny.

Maéria ezen kivil egy latassériilt tanitvanyéat
is felkarolta, kapcsolatuk azéta is tart. Meghat6
és példaértéki az is, ahogy nyugdijas kollégak-
kal a kapcsolatot tartja, rendszeresen talalkozik
veluk.

Székely Andrést a kozosség is érdekli, ami-
ben él, dolgozik. Kollégaéi tiszteletét és elismeré-
sét az is bizonyitja, hogy hosszi évek 6ta va-
lasztott tagja, jelenleg valasztott elndke az isko-
laja Kozalkalmazotti Tanacsénak.

Tobb évtizedes munkassagaért Polgarmes-
teri dicséretet is kapott Gyulan.

Mindketten remek pedagégusok, nagyon j6
kollégak. Rendkiviil szines egyéniségek, egyben
kivalé csapatemberek. Igazi példaképek didk,
szllG és pedagdgus szamara egyarant.

A Beke Mané Emlékdij mdsodik fokozatdban
részestil Széplaki Gyorgyné.

1971-ben szerzett matematika-fizika szakon
kozépiskolai tanari diplomat az E6tvos Lorand
Tudomaényegyetemen, majd az ELTE Radnéti
Miklés Gyakorld Altalanos Iskola és Gimnéazi-
umba kertilt tanarnak, 1977-t8l vezetStanar.

Egyarant lelkiismeretesen tanitotta a mate-
matika irant kevésbé fogékony tanuldkat és a ki-
emelked@en tehetséges tanuldkat is. 1982-t61
napjainkig talalkozhatunk tanitvanyaival a leg-
kiilonbdzébb matematika versenyek élvonalé-
ban, illetve a KOMAL, valamint az ABACUS
pontversenyében.

Osztélyait is lelkesiteni tudja, nemcsak a ki-
emelked@en tehetséges tanuldkat, igy tanitva-
nyai szép sikereket értek el a teljes osztalylét-
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szamot igénylé Matematika Hatérok nélkil ver-
senyen is (2003-ban elsS lett az akkori 9.A osz-
taly, 2008-ban harmadik a 9.B osztaly).

VezetStanari tevékenységét telies odaadas-
sal, szakmai és emberi elkotelezettséggel végzi.
Nagy hangsulyt helyez az 6rdkra val6 felkészi-
tésre, a szemléltetésre, az 6rdkat kovetd tartal-
mas megbeszélésekre, és mindenekelbtt a pe-
dagégus pélya szépségeinek megmutatasara.
Rendszeresen tart el6adéast a tanérjelolteknek az
interaktiv tananyag hasznélatérél, a geometria
szemléltetGeszkozeinek bemutatasarél és még
szamos izgalmas témakorbdl.

Széplaki Gyorgyné szakmai tevékenysége
messze tilmutat az iskola keretein. 1989 6ta
jelen van a matematikaoktatas orszagos féru-
main. Egyik megalkotéja volt az ELTE Radnoti
Miklés Gyakorlbiskola nyolcosztalyos és hat-
osztalyos tantervének, melyhez egy szerzétarssal
tankonyvcsaladot irtak. Tankéonyviréi munkajat
az Apéczai Kiadénal folytatta, ahol hatodmagéa-
val az éaltalanos iskola felsé tagozata szamara
irtak egy tankonyvsorozatot, melyhez feladat-
gyljtemény, tanari kézikonyv és digitalis tan-
anyag is késziilt.

Szerzéként és szakmai lektorként egyarant
részt vett a SuliNova Kht. kompetencia alapa
oktatési programcsomagjanak kidolgozasaban.
Rendszeresen tartott akkreditalt tanartovabb-
képzéseket, el6adasokat a Varga Tamas Napo-
kon, a Ratz Laszl6 Vandorgydlésen is.

Széplaki Gyorgyné teljes ember. Legyen szd
matematikéarél, tankonyvirdsrél, maodszertani
szakértSi tevékenységrdl, elesettek tdmogatasa-
rél, nyugdijasok karacsonyardl, szipogd gyere-
kek vigasztalasardl, éneklésrdl, jatékrol, tdboro-
zasrél, & mindentitt ott van. Szivvel, lélekkel,
mert szamara a vildg masként elképzelhetetlen
lenne.

Elsék kozott kapta meg az iskola tanarainak
titkos szavazataként a Karméan Mér emlékgyi-
rdt. 2008-ban Ericsson-dijat, 2011-ben Graphi-
soft-dijat kapott.

2013 janiusédban nyugdijba vonult. Az is-
kola gyerekserege helyett 6t unokajanak szen-

teli szabadidejét, melyhez nagyon jé egészséget
és sok boldogsagot kivanunk!

A Beke Mané Emlékdij mdsodik fokozatdban
részestil Vagi Veronika.

Tevékenysége Székesfehérvarhoz kotddik.
Tobb évtizeden 4t ugyanabban a kozépiskola-
ban tanitott, az Ybl Miklés Kdzépiskolaban, majd
annak megszinte utdn a Kodolényi Jénos Ko-
zépiskolaban.

Palyajat szakfeliigyeldként, illetve szaktanéacs-
adéként folytatta. Elmélyiilt matematikai isme-
reteit j6l kamatoztatta tovabbképzések szervezé-
sében. Kiemelkedd$ szakmai felkésziiltsége, koz-
vetlen modora miatt kollégai nagyra becstilik.
Matematikai és médszertani kérdésekben nap-
rakészen tajékozott és szaktanacsaddként jdl al-
kalmazza ezeket az ismereteket. Biztos érzékkel
vélasztotta meg a matematikai nevelés aktualis,
a tanarok széméra fontos témait. Ezekbdl to-
vabbképzéseket tartott és szervezett a megye
kozépiskolai tanarainak.

Mar 28 év 6ta a Tagozat faradhatatlan titkéa-
ra. Feladatkoréhez tartozik az évenként meg-
rendezett megyei matematika verseny, amely-
nek el6készitéséhez tartoznak az évfolyamon-
ként és szakmanként megvalasztott évfolyambi-
zottsdgok. Ezek munkajat egy cslcsbizottsag fé-
stli dssze és ellendrzi, melynek megszervezése,
a tagok felkérése sok tapintatot és nagy gya-
korlatot igényel. Vagi Veronika fogta 6ssze a két-
fordulds verseny valamennyi teenddgjét a feladat-
sorok végsd osszedllitasatol az eredményhirde-
tésig.

Székesfehérvar onkorményzata a helyi tu-
doményos kozélet tAmogatasara, 6nallé kuta-
tasok publikacidinak kodzzétételére hozta létre
a Szekfi Gyula — Lanczos Kornél Alapitvanyt.
Ezen alapitvany kuratériumanak a természettu-
domanyos szakértGje Vagi Veronika. Munkajat
az Onkormanyzat nagyra értékeli, fStandcsosi
cimben és Pro Civitate-dijban részesitette.

VA&gi Veronika nagyon sokat tett a matema-
tika népszerUsitéséért.
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FELADATROVAT TANAROKNAK

Rovatvezets: Kosztolanyi Jézsef

Kérjiik, hogy a megoldasokat a rovatvezetd
cimére kildjék: 6757 Szeged, Miklos u. 27.
Ugyanide kell kiildeni a kitdzésre szant felada-
tokat is. Ezeknek a megoldésat is mellékeljék!
Minden megoldast (tehat ugyanannak a fel-
adatnak a megoldasait is) kiilon lapra irjék tollal
vagy géppel, jol olvashatéan! Mindegyiket kii-
lon-kilén hajtsak dssze, és kiilsé felére irjak ra
a feladat sorszamat és a megoldé nevét! Csa-
toljanak a megoldasokhoz dsszesitd jegyzéket is!
A megoldasokat a Kkittizést kovetd harmadik
szamban ismertetjiik. A legjobb megoldasokat
bekilddgjik nevével kozoljik.

Bekiildési hataridé: 2013. november 30.

Feladatok (460-464.)

460. Jeldlie H az elsG ezer pozitiv egész szam
halmazat. Legyen barmely nem tires A ¢ H ese-
tén sy az A halmaz legkisebb és legnagyobb
elemének Gsszege. Szamitsuk ki H 6sszes nem
Ures részhalmazéra nézve az sy-k atlagét.

461. Adott pozitiv egész k szamhoz hatéa-
rozzuk meg azt a legkisebb pozitiv egész n széa-
mot, amelyre teljestil, hogy n darab, paronként
kiiloénbozé pozitiv egész szam kozil mindig ki-
vélaszthatd kett§ Ggy, hogy azok 6sszege vagy
kiilonbsége oszthaté 2k-val.

2013
462. Hatarozzuk meg a (2 + \/§) tize-

destort alakjaban kozvetleniil a tizedesvesszd
elétt és kozvetlenil a tizedesvesszé utan allé
szamjegyet.

463. Adott két pozitiv egész szam, n és k.
Hatarozzuk meg azt a legkisebb pozitiv egész
m szamot, amelyre teljesiil a koévetkezd: A
H={1; 2; ...; m} halmaz barmely k darab nem
Ures részhalmazra toérténd osztalyozasa esetén
van olyan a és b, ugyanabbdl a részhalmazbdl

szarmazé elemek, hogy 1< E <1+ l . (A H

a n

osztalyozésa k darab nem tres részhalmazra:

k
H=UAi; AimAj=®7 hali])
i=1

464. Az ABC haromszog csucsait befestjiik:
A piros, B fehér, C zold szint kap. Ezutan a héa-
romszog belsejében felvesziink n darab (n eINT)
pontot. A felvett bels§ pontokat illetve az ere-
deti hdromszog csutcsait szakaszokkal 6sszekot-
ve Ugy bontjuk fel a nagy haromszoget kisebb
héromszdgekre, hogy a kisharomszégek csiicsai
az adott bels6 pontok és az ABC héromszog
csucsai kozil valdk, valamint egyetlen kisharom-
szOg sem tartalmaz sem a hataran, sem a belse-
jében adott pontot. Mutassuk meg, hogy a bel-
sG pontokat akérhogyan is szinezzik ki a piros,
fehér, zold szinek valamelyikével, barmely n ese-
tén lesz olyan kishdromszog, amelynek csicsai
paronként kiilénbodzé szindek.

Feladatmegoldasok
(445-449. feladatok)

445. Eqgy szabélyos oktaéder mindegyik csu-
csdban van egy hangya. Egy adott pillanatban
mindegyik hangya — egymastd! fliggetlentil, azo-
nos sebességgel — elindul egy, az eredeti helyé-
rél kifuté él mentén egy szomszédos csucsba.
Mindegyik hangya egyenl$ valdszinlséggel va-
lasztia a cstcsabdl kiindulé négy él valamelyi-
két. Mi annak a valdszintsége, hogy egyik csics-
ba sem érkezik ketté vagy tobb hangya?

I. megoldads: Tekintstik az oktaéder gréfjat

(1. ébra).

Az A; pontban levé hangya menjen az Ay
cslcsba. Semelyik pontba sem érkezik kettd
vagy tobb hangya, ezért p(1); p(2); ...; p(6) az
1; 2; ...; 6 szamok olyan permutéciéja, amelyre
p(i) 3-mal osztva nem ugyanazt a maradékot
adja, minti (i=1;2; ...; 6).

A kedvezd esetek Osszeszamlélasa végett els-
szor irjuk fel az 1; 1; 2; 2; 3; 3 szdmok olyan
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q(1); q(2); ...; q(6) ismétléses permutacidit,
amelyekre g(i) 3-mal osztva méas maradékot ad,
minti (i=1;2; ...; 6). Ezek:

DO DD WD W W DWW
HHEHWHWHHEWW®W

NHENNEND RN

SR ol ool ol i e onll o

L wwwwhdhddPD
HNHHDNNDHEDNHFHDN

Ez éppen 10 lehetdség, igy a megfeleld p(1);
p(2); ...; p(6) permutaciok, azaz a kedvezd
esetek szama 23 - 10 = 80.

Mivel mindegyik hangya 4 élen indulhat el,
ezért az Osszes esetek szama 49.

80 5
A keresett valdszindség: P =—=——.
vatosantsed: 7 =16 ~ 256
Az Ay
Ay Ay
Asg Ag

1. dbra

Borbély Joézsef, Tata

II. megoldds: A kedvezd esetek szdménak meg-
hatarozasahoz szamlaljuk 6ssze azokat az esete-
ket, amikor az A;-beli hangya As-be megy, je-

l6léssel: Ay — Ay (1. dbra). Ekkor 3 eset lehet-
séges.

1. eset: A4 — As. Ekkor As-be A3-bdl vagy Ag-
bdl, Ag-ba pedig As-bdl vagy As-bdl jon
egy hangya. Ez eddig 2-2=4 eset. Ez-
utdn az Aj, Az, As, Ag kozll kettében
megmaradt hangyékbdl az egyik Ap-be
megy, a masik Az-be megy. Ez megint 2
lehet8ség. Ebben az esetben tehat 4 - 2 =8
lehet&ségtlink van.

2. eset: Ay — Ag. Ez az el6z8 esettel szimmetri-
kus, ezért itt is 8 lehetdség van.

3. eset: Ay — As. As-ba és Ag-ba is csak Ax-bdl
vagy As-bdl johet hangya (ez 2 eset). Ez-
utén az Ag, As, As, Ag kozill megmaradt
két hangyabdl az egyik az Aj-be megy,
a masik az Ag-be. Ez megint 2 lehetéség.

Ebben az esetben tehat dsszesen 2-2=4
lehet8ségtlink van.

Azt kaptuk, hogy 6sszesen 8 + 8 + 4 = 20 olyan
lehet8ség van, amikor A; — As. Mivel az A1-bdl
mehet hangya az Az, As, Ag pontokba is, ezért
az Osszes kedvezs esetek szama 20 - 4 = 80.
A keresett valdszindség: P = 8—2 = i
4° 256

Kallés Béla, Nagyhaldsz

A megoldék szama: 5.

446. Az A, B, C, D és E pontok Ggy helyez-
kednek el a térben, hogy teljestilnek a kdvetke-
26 feltételek:

(1) AB=BC=CD=DE=EA=2;
(2) ABCx = CDE< =DEA<%=90°
(3) az ABC héromszog sikja parhuzamos a DE
egyenessel.
Mekkora a BDE haromszog tertilete?

Megoldds: Vegyiik fel Ggy a térbeli derékszogd
koordinéata-rendszert, hogy D(—1; 0; 0), E(1; O; 0),
és az ABC héromszog sikja a z=k (0 <k) sik
legyen. Mivel CDE< = DEA< =90°, ezért A az
E kozépponty, 2 egység sugard, az x = 1 egyen-
letd sikban fekvs, C pedig a D kozéppontd, 2
egység sugarl, az x =—1 egyenletii sikban fekvg
korre illeszkedik. fgy A(1; yq; k) és C(-1; yo; k),

ahol y; =4 -k? (j=1;2). Mivel AC =22,
2

ezért (1-(-1))2+ (y; - y2)2=(2v2)". p1=ys

esetén nincs megoldas, ezért y; = —yo. Az alta-

lanosség feladéasa nélkiil feltehetjiik, hogy 0 <y,
amikor is y; = 1 és y, = —1. Az eddigiekbdl és a

feltételekbdl adédik, hogy k =+/3, A(1;1;+/3),
C(-1-1,43) é  B(;-1+/3)  vagy
B(—l; 1 \/g) Az els6 esetben BE = 2, valamint

46 MOZAIK KIADO



2013. oktober

A MATEMATIKA TANITASA

a BE és DE egyenesek mer@legesek egymasra.
A masodik esetben BD =2, valamint a BD és
DE egyenesek merdlegesek egymésra. A BDE
héromszog teriilete mindkét esetben 2.

Tébb megoldds alapjdn

A megoldok szama: 6.

447. A természetes szamok (a 0-t is bele-
értve) novekvs sorozatdbdl elhagyjuk azokat
a szamokat, amelyeknek tizes szamrendszerbeli
alakja tartalmazza a 3, 6, 9 szdmjegyek vala-
melyikét. Melyik az igy kapott sorozat 587-dik
tagja?

I. megoldds: Jeloljik a kapott sorozat n-edik
tagjéat a,-nel. Az a, szdm tizes szamrendszerbeli
alakjaban hagyjuk véltozatlanul a 0, 1, 2 szam-
jegyeket, csokkentsiik a 4, 5 szamjegyeket
l-gyel, a 7, 8 szdmjegyeket pedig 2-vel (ha
vannak ilyen szémjegyek). Igy egy hetes szam-
rendszerbeli szdmot kapunk, méghozza éppen
n — 1 hetes szamrendszerbeli alakjat. (Ez utébbi
teljes indukciéval azonnal adédik: a; = 0 esetén
igaz, és ha a,-re igaz, akkor a,,1-re is, mivel az
a,+1-nek megfelel6 hetes
szam pontosan 1-gyel nagyobb az a,-nek meg-
felelS hetes szamrendszerbeli szamnal.)

n=>587 esetén 586 hetes szamrendszerbeli
alakja 1465 (=1-73+4-72+6-7+5), tehét
a keresett szam: agg; = 1587.

szamrendszerbeli

Hornung Tamds, Zalaegerszeg
Dadlyay Pdl Péter, Szeged
Kallés Béla, Nagyhaldsz
Rakonczai Gyérgy, Budapest

II. megoldds: Nézziikk meg el8szor, hogy hany
100-nal kisebb tagja van a sorozatnak. Mivel
sem a tizesek, sem az egyesek helyén nem all-
hat 3, 6 vagy 9, a maradék 7 szamjegy segitsé-
gével 7 - 7 =49 szam képezhetd.
Mivel 587 =12 - 49 — 1, ezért 1000-ig hét olyan
szdzas van, ahol a szdzasok helyén nem 3, 6
vagy 9 &ll, 1000 utan tovabbhaladva a tizen-
kettedik szazasban az utols6 tag 1588 lenne. Az
ezt megel6z8 tagot keressiik, azaz a sorozat
587-dik tagja 1587.

Velkeyné Gréczi Alice, Ipolyszog
A megoldék szédma: 7.

MOZAIK KIADO

448. Jelslje H[x] azon x hatérozatlani 11-
ed foka polinomok halmazat, amelyek egyiitt-
hatéi a {-1; 1} halmaz elemei. Melyek azok
a Hix]-beli polinomok, amelyeknek az 1 a leg-
nagyobb multiplicitasa gyoke?

Dalyay Pdl Péter, Szeged

Megoldds: Belatjuk, hogy a H[x] halmaz bér-
mely elemében az 1 multiplicitasa legfeljebb 3,
és két olyan polinom van (ezek csupan egymas
ellentettjei), melyben az 1 multiplicitisa ponto-
san 3.

A keresett polinom legyen p(x) =Zi1:10 +x',

A polinom elsd harom derivaltja:

plx)= 211211 ti-x
P =30, +i-(i=1)-x2

prx) =30, i (i-1)-(-2)-x°

Keressiik azokat a {-1; 1}-beli egyiitthatokat,
melyekre teljestilnek az alabbi egyenléségek.

p(l)=+1+1+1+1+1+
+1+1+141+1+1+1=0 (1)
p(1)=+11+10+9+8+7+
+6+5+4+3+2+1=0 2)
p'(1)=+110+90 + 72 + 56 + 42 +
+30+20+£12+6+2=0 (3)

p"(1) nem lehet 0, mert p"(1) =+990 + 720 +
+504+£336+210+120+60+24+6 nem
oszthaté 4-gyel, hiszen a szerepld szamok kozott
pontosan 3 darab, 4-gyel osztva 2 maradékot
ad6 szém taldlhaté. Ezért az 1 multiplicitasa
nem lehet 3-nél nagyobb.

Az (1), (2) és (3) egyenletek egytitthatéinak szisz-
tematikus vizsgélataval jutunk el a megfeleld
polinomhoz:

p(x):xll—x10+x9—x8—x7—
X0+ —x2+x-1.

Természetesen a —p(x) polinomban is harom-
szoros gyok az 1.

Be kell még latnunk, hogy a tobbi gyok multi-
plicitésa kisebb, mint 3.
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pix) = (x—1)3- (xB+2x7 +4x5+ 6x° + Tx* +
+6x3+4x2+2x+1) = (x — 1)3 - g(x)

A q(x) polinom gyodkeinek meghatarozasa vé-
gett tekintsiik a g(x) =0 egyenletet. Ezt x*-nel

. 1 "
osztva, majd a z=x+— helyettesitést beve-
b's

zetve a z* + 223 + 1 = 0 egyenletet kapjuk.
A bal oldalt szorzatta alakitva:

2A+283+1=(z+1) (B+22-2z+1).

Itt a z=—-1 egyszeres gyok, amit visszahelyette-
sitve x-re is két egyszeres komplex gyokot ka-
punk.

A tovébbiakban az r(z) = 23+ 22 — z+ 1 polinom
tObbszords gyokeit keressiik. Mivel az

r'(z)=322+2z-1
polinomnak két kiilénbozé valés gydke van (—1
és % ), és ezek egyike sem gyoke r(z)-nek, ezért

r(z) gyokei paronként kilénbozéek. Ebbél adé-
dik, hogy x-re sem kaphatunk 2-nél nagyobb
multiplicitast gyokot.
Ezzel belattuk, hogy a p(x) és —p(x) H[x]-beli
polinomoknak (és csak ezeknek) az 1 harom-
szoros multiplicitasi gyoke, a tobbi gyok mul-
tiplicitdsa pedig 3-nal kisebb.

Rakonczai Gyérgy, Budapest
A megoldék szama: 3.

449. Az ay, ay, ..., a, és a pozitlv egész

n
szamok ugy, hogy Z g; < a. Igazoljuk, hogy ha
i=1

b= max a;, akkor
1<i<n

a-b n —k
-0
kgo( ) k1=1_[1 G

Dalyay Pdl Péter, Szeged

Megoldds: Legyen H={1; 2; ...; a}. Jeloljuk N-
nel azoknak a (Hy; Hy; ...; H,) halmazrendsze-
reknek a szamat, amelyekre |H,-| =q;, ésH,cH
(i=1; 2; ...; n). Vilagos, hogy

vl

Jeloljiik tovabb NW-val azoknak a (Hy; Hy; ...; H,,)
halmazrendszereknek a szaméat, amelyekre
|H,| =a;, 6s H,cH’ (i=1;2;...; n), ahol H-t
Ugy kapjuk H-bdl, hogy k darab elemét el-
hagyjuk. Kénnyen lathaté, hogy N fiiggetlen
attél, hogy melyik k darab elemét hagyjuk el H-

nak, és
n(a—k
) _
N H(a j

i=1 i
Teljestil tovabbéa, hogy N=N©), és ha k>a - b,

a—-k
akkor a—k<b= max a;=aqa;, igy =0,
1<i<n 0 Q,‘O
tehat N = 0.
Innen a logikai szita formula alkalmazésaval

kapjuk, hogy
NO=N- @N(” + (“jN@) —

amibdl a bizonyitandé allitas kdvetkezik.
Hornung Tamds, Zalaegerszeg

A megolddk szama: 3.

A megoldék névsora: Borbély Jozsef, Tata
(445-449.); Délyay Pal Péter, Szeged (445. 2
madd, 446., 447. 2 méd, 448., 449.); Hornung
Tamés, Zalaegerszeg (445-447., 449.); Kallés
Béla, Nagyhalasz (445., 447.); Nagy Séandor,
Békéscsaba (446., 447.); Rakonczai Gyorgy,
Budapest (445-448.); Velkeyné Gréczi Alice,
Ipolyszog (446., 447.).
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