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Palmay Lérant (1929-2012)

012. december 19-én, életének 84. évé-

ben elhunyt Palmay Lérant, a magyaror-

szagi matematikatanitas egyik legmeghata-
rozébb alakja.

Palmay Lérant 1929-ben sziiletett Buda-
pesten, 1952-ben végzett az ELTE TTK mate-
matika-fizika szakéan. Az ELTE TTK Geometria
Tanszékének oktatdja volt 1952-t61 1976-ig, de
Oraadoként élete végéig tanitott az egyetemen.
1976-t61 1999-ig, hivatalos nyugdijba vonula-
saig a Févéarosi Pedagdgiai Intézetben volt ve-
zet8 szaktandcsadé. Egyetemi oktaté munkéja
mellett 21 évig tanitott a budapesti Szent Laszl6
Gimnaziumban. Egyetemi jegyzetek, kivaloé ko-
zépiskolai tankonyvek és feladatgydjtemények
szerzGje és tarsszerzGje volt. Emellett szamos

modszertani jellegd cikket, tanulméanyt, tovabb-

képzési anyagot publikélt. Az FPI munkatérsa-
ként & fogta Gssze és koordindlta a févarosi
specidlis matematika tagozatos osztalyokban
tanité tanarok munkajat. Evtizedeken keresztiil
6 készitette a specidlis matematikai osztalyok
szamara a felvételi feladatsorozatokat, majd az
ezt valté tehetséggondozo verseny feladatsorait.
Tagja volt toébbek kozott az OKTV és a Kiir-
schak Jozsef Matematikai Tanul6verseny fel-
adatait kitiz8 bizottsagnak. Az elmult 22 évben
tobb alkalommal is & vezette a NAT és az aktu-
alis kerettantervek matematika részét sszedllitd
bizottsagokat. Tevékenységét szamos dijjal és
kitlintetéssel ismerték el, amelyekbsl néhéany
a teljesség igénye nélkiil: Beke Mané Emlékdij
L. és II. fokozata, Apaczai Csere Janos-dij (1993),
Ratz Tanar Ur Eletmﬁdij (2002).

Péalmay Tanar Urtdl két, a 2013. januér 9-i
temetésen elhangzott nekroldg teljes kozlésével
bucstzunk.

Jbsagos, érdeklédd, boles, mindig szembe-
nézé tekintet, jelentéségteliesen felemelt muta-
téujj, amely nyomatékositia a csendesen el-
mondott, okos szavakat.

Gyongybettivel irt jegyzetek éralatogatasok-
rél, el6adéasokrol.

Pontossag és rendszeresség idében és mun-
kaban, tajékozottsag, szorgalom, igényesség az
alkotasban.

Felelésség a szakméért, mindazokért és mind-
azért, akikkel és amivel munkaja kapcsolatba
hozta.

Egyedilallé memoéria, amely minden tanit-
vanyt, kollégdt, a matematikatanitds szem-
pontjabél fontos eseményt egész életén at meg-
Orzott.
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Segitség mindig, mindenkinek, mindenben,
aki hozza fordult, aki megbizott benne.

Soha el nem felejtett névnapi jokivansagok.

Mindezek tovéabb élnek bennink. Palmay
Lérant nyomot hagyott a vilagban. Mar nem
gazdagitja tovabb életmiivét, de amit tett dolgos
életében, az beéplilt, gyokeret vert azokban,
akik kapcsolatban voltak vele.

Bucsuznak azok a matematikatanarok, akik
Léranttél tanultdk a matematika specialis terti-
leteit, a mddszertant, a pedagégus hivatas meg-
annyi fortélyat, de mindenekelStt emberi tisz-
tességet, a tanitvanyokért és a matematika tu-
domanyért érzett felelGsséget.

Bucsuzik a Fazekas matematika munkako-
z0ssége, és mindazok a pedagdgusok, akiknek
lehet@séglik volt vele dolgozni. A Fazekasba
mindig baratként, kollégaként jott, akkor is, ami-
kor az iskola és az Intézet szétvalt, akkor is,
amikor mér — papiron — nyugdijas volt, de min-
den olyan feladatot tovabb végzett, amellyel
segithetett benntinket. Matematikatanarok ezrei
részestiltek szakmai — moédszertani tudasabdl,
kaptak segitséget tSle tovabbképzéseken, egyé-
ni konzultaciék alkalméval. A mddszertan
egyedilallé szaktekintélye volt. Hozza hasonlét
nem ismer a szakma. Tiszteltlk, tiszteljik, biz-
tunk benne, tanultunk tdle, életkorunktdl és
életkoratdl fliggetlentl. A specidlis matematika
tagozat ligyét sajatjanak tekintette. A tehetség-
gondozés elmélete és gyakorlata életmiivének
jelent@s OsszetevGje. A Fazekas matematika
munkakoézossége gy dontott (egyetértésben az
orszag tobbi specidlis matematika tagozatot
mukodtetd iskoldjaval), kezdeményezi, hogy az
eddig Bolyai versenyként ismert, a specidlis
matematika tagozatosok szaméara szervezett
tehetségkutaté verseny a kovetkezd tanévtdl
Pdlmay Lordnt nevét viselje.

Bucstizom a magam nevében. Lérant az
egyetemen tanarom volt, figyelemmel Kkisérte
a munkamat elsé munkahelyemen, majd & hi-

vott a Fazekasba, beavatott a mddszertani to-
vabbképzés rejtelmeibe, szamos lehetéséget te-
remtett arra, hogy kibontakozhassak, végig ma-
gamon éreztem figyel, vigyazé tekintetét. A be-
mutatd érékat, vagy a tovabbképzésen elhang-
zott elBadésokat kévets elemzései, értékelése,
tandcsai Orok érvényd tanulsdgul szolgélnak,
biztonsagérzetet adnak.

Palmay Lérant eredendd jésagaval, johi-
szemUségével, joindulataval, segitGkészségével
jobba tette maga kortil a vilagot, az embereket.
Koszonjuk a sorsnak, hogy a kollégéi, tanitva-
nyai, baratai lehettiink. Eletmive tovabb él.

Nyugodjék békében.
Hamori Veronika
igazgato

Tisztelt Gyaszoldk, kedves Tanar Ur, draga
Lérant!

A valamikor volt FPI-s kollegdknak és
mindazoknak a nevében szélok, akiknek — hoz-
zad hasonléan — nagyon fontos a magyar ma-
tematikai nevelés ligye. Sok-sok tanité, tanar,
szaktandcsad6 és egyetemi oktaté kollega bu-
cstjat probalom megfogalmazni.

Shakespeare azt mondatja Antoniusszal
Julius Caesar temetésén, hogy ...,temetni jot-
tem Caesart, nem dicsérni” — én ennek az el-
lenkezgjére toérekszem. A bucsu pillanataiban
szeretném felidézni Palmay tanéar ar alakjat, te-
hét dicsérni fogom szeretettel, baratsaggal.

Draga Loérant! Amikor a halalhired utani
dermedt szomorisag valamelyest felengedett,
nagyon sokat beszélgettiink arrdl, kinek mi ju-
tott leghamarabb eszébe Veled kapcsolatban.
Ezekbdl a beszélgetésekbdl fogok majdnem szd
szerint idézni mondatokat, amelyek megpro-
baljdk visszaadni azt, amit nekiink jelentettél,
jelentesz. Kovetkezzenek tehat a mondatok!

A magyar matematikatanitéds egyik, talan
utolsé nagy mogulja volt.”

4 MOZAIK KIADO
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,Mindig szeliden, de megingathatatlanul
képviselte a matematikatanitéassal kapcsolatos

allaspontjat.”

,Az egyik legjobb és legtisztdbb ember, akit
valaha ismertem.”

»,Nagyon sokat tanultam téle geometriabdl,
de azt, hogy észrevette, hogy segitségre szoru-
lok és véllalta, hogy felnétté és értelmiségivé
véalasomban emberileg a tAmaszom legyen, so-
ha nem tudtam eléggé meghalalni.”

»,Nagyon jo tars volt a magyar és a mate-
matika megbonthatatlan baratsagénak kiépité-
sében és apolasaban.”

»Amikor latogatta az éramat, a kritikai meg-
jegyzéseket is gy fogalmazta meg, hogy abbdl
megbecsllés aradt és szinte dicséretnek tudtam
érezni.”

LAz elmult évtizedekben nem wvolt olyan
fontos eseménye a matematikatanitasnak, ami-
ben nem volt aktiv résztvevd. Lehetett ez NAT,
tanterv, bizottsdgi munka, vagy médszertani ki-
sérlet.”

LA versenyekre javasolt szép feladatainak
a megoldéasa, a dolgozatjavitasai szinte hihetet-
len precizitdssal, gondossaggal késziiltek. Min-
denben a pontossag mintaképe volt.”

,Szerintem soha nem mondott senkirdl se
rosszat, mindenkiben — tanitvanyban, kollega-
ban, szinte barki idegenben — a jét latta, és ezzel
egy kicsit tényleg jobba lett mindenki a kozelé-

”

ben.

,,Erdekes, szép elBadéasokat, tovabbképzé-
seket hallottam téle; a matematika, a didkok és
a tandrok szeretete hatotta at a szavait.”

,Felnétt koromban arra térekedtem, hogy
olyan légkord csalddom legyen, amilyennek
a torténetek alapjan a Palmay csalddot elkép-
zeltem.”

,Ha barmilyen szakmai feladatot kaptam,
amikor megbeszélhettem az Gtleteimet a Tanar
urral, mar biztonsagban éreztem magam.”

A felsorolésban utolsénak a sajat gondola-
tomat mondom el: ,Nagyon j6 dolog volt a ta-
nitvanyodnak, a beosztottadnak, végil felkéré-
sedre, biztatdsodra a féndékddnek lennem, de
a legnagyobb értéknek azt érzem, hogy a ba-
ratod lehettem.”

Az elébbi mondatokbdl — mint egy kalei-
doszkép darabkaibdl — egy beteljesedett, érté-
kes életpélya és egy nagyszerd ember arca
rajzolédik ki. Remélem, az idézett mondatok
kozott mindenki megtaldlta a sajat Palmay
Lérantjat.

Dréaga Lérant!

A biztonsagérzet, amit tudasoddal, ember-
ségeddel nyujtottal, Gj formaban fog tovabbél-
ni: egymaésnak tessziik fel a kérdéseinket, és
megbeszéljiik, mit mondott volna errdl Palmay
Lérant. fgy maradsz koztink, élsz benniink,
veliink tovébbra is.

Ezért arra biztatok minden jelenlevét, hogy
a szomorusag mellett csinaljon helyet a szivé-
ben az 6rémnek is. Oriljink annak, hogy
Palmay Loérant része volt az élettinknek, tanul-
hattunk Téle, dolgozhattunk Vele, a baratai le-
hettiink, és igy mi is részeseivé véltunk az O
szakmai és privat életének. Koszonjiik mindezt
neked, draga Lérant! Nyugodj békében!

Somfai Zsuzsa

MOZAIK KIADO 5
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Tuzson Zoltan

A pitagoraszi tételcsoport analogja,
és dltalanositasanak az analogja

a tetraéderben

Kivonat

A dolgozatban megmutatjuk, hogy a kozonsé-
ges Pitagorasz-tételnek van egy Ggynevezett tri-
gonometriai alakja is, amelyiknek megvan a tér-
beli analégja is a derékszogl tetraéderben, ezt
bizonyitjuk is. Tovabba belétjuk, hogy a pitago-
raszi tételcsoportban szereplé magassagtételnek
is van térbeli analégja a derékszogd tetraéder-
ben, ezt is bizonyitjuk. Ezek utdn a kozismert,
altalanositott Pitagorasz-tételt (az Ugynevezett
koszinusztételt) is kiterjeszthetjiik analégidval az
altalanos tetraéderben is. Mindezek bemutatasa
a sik- és a térmértan analég fogalmaival és
analég bizonyitasi eljarasaival torténik.

Abstract

In the following paper we are going to point out
that the well-known Pythagorean theorem has
a so called trigonometric form too, which has its
spatial analog also, and we are going to prove it
in the rectangular tetrahedron. Furthermore we
can see that the altitude theorem which appears
in the Pythagorean group of theorems also has
its spatial analog and it will also be proved in
the rectangular tetrahedron. After that the well-
known generalized Pythagorean theorem, (the
so called cosine theorem) with analogy can be
extended to the general tetrahedron too. The
presentation of all these things will be done
with the analog concepts of the plane and
space geometry and with analog methods.

& & &

z [1]-ben a kovetkez8krdl olvashatunk:
IA Ha ABCD egy D-ben derékszogu tetraé-

der, és az oldallapok tertiletei t4 = t(BCD),
tg =t(DAC), tc =tABD), tp = t(ABC), akkor ér-
vényes a t% = ti + tﬁ + tg, ami nem mas, mint
a Pitagorasz-tételnek a térbeli analégja a derék-
sz6gU tetraéder esetén. Ezt elGszor Jean Paul
de Gua de Malves bizonyitotta 1783-ban, igy
a Gua-féle tételnek nevezik (v.6. [2]). Ezt sze-
retnénk més szemszogbdl is megvilagitani.
A tovabbiakban legyenek rendre a, b, ¢ egy
ABC héromszog megfeleld oldalainak a hossza,
A, B, C a megfelel$ szbgeinek a mértékszama,
A=90° ésx valamelyik hegyesszogének a mér-
tékszama. Ekkor:

1. Tétel: A Lkovetkez6 harom kijelentés
egyenértékd:
a) a?=b%+c?
b) sin?x + cos?x =1
¢) cos?B+ cos2C=1.

Bizonwyitds:
C

1. abra

6 MOZAIK KIADO
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A Dbizonyitds azonnali, mert b2+ c2=0d? &

b 2 c 2
(_j +(_j =1 o sin?x + cos?x = 1.

a a
Tovdbba ha xe{B,C}, akkor, mivel
sinB = cosC, illetve  sinC = cosB, ezért

sin?x + cos?x = 1 < cos?B + cos?C = 1.

Most bizonyitani fogjuk, hogy az 1. Tétel ¢)
formajanak is van analégja a tetraéderben.

2. Tétel: Egy ABCD, D-ben derékszogd tet-
raéderben igaz, hogy:

cos® AB + cos? BC + cos® CA = 1,

ahol XY az XY élhez tartozé tetraéderbeli lap-
sz6g mértékét jeloli.

Bizonyitds: Az 1. &bra jeldléseit hasznélva felir-

L . b b . .
haté, hogy sinx=—=—— (i), valamint
a b%+c
c c .. .
Cosx =—= (ii). Ha sin?x + cos?x = 1
a Jb%+c?

a Pitagorasz-tétel eqy mas alakja, és a Pitagorasz-
tétel analégja érvényes a derékszogu tetraéder-
ben is, akkor mi lenne ennek a formulénak az ana-
l6gja a derékszogu tetraéderben? Szem elétt tart-

va az (i), (i) dsszefliggéseket és a t123 = ti + tg + tg
anal6g Pitagorasz-tételt, ésszertinek tinik, hogy
definidljuk a kovetkezd torteket:

t t
at)=——A— b{t)=—B—,
Jt3 + 15 +t& Jt3 +t5 +t&

)= ——>c
i3 +t5 +1&
Az analég Pitagorasz-tétel értelmében nyilvan-
valé, hogy a?(t) + b2(t) + c2(t) = 1.
Nézziik csak most az a(t), b(t), c(t) jelentéseit.

A 2. &brat kovetve felirhatd,

~ DF
AB=—"—
Cos CF

hogy

DF=—_ &
X2 +y2

ahol

2

CF _ \/x2y2 + y2Z2 + 22X
NE
COS/@ = Xy =

\/xzyz +y222 + 2252

, és ezek szerint

:# =c(t).

i +t5 + 12

Teljesen hasonléan kapjuk, hogy

bit) = B _cos CA,
i3 +t5 +1&
és
a(t) = 7 - cos BC.

t5 +t5 + t2
Ezek alapjan tehét az analég Pitagorasz-tétel
trigonometriai alakja a kdvetkezd:

c052@+0052§a+005264 =1.

Ugyancsak az [1]-ben olvashatunk a magas-
sagtétel analdgjardl is, de azt is olvashatjuk,
hogy az anal6g forma csak specidlis derékszogd
tetraéderben teljestil.

A tovabbiakban a magassagtétel egy ekvivalens
alakjanak az analégjat keressiik meg és igazol-
juk, hogy ez minden derékszogd tetraéderben
igaz.

3. Tétel: A kovetkez8 héarom Kkijelentés
egyenértékd:
a) m?=p-q
b) _b-c
a
C) i + i = L

ahol m az A-bdl hiizott magassag, p a ¢ befogd
vetiilete az a atfogéra, q pedig a b befogd ve-
tilete az a atfogora.

MOZAIK KIADO 7
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Bizonvitds:

ml=p.q& m- =

Tovabba

A tovébbiakban igazoljuk, hogy a 3. Tétel ¢)
formajanak is van analdgja a tetraéderben.

4. Tétel: Egy ABCD, D-ben derékszogd tet-
1, 1_1

2 m?’
ahol a=AD, b=BD, c=CD és m a D pont ta-
volsaga az ABC siktdl.

igaz, hogy: i+

raéderben ——
a b®

Bizonvyitds:

C

3. dbra

Az &bra jeldléseit kovetve, mivel DT L AB,
CD 1 AB, ezért DE 1 AB. Ha a sikbeli analég
tételt (3. Tétel c)) alkalmazzuk az ABD és ECD
derékszogl héaromszogekre, akkor felirhatd,
1 1 1 b 1 1 1

hogy: —o+-—=—-_ =
¥ 27 p2 T DE?

—t =,
DE? %2 m?

ahonnan kikiiszébdlve az

DEZ -et, éppen

1 1 1 1
—+—+— =—5 adddik.
a® b? ? m?

Kovetkezzen most a Pitagorasz-tétel altalanosi-
tasa, és ennek analégja az altalanos tetraéder-
ben.

A Pitagorasz-tétel altalanositdsa nem derékszo-
gl haromszogekre a kovetkezd: ha az ABC al-
talénos haromszog megfelel§ oldalainak a hosz-
szét a, b, illetve c-vel, a megfelel§ szogeinek a
mértékét A, B, C-vel jeloljiik, akkor igaz, hogy:

a?=b2+c2-2-b-c-cosA (1)
b2=c2+a2-2-c-a-cosB (2
2=a?2+b%-2-a-b-cosC 3)

A tételt még koszinusztételnek is nevezik, és egyik
legegyszertbb bizonyitdsa az tgynevezett vetii-
letek tételével torténik, miszerint:

a=b-cosC+c-cosB (17)
b=c-cosA+a-cosC 27)
c=a-cosB+b-cosA (37)
A bizonyitésa azonnali:
A
b
c
B a C
4. dbra

mivel BD =c - cosB és DC =b - cosC, tovabba
a BD és DC wvetiiletekre érvényes, hogy
BD +DC =a, ezért maris az (1”) Osszeflggés
adédik.

A koszinusztétel bizonyitasa pedig igy torténik:
szorozzuk meg az (17)-et a-val, a (2”)-et b-vel
és a (37)-et c-vel. Ezutén felirjuk, hogy

a? — b2 — ¢2 = (abcosC + accosB) —
— (bccosA + abcosC) — (accosB + becosC) =
=—2bccosA,

vagyis az (1’) bizonyitott.

A tovébbiakban az Aaltalanositott Pitagorasz-
tételt fogjuk analdgidval kiterjeszteni az altala-
nos tetraéderben. Ebbdl a célbdl, akar csak az

8 MOZAIK KIADO
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elébb is, hamarabb a vetliletek tételét bizonyit-
juk a tetraéderben is. Legyen tehat ABCD egy
altalanos tetraéder, és O a D pontnak a vetiilete
az ABC sikra.

D

5. dbra

Jelolje XY az XY élhez tartozé tetraéderbeli
lapszog mértékét. Akkor bizonyithaté a kovet-
kezd eredmény:

5. Tétel (vetilletek tétele a tetraéder-
ben): Ha t, =t(BCD), tg = t(DAC), tc = t{(ABD),
tp = tABC), akkor

tA=tB-cos(/35+tC~cosB/5+tD-cosB/C\3 (1)
tB=tA-cos(/Jf)+tC~cos@+tD~cos@ (2)
tc=tA-cosl§l\)+tB-cos@+tD~cos@ (3)
tD=tA'cosI§E+tB~cosZE+tC~cosA\B (4)

Bizonyitds: Az 5. abréat kovetve felirhatd, hogy
t(OBC) = tDBC) - cosBC ~ vagyis tOBC) =
=ta- cos BC és hasonléan t(OCA) =tg - cos Aa“,
t(OAB) =t - cos AB.

Tehat most a sikbeli BD és DC vetiiletek helyett
az analég t(OAB), t(OBC), és t(OCA) vetllet-
teriileteket hasznaljuk. Es mivel felirhato, hogy
tp = t{ABC) = t(OAB) + t(OBC) + t{OCA).

Ezért maéris megkaptuk a (4)-es 6sszefliggést.
Teljesen hasonl6an bizonyithaté a méasik harom
Osszefliggés is.

Ezek utédn a sikbeli koszinusztétel bizonyitasa-
nak mintajara bizonyitjuk a kévetkezdket.

6. Tétel (koszinusztétel a tetraéderben):
Egy ABCD éltalanos tetraéderben, az el6z8 je-
l6léseket hasznélva igaz, hogy:

t2 =12 +t& +t5 — 2tgtc cos AD —

—2tgtp cosAC — 2tctp cosAB (1.1)
t2 =t2 +15 +13 — 2totp cos AB —

—2tptc cosBD - 2tpty cosBC (1.2)
t2 = t2 +1% +15 — 2tpt, cos BC —

—2tptg cosAC — 2tptg cos BC (1.3)
13 =12 +15 + 12 — 2t st cosCD —

—2tptc cosBD - 2tatp cosAD (1.4)

Bizonyitds: A vetllettételben az (1)-et ty-val,
a (2)-t —tg-vel, a (3)-at —tc-vel, a (4)-et pedig
—tp-vel szorozva és a megfelel§ oldalakat ta-

gonként dsszeadva éppen az (1.1) dsszefliggést
kapjuk. Teljesen hasonléan bizonyitjuk a masik
hérom 6sszefliggést is.

Beléthat6, hogy ha az ABCD tetraéder derék-

szogd a D-ben, akkor cos AD = cos BD =

=cosCD =0 és akkor az elébbi (1.4) 6sszefug-
gés igy alakul:

th =t5 +1t5 +1t2

és ez nem mas, mint a Pitagorasz-tétel analdgja
a derékszogd tetraéder esetén, amit az [1]- ben
is és a [4]-ben is megtaldlunk, és ezittal altala-
nositottunk.

Irodalom

[1] Dr. DarvasiGyula: Az analég pitagoraszi té-
telcsoport, MaTa 1/2010, 3-5.

[2] http://en.wikipedia.org/wiki/
De_Gua's_theorem

[3] Dan Branzei és tarsai (1986): Planul si
spatiul Euclidian. Editura Academiei RSR,
Bucuresti

[4] Fitos Laszl6 (1984): Analdg tételek és felada-
tok a sik- és térgeometridban. Tankonyvki-
adé, Budapest
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Dr. Darvasi Gyula

Egy altaldnos geometriai modszer
a hatvanyosszegek meghatarozdsdara

Kivonat

Ebben a cikkben megismertink egy geometriai
médszert, amely az 1k + 2k + ... + nk 6sszegekre
minden k és n pozitiv egész szam esetén egysé-
gesen alkalmazhat6. Ehhez az 1 x 1k, 1 x 2k, ..
1 x n* oldalt téglalapokat eqgymas ala helyezzitk
el, majd az igy el$all6é 1épcsds alakzatot kiegé-
szitjiik egqy nx (n+ 1)k oldalt téglalappa. Az
Osszegképletek azéltal kaphatdk, hogy ennek a
téglalapnak a teriiletét két kilonb6dzé médon
hatarozzuk meg.

Abstract

In this article we became acquainted with a
geometrical method that can be adopted for the
sums 1k+2k+ .+ nkin the case of all positive
integers k and n uniformly. It needs to arrange
the rectangles of the form 1x 1k 1x2k .|
1 x nk below each other and then to complete
the arising stepped figure to a rectangle of the
form n x (n + 1)k. The sum formulae can got by
determining the area of this rectangle in two
different ways.

& & *

z els6 n természetes szam pozitiv egész
(A kitev6jd hatvanyaibdl all6  Gsszegek

képleteinek geometriai meghatarozaséa-
ra néhany kitevd esetén szamos mdd ismeretes,
jollehet éppen az jelenthet problémat, hogy
azok nem é&ltalanos érvénytek ([2] 16-18, 49—
55, 60-62, [3] 1/69-70, 77-81, 84-89, 90, 92,
11/83, 86-89, 93).
Az aldbbiakban egy olyan geometriai mddszert
mutatunk be, amely révén rekurziéval barmely
hatvanyosszegre vonatkozé képlet el@allithaté
([11). Ezen lefras soran az 1%+ 2k + .. + nk 6sz-
szeget Sy(n)-nel jeldljik, ahol keZ*. Az Si(n)
képletének rogzitett k esetén toérténd meghata-

rozaséhoz képezziink egy lépcsds alakzatot n
darab olyan téglalapbdl, melyek rendre 1 x 1k,
1x 2k ..., 1xnk tipustiak, s igy azok tertiletei-
nek dsszege éppen Si(n)-nel egyenld. (1., 2. és
3. abrak. Az 1. abra teljesen aranyos, viszont a
2. és 3. abrdkon a lépcs6k hosszai helyszike

miatt torzulnak.) Ezt a 1épcsés alakzatot
r-[(r+1)<—rkK] tipusi téglalapokkal, ahol

1<r<n és reZ, kiegészitjtik egy n- (n+ 1)k

tipusti téglalappa, amelynek tertletét kétféle-
képpen kiszamitva juthatunk célhoz. Mindezt az
aldbbiakban a ke {1, 2,3} esetekre részletez-
zuk.

1.eset: k=1 (1. &bra)

nin+1)= z (r+1)-rlr=
+yr
r=1
ahonnan
1)
S (n) = n(n+
1(”) 2

(Megjegyezziik, hogy az 1. dbran lévé elrende-
zés az eldbbi szdmolast mellSzve is célra vezet,
de ez az Ut a tovabbiakban mar nem jarhaté.)
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n2
vy - e g
< (n+1)2 >

2. dbra
(r+13-1
/—/%

s | | | | | |
z o | | |
| | r | |
n | l | |
n3 |
vy - oo g

A

2. eset: k=2 (2. dbra)

n+ [(r+ =
n(n+1)? 1?2
n
=So(n) + » (2r +1)r =3Sy(n) + S1(n),
r=1
ahonnan
S () = nn+1)2-S;(n) _n(n+1)(2n+1)
2 - .

3 - 6
3. eset: k=3 (3. &bra)

n

n(n+1)3 Z [(r+1) —rs]r—
Z 3r +3r+1)r
=1
= 453(n) +385(n) + S1(n),
ahonnan

Ssln) =

4 2

n(n+1)> —3S,(n) - S;(n) _ [n(n + I)T .

(n+1)3 >

3. dbra

Altalanosan tekintve ez az eljaras az
n
n(n+ 1 z r+ 1

egyenletre vezet, ahonnan adott k> 3 esetén az
Si(n)-re keresett képlet rekurziéval megkapha-
t6, mikdzben kontrollként jol felhasznalhaté a
[4]-ben lévd Gsszedllitas.

Irodalom

[1] Darvasi Gyula: Eine andere einheitliche geo-
metrische Methode zur Bestimmung der Po-
tenzsummenformeln. Praxis der Mathematik,
1996/2, 81-82.

[2] Matusik Edina: Osszegképletek szemléletes
bizonyitasa. Szakdolgozat, ELTE Matematika
Intézet, 2011.

[3] Roger B. Nelsen: Proofs without words I, 1I.
The Mathematical Association of America,

1993, 2000.
[4] http://www .sztaki.hu~keri/math/psum.htm
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Ringler Andrés

Az els6 nnégyzetszam osszege
vajon lehet-e négyzetszam!

Kivonat

Az els6 n négyzetszam Osszege, az n = 1 eseten
kivil, akkor, és csak akkor lehet maga is
négyzetszam, ha n = 24. Ezzel az értékkel

n-(n+1)-(2n+1) _24-25-49 _
6 6
=4.25-49 = 4900 = 70% = y? = 5(242).

Summary

The sum of the first n squared numbers (n>1)
is itself a squared number, if, and only if,
n =24. With this value

n-(n+1)-(2n+1) _24-25-49 _
6 6
=4.25.49 = 4900 = 70% = y? = 5(242).

A vélasz: igen.
Az elsé n négyzetszam Osszegét az

n-n+1)-2n+1) o
— 23 )

kifejezésbdl kaphatjuk meg. Ennek kapcsan
felmertilhet a kérdés, hogy ez az s(n?) 6sszeg, az
n =1 trividlis eseten kivtil, vajon lehet-e — maga
is — négyzetszdm? Ha igen, akkor keressiik meg
azokat az 1-nél nagyobb n szamokat, amelyek-
kel az s(n?) Gsszeg négyzetszam lesz. Els6ként
vegylk észre, hogy az oOsszegképlet szamlalo-
jaban az n - (n+ 1) szorzat mindig péros, (az n
és az n+ 1 tényezBk kozil tehat csak az egyik
tényezd lehet paros szam), a 2 - n+ 1 alaku té-

nyezG viszont, n paritasatdl figgetleniil, mindig
pératlan. Mivel a szamléaléban 1évé tényezdk
egymast kozt relativ primek (és ezt konnyd iga-
zolni), ezért kozilik mindig csak az egyikiik
oszthaté 2-vel, 3-mal, vagy mindkettével.

A feltett kérdés eldontéséhez, a széba joheté n
szamok (n>1) megtaldldsdhoz megvizsgalom
az n szam tulajdonséagaitdl fliggé aladbbi 6 ese-
tet, amelyek koziil az els6 harom esetben az n
szam, a masodik harom esetben pedig az n + 1
alaku szam a péaros szam.

1. eset: Legyen az n szam 3-mal is, és 2-vel is
oszthaté egész szam, vagyis az n tényezé legyen
n=6 - x alaka péaros szdm. Ekkor az n+1 és a
2-n+1 alaka tényezéknek rendre n+1=
=6-x+1 és 2-n+1=12-x+1 alakd sza-
moknak kell lennitik, mindketten péaratlanok és
egyikik sem oszthaté 3-mal.

2. eset: Legyen az n szam 3-mal nem oszthatd,
n=2-x alakd péros egész szédm, az n+1=
=2-x+1 alaki pératlan tényezd viszont le-
gyen 3-mal oszthat6, vagyis

nt+1=2.x+1=3-(2-u+1)=6-u+3=
=6-u+2+1=2-3-u+1)+1

alakd szam. Ebbdl 2 - x-re, vagyis az n tényezs-
re 2-x=2-(3-u+1l)=n, és igy 2-n+1-re
2.n+1=2-2-3-u+1)+1=12-u+5 ado-
dik. Az elvarasoknak megfeleléen, a mostani
esetben, a 2-n+1=12-u+5 alaki szadm
nem oszthaté 2-vel és 3-mal sem.

3. eset: Legyen az n szdm 3-mal nem oszthat6,
n=2-x alaki péaros egész szdm, és most a
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2:n+1=2-2-x+1 alakd pératlan tényezs-
nek legyen a 3 osztdja, igy a

2.n+1=2-2-x+1=3-(2-u+1)=
=6-u+3=6-u+2+1=2-(3-u+1)+1

alaka szambdl 2 - x-re 2 -x=3-u+1 adédik.
Vegylik észre, hogy ebben az u-val jelolt szam-
nak pératlan szdmnak, vagyis u=2 - w + 1 ala-
kua szamnak kell lennie, igy az

n=2-x=3-u+1=3-2-w+1)+1=
=6-w+4=2-(3-w+2)

alakd paros szammal n + 1-re
n+1=2-3 - w+2)+1=6-w+5,
a 2 - n+ 1 alakd tényezére pedig

2-n+1=2-2- 3 - w+2)+1=4-(3-w+2)
+1=12- w+9=3- 4 -w+3)

adédik. Az elvarasoknak megfeleléen a mostani
esetben az n+1=6-w+5 alakd pératlan

szam nem oszthaté 2-vel, 3-mal sem.

4. eset: Legyen az n+1 tényezé n+1=2-x
alaki péros szdm, és az n=2 - x — 1 alakd péa-
ratlan szdm pedig legyen 3-mal oszthatd, azaz
n=2-x-1=3-(2-u+1) alaka pératlan egész
szam. igy 2-xre:2-x=3-(2-u+1), azaz az
n + 1 alaki péaros szamra

n+1=3-2-u+1)+1=
=6-u+4=2-(3-u+2),

a 2 - n+ 1 alaki pératlan tényezére pedig

2-n+1=2-3-2-u+l)+1=
=6-(2-u+1)+1=12-u+7

adodik. Az elvarasoknak megfeleléen a mostani
esetben a 2-n+1=12 - u+7 alakd pératlan
szam nem oszthaté 3-mal.

5. eset: Legyen az n + 1 alaka tényezd 2-vel és
3-mal is oszthaté egész szam, vagyis n+1 le-
gyen n+1=6 - x alaka egész szam. Ekkor az n
tényez8 n=6-x — 1 alaka paratlan, a 2-n+1
alaka tényezé pedig 2-n+1=12.x-1 alakd
paratlan szdm lesz, és egyikiik sem oszthaté 3-
mal.

6. eset: Legyen az n+1 alaka tényezd 2-vel
oszthaté, de 3-mal nem oszthaté, n+1=2-x
alak péros szam. Ekkor az n tényezdnek
n=2-x-1alakd, a 2 - n+ 1 alaki tényezének
pedig 2-n+1=4-x-1 alaki pératlan szam-
nak kell lennie. Mivel most a 3-mal oszthat6 té-
nyezd a 2 - n+ 1 alaki szam, ezért

2. n+1=4.x-1=3-(2-u+1)=
=6-ut+3=6-u+4-1=2-(3-u+2)-1

alaki pératlan szamnak kell lennie. Ebbdl a
4.x=6-u+4=2-x=3-u+2 Kkifejezéshez
jutunk, amelybdl — 2 - x pérossédga miatt — lat-
hato, hogy az u-val jelolt szamnak u =2 - w ala-
kd péaros szamnak, vagyis a 2 - x alaka ténye-
z8nek 2 - x =6 - w + 2 alaka péaros szamnak kell
lennie. Ennek felhasznélasaval az n=6 - w + 1,
az n+l=6-w+2=2-3-w+1), és a
2-n+1=12-w+3=3-(4-w+1) alaka té-
nyez8khoz jutunk.

Az 1. eset vizsgalata

n-n+1)-(2n+1)
6

fejezés szamlaldjaban 16vé tényezdk rendre

Az 1. esetben az =s(n2) ki-

n=6-x,n+1=6-x+1,és
2-n+1=12-x+1
alaka szamok. Vajon az ilyen alaka tényezdkkel
az
n-n+1)-2n+1) 6-x-(6-x+1)-(12-x+1)
6 6
=x-(6-x+1)-(12-x+1) = s(n?)

lehet-e négyzetszam? Tegyiik fel, hogy igen;
vagyis az

n-(n+1)-(2n+1)

3 =x-(6-x+1)-(12-x+1)

szorzat négyzetszamot ad. Mivel az x, a6 - x + 1
ésa 12 -x+1 alaki tényezék egymas kozt re-
lativ primek, ezért a szorzatuk akkor, és csak
akkor lehet négyzetszam, ha e tényez8k rendre

x=u,6-x+1=6-ut+1=
=(2-b+1)2=4-b(b+1)+1

MOZAIK KIADO 13
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és
12 - x+1=12-u2+1=
=(2-c+1)2=4-¢c-(c+1)+1

alaki négyzetszamok. Ekkor viszont a
6-x=4-b-(b+1) és 12-x=4-c-(c+1)
egyenlbségeknek teljestilnitik kell, amelyek el-

osztasaval a

2=c-(c+1)=£.c+1 (%)
b-(b+1) b b+1

kifejezésbdl azonnal |, latszik”, hogy a ¢ > b rela-
ciénak teljestilnie kell. De az is ,lathaté”, hogy a

c+1

2>£>1 és 2> >1
b b+1

relacidknak is teljestilnitik kell, sé6t még az is
biztos, hogy ¢ >2. A ¢ =2 eset ellentmondasra
vezet, ugyanis ¢ = 2 esetén

2:-b-(b+1)=2-2+1)=b-(b+1)=3

adédik, ami egész b szammal sohasem allhat
fenn, hiszen az egyenléség bal oldala péaros,
a jobb oldala viszont péaratlan. Ez az ellentmon-
dés nyilvan azt jelenti, hogy c=2 esetén (%)
egész szamokkal nem allhat fenn. Ezért a ¢
szamnak 2-nél nagyobb szamnak kell lennie.

Mivel a 2 > % >1 relaciénak is teljestilnie kell,

ezért a b szam nem lehet a ¢ szdmnak az oszté-
. A 2= c-(c+1)
b-(b+1)

vetkeztethetlink, hogy a b szdm csak a c+1

kifejezésbdl ezért arra ko-

szamnak lehet az osztéja. A CT-l-l:r jelolés

bevezetésével erre az egész r szamra biztosan
igaz, hogy r > 1, hiszen ¢ > b, ezért az r szamra
az r > 2 relacié biztosan teljesil. Ac+1=b-r
értéket (*)-ba irva

c-b-r c-r c

=c-(c+1)= _ _ .
b-b+1) b-(b+1) b+1 b+1

adédik. Az r > 2 relacié kapcsan felmertil, hogy
az r > 2 eset egyaéltalan széba johet-e? A vélasz:

nem. Ha ugyanis r>2 volna, akkor a

2= bil'r miatt a ﬁ tényezdre ﬁ<1
adédna, amelybdl c<b+1 kovetkezne, mar-
pedig ez a relacié — ¢ > b — miatt lehetetlen. Ez
az ellentmondéas nyilvan arra utal, hogy az r
szam 2-nél nagyobb egész szdm nem lehet,
ezért csak az r =2 eset johet széba csak. Ekkor

viszont a CT+1=r=2 kifejezésbdl
c+1=2-b=>c=2-b-1

adddik. Ezt az értéket (*)-ba frva

_coc+l) _(2-b-1)-(2-b-1+1) _
b-(b+1) b-(b+1) B
(2-b-1)-2-b 2.b-1
= 1= =
b-(b+1) b+1

=b+1=2.b-1=b=2

adédik, igy ¢c=2-b—1 miatt a ¢=3-hoz ju-
tunk. Mivel ezekkel az értékekkel 6 -x=4-b -
-(b+1)=24 és 12-x=4-c-(c+1)=48,
ezért ezekbdl x-re, x =4, és ezzel a keresett té-
nyez8kre n=6-x=24, n+1=25 és
2-n+1=49 adédik. Az igy ,,elSallt” tényezSk-
kel, a varakozésnak megfeleléen, az s(n?) ész-
szegre
n-(n+1)-(2n+1) 24-25-49
6 6
=4.25.49 = 4900 = 702,

vagyis négyzetszamot kapunk.

Osszegzés: Ezzel azt kaptuk, hogy n = 24 esetén
az elsé 24 egész szam négyzetének az Gsszege
maga is négyzetszam, amelynek értéke
4900 = 702. Ennek kapcsén felmeriilhet, hogy
az n =24 megoldas vajon unicitiv-e vagy sem,
azaz léteznek-e olyan tovabbi n>1 szdmok,
amelyekkel az s(n?) dsszeg megint csak négy-
zetszam lesz.

A vélasz: ilyen tulajdonsaga tovabbi n
(> 1) szamok nem léteznek, azaz n=24
az egyetlen olyan szam, amellyel az s(n2)
Osszeg maga is négyzetszam.
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A 2. eset vizsgalata

n-n+1)-(2n+1)
6
jezés szamlal6jaban fellépd tényezdk rendre
n=2-x=2-3-u+l),n+1=2-x+1=
=2-B3-u+1)+1=6-u+3=3-(2-u+1)és
2-n+1=2-2-x+1=2-2-3-u+1)+1=
=4.3-u+1)+1=12-u+5

alaktak. Ezekkel
n-(n+1)-(2n+1)
6
_2-3-u+1)-3-(2-u+1)-(12-u+5)
- 6
=(3-u+1)-(2-u+1)-(12-u+5) = s(n?).
Vajon a mostani tényezdk szorzata lehet-e négy-
zetszam? Tegyiik fel, hogy igen! Mivela 3 - u+ 1,
2-u+1 és 12-u+5 alaki tényezék egymas
kozt relativ primek, ezért a szorzatuk akkor, és
csak akkor lehet négyzetszam, ha e tényezék ma-
guk is négyzetszamok. Lathaté, hogy a3 - u+1
tényezd paritdsat az u szadm paritasa hatérozza
meg,dea2-u+1ésal2-u+b alaka parat-

A 2. esetben az = s(n2) kife-

lan tényez8k paritasa viszont u-t6l fliggetlen,
ezért ezen két utdbbi, négyzetszamnak gondolt
szam tulajdonséagait vizsgdlom meg elGszor.

Ha a 2 - u+1 alaka pératlan tényezé négyzet-
szam lenne, akkor

2-u+l1=2-b+12=4.b-(b+1)+1
alaku lenne, és ebbdl

2.-u=4-b-(b+1)=u=2-b-(b+1)
adédna, amelybdl lathaté, hogy ennek az u
szamnak péaros szamnak kell lennie.
Ha a 12 - u + 5 alakud pératlan tényezd is négy-
zetszdm (ezt varom!), akkor

12 - u+5=(2-c+1)2=4-¢c-(c+1)+1
alakba irhatd, és ebbdl

12-u+5=4-¢c-(c+1)+1=
3-u+l=c-(c+1)

addédik. Vegyik észre, hogy ezen utdbbi egyen-

18ség csak péaratlan u szdmmal allhat fenn, és ez
a kovetkezmény ellentmond az elébb kapott

paros u-nak, az u=2-b-(b+1) alaki paros
kifejezésnek. Ez nyilvan azt jelenti, hogy a
2-u+1ésal2-u+b5 alaki tényezdk egyide-
jileg nem lehetnek négyzetszamok, vagyis a
2. eset feltételei mellett az elsé n négyzetszam
s(n?) dsszege nem lehet négyzetszam.

A 3. eset vizsgalata

n-n+1)-(2n+1)
6

jezés szamlaldjaban fellépd tényezék rendre

n=2-3-w+2),nt+1=6-w+5és
2-n+1=3-(4-w+3)

A 3. esetben az = s(nz) kife-

alakuak, igy ezekkel az

n-n+1)-(2n+1)
6
=B w+2)-(6-w+5) (4 -w+3)=s(n?)

kifejezéshez jutunk. Mivela 3-w+1, 6 - w + 5,
és 4 - w+ 1 alaka tényez8k egymas kozt relativ
primek, ezért a szorzatuk akkor, és csak akkor
lehet négyzetszam, ha e tényezék maguk is
négyzetszamok. Lathaté, hogy a 3 - w+2 té-
nyez$ paritasdt a w szdm paritasa hatarozza
meg,dea 6-w+5ésad-w+3 alaka péarat-
lan tényezdk paritasa w-tél figgetlen. Ezért ezen
két utébbi, négyzetszamnak gondolt szam tulaj-
donséagait vizsgdlom meg el&szor.

Ha a 6 - w + 5 alakd pératlan tényezd négyzet-
szam lenne, akkor

6-w+5=@2-b+1)2=4-b-(b+1)+1
alaku lenne, és ebbdl

6-w+4=4-b-(b+1)=3 - w+2=
=2-b-(b+1)

adédna. Vegyiikk észre, hogy ezen utdbbi
egyenlBség csak paros w szamokkal llhat fenn.
Ha a 4 - w+ 3 alaki pératlan tényezd is négy-
zetszam (ezt varom!), akkor

4. w+3=(2-c+12=4.c-(c+1)+1
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alakba frhaté, és ebbdl

4. w+2=4-c-(c+1)=
2-w+tl=2-¢c-(c+1)

adédik. Ez az egyenl8ség viszont egész szamok-
kal sohasem teljestilhet, hiszen a bal oldala pa-
ratlan, jobb oldala viszont péaros. Ez az ellent-
mondés nyilvan azt jelenti, hogy a 6 - w+5 és
4. w+3 alaka tényezdk egyidejileg nem le-
hetnek négyzetszamok, vagyis a 3. eset feltételei
mellett az elsé n négyzetszam s(n?) dsszege nem
lehet négyzetszam.

A 4. eset vizsgalata

n-(n+1)-(2n+1)
6
fejezés szamlaldjaban fellépd tényezdk rendre:
n=3-(2-u+1),n+1=2-(3-u+2)és
2-n+1=6-(2-x+1)+1

A 4. esetben az =s(n2) ki-

alakuak, igy ezekkel az
n-n+1)-(2n+1)
6
=(2-u+1)-(3-u+2)-(12-u+7) =s(n?)
kifejezéshez jutunk. Mivel a 2-u+1, 3-u+2,
és 12 - u + 7 alaku tényez8k egymas kozt relativ

primek, ezért a szorzatuk akkor, és csak akkor
lehet négyzetszam, ha e tényezék maguk is
négyzetszamok. Lathaté, hogy a 3 -u+2 té-
nyez8 paritdsat az u szam paritdsa hatarozza
meg,dea2-u+1ésal2-u+7 alaka parat-
lan tényezdk paritédsa u-tél fliggetlen, ezért ezen
két utébbi, négyzetszamnak gondolt szam tulaj-
donséagait vizsgalom meg el8szor.

Ha a 2 - u+1 alaka péaratlan tényezé négyzet-
szam lenne, akkor

2-u+1=2-a+1)2%=4-a-(a+1)+1
alakba irhaté, és ebbdl
2-u=4-a-(a+1)=u=2-a-(a+1)

adédna. Vegylik észre, hogy ezen utébbi kifeje-
zés csak paros u szammal allhat fenn, vagyis az

egyenl@ség teljesiiléséhez az u szamnak péros
szamnak kell lennie.

Ha a 12 - u + 7 alaku pératlan tényezd is négy-
zetszadm (ezt varom!), akkor

12-u+7=2-c+12=4.¢c-(c+1)+1
alakba irhatd, és ebbdl

12-u+6=4-c-(c+1)=>
6-u+3=2-c-(c+1)

adédik. Vegyuk észre, hogy az utébbi egyenlé-
ség ellentmondéast mutat: a bal oldala péaratlan,
jobb oldala viszont paros. Ez az ellentmondés
nyilvan azt jelenti, hogy a 2-u+1 és a
12 - u+7 alaka tényezdk egyidejileg nem le-
hetnek négyzetszamok, vagyis a 4. eset feltételei
mellett az elsé n négyzetszam s(n?) Gsszege nem
lehet négyzetszam.

Az 5. eset vizsgalata

n-n+1)-(2n+1)
6
fejezés szamlél6jaban fellépd tényezdk rendre:

Az 5. esetben az =s(n®) ki-

n=6-x-1,n+1=6-x¢és
2-n+1=12-x-1
alakaak, igy ezekkel az
n-n+1)-(2n+1)
6
=(6-x-1)-x-(12-x-1) = s(n?)

kifejezéshez jutunk. Mivel a 6-x-1, x, és
12 - x—1 alaka tényez6k egymaés kozt relativ
primek, ezért a szorzatuk akkor, és csak akkor
lehet négyzetszam, ha e tényez6k maguk is
négyzetszamok.

Ha a 6 - x — 1 alakd szdm pératlan négyzetszam
lenne, akkor

6-x—1=(2-a+1)2=4-a-(a+1)+1
alaku lenne, és ebbdl
6-x=4-a-(a+1)+2=
3-x=2-a-(a+1)+1

adédna. Vegylik észre, hogy ezen utdbbi kifeje-
zés csak paratlan x szammal allhat fenn.
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Ha a 12 - x — 1 alaka pératlan tényezé is négy-
zetszam (ezt varom!), akkor

12-x-1=2-c+1)2=4.-¢c-(c+1)+1
alakba irhatd, és ebbdl

12 - x=4-c- (c+1)+2=>
6-x=2-c-(c+1)+1

adédik. Vegyiik észre, hogy ezen utébbi
egyenl@ség ellentmondast mutat: ez az egyenld-
ség egész szamokkal nem éllhat fenn, hiszen az
egyenl@ség bal oldala péros, a jobb oldala vi-
szont pératlan. Ez az ellentmondés nyilvan azt
jelenti, hogy a 6 -x—1 és 12-x—1 alakua té-
nyez8k egyidejlleg nem lehetnek négyzetsza-
mok, vagyis az 5. eset feltételei mellett az elsé n
négyzetszdm s(n2) osszege nem lehet négyzet-
szam.

A 6. eset vizsgalata

n-n+1)-(2n+1)
6

jezés szamlal6jaban fellépd tényezdk rendre

n=6-w+1l,n+1=2-3 - w+1)és
2-n+1=3-4-w+1)

A 6. esetben az = s(n2) kife-

alakuiak, igy ezekkel az
n-(n+1)-(2n+1)

6
=6-w+1)-(3-w+1)-(4-w+1) = s(n?)

kifejezéshez jutunk. Mivela 6 - w+1,3-w+1,
és 4 - w+ 1 alaka tényez6k egqymas kozt relativ
primek, ezért a szorzatuk akkor, és csak akkor
lehet négyzetszdm, ha e tényez8k maguk is
négyzetszamok. Lathatd, hogy a 3 - w + 1 alaka
tényez$ paritédsa, w paritasatdl fligg, ezért vizs-
gélataimat a 6 - w+1 és 4 - w + 1 alakd, négy-
zetszamoknak gondolt paratlan tényezdk vizs-
gélataval kezdem.
Ha ezek mindketten négyzetszamok lennének,
akkor felirasuk és rendezésiik utan a
6-w+l=2-a+1)2=4-a-(a+1)+1=
6-w=4-a-(a+1)=>
3-w=2-a-(a+1),

ésa

4. w+l1=2-c+1)2=4-¢c-(c+1)+1=
4.-w=4-c-(ct1)=
w=c-(c+1)=3 - w=3-¢c-(c+1)

kifejezésekhez jutunk. Az utébbi két kifejezés azt
mutatja, hogy teljestilésiikhtéz a w szdamnak pa-
ros szamnak Kkell lennie. Paros w szdmmal vi-
szont, a 3 - w + 1 alakd tényezének is paratlan
szamnak kell lennie. A ,cél érdekében”, ezt
a 3 - w+ 1 alakd, tehat paratlannak gondolt té-
nyezbt is egy paratlan szdm négyzeteként irom
fel (ezt varom!), igy a

3-w+1=(2-b+1)2=4.-b-(b+1)+1=
3-w=4-b-(b+1)

kifejezéshez jutok. Ezutédn felmeril a kérdés,
hogy a

3-w=2-a-(a+1),3-w=4-b-(b+1)és
3-w=3-c-(c+1)(**

egyenléségek egyidejileg teljesiilhetnek-e? Az
elsé két kdvetkezmény 6sszehasonlitasabdl

3-w=2-a-(a+1)=4-b-(b+1)=
a-(a+1)=2-b-(b+1) (**)

adédik. Vegylk észre, hogy ezen utébbi kifeje-
zés formailag megegyezik a (*)-nal emlitett
egyenl@séggel, de itt az a > b viszony all fenn;
ezért (#++) alatti egyenl@ség biztosan, és csak is
akkor teljesiil, ha a=3 és b= 2. Ezekkel az ér-
tékekkel (#*)-bdl a w szdmra, w = 8 adddik. Ez-
zel a w értékkel azonban, a3 - w=3-c-(c+1)
kifejezésbdl, 8 =c - (c + 1) addédik. Ezen utdbbi
egyenl@ség viszont egész ¢ szamokkal sohasem
allhat fenn, tehat a 4 - w + 1 alakd tényez8 biz-
tosan nem lehet négyzetszam. Ez pedig nyilvan
azt jelenti hogy a 6 -w+1, 3-w+1 és
4-w+1 alaka tényezdk egyidejdleg nem le-
hetnek négyzetszamok, vagyis a 6. eset feltételei
mellett az elsé n négyzetszam s(n?) dsszege nem
lehet négyzetszam.
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Az n, n+1 és 2-n+1 alakia tényezdk tulajdonsagainak 6sszefoglalé tablazata

E tényezdk tulajdonsdgainak gyors feltarasdhoz, a tablazat kitoltési logikajanak a megértéséhez
mindig a két igen valasztdl kell elindulni, és a nyil majd megmutatja a tovabthaladas iranyat.

n

tulajdonsagai

n+1
tulajdonsagai

2-n+1
tulajdonsagai

Esetek Oszthat6-e Oszthat6-e Oszthat6-e Oszthat6-e Oszthat6-e Oszthat6-e
kettGvel? harommal? kettGvel? harommal? Alakja kettével? harommal?
Alakja Alakja Alakja Alakja Alakja
1. eset Igen Igen Nem Nem Nem Nem
6-x 6-x 6-x+1 6-x+1 12.x+1 12.x+1
2. eset Igen Nem Nem Igen Nem Nem
2-x 2-x 2.x+1 2.-x+1= 4.x+1 4.x+1
=3-(2-u+1l)
3-2-u+tl)-1=(3-(2-u+1)-1= 3-2-u+1l) =3 6-2-u+tl)-1=16-(2-u+l)-1=
=2-(3-u+1) =2-(3-u+1) =12-u+5 =12.-u+5
3. eset Igen Nem Nem Nem Nem Igen
2-x 2-x 2-x+1 2-x+1 4.x+1 4.x+1=
=3-(2.-u+l)=
=6-u+3=
=2-(Bu+1)+1
3-u+l= =
=32w+1)+1=
=2-3-w+2)
= 2-3-w+2)= 2-Bw+2)+1=| 2-Bw+2)+1=| 4-Bw+2)+1=]| 4-Bw+2)+1=
=6-w+4 =6-w+5 =6-w+5 =34 -w+3) =3-(4-w+3)
4. eset Nem Igen Igen Nem Nem Nem
2-x-1 2.x-1= 2-x 2-x 4.x-1 4.x-1
=3-(2.-u+l)=
=6-u+3
6-ut+t3= =3 6-utd= 6-utd= 12 - u+7 12-u+7
=3-(2-u+l) =3-(2-u+1) =2-(83-u+2) =2-(3-u+2)
5. eset Nem Nem Igen Igen Nem Nem
6-x-1 6-x-1 6-x 6-x 12-x-1 12-x-1
6. eset Nem Nem Igen Nem Nem Igen
2-x-1 2-x-1 2-x 2-x 4.x-1 4.x-1=
=3-(2.u+l)=
=6-u+3=
=6-utd-1=
=2-(Bu+2)-1
3-u+t2= =
=32 w+2=
=6-w+2
6-w+l 6w+l =3 =6-w+2= 12 w+3= 12-w+3=
=2-(3-w+1) =2-3-w+1) =3-4-w+1l) =3-4-w+1)
18 MOZAIK KIADO
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Tuzson Zoltan

A Sturm-moddszer és alkalmazasa

Kivonat

Ebben a dolgozatban olyan egyenlétlenségek
bizonyitasaval foglalkozunk, amelyekben kett6-
nél tobb véltozé van, és az egyenlbtlenségben
szimmetrikusan helyezkednek el. Emellett a val-
toz6k még valamilyen feltételt (Gszefliggést) is
teljesitenek. Az egyenlGtlenségek altalaban a mér-
tan, trigonometria, algebra és a matematikai
analizis hatértertiletén helyezkednek el, ezért
elemi bizonyitasuk nem kénnyd. A dolgozatban
bemutatott Sturm-modszerrel az emlitett felté-
teles egyenlétlenségek konnydszerrel és elemi
médon bizonyithaték. A médszer csak algebrai
eszkOzokre tamaszkodik és a lényege az, hogy
alland6 dsszeg (vagy szorzat) mellett valamely
kétvéltozoés kifejezés valtozasat kovetjiik, mikodz-
ben a valtozékat Ggy kozelitjik egymaéshoz,
hogy az Osszegiik (illetve a szorzatuk) allandé
maradjon. A véltozasok megfigyelésébdl, meg-
hatérozva az egyik valtozé értékét, Gjrakezdjiik
az eljarast, de ezittal n — 1 véltozd esetén. Véges
ilyen lépés utan az eljarasunk véget ér. A méd-
szer lényegét és hatékonysagat megoldott fel-
adatok segitségével szemléltetjiik.

Abstract

In this paper we deal with the proof of such
inequalities, which have more than two
variables and which are situated symmetrically
in the inequality. Beside this the variables fulfil
some kind of condition (relation), too. The
inequalities are wusually situated on the

borderland of Geometry, Trigonometry, Algeb-

ra and Mathematical Analysis, that’s why their
elementary proof is not easy. With the Sturm
method presented in this paper the previously
mentioned conditional inequalities can be
easily proved with elementary methods. The
method relies only on algebraic tools and its
importance is that beside constant sum or
product we follow the changing of some
expression with two variables, while we are
approaching the two variables to each other in
such a way that their sum or product to be
constant. From the observation of the changes,
defining the value of one variable, we restart
the procedure, but this time with the case of
n—1 variable. After finite such steps our
procedure is over. We are going to illustrate the
importance and efficiency of the method with
the help of solved problems.

& & ES

22

zamtalan szélséérték probléma megol-

désa, vagy egyenlétlenség bizonyitésa

nagyon gyakran méar a matematikai
analizis eszkozeire szoritkozik, mint példaul
a Jensen-, Holder-féle egyenlétlenség, derival-
tak stb.

A Sturm-moédszerrel szamos ilyen — Ggy-
mond az algebra, mértan, trigonometria, és ana-
lizis hataran ,,elhelyezkeds” — feladat elemi esz-
kozokkel oldhaté meg.

A moédszert féleg n > 2 véltozét tartalmazd,
szimmetrikus kifejezések esetén alkalmazhatjuk,
amikor az ismeretlenek valamilyen kikotésnek
vagy feltételnek tesznek eleget.
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A moédszer lényege réviden: llandé 6sszeg
(vagy szorzat) mellett valamely kétvéltozos Kki-
fejezés véltozasat kovetjik, mikdzben a véltozé-
kat agy kozelitjiik egyméshoz, hogy az dsszeglik
(illetve a szorzatuk) allandé maradjon. A valto-
zasok megfigyelésébdl meghatérozva az egyik
véltozé értékét, Gjrakezdjik az eljarast, de ez-
uttal n — 1 véltozé esetén. Véges sok ilyen 1épés
utén az eljarasunk véget ér.

A moddszer lényegét a kovetkezd feladatok
segitségével jobban megérthetjik. A mébdszer
kezdetét a kovetkezd két feladat jelenti.

1. Alkalmazas: Ha x,yeR és x+y=S
allandé, akkor a P(x, y) = x - y szorzat
a) novekszik, ha az |x—y| kiilénbség csok-
ken,
b) csokken, ha az |x—y| kilénbség novek-

szik.

Bizonyitds: Nyilvan feltehetd, hogy x <y, ekkor
létezik olyan e>0 amelyre 2e<y—x. gy az
x+e és y—e szamok kozelebb vannak egy-
mashoz, mint az x és y szdmok, az x<x+e<
<y-—e<y elrendezés miatt. Mivel 2e <y - x,
mindenképpen e <y — x (i).

Ekkor P(x+e,y—e)—P(x,y)=ely—x—e)>0,
és ezért az a) allitds igaz. Az x — e és y + e sza-
mok nyilvan tavolabb vannak egymaéstél, mint
az x és y szamok. Az x —e<x <y <y + e elren-
dezés miatt, hiszen x-—y<0, méginkabb
x—y<e (ii).

Ekkor felirhaté, hogy P(x — e, vy +e) — P(x, y) =
=e(x—y—e) <0, és ezért a b) allités is igaz.

2. Alkalmazas: Ha x,yeR" és x-y=P,
akkor az S(x, y) = x + y Osszeg
a) csokken, ha az |x—y| kiilénbség csok-
ken,
b) novekszik, ha az |x—y| kilénbség no-

vekszik.

20

Bizonyitds: Nyilvan feltehet§, hogy 0<x <y,

v

ekkor létezik olyan k > 1, amelyre k2 <2, fqy
x

a kx és % szamok kozelebb vannak egymaéshoz,

mint az x és y szamok, a 0<x<kx<%<y el-

rendezés miatt. Mivel 1<k? < 2,

X

ezért min-
denképpen 1<k < 1A (iii).
x

Ekkor S(kx, 2) -S(x, v) =X (k- 1)(;(_2} <0,
k k X

ezért az a) dllités igaz. A b) allitas bizonyitasa is
hasonld, ott a k (0, 1) feltételt kell figyelembe
venni.

A tovéabbiakban terjessziik ki az el6z8 tulajdon-
sagokat a Klasszikus szamtani- és mértani koze-

pek kozotti egyenlétlenség bizonyitaséra.

3. Alkalmazas: Ha minden n >2 ese-
X1, Xo, ..., X, €R*,  akkor fennéll az

X|+Xg 4.+ X X .
T2 T T > 0fxyxs...X, egyenlbtlenség.
n

tén

Bizonvyitds:
<..£Xx, és legyen P(xq,xo, ..., X,) =X1 X"
“ ..t Xp, valamint x; +xo+ ... +x,=S é&llandd

Feltételezziik, hogy 0<x;<xp<

béarmely n > 2 esetén. Rogzitsiik az xs3, xg, ..., X,
értékeket, és az xq, xp valtoz6 marad. Tehat
X1 +x9=8—(x3+xq+..+x,) &landé. Az 1.
Alkalmazés alapjan, ha az xy —x; kilonbség

csokken, akkor a P(xq, xg, ..., X,,) szorzat novek-

szik. De x; < S , ezért az x5 — x1 killénbség ak-
n
y i . S
kor csokken a legtobbet, ha éppen x; =—.
n

Tehat P(xq, xg, ..., X,,) SP(E, X9, very xnj. (1)
n

x2+x3+...+xn=S—§=w.
n n

Az el@bbiek mintdjéra rogzitsik az x4, Xs, ...

Tovabba

7xn

MOZAIK KIADO



2013. marcius

A MATEMATIKA TANITASA

szamokat, az x,, x3 pedig legyen valtozé. Tehat
n-1)S
n

az  Xg+X3= —(xg +x5+...+x,) &l

landé. Tovabba az x3—x; csokkenése a

P(x1, x9, ..., X,,) szorzat novekedését idézi eld.
(n-1)S :(n—1)=§, igy az elézéek
n n

s . S
alapjan azt kapjuk, hogy P|—, xo,..., X, <

n
SP(§,§,x3,...,xnj. (2)
n n

Koénnyen belathaté, hogy ha tovabb folytatjuk

De x; <

az eljarast, akkor végtil is

P(xy, x9, ..., X )<P(§ § §J=(§Jn

n n n n

adédik, ami éppen a bizonyitandé egyenlétlen-
séget jelenti.

Megjegyzések: A bizonyitottakbél megéllapit-
haték, hogy:

1. Haaz x; +xo + ... S Gsszeg éallando,
akkor a P(xq, X9, ..., X,) =X1 X2 .. Xp

szorzat akkor a legnagyobb, ha x;=xy =

+Xn=

=..=Xp

2. Ha az x1-x9- ... x,=P szorzat éllandé,
akkor az S(x1, xo, ..., X,)

Osszeg akkor a legkisebb, ha xj=xy=

=X1tXxo+ .. +tX,

=..=Xp

2

4. Alkalmazas: Ha xi, xg,..,x,=20 és

Zx =1, akkor Hsmx <(sm£j .

i=1 n

Bizonyitds: A szimmetria miatt feltételezhets, hogy
0<x1<x9<... £Xx, (1). Rogzitsiik az x3, xg, ...,
X, értékeket, igy x; +xp =S allandé (2), ahol

n
S=n- Z x;. Legyen tovabbé E(xy, xo, ..., X;,) =
i=3

n
=] sinx;. Kozelitsik az x;, xp értékeket tgy,
i=1

hogy az Gsszeglik S maradjon. Két ilyen érték
tehét x; + e és xp — e, ahol 0 < e <xp — x7. Ekkor
—E(Xl, X9, .. n) =

H smx

(3). De 0<x2—x1—2e<x2—x1<7r,
cos(xg — x1 — 2e) > cos(xy — x1), tehat a (3) so-
raban levd kilonbség pozitiv. Tehét, ha xo — x1
csOkken, és x;+x9=S dlland6, akkor
E(xy, xg, ..., X,) novekszik.

Elx;te,xg—e, X3,..,Xp)
1
=§[cos(x2 — X1 — 2e) - cos(xy — x1)]

ezért

n
és > x; = alapjén, x; < 2 (ellenkezé
“= n

esetben x; +xp + ... + x,, > wlenne).
Tehat a (2) feltétellel, az xp — x; tdvolsag a leg-

-

kisebb, ha x1=£. Igy E(xq, xo, ..., x,) <
n

T
SE[—,XZ,...,XHJ. Most az xp<x3<... <X,
n

n-1r
n
landé) feltétel mellett megismételjiikk az eljarast

Xo+ X3+ ... X, = és xp+x3=S (&l

és hasonléan kapjuk, hogy E (ﬁ, X, ey xnj <
n

SE(E,E,X3,...,an. Még (n-—1)-szer meg-
nn

ismételve az eljarast, végil is a lancszabaly
alapjan azt kapjuk, hogy E(xi, X, ..., X,) <

n
<E[E Z . Ej = (sin Ej , vagyis éppen amit
n'n’n n
bizonyitani akartunk.
5. Alkalmazas:

Ha xi1,x9,...,%x,20 és

n n
Hxi =x", akkor H(1+xi)2
i=1

i=1

1+ x)".

Bizonvitds: Feltételezziik, hogy 0<x;<xp<
<..<x, (1). Rogzitsik az xs3, xg, ..., X,
keket, gy x7-xo=P (2) A&llandd,

P=x":(x3x4..x,). Legyen E(xq,Xo, ..., X,) =

érté-
ahol

H1+x k>1és k? <=2. Ekkor kx; ko-

Xl
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2

X . .
zelebb van az m szamhoz, mint az x; az xo-

hoéz, és 1<k < X2 Tehat felirhat6, hogy:
X1

E(kxl, %, X3, ..

el fipeo

o Xp) —E(x1, X9, ..., x,) =

Tehét, ha az xy, xp értékeket Ggy kozelitjuk
egymashoz, hogy a szorzatuk P = xj - xo éllandd

marad, az E(xy, o, ..., X,,) kifejezés csokken. A

n
J1x =x" ésaz (1) alapjan biztosan igaz, hogy
i=1
x1 £ x. Tehét az x5 — x7 kiillonbség a legkisebb,
ha x; =x, igy E(xq, xg, ..., X,) 2 E(x, Xo, ..., Xp).
Az eljaras ismételt alkalmazéasaval, a lancsza-
bély alapjan azt kapjuk, hogy E(x1, xa, ..., X,) =

>E(x, x, ..., x) = (1 + x)". Ezzel tulajdonképpen

n
n n
H 1+x;) [ + n,H xi] egyenlGtlenséget
= i=1

igazoltuk.

A tovabbiakban bizonyos megszoritasokkal szor-
zatok legkisebb, vagy Osszegek legnagyobb ér-
tékét vizsgaljuk.

6. Alkalmazas:
S(x, v, 2)

x,y,ze(O,%} ésx-y-z=1.

Hatérozzuk meg az
=x+y+z Osszeg maximumat, ha

w

Megoldas: Feltételezziik, hogy 0 < x <y<z<—.

DN

Rogzitstik a z értékét és x, y maradjon valtozo.

Ekkor x-y = 1 allandé. Ha az y — x kilonbség
z
novekszik, akkor az S(x, vy, z) 6sszeg csdkken.

Az y—x kilénbség annal nagyobb, minél ki-

Mivel x= i

sebb az x értéke.

©I4>-

EN
2'2

ezért x=g a legkisebb elérheté értek. Igy

S(x,y,2) < S(g, v, zj = g +y+z. Ezittal most

v-z= %, és a z—y kilonbség novekedésével

9,9 3

az y +z Osszeg csokken. Mivel y =E 4.§ 5
2

ezért vy =% a legkisebb elérhetd érték. De ek-

kor az y-zzz alapjan Z:%’ tehét S(x, v, z) <
<s[2 3 3)_
9’2’2

7. Alkalmazas: Ha x,y,z>0 és x+y+

+z=1, akkor vz_, =X X Sl.
+1 y+1 z+1 4

4 3 3 31
—+=+= :
"9 2 2 9

Bizonvyitds: A feladatot atirva azt kapjuk, hogy:

1 1+1)<1

XY + Yz + 2X — Xyz + =
vy y(x+1 v+l z+1

<7
Ha most alkalmazzuk az x +1, y+ 1, z+ 1 érté-
kekre a szamtani és a harmonikus kozepek ko-
z6tti egyenlétlenséget, akkor

3 <
1 1 1 -
+

x+1 y+1 z+1
cXt+lty+l+z+1l 4
- 3 3

1 1 .9

i + + >Z lgyh ,z=>20
AT T L T

és x +y+z=1, elegend§ bizonyitani, hogy

=xy+yz+zx—%xyz$l. (*)

E(x,v, 2) 1
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Feltételezziik, hogy 0 <x<y<z (1), és rogzit-
sik a z értékét. Tehat x+y=1-2z (allandd)
(2). Kozelitsik az x<y értékeket egymashoz
ugy, hogy kézben az 6sszeg véltozatlan marad-
jon. Ekkor tehat

E(x+e,v-e, z)-E(x,y,2) =

= e(y—x—e)(l—%zj, (%)

ahol 0 < e <y — x. Ennek alapjan:

1. Ha z<g, a (**) kalonbség pozitiv, igy

E(x, v, z) akkor noévekszik, ha az x és az vy
kozeledik egymashoz. Az x+y+z=1 és

(1) miatt x s%, a (2) alapjan az x legko-
zelebb van az vy-hoz, ha x=%. Tehat

E(x,y,z)SE(%,y,zj, ahol y+z=§ és

, gy az vy

W

y <z. Hasonl6an vy S%:Z =

a legkozelebb éll a z-hez, ha y = é, ezért

1

z==.

3
Tehét E l,y,z <E l,l,l =l.
3 3'33) 4

2. Ha z >g, akkor a (**) kiilonbség nega-

tiv, igy E(x, v, z) akkor névekszik, ha x-et
és y-t tavolitjuk egymastdl, persze x +y =
=1-z alland6é marad. Az (1) és (2) miatt
az x=0, az y-t6l a legtavolabbi értéket
adja. fgy E(x,v,2z) <E(0, v, z) =yz, ahol
y+z=1ésy<z Most az y-t és a z-t koze-

litentink kell egyméshoz. De vy S% miatt
a legkozelebbi vy érték a z-hez, az v = %,

ahonnan z = l
2

Tehat E(O, y,z)SE(O,l,ljzl. Ezek
2°2) 4

szerint E(x, v, z) maximdlis, ha x =y =2z =%

1 . .
vagy x=0, y=z=E, és a szimmetria

miatt, ennek a cirkularis permutacioi.

8. Alkalmazas: Hatarozzuk meg az
E(u, v, w) =1 +u)(1+v)(1+w) kifejezés leg-

kisebb  értékét, ha u,v,we|0, l} és

16
utv+w=1.
Megoldds: Feltételezziikk, hogy 0<u<v<w<
< 6 (1). Rogzitsiik a w-t, legyen u < v, mikoz-
ben u+tv=1-w allandé (2). Kozelitsik egy-
maéashoz az u-t és a v-t Ugy, hogy az Gsszegik
maradjon allandé. Ekkor felirhaté, hogy

E(u+e,v—e, w)—E(u,v,w) =
=e(l+w)(v-u-e)>0,

ami azt jelenti, hogy E(u, v, w) névekszik, igy
a minimum meghatarozésanal ez nem segit.
Téavolitsuk hat az u-t és a v-t Ggy, hogy az 6sz-
szegik maradjon &llandé. Ekkor az u+v=
=1-w és (1) feltételek mellett a v-tdl a legta-
volabbra es8 u érték nem 0, hiszen u =0 esetén

1 .
v+w=1 lenne, ahonnan w > 3 lenne, ami

ellentmond a w< 16 feltételnek. Mivel
1—u:v+w£l+l, ezért lSu, iqy
16 16 8

u= % a megfeleld.

Ekkor E(u, v, w) ZE(l,u, wj, lSuSwSl
8 8 27

és v+w=1 —% = % (3). Tovéabbi csokkentés

végett a w és v kozotti tAvolsagot ismét ndvelni
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kell. M1velz—v w_l:l_v ezértv=—
8 16 16 16

a legkozelebbi v érték a w-hez, és a (3) alapjan
w=—. Tehét E(l,v,w)zE(l,l,ljz
16 8 816 16

_2@2
“8l16)

Ezek szerint E(u, v, w) akkor a legkisebb, ha

1 7 S
u=—, v=w=-— 6és ennek a cirkularis per-
8 16
mutacioi.

A mobdszer jobb elmélyitése végett az ér-
dekl6dé Olvasénak a kovetkezd feladatok
megoldasét javasoljuk:

n
1. Ha xq, x9, ..., x,€[0, 1] és 2xi=8, ak-
i=1
< 1 .
1+S

kor 1—SSH(1—
i=1

n
2. Ha xq,Xg, ..., x,>0, és > x;=1, akkor
i=1

(n 1)
(1-
[Txt-x)<

n
3. Ha xy,x9, ..., x,€(0,1) és in =1, ak-
i=1
n 2

kor Z 2

T1-x -1

(0, 1), akkor ﬁ(l—x,-) >
i=1

4. Ha xq,x9, ..., X, €

(0, 1), akkor az

egyenlétlenség forditott irdnyu.

Amennyiben x1, X, ..., X, €

n
. Ha x1,x9,...,x,>0 és in=8, akkor

i=1

izﬁl(uxli]z(u%jn.

. Ha x,v,z2>20 és x+y+z=1, akkor

5(x? +y2 +22)+18xyz 2%.

. Ha x,v,z2>20 és x+y+z=1, akkor

7
O0<xy+yz+zx-2 <—.
XY + Yz +2x — 2Xyz 57

. Ha x,y,ze{l,%} és x +y +z =4, haté-

rozzuk meg az F(x, v, z) = xyz kifejezés leg-
kisebb értékét.

Forrasanyag:

Mircea Ganga (1991): Teme si probleme de
matematica. Editura Tehnica, Bucuresti,
117-123.

L. Panaitopol és tarsai (1996): Egyenlétlensé-
gek (magyarra forditotta Andrés Szilard). Gil
Konyvkiadé, Zilah
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Csiszar Zoltan

A romai szamok eredete

Kivonat

Ebben a cikkben megismerkediink a rémai
szamok eredetével. Megvilagitjuk szoros kap-
csolatat az etruszk és a székely-magyar szamro-
véssal. Ezek utdn bemutatasra keriil a rémai
szamol6tabla, majd végil néhany egyszerd pél-
dan keresztiil megmutatjuk, hogy hogyan lehet
rovéasszamokat egymassal dsszeadni és szorozni.

Abstract

In this article we will learn about the origins
of Roman numerals. Elucidated the close
relationship between the Etruscan and Szekely-
Hungarian runic numbers. After that will be
presented to the roman abacus, and finally we
will show some simple examples of how to
runic numbers added and multiplied together.

* & *

indannyian kisiskolas korunk ota jél
(ﬁﬁ ismerjik éket. AV, X, L, C betik és

tarsaik ott ragyognak megannyi koz-
intézményiink épliletének homlokzatan, ennyi
év tavlatabdl is dicsitve a Romai Birodalom
egykori nagysagat, és jelképezve maig tarté ci-
vilizaciés hatését.

De vajon tényleg ismerjiik-e ezt a szamabra-
zolast? Tudjuk-e, hogy honnan szarmazik, mi-
ként lett azza, ahogyan most talédlkozunk vele?

Remélem, mire a cikk végére ériink, sikertil
jobban megismerkednink a rémai szamok vila-
gaval, és egy kicsit sajatunknak is érezziik majd,
mint a Székely-Magyar Szamrovés egyik leghi-
resebb leszarmazottjat.

Ehhez azonban mélyen vissza kell nytlnunk
az idébe. Abba a korba, amikor megkezdédik
i. e. 1900 koril az Eszak-Balkéan feldl az indo-
eurépai akhdj torzsek bevandorlasa a mai Go6-
rogorszag teriiletére. Tamadasaik nyoman i. e.
1450 koril megsemmisil a Krétai Kultira. Lét-
re jon legfontosabb kézpontjuk, Miikéné. Kis-
Azsidban virdgzik a Hettita birodalom, szoros

kereskedelmi és kulturalis kapcsolatokat apolva
a kor masik legendads nagy vérosallamaval,
Tréjaval.

Am amikor az i. e.1200 koéril az indoeur6-
pai bevandorlds masodik hullaméban udjabb
északi akhdj torzsek tornek a vidékre, egy Gjabb
nagy népmozgas veszi kezdetét. A részben Szi-
cilidban megtelepedd szikulok, a Szardinia szi-
getén megtelepedd szardok, és a Tréjat (hettita
nyelven Taruisa) megalapité turusa-k vagy 6sz-
szefoglalé neviikon az Gn. tengeri népek egy-
maés és a szomszéd népek ellen vezetett ismét-
16d6 tAmadésai (kalandozasok) atrendezik a me-
diterrdneum hatalmi viszonyait.

A Hettita Birodalom és Ugarit 6sszeomlik, és
még Egyiptomot is tAmadéasok érik. Szamunkra
azonban a legfontosabb esemény, hogy mint
azt az lliaszbdl is tudjuk, az akhdjok elfoglaljak
és leromboljak Tréjat. A vereség utan a tréjaiak
egy része Eszak-Itdlidba vandorol, és az itt talalt
latin péasztortorzsekre telepedve megalapitjia az
etruszk varoséallamok évszazadokon éat fennallé
laza szovetségét, ami i. e. 1100-t6l fokozatosan
jelentds tengeri hatalmat épit ki, de végtl i. e.
500 kortil elébb gorog, majd végil rémai be-
folyas ala kertil. Maga Réma vérosanak elsé ki-
rélyai is etruszk szarmazéstak voltak, sét a r6-
mai eredetmitosz is tréjai szarmazast emlit.

De mindezek hogyan kapcsolédnak a rémai
szdmok eredetéhez?

Ezen torténelmi események alapjan valik
érthetévé, hogy i. e. 1500 kortil a Fekete-tenger
északi partjan, a Kaukazustél a Karpéatok eléte-
réig jelen 1évé, és a Karpat-medencében mind
a mai napig fennmaradt nomad eredetd szam-
rovas hogyan bukkanhatott fel az etruszk nép
szamirasaként, amibdl azutén kialakult a klasz-
szikus rémai szamirds. Kulon érdekesség az
esetleges szikul £ sicul £ székely nép azonossa-
ganak kérdése. Egy biztos: a magyar torzseket
erds és maradando civilizacios hatésok érték az
ezen népekkel, néptoredékekkel vald talalkoza-
suk, egybeolvadasuk soran.
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Témankat szorosan nem érinti, de e civliza-
ciés hatés egy maésik bizonyitékaként megemlit-
hetd egyediildllé, a mai eurdpai népektd telje-
sen kilonbozE eredetd Isten szavunknak az et-
ruszk Tin vihar(villdm)istennel, vagy a hettita
[sztanu-val és a hatti Estan-nal valé parhuzama.
Az Isten nyila kifejezés is jol példézza ezt a pér-
huzamot, ami akhdj(zeuszi) isten-attribitumok-
ra utal. Persze az e népekkel rokon elnevezés
a még ennél is Gsibb akkad nyelv egy, egyediili,
elsd jelentésy istcn szavara vezethetd vissza. Ez-
zel &ll parhuzamban egyhéz szavunk jelentése is.

A kovetkezSkben vizsgaljuk meg kozelebbrdl
a harom szamrovast az alabbi Osszehasonlité
adbra segitségével (a szamok balrél jobbra
irdnyban):

Magrar: | I MIE W X W X ¥

Ewask: 1 W QP VXVOOD
Rimai: IH“IVVXLCM

Belsé logikéja alapjan mindharom szamiras
az egyiptomihoz hasonl6an additiv rendszer, de
a rémaiban méar megjelenik a sok azonos jel
egymas utani ismétlésének elkeriilésére a kivo-
nas is (szubtrakcid). Meg kell azonban emlite-
nink, hogy ez csak jéval késébb lett altalano-
san elfogadott.

A ma is hasznélatos latin szamsorban kezdet-
ben még a IV, IX, XC szdmokat etruszk és ma-
gyar médra igy hasznéltak: I, VIIII, LXXXX.

Lathatjuk, hogy az etruszk és a magyar szam-
rovés 6tvenig tokéletesen megegyezik.

Eltérés csupéan az ezres szamjegyben mutat-
kozik, de az is lathatd, hogy a magyar szamro-
vés tipogréfiailag egységesebb, tehét eredetibb
képet mutat, mint az etruszk rendszer.

Az etruszk szamrovast a latinok teljesen éat-
vették, és csak késébb hajtottak rajta végre ki-
sebb valtoztatdst gbrog mintara gy, hogy az
50, 100, 500 és 1000 szamokra betdjeleket
hasznéltak, de tovabbra is megmaradt etruszk
szerkezete. A gorogok a szamok lefraséhoz is az
abécé betdit hasznaltak.

Kezdetben a szamok sorvezetése is jobbrdl
balra tortént, csak késébb a latinok forditottak
meg azt, amikor &ttértek mai frdsunknak meg-
feleléen a balrdl jobbra valdé sorvezetésre. Az
eddigiek alapjan megaéllapithatjuk, hogy az ab-
réan lathat6 sorrend egyben idérendi egymés-

uténisagot is jelent. Tehét az alaktanilag is egy-
séges magyar szamrendszer késébbi valtozatait
latjuk viszont az etruszkban, majd a rémaiban
(latinban).

De hogyan maradhatott fenn ez az &si rend-
szer t6bb évezreden keresztiil?

Mert sziikség volt ra, hasznalatban volt. A fo-
kozatosan visszaszorulé szamrovéasunknak a ko-
zépkorban még széles kord alkalmazéasa sokol-
daltian bizonyitott, kiilénésen az adészedésben,
a kozigazgatési szamvitelben. Az allami adésze-
dék ugyan mér az Anjou-korban frott lajstro-
mokkal és levelekkel vették szdmba és nyugtat-
tak a beszedett adét, alacsonyabb kozigazgatési
szinteken azonban a nép irastudatlansdga miatt
a népi rovéasokat is vezetni kellett. Eqy léc ol-
daléra felr6ttdk a tartozast, majd a lécet ketté-
hasitottak. Mindkét szerz8dS fél maganal tar-
totta egy-egy darabjat, amivel bizonyithatta iga-
zéat. Meghamisitani nem lehetett, hiszen a hasa-
das egyedisége bizonyitd erejd volt. Még a 15.
sz.-ban is kiralyi dekrétum irta el8, hogy a falusi
birdk a rovéasnyeleket (capita dicarum; a paros
rovasok kozil a fejes rész) minden varmegyé-
ben haromévenként, irdsos lajstrommal kisérve,
megyei Osszesitésre benyujtani kotelesek.

Nyelviink is mind a mai napig 6rzi e gya-
korlat emlékét, gondoljunk csak a , felrotték ne-
ki.”, ,sok van a rovasan”, ,kir6ttdk az adét”
kifejezésekre.

Az irasbeliség elterjedése véglil teljesen hat-
térbe szoritotta a rovasokat, a rovasnyelek mar
mind rég elkorhadtak, és csak elvétve bukkanak
fel néha régi feliratokon, mégis fontosnak ér-
zem, hogy mint nemzeti 6rokségiink egy darab-
kajardl, a rébmai szdmok tanitdsakor megemlé-
kezzlink roluk.

Manapség is elvéréas, hogy a tanulék ismer-
jék a rémai szdmok jeleit, és megismerve azokat
képesek legyenek nagyobb szamok, példaul év-
szamok kiolvasésara is. Erdemes melléjiik oda-
csempészniink a rovasszamokat is. Hasznos le-
het ezen szamrovésokkal torténd , kiiszkodés”
a helyiértékes frasméd elSkészitésére is, hogy
a didkok megértsék annak szamtalan, a min-
dennapokban természetesnek tind elényét.

A kovetkez8kben vizsgaljuk meg, hogyan
lehet egyszerd matematikai miveleteket végez-
ni rémai szamokkal, illetve szamrovassal!
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A rémaiak rank maradt szamol6téblai csi-
szolt kélapok, marvanytablak voltak, amelye-
ken kavicsokkal (calculi) szdmoltak. Innen

erednek a latin calculus (szdmolas), calculare
(szdmolni) stb. szavak, amelyeknek a médosu-
latai a modern eurépai nyelvekben is megtalal-
hat6k. A helyiértékek a rémai szamirast kovetve
az egységeknek feleltek meg. Az alabbi tablan
a IMMVIXM.IVM.C.LXXX.I=1064 181 sza-
mot jeloltik.

A fels@ csuszkék az 6tos jeloldk, mig az alsék
az egyes jelolék. A tabla jobb szélén lévSkkel
a torteket szamoltak.

A kovetkez8kben nézziikk meg, hogyan ad-
hatunk dssze rémai, ill. rovasszamokat irasban!

Az aldbbi abra rovasszamok OGsszeadésat
szemlélteti. Mint lathaté, egymas utan irjuk az
Osszeadandd két szam szamjegyeit értékiik sze-
rint, majd Gsszevondssal egyszerUsitjik a sza-
mot.

Osszeadas 100 alatti szamokkal
2 1. ,-"T‘“VX __../-;—-"|
NXX=NVVX = b) IV = a)
~—z - liiv ~a_IV+

1.
IXX= VX ¢
A +

d)
v XXX
VXXV = I+ IIVEXXXX+ XXX = IVXXXX +

A
Mvx="NA+ ©

X XV
IXXXXX = WV XXX X = MAXXA+ P
v

A rémai, ill. rovasszadmok szorzasdhoz a méar
az egyiptomi Rhind papiruszon is szerepld,
Ugynevezett Orosz médszert alkalmazhatjuk.

A lényege, hogy az egyik tényezét tobbszor
felezziilk, mig a masik tényezSt ugyanakkor
megkétszerezziik.

A kovetkez6kben nézziink meg két példat
rémai szamok szorzéséara:

Példaul:

32-17 =544 XXXII - XVII = DXLIV
32 17 XXXII XVII

16 34 XVl XXXV

8 68 VII  LXVII

4 136 Y CXXXVI

2 272 I CCLXXII

1 544 I DXLIV

Ha az eljaras soran péaratlan szamot kell fe-
lezniink: eggyel kevesebbet kell venni és azt
a szamot megfelezni. A pératlan szamokhoz
tartozé duplazott szamot viszont meg kell jel6l-
ni, és az utols6 duplazasként kapott szamhoz
hozzdadni.

Példaul:

19-17=323 XIX - XVII = CCCXXII
19 17* XIX  XVIT*

9 34* IX  XXXIV*

4 68 IV LXVII

2 136 I CXXXVI

1 272 [ CCLXXI
272+17+34=323  CCLXXIl+XVII+

+ XXXIV = CCCXXIII

Remélem, élvezték rovid kalandozasunkat
a torténelem és a matematika hatérain!
Ha sikeriilt felkeltenem az érdeklédésiiket,
tovabbi hasznos informécidkat taldlnak a
http://www.rovasirasforrai.hu/Rovasiras/Muvele
tek-rovasszamokkal.htm oldalon, vagy a wiki-
pedia-n: http://hu.wikipedia.org/.
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Dr. Kantor Sdndorné

A 2012/2013. évi Hajda-Bihar megyei
IKozépiskolai Matematikai Versenyrdl

A versenyrél

14-én keriilt megrendezésre a Hajdu-

Bihar megyei Kozépiskolai Matematikai
Verseny a DE Matematikai Intézete és a BJMT
H-B megyei Tagozata kozos szervezésében.
A verseny szponzorai a DE Matematikai Intéze-
te, Informatikai Kara és a Bolyai Janos Mate-
matikai Tarsulat Hajdd-Bihar megyei Tagozata
és a Neumann Janos Széamitégép-tudomanyi
Téarsasag Hajda-Bihar megyei Tagozata voltak.

A versenyre a varos és a megye 25 kozépis-
kolaja nevezett be, és kozel 900 tanul6 vett részt
rajta. Ebben a tanévben elbzetes regisztraciot
kértink a megyei versenyen valé részvételhez
a  www.math.klte./modszertan/megyeiverseny
weboldalon. Az orszdgos matematikaversenyek
rendszeréhez hasonléan évfolyamonként ha-
rom kategéridban értékeltiik a tanuldk dolgo-
zatait: [. kategéria, II. kategéria és Ill. kategéria
(speciélis matematika tagozat).

Az 5 feladatbdl all6 feladatsor kidolgozasara
3 6ra allt a versenyz8k rendelkezésére. A tanu-
16k fliggvénytablézatot, zsebszémoldgépet (olyat,
amelyik szoveges feladatok téroléséra és meg-
jelenitésére nem alkalmas), vonalzét és korzét
hasznélhattak segédeszkdzként. A felhasznélt
segédeszkozokre a matematika irasbeli érettségi
szabdlyait tekintettiik érvényesnek.

Béarmely feladat esetén csak egy megoldast
értékeltiink. Ezeket az informécidkat a verseny-
felhivasban el6re kozoltik.

Egy-egy feladatsor Gsszpontszdma minden
esetben 60 pont volt. A tanulék a dolgozatot
sajat iskolajukban irték, és tanaraik javitottak ki,

A 2012/2013. tanévben 2012. november

majd a legalabb 30 pontos dolgozatokat, vagy
ha ilyen nem volt, akkor az adott évfolyamrél
a legjobb iskolai dolgozatot tovabbitottak a ver-
senybizottsaghoz.

101 dolgozat érkezett be 13 iskolabdl a ko-
vetkez8 megoszlasban: 9. évfolyam 26 dolgo-
zat, 10. évfolyam 24 dolgozat, 11. évfolyam 23
dolgozat, 12. évfolyam 28 dolgozat.

Ebben a tanévben a feladatsorok szinvonala
az eredményesség szempontjabdl lényegében
azonos volt. Mindegyik sorozatban voltak kony-
nyebben és nehezebben megoldhaté feladatok.

A versenybizottsag jénak értékelte a tanulék
teljesitményét. A 2012/2013. tanévben 14 is-
kolabdl 31 tanart és 50 didkot részesitett helye-
zésben vagy dicséretben. 14 elsg, 12 masodik,
9 harmadik helyezést értek el a tanulék, és 15-
en kaptak dicséretet. A 9. évfolyamrdl 14 ta-
nulé, a 10. évfolyamrdl 11 tanuld, a 11. évfo-
lyamrdl 13 tanuld és a 12. évfolyamrdl 12 ta-
nulé teljesitményét itéltik kivalonak.

Maximdlis, azaz 60 pontszamd dolgozatot
irtak a Ill. kategériabdl: Teski Tamara (Fazekas
Mihdly Gimnézium, Debrecen, 9. évi.), Almasi
Péter (Fazekas Mihdly Gimnéazium, Debrecen,
10. évf.), Nagy Vendel (Fazekas Mihaly Gimné-
zium, Debrecen, 11. évf.), Varnyu Jézsef (Faze-
kas Mihaly Gimnéazium, Debrecen, 12. évf.).

Majdnem maximalis pontszdmu dolgozatot
irtak a II. kategériabdl: Ulveczki Balézs (HSgyes
E. Gimnéazium, Hajduszoboszl6, 11. évf.), Ko-
véacs Daniel (Téth Arpad Gimnézium, Debre-
cen, 12. éuf.).

A feladatsorokat a DE Matematikai Intéze-
tének oktat6i allitottdk Ossze: 9. évfolyamon
Herendiné Dr. Kénya Eszter, 10. évfolyamon
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Dr. Kantor Sandor, 11. évfolyamon Dr. Besse-
nyei Mihéaly, 12. évfolyamon Dr. Kantor Séan-
dorné.

A versenybizottsag vezetSi Dr. Kéntor San-
dorné és Herendiné Dr. Kénya Eszter voltak.

A feladatsorok lektorai: Balla Eva, Dankd
Sandor, Deli Lajos és Karolyné Teleki Aniké,
a hajdaszoboszléi Hégyes Endre Gimnézium
tanarai.

Versenyeredmények, helyezések

9. évfolyam

I. kategéria

I. helyezett: Illyés Gabriella (T6th Arpad
Gimnézium),

II. helyezett: Sotkovszki Réka (Téth Arpad
Gimnazium)

II. kategodria

[. helyezett: Szathmari Balazs (DE Kossuth
Gimn.),

II. helyezett: Varga Péter (Hégyes E. Gimn.,
Hajdiszoboszld)

III. helyezett: Molnar Néra (Debreceni Ref.
Kollégium Gimn.) és Kurgyis Pal (Debreceni
Ref. Kollégium Gimn.)

IIl. kategdria specidlis matematika tagozat
(Fazekas Mihaly Gimn. Debrecen):

I. helyezett: Teski Tamara,

II. helyezett: Zatik Vilmos, Borza Marcell és
Szant6 Imre.

10. évfolyam

I. kategdria

I. helyezett: Berdé Daniel (DE Kossuth
Gimn.),

II. helyezett: Herendi Zsolt (DE Kossuth
Gimn.)

II. kategdria

I. helyezett: Koncz Imre (Debreceni Ref. Kol-
légium Gimn.) és Kocsis Péter (H6gyes E.
Gimn., Hajdaszoboszl6)

III. kategéria specidlis matematika tagozat
(Fazekas Mihaly Gimn. Debrecen):

I. helyezett: Almasi Péter,

II. helyezett: Katay Tamas.

11. évfolyam

I. kategéria

I. helyezett: Sztics Eva (Bethlen Gabor
Kozgazd. Szakkozépiskola) és Uzonyi Noémi
(Mechwart Gépipari és Informatikai SZKI).

II. kategéria

[. helyezett: Ulveczky Balazs (Hégyes E.
Gimn., Hajdiszoboszld),

II. helyezett: Seress Daniel (Déczy Gedeon
Ref. Gimn.),

III. helyezett: Kantor Tamas (T6th Arpad
Gimnézium)

III. kategéria specidlis matematika tagozat
(Fazekas Mihaly Gimn. Debrecen):

[. helyezett: Nagy Vendel,

II. helyezett: Panyi David,

III. helyezett: Varga Daniel.

12. évfolyam

I. kategéria

I. helyezett: Panya Nandor (Bethlen Gabor
Kozgazd. Szakkozépiskola),

II. helyezett: Haimhoffer Adam (Ady Endre
Gimnézium)

II. kategéria

I. helyezett: Kovacs Daniel (Téth Arpad Gim-
nazium),

II. helyezett: David Bernadett (Hégyes E.
Gimn., Hajdiszoboszld),

III. helyezett: Nagy Imre (Bocskai Gimn. Haj-
diboszormény), Kacsé Zoltan (Bocskai
Gimn. Hajdubészérmény) és Papp Adam
(Bocskai Gimn. Hajdabdszérmény)

III. kategéria specidlis matematika tagozat
(Fazekas Mihaly Gimn. Debrecen):

[. helyezett: Varnyu Joézsef,

II. helyezett: Szilagyi Gergely,

III. helyezett: Nemkin Viktéria és Erdész Ba-
lazs.
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Az egyes éviolyamok feladatsorai

9. évfolyam

1. Janos bécsi elindult kerékparral Nekeresd-
falvardl a legkozelebbi vasutéllomasra. Miutan
az els@ 6ra alatt 12 km utat tett meg, kiszamol-
ta, hogy ezzel a sebességgel 5 percet fog késni.
Ezért a hatralévd tavolsagot 16 km/h sebesség-
gel tette meg, igy 15 perccel hamarabb érkezett.
Hany km-re van az alloméstél Nekeresdfalva?

10 pont

2. Ha két természetes szadm szorzatdhoz 6sz-
szegliket adjuk, 2012-t kapunk. Melyik ez a két
szam?

10 pont

3. Egy jatékgyar olyan naptért készit, ame-
lyen a napok sorszamaét két kockéan 1évé szamok
jelzik. Mindkét kockanak minden lapjéra egy-
egy szamjegyet irnak, és a kocka egy-egy lapja-
nak egymas mellé helyezése mutatja a megfe-
lel6 nap datumat. Példaul augusztus 9-ét: az
augusztus hénapot egy kiilén tabla mutatja, 9-ét
az egyik kockan 0 szamjegy és a masik kockan
egy 9-es szamjegy jelzi.

Milyen szamokat kell a kockakra festeni, ha a 9-es
6-osnak is olvashato és forditva?
Héany kiilénboz8 kockapar készithetd, ha az em-
litett feltételek mellett minden naptéri szamot ki
akarunk rakni? (Nem tekintjik kiilonbozének
azokat a kockékat, amelyeken ugyanazok a sza-
mok masképpen vannak elhelyezve.)

12 pont

4. Bizonyitsuk be, hogy ha n pératlan ter-
mészetes szam, akkor n% + 14n? + 49 oszthaté
64-gyel.

14 pont

5. Az ABC héaromszog A cstcsanal 1évé
szbge 150°, B-bdl indulé magassaganak talp-
pontja M;, C-bdl indul6 magassagénak talp-
pontja My, AB oldalénak felezépontja F;, AC
oldalanak felezépontja F5. Bizonyitsuk be, hogy
az MF; és az MoF, egyenesek egymaésra me-
rélegesek!

14 pont

10. évfolyam
1. Oldja meg a valés szdmok halmazén az
alabbi egyenletet!

|x - 2012 - |x - 2013 =
~ 12013 - x| - |2012 - x|

8 pont
2. Mennyi az alabbi S 6sszeg értéke?
1 1 1
= + o ——
Vi+v2 V2+43 /99 ++4/100

10 pont

3. Az ABCD konvex négyszog atléinak met-
széspontja O. Igazolja, hogy az ABO és CDO
héromszogek terlletének szorzata egyenlé a
BCO és DAO héromszogek tertiletének szorza-
taval!

12 pont
2x+1 .
4. Mely x egész szam esetén lesz X i
3x+1
é —~ is egész szam?
4x+1
14 pont

5. Az ABC héromszog BC oldalénak egyik
belsé pontja P. Az AP egyenes az ABC harom-
sz6g koré irt korét a Q pontban (Q # A) metszi.

Adja meg azt a P pontot, amelyre % mini-
malis!

16 pont
11. éviolyam

1. Melyik valés szammal egyenl$ az alabbi
kifejezés?
1 N 1 et 1
Vi+v2 J2+43 /99 ++/100

8 pont

2. Milyen p primszamok esetén lesz p? + 2
szintén primszam?

10 pont

3. Oldja meg a valds szdmok nem tres, vé-

ges részhalmazainak halmazén az A+ A =2A
egyenletet, ahol A, Bc R és A €R esetén
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A+B:={a+b | aeA, beB},
JA ={a | aeA}.
12 pont

4. [ étezik-e a sikon olyan nyolc elembdl
all6 ponthalmaz, melynek béarmely héarom
pontja nincs kozbs egyenesen, és amelynek
pontjai altal meghatarozott egyenld szérd ha-
romszogek szama legaldbb negyven?

14 pont

5. Legyen x7; =1 és y; =2, tovabba legyen
Xn+1=H(x,, yp), valamint .1 =Alx,, yp),
ahol H, illetve A jeloli a harmonikus, illetve
szamtani kozepet. Hatarozza meg mindazon o
valés szamokat, amelyekre minden n pozitiv
egész szam esetén « € [x,,, v, ] teljestl!

16 pont

12. évfolyam

1. Egy szamtani sorozat elsé n tagjanak osz-
szege A, elsé 2n tagjanak Gsszege B. Fejezze ki
A és B segitségével az els6 3n tag 6sszegét!

8 pont

2. Attila és Bea vaséarnap délel6tt 10 és fél
11 kozotti egy igen fontos tiggyel kapcsolatos
talalkoz6t beszél meg, amelyre mindketten biz-
tosan elmennek. Mennyi a valdszinlsége an-
nak, hogy a koradbban érkezé nem vér 10 perc-
nél tobbet a masikra, ha mindketten betartjak
a megbeszélt idGintervallumot?
10 pont

3. Hatarozza meg az
£6) = Jox+ D2 + x2 +(x ~1)% + x2

fliggvény minimuménak helyét és értékét!
12 pont

4. Oldja meg a val6s szamok halmazan a ko-
vetkez§ egyenletet!

(sin(x —y) +1)(2cos(2x—y) +1) =6
14 pont

5. Egy négyzet alapt egyenes gila alapélé-
nek és testmagassdganak hossza egész szam.
Mekkora a gula térfogata, ha felszinének és tér-
fogatéanak azonos a mérészama?

16 pont

Megoldasok

9. évfolyam

1. Jeloljuk s-sel a Nekeresdfalva és az éllo-
mas kozotti tavolsagot, valamint t-vel a vonat
indulésédig héatralévs id6t érdban. Janos béacsi
végig 12 km/h éatlagsebességgel haladva 5 per-
cet, azaz 1/12 6réat késne, a tavolsag km-ben:
s=12(t+1/12).

Mivel 1 6ra alatt megtett 12 km-t, mér csak
(s =12) km van héatra, ehhez (t—1) 6ra ideje
maradt, de tudjuk, hogy ekkor 15 perccel
(1/4 6ra) hamarabb érkezik. Tehat a téavolsag
km-ben:s=12+16(t—-1 - 1/4).

A két egyenletbdl 12t+1=12+ 16t- 16 -4,
4t=9, t=9/4 6ra=2 6ra 15 perc a vonat in-
dulésaig hatralévé idS.

s=12(9/4 +1/12) =28 km Nekeresdfalva és
a vasutéllomas tavolsaga.

Ellendrzés: 28 km-t 12 km/h sebességgel 7/3 éra,
azaz 2 6ra 20 perc alatt lehet megtenni. Ez va-
léban 5 perccel tobb a 2 éra 15 percnél. Ha
a 28 km-bdl 1 6ra alatt 12 km-t tesziink meg,
még 16 km marad hatra, amit tovabbi 1 6ra
alatt lehet megtenni 16 km/h sebességgel. Ez
Osszesen 2 6ra, ami valéban 15 perccel keve-
sebb a 2 6ra 15 percnél.

2.legyen a;beN, ab+a+b=2012. Ad-
junk mindkét oldalhoz 1-et, majd alakitsuk szor-
zattA a jobb oldalt: ab+a+b+1=2013,
(a+1)(b+1)=2013.
A jobb oldalon két természetes szam szorzata
szerepel, ezért bontsuk fel a 2013-at is két ter-
mészetes szam szorzatara az Osszes lehetséges
maédon.
A 2013 primtényez8s felbontasa: 3-11 - 61,
ezért a lehetséges kéttényezss szorzatok, és
ezeknek megfeleléen a megoldasok:
* (a+1)(b+1)=1-2013, tehata=0,
b=2012, vagy a =2012, b =0.
e (a+1)(b+1)=3-671,tehdta=2,
b=670, vagy a=670, b =2.

MOZAIK KIADO 31



A MATEMATIKA TANITASA

2013. marcius

e (a+1)(b+1)=11-183, tehata= 10,
b =182, vagy a =182, b =10.

e (a+1)(b+1)=61"-33, tehata= 60,
b =232, vagy a=32, b =60.

A megoldés tehat 4 db szampér.
A szampérok szorzatdhoz hozzaadva 6sszegliket
valéban 2012-t kapunk.

3.A 11 és a 22 csak akkor rakhaté ki, ha
mindkét kockan szerepel az 1 és a 2.
A 01, 02, ..., 09 kirakdsa csak gy lehetséges,
ha a 0 mindkét kockan szerepel,mert ellenkezd
esetben a maésik kockén az dsszes tobbi szam-
jegynek szerepelnie kellene. Tehéat a 0; 1; 2
szamjegyek mindkét kockan rajta vannak. A tob-
bi 6 szamjegyet (3, 4, 5, 6, 7, 8) tetsz8legesen
eloszthatjuk a két kocka maradék 3-3 lapjan.
(9-re nincs kalon sziikséglink)
A 6 db szdmjegybdl egy kockéra tehat 3-at kell
kivalasztanunk tgy, hogy a Kkivélasztds sor-
rendje nem széamit. Az esetek tényleges felsoro-
lasdval, vagy formalis kovetkeztetéssel 20 esetet
kapunk.
Figyelembe véve, hogy ha az egyik kockéara ki-
vélasztjuk a 3 szamjegyet, ezzel a masik kocka
szamjegyeit is meghatarozzuk, a kiilénbozé koc-
kaparok szama 20: 2 = 10.

4. Mivel n pératlan természetes szam, felir-
haté n =2k + 1 alakban, ahol k tetszéleges ter-
meészetes szam.

Alakitsuk at a kifejezést:

nt+14n2 +49=(n2+7)2=[(2k + 1)2 + 7% =
= (4K2 + 4k + 1+ 7)2 = [4k(k + 1) + 8]2.

Vizsgdljuk meg a kapott kifejezést a 64-gyel
valé oszthatésag szempontjabdl: k és k+ 1 két
egymast kovetS természetes szam, ezért szor-
zatuk mindig péros.

Egy péaros szam négyszerese 8-cal oszthatd, eh-
hez 8-at hozzdadva az 6sszeg is oszthat6 lesz 8-
cal. Egy 8-cal oszthaté szamot négyzetre emel-
ve 64-gyel oszthaté szamot kapunk.

5. Rajzoljuk meg a h&romszoget, jeldljik be
a pontokat, jelolie D a MyF, és az M F; egye-
nesek metszéspontjat (1. dbra).

M,

1. abra

Az MoAC derékszogl héaromszog, A-nél 1évé
szdge 30°, C-nél 1évé szbge 60°.

A haromszdget a 30°-0s szog melletti befogéra
tiikrozve szabdlyos haromszoget kapnank, ezért
a CM; befogb fele az atfogbénak. Ebbdl kovet-
kezik, hogy CMy = CFy = FyA, mert Fy az atfo-
g6 felezési pontja.

Igy az MyF,C haromszogben a két egyenld
oldal altal bezart sz6g 60°, ami azt jelenti, hogy
a héromszog szabalyos, tehat mésik két szoge is
60°.

Hasonlban, az AM;B derékszogd haromszoget
az F; oldalfelezé pont két olyan haromszogre
bontja, melyek kozil M;BF; szabélyos, tehat
szdgei 60°-osak.

Az AF{DF, négyszogben igy az F; és az F, csi-
csoknal 60°-0s szogek vannak. Mivel az A
cstcsndl 1évd szog 150°, figyelembe véve, hogy
a négyszog belsd szdgeinek dsszege 360°, a D
cstcsndl 1évé szogre 90° adodik.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy az M;F; és az MoFy
egyenesek merdlegesek egymasra.

10. évfolyam

1. Mivel |x—2012| = |2012 — x| és
|x—2013| = |2013 — x|, ezért az egyenlet ek-
vivalens az |x—2012| = |x—2013| egyenlet-
tel.

Ennek az egyenletnek az alakjat vizsgéljuk ha-
rom esetre bontva:

* Ha x <2012, akkor az egyenlet
2012 — x = 2013 - x, aminek nincs megol-
désa.
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* Ha 2012 < x <2013, akkor az egyenlet
x — 2012 = 2013 - x, aminek a megoldasa
x=2012,5.

* Ha 2013 < x, akkor az egyenlet
x — 2012 = x — 2013, aminek nincs megol-
désa.

Tehéat az eredeti egyenlet megoldésa x = 2012,5.

2.
1 1 1

JT+v2 Z+3 T 594100
va-yi o o BB-V2
W1+42)2-V1) (V2+43)V3-+2)
4oy N100-Y99
(v/99 ++/100)(/100 - +/99)
=2 -V1)+ ({3 -+2)+ -+ ({100 -/99) =
=4100-41=10-1=9.

3. Legyen az A pont, illetve a C pont tavol-
saga a BD egyenestdl u, illetve v, BO=p,
DO =q. Az ABO, CDO, BCO és DAO héarom-

szbgek tertileteinek szorzata rendre %up, %vq,

évp, éuq, ezért az ABO és CDO héaromszo-

gek tertileteinek szorzata %upvq, illetve a BCO

és DAO héaromszogek terlileteinek a szorzata

%uqvp. A két szorzat nyilvan egyenld, igy az

igazolas megtortént.

4. Ha 2x+1 egész, akkor 3- 2x+1_
3x+1 3x+1
_6x+3_ 2+ 1 is az. Mivel egész
3x+1 3x+1 3x+1

x-re csak x = 0 esetén egész, és ekkor x-2 is
4x+1
egész, ezért az x =0 megfelel a feladat feltéte-

leinek.

5. Az A, illetve Q pontbdl a BC egyenesre
bocsatott merdleges talppontja E, illetve F.
Az AEP, hasonlé az QFP,-hoz, mert két-két
megfelel§ sz6g egyenlS: P-nél csiicsszogek, E-
nél, F-nél derékszégek vannak.

Tehét ﬁ = E
QF

, ahol AE éllandé (fliggetlen P
PQ

megvalasztasatol). Ezért % akkor minimalis,

ha QF maximalis, ami nyilvan akkor kévetkezik
be, ha F a BC oldalnak, és igy Q a kor BC ivé-
nek (az A-t nem tartalmazé fvnek) a felezd-
pontja. Ekkor AQ nyilvan felezi a BAC szoget,
tehét a keresett P pont a hdromszog A-bdl in-
dulé szogfelezjének a BC oldallal valé met-
széspontja.

11. évfolyam

1. Azonos a 10. évfolyam 2. feladataval.

2. A p = 3 vélasztéssal p? + 2 értéke 11, ami
prim, tehéat ez az eset megoldast ad. Megmu-
tatjuk, hogy t6bb megoldas nincs. Valéban, ha
p # 3 prim, akkor p hdrommal osztva +1 ma-
radékot ad, igy p? + 2 mindig oszthaté 3-mal.

3. A feladatban szerepld definiciék miatt
A+A= {01 +as I ai, as EA},
2A={2a | aeA}.

Ha A={a} egyelemd halmaz, akkor A+A=
= {2a} = 2A. Ez azt jelenti, hogy az egy elembdl
all6 halmazok megoldasai a szdéban forgd
egyenletnek.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy ezektdl
kiilénbozé megoldés nem lehetséges. Valdban,
ha A={aj, a2} kételemd halmaz, akkor
A+A={2a;, a1 +ay, 2ay} haromelemd hal-
maz. Azonban 2A = {2a;, 2a5} kételemd hal-
maz, igy a fentiek miatt az A + A, illetve a 2A
halmazok nem egyenlék egymaéssal.

Ugyanezzel a gondolatmenettel azonnal adédik,
hogy harom, vagy anndl tébb elemszamu hal-
maz nem lehet megoldés.
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4. Tekintsiink a sikban egy szabalyos hét-
szbget és annak kozéppontjat. Ez olyan 8 elemd
ponthalmaz, melyben semelyik 3 pont nincs
egy kozos egyenesen. Egy adott csticsbdl dssze-
sen 3 egyenld szard héromszog képezhetd:
a cslcs a szomszédjaival, ezek szomszédjaival,
majd a két, téle legtavolabbi csiccsal egyenld
szarG haromszoget alkot. Hét cslcs esetén ez
osszesen 21 lehetdség.

A kozéppont a hétszog csiicsaival harom tipusd
egyenld szarG haromszoget alkothat: amikor két
szomszédos cslccsal, majd egy, illetve két cstcs
kihagyaséval képezzilk a haromszoget. Ezek
mindegyike Gjabb 7, tehat 6sszesen 21 lehetd-
séget jelent.

Tehét a feladat kérdésére adott valasz igen, egy
szabalyos hétszog cstcsai és a hétszog kozép-
pontja olyan 8 elemd halmaz, amelynek pontjai
42 egyenld szara haromszoget képeznek.

5. A szdmtani — mértani — harmonikus ko-
zepek kozti egyenlétlenség miatt minden n po-

zitiv egész szém esetén /x,y, € [x,, v,] telje-

sul.
Azonban
2X, Y1 Xp1+Un_
XYy = nlnl.nlznl=
Xp-1t+Yn-1
=xn—1yn—1="'=x1y1=2'

Ez azt jelenti, hogy 2 eleme a széban forgd
intervallumok mindegyikének. Megmutatjuk,
hogy maés valés szam nem teljesiti a feladat el-
vérasait. Tegyiik fel ugyanis, hogy o és f3 olyan
kiiléonbdzd valds szamok, amelyek minden po-
zitlv egész esetén elemei az [x,, v,] intervallum-
nak. Ekkor |or— | > 0, mésrészt

Yn-1+Xn1

|O‘_ﬁlsyn_xns —Xp1 =

17Xt o MITX 1

2n—1 )

2 2n—1

, ami lehetetlen, hiszen itt

a bal oldal feliilrél nem korléatos.
Osszefoglalva: a feltételeknek egyediil a +/2
valbs szam tesz eleget.

12. évfolyam
1. Irjuk fel a szamtani sorozat Osszegképletét
az elsé n, 2n, majd 3n tagra:
A=S, = %(201 +(n-1)d),
2n
B=S,, = 7(201 +(2n-1)d).

Jeldlje C a szdmtani sorozat elsé 3n tagjanak
Osszegét, azaz

C=S;, = %(&11 +(3n-1)d).
Rendezéssel kapjuk, hogy 2A = 2a;n + nd — nd,
B =2ain + 2nd — nd. Innen B — 2A = nd.

2C =283, = 6a;n + 9n?d — 3nd =
=6ain + 6n2d — 3nd + 3n?d =
=3(2a;n + 2n%d — nd) + 3n?d =
=3B+ 3(B-2A),

amibdl C = 3(B - A).

2. Jeldlje E azt az eseményt, hogy a korab-
ban érkezé 10 percnél, vagyis % 6ranéal nem

vér tobbet. Erkezzen a randizok egyike x, mési-
kuk y 6éraval 10 éra utdn. Mivel betartjédk a meg-
allapodasukat, igy

0<x<= és 0<y<

N =
N =

Bérmely lehetséges esemény, azaz az érkezés
idépontja a 2. dbran, a derékszogd koordinata-

rendszerben megrajzolt, % oldal hosszisaga

ABCD négyzetlemez egy (x; y) pontjaval repre-

zentalhaté.
¥ 1
Az ABCD négyzetlemez terlilete: (E) =71

Az E esemény akkor és csak akkor kovetkezik
be, ha az ABCD négyzetlemez (x; y) pontjara

|x—y|sé, vagyis ny+% és ny—% tel-

jesul.
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fqgy az E esemény valészintisége aranyos az
1 1 .
y=x+g és y=x—g egyenletd egyenesek

kozotti sdv és az ABCD négyzetlemez kozos ré-
szének a tertiletével.

VA

1

6
1 11
L2 Cl=:=
D(O’2j (2 2)

A(0; 0)

v

sy ]
—
N

()
~
=

2. dbra

2 2
Ez a terllet: (lj - (lj = i
2 3 36
Az E esemény valészintisége:

p(E)zizlzé'
36 4 9

3. A feladatra kétféle megoldést adunk.

1. megoldds

fx) = y(x+1)% +x% +(x-1)2 +x% 20

barmely x valés szamra.
fAx)=4x?+ 2+ 2yax* +1>0.

A nemnegativ szamok halmazdban a négyzetre
emelés monoton muvelet, igy f(x) ott minimalis,
ahol f2(x).

Nyilvanvalé, hogy az f2(x) fiiggvénynek az
x = 0 helyen van minimuma.

f(x) minimalis értékét az x = 0 érték behelyette-
sitésével kapjuk meg, fi, = 2.

2. megoldds
A feladatnak geometriai értelmezést adunk. A de-
réksz6gl koordinata-rendszerben tekintsiik azt

az ABC héaromszoget, amelyre a csticsok koor-
dinéatéi: A(0; -1), B(x; x), C(0; 1).

Ezzel a feladatot atfogalmaztuk, vagyis a
K =AB +BC minimuménak helyét és értékét
kell meghataroznunk.

A haromszdg-egyenlétlenség alapjan:

AC<AB+BC.

Koordinatékkal:

2< (x+1)2+x2 +\/(x—l)2+x2.

Ennek minimalis értéke 2, amit az egyenléség
esetében kapunk. EgyenlGség csak akkor all
fenn, ha a B pont illeszkedik az AC szakaszra.
Ha x véltozik, akkor a B pont az y = x egyenletd
egyenes mentén mozog, igy egyenléség akkor
és csak akkor kovetkezik be, ha B az origéban
van, vagyis x = 0.

Tehét az f(x) figgvénynek az x = 0 helyen van
minimuma és a minimum értéke: f;, = 2.

4. A (sin(x—y)+1)(2cos(2x-y)+1)=6
egyenletet kell megoldanunk.
Felhasznéljuk, hogy
—-1<sine<1 és -1 <cosa<1.
lqy
0<sin(x—y)+1<2,
-1<2cos(2x-y)+1<3.
Ezért (sin(x —y) + 1)(2cos(2x —y) + 1) <6, va-
gyis csak
a) sinx—y)=1 és
b) cos(2x —y) =1 egylttes teljesiilése esetén
lehet az egyenletet megoldani.

Az a) esetben x-y= % +2mtm, ahol meZ,
a b) esetben 2x —y =27n, ahol n e Z.
Innen x= —% +2x(n-m)= —g + 2rk, ahol

kez, ahol

leZ.
Az igy kapott (x; y) értékek megoldéasok.

v=(2(n-2m)-1)n=(2]-1)x,
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5. Abrét készitiink (3. dbra)

A gula alaplapja az ABCD négyzet, az M csUcs-
bdl az alaplapra éllitott merdleges talppontja az
ABCD négyzet T kozéppontja. T-bél a BC élre
allitott merd@leges a BC szakaszt az F a felez6-
pontban metszi. A négyzet oldalanak a hossza
és a gula MT testmagassaganak m hossza a fel-
tételek szerint pozitiv egész szamok.

T \\/1:
B

3. dbra

A a

Kiszamitjuk a gula felszinét és térfogatat.
Az MFT derékszdgl haromszogbdl az oldallapok
magassaga Pitagorasz tétele szerint

2 2 2
Mpz\/%mz:@n_ﬂﬁ

2
2 2
Egy oldallap tertlete: a 4m4 +a
fqy a gtila felszine: A = a® +aV4m?® +a®.
a’m
A gula térfogata: V = 3
2

Mivel A =V, ezért a® + av4m? +a° = %.

Ebbdl az egyenletbdl kifejezziik m-et.
3v4m? +a® =am-3a.
Négyzetre emeléssel és rendezéssel:
36m?® +9a* = a®m? + 9a® - 6a°m (ahol m # 0)
36m = a®m - 64>
6a” =m(a® - 36)

m:i
a®-36

Levaélasztjuk az egész részt.
216
a?-36
fqy (a2 — 36) értékét 216 pozitiv oszt6i koziil kell
kivalasztanunk.
Egyrészrdl az atalakitas kozben azt kaptuk, hogy

m=6+

6a°=m(a% —36), ezért nyilvanvalé, hogy
a2>36, mésrészrdl a?-36<216, azaz
aZ < 252.

Igy o lehetséges értékei: 49, 64, 81, 100, 121,

144, 169, 225. Kozilik csak a? =144 esetén

oszthaté (a2 — 36)-tal 216, igy a = 12.

A hozzéatartozé m érték: m = 8.

122.8
3

A keresett térfogat: V = = 384.

A felszin: A=144+12/256+144 =384. Ez
valéban megegyezik a térfogat értékével.

Tapasztalatok és tanulsagok

A versenyfeladatok megfogalmazésa altala-
ban eltér a tankényvi feladatoktdl, mert
egyrészt nyitottabbak, masrészt elméletiek, tehat
bizonyitasokat, illetve érveléseket igényelnek.

A 9. évfolyamon elsGsorban az &ltalanos is-
kolai ismeretekre tdmaszkodtunk. A magasabb
évfolyamokon inkébb elméleti, mint alkalma-
zés- és gyakorlati jellegdek voltak a kittizott prob-
lémak, ezért matematikai hétteret és targyi is-
mereteket is igényelt a feladatok megoldasa.

A feladatsorok osszedllitasanak egyik szem-
pontja az, hogy harom feladatot mindenki meg
tudjon oldani, vagyis a benne lév§ ismeret az
iskolai tananyagnak része legyen. A tobbi fel-
adat viszont legyen olyan, ami differencialja a me-
z6nyt, s6t legyen olyan feladat is, amely a spe-
cialis matematika tagozatosok széméra is kihi-
vést jelent.

Az egyes kategéridk esetében természetesen
a specialis matematika tagozatos tanuldk telje-
sitménye a legegyenletesebb és a legmagasabb.
Az viszont nem volt igaz, hogy az 1. kategérias
versenyzSk teljesitménye alacsonyabb lett vol-
na, mint a II. kategérias versenyzéké.
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Ebben a tanévben a 10. évfolyam 2. fel-
adata azonos volt a 11. évfolyam 1. feladata-
val. A pontozds méar nem volt azonos, a 10.
évfolyamon 10 pontot, a 11. évfolyamon 8
pontot ért a feladat megoldésa. Ha a tanulék
teljesitményét nézziik, akkor a 10. évfolyamon
75,2% volt, mig a 11. évfolyamon 99,4%.

A 10. évfolyamon elsGsorban a 3. feladat,
és bizonyos mértékig az 5. feladat megoldéasa
nem volt sikeres. Ez utébbit még a speciélis
matematika tagozatos tanuldk tobbsége sem
oldotta meg. Mindkét feladat sikgeometriai tér-
gyl volt és megoldasa otletet igényelt.

A 10. évfolyam 3. feladata ktilén figyelmet
érdemel. Ez a feladat Pélya Gyérgy: A plauzi-
bilis kévetkeztetés cimt kényvének A matema-
tikai gondolkodds muvészete II. kétetében, mint
a Stanford Egyetem (USA) Matematikai ver-
senyvizsgajan 1951-ben kitlzott feladat szere-
pel. Pélya Gyorgy a XVI. fejezetben a Példdk és
megjegyzések cimd részben (171-172. oldal)
mintaként a kis lépések elméletére, targyalja
a 2. pont alatt, kiegészitve tovabbi feladatokkal.

»2. Egy négyszoget két atldjaval négy ha-
romszogre vagunk. Két haromszoget szemkoz-
tinek neveziink, ha van kdzos cstcsuk, de nincs
kozos oldaluk. Bizonyitsuk be a kévetkezd alli-
tasokat:

— Két szemkozti haromszog tertiletének a szor-
zata egyenl$ a maésik két szemkozti harom-
sz6g tertiletének a szorzataval.

— Egy négyszog akkor és csak akkor trapéz,
ha van két egyenl§ tertiletd szemkozti héa-
romszoge.

— Egy négyszdg akkor és csak akkor parale-
logramma, ha mind a négy héaromszog
egyenld tertiletd.”

A 11. évfolyamon is hasonld volt a helyzet.
Elsésorban a 3. feladat és bizonyos mértékig az
5. feladat megoldésa nem volt sikeres. Ez utéb-
bit még a specialis matematika tagozatos tanu-
16k tobbsége sem oldotta meg. Itt inkabb a szo-
katlan fogalmazéas okozott nehézséget.

A 12. évfolyamon a valbszinliség-szamitasi
feladat azoknak a tanuléknak nem ment, akik

még nem tanultdk a geometriai valdszindséget
az iskolai matematikaérékon.

Orvendetes, hogy a 3. feladat megoldésé-
ban, ami egy fuggvény szélsGértékének a meg-
hatarozésara vonatkozott, a javitasi Gtmutaté-
ban is szerepld mindkét médszert ismerték és
alkalmaztédk a tanuldk. Ilyen szempontbdl kie-
melked§ volt Varnyt Jézsef dolgozata, aki min-
taszerden irta le mind az algebrai, mind a geo-
metriai utat, annak ellenére, hogy erre a ver-
senykiiras alapjan tobblet pontot nem kapha-
tott.
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FELADATROVAT TANAROKNAK

Rovatvezets: Kosztolanyi Jézsef

Kérjuk, hogy a megoldésokat a rovatvezetd
cimére kiildjék: 6757 Szeged, Miklés u. 27.
Ugyanide kell kiildeni a kit(zésre szant felada-
tokat is. Ezeknek a megoldésat is mellékeljék!
Minden megoldéast (tehat ugyanannak a fel-
adatnak a megoldasait is) kilon lapra irjak tollal
vagy géppel, jol olvashatéan! Mindegyiket kii-
16n-kiilon hajtsék Ossze, és kiilsS felére irjak ra
a feladat sorszamét és a megoldé nevét! Csa-
toljanak a megoldasokhoz 6sszesits jegyzéket is!
A megoldasokat a Kkittizést koévetd harmadik
szamban ismertetjiik. A legjobb megoldasokat
bekiildéjiik nevével kozoljuk.

Bekiildési hataridg: 2013. aprilis 31.

Feladatok (455-459.)

Az aldbbi 6t feladatot a Székefalvi-Nagy Gyula
Matematikai Emlékverseny 2012/2013-as tan-
évben kitlizott feladataibdl véalogattuk.

455. Melyik az a legkisebb pozitiv valds
szam, amelyre
[x?] - [x]% =2013?
([a] jeldli az a-nal nem nagyobb, legnagyobb
egész szamot.)

456. Adott a sikon n darab (n >4) egyenes
ugy, hogy semelyik ketté nem pérhuzamos, és
a sik egyetlen pontjara sem illeszkedik ketténél
tobb egyenes. Ezek az egyenesek a sikot felda-
raboljak nem Kkorlatos tartomanyokra és sok-
szbgekre. Igazoljuk, hogy a keletkezett sokszo-

gek kozott legalabb 2”—3_2 darab haromszog

van.

457. Egy kapcsolotabla 100 vilagité gomb-
bdl all. A gombok 10 sorban és 10 oszlopban

helyezkednek el. Egy gomb megnyomasakor
a vele egy sorban, illetve egy oszlopban levd
gombok egyszerre véltanak: az addig vilagitéak
kialszanak, a kordbban kikapcsoltak meggyul-
ladnak. Legaldbb hany gombot kell megnyom-
ni ahhoz, hogy az 6sszes gomb kialudjék, ha
eredetileg mind vilagitott?

458. A szigorGan novekvé {a,} sorozat az
Osszes olyan pozitiv egész szambdl all, ame-
lyeknek tizes szamrendszerbeli alakjaban csak

péaros szamjegy fordul el§. Mely pozitiv egész n
esetén teljesl, hogy a,, = 12n?

459. A 2n jegyd (n pozitiv egész) tizes
szamrendszerbeli A, =a1a,...09, pozitiv egész

szamokrdl a kovetkezSket tudjuk:
(1) a;#0 (i=1;2;...; 2n);

(2) ajag +azag + ... + ag, _ 109, paros szam.

Hatérozzuk meg n fliiggvényében az A, szamok

szamat.

Feladatmegoldasok
(440-444. feladatok)

440. Egy korvonalra felirtak 2012 darab
szamot Ugy, hogy barmely 8 darab egymas
melletti szam 6sszege 88. Tudjuk, hogy az elsé-
nek felirt szamtél pozitiv koraljarasi iranyban
haladva a 123-adik szdm a 11, az 1234-edik
szam a 8, az 541-edik szdm pedig a 4. Hatéroz-
zuk meg a 2012-edik szamot.

Nemecské Istvdn, Budapest

Megoldds: Jelolje a,, az n-edikre felirt szamot
(1<£n<2012). Legyen tovébba a, . 9912 =a,

minden pozitiv egész n esetén.
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A feltétel alapjan a,+a,+1+..+a,.7=88
barmely pozitiv egész n-re. Ezt felhasznéalva

On+8—apn =
=(an+1+---+an+8)_(an+---+an+7)=07

azaz a, +g = ay,.

Mivel az {a,} sorozat 2012 szerint is és 8 szerint
is periodikus, ezért 4 =2012 — 251 - 8 szerint is
periodikus, hiszen a,, 14 =a,+2016=0n+252.8 =
=aq,.

A feltételek szerint ajo3=a3=11, ajp3ga=a9=
= 8, 0541 =01 = 4. Ebbdl

aj+..+ag=2-(4+8+11+ay) =88,

azaz aq = 21.
A fentiek alapjan agg12 = a4 = 21.

Tobb megoldds alapjdn
A megolddk szama: 8.

441. Egy konvex négyszog oldalainak hosz-
sza pozitiv korlljarasi irdnyban a, b, ¢, d. Bizo-
nyitsuk be, hogy a négyszog akkor és csak ak-
kor paralelogramma, ha

2a@+c)b+d) ab N bc cd da

= + + .
a+b+c+d a+b b+c c+d d+a

Bencze Mihdly, Brassé

Megoldds: Vonjuk ki a feltétel bal oldalabdl
a jobb oldalt, majd bontsuk a kiilénbséget két
tagra:

2(a+c)lb+d) ab  bc  cd
a+b+c+d a+b b+c c+d

da _( 2(ab + cd) ab cd j

a+b
+( 2(bc + da) bc da j

“d+a \a+b+c+d Cc+d

a+b+c+d b+c d+a

Alakitsuk a kapott 6sszeg elsé tagjat:
( 2(ab+cd)  ab cd j

at+b c+d
(ab(c +d)—cd(a+b))((a+b)—c+d)

(a+b+c+d)(a+b)(c+d)

a+b+c+d -

(ac(b —d)+bd(a—c))(la—c)+(b—d))

- (@+b+c+d)a+b)(c+d) -
(a—c)?bd + (b—-d)?ac + (a—c)(b—d)(ac + bd)
(a+b+c+d)a+b)c+d) '

Az a, b, ¢, d ciklikus permutaciéjaval adddik
a masodik tag:

(2(bc+da) _ bc daj
a+b+c+d b+c d+a

(b—d)?ca+(c—a)?bd + (b—d)(c —a)(bd + ca)

- (@+b+c+d)b+c)d+a) -
_(a—c)?bd + (b - d)?ac - (a - c)(b—d)(ac + bd)
B (@+b+c+d)(b+c)(d+a)

lqy
Kla+b+c+d)(a+b)b+c)c+d)(d+a)=
= ((a—c)?bd + (b — d)2%ac) -
((b+c)d+a)+ (a+b)(c+d) +
+(a—c)(b—d)(ac+ bd) -
~((b+c)(d+a)—(a+b)c+d).

Az utolsé zéardjelben 1évé kiilonbség a tagon-
kénti szorzasok elvégzésével

(bd +cd+ab + ac) — (ac + bc + ad + bd) =
=cd+ab—-bc—ad=(a—c)(b-d)

alakot o6lt, ezért az 6sszeg méasodik tagja
(a—c)2(b - d)2(ac + bd).

A feltétel alapjan a kapott 6sszeg egyik tagja
sem negativ, tovabba K akkor és csak akkor O,
ha a=c és b =d, vagyis a négyszog paralelog-
ramma.

T6bb megoldds alapjdan
A megoldék szama: 5.

442. Mutassuk meg, hogy az f R — R,
fix)=k-x2+n-x+2012 fuggvény barmely
valés x esetén pozitiv értéket vesz fel, ha k

a 2012! végén taldlhaté 0-k szama, n pedig
21

olyan pozitiv egész, amelyre — paratlan

egész szam.

Olosz Ferenc, Szatmdrnémeti
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Megoldds: A feltétel és Legendre tétele alapjan
[2012} [2012} [2012} [2012}
k= + + + =
5 25 125 625
=402+80+16+3 =501,
{2012} {2012} [2012}
n=|——|+|——|+..+|—|=
2 4 1024

=1006 +503 + 251 + 125+ 62 + 31 +
+15+7+3+1=2004.

f t6egyiitthatéja pozitiv, diszkriminénsa pedig
n?—4.k-2012 =2004 - (2004 — 2012) <0,

igy f(x) pozitiv barmely valds x esetén.
Tébb megoldds alapjdn
A megoldék szédma: 8.

443. [egyen x olyan valés szam, amelyre
tgx + ctgx = m, ahol m egész szam. Igazoljuk,
hogy tg®x + ctg®x egész szam, de nem négyzet-
szam.

Biré Bdlint, Eger

Megoldds: Mivel

tg®x + ctgdx =
= (tgx + ctgx)3 — 3 - tgx - ctgx - (tgx + ctgx) =
= (tgx + ctgx)® - 3 - (tgx + ctgx) =
=m3—-3m=m(m2-3),

ezért a vizsgdlt kifejezés értéke egész szam.

A tovébbiakban azt igazoljuk, hogy m(m? —3)
egyetlen egész m-re sem négyzetszam.

Mivel m2 - (m2-3)=3, ezért (m;m?-3)=1
vagy (m; m? —3) =3.

Tegyiik fel, hogy (m; m? —3) = 1. Ahhoz, hogy
a vizsgalt kifejezés négyzetszam legyen, sziiksé-
ges, hogy m=k? és m?2 -3 =12, vagy m=—k?
és m? -3 =-I teljestlion, ahol k és | pozitiv
egészek. A maésodik feltétel viszont csak m =2
és1=1, vagy m? + 2 = 3 esetén teljestilhet, ami
ellentmond annak, hogy m, k, | egészek.
Tegyiik fel, hogy (m; m? — 3) = 3. Ekkor a meg-
felel6 sziikséges feltétel: m = 3p? és m? — 3 = 3¢2,
vagy m=-3p? és m? -3 =-3q?, ahol p és q
pozitiv egészek. A els6 esetben 3p*—1=g?

adédna, ami lehetetlen, ugyanis négyzetszam
3-mal osztva nem adhat 2-t maradékul. A ma-
sodik esetben a 3p* + g2 = 1 egyenletnek kelle-
ne teljestilnie, ami nyilvanvaléan nem lehetsé-
ges.
Ezzel belattuk, hogy a tekintett kifejezés értéke
nem lehet négyzetszam.

Tobb megoldds alapjdan
A megolddk szama: 7.

444, (a 435. feladat egy lehetséges éltala-
nositasa) Bizonyitsuk be, hogy ha «, B, y egy
hegyesszdgl haromszog belsS szogei, akkor tet-
sz6leges A1, Ag, A3 pozitiv valés szamokra

Miga+22tgB+ A5 tgy >

> 2/1112/13(sina N sin N siny}
Mol A3

Dalyay Pdl Péter, Szeged

I. megoldds: Vonjuk ki a bizonyitandé egyen-
l6tlenség bal oldalabdl a jobb oldalt. A kapott
kifejezés felithaté a kovetkez8 maétrixszorzat

alakban:
tgaa  —siny -—sinf) (4
(A Ag Ag):|—=siny tgB —sina|-|Ay|=
—sinf8 -sina tgy A3

= 23tga + AstgB + Adtgy— 244 Agsiny—
- ZAngsinot - 213/llsinﬂ = f(ll; 12; lg)

Azt kell belatni, hogy f(A; Ag; A3) 20 teljestl
barmely Aq, Ap, A3 pozitiv valdés szamra, azaz
a fenti 3 x 3-as matrix pozitiv szemidefinit. Azt
fogjuk megmutatni, hogy a matrix egyetlen
féminorja sem negativ.

Az elsG f6minor, tgor pozitiv, mert o hegyesszog.
A maésodik és a harmadik féminor vizsgélatéhoz
felhasznalunk két azonossagot. (Lasd példaul
Reiman Istvan: Geometria és hatdrtertiletei,
Szalay Kényvkiadé és Kereskedbhdz Kit., Kis-
Ujszdllds, 1999., 253. oldal (1); 65. oldal (2))
Ha o, B, yegy haromszog szbgei, akkor

(1) tgo+tgB+tgy=tga - taf - tay;
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(2) sin2a + sin2f + sin2y=4sina - sinf3 - siny.
A masodik fé6minor (1) alapjan a kévetkezd-
képpen alakithato:

tgar - tgf — siny=
- L. (tgo+ tgB + tgy—tgy- sin?y) =
tgy

=L - (tgar + tgB + tgy- cos?y) > 0.
tgy

A harmadik féminor (1) és (2) felhasznalasaval:

tgo - tgf - tgy — 2sine - sinf - siny—
—sinZa - tgar — sin?f3 - tgf — sin?y - tgy=
= cos?o - tgar + cos?f - tgf +
+ cos?y- tgy— 2sina - sinf3 - siny=

=% - (sinZ20 + sin2 + sin2y) —
— 2sina - sinf3 - siny=0.

Ezzel a feladat allitasat belattuk.
Borbély Jézsef, Tata

II. megoldds: A bizonyitandé egyenlétlenség bal
oldalat alakitjuk a szogfliggvények kozotti azo-
nossagok segitségével, majd a szamtani és
mértani kézép kozotti egyenlétlenség tagonkénti
alkalmazésaval alulrél becstiljiik a kifejezést.

Atgoc+ 25tgB+ Atay =

sino sin sin
=2 22. B y2.5M7 _
cosf3 cosy

coso
:/112 sin(B+7) +22. sin(y + o) +22. sin(o +f) _
cosa cosf3 cosy
cosy +Alzsiny~ﬂ+
coso cosa

. cosa cos
+/l§ siny - Y
cos f3 cos 3

. o)
=AZsinf-

+A2sina -

cos ., COSOl
B +AZsinf-—— =
cosy cosy

=sinoc-[l32 -ﬂ+ﬂ.22 . cosyj_i_
cosy cosf3

+22sina -

. cos cos o
+sinf-| A2 y+132-— +
cosa cosy

. cos o
+siny - [122 .
c

> 2(ApAssino + AgAysinS + A1 Agsing) =

= 20430l (sin(x N sin N siny}
A A A3

+lz'cosﬁ]>

osB} cosa)

Ezzel belattuk az allitast.
Dalyay Pdl Péter, Szeged
A megolddék szdma: 2.

A megolddk névsora: Borbély Joézsef, Tata
(440-444.); Dalyay Pal Péter, Szeged (440-
444 ); Hornung Tamés, Zalaegerszeg (440-
443.); Kallés Béla, Nagyhalasz (440., 442.);
Nagy Sandor, Békéscsaba (440-443.); Raka-
mazi Richérd, Eger (440., 442., 443.); Tuzson
Zoltan, Székelyudvarhely (440., 442., 443.);
Velkeyné Gréczi Alice, Ipolyszog (440., 442.,
443).
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PALYAZATI FELHIVVAS

Ratz tandr ar életmdij — 2013
(biologia-, matematika-, fizika-, kémiatanarok elismerésére)

z Ericsson Magyarorszég, a Graphisoft

SE és a Richter Gedeon kozos dijat ala-

pitott magyarorszagi tanéroknak, me-
lyet a Fasori Gimnézium legendéas hirdi mate-
matikatanérarél ,RATZ TANAR UR ELETMU-
DIJ”-nak nevezett el. E dij gondozésara létrejott
az Alapitvany a Magyar Természettudomanyos
Oktatésért, amely dijazottakként az 1.200.000
forinttal jaré elismerést minden évben két-két
biolégia-, matematika-, fizika- és kémiatanér-
nak itéli oda.

A dijra a kozoktatds 5-12. évfolyamain
biolégiat, matematikat, fizikat vagy ké-
miat tanité (vagy egykor tanitd) tanarok ter-
jeszthet6k fel irdsban szakmai és tarsadalmi
szervezetek, az ajanlott tanar tevékenységét jol
ismerd kollektivak, kivételes esetekben magén-
személyek altal.

A felterjesztés feltétele, hogy a jelolt a ma-
gyarorszagi kozoktatas tertletén — nem szerve-
z6i munkakérben — dolgozé, az 5-12. évfolya-
mokon kimagaslé oktaté-nevel§ tevékenységet
végzb/végzett, olyan életmtivel rendelkezé tanér
legyen,

— aki legalabb 10 éves kozoktatdsi tanéri
gyakorlattal rendelkezik,

— akinek tanitvanyai az hazai
és/vagy nemzetkozi versenyeken a fenti
tantargyak valamelyikében az els6k kozott
szerepeltek vagy tobbszoér a dontdbe ju-
tottak,

— aki tevékenységében gondot fordit a hat-
ranyos helyzetd, tehetséges didkok felfede-
zésére, tudasuk gyarapitasara,

0rszagos

42

— aki jelent8s szerepet vallal a fenti négy
tantargy valamelyikéhez kapcsol6dé orszéa-
gos, regiondlis vagy iskolai szakmai prog-
ramok (pl. versenyek, tovabbképzések, ta-
nacskozasok) megszervezésében, a prog-
ram tartalménak felépitésében és kivitele-
zésében (pl. el6adasok tartdsa, szakanya-
gok készitése, friss informacié tovébbitasa),

— aki rendszeresen tovabbképzi magét, tajé-
kozott az adott tudomany teriiletén elért
eredményekrdl, a tantargy tanitasaval kap-
csolatos aktualitasokrdl, tapasztalatait meg-
osztja kollégaival,

— aki szakmai lapokban publikél, kényveket,
tankonyveket, tanitasi segédleteket irt vagy
ir,

— aki a szaktéargyi felkészités mellett hivata-
sanak tekinti tanitvanyai nevelését, szemé-
lyiségiik fejlesztését, probléméaik megolda-
sahoz segitséget nyijt,

— akinek személyisége,
életvitele példamutaté.

szakértelme, egész

A dijakat a Bolyai Janos Matematikai Tér-
sulat és az E6tvos Lorand Fizikai Térsulat dijbi-
zottsagai, a Magyar Kémikusok Egyestilete va-
lamint a Magyar Biolégia Téarsasag, a Magyar
Biofizikai Téarsasag illetve a Magyar Biokémiai
Egyestilet ajanlésai alapjan a harom cég altal
felkért Alapitvany a Magyar Természettudoma-
nyos Oktatasért Kuratériuma itéli oda az adott
év kitlintetettjeinek.

A Kuratérium elnéke: Dr. Kroé Norbert
A Kuratérium tagjai: Lajos Jézsefné
Dr. Falus Andréas
Dr. Gérog Sandor
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A négy tudoméanyos tarsasadg a beérkezett
ajanlasokat a fenti feltételek szellemében érté-
keli, s ennek alapjan teszi meg javaslatait a dija-
zottakra 2013. oktober 08-ig. Ezen javaslatok
alapjan hozza meg dontését az Alapitvany a
Magyar Természettudoményos Oktatasért Ku-
ratériuma 2013. oktéber 15-ig. A dij atadaséara
vérhatéan 2013 novemberében kertil sor.

Az irasos felterjesztéseket legkésébb
2013. szeptember 25-ig kérjiikk eljuttatni
elektronikusan az info@ratztanarurdij.hu
email cimre, ahonnan azokat a megfelel§ ad-
minisztracié utén, illetékesség szerint tovabbit-
jak a Bolyai Janos Matematikai Tdrsulathoz, az
Eétvss Lordnd Fizikai Tarsulathoz, a Magyar
Kémikusok Egyestiletéhez, a Magyar Biolégia
Térsasdghoz, a Magyar Biofizikai Tarsasdghoz,

valamint a Magyar Biokémiai Egyestilethez.
A felterjesztéshez  sziikséges adatlap a
http://www.ratztanarurdij.hu honlapon talalha-
t6, a ,Péalyazati felhivas” oldalrél letdlthetd.

A korabbi évek felterjesztéseit — ha azt to-
vébbra is fenntartjdk a javaslattevSk — ismétel-
ten irasban kell megerdsiteni!

Egy személynek harom éven beliil az Ala-
piték altal létrehozott dijak koziil csak egy ad-
hat6.

A paélyazattal vagy a felterjesztéssel kap-
csolatos  kérdések feltehet6k munkaidében
Lukovics Ildikénak a koévetkezé telefonszamon:
06-20-203-5507.

Alapitvany a Magyar Természettudomdnyos
Oktatasért Kuratériuma
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