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Dr. Urban Janos (1939-20192)

,,INem hisziink a haldlnak, barmilyen nagy
hitetd is. Nem hisztink neki, mert nem akarunk
hinni; sem a magunkénak, sem a mdsokénak.
Ha megérint, ha megvacogtat, ha dtfij is
rajtunk elGszele: félelmiink és képzeletiink
mindenesttl az életé.”

(Cso6ri Sandor)

012. janius 11-én, életének 73. évében

gyOgyithatatlan betegség kovetkeztében

elhunyt kollégank, dr. Urban Jéanos, la-
punk fGszerkeszt@je, a Berzsenyi Daniel Gimnéa-
zium tanéra.

A gyerekkorrdl, a matematika és a tanari
palya iranti elkotelezettségének kialakulasardl
az Elet és Tudomany 2002. jalius 5-i szamaban
igy vallott Horanyi Gabornak:

,1gazabdl a tandrsag csaladi indittatds. Anyai
és apai dgon dédsziileim és nagysztleim kézott
tébben voltak pedagégusok, falusi taniték. Edes-
anydm matematikatandr, édesapdm ugyan jo-
gdsz, de a neveléanydm is tandr volt. Faluhelyen
ndttem fel, nehéz korilménvek kdzott, kbzvet-
len a mdsodik vildghdbortd utdn édesanydm
meghalt. A kézépiskoldban éreztem rd a tanulds
izére és a matematikdra. Szerencsémre, elsds
gimnazista koromban nagyon jé tandrt kaptam,
Ldng Hugénak hivtdk (...). O biztatott, hogy
dolgozzak a Kézépiskolai Matematikai Lapok-
ban, induljak az Arany Ddniel Matematikaver-
senven. Jol szerepeltem a versenyeken, a Ko-
MaL-ban megjelent a nevem, s ez nekem, a ti-
zenét éves gyereknek nagyon komoly sikerél-
ményt jelentett. (...) Magatél értetédéen ado-
dott, hogy negyedikes koromban az ELTE ma-
tematika-fizika tandri szakdra jelentkezzem. Szi-
vesen jelentkeztem volna matematika-magyar-
ra is, de akkor ilyen vdlasztdsi lehetéség nem
volt.”

A fizika szakot késébb filozofiara valtotta, és
1963-ban kitling eredménnyel végzett az ELTE
matematika-filozéfia szakan. Harmadéves ko-
ratél kezdve vezetett demonstratorként gyakor-
latokat, elébb algebrabdl és szamelméletbdl,
majd elemi matematikabdl. A végzéstdl 1976-ig
az Analizis I. tanszék tanarsegédje, majd adjunk-
tusa volt. 1969-ben kitlintetéses summa cum
laude doktoralt matematikai logikabdl. 1976 és
1990 kozott az Orszagos Pedagdgiai Intézet

matematikai osztadlyanak munkatarsa, majd osz-
talyvezetGje volt. Az intézet &talakulédsa utan
még egy évig, 1991-ig dolgozott az Orszagos
Kozoktatési Intézetben. Hivatali évei alatt is ta-
nitott, 3 évig a Fazekas Mihaly Févarosi Gya-
korlé Gimnéziumban, és 1981-t4] halalaig a Ber-
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zsenyi Déniel Gimnaziumban, féleg speciélis
matematika tagozatos osztalyokban. Tanitvényai
kozil sokan értek el kimagaslé eredményt a kor-
osztadlyos hazai és nemzetkozi matematikaver-
senyeken. A mar emlitett 2002-es interjiban
igy fogalmazta meg tanéri ,,ars poetica”-jat:

,Rendkiviil fontosnak tartom, hogy az 6rdn
minden didk jél érezze magdt, tehdt ne szoron-
go félelemmel vegyen részt a foglalkozdsokon,
mert a félelem lebénit. Szeretném, ha minden
tanitvdnyom Ugy gondolna vissza a matemati-
kadrdimra, hogy ott valami jé tértént, a tehet-
ségesek ugyantgy, mint a kevésbé sikeresek.
(...) Nagyon vigydzok arra, hogy soha ne szé-
gvenitsek meg senkit. Aki nem készlilt, azt ter-
mészetesen megszidom, de soha nem szégye-
nitem meg. A tanitvdnyaimat partnerként pré-
bdlom kezelni.”

Aktivan kivette részét a matematikai koz-
életbdl és a matematika népszerdsitésébdl is.
19748l a TIT matematikai valasztméanyanak
titkdra, a Kis Matematikusok Barati Kére verse-
nyeinek, majd a Kalméar Laszlé6 Orszagos Ma-
tematikai Versenynek az egyik {6 szervezdje és
feladatsorainak dsszeéllitéja volt. Tébb éven ke-

resztil az MTV ,,Aki mer, az nyer”, majd ,Kor-

X

moénfontolé” nevd matematikai vetélked@inek

zsUrielnokeként népszerdsitette a matematikat.
Evtizedeken keresztiil tagja volt a Felvételi Fel-
adatokat Osszeallité Bizottsagnak, valamint az
OKTV 1. kategéria bizottsdganak. Dolgozott az
Arany Déniel Orszagos Matematika Verseny bi-
zottsdgaban is, és elndke volt a Tanarképzd
Féiskolak Péter R6zsa Matematika Versenye bi-
zottsdganak. Nagyon fontos szerepe volt az
1992-ben indult Nemzetkozi Magyar Matemati-
ka Verseny létrehozésaban és szervezésében,
15 évig volt a magyarorszagi régié vezetdje.
Haldlaig tagja volt a Bolyai Janos Matematikai
Tarsulat Oktatési Bizottsdganak. A Tarsulat altal
évente megszervezett Ratz Laszl6 Vandorgylé-
sen tobb alkalommal tartott emlékezetes, kivalo

el6adast. A matematika tanitasat és népszerd-
sitését szolgélta igen jelentés publikacids és
szerkesztGi tevékenységével is, tantervek, tan-
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konyvek, feladatgydjtemények, népszerdsité és
tehetséggondozé kiadvanyok, médszertani cik-
kek és tanulmanyok szerzGjeként és térsszerzé-
jeként. Hatasa a magyarorszagi matematika ta-
nitdséra és a matematikai tehetséggondozasra
felbecstilhetetlen.

Tevékenységének elismeréseként szamos
rangos dijban részestlt: a Bolyai Janos Mate-
matikai Tarsulat Beke Mané Emlékdija; Apaczai
Csere Janos-dij (1994); Rétz Tanar Ur Eletmi-
dij (2001); Németh Laszl6-dij (2010); a févéaros
Barczy Istvan-dija (2011).

A nekrolég irdja itt, ezen a ponton, az életat
révid ismertetése utan személyesebb hangot fog
megutni. Ennek oka, hogy Urban Tanér urat
egyik mesterének tekinti, akitél nagyon sok em-
beri, tanari és szakmai finomséagot tanult.

Személyesen 1987-ben ismerkedtiink meg,
amikor a szegedi Radnéti Miklés Gimnézium
kezdd, lelkes, 4m tapasztalatlan tanaraként Mike
Janos és Vincze Istvan kollégammal nekilattunk
a hatosztalyos specidlis matematika tagozat meg-
szervezésének, beinditasanak. Segitséget kérttink
és kaptunk orszagosan ismert és elismert szak-
tekintélyektdl, Pésa Lajostdl és Urban Janostdl.
Es 6k nemcsak tanacsokkal segitettek benniin-
ket, hanem az els§ 1épéseknél jelen is voltak.
A felkészitd tadborokban, az elsd felvételi fel-
adatsorok Osszedllitaséban és értékelésében ott
voltak mellettiink. Janos is jott, hétvégéjét szan-
ta r4, hogy velink egyltt javitsa a tagozatra
palyazé tanuldk dolgozatait. Es a kézés munka
kozben tanitott. Szinte észrevétlentil, szeretettel,
szeliden, alazattal. Aztan lektorunk volt az elsé
tehetséggondozésra szént feladatgydjteménytink
Osszedllitasanal. Véleménye mértéket, ralatast,
szemléletet adott. Szdk egy évtizeddel késébb
kozosen kezdtiink tankényvsorozatot irni a ko-
zépiskolak szaméra. Bamulatosan, és mindenki
szaméra megnyugtaté médon tudta feloldani
a szerzGi csapat tagjai kozotti szakmai vitakat.
Szerencsém volt, mert tobb berzsenyis oréjat is
lathattam. Igazi matematikai mihelymunka folyt
ezeken az 6rakon, és minden egyes alkalommal

latszott a tanuldkon, hogy jél érzik magukat, él-
vezik a kozos matematizélast. Tobb egykori gim-
néziumi tanitvanyéaval beszélgettem késébb, és
egyontetden nyilatkoztak Janosrdl, nagyon sze-
rették és tisztelték, nagyon sokat tanultak téle.
Sokszor taldlkoztunk kiiléonb6z8 szakmai ren-
dezvényeken, ahol feleségével, Gizivel (Forrd
Gizella, 49 évig hiséges és szakmai munkaja-
ban is segit§ tarsa) harmoéniét, békességet és
szeretet sugéroztak. Igaz volt ez azokban az
esetekben is, amikor kiilonbdzé szakmai és pe-
dagdgiai vélemények fesziiltek egymésnak. Ja-
nos mindig &szintén, pontosan, korrekt médon
és j6 értelemben vett alazattal érvelt. Altaldban
is jellemzd volt ra ez a jé értelemben vett aldzat,
alazat a tanftvanyok, a kollégék, a szakma, a ma-
tematika irant.

Nagyon nehéz lesz megszoknunk azt, hogy
Janos foldi, fizikai valéjaban mér nincs koztink.
Veliink marad viszont muve, szellemisége, ta-
nitasa. Sokszor fogjuk még feltenni magunknak
a kérdést: ,,Vajon Janos mit mondana erre, ho-
gvan vélekedne errdl?”. Igérjiik, hogy szellemi
hagyatékat megdrizziik és torekszink arra, hogy
jol safarkodjunk vele.

Dr. Kosztoldnyi Jozsef
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Olah Gyoérgy (1940-

etvenkét éves koraban, 2012. janius 30-
"l an vératlanul elhunyt a Felvidéken és az

egész Karpat-medencében nagyon nép-
szerd és szeretett Oldh Gyérgy, koméaromi ko-
zépiskolai matematikatanar. Haldlénak helyszi-
ne és médja ,stilusos”, ha lehet igy fogalmazni:
a fony6di matematikatdborban adta vissza lel-
két a Teremt@jének, tanartarsai mellett, szeretet-
ben, békességben, azon szakmai-lelki tarsak tar-
sasagaban, akikkel évtizedeken keresztiil egytitt
dolgozott a tehetséggondozas és a matematika-
oktatés tertiletén.

Olah Gyorgy 1940. majus 10-én sziiletett
Komaromszentpéteren (Felvidék). 1957-ben érett-
ségizett a komaromi magyar gimnéziumban,
majd 1961-ben a pozsonyi Pedagégiai F&isko-
lan matematikatanéari oklevelet szerzett. Pedagé-

gusi palyafutasat Ekecsen kezdte, majd 1964-
t6l 1970-ig a koméaromi magyar gimnazium ta-

2012)

néara volt. 1970 és 1978 kozott a Nyitrai Peda-
gbgiai Féiskola adjunktusaként dolgozott. 1978-
ban a Koméaromi Ipari Kozépiskola tanara lett,
ahol 2000-ig — nyugdijba vonulasaig — tanitott.
Ezt kovetden meghivték 6t a komaromi Maria-
num Egyhéazi Gimnaziumba, ahol harom évig
mukodott tandrként.

Az elmult évtizedekben felbecstilhetetlen ér-
tékd munkat végzett a magyar matematikai te-
hetségek felkutatdséban, gondozésaban. Szak-
kori tevékenysége is rendkivil jelentds volt, ta-
nitvanyai szép eredményeket értek el a hazai és
nemzetkozi matematikaversenyeken. Tobb, mint
6tven tanulméanyt irt, szdmos tankényvvel, pél-
datarral, tanari segédkonyvvel, forditassal és re-
cenziéval jarult hozzd a matematikai ismeretek
bdvitéséhez és népszertsitéséhez. Tobbszor pub-
likalt A Matematika Tanitdsa-ban, és jénéhany-
szor tizott ki feladatot a lap feladatrovataba is.
Nemzetkdzi magyar rendezvények és matema-
tikaversenyek kezdeményezdje, alapitéja volt.
Ezek koziil talan a legjelentésebb a Nagy Kdroly
Matematikai Didktaldlkozdé, melynek hisz éven
at volt a fészervezgje. 1991-ben a szegedi Ratz
Laszl6 Vandorgytlésen egy kotetlen baréti be-
szélgetés soran Bencze Mihély brasséi matema-
tikatanarral egyttt kitalaltak” a Nemzetkézi
Magyar Matematikaversenyt, amelyet els§ al-
kalommal & szervezett meg Koméromban, és
éveken keresztiil 6 volt a felvidéki csapat veze-
t6je. O szerkesztette az 1999-ben, a budapesti
TYPOTEX Kiadé gondozasdban megjelent
,Hatdron tuli matematikaversenyek” cimd ko-
tetet. Tobb éven keresztiil tanitvanyaival ha-
vonta utazott Budapestre, ahol bekapcsolta Sket
a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok
(KoMalL) feladatmegoldé versenyébe, és rend-
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szeresen elvitte Gket a Kossuth Klubba is. Tébb
alkalommal tartott elSadast Magyarorszagon,
természetesen a tehetséggondozéassal kapcso-
latban. Megbecstilt szakemberré vélt a magyar-
orszagi szakma keretein belil is.

A matematika tanitdsat mindig gondosan
Osszekototte a magyarsagtudat erdsitésével. Azt
vallotta: ,Nem létezhetiink az anyaorszdgbdl ér-
kezd egyetemes magyar gondolkodds és kultura
tiszta forrasai nélkiil.” Igy is élt. — Eqyszemélyes
intézmény — mondték réla bardtai a Karpat-
medencében. Hatékonyan &polta a sziléfalu-
jabdl, Komaromszentpéterrdl szarmazé felvidéki
magyar kolts, tanar, Kossanyi Jozsef hagyomé-
nyait, életmivét. Komoly szakmai munkat vég-
zett a Csemadokban, a Szlovékiai Magyar Pe-
dagdgusok Szovetségében, a komaromi Muze-
umbaratok Koérében, a koméaromi Oregdidkok
Barati Korében, a Széchenyi Istvan Polgéri Téar-
sulasban. Jelent@sebb kitlintetései a Beke Mano-
dij els6 és masodik fokozata, Koméarom véros
Polgarmesteri Dija, a Felvidéki Magyar Peda-
gbgus-dij.

Emlékezetes marad nagy mondasa: ,,A ma-
gvar kényv ugy kell, mint a kenyér.” Mindig
a kényv, a kényvek buvoletében élt, soha ki
nem hagyott egy konyvhetet sem Budapesten.
Sajat konyvtéra is rendkivil gazdag, ami egy-
értelmden a felvidéki magyarsag legjelentésebb
koényvgydjteményei kozé tartozik. Lankadatlan
hévvel, szenvedéllyel, hittel és akarattal szervez-
te a kiilénbéz8 matematikai talalkozdkat, ahol
a Karpat-medence matematikatanarai és azok
didkjai vettek részt. Sokat jart Erdélybe, ahon-
nan komoly szellemi taplalékot hozott haza a Fel-
vidékre. Rendszeresen jart Budapestre, a Pano-
rama Vilagklub rendezvényeire, ahol szerették,
s ahol szdmos baratot szerzett.

Mindig komolyan vette Pdlya Gyoérgy sza-
vait, és eszerint is élt: ,Ha egy tanarnak nincs
személyes tapasztalata az alkoté munka valami-

lyen forméjaval, akkor bajosan véarhatd, hogy
maga 0sztondzze, vezesse, vagy akar felismerje
hallgatéi alkoté tevékenységét.” Arra a kérdés-
re, hogy szerinte milyen a jé tanér, azt mondta
az egyik vele készitett interjuban: ,Mindenek-
elétt az, aki a didkjat munkatéarsanak tekinti, és
munkatérsként lehetéséget ad tanitvanyainak
az egyre bdvils, egyre magasabb szintd tudas
megszerzésére. Ezen feliil pedig az érdeklédést
a konyvtéar irdnyéba tereli.”

Aradt retorikajabdl a didkszeretet. Hogy mi
volt ennek az oka? Errdl igy nyilatkozott jelen
megemlékez$ sorok szerzGjének a vele készitett
utolsé interjiban, két héttel halala elétt: |, A szent-
péteri iskolai évek alatt kitting osztdlyk6zéssé-
get alkottunk. Olyan pedagdgusok tanitottak és
szerettették meg velem a matematikdt, akiknek
az életmuvét — ugy éreztem — tovdbb kell vin-
nem. Nem volt nehéz, hiszen Imre bdtydm itt
tanitott a komdromi gimndziumban, IGttam, mi-
ként készil az 6rdkra. Magdval ragadott. Az
a tudat, hogy a felvidéki magyar didkoknak tébb-
lettuddst kell adni, annak érdekében is, hogy
idegen nyelv féiskoldkon is megdlljdk a helyi-
ket, meghatdrozé tényezd volt. Ezekkel a tanit-
vdnyaimmal sokkal emberibb, kézvetlenebb kap-
csolatot alakitottam ki. Nemcsak a matematikd-
rél, a szakmdrdl beszélgettiink, hanem az élet
nagy dolgairdl is. A foglalkozdsok nagy hatdst
gvakoroltak rdjuk és rdm egyardnt. Sokat jar-
tam veliik Erdélybe és a térténelmi Magyaror-
szd4g tobb vidékére, ott is matematikdztunk, be-
szélgettiink. Egy tandrnak elsGsorban ezért ér-
demes élnie.”

Csodélatos érzékkel mutatott ra4 az egyete-
mes magyar kulturélis értékekre. Vonzédott a ma-
gyar kultirdhoz, tAmogatta, népszertsitette azt.
Tette ezt mély magyarsagtudataval, hazaszere-
tetével, a sziléfold, a Felvidék és Komérom
irdnti hiségével.

Tarics Péter, ujsdagiré, tanitvdny, bardt
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Dr. Urbdn Janosra emlékezve ujra kézoljik

a lap 2010. szeptemberi szdmdban megjelent cikkét.

Dr. Urban Janos

Néhany feladat a diofantikus egyenletek

koreébdl

z itt kovetkezd oldalakon olyan példa-
(A kat mutatunk be, amelyek egy része

a9., 10. osztédlyban targyalhaté, de
a 11. osztdlyban mér mindegyik feldolgozhaté.
Rendes tanéran kiegészité anyagként, esetleg
szakkoron érdemes ezekkel foglalkozni.

A témakor gyakran eléfordul versenyeken,
a KéMal pontversenyein is.

A feladatok tobbsége 6nmagéban is érde-
kes, a bemutatott megoldasok sorén jé alkalom
nyilik azonos atalakitasok gyakorléaséra, kiilén-
bozé algebrai Gtletek megismertetésére.

Néhany feladatrél az elején még nem lat-
szik, csak megoldas kozben deriil ki, hogy az
egész szamok korében kell megoldanunk egy
egyenletet.

Lassuk a feladatokat és a vézlatos megoldéa-
sokat.

1. Egy egész hosszisagu négyzetet feldara-
boltunk 15 darab 1 x 1-es négyzetre és egy na-
gyobb négyzetre. Mekkora volt az eredeti négy-
zet oldala?

Megoldas:

Jelolje x az eredeti négyzet oldalanak hosszat, y
a darabolas utan kapott nem 1 x 1-es négyzet
oldalanak hosszét (x >y > 1), x, v egészek.

A feltétel szerint x2 = y2 + 15, azaz

x2 —y2=15,
(x—y)(x+y)=15.

Mivel x, v pozitiv egészek, 0 <x—y<x+y is
egészek, a 15-6t tehat fel kell bontani két pozitiv
egész szam szorzatara: 15=1-15=3-5 (mas
nincs). Igy a széba jéhets megoldasok:

(1) x-y=1, és
x+y=15,

Az (1) —es egyenletrendszerbdl x =8, y =7, te-
hét az eredeti négyzet oldala 8 egység, a 15 da-
rab 1 x 1-es négyzet levagasa utdn megmaradt
négyzet oldala 7 egység.

A (2)-es egyenletrendszerbdl x=4, y=1, ami
nem j6 megoldéas, mivel a megmaradé négyzet
oldala is 1 egység.

2. Oldjuk meg az egész szamok halmazéan
a kovetkezb egyenleteket:
a) x2+ 2xy — 3y = 20;
b) 6x2 —xy—12y2 =14,

Megoldds:
a) Alakitsuk szorzattd az egyenlet bal oldalan
all6 kifejezést:
(x +y)? = (29)? = (x — y)(x + 3y) = 20.

A 20-at kell két azonos paritasi tényezd
szorzatara bontani, hiszen (x — y) + (x + 3y) =
=2x + 2y = 2(x + y) péros szam, tehét a két
tényez§ azonos paritasu.
Mivel a 20 barmely szorzattd bontasaban
legalabb az egyik tényezd paros, ezért mind-
két tényez$ csak péros lehet. Igy a 2 - 10
és a (-2) - (—10) felbontasok johetnek sz6-
ba. Ezekbdl a kovetkezd négy megoldast
kapjuk: (4; 2), (-4;-2), (8 -2), (-8;2).
b) Itt is szorzat alakban irjuk fel a bal oldalon
all6 kifejezést:
6x% — xy — 122 = (2x — 3y)(3x + 4y) = 14.
A lehetséges szorzatfelbontasokat végig-
prébaélva azt talaljuk, hogy
(1) 2x-3y=7, ¢és (2) 2x—-3y=-7,
3x+4y=2; 3x+4y=-2
ad megoldast, méghozza (2; 1) és (-2; 1)
lesz a kapott két szampér.
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3. Oldjuk meg az egész szamok halmazan
a kovetkez egyenletet:

2xy + 3y = 24.

Megoldds:
Itt is szorzattd érdemes alakitani a bal oldalon
all6 kifejezést.

y(2x + 3y) = 24.
Ha vy pératlan, akkor 2x + 3y is pératlan. Ilyen
megoldas nincs, mert két paratlan szam szorzata
nem lehet péros.
Az y tehat 24-nek egy paros osztdja lehet: 2, 4,
6, 8,12, 24, -2, -4, -6, -8, -12, —24 va-
lamelyike. Sorra nézve az egyes eseteket, 8
megoldaspért kapunk x-re és y-ra.

4. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok hal-
mazan :
a) x(y+1)%2=243y;
b) x2—xy+2x—-3y=11.

Megoldas:

a) Mivel (y; v+1)=1, (v+ 1)2 osztéja 243 =
=35nek, tehat (v+12>2), (v+1)2=32
vagy (v+1)2=3% azaz y+1=3, v;=2
vagy y+1=9, y,=8, és gy x;=>54,
X9 = 24.

b) Fejezziik ki y-t az egyenletbdl:

x?4+2x-11
x+3

hiszen x + 3 > 0. Ebbdl

’

x?+2x-3-8 8
S e R .
x+3 x+3

v csak akkor lehet egész, ha x + 3 osztdja
8-nak, azaz x + 3 lehet 1, 2, 4 és 8, mivel
x>0, x+32>4. Ha x+3=4, azaz x=1,
akkor y<0, ez nem j6 megoldas. Igy
x +3 =8 lehet csak, azaz x=5, ésy=3 az
egyetlen megoldéaspér a porzitiv egész sza-
mok korében.

5. Oldjuk meg az egész szamok halmazan
a kovetkez§ egyenleteket:
a) x(x+1)=4y(y +1);
b) x(x+1)(x+ 7)(x + 8) = v2.

Megoldas:
a) Azonos atalakitdsokat és szorzatta alakitést
célszerd végezni:

432 +4x +1=4(4y%2 + 4y + 1) - 3,
ahonnan ezt kapjuk:
(22 +1))2 — (2x+ 1)2=3.

A 3 csak a kovetkez8képpen irhaté fel két
négyzetszam kiilonbségeként: 22— 12 =3.
Tehat |2y+1| =1 és |2x+ 1| =1. Ezek-
bdl a lehetséges megoldas parok: (0; 0),
(-1;0), (0;-1), (-1;-1).

b) Szorozzuk Gssze a bal oldali kifejezésben az
elsé és utolsd, valamint a két kozépss té-
nyezét

(x2 + 8x)(x2 + 8x + 7) = v2.

Legyen x2 + 8x =z, igy az egyenlet a ko-
vetkez$ alakot olti: z(z + 7) = y2. Alakitsuk
at a kapott egyenletet igy:

472 + 287 + 49 — 4y2 = 49,
azaz
(22 + 7)2 — (2y)2 = 49.

A bal oldalt szorzatta alakitva:
(22 + 7 + 2y)(2z + 7 — 2y) = 49.
Mindkét tényez$ pératlan, igy 49 barmely

két tényezGs szorzat elallitasa szdéba johet.
A kovetkezd megoldéasokat kapjuk (v; z)-
re: (12;9), (-12;9), (0;0), (0;-7),
(12; -16), (-12;-16).

Végul (x; y)-ra a kovetkez$ tiz megoldas
addédik: (15 12), (1;-12) (-9; 12),
(=9;-12), (0;0), (-1;0), (=8;0), (=7;0),
(-4; 12), (-4;-12).

6. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok koré-
ben a kovetkezd egyenletrendszert:
x+yz=19,
Xx+y+z=14.
Megoldds:
Az egyenletrendszerbdl v, z-re a kdvetkezd egyen-
letet kapjuk:
yz—z—-y=5, azaz (y—1)(z—-1)=6.

Az x, v, z> 0 egészek, igy e feltétel miatt y — 1,
z—1 > 0. Kovetkezésképpen 6-nak a kdvetkezd
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szorzat alakjai johetnek széba: 1-6, 2-3,
3-2, 6-1. Ezeknek megfeleléen (x; y; z)-re
a kovetkezd szamharmasokat kapjuk: (5; 2; 7),
(5;7,2), (7;3;4), (7;4;3).

7. Hany megoldésa van az egész szamok
korében a kovetkezd egyenletnek?
X2 — y2 = 2100

Megoldds:
Az egyenlet bal oldalét alakitsuk szorzatta:

X% = %= (x - y)lx +y) = 210,

Mivel x —y és x +y Osszege paros, a két szam
azonos paritasu, tehat mindkettd paros. Igy ak-
kor kapunk megoldast, ha
x—y=2k x+y=210-k

vagy

x—y=-2k x+y=-2100-k
0 < k<100.
Tehat osszesen 2 - 99 = 198 megoldas lesz az
egész szamok halmazan.

8. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok hal-
mazan:
F-2v=1.
Megoldas:
Rendezzik &t az egyenletet és a bal oldalon ka-
pott kifejezést alakitsuk szorzatté:
X—-1=2v.
203~ 143-24  +3+1)=2v
Ha x =y = 1, akkor teljestil az egyenléség, tehat

ez j6 megoldas.
Hay-1>0, akkor

-1y 3-24 +3+1=2v1

a jobb oldal péaros, tehat x>0 paros, x =2z,
ahol z > 0, egész szam.
A 322_-1=2Y egyenlet bal oldalan allé kifeje-
zést szorzatta alakitjuk:

(32-1)(322-2+3%-44 ... +32+1)=2V.

Ez akkor teljesll, ha y>3, az x=2, y=3 j6
megoldas.
A két oldalt 8-cal osztva ezt kapjuk:

322-243%-44  +324+1=2v-3

Ha v > 3, akkor z paros, z=2u, tehat x =4u.
Az eredeti egyenlet ekkor 3% —1=2Y alakd.
A bal oldalt szorzatta alakitva

(34-1)(81u-1+ ... +1)=2v.

Mivel 34 -1=80 oszthaté 5-tel, de 2 nem
oszthaté 5-tel, ez nem teljestilhet. Tehat tébb
megoldés nincs.

9. Két szomszédos pozitiv egész szam kobé-
nek kiilénbsége n? (n > 0, egész). Igazoljuk, hogy
n két négyzetszdm osszege. (Példaul: 83 — 73 =
=512-343=169=132,13=22+32)

Megoldds:
A feltevés szerint

(k+13-/k3=3k2+3k+1=
=3k(k+1)+1=n2 (1)

ahol k > 0 egész szam. Mivel 3k(k + 1) péros,
n? pératlan, igy n is paratlan szam.
(1)-bél azonos éatalakitassal ezt kapjuk:

4(3k2+3k+1)=34k2 +4k+ 1)+ 1=
=3(2k+1)2+1=(2n)?
tehét

3(2k+1)2=(2n)2 - 1=(2n+1)2n - 1).

Mivel 2n+ 1 és 2n — 1 relativ primek, és szor-
zatuk egy négyzetszdm haromszorosa, ezért
vagy 2n + 1, vagy 2n — 1 is négyzetszam.
Ha 2n+1=(21-1)2=42-4]+1,

n = 2I2 — 21 paros szam, ami nem lehet.
Tehat 2n—1=(21-1)2=4[2 - 4]+ 1, amibdl
ez kovetkezik: n=2P-2/+1=F£+ (- 1)?,
ahol [ > 0 egész, és ezt kellett igazolni.

akkor

10. Vizsgéljuk egyszerre a kovetkez$ két
egyenlet megoldasait az egész szamok halma-
zan:

x2—2y2=1,
x? - 2y?=-1.

Igazoljuk, hogy ha (a; b) megoldésa az egyik
egyenletnek, akkor (a+ 2b;a+ b) megoldasa
a masik egyenletnek és forditva.

Mutassuk meg ennek alapjan, hogy mindkét
egyenletnek végtelen sok megoldéasa van.
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Megoldas:
Tegytk fel, hogy az (a; b) egész szamparra va-
lamelyik egyenlet teljestil, azaz
a? - 2b% = 1.

Ekkor

(a+2b)2 —2(a+b)2=-a? +2b%2=71
is teljestil. Tehat valéban megoldésai a masik
egyenletnek. Az a =1, b = 0 szdmpér kielégiti az

x2 — 2y2 = 1 egyenletet, ebbdl mar végtelen sok
megoldast kaphatunk. Ezek koziil néhany:

x 1, 1, 3, 7, 17, 41, 99,
v: 0, 1, 2, 5, 12, 29, 70,
X2—2921 11 _17 17 _17 17 _17 17

11. Mutassuk meg, hogy az x%—2y%=-1
egyenletnek végtelen sok olyan megoldasa van
az egész szamok halmazén, ahol x és y is pa-
ratlan szam.

Megoldas:

Akér az el6z6 10. feladat alapjan mondhatjuk,
hogy az &llitds nyilvan igaz. Kdzvetlentil igy lat-
haté be: (1; 1) megoldésa az egyenletnek, és ha
(a; b) megoldas, akkor (3a+4b;2a+ 3b) is
megoldas, mert ha a? — 2b? = —1, akkor

(3a +4b)2 - 2(2a + 3b)2 = a% - 2b%2 = -1
is teljestl.

12. Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan de-
rékszogd haromszog van, amelynek oldalhosz-
szait egész szamokkal lehet megadni, és a két
befogb hossza két szomszédos egész szam.

Megoldds:

Ismert, hogy a 3, 4, 5 egységoldali derékszo-
gl haromszog ilyen tulajdonséagu (32 + 42 = 52).
Azt kell igazolni, hogy az x%+ (x+1)2=y?
egyenletnek a pozitiv egész szdmok korében
végtelen sok megoldéasa van.

Azonos atalakitasokat végzink:

2%+ 2x+1=y2,
4x2 + dx + 2 = 292,
(2x+1)2 - 2y2 =-1.
Azt kell igazolni, hogy a z = 2x + 1 jeloléssel a
22 -2y2=-1
egyenletnek végtelen sok olyan megoldasa van,
ahol z pozitiv paratlan egész szam. Nyilvan v is

paratlan egész, ezt pedig az el6z8 11. feladat
megoldéaséabdl tudjuk.
Néhany példa megoldasokra:

z: 7, 41, 239, ...
v: 5, 29, 169, ...
x: 3, 20, 119, ... .

13. A kovetkez§ két egyenlbség nyilvan igaz:

1+2=3, 1+2+3+...+13+14=105=
=15+16+17+ 18+ 19 + 20.
Adjunk meg végtelen sok olyan n-et, amelyre
teljestil, hogy az elsé n pozitiv egész szam 6Gsz-
szege egyenld a kovetkezd néhéany egész szam
Osszegével.

Megoldas:
Legyenek k>n>0 egészek, és oldjuk meg az
142+ ... +n=n+14+n+2+...+k

egyenletet. Az ismert Gsszegképletek szerint az
egyenlet igy irhaté:

nin+1) _ k(k+1) n(n+1)
2 2 2
azonos atalakitasokkal
2
n2 tn= k“+k ’
2

8n® + 8n = 4k? + 4k,
22n+1)2-2=(2k+1)% -1,
(2k +1)% - 2(2n +1)% = -1.
Legyen x=2k + 1, y=2n+ 1, ekkor
x2 - 2y2=-1.

A 11. feladat megoldasabdl tudjuk, hogy az
egyenletnek végtelen sok olyan megoldasa van,
ahol x és y is paratlan pozitiv egész szam.
Néhany megoldas:

2k+1: 7, 41, 239, ...

2n+1: 5, 29, 169, ...
k: 3, 20, 119, ...
n: 2, 14, 84, ... .

14. Igazoljuk, hogy az
x2—xy—-yr==+1

egyenleteknek végtelen sok megoldésa van a
nemnegativ egész szamok halmazéan. (Mutassuk
meg, hogy (0; 1) megoldas, és ha (a; b) megol-
das, akkor (a + b; a) is megoldés.)
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Megoldas:

A (0; 1) szampér nyilvan megoldas: 0 -0 -1 =
=-1. Tegyik fel, hogy (a; b) megoldas, azaz
a2 —ab-b%=71.

Helyettesitsiik az egyenletbe az (a + b; a) szam-
part:

(a+b)2— (a+b)a—a?=—a2+ab+ b2 =71,
tehéat ez is megoldas. [rjuk fel az elsé tiz megol-

déaspart:
x: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,

34, ..
v: 1, 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,
21, ...
2-xy-vy& -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1,
1, ...

Ha a kapott x értékekre bevezetjik az fy =0,
fi=1, foio=fa+fas1 jelolést, akkor vilagos,
hogy ezek a Fibonacci sorozat elemei. Az y ér-
tékek egy ,ltemmel” késébb szintén a Fibo-
nacci sorozat elemei. Az egyenlet végtelen sok
megoldasat adjak tehat a kovetkezd szamok:
(fas1:f)n=0,1,2, ...

(Az is igazolhaté — kissé hosszadalmasabban —,
hogy a nemnegativ egészek kdérében nincs mas
megoldas.)

15. [rjuk fel a Pascal haromszég 14. és 15.

15) (14
sorét, és figyeljiik meg, hogy ( 5 J = ( P j

Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan x, y >0
egész szam van, amelyre teljesil, hogy

frjuk fel a Pascal haromszog 14. soranak elsé 8
elemét:

1, 14, 91, 364, 1001, 2002, 3003, 3432, ...
majd a 15 sor elejét:
1, 15, 105, 455, 1365, 3003, 5005, ... .

A definici6  alapjan

by
= egyenletet:
v-1 v

alakitsuk at az

x! o (x=D)!
W-Dlx-y+1)! ylx-1-y)!’
xy=(x-y+1)(x-y). (1)

Tegytik fel, hogy x, v >0 egészek, és megolda-
sai az egyenletnek. Ekkor x=a-d, y=b-d
alakba irhatd, ahol (a; b) =1. Ezeket (1)-be
helyettesitve, és d-vel egyszerUsitve ezt kapjuk:

abd = (ad — bd + 1)(a - b).

Mivel (ab;a—b)=1 és (ad—bd+1;d)=1,
csak a kovetkezd lehetéség maradt:

a-b=d és ab=ad-bd+1.

Az els§ egyenletbdl a=b +d, ezt a masodik
egyenletbe helyettesitve és rendezve:

(b+d)b=(b+d)d-bd+1,
b2+bd-d?=1,
d? —bd - b%=-1. (2)

Az el6z6, 14. feladat megoldasa alapjan tudjuk,
hogy a kapott (2) egyenletnek végtelen sok
megoldasa van, ezek igy irhatok:

d=fo, b=fo_1, k=1,2,3,....
Ekkor a=d + b = fy , 1, tehat
X=for fok+ 1, V=Fok fok-1.

Igazolhat6 az 3, — fox + 1 - fox _1 = —1 azonossag
felhasznalasaval, hogy ezek valéban megolda-
sok. (Tovabbi meggondoléssal az is igazolhat6,
hogy a nemnegativ egészek kérében mas meg-
oldas nincs.)

A talalt megoldasok koziil az els6 néhany:

1, 3, 8 21, 55, ..
1, 2, 5 13, 34, ..
2, 5 13, 34, 89, ..
2, 15, 104, 714, 4895, ...
1, 6, 40, 273, 1870, ... .

S8 T
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Dr. Molndr Istvan

Néhany 0sszegzési feladat

En azt mondom, hogy nem az a feladata
a matematikdnak, hogy bemagoltasson
az emberrel bizonyos dolgokat, hanem

hogy gondolkoddsra prébdljon nevelni.”

Dr. Urban Jéanos
A kovetkezékben néhény Osszegzési felada-

ton keresztiil érdekes 6sszefliggéseket mutatunk
be a pozitiv egész szamok korében.

I. Egy érdekes ,szabdlyszerdség” figyelhetd
meg a pozitiv egész szamok esetén, nevezetesen:
1+2=3
4+5+6=7+8
9+10+11+12=13+14+15
16+17+18+19+20=21+22+23+24

Tegylik fel a kérdést altalanosan:

1. Igaz-e, hogy barmely pozitiv egész n esetén
létezik 2n + 1 darab egymast kdvetd pozitiv egész
szam gy, hogy az els6 n + 1 darab szam Gssze-
ge egyenld az utolsé n darab szdm Gsszegével?

Megoldds
Legyen a 2n + 1 darab egymast kovetd pozitiv
egész szam:
x; x+1; x+2; .., x+n; x+n+1; ..
x+2n-1; x+2n, aholxeZ*.
Teljestilnie kell az alabbi 6sszefliggésnek:

X+x+1D)+x+2)+...+(x+n)=
=x+n+1)+...+(x+2n-1)+ (x +2n)

Atrendezve:
x+n=(x+2n)-x+(x+2n-1)—- (x+1)+
+.+(x+n+1)-(x+n-1)
x+n=2n+(2n-2)+..+2
x+n=2-n+n-1+..+2+1)=

=2-n(n2+1) =n+n

Innen x = n2.

Tehét a keresett 2n + 1 szam, barmely n e Z*
esetén: n?; n+1; n2+2; ..., n? + 2n, azaz &l-
taldnosan
n2+m2+1)+n2+2)+...+(n%2+n)=
=n2+n+1)+N2+n+2)+...+ (n?+2n).

Megjegyzés

Mivel az n-edik sor utolsé eleme nZ+2n és
a kovetkezd természetes szam az n?+2n+ 1=
=(n+1)2, épp az (n+ 1)-edik sor els§ eleme,
igy az Gsszes pozitiv egész szam benne lesz a ,,tab-
lazatban”.

II. A kovetkezékben vizsgaljunk meg egy al-
taldnosabb feladatot!

2. Létezik-e végtelen sok olyan pozitiv egész
n, amelyre teljesil, hogy az elsé n darab pozitiv
egész szam Osszege egyenld a kovetkezd né-
hény egymés utani egész szam Gsszegével?

Megoldas

Legyenek n, k pozitiv egész szamok tgy, hogy
O<n<k.

Teljestilnie kell az alabbi 6sszeftiggésnek:

1+2+3+...+n=n+1)+(n+2)+...+k
n k n
2i=2i-2i
i=1 =1 =1

Az ismert 6sszegképletek alapjan kapjuk, hogy

nin+1) _ k(k+1) n(n+1)
2 2 2
Atrendezve:
ﬂ%;B—Mn+D=O

4k? + 4k —8n* —8n=0
(2k+1)?-1-2(2n+1)?>+2=0
2k+1)%-22n+1)% =-1

Legyen x=2k+1ésy=2n+1.
Igy az x2-2y2=-1 diofantikus egyenlethez
jutunk.
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Figyelembe véve, hogy x és v is paratlan szam,
elegend§ belatnunk, hogy az x2-2y2=-1
egyenletnek végtelen sok megoldasa van a po-
zitiv péaratlan egész szamok halmazan.

Némi probélkozas utan ez kénnyen bizonyit-
hat6, hiszen egyfeldl, ha u és v péaratlan sza-
mok, akkor 3u + 4v és 2u + 3v szintén pératlan
szamok lesznek, maésrészt pedig, ha (u; v) meg-
olddsa az x%-2y2=-1 egyenletnek, akkor
(Bu + 4v; 2u + 3v) szintén megoldésa lesz, mivel

(3u +4v)2 - 2(2u + 3v)2 = 9u? + 24uv + 1602 —
- 8u? — 24uv — 18v2 = u? - 2v% = 1.

A (7;5) megoldasa az egyenletnek (ugyan az
(1; 1) szintén megoldas, de ebben az esetben
n =k =0, ami nem j6 a kezdeti feltételek miatt),
igy az el@bbiekben leirtak alapjan végtelen sok
megoldést szarmaztathatunk.

Néhany megoldas:

x 7 41 239 1393
v 5 29 169 985
k 3 20 119 696
n 2 14 84 492
azaz
1+2=3

1+2+3+...+14=15+16+...+ 20
1+2+3+...+84=85+86+...+119
1+2+3+...4492=493 +494 + ... + 696

Megjegyzés

A 2. feladat tobb, a diofantikus egyenletekhez
kapcsolédé feladattal egytitt megtalalhaté [1]-
ben is.

II1. FeltehetS a kérdés, hogy mi torténik ak-
kor, ha az elsé feladatban a pozitiv egész sza-
mok helyén azok négyzetei allnak?

3. Létezik-e 2n+ 1 darab (n pozitiv egész)
egymast kdvetd pozitiv egész szam tgy, hogy az
els6 n+1 darab szdm négyzeteinek Osszege
egyenld az utols6 n darab szam négyzeteinek
Osszegével?

Megoldds
Legyen a 2n + 1 darab egymast kévetd pozitiv
egész szam:
x; x+1; x+2; .., x+n, x+n+1; ..;
x+2n-1; x+2n, aholxeZ*.

Teljestilnie kell az alabbi 6sszefliggésnek:

X2+ (x+ 12+ (x+2)2+...+(x+n)2=
=(x+n+1)2+ ... +(x+2n-1)2+ (x +2n)2.

Atrendezve, majd alkalmazva az A2-B2=
= (A + B)(A — B) azonossagot kapjuk, hogy

(x+n2=(x+2n)2-x2+ (x+2n-1)2 -
—x+1)2+.. +(x+n+1)2—(x+n-1)2

(x+n)2=(2x+2n)-2n+
+(2x+2n)-2n-2)+ ...+ (2x+2n) - 2.

x+n)2=2-2x+2n)n+n-1+...+2+1)=

_2.(2x+2n). 2t D

=2(x +n)(n® +n).

Mivel x + n > 0, ezért végigoszthatunk vele, igy
X +n=2n? + 2n, ahonnan x = 2n2 + n.

Tehét a keresett 2n + 1 szam, barmely n e Z*
esetén:

2n2+n; 2n2+n+1; 2n2+n+2; ..
2n? + 3n,

azaz altalanosan

2n2+n)2+@2n2+n+1)2+...+(2n%2+2n)2=
=2n2+2n+ 12+ (2n2+2n+2)2+ ... +
+(2n? + 3n)?

Megjegyzés
Irjuk fel az els6 néhany n érték esetén kapott
eredményt:

32 +4% =52
10% +11% +12% =132 +142
212 + 222 + 232 + 242 = 252 1 262 + 272
362 + 372 + 382 + 392 + 40% = 412 + 422 + 43% 1 44°

Medfigyelhetd, hogy a felirt sorok elsé eleme
egy hadromszogszam négyzete.

(A héaromszogszamok olyan szamok, amelyek
elééllnak az elsd néhany egymaést kovetd pozitiv
egész szam Osszegeként, azaz az 1 +2+...+n
alaki szdmok. Neviiket onnan kapték, hogy
szabalyos haromszog alakba rendezhetdk. Az
elsé husz haromszogszam: 1; 3; 6; 10; 15; 21;
28; 36; 45; 55; 66; 78; 91; 105; 120; 136; 153;
171; 190; 210.

Ez a megfigyelés minden sor esetén igaznak bizo-
nyul, mivel az n-edik sor elsG eleme a (2n? + n)2

é6s 2n?+n 4tithaté 2n2+n=n2n+1)=
:% alakra, tehat haromszogszam lesz

(és pedig a 2n-edik haromszogszam).

14 MOZAIK KIADO



2012. december

A MATEMATIKA TANITASA

IV. A tovébbiakban a haromszégszamokat ta-
nulmanyozva a kbvetkezd megfigyelést tehetjtik:

1+3+6=10
15+21+28+36=45+55
66+78+91+105+120=136+153+171

t1+t2 +t3=t4
t5+t6 +t7 +t8=t9+t10
ti1 +hp thg +hg Hhs =g +H7 Hhg

ahol t,-nel jeloljik az n-edik haromszogszamot.
A fentiek kapcsan adédik a kovetkezs kérdés:

4. Igaz-e, hogy barmely pozitiv egész n ese-
tén létezik 2n darab egymaés uténi haromszog-
szam gy, hogy az elsé n + 1 darab haromszog-
szam osszege egyenld az utolsé n — 1 darab héa-
romszOgszam Gsszegével?

Megoldds
Legyen a 2n darab egymas utani haromszog-
széam:

Jbean beanels oo
te+2n-2; teron-1, aholx eZ*.

te ter 1 Bers o

Teljestilnie kell az alabbi sszefliggésnek:

tx+tx+1+tx+2+"'+tx+n:
=thein+1tboins2tterono1

Atrendezve:
tettein=(teone1 —ter1) +beineo—
tx+2) +...+ (tx+2n—1 _tx+n—1)
n-1
tetten= z (tx+n+k _tx+k)
k=1
Mivel
(x+n+k)(x+n+k+1)
berntk—bosk = 2 -
_M;kﬂ):% NI INTIN

+2nx + 2kx + 2nk + x + n + k — x% — 2kx —

—k2—x—k)=%~(n2+2nx+2nk+n)=

=g.(2x+2k+n+1),

x(x+1)+(x+n)(x+n+1)
2 2

— n-1
z[ﬁ 2x+2k+n+1)} - [(2x + 2k +n+1)
il2 2 k=1

% (x2+x+x2+2nx+n2+x+n)=

=2.{2x(n—1)+2-(”‘1)”
2 2

+(n+1)(n—1)}.

A muveletek elvégzése, atrendezés és az Gssze-
vonasok utan kapjuk, hogy
2+2nx—xn?+x-nd+n2+n=0
rnx+nx+n?-xn2-n+x+n=0
x(x+n)+n(x+n)—n(x+n)+(x+n)=0
(x+nx+n-n?2+1)=0

Mivel x + n > 0, ezért végigoszthatunk vele, igy
x+n-n?+1=0, ahonnanx=n?—-n—1.
Tehét a keresett haromszogszamok:
t2_n-15 t2_p t2nals -5 t2yn-35 t2an-2
azaz altalanosan
btz _p_1+te_pt+tez_pi1+... .+t 1=
=tttz 1+ +t2,n 2

Megjegyzés

Mivel az n-edik sorban all6 utols6 haromszog-
szam indexe n® + n — 2 és a kovetkezd index az
+n-2+1=nf+n-1=n+12-(n+1)-1,
ami épp az (n + 1)-edik sorban all6 els§ harom-
szbgszam indexe, igy az Gsszes haromszogszam
megtalalhaté a fenti tablazatban.

Remélhetdbleg az ismertetett feladatokkal sikertilt
az érdeklddést felkelteniink, valamint észténzé-
leg hatnunk hasonl6é 6sszefliggések keresésére
és bemutataséara. Végezetil néhany tovabbi fel-
adat, melyek tanulméanyozasat a Tisztelt Olva-
séra bizzuk:

e Létezik-e 2n+1 darab (n pozitiv egész)
egymast kovetd porzitiv egész szam ugy,
hogy elsé n + 1 darab szam kobeinek 6sz-
szege egyenld az utolsé n darab szdm ko-
beinek Gsszegével?

» Létezik-e 2n darab (n pozitiv egész) egy-
mast kovetd pozitiv egész szam ugy, hogy
els6 n+1 darab szdm (négyzeteinek, ko-
beinek) Osszege egyenlé az utols6 n—1
darab szdm (négyzeteinek, kobeinek) sz-
szegével?

e Vannak-e olyan n-ek, amelyekre teljestil,
hogy az elsé n darab haromszogszam Gsz-
szege egyenld a kovetkezd néhany egymas
utani haromszdgszam Gsszegével?
Felhasznalt irodalom
Dr. Urban Jénos: Néhdny feladat a diofanti-

kus egyenletek korébdl. A Matematika Tani-
tasa, 2010/4. sz., 15-19.

(1

—
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Molndr Zoltan'

M:i fér bele a tananyagba projektiv

geometridbol!

Kivonat. Hogyan lehet a heti harom 6érés kilen-
cedikes matematika tananyagban elhelyezni
a Desargues-tételkort? Erre adnék részleges va-
laszt, kitérve természetesen az altalanositasok,
ill. a késébbi tizedikes alkalmazhatésag lehets-
ségére is.

1. Bevezetés

zom, de egészen biztosra veszem, hogy

a geometria szerepe a kozépiskolai ma-
tematika tantdrgy keretein belil egészen meg-
véltozott, legaldbbis a didkok szemében. Egy-
feldl a szamitégépes animéacié elterjedése a min-
dennapi életben, masfelél az animéacidk ming-
ségének intenziv fejlédése nyilvanvaléan kihat
arra, hogy milyen élményt varnak a kozépisko-
lasok a vizudlis muveltségteriilet tantérgyaitdl,
illetve ezen beliil a geometria témakorétdl. Egyet-
len illusztrélé példa: mig a '90-es évek elejéig
a szakkozépiskolakban az &brézolé geometriét,
illetve az ezzel rokon szakrajzot kilon tantéargy-
ként tanitottdk, addig ez a teriilet mostanra in-
tegralédott mas részteriiletekkel egyltitt, mint pél-
daul a szamitégépes tervezés, CAD-CAM prog-
ramok haszndlata komplexebb muszaki kom-
munikacids tantargyakban. Mindez értékelhetd
a geometria héattérbe szorulasaként, amennyi-
ben geometridn az elemi sikgeometriat értjik.
Ertékelheté azonban gy is, hogy a geometria
kiszabadult a matematikadrakrdl a vizudlis kom-

7@ ar csak szubjektiv benyomasokra alapo-

1 Koszonetemet fejezem ki Wettl Ferencnek, a BME Al-
gebra Tanszéke docensének, akivel a perspektivitas té-
makoérében szamomra nagyon tanulsagos beszélgetést
folytathattam.

munikécié altalanosabb szintereire, maga utan
hagyva a fogalmai koré szervez8dott évezredes
axiomatikus-verbalis védGovet. A szerkeszthet-
ség és a diszkusszié korlatozo, ill. verbélis tevé-
kenysége utan most a hangsuly a lattatason van.

Ennek a hangsulyeltolédasnak kisérletkép-
pen megfelelve a perspektivat és a térszemléle-
tet probaltam bevonni a kilencedikes geometria
tananyagba. A feladatokat Ugy szerkesztettem
Ossze, hogy a szokésos szerkesztéseket gyakor-
16, alapfogalmakat atismétlé feladatok ,,burko-
16gorbéje” egy Gj témakort jelenitsen meg, és-
pedig a Desargues-tételt és a hozza kapcsolodd
tétel- és példakort. Mindezt Ggy, hogy lehetbleg
ne béviljon lényegesen a tananyag, csak né-
hény plusz érat és néhany szokasostdl eltérd
feladatot sziirtam be a méasodik féléves geomet-
ria témakorbe.

A budapesti Sztehlo Gabor Evangélikus Gim-
nézium rajz és muvészet tagozatos kilencedike-
sei a sajat keziik munkéjara racsodélkozva is-
merték meg a perspektivikus és axonometrikus
abrazolas elemeit, természetesen csak az idd
rovidségét tekintetbe vevd naiv szinten.

A bevezetd végén megemliteném, hogy a cim
egy kis indoklasra szorul. A hosszabb verzi6 biz-
tos ez lenne:  Mi fér bele a minimaélis heti ha-
rom Oraba projektiv geometriabdl?”. Emelt éra-
szamban ugyanis sok izgalmas témakort lehet
érinteni, ami akér a didk, akér a tanar szamara
élvezetessé teszi a matematikadrét, Gj mddsze-
rek, megoldéasi médok felmutatdsaval hasznos-
sa teszi az adott témakorre forditott idét. Most
inkdbb azt mutatndm be, hogy alacsony éra-
szamban hogyan lehet gy strukturalni a kilen-
cedikes geometria témakort, hogy mégis bele-
férjen egy kicsi masbdl is. Az alébbi feladatsor

16 MOZAIK KIADO
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elsGsorban matematika tanaroknak szdl, nem
fogalmaztam tGgy at, hogy az tankényvrészlet-
ként is megdllja a helyét. Tanitasat el kell készi-
teni azzal, hogy a feladatok és magyarazatok sz6-
hasznélatat az adott didkcsoport igényeinek és
befogaddképességének megfelelGen alakitjuk at.

2. Perspektivitas

A kiindulépontunk az, hogy a geometriat a tér-
elemek illeszkedésének témakorével kezdjik,
olyan alapvetd feladatok attekintésével, ame-
lyekben sikok, sik és egyenes, egyenesek kol-
csonos elhelyezkedéseit ismerhetjiik meg. Ezt
kovetden, az alapszerkesztéseket atismételve
maris ratérhetiink néhany, mar az altalanos is-
kolabdl jol ismert sikbeli transzforméacié végre-
hajtaséra. Az aldbbiak azonnal koézel visznek
minket a projektiv geometria fogalmaihoz.

1. feladat. Adott pontbdl kicsinyitsiink felére
egy adott haromszoget! (V6.: [Kosztolanyi 2003,
133. o., 1. példa].)

Megjegyzés. Természetesen a feladat a matema-
tikai szigorisag egy adott fokat megkovetelve
csak a kézéppontos hasonlésag alapos ismere-
tével oldhaté meg. Am, ha ez az &ltalanos is-
koldban nem volt olyan akadaly, ami a szer-
kesztés Kkivitelezését bemutathatatlanna tette
volna, akkor ez most sem okozhat problémat.

Megoldds. Felezziik meg az OA, OB, OC szaka-
szokat (1. dbra). Ekkor példaul az OAB hérom-
sz0g kicsinyitett képe az OA’B’ hadromszdg lesz,
igy az ABC héaromszog oldalainak Kkicsinyitett

1. dbra

képei rendre az A’'B’C’ haromszog oldalai lesz-
nek.

Régton réamutathatunk arra, hogy a haromszog
és képe egymashoz a kicsinyités kézéppontjara
vonatkozban perspektiv, altalaban pedig:

1. definicié. Az ABC héaromszog és a neki
megfeleltetett A’'B’C’ haromszég pontra pers-
pektiv, ha van olyan pont, melyen a megfelel$
csUcspéarok altal meghatérozott egyenesek mind
athaladnak. (V6.: [Hajés 1991, 452. o.].)

oz

Az el6z6 feladathoz hasonléan a korabban ta-
nult szerkesztési eljarasok felelevenitésére szol-
géalhat a kovetkezd is.

2. feladat. Adott egyenesre tiikrozziink egy héa-
romszoget, melynek oldalai nem parhuzamosak
a tikortengellyel! Hol metszik egymaéast a meg-
felel6 oldalak egyenesei? (Vo.: [Kosztolanyi
2003, 133. o., 1. példal.)

Megjegyzés. Szokasos a tengelyes tiikrozést tgy
megvaldsitani, hogy kijeloliink a tengelyen két
tetsz6leges pontot, majd el6bb az egyikbe, majd
a masikba beszarjuk a korzét és rendre korive-
ztink a tkrozni kivant pontokig kinyitott korzé-
vel. Itt is érdemes kitérni arra, hogy azt gondos
érveléssel kéne belatni, hogy ez a szerkesztés
valéban a tiikorképet adja.

C
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Megoldds. A szerkesztési pontatlansdg dacéara
a szimmetria miatt mindenki szdméra vilagos,
hogy az egyenesek a tengelyen metszik egy-
mast. Valéban, példaul ha az AB oldal egyene-
se az M pontban metszi a tengelyt (2. dbra), ak-
kor az A, B, M pontok k&zos egyenesének képe
(a tOkrozés egyenestartdsa miatt) az A’, B, M
pontok egyenes lesz, melyek metszéspontja az
M tengelypont.

2. definicié. Az ABC héaromszog és a neki
megfeleltetett A’B’C’ haromszdg egyenesre pers-
pektiv, ha a megfelel§ oldalegyenesek metszés-
pontjai egy egyenesre esnek. (Vo.: [Hajés 1991,
452.0.].)

Tudjuk, hogy az elsé és mésodik feladat a pers-
pektivitas jellegzetes, de atipikus esetei: az els§
alakzat egyenesre is perspektiv, de a perspekti-
va egyenese az ideélis egyenes, a méasodik alak-
zat pontra is perspektiv, de az a pont egy idedlis
pont.? Ezeket a lényeges, de kivételes vonatko-
zésokat egyelGre elhallgathatjuk didkjaink elétt.
A teljesség kedvéért azonban itt lefrjuk a meg-
felel$ definicidkat.

3. definicié. Az S sik egyméssal parhuzamos
egyenesei egy-egy ekvivalenciaosztalyt hatéa-
roznak meg. Ezeket az osztélyokat idedlis pon-
toknak, az idedlis pontok halmazét (7) idedlis
egyenesnek nevezzik. A P=S U 7 halmaz az
idedlis elemekkel kibdvitett sik, azaz a projektiv
sik. Az 117 idedlis pont rajta van az ec S
egyenesen, ha e €1, azaz I az e-vel parhuzamos
sikbeli egyenesek halmaza. Az ideélis pontok

rajta vannak az idedlis egyenesen. (Vo.: [Hajés
441.0.,44.11]))

Megjegyzés. Az idedlis pontok definicidja utan
a pontra és egyenesre perspektivitas fogalméat
érdemes értelemszertien kiterjeszteni az idedlis
elemekre is. Ez esetben a kicsinyitéses példa el-
rendezése nem csak pontra, de egyenesre vo-
natkozé perspektivitast, a tiikrozéses példa pe-
dig pontra perspektvitast is mutat. Az elsg eset-
ben a perspektivitas tengelye az idedlis egyenes,

2 Lasd [Hajés 1991, 453. 0. B megj.].

a masodikban a perspektivitas kdzéppontja a ten-
gelyre merdleges egyenesek altal meghatarozott
idedlis pont. A bolcsész érdeklédést diakok elétt
a vilagért se mulasszuk el megjegyezni, hogy
a projektiv sik szohasznalatdban érvényessé va-
lik a Bolyai-parafrazis: a parhuzamosok az ide-

alis pontban talalkoznak.

3. Desargues tétele

3. feladat. Rajzoljunk két haromszoget, me-
lyek pontra perspektivek és ahol a megfelel§
oldalak egyenesei metszik egymést! Egyenesre
is perspektivek-e ezek? (Vo.: [Hajés 1991, 452.
o., Tétel a)].)

Megoldds. Természetesen a vélasz a szerkesztés
alapjan csak sejtésként fogalmazhaté meg. A gya-
nGt, miszerint igen: egyenesre is perspektiv az
elrendezés, Desargues tétele® igazolja, melynek
egy esetét és egy iranyat be fogjuk bizonyitani.

Megjegyzés. A Desargues-tétel szokasos tér-
geometriai bizonyitdsa nagy erével mutatja azt
a geometriai hagyomanyt, mely az Eukleidész
el6tti matematikaig vezethet§ vissza és amely
abban a megfigyelésben érheté legjobban tet-
ten, hogy az 6gorogok bizonyitasra hasznalt
szava egyszerre ,megmutatast”, ,belatast” is je-
lent. Az &bra mintegy megelevenedik és létre-
hozza a szemlélében a szubjektiv bizonyossag
élményét, mindenféle verbdlis érvelés nélkiil,
afeldl, hogy a tétel igaz. Az érvel6 matematika
elétti korrdl olvashatunk Szabé Arpad szamos
munkéajaban®, de ugyanerre a jelenségre utal
Reuben Hersh is, amikor rdmutat arra, hogy
Eukleidész Elemeiben minden egyes tételnél sze-
repel egy dbra, mely a belatast segiti el§, s mely
egyéltalan nem csak mellékes illusztracié.’

4. feladat. (Desargues-tétel) Bizonyitsuk be tér-
geometriai eszk6zokkel, hogy ha két haromszog
pontra perspektiv és a megfelel§ oldalak egye-
nesei metszik egymast, akkor a két haromszog

3 Lasd [Hajés 1991, 452. o.].
4 Lasd kiilonosképpen pl.: [Szabs 1997, 19. o.].
5 Lasd [Hersh 1997, p. 186].
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egyenesre is perspektiv! (Vo.: [Hajés 1991, 452.
o., Tétel a)].)

Megoldds. A Desargues-tétel ezen vdltozatat
a térgeometria illeszkedési témakorének kovet-
kezé gondolatmenetével igazolhatjuk.® A sikbeli
ABCA’B’C’ sokszog (3-4. dbra) tekinthet§ egy
haromoldalt csonkagulanak, melynek alapsikja
az A’B’C’ haromszog sikja, a metszés sikja pe-
dig az A, B, C pontok éltal kifeszitett sik.

Az ABC, oldalegyenesei mind a metsz§ sikban,
az A’'B’C’» minden oldalegyenese az alap sik-
jaban van. Tehét ha ezek az egyenesek metszik
egymast, akkor a metszéspontok csak a két sik
metszésvonalan lehetnek, azaz egy egyenesbe
esnek.

Megjegyzés. Lathato volt, hogy a bizonyités tisz-
tan térgeometriai illeszkedési feladat, és hason-
16képpen — bar kissé dsszetettebb médon — a té-
tel megforditasanak igazolasa is tisztan ilyen fel-
adat. Kovetkezésképp a Desargues-tétel tekint-
hetd az elsé geometriai témakor atismétlésének,
alkalmazéasanak.

4. dbra

6 Lasd [Hajés 1991, 453. o., B megj.].

4. Altalanositasok

A Desargues-tétel kimondasa és bizonyitasa, ha
akarjuk, tekinthet§ az elemi illeszkedési témakor
gyakorlasanak, ezért plusz érat nem emészt fol,
ismétlé éranak mindsithetS. A Desargues-tétel
altalanositasanak témakore mar azért egy-két
plusz éra beiktatasat igényli.

A tétel két irdnyba terjeszthetS ki. Egyfeld
gondolkodhatunk azon, hogy a tikrozéses fel-
adatban szerepld elrendezés alapjan milyen j
tételt mondhatunk ki. Ez az tt feltételezi, hogy
beszéltiink a didkoknak az idedlis alakzatokrdl.

5. feladat. Igazoljuk, hogy ha két haromszog
megfeleld cstcsai parhuzamos egyeneseket ha-
taroznak meg és a megfeleld oldalegyeneseik
metszik egymast, akkor a két hdromszog egye-
nesre perspektiv!

Megoldds. A megoldas a Desargues-tétel bizo-
nyitdsanak megismétlése haromoldali csonka
hasébra.

Megjegyzés. Talan nehézkesnek tlnik az allitas
megfogalmazasa, de gondoljunk bele: az idedlis
térelemek alapos megtanitasa, a projektiv sik
axiémarendszerének és dualitasi tételének is-
mertetése egylitt méar biztosan nem fér bele
a feszitett tempdju, heti harom érés rohanéasba.

A masik éaltalanositasi lehetéség a sokszogek
esete. Két n-sz6g pontra, ill. egyenesre vonatko-
z6 perspektivitasan azt értjik, hogy megfelel
cstcsaik kozos pontba érkezd egyeneseken van-
nak, ill. megfelel oldalegyeneseik kozos egye-
nesen metszik egymast.

6. feladat. Rajzoljunk pontra perspektiv négy-
szbgparokat! Egyenesre perspektivek-e ezek?

Megoldds. Méar az elsé prébéalkozasokbdl kide-
ril, hogy négyszogekre a Desargues-kijelentés
altalaban nem fog teljestilni. Elég sok szimmet-
riat mutaté elrendezésre azonban igen, példaul
négyzet vagy szimmetrikus trapéz nagyitott ké-
peinél.

Megjegyzés. Felvetédik a kérdés, hogy mi a fel-
tétele annak, hogy ha adott az els§ alakzat, ak-
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kor a pontra perspektivitas altali képével egytitt
mikor lesznek &k egyenesre is perspektivek.
Sajnos a [Vigassy 1972] szakkori kiadvanyban
a szerz$ félreérthetéen fogalmaz, amikor azt ir-
ja: ,S6t, a [Desargues-]tétel nem csak harom-
szbgekre érvényes, hanem négyszogekre is és
tetszéleges oldalszam(i sokszogekre is.”” A tétel
sokszogekre altaldban nem igaz.

Megjegyzés. A lehetséges altalanositasok felku-
tatasat kezdetben sikgeometriai, ill. térgeometriai
konstrukcids feladatként is felfoghatjuk. Mind-
kett§ érdekes megéllapitasokra vezet. Egyfeldl
érdeklédhetiink, hogy a Desargues-tétel térgeo-
metriai bizonyitdsa milyen altalanos elrendezé-
sekre mikodik még. Példaul milyen korre, ellip-
szisre, sokszogre?

Persze ehhez ra kell mutatnunk arra, hogy az el-
lipszis merdleges affinitdssal szarmaztathaté a kor-
bdl és hogy az ellipszis tekinthet§ egy ferde sik-
ban lévé kor képének. Ezek a projekt jellegd
feladatok inkabb hazi feladatként adhatdk fol.
Masteldl felvethetjiik a kdvetkezd sikbeli konst-
rukcios feladatot is.

7. feladat. Legyen adva egy tetszéleges négy-
szOg és a perspektivitds kozéppontja. Rajzoljunk
pontra perspektiv négyszoget hozza, mellyel egye-
nesre perspektiv part alkotnak!

Megjegyzés. Segitségként érdemes mondanunk,
hogy el8szoér rajzoljunk két perspektiv harom-
szbget, majd vegylnk fel egy Gj sugaron egy Gj
pontot és keressiik meg a képét, mely alkalmas
lesz. Ezutdn kénnyen megtaldlhaté a keresett
pont. A nehézség a konstrukcié helyességének
belatasédban van.

Megoldds. Vegyiink fel az 5. dbra szerint egqy O
pontra perspektiv ABC és A’'B’C’ haromszoget,
melyek perspektivitisanak tengelye az e egye-
nes, amit a megfelel§ oldalegyenesek Py, Po, P5
metszéspontjai hataroznak meg. Vegyiik {6l tet-
sz6legesen az O-bdl induld s sugarat és legyen
rajta a D pont tetszSleges. Tekintsiik a D és C
pontok egyenesét, ahol ez az egyenes metszi
a perspektivitas tengelyét, legyen az a P4 pont.

7 Lasd [Vigassy 1972, 59. o.].

Legyen a D’ pont az a pont, melyben a P4 és C’
egyenese metszi az s sugarat. Allitjuk, hogy ek-
kor az ABDC négyszdg egyenesre perspektiv az
A’B’D’C’ négyszdghtz. Valéban, elég a BD, B'D’
egyeneseinek metszéspontjat vizsgélni, a masik
metszéspont hasonléan viselkedik. A CBD és
C’B’D’ haromszogek pontra perspektivek, igy
egyenesre is. A CB és C’'B’ egyeneseinek met-
széspontja az e-n van (Pq), a konstrukcié miatt
a CD és C’D’ egyeneseinek metszéspontja is az
e-n van (P4). A CBD és C’B’D’ haromszogek
perspektivitasi tengelye tehat egybeesik az e-vel,
mely igy a négyszdgek szdmara is a perspek-
tivitas tengelye lesz.

5. dbra

Megjegyzés. Az érvelés szinte grafelméleti és va-
16ban, az altalanositas sikbeli telies grafokrdl szdl.®

4. definicié. Teljes n cstcspontu sokszég alatt
érttink a sikon n killénb6z4 pontot az Sket Osz-

nin-1)
2

szekotd

egyenes szakasszal egyltt.

(V6.: [Dowling 1917, p. 13, Sect. 13].)
Ekkor egy lehetséges sokszoges éltalanositast fo-
galmaz meg az alabbi feladat.

8. feladat. Legyen adva az S és S’ egymaésnak
megfeleltetett teljes n-sz6g, valamint az O pont
és a sokszogekben az a, a’ élpar. Ha mind az
n—2 darab T, T’ hdromszogpér rendre az S, S’
sokszdgekben, melynek oldala rendre az a, a’ él
az O-ra perspektiv, akkor a két sokszdg is pont-
ra perspektiv. (Vo.: [Dowling 1917, p. 24, Ex.
6].)

8 Lasd a [Dowling 1917] tankoényvet.
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Megjegyzés. A feladat megoldasa kozvetleniil
adddik az alabbi feladatbdl.

9. feladat. Igazoljuk, hogy két teljes négyszog
egyenesre perspektiv, ha benniik két haromszog
egyazon egyenesre perspektiv. (Vo.: [Dowling
1917, p. 23, Sect. 20, Thm. II].)

Megjegyzés. Ennek a feladatnak a megoldéasa
a 7-es konstrukcids feladattal rokon. A részletes
megoldast lasd itt: [Dowling 1917, p. 23-24].

5. Alkalmazasok

A témakor szamos alkalmazasra lelhet a sikgeo-
metria témakorében. Csak izelitéként néhany,
els@sorban illeszkedéssel kapcsolatos példa.

10. feladat. Tekintsik az ABC nem egyenld
szari haromszdoget. A magassagok talppontjai
legyenek T,, Ty, T.. Legyen P az a oldal és T, T,
egyenese, Q a b oldal és a T,T, egyenese és R
a c oldal és a T,T}, egyenese éltal alkotott met-
széspont. Igaz-e, hogy P, Q és R egy egyenesbe
esik?

Utmutatds. A haromszdg és talpponti harom-
szbge egymashoz pontra perspektiv.

11. feladat. Tekintsiik egy haromszog belsé
szogfelezbinek a beirt korrel alkotott metszés-
pontjait. Ebbdl a hat pontbdl alkossunk leg-
aldbb harom olyan héaromszoget, melyek az
adott hdromszoggel pontra perspektivek!

Utmutatds. Az oldalhoz kézelebbi metszéspon-
tok, a cstcsokhoz kozelebbi metszéspontok ill.
példaul két csicshoz kozelebbi és egy oldalhoz
kozelebbi metszéspont harmasa.

12. feladat. Legyenek egy hdromszog hozzairt
koreinek kozéppontjai: Ky, Ko, K3, a beirt ko-
rének kozéppontja K. Egyenesre, ill. pontra pers-
pektivek-e a K1KoK, K3KoK haromszogek? Ha
igen, mi a perspektivitds centruma és tengelye?

Utmutatds. A K;Ks szakasz egyenese athalad egy
csucson, a KoK szintén ugyanezen. Két-két meg-
feleltetett oldal metszéspontja kijel6li a tengelyt.

13. feladat. Legyen az ABC nem egyenl§ sza-
rd haromszog. Legyen F, az a oldal, Fj, a b ol-
dal felezéspontja, O a kortilirt korének kozép-
pontja, M a magassagpontja. Igazoljuk, hogy az
ABM héromszog és az F F O héromszog az
idedlis egyenesre perspektiv! Melyik a perspek-
tivitas kézéppontja?

Utmutatds. Pérositsuk tgy a két haromszog ol-
dalait, hogy azok egyméssal parhuzamosak le-
gyenek. Ekkor a perspektivitas tengelye az ide-
alis egyenes lesz.

14. feladat. Az el3z8 feladatnal melyik kozép-
pontra perspektiv a két egyenesre is perspektiv
haromszog? Igazoljuk ebbdl, hogy O, M és az
ABC héromszdg stlypontja egy egyenesbe es-
nek (Euler-egyenes).

Utmutatds. Két-két megfelel6 csics egyenese at-
halad a stlyponton. A harmadik cstcspér egye-
nese is ezen kell, hogy athaladjon a pontra vo-
natkozé perspektivitas folytan.
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Dr. Darvasi Gyula

A paralelogrammatétel

foglalkozni, amely Gsszefliggést fejez ki a pa-

ralelogramma oldalai és atléi kozott: A pa-
ralelogramma dtléinak négyzetdsszege egyenld
az oldalak négyzetdsszegével ([3] 111. oldal
1671. feladat, [4] 32. oldal 289. feladat).

Az ABCD paralelogrammara az a = AB = CD,
b=AD =BC, e=AC és f=BD jeloléseket elfo-
gadva (1. dbra) az elébbi &llitds az e? + f2 =
=2(a? + b?) algebrai alakba frhat6. Geometria-
ilag ez a tétel azt jelenti, hogy a paralelogram-
ma &tléi f6lé rajzolt négyzetek terlileteinek Gsz-
szege egyenl$ az oldalak folé rajzolt négyzetek
tertileteinek dsszegével.

A tétel algebrai alakjat tekintve felvetédhet
a kérdés, hogy van-e olyan paralelogramma,
amelyre e =2a2 és 2 =2b? teljesiil. A vélasz
megadasahoz az ABD és AOD héaromszogekre
felirt koszinusztétel révén hasonlitsuk Ossze az
a=m(BADX) és ¢ = m(AOD<) szogeket (2. db-
ra, ahol a PQRS paralelogramma oldalai pér-
huzamosak az ABCD megfelel &tléival):

3'5 gy olyan sikgeometriai tétellel kivanunk

2
e” f 2
a® + b2 — 2 ?+——2b
cosa = = =
2ab 9.¢ |
J2 2
£+ﬁ_b2
=4 4 = cos @,
0. f
2 2
a C
b 9 b
A a B
1. dbra

ahonnan 0° < ¢, @< 180° miatt o = @ kovetkezik,
mivel a ]0; n[ intervallumon a Kkoszinusz fligg-
vény szigordan monoton. Megforditva: tegyik

2 12 (2
fel, hogy a = ¢ teljestil. Ekkor az a+b-f =
2ab
é.'.ﬁ_bz
=4 4 a e2+f2=2(a?+b?), tovab-
9. f
2 2

bé az ABCD és PQRS paralelogrammak tert-
leteinek 6sszehasonlitasabdl adddé 2ab = ef dsz-
szefliggésekbdl révid szamolassal elébb f2 = 2b2,
majd e? =2a? kaphaté. Megallapithaté tehat,
hogy e?=2d2 és f2=2b% pontosan akkor &ll
fenn, ha a paralelogramma oldalainak szoge
egyenld az atléi szogével, vagyis ez a paralelog-
ramma sem téglalap, sem rombusz nem lehet.
Téglalap esetén az atlék egyenl@sége miatt
a paralelogrammatételbdl visszajutunk a Pitago-
rasz-tételhez: e? = a2 + b2. Rombusz esetén az
oldalak egyenl6sége miatt €2 + f2 = 4a? adédik,
ami az atlék merdlegessége révén geometriailag
nagyon jol szemléltethetd. Ehhez a BD atlét
toljuk el ugy, hogy D képe a C pontba essen
(3. dbra). Ekkor egy olyan AB’C derékszogd
héromszoget kapunk, melynek két befogéja e
és f, az atfogéja pedig 2a hosszlisagy, s a hozza
tartozd pitagoraszi alakzat a keresett szemlélte-
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tés: €2 + f2 = AC2 + B’C2 = {ACEK) + {B’LFC) =
=tAMNB’) = (AB’)2 = (2a)?.

A paralelogrammatétel szemléltetése az a> b
és e > f dltalanos esetben ugyanigy kezd&dhet:
az ABCD paralelogramma megadéasa utan a
BD 4tlét toljuk el tgy, hogy D’ = C teliesiiljén
(4. dbra). Az igy elGallé AB’C héaromszogben
AB’ =2AB=2a, AC=e, BC=f és m({ACB’<¥) =
=180° — ¢. Ezutdn az AB, BB, AC és B'C
szakaszok 16lé szerkessziink négyzeteket, tovab-

ba a két b oldali négyzetbdl osszedllitott b és
2
2b oldalt téglalapot alakitsuk at egy 2a és b”
a

oldalua téglalappa ([3] 102. oldal 1531. feladat),
amit az AB’-re rajzolt a és 2a oldala téglalap
2, .2

ala illesztve egy 2a és a”+b oldali AMNB’

téglalapot kapunk. Ennek a teriilete 2(a® + b?),
s igy az a paralelogrammatétel szerint egyenld
az AC és B'C szakaszok f6lé rajzolt ACEK és
B’LFC négyzetek teriileteinek e + f2 &sszegé-
vel. Kénnyen észrevehetd, hogy az ACEK és
B’LFC négyzetek, valamint az AMNB’ téglalap
egylittesen olyan alakzatot adnak, amely atda-
raboléséaval eljuthatunk az AB’C héaromszdgre
vonatkozé Papposz-tételhez ([3] 100. oldal 1508.

és 1509. feladatok). E célbdl legyen G az EK

és FL egyenesek, tovabba P és Q a CG -nek
az AB, illetve MN egyenesekkel alkotott met-
széspontja. A kivant atdarabolhatésaghoz meg
kell mutatnunk, hogy CG = PQ teljestil. Minthogy
a CG szakasz a CFGE négyszdg kéré irhat6 k
kor atmérGje, ezért a CEF héaromszogre felirt
altalanos szinusztétel ([1] 17. oldal 1.1.1. tétel)

2b

sing

szerint CG =

A % szakasz hosszanak

meghatérozéséhoz szlikségiink lesz az APC<-re,
amihez legyen 3 = m(CGE<), % =m(CGF%),

x=PB’ és 6=m(APC%). Ekkor siny1=g=

CG
:eszlzqo’ sin}g:g—ngszlz(p, tovabba az
APC és B’PC héaromszogekre felirt szinusztétel

. AP 2a-x _siny; BP «x
szerint ——= =—= ——=—=

AC e siné BC f

. 2 2\ .
=72 amibdl sind = (e”+f")sing ,
sin(180° - 6) 4ab

s ezéltal a PQR derékszogd héaromszogbdl

PR BN _a%+b? 4ab
PQ = — = — = . 5 IO =
sind  sind a (e + f)sing
2b  2(a® +b?)

ahonnan a paralelogram-

Tsing €24+ f2
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matétel szerint PQ = _2—b, s igy PQ = CG ko-
sing

vetkezik. Ezutan a kivant atdarabolés elvégez-

hetd, haa CG egyenessel az A és B’ ponton at
parhuzamosokat hizunk. L
Az ABCD paralelogrammébdl a BD &tlé

DC, illetve az AC atlé DA vektord eltolasaval
egyértelmden dllithaték el az AB’C illetve az
A’BD héromszogek (5. dbra), amelyek barme-
lyikét tekintve a paralelogrammatétel e? + f2 =
=2(a? + b?) algebrai alakja a kovetkezd allitas-
hoz vezet: A hdromszg két oldaldanak négyzet-
osszege egyenlé a harmadik oldalhoz tartozé
sulyvonal és a harmadik oldal fele négyzetész-
szegének a kétszeresével. Ez az altalanos érvé-
nyd allitds az Apolloniusz-tétel ([5]). S minthogy
az AB’C (vagy az A’'BD) haromszdgbdl kiindul-

180° - ¢
D a c=D
(@)

b A f
VB = C’(J B’
b

e
A’
5. dbra

a

va szintén egyértelmden juthatunk vissza az
ABCD paralelogramméhoz, ezért a paralelog-
rammatétel és az Apolloniusz-tétel barmelyike
kovetkezik a masikbdl, vagyis ez a két tétel ekvi-
valens egymassal. Az Apolloniusz-tétel geomet-
riai megfogalmazésa és szemléltetése itt kitérst
jelentene, igy azt atengedjiik az olvasénak. Meg-
jegyezziik még, hogy az Apolloniusz-tétel a Ste-
wart-tételnek ([2] 319. oldal 36.4/1. tétel) a ha-
romszog stlyvonalara vonatkozo specidlis esete.
A paralelogrammatétel felfedezheté a Pita-
gorasz-tétel ismeretében (6. dbra). Ehhez els6-
ként szerkessziink egy olyan derékszogd harom-
szOget, melynek befogdi egybevagok az ABCD
paralelogramma AC és BD atléival: az atfogd
folé rajzolt négyzet teriilete e + f2. Ezutén szer-
kessziink egy olyan derékszogd haromszoget,
melynek befogdi 2a és 2b hossztak: az atfogd
folé rajzolt négyzet oldalainak felezépontjait
Osszekotve eqy 2(a? + b?) tertiletd négyzetet ka-
punk. Kell6 pontossaga szerkesztés esetén e két
négyzetet kivagva meggyézédhetiink — arrdl,
hogy azok kolcsonosen fedik egymast: ezéltal
eljuthatunk a tétel megfogalmazasahoz is. A té-
tel felfedezését kovetheti annak bizonyitasa,
amire most hat kiilénb6z8 médot ismertetiink.

1. méd: Pitagorasz-tétel alapjan ([3] 111.
oldal 1671. feladat).
__Ha C’ és D’ jeloli a C és D pontokbdl az
AB egyenesre allitott merélegesek talppontjait
(7. @bra), akkor CC’=DD’=m és AD’=BC’ =
= x jelolésekkel az ACC’, BDD’ és BCC’ derék-
szogd haromszogekre e = (a+x)2+m?, f2=
= (a—x)%2 +m2 és b%2=m? + x? teljesiil, amibdl
rovid szamoléassal a tétel allitisahoz jutunk.

2. méd: Stewart-tétel alapjan ([2] 319. oldal
36.4/1. tétel)

Minthogy a paralelogrammatétel ekvivalens
az Apolloniusz-tétellel, ami viszont a Stewart-tétel
specidlis esete, ezért kdnnyen célba érhetiink,
ha a Stewart-tételt alkalmazzuk az 5. dbran lévg
AB’C  héaromszogre: AB’(BC2+AB-BB’) =
=AC?.BB’+B’C2?-AB, vagyis 2a(b?+ a?) =
=e?.a+f%.a, amit a-val elosztva a bizonyi-
tandé allitast kapjuk. Ugyanigy célt érhetiink,
ha a Stewart-tételt az A’'BD haromszogre alkal-
mazzuk.

3. méd: Analitikus geometriai Gton ([8])
Az A pontot origénak vélasztva legyen AB
egyenes az x tengely (8. dbra). Ekkor a parale-
logramma alaptulajdonsagai miatt bevezethetSk
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a kovetkezd koordinatdk: A(0, 0), B(xi, 0),
D(xp,yo) és Clxi+xp,y2), s igy AC2=

= (x1+x2)% + (y2)* és BD? = (xz —x1)? + (92)
amelyek megfelel§ oldalait &sszeadva AC? +
+BD2=2[x% + (x4 + v3)] = 2(AB2 + AD?) adédik.

4. méd: Koszinusztétel alapjan ([6], [4] 32.
oldal 289. feladat )

Két véltozatot fogunk bemutatni. Mindket-
tében felhasznéljuk a cos(180° — x) = —cosx
azonossagot.

Az elsé véltozatban (8. dbra) a koszinuszté-
telt az ABC és ABD haromszogekre alkalmaz-
zuk: €2 = a2 + b% — 2abcos(180° — o) = a? + b% +
+ 2abcoso és 2 =a? + b% — 2abcosa, amelyek
megfeleld oldalait 6sszeadva kész a bizonyitas.

A mésodik véltozatban (5. dbra) a koszi-
nusztételt az AB’C és A’BD haromszogekre al-
kalmazzuk: (2a)? = €2 + f2 — 2efcos(180° — @) =
=e? + f2 4+ 2efcosg és (2b)2 = €2 + f2 — 2efcose,
amelyeket Gsszeadva és 2-vel osztva jutunk célba).

5. méd: Vektorok skalaris szorzasaval ([2]
264-269. oldal)

Felhasznéljuk a skaléris szorzés azon tulaj-
donségat, hogy barmely vektor 6nmagéaval vett

skaléris szorzata egyenlé a vektor hosszanak
négyzetével: Qz =v-v= |Q|2. A 8. dbra jeloléseit
a=AB, b=AD, e=AC és

Izlﬁ Ekkor e=a+b és f=a—b miatt
e+ f2=|ef +|f| +(a-bf’=
=(a® +2ab +b7) +(a® - 2ab + b?) = 2(a® +b?) =
=2(jaf +|bf) = 2(a? + b2).

6. méd: Komplex szamokkal ([7])

Felhasznéljuk a komplex szdmok szorzasa-
nak azon tulajdonsagéat, hogy barmely komplex
szamot a konjugéltjdval megszorozva ered-

VA

elfogadva legyen

a+b

D a C

ményként a komplex szam abszollt értékének
Ha az ABCD pa-

ralelogramma A cslcsat origbnak valasztva
(8. dbra) z; és z5 a B, illetve D pont helyvekto-
réahoz rendelt komplex szamot jeloli, akkor

négyzetét kapjuk: zz = |z|2.

2+f2=|z + 2, +|2y 2] =
= (21 +25) (21 + 25) + (21 — 25) (2, — 25) =
=(2) + 29) (21 + ) + (21 — 29) (21 — 25) =
2(|2, [ +|25 ) = 2(a? + b?).

Mindezek utan foglalkozzunk a paralelog-
rammatétel két altalanositasaval.

Az els§ altalanositashoz az ABCD paralelog-
ramma KM és LN kézépvonalait tekintve
(9. dbra) KM = AB és LN = AD ([2] 82. oldal
14.3/2. tétel) miatt KM =a és KN =b teljestil,
vagyis a paralelogrammatételben az oldalak
helyett a kdzépvonalak is allhatnak. Ez az ész-
revétel a kovetkez6 moddon éltalédnosithatd:
Bdrmely négyszdgben az Gtlék négyzetésszege
egyvenld a kozépuvonalak négyzetGsszegének
kétszeresével ([3] 112. oldal 1677. feladat).
Ugyanis tetsz8leges ABCD négyszog oldalainak
felez8pontjai (10. dbra) egqy KLMN paralelog-
rammat adnak ([1] 89. oldal 3.1.1. tétel),
melynek oldalai a négyszog atléival parhuza-
mosak és feleakkora hosszisaguak: KN = LM =

=% és KL = MN —TD. Ennélfogva KLMN-

=2(z2 +225) =

re a paralelogrammatétel szerint
KM?2 + N2 = 2(KN? + KL2) =
] @)
2 2 2 2’

ahonnan AC? + BD? = 2(KM? + LN?).
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A masodik altalanositashoz legyen E és F a
tetsz8leges ABCD négyszég AC és BD atléja-
nak a felezépontja (11. dbra). Ekkor a kdvetke-
z6 éllitds fogalmazhaté meg: Bdrmely négyszég
Gtldinak négyzetdsszege egyenld az oldalak
négyzetosszegének és az Gtlok felezdpontjait
Osszekotd szakasz négyzete négyszeresének a
kulénbségével ([3] 112. oldal 1678. feladat). Ez
az allitas az abrank jeloléseivel az e + f2 = a2 +
+ b2 + c2 + d? — 4x2 algebrai alakba frhaté, s a
bizonyitasa elvégezhet6 az Apolloniusz-tétel
alébbi ciklikus alkalmazésaval:

2
ABC x-re: a?+b%= 2[3]52 +%j,
2., 2 2 f*
BCD-re: b“ +c“ =2|CF +Z ,
o2
CDAs-te: ¢ +d? =2 DE2+Z és
2, 2 2 f*
DAByre: d” +a” =2| AF” +- |, tovdbba
2 2 2 e?
AFCA-I‘QZ AF“ +CF* =2|x +Z és

2
BED,-re: BE? + DE? = 2(x2 + fTJ

ahonnan az elsé négy egyenlet megfelel§ olda-
lait Gsszeadva és 2-vel osztva: a2 + b? + 2 + d? =

e? f? 2 2 :
=2 Z-’-Z + (AF2 + CF? + BE? + DE?), majd

a két utolsé egyenletet is &sszeadva: AFZ + CF2 +
2 2

+BE? + DE2 =4x2 + 2(% + %J, amit az eléb-

bi egyenletbe helyettesitve és rendezve a bizo-

nyitando osszefliggés adodik.

Végezetiil tekintsiik ezt a mésodik éaltalano-
sitast a paralelogramma, a trapéz és a deltoid
speciélis eseteiben.

Paralelogramma esetén c=a, d=b és x=0
miatt az altalanositasbdl visszajutunk a parale-
logrammatételhez. Ha pedig egy konvex négy-
szogre x = 0 teljestl, akkor ezen négyszog atléi-
nak felez6pontjai egybeesnek, vagyis ez a négy-
sz6g paralelogramma. Tehat egy konvex négy-
sz6g pontosan akkor paralelogramma, ha érvé-
nyes ra a paralelogrammatétel.

Az a és c alapu, valamint b és d szara tra-

. . a-c .
pézra a > c esetén x =——, s ennélfogva ez az
2

altalanositas e? + f2 = b% + d? + 2ac alaku lesz.
Ha a deltoidra b=a, d=c és az e &tld
£
2
2
F Cz—fz miatt 62=a2—C2$eﬂ4C2_}"2

adédik, ahol + illetve — jel &ll aszerint, hogy a
deltoid konvex vagy konkav.

egyenese a szimmetriatengely, akkor x= —F
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Dr. Kiss Sandor — Dr. Urban Janos

Beszamolo a 41. Orszdgos Kalmar Laszl6
Matematikaverseny dontdjérdl

TIT Teleki Laszl6 Ismeretterjeszté Egye-
silet hagyoményosan Vécott, a Téan-
csics Mihaly Mez68gazdasagi Szakképzd
Iskolédban rendezte meg 2012. janius 27-29-ig
a Kalmér Laszl6 Matematikaverseny dontéjét.
A dontS forduldba az orszag minden részébdl
Osszesen 97, 5-8. osztélyos tanulé kapott meg-
hivast; azok, akik a verseny megyei (fGvéarosi)
forduléjaban a legjobb eredményt érték el.
A kétfordulés dontén az dsszesitett eredmé-
nyek alapjan a legjobb helyezéseket a kdvetke-
zG tanulék érték el:

5. évfolyam

. Kerekes Anna, Budapest, Hajés Alfréd Két
Tanitadsi Nyelvd Iskola (tanara: Sztand
Zsuzsanna)

I[I. Mészéros Anna, Budapest, E6tvos Jézsef
Altalanos Iskola (tanéra: Vincze Imréné)

IIl. Szabé Blanka, Nyiregyhaza, E6tvos Jézsef
Gyakorlé Altalanos Iskola és Gimnazium
(tanéarai: R6ka Sandorné, Réka Sandor)

6. évfolyam

I. Molnéar-Saska Zoltan, Budapest, Varosli-
geti Altalanos Iskola (tanarai: Turdnyi Zsu-
zsanna, Pésa Lajos)

II. Imolay Andréas, Budapest, Pannénia Alta-
lanos Iskola (tanéra: Nagypal Ildikd)
Lakatos Adam, Budapest, Aldas utcai Al-
talanos Iskola (tanéra: Kruckié Méaria)

Il Alexy Marcell, Vac, Juhasz Gyula Altalé-
nos Iskola (tanara: Horvath Gaborné)

7. évfolyam

[. Gal Hanna, Szeged, Radnéti Miklés Ki-
sérleti Gimnézium (tanarai: Mike Jénos,
Schultz Janos)

II. Williams Kada, Szeged, Radnéti Miklos Ki-
sérleti Gimnézium (tanérai: Mike Jénos,
Schultz Janos)

III. Almési Néra, Debrecen, Fazekas Mihaly
Gimnézium (tanarai: Lakatos Tibor, Téth
Mariann, Pésa Lajos)

8. évfolyam

[. Szab6é Eszter, Nyiregyhédza, Krady Gyula
Gimnéazium (tanarai: Katonédné Cserepes
Méria, Varga Szilveszter)

Il Sal Krist6f, Pécs, Koch Valéria Altalanos
Iskola (tanarai: Kamaras Lajos, Liptdk Eva,
Pésa Lajos)

[Ill. Szabé Barnabés, Budapest, Fazekas Mi-
haly Gyakorlé Altaléanos Iskola és Gimna-
zium (tanérai: Taborné Vincze Marta, Gye-
nes Zoltan)

A donté két napjéra a versenybizottsag a ko-
vetkezd feladatokat tizte ki:

5. évfolyam
1. nap

1. Melyik az a legkisebb, tizes szamrend-
szerbeli pozitiv egész szam, amelyben a szamje-
gyek szorzata 2007
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2. Adjunk meg hérom Kkilénbéz8 pozitiv
egész szamot Ugy, hogy a kozéps6 szam a ma-
sik kett§ Osszegének a fele, és a harom szam
szorzata egy egész szam négyzete legyen!

3. Szamitsuk ki 1-t6l 10 000-ig a pozitiv
egész szamok szamjegyeinek 6sszegét!

4. Van 60 darab 1 cm oldala kis kockéank,
tomor téglatestet akarunk beldlik épiteni. Hany
kiilonbodzs tomor téglatest épithetd ezekbdl, ha
az épitéshez mind a 60 kis kockét fel kell hasz-
nélni?

6. évfolyam
1. nap

1. Két pozitiv egész szam kilonbsége 2012.
Ha a nagyobbik szdm végérdl elhagyjuk a O
szamjegyet, akkor az igy kapott szamnak a 6-
szorosa a kisebbik szam. Melyik ez a két szam?

2. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam,
amely oszthaté 7-tel, de 2-vel, 3-mal, 4-gyel és
5-tel osztva mindig 1 maradékot ad?

3. Adjunk meg 4 kalénboz8 porzitiv egész
szamot Ugy, hogy ha ezeket paronként Gssze-
adjuk, akkor a kapott szdmok hat egymaést ko-
vetd porzitiv egész szamot alkotnak.

4. Az 5 x 5-6s sakktdbla minden mez&jére
egy-egy ,bogarat” tesziink. Adott idé alatt min-
den bogér atmaszik valamelyik élben szomszé-
dos mezdre. Eléfordulhat-e, hogy ekkor is min-
den mezén lesz bogér?

7. évfolyam
1. nap

1. Szémitsuk ki a kovetkez8 13 tért dssze-
gét:
11 1111 111111
—+ + +
13 1313 131313

11...11
+ .
13...13

2. Tiz kiillénbdzd pozitiv egész szam Gsszege
62. Igazoljuk, hogy a szdmok szorzata oszthaté
60-nal.

3. Az a, b és c betik szamjegyeket jeldlnek.
Van-e négyzetszdm az abcabc alakd hatjegyd
tizes szamrendszerbeli szamok kozott?

4. Melyek azok az n egész szamok, ame-

lyekre a tort értéke egész szam?

n+

5. Egy tetszbleges haromszoget daraboljunk
fel négy egyenl@szari haromszogre.

8. évfolyam
1. nap

1. Melyek azok az n egész szamok, ame-
n? +5n+10

lyek
yekre az 3

tort értéke is egész
szam?

2. Lehet-e 2100 Jegaldbb két egymast ko-
vetd pozitiv egész szam Gsszege?

3. Egy szabalyos dobdékockat haromszor fel-
dobunk. Hényféle eredményt kaphatunk, ha
csak az szamit, hogy hany 1-est, 2-est, 3-ast, 4-
est, 5-6st, 6-ost dobtunk?

4. Az ABC héromszog AB és AC oldaléara
(kifelé) megszerkesztjik az ABDE és ACFG pa-
ralelogrammaékat. A DE és FG egyenesek a P
pontban metszik egymast. A B, illetve C ponton
at az AP egyenessel parhuzamosokat huzunk,
ezek a DE, illetve FG egyeneseket a Q, illetve R
pontban metszik. Igazoljuk, hogy BCRQ négy-
sz6g paralelogramma, és ennek teriilete egyen-
16 az ABDE és ACFG paralelogrammak terile-
tének dsszegével.

5. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok hal-
mazan a kdvetkezd egyenletet:

a-b+2a+3b=236.
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5. évfolyam
2. nap

1. Hany olyan tizes szamrendszerbeli harom-
jegyd szam van, amelyben a szamjegyek (balrdl
jobbra) novekvs sorrendben kévetik egymast?
Es hany olyan van, amelyben csdkkend sor-
rendben kovetik egqymaést?

2. Hany olyan 4-jegyd, tizes szamrendszer-
beli szdm van, amely nem véltozik, ha felcserél-
juk az egyesek és az ezresek helyén &ll6 szam-
jegyét?

3. Leirjuk egymés mellé sorra 1-t6l kezdve
a pozitfv egész szdmokat:

123456789101112... .

Melyik szamjegy all ebben a sorban a 2012-dik
helyen?

4. Egy 5 cm oldala szabalyos haromszdget
az oldalaival parhuzamos egyenesekkel 1 cm ol-
dalt kis szabalyos haromszdgekre bontottunk.
Héany olyan szabélyos haromszég van, amely-
nek csticsai az igy kapott halé racspontjai koziil
kertilnek ki?

6. éviolyam
2. nap

1. Melyik nagyobb: 2300 yagy 32007

2. Szamitsuk ki minél egyszeribben a ko-

vetkezd Gsszeget:
1 1 1 1 1
—+ + + +.o.+ .
2.9 3.12 4.15 5-18 31-96

3. Egy futéversenyen két csapat indult, min-
degyik csapat 7 versenyzGvel. Mindenki annyi
pontot kapott 1 és 14 pont kozott, ahanyadik
helyen végzett (holtverseny nem volt). A végén
Osszeadtak a csapattagok pontjait, ez lett a csa-
patverseny eredménye. Tehat az a csapat gyd-
z6tt, amelyiknek kevesebb pontja lett. Hanyféle
pontszamot érhetett el a gyéztes csapat?

4. Hany olyan 3, 4 és 5 hosszisagu sorozat
van, amelynek minden tagja a 0 vagy az 1 szam-
jegy, és nincs benne két szomszédos 17

7. évfolyam
2. nap

1. 13 kiilonbodzd pozitiv egész szam Gsszege
92. Melyek ezek a szamok?

2. Egy régi feladat: ,,Egy gazdag ember el-
ment a vasarba és vett kecskéket, birkékat és
malacokat. A kecskék darabjéért 2 aranyat, a bir-
kak darabjaért 4 aranyat, a malacok darabjéért
5 aranyat fizetett, igy 6sszesen 54 aranyat adott
ki az allatokért. 22 allatot vitt haza a vasarbdl.
Haényat vitt haza az egyes allatfajtakbol?”

3. Az a és b szamjegyekrdl tudjuk, hogy
a-b=a+b+ 1. Melyek lehetnek a 10a + b ala-
ki kétjegyd szamok?

4. Adott egy 120°-0s szarszogd egyenl sza-
rG haromszog. Daraboljuk fel 5 egyenld széara
héaromszogre!

8. évfolyam
2. nap

1. Igazoljuk, hogy 121, 10201, 1002001
teljes négyzet (négyzetszam). Altalanositsunk!

2. Szabélyos haromszdget daraboljunk fel 5
egyenld@szari haromszogre!

3. Hany olyan négyjegyd szam van, amely-
ben a szamjegyek (balrél jobbra) nem cstkkend
sorrendben kovetik egymaést?

4. Igazoljuk, hogy x2 + v2 + 2x -4y + 7 = 2,
ha x, y tetszéleges valds szamok.

A versennyel kapcsolatos tovabbi informéciok
(tobbek kozott a kitlzott feladatok megoldésai)
megtaldlhaték a http://www.kalmarverseny.hu
honlapon.
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Csete Lajos

Kiss Sandor: Analitikus geometriai
modszerek komparativ vizsgdlata
cim{i konyvének rovid ismertetése

szatmérnémeti dr. Kiss Sandor tanar tr

Gjabb konyvét ismertetjiik réviden. Az

Analitikus geometriai médszerek kom-
parativ vizsgdlata (ISBN 978-973-30-2110-0)
cimd konyvét a roméan Orszégos Kutatési Haté-
sag tamogatasaval a bukaresti Editura Didactica
si Pedagogica adta ki 2008-ban 500 példany-
ban. A kényv a 171. oldalon végzédik. Lekto-
rok: Kovéacs Zoltdn (Nyiregyhazi Fdiskola) és
Pall R. Olga (Csikszereda). A konyvet a kiad6tdl
lehet megrendelni. (www.edituradp.ro, marke-
ting@edituradp.ro, office@edituradp.ro )

A konyv el8szava utan az analitikus geomet-
ria kialakulasat és rovid torténetét olvashatjuk
a 10-15. oldalon. Itt ismert és kevésbé ismert
nevekkel talélkozhatunk, ezek kézil néhanyan:
Apolléniosz, Hipparkhosz, Klaudiosz Ptolemai-
osz, Descartes, Fermat, Oresme, van Schooten,
Wallis, de Witt, Newton, Euler, Pliicker, Hachet-
te, Biot, Lacroix, Monge, Poncelet. A szerzé meg-
emliti, hogy az ,,analitikus geometria” kifejezést
Sylvestre Francois Lacroix (1765-1843) hasz-
nélta el8szor — persze franciaul —, 1797-1798-
ban kiadott egyik hires konyvében.

A jelolések elGvezetése utan az 1. fejezet ci-
me: ,Koordinata-rendszerek és koordinatédk az
euklideszi sikon”. Itt targyalja a szerz6 a derék-
sz6gUd koordinatakat és a ferdeszogd koordina-
takat. Utobbiaknak szentelte a szerzé a korabbi
konyvét: A hdromsz6g nevezetes kérei. Harom-

szégmértan ferdeszégu koordindtdkkal, Erdélyi
Tankonyvtanécs, Kolozsvéar, 1999. Ezt koréb-
ban mar ismertette A Matematika Tanitdsa
(2001/5. 18-19. oldal).

Majd még ugyanebben a fejezetben a kont-
ravarians és kovarians koordinatak, valédi trili-
neéris koordinatak, trilinearis koordinatak, bari-
centrikus koordinaték, terileti koordinatak, ho-
mogén egyenletek, homogén koordinéték és ide-
alis sikelemek kovetkeznek.

[tt felidézziik H. S. M. Coxeter geométer vé-
leményét, aki szerint: ,,A homogén koordinéatak
bevezetése, ami Mdbius érdeme, a matematika
torténetének egyik legnagyobb horderejd gon-
dolata;...” (A geometridk alapjai, Mdszaki
Koényvkiadd, Budapest, 1987. 227. oldal).

A jelenleg targyalt konyv 2. fejezete: ,,Koor-
dinata-transzforméaciék.” E fejezetben az el6z8
koordinatdk kozotti  kapcsolatokat — targyalja
a szerzG keresztiil-kasul. A 3. fejezet: ,Sikmér-
tani alakzatok és a kozottiik fennéllé kapcsola-
tok algebrai jellemzése kiilénb6z6 koordinata-
rendszerekben”. A 4. fejezet targyalja az ,,Alkal-
mazasok”-at. Az alkalmazasok kozott szerepel
a kapszeletek egyenletei derékszogt és polarko-
ordinatdkban, majd ugyanez a kevésbé ismert
ferdeszo6gl koordinata-rendszerekben, és az al-
taléanositott Fermat-pontok metrikus jellemzése.

Majd a szerzé egy 6nallé eredménye kovet-
kezik, mégpedig Clark Kimberling egyik sejtésé-
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nek igazoldsa kontravarians koordinaték alkal-
mazéasaval.

Clark Kimberling (Evansville-i Egyetem) a ko-
vetkezbt sejtette: ha a haromszog hegyesszogd,
akkor a haromszog talpponti haromszogének
érinté haromszoge és érinté haromszogének talp-
ponti haromszége parhuzamosan hasonlok.

(Kimberling, C.: Triangle Centers and Cent-
ral Triangles, Congr. Numer. 129, 1998. 274.)

Dr. Kiss Sandor tanér ur jelen kéonyvében
a 138-146. oldalon igazolja ezen sejtést, itt hem-
zsegnek az egyenletek, akarcsak a konyv egyéb
részeiben, de az analitikus geometria mar csak
ilyen. Az idérend miatt megemlitjiik, hogy a ta-
nér Gr 2005. &prilis 3-an kezdte a bizonyitast és
két nap alatt fejezte be.

Konyvének 148-151. oldaléan irja meg a fel-
fedezésének az amerikaiakkal valé kommunika-
cidjat. Ez érdekes, itt csak azt tudjuk megemli-
teni, hogy az amerikaiak (Clark Kimberling és
Paul Yiu, a Forum Geometricorum szerkeszté-
je) nem kedvelik a ferdeszogd koordinatékat.
Dr. Kiss Sandor tanér Ur erre atirta a cikket
baricentrikus koordinatakra, amelyeket mar el-
fogadtak. Igy a térténet kedvezd véget ért. Dr.
Kiss Sandor tanar Grnak nagyon jé véleménye
van Kimberling és Yiu urakrél, mind a kommu-
nikéaci6jukrdl, mind a segitékészséglikrél.

A sejtés bizonyitasat targyaléd cikk megjelent
a Forum Geometricorum folyéirat 6. kotetében
2006. méajus 1-jén. (Sandor Kiss, The Orthic-of-
Intouch and Intouch-of-Orthic Triangles, Forum
Geometricorum 6 (2006) pp. 171-177). A cikk
letolthet6 a kovetkez8 helyrdl: http://forum
geom.fau.edu/FG2006volume6/FG200617.pdf

Az alkalmazasokat a konyv az egyenld szara
hiperbola egyenleteivel fejezi be.

A konyv Fuggelékében szerepel magyarul is
a cikk, vagyis a sejtés igazolésa baricentrikus koor-
dindtdkkal. Majd a konyvet az irodalom felso-
rolasa zarja. Ezek kozil csak a kdvetkezdket em-
litjikk meg:

Yiu, Paul, Introduction to the Geometry of
the Triangle, 2002.

http://math.fau.edu/yiu/GeometryNotes020
402.pdf

Whithworth, W. A., Trilinear Coordinates
and Other Methods of Modern Analytical Geo-
metry of Two Dimensions, Cambridge: Deigh-
ton, Bell and Co., London: Bell and Daldy,
1866. http://ia600301.us.archive.org/20/items/
trilinearcoordin029731mbp/trilinearcoordin029
731mbp.pdf

Dr. Kiss Sandor tanér r alapos, részletes és
kitdnd konyvet irt az elébb emlitett témakrdl.
Koényvében kimeritéen targyalja a témat, 6néallé

eredményeit is kozli.

Kinek is ajanlhatjuk e konyvet? Aki a ha-
romszog geometridja utdn mélyebben érdekls-
dik, annak mindenképpen forgatnia kell a md-
vet. Erdekléds, kutaté tanrok, érdekléds egye-
temisték, didkok, leendé geométerek jél teszik,
ha beleolvasnak.

Erdemes lenne néhany magyarorszagi kényv-
tarban is elhelyezni, mint egy-egy palackpostéat.
Hatha sok évtized mdlva is lesz még egy-két
olyan tanar vagy didk, akiknek varatlanul segit-
séget nyGjthat a szatméarnémeti dr. Kiss Sandor
tanar Gr kényve az analitikus geometria téma-
jaban.

De mi lesz a folytatas a ferdeszogd koordi-
néték és az 6sszehasonlité elemzés utan?
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FELADATROVAT TANAROKNAK

Rovatvezets: Kosztolanyi Jézsef

Kérjuk, hogy a megoldésokat a rovatvezetd
cimére kuldjék: 6757 Szeged, Miklés u. 27.
Ugyanide kell kiildeni a kitdzésre szant felada-
tokat is. Ezeknek a megoldését is mellékeljék!
Minden megoldéast (tehat ugyanannak a fel-
adatnak a megoldasait is) kiilon lapra irjak tollal
vagy géppel, jol olvashatéan! Mindegyiket ki-
16n-kiilén hajtsédk dssze, és kiils§ felére irjak ra
a feladat sorszamét és a megoldé nevét! Csa-
toljanak a megoldasokhoz Gsszesité jegyzéket is!
A megoldasokat a Kkittizést koévetd harmadik
szamban ismertetjiik. A legjobb megoldéasokat
bekiildéjiik nevével kozoljuk.

Bekiildési hataridé: 2013. januar 31.

Feladatok (450-454.)

450. Jelolje H az els6é 2012 darab pozitiv
egész szdm halmazat. H minden nem tres X
részhalmazara legyen m(X) az X halmaz legki-
sebb és legnagyobb elemének Gsszege. Hatéa-
rozzuk meg az m(X) Osszegek szamtani kbzepét.

451. Jelolje egy haromszog koré irt koré-
nek sugarat R, beirt korének sugarat r, félkerti-
letét pedig s. Igazoljuk, hogy

4R2 + 4Rr + 3r2 > 2.
Mikor &ll fenn egyenléség?

Tuzson Zoltdn, Székelyudvarhely

452. Oldjuk meg az egész szamok korében
a kovetkez§ egyenletet.

SC+xy+x2 + 13 =82 +xy+ 12+ 1)

453. Egy matematikai eléadast 6t matema-
tikus hallgatott. Az el6adés alatt mind az 6t ma-
tematikus kétszer szunditott el, és barmelyik két
matematikushoz volt olyan id&intervallum, ami-
kor mindketten szunydkaltak. Mutassuk meg,
hogy volt olyan id&intervallum, amikor egyszer-
re harom matematikus is szuny6kalt.

454. Bizonyitsuk be, hogy ha m pozitiv
egész szam, akkor

1

2

m
2m
(
k=0

| ok + 1)(2{1%2’”J - 1) - (m N 1}

2

ahol [x] az x valds szam (als6) egészrészét jeldli.

Dadlyay Pdl Péter, Szeged

Feladatmegoldasok
(435-439. feladatok)

435. Igazoljuk, hogy ha ¢, 8, v egy hegyes-
sz6gd haromszdg belsd szdgei, akkor
tgor + tgf + tgy = 2(sina + sinf + siny).
Dadlyay Pdl Péter, Szeged
I. megoldds: Mivel a haromszég hegyesszog,

ésa } 0; % [ intervallumon a tangens fliggvény

szigorGan konvex, a szinusz figgvény szigordan
konkav, ezért a bizonyitandé egyenlétlenség
mindkét oldalat a megfelel6 médon tudjuk be-
csilni a Jensen-egyenlétlenség alapjan. Egy-
részt

tga+tgf+tgy , a+f+y T
2t =tg—=+/3,
3 T3 793

masrészt

sina + sin 8 + sin . a+p+
3ﬁ 7/Ssm g),:

3
=sin—=——.
3 2
lay
tgo + tgB + tgy> 343 > 2(sinar + sinf + siny).

EgyenlGség pontosan akkor teljestil, ha a harom-
sz6g szabélyos.
Tébb megoldds alapjdn
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II. megoldds: Az 1. dbra jeloléseit hasznaljuk.

Ezekkel tga=-—c="0  tgf="Tc_Ta
1 by C2 O
a b

Ezek alapjan

2(tgor + tgff + tay) =

(1 1] [1 1] [1 1]
=my| —+——|+my|—+—|+m. | —+—]|.
a by by aq c
A szdmtani és a harmonikus kozép kozotti egyen-

16tlenség alkalmazésaval a jobb oldal tagjainak
maésodik tényezsi alulrél becsiilhetdk. Iy

2m,

2my + 2m,
b c

tgo + tgf + tgy = + , (1)
és egyenl@ség akkor és csak akkor teljesil, ha

a héromszog szabalyos.

Szintén az 1. dbra jeldléseivel: sina = TC,
. m . m 14 .
sinf=—%, siny =—2. Az &ltalanossag meg-
c a

szoritasa nélkil feltehetd, hogy m, = my > m,.

Mivel 2T = am, = bmy, = cm, (T a haromszog te-

rilete), ezért a magassagokra feltett rendezés

alapjan a < b < ¢, ami pontosan akkor teljestil,
1.1

ha =2 5 > l A rendezési tételt alkalmazva:
a c

&+%+&>&+%+&:

a b ¢ c a b
=sina + sinf} + siny. (2)

(1) és (2) Osszevetésébdl adbédik a feladat allita-
sa. Egyenl@ség csak szabalyos haromszog ese-
tén éll fenn.

Rakamazi Richdrd, Eger
A megolddk szdma: 9.

436.legyen P(x)=(x-1)(x—-2)(x-3).
Hany olyan Q(x) polinom van, amelyhez létezik

olyan harmadfoka R(x) polinom, hogy P(Q(x)) =
= P(x) - R(x) teljestil?
Megoldds: Mivel P(x)- R(x) hatodfokd, ezért
Q(x) masodfokid. Ennélfogva Q(x)-et egyértel-
muden meghatarozza Q(1), Q(2) és Q(3). A fel-
tétel alapjan

P(Q(1)) = P(Q(2)) = P(Q(3)) = 0.
Mivel P(x)=(x-1)(x—2)(x—3), ezért Q(1),
Q(2) és Q(3) mindegyike az {1; 2; 3} halmaz
valamelyik eleme.
Mivel Q(x) masodfoku, ezért

(Q(1); Q(2); Q(3)) # (15 15 1),

(Q(1); Q(2); Q(3)) # (25 2; 2),

(Q(1); Q(2); Q(3)) # (35 3; 3),

(Q(1); Q(2); Q(3)) # (15 2; 3),

(Q(1); Q(2); Q(3)) # (35 2; 1)
(Ellenkezd esetben ugyanis Q(x) konstans, vagy

elséfoku polinom lenne.)

A fennmaradé 22 esetben az (1; Q(1)), (2; Q(2)),
(3; Q(3)) pontok nem illeszkednek egy egyenes-
re, igy ezekben az esetekben Q(x) masodfoku.
Tehét 22 megfelel Q(x) polinom van.

Tébb megoldds alapjén
A megoldék szdma: 5.

437. Legyen P az ABC haromszog tetsz8le-
ges belsé pontja és legyen x=PA, y=PB,
z=PC. Jeldlje R,, R}, R, rendre a PBC, PCA,
PAB héromszog kortlirt korének sugaréat. Bizo-
nyitsuk be, hogy

Ra
y+z

R , R .3

z+x x+y 2

Dadlyay Pdl Péter, Szeged
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Megoldds: A 2. dbra jeloléseit hasznalva egy-
részt a = 2R sino, mésrészt a szinusztétel alap-

jan
v+z sinf; +siny;
a sina '
A

c b

B n
B 3 C
2. dbra

A szinusz fuggvény szigordan konkav a ]0; nf
intervallumon, ezért

sinfy+sinyy g Bitr - &
sina 2

gy
R
v+z 2(y+z)sina
2(sin By +siny;)

a_ _ a —

> o
AdcosZ
cos

Hasonléan lathaté be, hogy

R, . 1 6 R, S 1 .
4 cos B X+Y  feost

2 2
Egyenléség mindhdrom egyenlStlenségben ak-

kor és csak akkor &ll fenn, hax =y = z.

zZ+x

P az ABC héaromszog belsd pontja, ezért %,

B v hegyesszogek. A koszinusz fliggvény po-

2’ 2
zitfv és szigorGan konkav a }0;%[ intervallu-

mon, ezért a reciproka szigorlan konvex ezen
az intervallumon. Alkalmazva a Jensen-egyen-
16tlenséget:

1( 1 1 1
3 ' B 7
3 COSs E COs E COSs E

v

> 1 =cos— =2,
cos| = —+E+Z
3\2 2 2
tehét
R, N Ry N R, >
vy+z z+x X+y
SYEENEENER )
4 cos% cosg cosg 2

Ezzel beléttuk az egyenlétlenséget. A fentiek alap-
jan konnyen lathaté, hogy egyenlség ponto-
san akkor teljestil, ha P egy szabélyos harom-
sz6g koré irt korének kézéppontja.

Hornung Tamds, Zalaegerszeg
Velkeyné Gréczi Alice, Ipolysz6g
A megoldék szama: 6.

438. S a térbeli derékszogi koordinéta-rend-
szer azon P(x; y; z) pontjainak halmaza, ame-
lyek koordinatédi a {0; 1; 2} halmaz elemei.
Hény szabélyos haromszoget hatdroznak meg S
elemei?

Megoldds: A megfelel6 haromszégek megkere-
séséhez felhasznéljuk, hogy ha u és v egy sza-
balyos haromszog két, egy csticsbdl induld ol-
dalvektora, akkor u? = v?, és u-v = % -u?. Mi-
vel jelen esetben az oldalvektorok koordinatéi
egész szamok, ezért u? paros szam (*).

Jeldlje a a feladat feltételeinek megfelel§ sza-
balyos haromszog egy oldalvektorat.

Koénnyen lathatd, hogy a péaratlan sok péaratlan
(1-es) koordinataval rendelkezé a vektorok nem
j6k, ugyanis ekkor aZ péaratlan, azaz nem telje-
stl a szlikséges (*) feltétel. Ez azt jelenti, hogy
az a(1;0;0), a(1; 1; 1), a(2; 1; 0), a(2; 2; 1) ti-
pusu vektorok nem megfeleléek. (Mivel a koor-
dinaték permutéciéjara nézve invarians ez a pa-
ritasi feltétel, ezért ha egy vektor nem lehet ol-
dalvektor, akkor a koordinatdk barmely per-
mutéacidjaval kapott vektor sem lehet oldalvek-
tor.)
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Nem lehetnek megfelel§ oldalvektorok az
a(2;0;0) és a(2;2;2) tipusi vektorok sem,
mert ellenkez$ esetben a hdromszoget felére ki-
csinyitve az el6zéekben kizart oldalvektori sza-
bélyos hadromszoget kapnank.

Az a(l;1;0) tipusid vektor egy egységkocka
lapétlé vektora. Egy ilyen egységkockanak mind
a 8 csticsahoz tartozik eqy /2 oldald szabalyos
héromszog, és ezek csicsonként kilonbozéek.
gy az ilyen tipusi szabalyos haromszdgbdl
8 - 8 = 64 darab van.

Az a(2;1; 1) tipusa vektorok a 2 egység éld
vektorok. Egy kocka hérom, paronként kitérg
élének felezépontja szabélyos haromszoget ha-
tdroz meg. Minden egyes élhez kétféleképpen
tudunk masik két élt valasztani ugy, hogy azok
paronként kitéré él harmast alkossanak. Ekkor
viszont minden szabélyos haromszoget harom-
szor (minden oldalanéal) megszamolunk, ezért az

ilyen tipusi szabdalyos héaromszogek szama
22 g
3

Az a(2; 2; 0) tipust vektorok a 2 egység éld
kocka lapéatlé vektorai. A lapatlék 8 szabalyos
héromszoget hataroznak meg.
Minden esetet végignéztiink, igy a feltételeknek
megfeleld szabélyos haromszogek szama:
64 + 8+ 8=80.

Rakonczai Gyoérgy, Budapest
A megolddék szama: 4.

439. Az {a,} sorozatot a kovetkez8képpen

_Gn0y g + 1

definidljuk: ap=x, a;=vy, 0,

a, + an_1
(n>=1). Melyek azok az x és y valés szamok,
amelyekre teljestil, hogy van olyan ng pozitiv
egész, hogy barmely n > ng esetén a,, = ¢ (kons-

tans)?

Megoldds: ElGszor vegyik észre, hogy n>1
esetén
(ans1—ap)(@ns1—an_1) =
=a§+1 —ay41(a,+0,1) + 050, 1=

=a%+1_(anan—l+1)+anan—1=
—Z -1 1)

Ezutan tegyiik fel, hogy x, v olyan valds sza-
mok, amelyekre van olyan ng pozitiv egész,
hogy barmely n=ng esetén a,=c. Ekkor (1)
alapjan

O=(c-c)lc—ay_1)=
=(ap+1— a1 —an_1) =a%+1_ 1=c¢2-1,

ahonnan |c| =1.

Most jeldlje m azt a legkisebb nem negativ egé-
szet, amelyre a,, = ¢. Feltevésiink alapjan ilyen

m létezik, és m < ng. Ha m > 2 lenne, akkor (1)
szerint

(€—am-1)lc—ay_2)=

= (O — - 1)(am — Ay _2) =

=a2,-1=c2-1=0,
azaz a,,_ 1 =C vagy a,, _ 2 = ¢ kovetkeznék, ami
ellentmondana m minimalitésanak. gy m<1,
ésap=x=cvagya;=y=_c.
Végil megmutatjuk, hogy ha a,,=c, akkor
ng=m vélasztds megfelel a kovetelménynek,
vagyis minden n > ng esetén a, =c. Valéban:
n=m esetén igaz az dllitds, és ha valamely
n > m esetén a,, = ¢, akkor

2
=anan_1+1= cOpgte”

C+ Gn_l

An41
" a, + an_1

Ezért a feladatbeli ng akkor és csak akkor léte-

zik, ha |x|=1 vagy |y| =1, de x # -y (ellen-
kez§ esetben ay nem lenne értelmezve).

Hornung Tamds, Zalaegerszeg
A megoldék szdma: 6.

A megoldék névsora: Borbély Jézsef, Tata
(435-437., 439.); Délyay Pal Péter, Szeged
435-439.); Hornung Tamaés, Zalaegerszeg
435-437., 439.); Kallés Béla, Nagyhalasz
435., 436., 438.); Nagy Sandor, Békéscsaba
435. 2 méd, 436., 437.); Rakamazi Richérd,
Eger (435.); Rakonczai Gyorgy, Budapest
(435., 437-439.); Tuzson Zoltan, Székelyudvar-
hely (435. 4 méd, 439.); Velkeyné Gréczi Alice,
Ipolyszog (435., 437-439.).

—_— e~ —~ —
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