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Megrendiilten és szomoruan tudatjuk a Tisztelt Olvasékkal,
hogy 2012. junius 11-én, életének 73. évében elhunyt

dr. Urbdn Janos, lapunk fészerkesztdje.

Haléldval egy nagy tuddsu, karizmatikus matematikatandrt,
egy kivdlé tankényuvszerzét és fGszerkesztdt és egy nagyszerd,
szeretetremélté, mindig segitSkész kollégat veszitettiink el.
Emlékét és tanitdsdt megdrizziik és tovabbadjuk.

z, ”

Dékany Eva — Székely Laszl6 — Veres Antal
Egy alapozo targyhoz kapcsolodo felmérés

eredményei’

ind a mdszaki, mind a természettudo-
(ﬁﬁ manyos felsGoktatas egyik nagy prob-

lémaéja, hogy a belépd hallgaték jelen-
tés részének matematikatudasa nem éri el az
intézmények altal elvéart, a tantervben szerepld
matematika, illetve szakmai targyak elsajatita-
sahoz szlikséges szintet, melyet mérések is igazol-
nak (lasd pl. Csdkdny és Pipek, 2010, és a ben-
ne szerepl§ hivatkozésokat). Az egyetemek és
f6iskolék jelentés része alapozé, felzarkoztatd
kurzusokat tesz kotelezGvé vagy fakultativ targy-
ként ajanl a hallgatéinak.

Tanulményunkban a Szent Istvan Egyetem
Gépészmérnoki Karéan folyé gépészmérnoki, me-
z8gazdasagi és élelmiszeripari gépészmérnoki,
mechatronikai mérnoki és muszaki menedzser
BSc szakok els6éves nappali tagozatos hallga-
téinak tartott Matematikai alapok cimd tan-
targyhoz kapcsolédé felmérés eredményeit mu-
tatjuk be. A targy 2001 6ta része a tantervnek,
a tanulmany elsé szerzéje 2010 6ta a targy fe-
lelgse. A kurzus oktatasa 2007 6ta nem a félév

1 A tanulmény Dékany Evéanak a Varga Tamas Méd-
szertani Napok Konferencian 2011. november 12-én
Budapesten elhangzott Examining the efficiency of pre-
paration courses in mathematical studies for university
cimd el6adésénak szerkesztett és kibdvitett valtozata

soran, a tobbi targgyal parhuzamosan, hanem
még a tanév megkezdése elétt, augusztusban
torténik: 10 napon at napi 3 6réat tartunk tom-
bositve, napi 1 6ra konzultaciés lehetSséggel ki-
egészitve. A didkok ugyanezen idészakban a Fi-
zikai alapok cimd kurzust is hallgatjadk. A mate-
matikai alapoz6 targyakat tobb egyetemen félév
kozben oktatjék, ezen kurzusok tapasztalatairél
lasd pl. Mdder (2010), illetve Padlfalviné (2009)
tanulményait. Az augusztusi oktatasi peridédus
végén a hallgaték egy zarthelyi dolgozatot frnak,
amelyen legaldbb 51%-os eredményt kell elér-
nitik a targy sikeres teljesitéséhez. A targy krité-
riumtérgy, nem teljesitése esetén a hallgaté nem
veheti fel a Matematika . kurzust. Téargyunk cél-
ja a kozépszintd érettségi szintiének megfeleld
tananyag attekintése: halmazok, logika, elséfoka
egyismeretlenes egyenletek és egyenlGtlenségek,
elemi algebrai ismeretek, masodfokd egyenle-
tek és egyenlétlenségek, a hatvanyozas azonos-
sagai, szamolas hatvanyokkal és gyokokkel, al-
gebrai atalakitdsok, magasabb foku egyenletek
és egyenletrendszerek, vektorok, vektormivele-
tek, alapvetd trigonometriai fogalmak, trigono-
metrikus egyenletek, nevezetes szogek szogfligg-
vényei, fliggvények, fliggvénytranszforméciok.
Az anyag kiegészil még az addicids tételekkel,
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mely mar tdlmutat a kézépszintd érettségi téma-
korén. Az oktatas forméaja miatt nem véarhat6 el,
hogy a nagy tobbségében kozépszinten érettsé-
gizett hallgatdékat az emelt szintd érettségi altal
megkovetelt tudasanyagra készitsiik fel. Tanul-
manyunkban egy, a 2011/12-es tanévben tor-
tént felmérést mutatunk be, mely soran arra
voltunk kivancsiak, hogy a kurzus ilyen forméa-
ban szlkséges-e, illetve hasznos-e a hallgat6-
inknak. Technikai okokbdl a felmérést nem az
egész évfolyamon, hanem csak a hallgaték egy
csoportjan végeztik: augusztusban két idésav-
ban zajlott az oktatds, mintankba csak az egyik
idésavba jard hallgatokat valasztottuk ki. Ezen
hallgaték teljesitményét hdrom kiilénbozé idé-
pontban is mértik. A mérés eszkoze egy olyan,
hét feladatbdl all6 rovid teszt volt, amely fel-
adatok a zarthelyi dolgozatban is szerepeltek.
A harom mérési alkalommal csak a feladatokban
szerepl$ szamokat véltoztattuk meg gy, hogy a
tesztek nehézségi szintje egyforma legyen. Elsé-
ként ropdolgozat forméjaban a targy oktatasanak
kezdetén, maéasodjara a zarthelyi dolgozattal,
a harmadik mérésre pedig szintén répdolgozat-
ként a félév 8. hetében kertilt sor. Ennek alap-
jan képet kaphattunk a hallgatok tudasarél az
egyetemre torténd belépésiikkor, masrészt lat-
hattuk, hogy a targy oktatdsanak hatéséara ered-
ményeik hogyan vaéltoztak. A félévkozi, harma-
dik mérés segitségével az is kidertilt, hogy meny-
nyit felejtettek a hallgatdk az attekintett anyagbdl
akkor, amikor mar nem kozvetlentil az érintett
témakorokkel foglalkoztunk.

A mérés mintaja

kérdéses tanévben 245 hallgaté irta meg

a zéarthelyi dolgozatot. Kozilik augusztus-
ban a kivalasztott idésdvba 100 hallgaté jért.
Ahhoz, hogy elemzéseink segitségével a hall-
gaték teljesitményérdl arnyaltabb képet kap-
junk, figyelembe vettiik a hallgaték alabbi négy
héttéradatét is:
felvételi pontszam,
matematika érettségi jegye,
kozépiskola tipusa,
érettségi éve.

Az adatok tisztithsa utdn mintdnk Gsszesen
76 hallgatobdl all. Kozilik 70 tett csak kozép-
szintd és 4 emelt szintd érettségi vizsgat, 2 hall-
gaté pedig mindkét szinten érettségizett. Az ada-

tok konnyebb Osszehasonlithatésédga és a két
érettségi szint kozotti nagy kilonbség miatt a csak
emelt szint( érettségit tett hallgatékat gy tekin-
tettik, mintha jeles kozépszintd érettségit tettek
volna (a mindkét szinten érettségiz6 hallgatok
kozépszinten eleve jelesre érettségiztek). A har-
madik mérési alkalommal a 12 hidnyzén kiviil
azok a hallgatok, akik nem teljesitették a targyat
(3 f6) mar nem vettek részt a felmérésben, azon-
ban az & augusztusi idészakban nyujtott telje-
sitményik valtozasa is érdekes, ezért abban az
esetben, amikor az els§ és a masodik mérési
pont eredményeirdl beszélink, illetve ezeket ha-
sonlitjuk Gssze, akkor a 76 f6s mintat, egyéb ese-
tekben a 61 f&s mintat vessziik alapul.

A Karunkon folyé gépészmérnoki, mezégaz-
dasagi és élelmiszeripari gépészmérnoki, mec-
hatronikai mérnoki és mdszaki menedzser sza-
kokon az &llamilag finanszirozott képzésekre rend-
re 270, 292, 268, illetve 304 pont volt a felvé-
teli ponthatér, a koltségtéritéses képzési forméara
pedig egységesen 200 pont. A mintédnkba tech-
nikai okokbdl ugyan csak az elsG két szakra jaré
hallgaték kertiltek be, azonban a gépészmérno-
ki és mechatronika, illetve a mez8gépész és me-
nedzser szakok felvételi ponthatarai kozotti kis
kiilénbségek alapjan, tovabba az adott szakos
hallgaték felvételi pontjainak eloszlasdnak ha-
sonlésdga miatt mintank az egész évfolyamra
nézve reprezentativ. Mivel a harmadik mérés
sorédn csak arra voltunk kivancsiak, hogy az
egész éviolyam tudasa atlagosan hogyan vélto-
zott, ezért a kovetkezSkben csak az eredeti min-
ta esetében tekintjiik at az egyes héattérvaltozok
eloszlasat.

Az alébbi tablazatban és grafikonon a min-
tdban szerepld hallgaték felvételi pontszaméanak
eloszlasat mutatjuk be.

Felvételi pontszam Gyakorisag
200-229 4
230-259 6
260-289 14
290-319 28
320-349 14
350-379 6
380-409 3
410-439 1
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A felvételi pontok atlaga 302,4, szérasa pe-
dig 41,8. A matematika érettségi jegyek eloszla-
sa a kovetkezd:

Erettségi jegy Gyakorisag
3 21
4 41
5 14

A jegyek atlaga 3,9, szérasa 0,7. A hallgatok
kozll 46-an gimnéziumban, 30-an pedig szak-
kozépiskolaban érettségiztek. 2011-ben 53-an,
mig 23-an mér korabban szerezték meg az érett-
ségi vizsgat, azaz a felvettek kozel egyharmada
nem a felvételi évében érettségizett.

Hany éve érettségizett Gyakorisag
0 53
1 7
2 9
3 6
4 1

A korabban érettségizettek atlagosan 2 évvel

a felvétel el6tt maturéltak.

A mérédeszkoz

A felmérés soran haszndlt 7 feladatbdl allé
teszt — melyet aldbb bemutatunk — a zarthelyi
dolgozat egy roviditett feladatsora, melynek a ha-
rom mérési alkalommal hasznalt véltozatai csak
szamokban tértek el egymaéstdl, azok ekviva-
lensnek tekinthetSek.

. [rja fel egyetlen a alapd hatvanyként:

(12

a-da

(3 pont)

. Szédmolja ki az értékét:

V6% + 8% =

(1 pont)

. Gyoktelenitse a nevezét:

1
3+42

(2 pont)

. Oldja meg a kovetkez8 egyenletrendszert a

valés szamparok halmazan!
5x+2y=1
4x+3y=>5
(4 pont)

. Oldja meg a kovetkezé egyenlétlenséget

a valés szamok halmazan!

x2+ 15> 8x
(4 pont)
. Abréazolja a fiiggvény grafikonjat:
fix)=(x+3)2+1
(2 pont)

. Jellemezze az alébbi grafikonjaval adott

fuggvényt!

(=]
[ ]
N
N
wn

Ertelmezési tartomany:
Ertékkészlet:
Zérushely:
Monoton né:
Abszolat maximumbhely:
Abszolit maximumérték:
(6 pont)

MOZAIK KIADO 5



A MATEMATIKA TANITASA

2012. szeptember

A feladatok pontszama megegyezik a meg-
oldasukhoz sziikséges logikai lépések szamaval,
igy a teszten Gsszesen 22 pont szerezhetd. A dol-
gozatok értékelésének {6 szempontja szerint a hi-
bas logikai 1épés nem ér pontot, azonban a rossz
részeredménnyel végrehajtott helyes logikai 1é-
pések igen. Szeretnénk kiemelni, hogy ezen fel-
adatok mind a kozépiskolai matematika anyag-
nak, mind az egyetemen a tovabbtanulashoz
sziikséges ismereteknek elengedhetetlen részét
képezik. A feladatok megoldasahoz a hallgatok
segédeszkozként csak szamoldgépet hasznalhat-
tak, négyjegyd fliggvénytablazatot nem. A zart-
helyi dolgozat és az adott teszten elért pont-
szamok kozotti korrelacié 0,76, ami alapjan el-
mondhaté, hogy a tesztiink &ltal mért tudéaste-
rileten szerzett pontszam elég jél kozeliti a teljes
dolgozaton elért pontszamot.

Eredmények

Els6ként a hdrom mérési pont atlagait és
széréasait mutatjuk be.

Hallgaték Atlag Széras
szama
1. mérés 76 14,3 4.6
2. mérés 76 17,8 3,1
3. mérés 61 18,0 3,3

Erdemes megnézni, hogy a pontszamok el-
oszldsa a harom mérés soran hogyan valtozott.

Lathatd, hogy az elsG mérés esetében a hall-
gaték pontszamanak eloszlasa jol kozelithetd egy
slapos” Gauss-gorbével, mig a masik két eset-
ben a gérbe csicsosabb és jobbra tolédik el,
utobbiak karakterisztikdja j6 kozelitéssel meg is
egyezik. Ennek alapjan arra kovetkeztethetiink,
hogy a hallgaték teljesitménye a masodik mé-
réskor az els@ méréshez képest ténylegesen ja-
vult, vagyis az oktatas, illetve a hallgatok tanu-
lasa révén a zarthelyi dolgozaton jobb ered-
ményt értek el, mint az egyetemre t6rténd belé-
péstikkor. A masodik és a harmadik mérés hisz-
togramjanak hasonlésaga pedig arra utal, hogy
a kordbban éatismételt anyagot nem felejtették
el. A mérések atlageredményeit egy statisztikai
prébaval, az Gn. pérositott t-probaval (lasd pl.
Reiczigel, Harnos és Solymosi, 2007) is 6ssze-
hasonlitottuk?. Arra voltunk kivancsiak, hogy az

2 A prébat — akarcsak a késébbiekben a tobbi prébét is —
95%-0s megbizhatdsagi szinten hajtottuk végre.
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egyes mérési pontok kozott a hallgaték atlagtel-
jesitményében valéban tortént-e valtozas, azok
kozott Gn. szignifikéns kiilonbség van-e, vagy az
eredmények kozotti killonbség kicsi és a két ér-
ték statisztikai szempontbdl egyenlének tekint-
heté-e. A probat az elsé és a méasodik mérés
adatain elvégezve azt kaptuk, hogy a két mérés
kozott a hallgaték atlagos teljesitménye tényle-
gesen javult. Ezzel szemben a mésodik és a har-
madik mérés eredményeinek — az utébbiban is
részt vevé 61 hallgaté mintajan — a prébaval
torténd osszehasonlitdsa alapjan kijelenthetd,
hogy a hallgaték ezen két alkalommal atlagosan
ugyanolyan teljesitményt nyGjtottak.
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A kovetkezSkben tekintstik at, hogy az egyes
feladatokban a harom mérés soran hogyan tel-
jesitettek a hallgaték. Elérebocsatjuk, hogy a ma-
sodik és a harmadik mérés esetében altalaban
kozel azonos volt a pontszamok eloszlasa, ahol
nem, ott azt kiiloén jelezziik.

A hatvanyok értelmezése és a hatvanyozés
azonossagainak alkalmazéasa alapvetd kozépisko-
lai matematikai anyag, elengedhetetlen a diffe-
rencidl- és integralszamitashoz. Ugyanakkor jol
mutatja, hogy a hallgaté érti-e a hatvanyok lénye-
gét, illetve képes-e egyszerd szabélykovetésre.
Ennek ellenére az elsd feladatot a bemeneti mé-
réskor mindossze a hallgatdk 20%-a tudta hi-
béatlanul, kézel 40%-a pedig a harom sziikséges
logikai 1épésbdl kettét tudott helyesen megol-
dani. A zarthelyi dolgozatra a hibatlan megol-
dasok arénya valamivel toébb, mint 60% lett,
a két pontot elérék aranya 20% volt.

A harom mérés soran 4ltaldban a hallgaték
5-10%-a vont tagonként gyokot; sajnos a ta-
pasztalat azt mutatja, hogy latszélag bonyolul-
tabb feladatok esetében ez az arany jéval ma-
gasabb.

A nevezd gyoktelenitése a zsebszamoldgépek
elterjedésével méra elveszitette eredeti fontos-
sagéat a kozépiskolaban, csak mint azonos éatala-
kitasnak van jelentdsége, viszont az egyetemen
tobb feladattipusnal is j6l alkalmazhat6. Ezt jol
jelzi, hogy belépéskor a didkok 60%-a egyal-
talan nem tudott mit kezdeni a feladattal, mig
a hallgaték ehhez kapcsolédé ismeretei a rovid
ismétlés utén felelevenedtek és a zarthelyi dol-
gozatban mar csak a 40%-uk hibazott.

Az els6foka kétismeretlenes egyenletrend-
szer megoldasa egyszerd, tobb ismert mddszer is
van ra, és szinte minden tudoményéagban alkal-
mazzak. Az els6 mérés alkalméval a hallgatok
fele adott hibatlan megoldast a feladatra, negye-
dik pedig 3 pontot ért el. A kurzus alatt preci-
zebbé valtak a didkok, a maésodik alkalomkor
mar kozel haromnegyediik helyesen oldotta meg
a feladatot, és kozel a negyediik 3 pontot szerzett.

Egy maéasodfoki egyenletet elég konnyen
felismernek a hallgaték és héla a sok kozépis-
kolai gyakorlasnak, legtobben hibatlanul meg is
oldanak. Ehhez képest megdobbentd, de koz-
ismert, hogy ugyanezt a problémat egyenlétlen-
ségként csak a legjobbak képesek helyesen meg-
oldani. Esetinkben is az egyetemre torténd be-
lépéskor a hallgatok kozel 70%-a megéllt a ma-
sodfokud egyenlet megoldasanal, 20%-uknak saj-

nos pedig ezzel is problémaja akadt. A zarthelyi
dolgozatban mar elenyészé volt azon hallgatok
szama, akik ne tudtdk volna hibatlanul megol-
dani a masodfoka egyenletet, és mar 40%-uk
kezelte valdban egyenlétlenségnek a Kkitlzott
problémét. A félév kdzbeni méréskor ez az arany
mar 65%-ra javult. Ennek egyik oka az lehet,
hogy a Matematika 1. targy keretein beltil t6bb
feladat esetében is sziikség volt ilyen egyenlét-
lenség megoldasara.

A maésodfoki fuggvény grafikonjanak abra-
zolaséat transzformécidval és a fliggvényjellem-
26k leolvasasat elég jol tudtak a hallgatok, csak
rovid ismétlésre volt sziikség. A hatodik feladat
esetében 80-90% kozott volt a helyes megol-
déast adék aranya. Belépéskor a grafikon leolva-
sasa soran a hallgatok fele ért el 5 vagy 6 pon-
tot, a t6bbi pontszam eloszlasa kézel egyenletes
volt. Orvendetes, hogy szinte alig volt olyan hall-
gatd, aki a zarthelyi dolgozatban ne ért volna el
legalabb 4 pontot, az 5 pont felett teljesiték ara-
nya pedig 70%-ra nétt, utébbiak aranya a har-
madik mérési alkalommal még tovabb ndveke-
dett.

Hogy az évfolyamon beliil még arnyaltabban
lassuk a targy oktatdsanak eredményét, a minta
bizonyos részcsoportjaira is végeztiink elemzé-
seket, illetve 6sszehasonlitasokat. Elséként te-
kintsiik at, hogy a belépéskor 51% alatti telje-
sitményt nyijté (legfeliebb 11 pontot szerzd),
azaz akkori tudasuk alapjan a targyat nem telje-
sit6 didkok eredménye hogyan véltozott a zart-
helyi dolgozatra. Osszesen 24 hallgat6, azaz ko-
zel a mintédban szerepl6k harmada ért el legfel-
jebb 11 pontot, az § atlagos teljesitményik az
elsé mérés alkalmaval 8,8 pont volt, mig a méa-
sodik méréskor mar 15,5 pont, azaz a kurzus és
a tanulds hatésara atlagosan 6,7 ponttal javult
a teljesitményk (péarositott t-prébaval a javulast
statisztikailag is igazoltuk).

Az alabbiakban bemutatjuk, hogy az érett-
ségi jegyek fliiggvényében hogyan alakult az el-
s6 két mérés soran a hallgatdk teljesitményének
atlaga.

Erettsé- | Gyako- 1 2. a
.. p " .. | Javulas
gi jegy | risdg | mérés | mérés
3 21 10,9 15 41
4 41 14,2 18,4 4.2
5 14 19,4 20 0,6
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Lathaté, hogy azok a hallgaték, akik koze-
pes vagy j6 jegyet szereztek, atlagosan kozel
4 pontot, azaz 18,2%-ot javitottak a belépéskor
mért teljesitményiikhéz képest, mig a jelesre
érettségizetteknél ez a véltozas 0,6 pont. Paro-
sitott t-prébéval kidertlt, hogy ez a kilénbség
az elsd két esetben valdban szignifikans, mig az
Otossel végzdk esetében statisztikailag nem ki-
mutathaté a kiilonbség az eredmények kozott.
Utdbbi érthetd is, hisz aki az elsé mérésen kozel
maximalisan teljesitett, annak mar nem volt le-
het&sége a teszteredményén jelentGsen javitani.
Mindkét kérdéses mérési pontban kétmintas
t-probat (lasd pl. Lukdcs, 2002) hasznélva meg-
mutathatd, hogy a harmassal és négyessel vég-
zettek eredményei kozott valédi a kilonbség.
Hasonlé a helyzet a négyesre, illetve Gtosre
érettségizettek esetében a bemeneti méréskor,
azonban az eldbbiek felzarkozasanak koszon-
hetéen a hallgaték ezen két csoportja mér ugyan-
olyan jél teljesitett a zarthelyi dolgozatban.

Vizsgéljuk meg, hogyan fliggott a hallgaték
teljesitménye a kozépiskola tipusatdl.

Iskola | Gyako- 1. 2. J .
) p "y . avulas
tlpusa risag meres meres
Gim- | 4e | 152 | 179 | 27
nazium
Szakko- | 3n | 1908 | 175 | 47
zépiskola

A két mérési pont kdzott a gimnéziumban
érettségizettek atlagos javulasa 2,7 pont (12,3%),
a szakkozépiskolasok teljesitménye pedig atla-
gosan 4,7 ponttal, azaz 21,4%-kal bizonyult jobb-
nak a zérthelyi dolgozaton. Kétmintas t-préba
alkalmazéséaval ellendriztiik, hogy a gimnazistak
atlagosan jobban teljesitettek a belépéskor, mint
a szakkodzépiskolaban végzettek, a zérthelyi dol-
gozaton azonban mar nem volt statisztikailag
kimutathaté kiillonbség a két iskolatipus kozott.

A kovetkezékben azt tekintjik at, hogyan val-
tozott a hallgaték teljesitménye az elsé két mé-
rés kozott attédl fliggéen, hogy a hallgaté a fel-
mérés évében vagy korabban érettségizett-e.

Idén
e Gr!iI::; - m;;és mglzés desulas
gizett?
igen 53 15,8 18,4 2,6
nem 23 10,8 16,2 54

A 2011-ben érettségizett hallgatok teljesit-
ménye atlagosan 2,6 ponttal (11,8%), a korab-
ban érettségizetteké pedig atlagosan 5,4 ponttal
(24,5%) javult; a pérositott t-prébak eredmé-
nyei alapjan elmondhaté, hogy a véltozés egyik
esetben sem a véletlen mtve. A hallgaték ezen
két csoportja kozott 16vé teljesitménykiilénbség
mindkét mérési pontban statisztikailag kimutat-
haté, azaz a kordbban érettségizettek atlagered-
ménye sem a belépéskor, sem a zarthelyi dol-
gozatban nem érte el az érettségi évében felvé-
telizékét.

Diszkusszié és konklaziéok

[smételten szeretnénk hangstlyozni, hogy
a teszteken hasznélt feladattipusok nagy hang-
silyt kapnak a kozépiskolai oktatds soran és
alapvetéek az egyetemi tanulmanyokhoz, nem
csak matematikaban, hanem szinte minden mas
tudomaénytertilet esetében is.

Eredményeink alapjan elmondhaté, hogy
a kurzus hasznos volt azon hallgatéknak, akik
hérmas vagy négyes jegyre érettségiztek. ElGb-
biek atlagteljesitménye belépéskor még a mini-
malisan megkovetelt szint alatt volt, a tanulés és
ismétlés hataséra azonban eredményiik jelentd-
sen javult. Erdekes, hogy az e két csoportba
tartoz6 hallgatok esetében ez a teljesitményja-
vulas ugyanakkora mértékd volt, azaz a tudasuk
kozotti kilonbséget az oktatds két hete alatt
nem sikertilt megsziintetniink, de az nem is volt
varhatd, hogy az évek alatt kialakult téves be-
idegzédéseket és hianyossagokat ennyi id4 alatt
kijavitjuk. A jelesre érettségiz6k eredménye nem
véltozott szdmottevSen, viszont a négyesek tel-
jesitménye a kurzus végére mér megkozelitette
az & eredményiiket; ugy véljuk, ez részben ko-
szonhetd a mért anyag nehézségi szintjének is.

Azt tapasztaltuk, hogy a szakkozépiskolasok
eredetileg gyengébben teljesitettek gimnéazium-
ban tanult tarsaikhoz képest, de az ismétlések
hatéséra mér nem volt kiilénbség a két iskolati-
pusban tanult hallgaték eredménye kozott. Fizi-
kat oktaté kollégaink elmondéasa szerint az &
targyuk esetében az iskolak tipusa szempontja-
bdl épp forditott a helyzet.

A kordbban érettségizett hallgatokat vizsgal-
va azt lattuk, hogy az elsé méréskor az atlagtel-
jesitményuk kozel volt a targy teljesitéséhez sziik-
séges ponthatarhoz, azonban a mésodik mérés-
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re eredményeik mar szamottevéen javultak.
Tobb mérés igazolja, hogy a didkok az altalanos
és kozépiskoldban megszerzett tudasuk jelentds
részét, ha azt nem hasznaljak, az érettségi utan
atlagosan 3 év alatt elfelejtik (Foldes, 2002).
A kordbban érettségizett hallgatéink atlagosan
két évvel a felvételiik el6tt fejezték be kozépis-
kolai tanulmanyaikat, igy ez a folyamat az & ese-
tikben is elindult. A felmérés évében maturéld
hallgaték kisebb mértékben ugyan, de szintén
javitottak teljesitménytikon. Bar a két csoport
kozotti kiillonbség az oktatas hatasara csokkent,
a 2011-ben érettségizettek atlagteljesitménye
a zéarthelyi dolgozaton még mindig szignifikan-
san jobb volt.

Osszefoglalva: azt talaltuk, hogy kurzusunk
a kozepesre, illetve a nem a felvételi évében
érettségizetteknek szlikséges volt ahhoz, hogy
tudésuk elérje az elégséges szintet, de targyunk
egyben hasznos is volt szamukra, hisz atlagos
teljesitményiik jelentésen javult. Altalanossag-
ban elmondhaté, hogy a tébbi hallgaténk kozil
azoknak, akik nem jelesre érettségiztek, de Kkii-
lonésképpen a szakkozépiskolaban végzettek-
nek a kurzus altal nyGjtott attekintés hasznosnak
bizonyult, hisz teljesitményiik a zéarthelyi dolgo-
zatra jobb lett, ezdltal felkésziiltebben kezdhet-
ték meg egyetemi tanulméanyaikat. A szakko-
zépiskolasok esetében a gimnazistdkkal szem-
ben tapasztalt kezdeti hatréanyt is sikertilt ledol-
gozni. A harmadik mérési alkalommal — melyre
a félév 8. hetében Kkertilt sor — kapott eredmé-
nyek pedig azt igazoljak, hogy a hallgatdk telje-
sitménye a zarthelyi dolgozat 6ta nem romlott,
a kurzuson zajlott ismétlés hatésos volt. Frde-
mes még megemliteniink, hogy a hallgatékkal
folytatott beszélgetések is azt tdmasztjidk ala,
hogy kurzusunk a felkésziilésben sokuknak hasz-
nos segitséget jelentett.

Ugy wveéljiik, targyunk témbositett oktatasi
formaéja elényosebb a hallgatoknak a félév koz-
beni parhuzamos alapozasndl, felzarkéztatasnal.
Mivel az ilyen tipust kurzusukon &ttekintett tu-
dasanyagra mér az egyetemi tanulményok kez-
detén sziikség van, igy a tombositett targyalés
esetében nem fordulhat el§ az a helyzet, hogy
a hallgaték az alapjaik egyes hianyossagaival
a félév kozben, ,éles helyzetben” talalkoznak
el8szér és a hidnypobtlasra ezutdn akéar hetekkel
késdbb kertil csak sor. Jelenlegi adataink a 2007

elétti dolgozatokkal, illetve maés felsGoktatasi
intézmények hasonlé targyainak eredményével
nehezen Osszehasonlithatéak, igy ezen hipoté-
zist statisztikailag nem tudjuk igazolni.

A felmérés soran keletkezett adatbazisunk
lehet8séget nyujt arra, hogy a késébbi éviolya-
mok eredményeit is 6sszehasonlitsuk a jelenle-
giével, ezéltal a koz- és felsGoktatasban lejatsz6-
dé folyamatoknak a jovébeli hallgatéink mate-
matikatudéséra vonatkozé hatésairdl is képet
alkothatunk. A késébbiekben pedig megvizs-
géalhatjuk, hogy a hallgatéknak a Matematika .
targyon elért pontszamai, illetve az alapozé tar-
gyon elért eredményei kozott milyen Gsszefliig-
gés van, azaz kurzusunk hatésa a ra épulé ma-
tematikai tanulmanyokban megmutatkozik-e.

Koszoénetnyilvanitas

Szeretnénk megkdszonni tanszéki kollégaink
tAmogatésat és kozremiikodését a felmérések
elvégzésében, tovabba hallgatéinknak, hogy a
felmérésben valé részvételiiket Gnként véllaltak.
Koszonjik Téth Editnek (MTA SZTE Képesség-
kutaté Csoport) a cikk irdsa soréan adott értékes
javaslatait.
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Csete Lajos

Az amerikai elnok Deegan-Packel-féle

hatalmi indexérél

1. Bevezetés

formélis hatalom mérésére tobbféle méd-
A szert taléltak ki. Korabban foglalkoztunk

a hatalom mértékének Shapley-Shubik-
féle indexével [1] és a hatalom Banzhaf-indexé-
vel. [2,3]

Most a hatalom Deegan-Packel-féle indexét
alkalmazzuk az amerikai elnok hatalmanak egy
lehetséges mérésére. Mint tudjuk, 1978-ban John
Deegan Jr. és Edward Packel vezette be a ha-
talom egy Gj mértékét, az gynevezett Deegan-
Packel-féle indexet. [4,8]

A hatalom mértékének Deegan-Packel-féle
indexe harom feltevésen alapszik.

1. Csak a minimadlis gy&ztes koaliciékat fog-
juk figyelembe venni az egyes szavazok
hatalmi ardanyanak a meghatéarozaséhoz.

2. Minden minimdlis gy&ztes koalicié egy-
forma valészintségd.

3. Egy szavazé hatalménak része, amely va-
lamely minimélis gyGztes koalicibhoz vald
tartozasbdl kévetkezik, ugyanaz, mint ugyan-
ennek a minimdlis gy&ztes koaliciéhoz tar-
tozé maésik szavazénak azon hatalmi része,
amely ehhez a minimdlis gy&ztes koalicié-
hoz valé tartozasbdl kovetkezik.

1. Definicié:

Tegylik fel, hogy egy igen-nem szavazd-

rendszer szavazdi p1, pa, ..., Pn €s p; tetszGleges
szavazd (i=1, 2, ..., n) a szavazok kozil. Ekkor

a p; szavazd teljes Deegan-Packel hatalmadt
TDPP(p;)-vel jeloljuk és a kovetkez8 moédon
kaphatjuk meg:

Tegyk fel, hogy a p; szavazé a Ky, Ko, ...,
K; minimalis gyéztes koaliciékba tartozik bele.
TegyUk fel, hogy ki darab szavazé tartozik K;-
be, ko darab szavazé tartozik Ky-be, s igy to-
vabb, k; darab szavazé tartozik Ki-be.
1 1 1

Ekkor legyen TDPP(p;) = E + E +..4 k_j

2. Definicié:

Tegytk fel, hogy egy igen-nem szavazo-
rendszer szavazdi p1, pa, ..., Pn €s p; tetszGleges
szavazoé (i=1, 2, ..., n) a szavazok koziil.

Ekkor a p; szavazé Deegan-Packel-féle ha-
talmi indexének jelolése DPI(p;) és legyen

DPI(p)) = Unids '
TDPP(p;) + TDPP(p5) + ...+ TDPP(p,)

(Intuitiv médon lathatjuk, hogy a p; szavazd

Deegan-Packel-féle hatalmi indexe megmutatja
a p; szavazod részesedését a teljes Deegan-Packel-

féle hatalombdl.)

1. allitas:

Tegylk fel, hogy egy igen-nem szavazé-

rendszer szavazdi p1, pa, ..., Pn s p; tetszGleges
szavazé (i=1, 2, ..., n) a szavazék kozil. Ekkor

a p; szavazé Deegan-Packel-féle hatalmi inde-
xére fennall, hogy

0 <DPI(p) < 1.

A bizonyitas a DPI(p;) definiciéjabdl kovetkezik.
Esetleg érdemes meggondolnunk, hogy mindig
értelmes-e a definicié6. Vagyis TDPP(pq) +
+ TDPP(ps) + ... + TDPP(p,) # 0 mindig fenn-
all?
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2. allitas:

Tegylk fel, hogy egy igen-nem szavazé-
rendszer szavaz0i p1, po, ..., Pn , ekkor

DPI(p;) + DPI(py) + ... + DPI(p,,) = 1.
Bizonyitds:
DPI(p;) + DPI(py) + ...+ DPI(p,) =

~ TDPP(p,) .
TDPP(p;) + TDPP(p,) + ..+ TDPP(p,)

TDPP(p,)

+ +...+
TDPP(p;) + TDPP(p,) + ..+ TDPP(p,)

N TDPP(p,)
TDPP(p;) + TDPP(py) + ...+ TDPP(p,,)

_ TDPP(p;) + TDDP(py) +...+ TDPP(p,) _,
TDPP(p,) + TDPP(py) + ...+ TDPP(p,)

2. Az amerikai elnok, a szenatus
és a képviseléhaz teljes
Deegan-Packel-féle hatalma

2.1. A szavazasi rendszer vazlata

Az amerikai hatalmi rendszerben a politikai
hatalom formélisan az elndk, a szenatus és a kép-
visel6héaz kozott oszlik meg. A szenatusnak 100
tagja, azaz szenatora van, mig a képvisel6haz-
nak 435 tagja, azaz képviselGje van. Egy olyan
dontést vizsgalunk, amelynek meghozataldhoz
mindharom hatalmi tényezé szavaz.

1. tipus:

Egy javaslatot elfogadnak, ha az elndk szavaz
mellette, a szenétus legaldbb 51 tagja és a kép-
visel6héaz 218 tagja. Ez a szenétus esetében 50%
és még 1 szavazat, mig a képvisel6haz esetében
2175 az 50%, igy ebben az esetben nem ko-
vetelik meg az 50% + 1 szavazatot, hanem azt
mondjak, hogy 50%-nal tobb szavazat kell. Ez
a megfogalmazés persze érvényes a szenatusra
is, erre is mondhatjuk, hogy 50%-nél tobb sza-
vazat sziikséges a dontéshez.

2. tipus:

Egy javaslatot akkor is elfogadhatnak, ha az
elndk nem szavaz mellette, ebben az esetben a
szenéatus tagjainak legalabb kétharmadanak és
a képvisel6héaz tagjainak is legalabb kétharma-
dénak a javaslat mellett kell szavaznia. Figyeljik
meg, hogy itt nem azt mondjak, hogy a két-
harmadnal tobb szavazat kell, hanem azt, hogy
legalabb kétharmad.

Vagyis a szenatus 100 tagja koziil legalabb
67-nek a javaslat mellett kell szavaznia, mig a
képvisel6haz 435 tagja kozil legalabb 290-nek
kell a javaslat mellett szavaznia.

2.2. A minimalis gyéztes koaliciok szama

Az 1. lehet8ségnél a minimalis gySztes koa-
. 3 1) (100) (435
liciék szama . . ,
1) {51) 1218
nokbdl 1-et kell kivalasztanunk, a 100 szena-
torbél 51-et kell kivalasztanunk, mig a 435 kép-
visel6bdl 218-at kell kivalasztanunk a minimalis

gy6ztes koaliciéhoz.
A 2. lehet8ségnél a minimélis gy&ztes koali-

» ) 1) (100) (435
ci6k szdma . . ,
0) 67 ) 1290
nokbdl 0-at kell kivalasztanunk, a 100 szena-
torbél 67-et kell kivalasztanunk, mig a 435 kép-

viseldbdl 290-et kell kivalasztani a minimalis
gy6ztes koalicidhoz.

hiszen az 1 el-

hiszen az 1 el-

2.3. Az elnok teljes Deegan-Packel-féle
hatalma

1 (1 4,
Az elnok {J . [ 50;)} [2?2 darab minimalis

gyGztes koalicidban szerepel, tehat ennyit tud
szétrombolni, ha kilép belélik. Az ilyen tipusi
minimaélis gy6ztes koalicidkban 1 +51 +218 =
=270 tag szerepel. Igy definicié szerint az elndk
teljes Deegan-Packel-féle hatalma:

TDPP(elnsk) = L .[1].[190) [435)_
270 \1) | 51 ) (218

~1,241 326 087 902 -10%°°.
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2.4. Egy szenator teljes Deegan-Packel-féle
hatalma

Szemeljink ki egy tetszéleges szenatort és
hatérozzuk meg, hogy mennyi minimalis gy&z-
tes koalicidban szerepel.

Nézziik el6szor az 1. tipusd minimélis gyéz-
tes koaliciokat!

Ha kiszemeltik az 1 szenatort, akkor maér
csak 50 szenatort kell kivalasztanunk, hogy 51
szenéatort kapjunk. Az 50 szenatort mar csak 99
szenétor koziil kell kivalasztanunk.

99
Ezt [50} -féleképpen végezhetjiik el. Mas-

részt tovabbra is 218 képviselét kell kivalaszta-

435
nunk a 435 képvisel6bdl, ezt (218} -féleképpen
tehetjiik meg.

: . , 1) (99

Igy a kiszemelt szenéator .

435
1) (50) (218

darab 1. tipusta gyéztes koalicibban szerepel.

Nézziik a 2. tipusi minimaélis gy&ztes koali-
ci6it!

A kiszemelt szenator mellé mar csak 66 sze-
nétort kell kivalasztanunk, hogy megkapjuk a
sziikséges 67 szenatort. A 66 szenatort mér csak

99
99 szenétor kozil kell kivalasztanunk. Ezt [66} -
féleképpen tehetjiilk meg. (A Taylor-kényv 224.

100
oldalan [ 66} szerepel, ez szerintlink sajtéhiba.

Kiilénben a végeredményeket lényegében nem
befolyasolja ezen sajtéhiba. Még akkor sem, ha
ezzel szamoltak tovabb.) A 435 képvisel6bdl
4
most 290-et kell kivalasztanunk, ezt 35 -féle-
290
fgy a kiszemelt szenator 1) [29).[435
Z Z . .
& 0) l66) (290
darab 2. tipusi minimdlis gydztes koalicibban
vesz részt.

Egy 1. tipusi minimdlis gydztes koalicid
tagjainak szama 270, mig a 2. tipusi minimalis

képpen tehetjiikk meg.

gyéGztes koalicié tagjainak szama 0 + 67 + 290 =
=357.
fgy egy kiszemelt szenator telies Deegan-
Packel-féle hatalmi indexe:
435
+
218

TDPP(szenétor) = 1 (1J - [99]

270 1) |50/
1 (1
+_.
357 |0

99) (435)
66) (290)
~ 0,633 076 304 830-10'°°.

2.5. Egy képviseld teljes Deegan-Packel-
féle hatalma

Szemeljiink ki egy tetszéleges képvisel6t és
vizsgéljuk meg, hogy mennyi minimaélis gy&ztes
koaliciéban szerepel!

Nézzik el@szor az 1. tipusd minimélis gy&z-
tes koaliciokat!

Itt a kiszemelt képvisel6 mellé még 217
képvisel6t kell véalasztanunk, hogy 218 képvi-
sel6t kapjunk. Ezen 217 képvisel6t mar csak
434 képvisel6bdl valaszthatjuk.

434
Ezt (217] -féleképpen tehetjiilk meg. Més-

részt 100 szenéator koziil 51-et kell kivalaszta-

100
nunk. Ezt (51 j -féleképpen tehetjiik meg. Az 1

1
elndkbdl az 1 elnokot kivalasztjuk [1] -félekép-

pen.

Osszesen ! . 100 . 434 darab 1. tipusu
1) (51) \217

gyGztes koaliciéban szerepel a kivalasztott kép-
viseld.

Nézziik most a 2. tipusi minimalis gy&ztes
koalicidkat!

Itt a kiszemelt képviseld mellé 289 képvise-
16t kell valasztanunk, hogy a 290 képvisel6t meg-
kapjuk. A 289 képvisel6t mar csak 434 képvi-
sel@bdl valasztjuk Ki.

434
Ezt [289) -féleképpen tehetjliik meg.

12 MOZAIK KIADO
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A 100 szenatorbél 67 szenétort kell kiva-

100
lasztanunk, ezt (67 J -féleképpen tehetjliik meg.

1
Az 1 elndkbdl 0 elnokot (Oj -féleképpen va-

laszthatunk ki.

Osszesen 1 . 100 . 434 darab 2. tipusta
0) (67 ) 1289

minimalis gydztes koalicidban szerepel a kiva-
lasztott képviseld.

Az 1. tipusu koaliciok 270 tagtak, mig a 2.
tipust koaliciok 357 taguak. Igy a definicié sze-
rint egy kivalasztott képvisel§ telies Deegan-

Packel-féle hatalma:
1 (1) (100) (434 .
270 (1) { 51 ) \217

,_L (1) (100 (434)
357 \0) | 67 ) (289)

~ 0,622 089 855 546101

TDPP(képvisel§) =

3. Az amerikai elnok, a szenatus
és a képviseléhaz Deegan-Packel-féle
hatalmi indexe

Az elnok Deegan-Packel-féle hatalmi indexe
definici6 szerint:
DPI(elndk) =

B TDPP(elnok)
TDPP(elnok) + 100 - TDPP(szenétor) + 435 - TDDP(képviseld)

= 0,003 703 703 704 = 0,370%.

Egy szenator Deegan-Packel-féle hatalmi
indexe:
DPI(szenétor) =

_ TDPP(szenétor)
TDPP(eln6k) + 100 - TDPP(szenétor) + 435 - TDDP(képvisels)

~0,001 888 888 = 0,189%.
Egy képvisel6 Deegan-Packel-féle hatalmi
indexe:
DPI(képviseld) =

_ TDPP(képviseld)
TDPP(elnok) + 100 - TDPP(szenétor) + 435 - TDDP(képviseld)

~0,001 856 109 = 0,186%.

A szenétus tagjainak ©sszes DPI hatalma:
kb. 100 - 0,189 = 18,9%.

A képvisel6héz tagjainak 6sszes DPI hatal-
ma: kb. 435 - 0,1856 = 80,74%.

4. Kisérletiink a képviseléhaz
létszamanak a valtoztatasara

Erdekes lehet meguizsgélni, hogyan valtoz-
na meg az elndk, a szenatorok és a képvisel6k
DPI hatalma, ha megvaltozna a képviselSk széa-
ma. Az elndk és a szenatus létszamanak meg-
véltoztatdsa lehetséges, de még valdszintle-
nebb kisérletekhez vezetne.

Csokkentstik képzeletben 10%-kal a képvi-
sel6héz létszamat és vizsgaljuk meg az egyes
szerepl6k DPI hatalméat! Ez 391,5 képviseld
lenne, legyen 391 képvisel6, hogy pératlan
szam legyen. Itt az 50%-ot meghaladé létszam
legalabb 196 képviseld, mig a kétharmadot ép-
pen meghaladd létszam 261 6.

Az elndk [1]~[100] (391] darab minimalis

1) { 51) (196

gybztes koalicidban vesz részt.

TDPP(elnsk) = [ }]-[190].[391) .
243°(1)" 51 ) (196

~8,101 219 820-10'#

1 (1) (99) (391
TDPP(szendtor) = — - |-{ |-
(szenator) = 58 [1} [50) (196]+
1 (1) (99) (391 2
(2PN < 4131622108 1
328 [oj [66} (261) ,131622108-10

1) (100) (390
TDPP(képvisel§) = L. . +
248 (1) | 51 ) \195

1 (1) [100) (390)
328 (0) | 67 ) |260)
~ 4,060 969 526 -10'%

DPI(elndk) = 0,004 032 258 ~ 0,403%

MOZAIK KIADO 13
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0,403-0,370
0,370
az elnék DPI hatalma kb. 8,9%-kal nétt volna.

Mivel -100% = 8,9%, ezért

DPI(szenétor) = 0,002 056 451 = 0,206%

0,206 -0,189
0,206
egy szenator DPI hatalma 8,25%-kal nétt volna.

Mivel -100% = 8,25%, ezért

DPI(képvisel6) =~ 0,002 021 285 = 0,202%

0,202-0,186
0,202
egy képvisel§ DPI hatalma 7,92%-kal nétt vol-
na.
A szenétus tagjainak 6sszes DPI hatalma kb.
20,6% lenne. Ez kb. 8,25%-0s névekedésnek
felel meg.

A képvisel6haz tagjainak 6sszes DPI hatal-
ma kb. 391 - 0,202 = 78,98% lenne.

Mivel 78:98=80.74 1509, - 2 18%, te-
80,74
héat a képvisel6haz tagjainak egyittes DPI ha-
talménak csékkenése 2,18% lenne.

Vegyiik észre, hogy mindenki névelte a DPI
hatalmat, még a képviseldk is, de a képvisels-
héz tagjainak egytittes DPI hatalma kissé csok-
kent; ez nem ellentmondas, hiszen a képvisel6k
szama csokkent.

Cikkiinket csak ismeretterjesztének szanjuk,
Ujdonsagok nincsenek benne, csak kissé részle-
tesebben targyalja a témat, mint a [7] konyv és
egy sajtéhibajat javitja ki a e konyvnek. Remé-
lem, hogy Gj hibédkat nem helyeztem el a cikk-
ben. Mésrészt a kongresszus 10%-o0s képzelet-
beli csokkentésének szamitdsa e cikkiinkben
szerepel Gj gyakorlatként.

Mivel -100% = 7,92%, ezért
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Theisz Gyorgy (2003): Igen-nem szavazérend-
szerek. Polygon, XII. kotet 1-2. szam, 2003.
junius, 63-69.

E cikkben formadlisan is definidljak az igen—
nem szavazorendszert.

»Legyen adva az Gsszes szavazé X halmaza.
Szavazésnak nevezziik X egy A részhalmazat.
Az A halmazbeli szavazék igennel szavaztak,
mig a tobbi szavazé nemmel szavazott. Egy
szavazérendszertdl elvarjuk, hogy minden A
szavazésra adjon pontosan egy végered-
ményt, vagyis dontse el, hogy elfogadtak
a javaslatot vagy nem. Masképpen a szava-
zbérendszer egy v: P(X) — {i, n} leképezés,
ahol P(X) az X halmaz részhalmazainak
a halmaza, és v(A)=1i, ha A c X szavazas
esetén igent mond a szavazbrendszer, és
v(A)=n, ha nemet mond a szavazdrend-
szer.”

Koszoném szépen Varga Ferencné kényv-
tarvezetének (Szegedi Tudomdnyegyetem Bo-
lyai Intézete) a Taylor-kényv kélcsénzését.
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Katona Gyula

Bacst Reiman Istvantol

magyar matematika egy nagy alakjatdl,
A Reiman Istvdn matematikustél bucsu-

zunk, a sz6 nagyon széles értelmében.

Kevesen tudték réla, hogy kivalé kutatd
volt, szép és fontos eredményekkel. A Zarankie-
wicz-problémérdl sz6lé6 kombinatorikus cikkének
gondolatait példaul az elsés matematikus hall-
gatoknak tanitom, a cikkre 78 hivatkozas talal-
haté a neten, koztilik tobb 2010-es és 2011-es.
De sok szép geometriai eredménye is volt.

A matematikusi feladatok kozll az egyetemi
oktatasban is kivalét nydjtott. 1953-t61 1970-ig
az Eotvos Lérdand Tudoméanyegyetemen, majd
1996-ig a Budapesti Miszaki Egyetem Geomet-
riai Tanszékén tanitotta azokat, akiknek olyan
szerencséjik volt, hogy hozza kertiltek. 1986 és
1992 kozott az utébbi helyen tanszékvezetd is
volt. Mint minden tevékenységét, az egyetemit
is nagy tudéassal, alapos felkésziiléssel és hatar-
talan szerénységgel végezte.

Leghiresebb azonban a magyar matemati-
kai tehetségek kivalasztdsdban, kinevelésében
jatszott szerepe altal lett. 1961-t6l 2002-ig volt
a Nemzetkozi Matematikai Olimpidkon résztvevd
magyar csapat felkészitGje. Az alap a Reiman-
szakkor volt, amit kéthetente szombat déluta-
nonként tartott. Azutan az Olimpiadk elétt volt
egy intenziv felkészités is. Sajnos idds korom
megakadalyozott abban, hogy részese legyek
ezeknek az élményeknek, én két évvel korab-
ban, 1959-ben voltam olimpikon. De a kiemel-
kedé magyar matematikusok, akadémikusok,
nagydoktorok négy évtizednyi hada ebbdl az
iskolabdl kertilt ki. Ok mesélnek a szakkor cso-
délatos hangulatardl. Kis flizetébdl a tablara fel-
irta a gondosan Osszevéalogatott szép és izgal-
mas feladatokat, azutdn a hattérbe hizddott.
Hagyta a didkokat érvényestilni, csak néha fd-
z6tt kommentart egy-egy feladat megoldasahoz.

Mennyi munka volt e mogott! Hany és hany
konyvbdl, szaklapbdl gydjtotte dssze a feladato-
kat! Es micsoda pedagdégiai érzéket kivant a ki-
hivés, az orszag legtehetségesebb matematikus
didkjaival dolgozni, mekkora felelésség, hogy
beldliik kihozza a maximumot! Vezetése alatt

sok nagy sikert ért el a ma-
gyar olimpiai csapat. Pedig
nem ezt tartotta {8 célnak,
hanem azt, hogy kivalo,
egészséges gondolkodasu
matematikusokat neveljen
az orszagnak.

A nemzetkdzi mate-
matikai kozvélemény is jol
ismerte és elismerte a te- .
vékenységét. Részben az eredmények miatt,
részben az olimpiai feladatokat 6sszegyijts, an-
golul is megjelent kotetei alapjan. A Matemati-
kaversenyek Nemzetkézi Szévetsége —ezért
2000-ben Erdés-éremmel tintette Ki.

Szerénysége vitte e teriiletre. Felvetédik a kér-
dés, hogy ha nem tolti idejét a fiatalok nevelé-
sével, mennyivel tobb szép matematikai tételt
alkothatott volna. De azt hiszem, helyesebb tgy
szamolni, hogy annak a tobb szdz matemati-
kusnak, akiket nevelt, egy-két cikkét a javara
irjuk, hiszen ezek a cikkek Reiman tanér Gr nél-
kil — taldn — nem sziilettek volna meg hazank
és a vilag matematikaja hasznéra.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat nevé-
ben is koszonetet kell mondanom éaldozatos te-
hetségkivélaszté, -neveld munkajaért, de a kii-
16nb6z8 bizottsdgaink munkajaban végzett te-
vékenységéért, hasznos tanacsaiért is.

Volt még egy érdekes munkéja, amely ismert-
té tette az orszag kozvéleménye elétt is. Eveken
at a fél orszag ult az éjjeli 6rakban a képernyd
elé, hogy vildgos magyaréazatait hallgatva meg-
tudja, hogyan kellett volna a koszinuszos fel-
adatot megoldani az egyetemi felvételin.

Az orszég és a szakma megprébaélta kittin-
tetésekkel kifejezni halajat. 1993-ban Apacai
Csere Jénos-dfjat, 2002-ben Réacz Tanar Ur
Eletmddijat, 2007-ben pedig a Magyar Koztar-
sasag Erdemérem tisztikeresztjét nyerte el.

Kedves Pista Bacsi, koszonjiik Neked ezt az
életet, és rengeteg munkéat! Tudd, hogy érde-
mes volt. Szazaknak adtal egy j6 kezdetet, élet-
re sz0l6 élményt. Te vagy az egyik oka a ma-
gyar matematika vildghirének.
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Ambrus Andras

Peller Jozsef (1933-2012)

eller Jézsef elGszor a Budai Tanitokép-
z6ben szerzett tanitéi képesitést, majd az

ELTE TTK-n 1956-ban matematika-
fizika szakos tanarként diplomézott. 1956 és
1961 kézétt a Budapesti Arpad Gimnazium ta-
néara, 1961-t8l az ELTE TTK oktatéja volt. Dol-
gozott az akkori Analizis II. tanszéken, késébb
az Abrézolé és Projektiv Geometria tanszéken,
majd a Matematikai Szakmodszertani Csoport-
ban, tovabba az Oktatéstechnikai Csoportban.
1995-t8] harom évig a kaposvari Csokonai Mi-
hély Tanitoképzé Féiskola matematikai tan-
székének vezetdje volt.

Bicsitzunk a tudéstél

Egyetemi doktori értekezését ,A differenci-
alhanyados és az integralszamitas a kozépisko-
laban” cimmel 1966-ban védte meg az ELTE
TTK-n. Tudoméanyos aspirantira ideje alatt két-
szer is volt harom hénapos tanulméanyiton
Moszkvaban. Kandidéatusi értekezését 1989-ben
védte meg ,,A szdmfogalom és a fliggvénytani-
tas fejlesztésére iranyulé matematikai-didaktikai
vizsgélatok, kisérleti eredmények” cimmel. E
munka egy rendszer lefrasa, amely feloleli az
altalanos iskola als6é és felsG tagozatos, a ko-
zépiskolai matematikaoktatési  vizsgalatokat,
elemzéseket és a tanérjeldltekkel valé szakméd-
szertani foglalkozasokat is. Tudoméanytorténeti
tény, hogy Magyarorszagon harman irtak kan-
didétusi dolgozatot matematikadidaktikabdl (ma-
tematika szakméddszertanbdl): Varga Tamas, Pel-
ler Jézsef és Ambrus Andras.

Abban a szerencsés helyzetben vagyok, hogy
végigkovethettem a matematikai szakmoddszer-
tannak — ma matematikadidaktikanak nevezziik
— a magyarorszagi fejlédését és 6néllé tudo-

méanyagga valasat. Az ELTE TTK Matematikai
Szakmddszertani Csoportjanak megalakulasa-
ban, kutatémunkajaban, fejlédésében nagy sze-
repe volt Peller Jézsefnek. Részt vett a ,Mate-
matika tanitédsa” targy tantervének, allamvizsgai
tematikajanak, rendszerének kidolgozasaban.

Egyik alapitéja volt a Szakmédszertani Koz-
lemények cimd, félévenként megjelend periodi-
kanak, szerkeszt6ként, szerzéként szamos ta-
nulmany megjelentetésében mudkodott kozre.
Mint vidéki, kisgimnéziumi matematikatanar-
nak, nagyon fontos segitséget jelentettek e ko-
tetek. Az ELTE TTK kétéves tanar-tovabbkép-
zési rendszerének kidolgozéséban, a kurzusok
tartdsaban nagy szerepet vaéllalt. E tovabbkép-
zési format kovette az egyetemi doktoratus meg-
szerzésének lehetGsége, mellyel tobb kivald ko-
zépiskolai matematikatanar élt.

Peller Jézsef kutatémunkajanak kiemelkedd
része két nagyformatumu oktatasi kisérlet. ,A ma-
tematikaoktatds tartalménak és maddszerének
korszerUsitése” (5-8. osztaly), illetve ,,A tanulék
tevékenységének tervezése és iranyitasa” (9-12.
osztaly) kutatéprojekt volt, amelynek keretében
gyakorlbiskolai matematika vezetStanérok be-
vonésaval kidolgoztak egy részletes, a minden-
napi matematikatanitas realizalasat segitd, teljes
tanitasi anyagot. A klasszikus kozépiskolai osz-
tdlyok anyagat a Tankonyvkiadé konyv for-
majaban is megjelentette.

Mint tanitoképzdt végzett szakember, az elsé
négy osztaly matematikai tananyagéanak feldol-
gozését is elkészitette Kovacs Bertalanné gya-
korldiskolai vezetStanar kozremikodésével. Pel-
ler Jézsefnek sziviigye volt, hogy a sok jé gyakor-
lati munka mellett tudoméanyéagunk is fejlédjon,
elméleti héattere ki legyen dolgozva. A Debrece-
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ni Egyetem matematikadidaktikai PhD prog-
ramjanak megalapitdsdban szakérté tanacsaival,
a késébbiekben kurzusok tartasaval vett részt.

Bucsiuzunk a tanartél

Ritka az olyan tanér, akinek sajat tapasztala-
ta van minden életkorrdl, a kiselsGsoktdl az egye-
temi diplomaig atélel§ idészak matematikaok-
tatdsardl. Fejlédésében tekintette a gyerekeket,
az alapvetd matematikai fogalmak kialakitasanak
szakaszos elméletét dolgozta ki a szdmfogalom-
mal és a figgvényfogalommal kapcsolatban. Ez
a kisgyermekkortdl a diplomaig terjedé fejlédés,
fokozatos matematizéléas jellemzé volt didaktikai
gondolkodaséara. Szakmailag nagyon igényes,
minden Oréjara alaposan felkésziilg, a hallgatéit,
tanuldit szeret8, tAmogaté tanar volt. Jellemzé a
segitékészségére, hogy a médszertani oktatason
til a matematika-fizika szakos tanéarjeloltek sza-
mara segitséget nyUGjtott az elméleti fizika meg-
értéséhez sziikséges matematikai ismeretek ren-
dezésében specialkollégiumok tartasival.

Egyitt tanitottunk az ELTE Radnéti Miklés
Gyakorléiskoldban. Meghat6 volt az a szeretet,
amellyel patyolgatta a kis hatodikosokat, tAmo-
gatta a tehetségesebb tanulékat.

,Tanarok tanara” is volt, a tanulék tevé-
kenységének tervezése projekt keretében sokat
utazott vidékre is, ahol személyesen vizsgélta,
hogyan realizdlédnak matematikaoktatési elvei.
A Kkisérletben részt vevs tanaroknak idejét nem
kimélve sokat segitett. A Réatz Laszlé6 Vandor-
gyUléseken tobbszor tartott eldadéast, sok mate-
matikatanar vette mindig koril, népszerd volt az
egyszerd tanarok korében.

,»A matematika tanitdsa” médszertani kurzus
tantervének, tartalménak, valamint a gyakorl6is-
kolai 6todéves tanitési gyakorlat tematikajanak
kidolgozasaban alapvet$ szerepe volt. A gya-
korlbiskolai matematika vezetétanarok szakfel-
ugyeletét, az 6todéves hallgatok latogatasat a
téle megszokott gondossaggal, alapossaggal szer-
vezte, vezette.

A matematika tanitdsdval kapcsolatos fonto-
sabb Peller-kényvek:

¢ A matematikai ismeretszerzési folyamatrdl.
ELTE Eétvos Kiadé, 2003

* A matematikai ismeretszerzés gyokerei.
ELTE Eotvos Kiadé, 2003

¢ Az analizis elemeinek tanitdsa kozépisko-
laban. Tankényvkiadd, 1967

* A szamfogalom fejlesztésének szintjei az
oktatéasi gyakorlatban. Tankényvkiadd, 1974

Bucstizunk a kedves kollégatél, az embertél

Joéskéval egy kedves, segit6kész, szenvedélye-
sen igazsagkeresé kollégank tavozik. Oszinte, eqy-
szer(, tisztalelkd, csaladszeretd, nagy huméanumd,
elveiért kiall, azokért pozitiv értelemben meg-
széllottan kiizd8 ember volt. Kdzvetitett, békitett
hallgaték és oktatok kozott kényes kérdésekben.

Nagy szeretettel, tlirelemmel kisérte, tamo-
gatta beilleszkedésiinket, szakmai fejlédéstinket.
Szamomra, a kis vidéki matematikatanar sza-
méra nagyon fontos volt, hogy a kezdetektdl fog-
va mellém A&llt, minden szakmai és szakman ki-
vili kérdésben segitett. A volt kollégak nagy sze-
retettel emlékeznek a sok beszélgetésre, kozos
kirdndulésra, a Joska altal nagyon szeretett ba-
latonkenesei telkén tett latogatésra, tovabbi
egyittlétekre.

Vaci Mihdly — aki maga is volt nyirségi ta-
nité — ,Esé a homokra” cimd versében Jéskara
is oly jellemzd&en ir:

,,Hasznalni akartam — nem tiindokolni,
sem esztétikak rangsoréat porolni.

A halhatatlan szent tiilekedésben
Lemaradtam — a startnal mar lekéstem.
Osztani magad, hogy igy sokasodjél,
Kicsikhez hajolni — hogy magasodjal,
Hallgatni &ket, hogy tudd a vilagot,

Réluk beszélni, ha szélsz a vilaghoz.
Széjjel sz6rédni — es@ a homokra —
sivatagnyi reménytelen dologra,

s ha nyar se lesz téled — s a taj se zoldebb,
kutakka gydjt a mély — sokan isznak beléled!”
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Csete Lajos

Egy ciklikus egyenldtlenség altalanositasa

1. Bevezetés
Ismert a kdvetkezG egyenlétlenség:

Legyenek aj, ay, ..., a, pozitiv valés szd-

mok. Ekkor fenndll, hogy

2 2 2 2
a a a a
Ly 2 4 y—rl 4 T >
ap + dg Qg + as a,_1 + a, a, + a

2%~(al+a2+...+an).

Ez példaul versenyfeladat volt 2001-ben az
Orszagos Kozépiskolai Tanulméanyi Versenyen,
illetve kordbban egyéb helyeken is Kitdzték.
[31,[4],[6],[9],[10].

(A [3] cikkben olvashatunk a térténetérdl és
8 megoldast tekinthetiink meg.)

A kovetkezékben célunk ezen egyenlGtlen-
ség egy altalanositasa. Ehhez elszor egy segéd-
tételt idéztink fel.

2. Egy Young-féle segédtétel

A kovetkezd segédtételt azért nevezziik
Young-féle segédtételnek, mert ez a Young-féle
egyenlbtlenség (1912) egy speciélis esete. Eb-
bdl kiillébnben koénnyen levezetheté a Holder-
féle egyenlétlenség is.

A Young-féle segédtétel:
Ha a és b nemnegativ valés szdmok és
p > 1, g > 1 olyan valés szdmok, amelyekre tel-

jestl 1 + 1 =1, akkor fenndll, hogy
P q

P pa
- b7 >a-b,
P q
ahol egyenldség akkor és csak akkor van, ha

aP = ba.

Bizonyitas:

A sulyozott szamtani és mértani koézép kozotti
egyenlétlenséget fogjuk alkalmazni. [7]

Mint tudjuk, fennall, hogy
Wy - X1 + W - Xg +.ooF Wy - Xy 2 X] - X2 - X",

ahol x1, xg, ..., X,, pozitiv valés szamok és wq,
wy, ..., Wy, szintén pozitiv valés szamok, az ugy-
nevezett stlyok.

Legyen n=2 és x; = aP, xo = b4, mig a sulyok

w; =— és wy =—.

p q
Ekkor a stlyozott szamtani és mértani kdzép
kozotti egyenlétlenség szerint:

aP b

1
& 2> (aP)P (b9 =a-b.
p q

3. A Bernoulli-féle egyenlétlenség
levezetése a Young-féle segédtételbél

A Young-féle segédtételbsl indulunk Ki:
aP b4
—+—2>a-b, ahol a és b nemnegativ valés
p q
szamok, mig p és q 1-nél nagyobb olyan valds

szamok, amelyekre 1 + 1 =1. Ebbdl g= _p_
P q p-1
Ezt felhasznalva kapjuk, hogy:
p q
a_ 2 a- b — b_’
p q
vagyis
P
p _ ¥
D sqp_P=L ppt
p p
Ezenkivil legyen b = 1, tehat
p
P _ P
[ el T
p p
vagyis
p _
a,,_p1
p p
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Az utébbi egyenlbtlenségbdl kapjuk, hogy
a?=>1+p-(a-1).

Ez éppen a Bernoulli-féle egyenlétlenség egy
alakja.

4. Egy ciklikus egyenlétlenség altalanositasa

p

Az elébb kaptuk az 2 a.b- 2L e

p p
egyenlGtlenséget.
Ebbdl kévetkezik, hogy
p
aP>p-a-b-(p-1)-bPL.

Ezt fogjuk felhasznalni az 1. pontban felidézett
ciklikus egyenlétlenség éltalanositaséra.
Legyen itt az a helyett a;, mig a b helyett

alJrTaz. Ezeket behelyettesitve kapjuk, hogy
p

a1+a2_ _1'(014’02)E
5 (p )—2 .

Ezt egy kissé atrendezziik:

al>p-a;-

P 4
p p-1
a a a; +a
L_>p. 8 (p-p) BrRT
a; +ay 2 Zﬁ
azaz
1
P 7
a a - N
1 >p B_P=2 (g +qy)P]
al+02 2 i

Ebbdl a tipusi egyenlStlenségbdl fogunk Gssze-
adni n darabot:

p p p
a a
Ly %2 4 49 >
a; +(12 dg +(13 a, +01
>p ap+ag+..+a, p-1
- 2 P
2

1 1 1
((al +ap)P +(ay +ag)P 4.+ (a, + al)p_lj.
Ezzel megkaptuk a kévetkezd problémat:

Probléma: Legvenek aj, ag, ..., a, pozitiv
valés szdmok és p > 1 valds szdm, ekkor fenn-
all, hogy

P p p
! g a -

a,+a;

+ +...+

a; +(12 dg +(13

o tag+..+a, p-1

2 P
2r1

zp

1 1 1
((al +0a9)P! +(ay +a3)Pt + ..+ (a, +al)p_1).

E problémét volt szerencsém kittizni 2005-ben
az American Mathematical Monthly folydirat-
ban is. [1] és [2]

5. Egy specialis eset p = 2-re

Figyeljik meg, hogy ha a p = 2 helyettesitést
végezziik el, akkor kapjuk, hogy
2 2 2

a a a
L2 4 +—n >
ap +(12 dg +(13 an+a1
S0 G1tdgt..+ay _2-1
B 2 2z
22-1

1 1 1
((al +a9)21 +(ag +0a3)2 1 +...+(a, +al)2‘1j =

=(+ag+...+a,) -
1
_Z.((a1 +ag)+(ag+ag)+...+(a, +a)) =
=( +ag+...+a,)-

—%-2-(a1+a2+03+...+an)=
1
=§~(al+az+...+an).

Ezzel kész a 9. bizonyitasa az 1. pontban felidé-
zett versenyfeladatnak.

Irodalom és jegyzetek

[1] American Mathematical Monthly, The (2005):
Vol. 112. 2005. 929. oldal, Problem 11189 (Pro-
poser: Lajos Csete, Markotaboddge, Hungary)

[2] American Mathematical Monthly, The (2007):
Vol. 114. 2007. 645. oldal, Problem solution
11189. Megoldék: R. Bagby (USA), O. Bag-
dasar (Romania), R. Chapman (U.K.), P. P.
Daélyai (Hungary) [Dalyai Pal Péter, Deak
Ferenc Kozépiskola, Szeged], G. Kiss (Hun-
gary), [Dr. Kiss Géza Ph.D., Fazekas Mihaly
Févérosi Gyakorlé Gimnéazium, Budapest],
R. Strong (USA), L. Zhou (USA), Szeged Prob-
lem Solving Group , Fejéntaléltuka” [Szegedi
Tudomaényegyetem]

A folyéirat O. P. Lossers professzor (Eindho-
ven University of Technology, Hollandia) meg-
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oldasét kozli, aki atirja a bizonyitandé egyen-
16tlenséget a kovetkezd alakra:

al bl
2I:l;.|:k+k_akbk:| 20,
k=1“"k q

p
ahol
b, = %t ki1 s q= p
k 2 p+1

Majd megmutatja, hogy a szogletes zaréjel-
ben levé kifejezések nemnegativak.

Ezt p-vel szorozva kapjuk, hogy:

1
, 1
a +(p_1).(m)v—1 >p
a;+ a1 2P

V9
5
Masképpen felirva:

1
aP +p—1. a; + 0,1 p—1>p
a; +a P op h
i i+1 1

i
5"

Alkalmazzuk ezt az egyenlétlenséget i = 1, 2,
..., n-re, majd ezeket 6sszeadva kapjuk, hogy:

xP pd . . n P n =
Ehhez az f(x)=?+;—xb fiiggvény a . p_1'2(0i+ai+ljp_l S
~a +a; P & op -
vizsgélatat emliti, ahol x>0 és tetszéleges =L op-1 =1
rogzitett b > 0. Megemliti, hogy e fliggvény n
1 > B . Z a.
- - 2 1°
globélis minimuma x = bP~! -nél van, még- 3 i=1
pedig O-val egyenld. Atrendezve:
[3] Csete Lajos (2003): A koméromi trikk és S >P. i a -
egy versenyfeladat. A Matematika Tanitdsa, Satay 2 o
2003/4. 4-11. 1
[4] Engel, Arthur (1998): Problem-Solving Stra- _p-1 .i(m)lo-{
tegies. Springer-Verlag, New York-Berlin- % S\ 2P

Heidelberg, 185. oldal, 84. feladat, megolda-
sa a 202. oldalon. [6] Kolmogorov, A. N. — Sz. V. Fomin (1981):
A fligguénvelmélet és a funkciondlanalizis

[5] Kiss Géza Dr. Ph.D. e-mail tzenete, 2006. guenyelme’e (4
maércius elemei. Mdszaki Konyvkiadd, Budapest, 56.
A tanar Ur bizonyitésa: [7] Kuznyecova, G. M. — I. N. Szergejev (1991):

A stlyozott szamtani és mértani kézép kozotti XXIV Vszeszojuznaja matematicseszkaja olim-
kovetkezé egyenlétlenséget hasznalta: piada skolnyikov. Matematika v Skole, 91/6.

xa + yb = @bV, ahol x és v olyan poxitiv va- 49-55., kiilénosen a 49. és az 52. oldal

16s szamok, amelyekre x +y = 1. [8] Lozansky, Edward — Cecil Rousseau (1996):
Winning Solutions. Springer-Verlag, New
York-Berlin-Heidelberg, 123.

Mitrinovié¢, D.S. — J. E. Pecarié¢ — A. M. Fink
(1993): Classical and New Inequalities in Ana-
lysis. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht-

Legyen x=l és y=p—_1, ahol p>1.
p p

Alkalmazzuk az el@bbi egyenlétlenséget: 9

1
1 +p—1.(ai+ai+1)p—1>
p a+a, p

op Boston-London, Chapter XIV. Young’s ine-
ol quality
, 1 1Y, [10] Panaitopol, L. — V. Bandila — M. Lascu
g P (ai +ai+1jp—1 (1996): Egyenldtlenségek. GIL Kényvkiadd,
a; +0, 2P Zilah (Forditotta Andras Szilard)

1 [11] Vavilov, V. — Sz. Reznyicsenko (1990): XXIV

_ g ,(ai + ai+1jP _ Vszeszojuznaja olimpiada po matematike.
1 2P Kuvant, 90/11. 58-60. oldal, kiilonoésen az 59.

(g +a;,1)P oldal. A megoldasvazlatok a Kvant 90/12.

1 72-75. oldalain, az idevagé rész a 73. oldalon.

Koszéném szépen Varga Ferencné kényu-

% 2 2 tarvezetének (Szegedi Tudomdnyegyetem Bolyai
(a; +05.1) Intézet) a [4], [8], [9] kényvek kdlcsénzését.
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Dr. Darvasi Gyula

[rjunk adott paralelogrammaba

hozza hasonlot!

oldasa ismerds lehet a KoMal. Gy. 2492-

es gyakorl6 feladata révén ([4] 163—
165. oldal). Mostani célunk nem csupéan a felele-
venités lesz, hanem tébb (j irdnyban elvégzett
vizsgalat és tovabbi megoldasok bemutatésa.

Az ABCD paralelogrammaéra legyen a = AB =
=CD,b=AD=BC, e=AC, f=BD, ACBD =
={0}, m(BAD<) = o és m(BOC<) = ¢ (1. abra),
ahol 0° < @ <90° esetén a > b teljestil ([2] 68.
oldal, 11.5/1. tétel). Az oldalak és az atlék ko-
z6tt fenndll az €2 + f2 = 2(a? + b2) ([3] 32. oldal,
2809. feladat), valamint a tertiletekre a 2t(ABCD) =
= 2absina = efsing = t(PQRS) 6sszefliggés, ahol

A cimben kit(iz6tt probléma és annak meg-

a PQRS paralelogramma oldalai az AC és

BD atlokkal parhuzamosak.

Ha az ABCD paralelogrammaba egqy KLMN
paralelogrammat kivanunk beirni, akkor annak
cslcsaira megkoveteljiik, hogy azok barmelyike
az ABCD kiilénbozé oldalain belsé pont legyen.
A beirds kétféleképpen végezhetS el aszerint,
hogy az adott és a beirt paralelogramma kortil-
jarasa egyezG vagy ellentétes (2. dbra). Mindkét
esetben teljestil, hogy az adott és a beirt para-
lelogramma kozéppontja egybeesik. Ennek be-
latéséhoz felhasznéljuk, hogy a paralelogramma

kozéppontja illeszkedik mindkét kozéppérhu-
zamos egyenesére ([2] 82. oldal, 14.3/2. tétel).
Ha a beirt KLMN paralelogramma k&zéppont-
jat O*-gal jeloljiik, akkor az AD oldalon lévé K
pontnak O*-ra vonatkozé K’ = M tiikérképe raj-
ta van AD-nek O*ra vonatkozé A'D’ tiikér-
képén, ami a centrdlis tiikr6zés miatt parhuza-
mos AD-vel, s igy A’D’=BC adédik, mivel az
Me AD ponton 4t AD-vel csak egy parhuza-
mos hizhaté. Ennélfogva O* egyenld tavolsag-
ra van az AD és BC egyenesektdl, vagyis il-
leszkedik azok kozéppéarhuzamoséara. Ugyanigy
lathaté be, hogy O® rajta van az AB és CD
egyenesek kozéppérhuzamosan is: tehat O
ezen két kozépparhuzamosnak a metszéspontja,
ami viszont egybeesik az ABCD paralelogram-
ma O kozéppontjaval ([4] 163. oldal).

Ha az adott ABCD paralelogrammaéba egy
hozzd hasonlé KLMN paralelogrammat irunk
be, akkor ezen hasonléség soran mindig fennall

C
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az A~ K, B L, Co M és D« N megfe-
leltetés, mikozben az adott paralelogramma je-
l6lését rogzitve a beirtnak a cslcsai a centralis
szimmetria miatt kétféleképpen is bettizhetSk: a
2. dbran egyidejdleg cseréljik fel a K és M, va-
lamint az L és N pontokat. S minthogy barmely
paralelogrammaét egyértelmien meghatarozza
két szomszédos cstcsa és a kozéppontja, ezért
az adott és a beirt paralelogramma pontosan
akkor hasonld, ha két-két szomszédos cstcsuk
és a kozos kozéppontjuk altal meghatarozott meg-
felel§ haromszogek hasonldk, amelyek kortilja-
rasa ugyanigy lehet egyezé vagy ellentétes.
Elséként foglalkozunk azzal az esettel, ami-
kor az adott ABCD és a hozzé hasonl6 beirt
KLMN paralelogramma azonos koruljarasq,
amihez elegend§ az egyez§ kortljarasa OBC
és OLM, hasonl6 héromszogeket vizsgalni
(3. dbra). Ekkor a megfeleld szdogeket azonos
szamu korivvel jeldlve észrevehets, hogy az
OM szakasz a B és L pontokbdl egyenld szég-
ben latszik, vagyis a B, L, O és M pontok egy k
korre illeszkednek. Ezen k kérben az OL hurt
tekintve adédik az OBLX és OML< kertileti
szbgek egyenl8sége, s mivel a hasonlésag miatt
OML<% = OCB¥%, ezért OBLX = OCB< is fenn-
all. Ha E jelsli a B kezdpontd, BC-vel ellenté-
tes félegyenes valamely belsé pontjat, akkor az
m(ABE<¥) = m(BAD<) = o, m(OBL<) = 180° —
— [m(ABE<X) + m(OBC<)] és m(OCB<) = 180° —
— [m(BOC<) + m(OBC¥)] Osszefliggésekbdl
OBL<% = OCB<% miatt = m(ABE¥) = m(BOC<) =
= ¢ kaphaté: tehat az adott ABCD paralelog-
ramma &tléinak szoge megegyezik két oldala-

nak szogével. Ennélfogva arra jutottunk, hogy
egyez$ korlljarast tekintve csak az ilyen tulaj-
donsagu adott paralelogrammaba irhaté hozza
hasonlé paralelogramma ([4] 164. oldal).

A szerkesztés kivitelezéséhez tételezziik fel,
hogy az adott ABCD paralelogrammara o=
= m(BAD<) = m(AOD<) teljestl (4. dbra). Ez-
utén szerkesszitk meg az OB szakasz g felez6
merdlegesét, majd a B pontban AB-re és BC-re
merdlegeseket, amelyek g-bdl kimetszenek egy
UV szakaszt, s ennek tetszéleges belsé pontjat
kozéppontnak valasztva rajzoljuk meg az O és B
ponton athaladé k kért, ami az AB oldalt L és
a BC oldalt M belsé pontban metszi. Az igy ka-
pott OLM, héaromszog szogeit feleltessiik meg
az OBC, héaromszog szogeinek. Megmutatjuk,
hogy a megfeleld szégek kozott van két egybe-
vagé. Ugyanis a k kérben az OL és OM hiro-
kat tekintve OBL ¥ = OML< és OBC<¥ = OLM¥,
s igy
m(OCB<) = 180° — [m(BOC<%) + m(OBC<)] =

=180° - [+ m(OBC%)] = m(OBL<) =

=m(OML<)

miatt OBC, ~ OLM,, is igaz. Ezen szerkesztés
soran lényeges, hogy a k kér az AB és BC ol-
dalakat egy-egy belsé pontban messe: ez a k
kor kozéppontjanak a felvétele miatt teljestil.
S minthogy az AB-re és BC-re B-ben éllitott
merdlegesek hajlasszoge o-val egyenld, ezért
nem eshetnek egybe, s igy a g-bdl éaltaluk ki-
metszett UV  szakasznak végtelen sok belss
pontja van: tehat az adott ABCD paralelog-
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rammaba BAD¥ = AOD< esetén végtelen sok
hozzé hasonl6 és vele egyezé kortiljarasi KLMN
paralelogramma irhaté.

A négyzettd] kiilonbozs speciélis paralelog-
rammak kozil nem johet szamitasba sem a tég-
lalap, sem a rombusz, minthogy ezekre az olda-
lak sz6ge nem egyenld az atlok szogével. A négy-
zetre viszont az oldalak és az atlék szoge egy-
arant derékszog, s igy barmely négyzetbe vég-
telen sok hozzéa hasonl6 és ugyanolyan kortlja-
rasi négyzet irhaté, aminek megszerkesztéséhez
célra vezet akér az altalanos esetre fentebb leirt
méd, de sokkal egyszertbb is lehet a dolgunk:
Knak az AD oldal tetszéleges belsd pontjat
vélasztva az OK egyenes BC-t M-ben, az O-

ban KM -re merdleges az AB és CD oldalakat
az L és N pontokban metszi (5. dbra). A ha-
sonldsag A aranyara AK = x jeldléssel 0 <x<a
_ 2x(a-x)

02

miatt A% =1 < 1 teljestil. Megjegyezhe-

t6, hogy az elébbi két merdleges x ¢ {O, %, a}

esetén a négyzet oldalainak egyeneseit kiilsé
pontokban is metszi, amelyek egy kordlirt négy-
zetnek a csucsai.

A BAD¥ = AODx feltételt kielégit6 ABCD
paralelogrammara keressiink 6sszefliggéseket
annak oldalai és atl6i kozott (1. dbra). Elséként
2ab = ef adédik a terilet kétféle kiszamitasa ré-
vén, majd az OABx-re koszinusz-tételt felirva:

N*

€. 1 c0s(180° - @), ahonnan

€2 +f2=2(a + b?), ef = 2ab és cos(180° — ) =
atabfoet L a2
2ab 2

V12,
2

=—coso = kap-

haté. Hasonlé médon jutunk a

szefliggéshez. Mindezek alapjan fenndll az
a:b=e:f ardny, s ezért BADX =AOD< =
= QPS< miatt az ABCD és PQRS paralelog-
rammak hasonlék. E hasonléség aranya
t(PQRS) = 2(ABCD) miatt ~/2-vel egyenld, s
iqy e=aV2 és f=b/2 is fennall.

Az ABCD paralelogramméra az a>b és

o = ¢ feltételeket elfogadva 9 te felsé korlatot
b

kivanunk adni. Ehhez induljunk ki az ABD » héa-
romszégbdl: a < b +f, ahonnan f =by/2 miatt

a<b+bV2 = 1s%<1+ﬁ kaphat6. S mi-

vela:b=e:f, ezért 1S?<1+\/§ is teljestil.

Tegylink most egy kitérét annak a kérdés-
nek a megvélaszolasara, hogy mi térténik ak-
kor, ha az elébbi szerkesztésben eléforduld k
kor kézéppontjat a g egyenesen nem csupan az
UV szakasz belsejébd| valasztjuk. Elséként le-
gyen U a k kor kdzéppontja (6. dbra). Ekkor az
elébb leirt szerkesztést elvégezve K =D, A-L-B,
M =B és C-N-D adddik, s igy az ugyanugy bi-
zonyithaté hasonlésédg miatt a KLMN beirt pa-

6. dbra
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AD2
ralelogrammara KL =AD és LM = B

telje-
stil. A méasodik esetben a k kér kézéppontja le-
gyen a V pont (7. bra), ami azonos az OBC
haromszog kortlirt korének a kozéppontjaval,
mivel V rajta van az OB szakasz felez8 merdle-

gesén és az FBCX keriileti szog BF szarara B-

D=N

C=M

ben éllitott merdlegesen. Ekkor a szerkesztés ered-
ményeként K=A, L =B, M=C és N=D kap-
haté: tehat KLMN egybevégb az adott ABCD
paralelogrammaéval, s igy a hasonlésag nyil-
vanvald, bar ezt nem fogjuk beirtnak tekinteni.
Ha pedig a k kor koézéppontjanak a V kezdé-

ponti VU -val ellentétes félegyenes azon belsé
pontjat valasztjuk, amelyre az ABCD hosszabb
oldala egyenl6 a KLMN rovidebb oldalaval
(8. &bra), akkor a K, L, M és N csucsok, bar il-
leszkednek az ABCD oldalainak egyeneseire, de
az oldalaknak kiilsé pontjai: tehat KLMN az
ABCD-re nézve egy korllirt paralelogramma.

S minthogy OC=§, e=a2, /1=% és

2
@M=A-OC=a£E}emﬁazOBCAhamm
a? +b?
sz6gbdl Stewart-tétellel BM = kaphat6

([2] 319. oldal 36.4/2. tétel). Ezutan a k kor ko-

zéppontja legyen az U kezddponti, UV -vel el-
lentétes félegyenes azon belsd pontja, amelyre
KLMN = ABCD (9. ébra). Ekkora K, L, M és N
cstcsokra A-D-K, A-L-B, M-B-C és C-N-D, s
a2

mivel az egybevagdsag miatt OM = OC = —

a® - b?

ezért az OBC,-b6l BM = adodik. S vé-

gul a k kor kézéppontja legyen azonos az OAB »

haromszog kordlirt kérének kdzéppontjaval (10.
abra), amikor KLMN csucsira A-D-K, L =A,
M-B-C és N=C, tovabba a hasonlésédg miatt

KN=a=LM _SC+BM _AD

LM LM BC

2 2

BM=2

teljestl.

Ezen kitéré révén felfedezhet§, hogy a
BAD< = AOD« feltételt kielégit6 ABCD para-

lelogramma megadésa utan a hozza hasonld
KLMN paralelogramma beirdsahoz mellézhetd
az elébbi k kor megrajzoldsa: ugyanis az M

cstics a BC oldal tetsz8leges belsé pontja lehet.
Ennélfogva megtehetd, hogy egy M € int BC
pont kijelélése utan az OM egyenes B-t tartal-

maz6 oldalan az OM félegyenesre masoljuk az
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10. dbra

o szoget, melynek OM -t kiilonboz6 széra az

AB oldalt L pontban metszi, s a még hianyzé
K és N cstcsok megkaphat6k az O-ra vonatko-
z6 szimmetriat felhasznalva (3. abra). Ezt a fel-
fedezést erdsiti meg a kovetkezd szerkesztési
méd is. Az OLM, és OBC, haromszogek ha-

sonléséga miatt OM:OL=0C:0OB=e:f és
m(LOM<) = m(BOC<) = «, s igy az O kozép-

pontd, o szogd és ? aranya forgatva nyujtas

(vagy nyujtva forgatas) soran az AB-re illesz-
kedd L pont képe M-mel azonos, amit BC-bdl
az AB-nek a képe metsz ki (11. abra). Ha az A
és B pontok képeit az O kozéppontd, o szogd
forgatéas soran A’ és B’ jeloli, akkor OC > OB és
m(BOC<) = o miatt B az OC szakasz belsé
pontja, tovabbad m(BAD<) = o miatt az A'B’
egyenes parhuzamos BC-vel. S ha az O ké-

zéppontl, — aranyd nyidjtasnal az A’ és B’

pontok képeit A” és B” jelsli, akkor B” € OB’

. e e e f
és OB’'=—-OB=—-OB==-==—
f f f2 2

miatt

c=p

11. dbra

B” =C, tovabba a centrdlis nyudjtas parhuza-
mossagtarté volta miatt A”e BC teljesiil, s
ezért az A'B” egyenes egybeesik BC-vel: te-
hat M a BC egyenes barmely pontja lehet, de
a beirashoz csak a BC oldal belsé pontjai te-
kinthetdk.

A KLMN ~ ABCD hasonlésag az iranyitas-
tartds miatt vagy O = m(AOK<) szogd O kortili
elforgatés, vagy pedig O kozéppontu forgatva
nyUjtas. E hasonlésag A= OM : OC aranyanak
jellemzéséhez legyen m a BM iranyitott szakasz
elGjeles hossza (3. abra). Ekkor BC =b, OB =

=i=@ és OC=£=ﬂ miatt OM = x
2 2 2 2
jeloléssel az OBCA-bdl a Stewart-tétel szerint

2 2
b[x2 + m(b — m)] =%m +7(b —m), ahonnan

2 _ 2bm® +(a® - 3b%)m + b°

% , melynek szam-

laléja 1< % <1++/2 miatt minden m-re pozitiv,

2bm? + (a® - 3b%)m + b>
a’b

kaphat6. Ha tehat M befutia a BC egyenest,

akkor m fliggvényében A-ra az aldbbi esetek

s igy a A ardnyra 22 =

allnak fenn:
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m=0 = l=é, (6. abra)
a
b? —a? b
O<m<b v <m<0 = =<Ai<],
a
b® —a?
m=b v m= = A=1, (7. és 9. abra)
2b
a? +b? b% -a® b% -a® a
b<m< v <m< = 1<A<—,
2b b 2b b
2,12 2 2
=“2+bb v m=PZ 2=, (8. és 10. &bra)
a® +b? b% - a? a
m> m< = A>-.
2b b

A A=1 esetén haté elforgatdsra ©=0°

a? - b?
ab

a A#1 esetén haté forgatva nyujtasra pedig

a* —44%p® - p*

2
(7. abra), vagy cosﬁz—( J (9. abra),

= o (6. dbra), cos® = 3 (8. ab-
4a°b
b%-a®
ra), vagy cost} = (10. abra) teljesul.
2ab

Az egyezd koriiljaras esetének befejezése-
ként vizsgaljuk meg, hogy miként szerkeszthetd
meg a BAD< = AOD«< feltételt kielégit6 ABCD
paralelogramma. Erre t6bb kilénb6zE méd is
kinalkozik attdl fliggéen, hogy kiindulédskor mit
tekintiink adottnak. S minthogy a speciélis pa-
ralelogrammak kozil sem a téglalap, sem a rom-
busz nem johet szamitasba, ezért az a=b, az
e=fés az a=90° esetek mindegyike négyzetre
vezet, amivel itt méar nem kell foglalkoznunk.
Ha az a és b oldalakat tekintjiik adottnak, akkor

a b<ax< b(l + \/5) feltétel miatt célszerd elébb

a BC oldalt felvenni, s a B-ben ra merdleges
félegyenesen B-X-Y, BX=b és XY =b/2
feltétellel elGdllitani az X és Y pontokat
(12. abra). Ekkor az a egyik végpontja B, masik
pedig az XY szakasz valamely bels§ Z pontja
lehet. Ezen szerkesztésnél az XY szakasz egybe-
vagb a BD atléval, s igy a<b(l++v2)=b+f
miatt az a, b és f szakaszokbdl megszerkeszthetd
az ABD, haromszdg, s ezutan BD-nek az O
felez6pontjara A-t tiikrozve a hianyzé C csucs
is. Az elébbi esetre kbnnyen visszavezethetd az

a és f (vagy b és e), valamint az e és f eset.
Ugyanis a és f ismeretében b el8éllithatd a

b =ﬂ Osszefliggés alapjan. Tovabba e és f

ismeretében e =a2 és f=b+/2 alapjan a és
b is el@éllithaté, mikdzben e és f felvételénél
teljestilni kell az f<e<f (1+\/§) feltételnek.

13. dbra
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Ha a és o az adott, ahol 0° < o< 90°, akkor az

a oldal felvétele utdn az e = a2 Osszefliggés ré-
vén elddllitjuk az e atlét: igy az a, e és 180° — o
adatokbdl az ABC, héaromszog megszerkeszt-
heté (13. dbra). A hidnyzé D csics az AB-vel
C-n 4t és a BC-vel A-n &t htzott parhuzamo-
sok metszéspontja. Hasonlé médon targyalhaté
a b és a eset. Ha pedig f és o adott, akkor el6-
allituk BD -nek az O felezépontjat, az OD fél-
egyenesre atmasoljuk az o szobget, amelynek
OD-tdl kiilénbozs szara a BD szakasz 616 raj-
zolt o szogd k latékorivet az A pontban metszi
(14. abra). A még hianyzé C cstcs elSéllithatéd
A-nak O-ra vonatkozé tiikrozésével, vagy az
elébbi esetnél kovetett Gton. Hasonlé mdédon
targyalhat6 az e és o eset.

Az adott ABCD paralelogramméba beirt el-
lentétes kortiljarasi KLMN paralelogramma ak-
kor hasonl6 ABCD-hez, ha az OABx és OKL »
megfelel§ haromszogek hasonlok (15. bra),
jollehet OKL o = OMN, miatt az OAB, és OMN A
haromszogek hasonléséga is teljestl, amibdl
OM:ON=0OA:0OB=e:f és m(MON<%)=
=m(AOB<) = 180° — ¢ adédik. Ekkor az O ko-

15. dbra

zéppontd, 180° — ¢ sz6gd és ? aranyu forgatva

nyjtas (vagy nyujtva forgatas) az AB-re illesz-
kedd N pontot M-be viszi at: ezért ezen forgatva
nytjtasnal az AB egyenes A'B” képe a BC
egyenest az M pontban metszi. Az M ismereté-
ben a még hianyzé K, L és N csiicsok is meg-
szerkeszthetSk, mivel K az AD és OM egye-

nesek metszéspontja, tovabba a KM egyenes-
nek az O korili ¢— 180° szogd elforgatassal

kapott képe az AB és CD oldalakat N és L
pontokban metszi (16. dbra: forgatva nyujtés,
17. dbra: nyuljtva forgatds). Ha pedig az O
pontot origbnak vélasztjuk, akkor az elbbi for-
gatva nyujtast (vagy nyijtva forgatést) leiré

16. dbra

17. dbra
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_€ cosQp - € sing
f f

€ singp - € cos @
f f

matrix felirhaté a
- cos (6] 0 0 ~sin [0)
f . f
e e
0 ——cos@| |—=sing 0

f f

Osszeg alakban ([1] 205-206. oldal), s ennél-
fogva egy vektornak az elébbi forgatva nyuijtés-
sal kapott képe el@éllithaté ezen wvektor

(—?cos (pJ -szeresének és 90°-os elforgatottja

(? sin (pj -szeresének Osszegeként. Az ABCD pa-

ralelogramma felvétele és az O kdzéppont meg-

szerkesztése utan ezt az eljarast az OA és OB
vektorokra alkalmazva kapjuk az A” és B”
pontokat:

O =(_§cos<pjm,
AA = (? sin (pJ r0t90°(OA) ,
OB = (—?COS(ijTB és

BB’ = (? sin (p} rot90°(OB),

ahol rot90° jeloli a vektor 90°-os elforgatottjat
(18. &bra).

Mindezek alapjan nem speciélis paralelog-
rammara a szerkeszthet8ség sziikséges feltétele:
A'B"#BC o a+¢#180° ami 0°<aq, <
<90° miatt mindig teljestil, mikozben o= ¢ is
lehetséges. S6t o= ¢ esetén az 1. dbra alapjan
egy Ujabb megoldéashoz jutunk, ha az ABCD-
hez hasonlé és vele ellentétes kortiljarasi PQRS
paralelogrammat az O pontbdl felére kicsinyit-
juk: az igy kapott KLMN paralelogramma a ha-
sonlésag tranzitiv volta miatt hasonlé ABCD-
hez és e hasonlésag aranya /2 : 2, aminek az

ismeretében viszont PQRS mellézhetd. Ugyanis

KLIPOIAC és KL=§=§=AO miatt

AKIOL, s igy az O ponton at AD -vel parhu-
zamos az AB és CD oldalakat N és L pontok-
ban metszi. Ezutdn a még hidnyz6 K és M
pontok el&éllitasara tobb maéd is kindlkozik.
Minthogy az ABCD-t a beirt KLMN-be atvi-
vé irdnyitasvalté hasonlésag nem lehet egybe-
vagosag, ezért létezik egy tikrozve nyujtas
(vagy nyujtva tiikrozés), amely soran az ABCD
paralelogramma képe az ellentétes kortiljarasu
KLMN beirt paralelogramma lesz, mikdzben a
tikrozésnél A— A, B—B, C—C és
D+ D’, a nyijtasnal pedig A~ K, B —L,
C'— M és D’ — N értendd. E tikrozve nyijtas
centruma azonos az O ponttal, ardnya egyenld

%-val, tengelye pedig az AOKX felez&jének

az egyenese (19. abra). Az éltaldnos eset til
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bonyolult volta miatt a tiikr6zés tengelyének és
a nyljtas ardnyanak meghatarozasat csak az
AC =12, BD =8 és m(AOB%)=120° specialis
esetre mutatjuk be. Ehhez els§ 1épésként az

OAB, lletve az OAD, héaromszogbdl
¥=m(AOK<¥) fuggvényében meghatarozzuk
az ON és OK szakaszok hosszait: ON =

_ 123 55 OK — 633
53 cos ¥ —sin & 2sin® +/3cos®’
OK OA 3

amibdl az —=——==
ON OD 2

243

tan == kaphato, s ezéltal az OH=7 és

aranyt felhasznalva

GH =23 befogéju OGH, derékszogi ha-
romszog O-nél 1évé szogeként megszerkeszthetd
az AOK< szdg és annak felezésével a tiikrozés t

tan &

tengelye. Tovabba a sint®) =———— és
V1+tan? o
1

Cost) = ———xo
\/1+tan219
6/61

Osszefliggéseket felhasz-

nalva OK = TR s igy OA = 6 miatt a nyuj-
tas ardnyéra A = OK = OK = @ <1 adddik.
OA OA 11
B’ = B”

R “C=L

20. dbra

Ha a 19. dbréan a KLMN paralelogramméat
O-ra tUkrozzik, akkor az igy kapott KL’'M'N’
paralelogramma nyilvan megoldésa a feladat-
nak, s bar a most hat6 tiikrdzve nyujtés cent-
ruma és ardnya ugyanaz marad, de az AOK’&
az elébbi AOK<-nek mellékszoge, s igy ezen
tlikrdzés tengelye O-ban merdleges az elébbire.

A téglalap és a rombusz esetén a forgatva
illetve tlikrozve nyUjtasos fenti szerkesztéseket
elvégezve visszajutunk az eredeti alakzathoz,
ekkor tehéat nincs megoldas (20. dbra: forgatva
nyujtés, 21. abra: tikrozve nyijtas). Ugyanezen
eljaras a négyzet esetén is alkalmazhatd, de a
négyzetre a 11. dbran bemutatott szerkesztést
kovetve végtelen sok megoldést kapunk, ha az
ottani L és N pontokat felcseréljiik.

Irodalom

[1] Athen, H. und Bruhn, dJ. (1978): Lexikon der
Schulmathematik, Band 1. Aulis Verlag

[2] Hajos Gyorgy (1966): Bevezetés a geometri-
aba. Tankoényvkiadd

[3] Soobs Paula, Czapéry Endre (1991): Geomet-

riai feladatok gyidjteménye II. Tankonyvki-
adé

[4] Gyakorlatmegoldasok: Gy. 2492. Kozépis-
kolai Matematikai és Fizikai Lapok, 1989/4-

es szam.

21. dabra
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Dr. Darvasi Gyula

Quadrominé 5 x 5-0s lyukas négyzetek

quadrominé elnevezési szindominé ja-
(A ték négyzet alaku lapjai a két 4tlé beraj-

zolasaval adédé négy haromszoget leg-
feliebb haromszintre festve konnyen elGallitha-
tok ([1] 136-142. oldal, [2] 5-36. oldal, [3]).
A 24 lapbdl most egy 5 x 5-6s négyzetet kiva-
nunk dsszerakni, melybe egy lyuk lesz beépitve,
mikdzben a négyzet szélén 1évé haromszogek
egyforma szindek: ez adja a peremszint, a beliil
1évé lapok pedig azonos szind haromszogekkel
kapcsolédnak egymashoz: ez a domind-feltétel.
A lyuk eléfordulhat a négyzet szélén vagy a bel-
sejében, de mindig megkoveteljik, hogy a szem-
kozti oldalaira azonos szind haromszogek kertil-
jenek. A négyzet belsejében béarhol allhat lyuk
(1. abra), viszont a szélén nem éllhat a kozépss
helyen (2. abra), mivel ehhez nincs elegendd
olyan lap, amelyen legalébb két szomszédos ha-
romszog szine azonos a négyzet szélén allé ha-
romszogekével.

A lyuk helyének és a négyzet szélére keriild
haromszogek szinének eldontése utéan a négyzet
Osszedllitasa a szélén 1évés lapok kirakéséaval kez-
dédik. Majd a befelé all6 peremszind haromszo-
geket lekotjik azokkal a lapokkal, amelyeken
vannak atellenes peremszind haromszogek; igy
a négyzet két szemkozti oldalat dsszekotd hidat
épitiink, amely mindig tartalmazza a lyukat. Ez-
utdn mar csak annyi a dolgunk, hogy a perem-
szint nem tartalmazé lapokkal kitoltsiik a még
kimaradt mezéket, de eléfordulhat, hogy ez el-
sére nem sikertil: ilyenkor &t kell rendezni a négy-
zet szélén és a hidban all6 lapokat.

A négyzet szimmetria tulajdonsagaibdl adé-
déan nem tekintjik kiilénbozének azokat az el-
rendezéseket, amelyek elforgatéssal, illetve ten-
gelyes vagy kozéppontos tiikrozéssel egymasba
vihetdk.

1. dbra

2. dbra

Irodalom
[1] Darvasi Gyula: Egy szindomind jéték: a quad-
romind. A matematika tanitasa, 1986/5.

[2] Jens Carstensen: Legespiele. Der Mathematik-
unterrict, 1980/2.

[3] www.rodina.cz/g/myclanky/
quadrominokameny.jpg
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Csonka Dorottya

Sonkas szendvics és egyéb folytonos

csemegék
Bevezetés

budapesti Berzsenyi Daniel Gimnéazium
A Matematika taboraban 11.-es és 12.-es

specidlis matematika tantervd és ér-
deklédé tatai didkok foglalkoztak a folytonossag
témakorével két 6ran keresztil. A foglalkozéas
gerincét Tabachnikov Considerations of Conti-
nuity (Quantum 1990 maéjusi szdma 8-12. ol-
dal) cikke adta. A cikkben az itt elhangzottakkal
ismertetjiik meg a kedves Olvasét.
Az alédbbiakban csak egzisztencia bizonyitasok-
kal talalkozunk. A feladatok soran csak a meg-
oldas létezését bizonyitjuk, nem szamitjuk ki
a gyok pontos értékét, nem szerkesztjik meg
a keresett egyeneseket, érintéket.

Ismerkedés a fogalommal

El6szor nézziikk egy hegy-
mész6 esetét. Ez a hegyma-
sz6 az 1000 méteren lévs
alaptaborbdl reggel 7 éra-
kor indulva este 7 éréara ér-
kezik meg a 4000 méteres csicsra. Masnap
reggel 7 o6rakor indul vissza (nem feltétlenl
azonos Utvonalon), de ugyanigy este 7-re érke-
zik meg az alaptaborba. Bizonyitsuk be, hogy
volt olyan id8pont a lefele vezetd Gt soran,
amikor ugyanolyan magasan volt, mint elézé
nap ugyanabban a pillanatban.

Képzeljik el, hogy egyszerre két hegymaszét
inditunk Gtnak: az egyiket az 1000 méteren 1évé
alaptaborbdl, a masikat a 4000 méteren lévé
cstcstdl reggel 7-kor. Utjuk soran folytonosan
haladnak, minden magassagi értéket felvesz-
nek. Az egyik hegymaszé felér a 4000 méteren
1év§ cstcsra, a masik pedig megérkezik az 1000

z oz

méteren lévé alaptdborba este 7 6réra.

Utjuk soran biztosan lesz egy olyan pillanat,
amikor ugyanolyan magasan lesznek, hiszen
a fentrdl érkez8 hegymészé magassaga folya-
matosan csdkken, mig a lentrdl felfelé tartéé
folyamatosan novekszik.

Abrazoljuk kézés grafikonon a tengerszint feletti
magassagot az id§ fliggvényében. Példaképp
alljon itt egy lehetséges grafikon:

Magassag (m)

4500

Mivel a két fuggvény kezdeti és végallapotai pa-
ronként megegyeznek, és folytonosak, kovetke-
zik, hogy lesz egy olyan idépillanat, amikor a két
grafikon metszi egymast.

A folytonos fliggvény azon tulajdonsagéat hasz-
néltuk ki, hogy két fiuggvényértéke kozott min-
den értéket felvesz. Ez az allitds elég magéatdl
értet6dé?, viszont sok nyilvanvalé allitashoz ha-
sonléan nem egyszerd a bizonyitasa. De ez nem

VEzt a szemléletességet nagyon nehéz legyézni. Max
Planck a XX. szézad elejen mégis merészen feltette, hogy
a hullamoszcillator energiaja a klasszikus fizika folytonos
képével ellentétben energiakvantumok egész szamu tobb-
szorose, azaz csak diszkrét értékeket vehet fel. A folyto-
nossaggal val6 zsenidlis szakitisa megmagyarazott egy
sor, a klasszikus fizikdbdél nem kovetkezs jelenséget, és
az atomok és a még ennél is kisebb objektumok fizikai
térvényeinek felisméréséhez, a kvantummechanika meg-
szliletéséhez vezetett.

MOZAIK KIADO 31



A MATEMATIKA TANITASA

2012. szeptember

is célja a foglalkozasnak. Azonban a problémak
megoldasanal mindig ezt fogjuk hasznalni.

Alap problémak

1. allitas: Tetszlleges irdnyhoz létezik olyan
egyenes, amely felezi egy tetsz8leges (tertilettel
rendelkez8) halmaz tertiletét.

Vegyiink a tetszéleges irannyal péarhuzamos
egyenest Ugy, hogy az az alakzatunk bal oldalan
helyezkedjen el (2/a. dbra). Majd mozgassuk az
egyenest jobbra. El&szor érinteni fogja az egye-
nes a halmazt (2/b. dbra), majd kettévagja azt
(2/c-f dbra), mignem mar egészen az egyenes
bal oldalara nem kertil a tetszSleges alakzat.

| g
Q@ O
a b |c

Y T

4 2
W | \5_ ) N o Re //J
d e f
2. dbra

Mig az egyenes halad balrdl jobbra, a bal, illet-
ve a jobb oldalan 1évé tertilet folytonosan valto-
zik. Mivel kezdetben az egyenes bal oldalan lé-
v rész teriilete nulla volt, majd végtil az egész
terlilet az egyenes bal oldalan helyezkedett el,
igy biztosan volt olyan helyzete az egyenesnek,
amikor pont felezte a terliletet. Nem tudjuk, hol
van ez az egyenes, csak abbdl, hogy a terllet
folytonosan valtozik, azt tudjuk biztosan, hogy
létezik ilyen egyenes.

Vegylik fel az x tengelyt az egyenesre merdlege-
sen. Készitstink egy f(x) fliggvényt, ami az egye-
nes bal oldalén 1év§ teriilet nagysagéat abrazolja
az egyenes helyzetének fliiggvényében. Ekkor
a felez8 egyenes megtalalasa egyenértékd azzal
a problémaval, hogy megtalaljuk azt a ¢ pontot

a és b kozt, melyre igaz, hogy f(c) = % ,ahol T

az alakzat tertilete (3. dbra).

d

a X b x
Y

T ________________ e —

b
T2 fom el i em b e
a c b

3. dbra

Huzzuk meg az vy =g egyenest. Az f(x) fugg-

vény bal oldala biztosan ezen egyenes alatt he-
lyezkedik el, a jobb oldala pedig felette, mivel

fla)=0< g mig f(b)=T > g Ezért léteznie
kell egy c €[a; b], ahol a fliggvény metszi az
v =g egyenest, mert az f(x) fuggvény folyto-

nos, azaz f(c)= g
Ennek koévetkezménye az 1.b dllités. Bizonyita-

sa indirekt médon torténhet, az olvaséra bizom.

1.b allitas: Minden irdnyhoz pontosan egy te-
rlletfelez8 egyenes létezik.

Megjegyzés: Az éllitas igaz konkav és nem 6sz-
szefligg6 alakzatokra is. Az egyszerlség kedvé-
ért azonban a tovabbiakban csak konvex alak-
zatokat tekintiink.

2. allitas: Egy konvex halmazon kivtili P pont-
bdl mindig létezik olyan P-n &tmend egyenes,
ami felezi a halmaz tertiletét.

Az dllitas bizonyitdsa nagyon hasonlé az elsé
allitdséhoz. Ezt a didkok megkaptdk 6néllé bi-

zonyitasra, miutan az elsé allitst megbeszéltik.
Lassuk a bizonyitast roviden:
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Biztos van olyan P-n &tmend egyenes, amely
még nem metszi az alakzatot, és az egész alak-
zat annak egyik oldalan van (e,). Mozgatva az
egyenest az alakzat felé, miutan athaladt rajta,
lesz olyan egyenes, melynek masik oldalan van
az alakzat (ep). Mivel az egyenest folytonosan
mozgattuk, és a tertilet is folytonosan véltozott,
ezért kellett lennie egy olyan egyenesnek a moz-
gatas soran, amely éppen felezte az alakzatun-
kat (ef) (4. dbra).

\ ~
\ ~

4. abra

3. allitas: TetszSleges haromszogbe frhatd négy-
zet Ugy, hogy egy-egy cslcsa egy-egy oldalon,
a masik két csticsa pedig a harmadik oldalon
helyezkedik el.

A feladat ismert, a nagyitas témakorén belil tér-
gyalni is szokas ennek a négyzetnek a megszer-
kesztése. De most csak a létezését szeretnénk bi-
zonyitani.

C
5. dbra

Az a, b, c oldali haromszdgbe irjunk Ggy tégla-
lapot, hogy annak d oldala legyen parhuzamos

a haromszog ¢ oldaldval, e oldala pedig meré-
leges ra (5. dbra). Vegyiik Ugy fel a téglalapot,
hogy d<e teljestlion. Kozelitsiik a d oldalt
a héromszdg ¢ oldaldhoz. Mikor mér ,kellGen”
kozel van a d oldal a c-hez, biztosak lehetlink
benne, hogy lesz olyan éllapot, ahol e < d. Mi-
vel d folytonosan né a mozgatés soran, és a
téglalap e oldala folytonosan csoékken, igy sziik-
ségszerden lesz olyan éllapot, amikor d = e, az-
az amikor a téglalap négyzet.

4. allitas: Ha f(x) egy T szerint periodikus,
folytonos fliggvény, akkor létezik f(x)-nek g
hossza hrja.

Az f(x) figgvénynek akkor van % hossza hurja,
ha f (x + g) = f(x). Definidljuk a g(x) figgvényt

a kovetkezSképpen: g(x) = f (x + g) - f(x). Ha

van olyan a, ahol g(a) =0, akkor készen va-
gyunk.

Tegyiik fel, hogy g(a) < 0. Legyen b =a+ %

g(b)=g(a+9=f(a+£+gj_f(a+g)=

- f(a+T>—f(a+§) - f(a)—f(mg - —gla),

azaz g(b) > 0. Mivel a g(x) fuggvény az [a; b]
intervallumon elGjelet valt, ezért van olyan
c €[a; b], hogy g(c) = 0. Ezt kellett belatnunk.

5. allitas: Tekintsiik azokat a négyzet alaku
asztallappal rendelkez8 asztalokat, melynek 1a-
bai a négyzet négy csticsdban vannak. Tetszd-
leges folytonos felilleten mozgathaté az asztal
olyan éallapotba, ahol nem billeg. (Ebben a sta-
bil allapotban nem koveteljiik meg, hogy az
asztallap vizszintes legyen.)
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Jeldljik az asztal labainak helyzetét az A, B, C
és D betdkkel. Ha az asztal labai billegnek, ak-
kor minden esetben megoldhaté, hogy az asztal
hérom laba lent, a negyedik laba a levegében
legyen, mert 3 pont meghataroz egy sikot.
A 6/a. abran a D helyzetben 1évé 1ab legyen a le-
vegdben, az A, B és C pozicién 1évék pedig le-
gyenek a f6ldon. Forgassuk az asztalt AC egye-
nese kortl Ggy, hogy a B és D poziciéban 1évé
1ab is azonos tavolsagra legyen a foldtdl (6/b. ab-
ra), legyen ez a tavolsag d, a f6ldtél mérve.
Képzeljik el most, hogy a foldet helyettesitjiik
egy kocsonyaszerd anyaggal. Megtehetjik, hogy
elforgatjuk az asztalt a kozéppontja koril dgy,
hogy két laba (kezdetben a 6/b. dbrdn A és C
helyen 1évék) folyamatosan a feliileten vannak,
a masik két ldba pedig mindig ugyanannyival
(d-vel) feljebb tdliik. Mikor a lent 1évé labak ne-
gyed fordulat utan B és D helyzetbe kerlilnek,
akkor még mindig a f6ldén lesznek — hiszen igy
forgattuk. De mivel a masik két lab hozzajuk
képest d tavolsaggal lejjebb van, igy most azok
(A és C helyen a 6/c. dbrdn) a fold alatt helyez-
kednek el d tavolsaggal. Mivel a 6/b. és 6/c. ab-
ran jelolt helyzetet figyelve elészér a B-D, majd
az A-C helyzetben 1év6 két — nem végig a felt-
leten 1év6 — asztalldb felszintdl vett tavolsaga
elGjelet valt, igy sziikségszertien kellett lennie
egy olyan pillanatnak, amikor azok a f6éldén
helyezkedtek el. Azaz akkor az asztal mind a
négy laba a f6ldon helyezkedett el, nem bille-
gett az asztal.

A megoldéasban fontos szerepet jatszott, hogy az
asztal labai egy négyzet négy csicsaban helyez-
kednek el. Ismeretlen eddig, hogy ez az éllitas
igaz téglalap alaku asztalra is, vagy sem.

Tovabbi problémak

Az alébbi, 6t csoportba osztott feladatok elsSit
egyszerre kaptdk meg a didkok gondolkodasra.
A csoportokban a feladatok nehézségi sorrend-
ben kovetik egymast. A foglalkozason a tanulék
tetszélegesen vélaszthattak, hogy melyiken gon-
dolkodnak. Amikor készen voltak, akkor a cso-
port kovetkezd feladatait kaptdk meg. Majd ha
mind készen volt — vagy a masik témakorbe is

bele akartak kostolni —, akkor tovabb ugrottak
egy masik feladatkorre.

Idé hianyaban nem hangzott el az Gsszes fel-
adat. Itt azoknak a vézlatos megoldasait kozlom,
amelyek Gj gondolatokat tartalmaznak, a tobbi
megoldaséat az Olvaséra bizom.

A vilag kériléttiink — kénnyebb feladatok

6. a. allitas: Tegnap éjfélkor hidegebb volt,
mint tegnapelétt éjfélkor és ma éjfélkor is. Bizo-
nyitsd be, hogy ma valamikor ugyanannyi volt
a hémérséklet, mint tegnap ugyanakkor! (Pl.
tegnap 15.23-kor ugyanigy 14 °C volt, mint
ma 15.23-kor.)

6. b allitas: Egy | hosszua létrat falnak tdmasz-
tunk. Bizonyitsuk be, hogy van olyan pontja a
létranak, amely ugyanolyan téavol van a foldtdl,
mint a faltol!

6. c allitas: Létezik az egyenlitén két atellenes
pont, ahol a hdmérsékletek megegyeznek.

6. d allitas: A Foldon mindig létezik két atel-
lenes pont, ahol egyszerre a nyomas és a hé-
mérséklet értékei is megegyeznek. (Ez méar ne-
héz feladat...)

Sonkas-szendvics és baratai — két halmaz
szimultan felezése

7. a allitas (Pizza-tétel): Létezik olyan egye-
nes, amely egyszerre felezi egy tetszéleges kon-
vex halmaz kerlletét és tertiletét.

Megoldds: Vélasszunk két pontot (A-t és B-t) a
konvex alakzat hataréan Ggy, hogy azok felezzék
az alakzat keriiletét. Mozgassuk A-t és B-t gy,
hogy azok hatédron mért tavolsaga éllandé ma-
radjon, az alakzat kertiletének fele. Tekintsiik az
A és B egy tetszbleges éllapotaban az AB egyik
és masik oldalan 1évé terlletek kiilonbségét. Ez
az érték elGjelet valt, midén A és B helyet cserél.

7. b allitas (Kétdimenziés sonkas szendvics-
tétel): Két konvex alakzat egy egyenessel meg-
felezhet8. Azaz létezik olyan egyenes véagés, ami-
vel egy kenyér és egy sonka egyszerre megfe-
lezhetd.
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Megoldds: Az 1. allitasnal lattuk, hogy létezik
tetszGleges iranyu felezG egyenes. Legyen a két
alakzatunk S (mint sonka) és K (mint kenyér).
Hutzzunk meg egy olyan S-t felez§ egyenest,
amelynek egyik oldaléan helyezkedik el K. Le-
gven ez a 0°-hoz tartozé felez§ egyenes. Majd
ezt a szoget folytonosan véltoztatva hozzuk létre
mindig a szoghoz tartozé S-t felez§ egyenest.
Lesz olyan a, amikor mar a K alakzat az egye-
nes masik oldaldn helyezkedik el. Az egyenes
egyik oldalédn lév§ teriiletet nevezziik Ti-nek,
a masik oldalan 1évg teriiletet To-nek. Kezdet-
ben T; — Ty negativ, a esetén pozitiv. Azaz els-

jelet valt. Tehét van olyan szdg, amely egyszer-
re felezi K és S terliletét (7. dbra).

7. dbra

Megjegyzés: A Pizza-tétel és a Sonkés szendvics-
tétel anal6g, ha a kertiletet megfeleltetjiik az S
halmaznak. Valamint vegylk észre, hogy a bi-
zonyitasban nem volt fontos, hogy hol helyez-
kedik el egyméshoz képest az S és a K halmaz.
Azaz a bizonyitas akkor is igaz, ha a kenyérsze-
let még a péknél, a sonkaszelet pedig még a hen-
tesnél van...

7. c allitas (Haromdimenziés sonkas szend-
vics-tétel): Létezik olyan sik, amely egyszerre
felez harom konvex alakzatot.

Darabolés problémak - kérdések a konvex
alakzatokon beliil

8. a allitas (Tukoértojas-tétel) Konvex alak-
zat tartalmaz egy masik konvex alakzatot. A bel-

sG alakzatnak léteznek olyan e és f érint6i, ame-
lyek pérhuzamosak, és a kiilsG alakzatbél egyen-
16 terlletd részeket vagnak le (8. dbra).

8. dbra

8. b allitas: Minden konvex alakzatnak van-
nak olyan e és f hurjai, melyek egyszerre parhu-
zamosak, egyenlé hossziak és a konvex alak-
zatot harom egyenld tertiletd részre osztjak fel.

8. c allitas: Adott két konvex alakzat gy, hogy
az egyik tartalmazza a masikat. Bizonyitsuk be,
hogy a kisebb alakzatnak vannak olyan érintéi,
melyek egymassal parhuzamosak, és egyenld
hossza résziik fut a kiils§ alakzaton beltl (9/a db-
ra)!

8. d allitas: Adott két konvex alakzat tgy, hogy
az egyik tartalmazza a maésikat. Bizonyitsuk be,
hogy a kiilsé alakzatnak van olyan pontja, ami-
bdl egyenld hossza érintéket hizhatunk a belsd
alakzathoz! (X’ e Kiilsé: XZ = XY) (9/b dbra)

8. e allitas: Adott harom konvex alakzat a
9/c dbra szerint egqymaésba agyazva. Bizonyitsuk
be, hogy a kiils§ alakzaton van olyan X pont ,
hogy abbdl a legbels§ alakzatba htzhaté olyan
érintd, melynek a méasodik alakzatba esd részei
azonos hossztak. (X e Ktilsé: AB = CD)

Megoldds: Legyen AB=a és CD = b. Vegyik
fel X-et tgy, hogy b a legnagyobb hizhatd
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érint§ legyen. Ekkor b —a>0. Most X fusson
végig a kilsé alakzaton mindaddig, mig a két
hur helyet cserél. Ekkor a — b > 0. Mivel a b — a
elGjelet valt, ezért volt olyan pont, ahol a=b
volt.

x
[=
A
z
X
D
B
Ej P
a b

(-

9. dbra

Négyzetes feladatok — konvex burok

9. a allitas: Tetszbleges konvex alakzat koré
négyzet irhato.

Megjegyzés: Olyan alakzatokra igaz az alabbi
bizonyitas, ahol az érinté folytonosan valtozik.

9. b allitas: Magyarorszag térképe is négyzet-
be foglalhaté.

9. c allitas: TetszGleges test kockaba irhato.

Fuggvények

10. a allitas: Az f(x) egy tetsz8leges T szerint
periodikus, folytonos fliggvény. Létezik f(x)-nek

a) % hosszud hurja.
T P

b) — hossza hirja.
n

c) P T hosszti hurja.
q

Megoldds: A b. részt bizonyitjuk.

Legven glx) = f[x + Ij ~ f(x).
n

f(I) ~ f(0)
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A fenti teleszkopikus 6sszegnél f(T) —f(0) =0,
mivel az f figgvény T szerint periodikus.

Ha a fentiek kozil az egyik g(k—Tj érték nul-

n
la, akkor készen vagyunk.

Ha nem, akkor kell, hogy legyen negativ és po-
zitfv tag is felsorolva, mert az 6sszeg nulla. Ha
viszont a g fliggvény elGjelet valt, akkor létezik
olyan ¢ pont, ahol g(c) =0, azaz van az f fligg-

. T P
vénynek — hossza hrja.
n

10. b allitas: Minden harmadfokd polinomnak
van gyoke.

10. c allitas: Minden pératlan kitevSs polinom-
nak van valds gyoke.

10. d allitas: Az f(x) egy tetszGleges [a; b] zart
intervallumon folytonos fliggvény, melynek ér-
tékkészlete az [a; b]. Bizonyitsuk be, hogy van
olyan x, amire f(x) =

10. e allitas: Az f(x) egy tetszbleges [a; b] zart
intervallumon folytonos fiiggvény, ahol b —a=
=T, és az intervallum végpontjainal azonos ér-
tékeket vesz fel: f(a) = f(b). Bizonyitsuk be, hogy
van olyan | hossz( huarja az f(x) figgvénynek,
ahol

T

==
a) 7
T

b) I=—
) 3
c) I=I
n

d) Allits els egy olyan f(x) figgvényt, amely-

nek nincs | = % hossza huarja!

10. f allitas: Az

fix) =ay - sinx + ag - sin2x + ag - sin3x + ... +
+ ay, - sin(nx) + by - cosx + by - cos2x +
+ b3 - cos3x + ... + by - cos(kx)

figgvénynek van zérushelye g;, b; € R esetén.
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Nemecsko Istvan

Beszamolo a XXI. Nemzetkozi Magyar
Matematikaversenyrol

XXI. Nemzetkozi Magyar Matematika-
A versenynek 2012. marcius 14-18. ko-

z6tt rendhagyé médon a tavalyihoz ha-
sonléan ismét magyarorszéagi varos, Kecskemét
adott otthont. A kecskeméti Banyai Jilia Gimna-
zium latta vendégiil a magyar nyelven tanuld,
matematikabdl tehetséges didkokat a Karpat-
medence minden tajarél. A versenyre kdzel 250
didkot és 80 matematikatanéart hivtak meg.

A verseny nyitélinnepsége marcius 15-én
volt a Kecskeméti Kulturdlis és Konferencia Koz-
pontban. A kdszontS beszédek mellett az iskola
didkjai szines kulturélis misorral emlékeztek meg
a nemzeti tinneprdl. A megnyité utan a rendez-
vény résztvevdi csatlakoztak a varosi tinnepség-
hez. Délutan tanérok és didkok egyarant meg-
ismerkedhettek Kecskemét hires épiileteivel, te-
reivel. A didkoknak a helyi gimnazistak szervez-
tek jatékos vetélkedSt, melynek keretében felfe-
dezhették Kecskemét nevezetességeit. A délu-
tant Dr. Lajké Kéroly: Fuggvényegyenletek ci-
md elSadésa zéarta. Este a kollégiumban a dia-
kok kilonbozd jatékos programokon vehettek
részt. A tanérok szakmai beszélgetésen vitattak
meg a matematika oktatassal kapcsolatos leg-
fontosabb véltozasokat, azok lehetséges hatésait.

A matematikaversenyre maésnap, marcius
16-an kertilt sor. Az 6t régiobdl beérkezd fel-
adatjavaslatokbdl a zstri allitotta 6ssze a feladat-
sorokat. A zstri elndkének Dr. Kosztolanyi Jézsef
egyetemi docenst kérték fel. A versenyz§ dia-
koknak mind a négy évfolyamon 6-6 feladatot
kellett 4 6ra alatt megoldaniuk. A verseny alatt
a tandroknak Mak Kornél alpolgarmester ar mu-
tatta be a kecskeméti Varoshézat. Délutan a kol-
légék a feladatokat javitottdk. A didkok a ver-
seny utan a Kecskeméti Féiskola Gépipari és

Automatizalédsi Muszaki Fd&iskolai Karaval is-
merkedhettek meg. Eladast hallgathattak a G-
iskolan folyd kiilonbdzé érdekes kutatasokrél,
tobbek kozott a kis fogyasztasu jarmivek terve-
z6sérdl, a szupravezetésrdl. Este a Katona Jo6-
zsef Szinhazban Arthur Miller: Pillantas a hidrdl
cimd darabjat tekintették meg a verseny részt-
vevai.

A rendezvény hagyoményainak megfelels-
en a kovetkezd napon egész napos kirandula-
sokat szerveztek a vendéglatok, ahol a részt ve-
v6k megismerkedhettek a kornyék torténelmi,
irodalmi emlékeivel. Az egyik kirandulas érin-
tette Kiskd8rost, Petdfi sziil6hazat, Kecelt és Ha-
jost. A masik kirandulas Gti célia Opusztaszer,
a Nemzeti Torténeti Emlékpark volt. A Feszty-
korkép lenytigozte a latogatdkat. Este a tanédrok
koz6s Ginnepi vacsoran vettek részt, a didkok-
nak zenés, tancos blcslestet szerveztek.

A verseny lezarasaként marcius 18-an kertilt
sor az Uinnepélyes eredményhirdetésre. A zstri el-
noke értékelte a tanulék teljesitményét. Minden
évfolyamon a legjobb eredményt elért didk ré-
szesiilt elsé dijban. A dijazas soran tébb mint 70
didk munkajat jutalmaztak dijjal vagy dicsérettel.

A dijak atadésa utan a régiévezeték megko-
szonték a helyi szervez8k munkajat. Dr. Lukéacs
Lajos igazgatd Ur és kollégai mindent megtettek
azért, hogy a rendezvény résztvevéi jol érezzék
magukat. A rendezvény programjai segitették
a régi ismeretségek megerGsitését, Gjak sziileté-
sét. Tovabb erdsodott a matematikat magyarul
tanuldk, magyarul tanitok dsszetartozésa.

A XXII. verseny megrendezését Gyér varo-
sa, tobb gydri kozépiskola egyiitt véllalta fel,
melyre szeretettel meghivtdk a verseny résztve-
vait.
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A verseny dijazottjai évfolyamonként

9. évfolyam

I dij
Juhos Attila, Sepsiszentgyorgy, Székely Miké
Kollégium

11 dij:

Holczer Andras, Pécs, Janus Pannonius Gim-
nazium

Di Giovanni Méark, Gydr, Révai Miklés Gimna-
zium

Fehér Zsombor, Budapest, Fazekas Mihaly
Gimnézium

II1. dij:

Koncz Botond, Csikszereda, Méarton Aron Gim-
nazium

Szilagyi Gébor, Beregszész, Beregszészi Magyar
Gimnéazium

Nemes Gyorgy, Bonyhad, Bonyhadi Petdfi
Sandor Evangélikus Gimnazium

10. éviolyam

I. dij:

Simon Péter, Budapest, Berzsenyi Daniel Gim-
nazium

II. dij:

Forras Bence, Budapest, Berzsenyi Déaniel
Gimnéazium

Herczeg Jozsef, Szeged, Radnéti Miklos Kisérleti
Gimnéazium

Dobra Gabor, Pécs, Janus Pannonius Gimna-
zium

111 dij:

Balogh Tamas, Ersekﬂjvér, Pazmany Péter
Gimnézium

Fonyé Viktéria, Keszthely, Vajda Janos Gimnéa-
zium

Kacz Daniel, Bonyhad, Petéfi Sdndor Evangéli-
kus Gimnazium

Bir6 Dominik, Zenta, Bolyai Tehetséggondozé
Gimnazium és Kollégium

Maga Balézs, Budapest, Fazekas Mihaly Gim-
nazium

11. évfolyam

I dij:

Szabé Lérant, Kisvarda, Bessenyei Gyorgy
Gimnézium

1L dij:

Olah Matyés, Margita, Horvath Janos Iskola-
kozpont

Gema Barnabas, Veszprém, Lovassy Laszlo
Gimnézium

Szaksz Bence, Gyér, Kazinczy Ferenc Gimnéz-
um

111 dij:

Bingler Arnold, Kaposvar, Tancsics Mihaly
Gimnéazium

Venczel Tunde, Budapest, Berzsenyi Déaniel
Gimnéazium

Nagy Robert, Budapest, Fazekas Mihaly Gim-
nazium

Bdsze Zsuzsanna, Bonyhad, Petdfi Sdndor
Evangélikus Gimnézium

12. évfolyam

I dij:

Gyarmati Méaté, Pécs, Leéwey Klara Gimnéaz-
um

1L dij:
Sz6ts Janos, Baja, III. Béla Gimnézium

111 dij:

Mester Marton, Szeged, Radnéti Miklés Kisérleti
Gimnézium

Viharos Andor, Szeged, Radnéti Miklés Kisérleti
Gimnézium

Broda Balazs, Miskolc, Foldes Ferenc Gimnéz-
um

A versenyen kitiizo6tt feladatok

9. osztaly

1. A Gumimacik megszervezték a Nemzet-
kozi Gumibogyé Sztireti Fesztivalt, ahol minden
résztvevé Gumimaci ugyanannyi tiveg idei ter-
mésbdl késziilt gumibogyd szérpét kapott ajan-
dékba. Ha a Sziireti Fesztivalon tizzel kevesebb
Gumimaci lett volna jelen, akkor az elkészitett
mennyiségbdl minden résztvevd két tiveggel
tobb gumibogyé szO6rpot  kaphatott  volna.
Amennyiben a Sziireti Fesztivdlon nyolc Gu-
mimacival tébben vettek volna részt, akkor az
idén sajtolt gumibogyd szoérp mennyiségbdl
mindannyian egy liveggel kevesebbet kaptak
volna. Valéjadban hany Gumimaci vett részt
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a Nemzetkozi Gumibogyé Sziireti Fesztivalon,
és fejenként hany tiveg gumibogyd szorpot ka-
pott ajandékba?

Péics Hajnalka, Szabadka

2. Az ABCDE szabélyos o6tszog AD és EB
atléinak metszéspontja legyen S, az AC és EB
szakaszok metszéspontja P, az AD és EC atlok
metszéspontja R, a DB és EC szakaszok met-
széspontja pedig Q. Hatarozzuk meg az APQD
négyszog teriiletét, ha az atlék altal meghatéaro-
zott ABCDE csillagotszog (6tagu csillag) tertlete
2 egység!

Nemecské Istvdn, Budapest

3. Az asztalon egy egyenes mentén 50 zse-
tont helyeztek el. Aladar és Bea a kovetkezd
jatékot jatssza: felvaltva vesznek el a zsetonok
koztl alkalmanként 3-3 darabot addig, amig 2
zseton nem marad. Ha ezek nem szomszédo-
sak, akkor a kezdd jatékos gyéz, ha pedig szom-
szédosak, akkor a maéasodik jatékos a gydztes.
Kinek van nyerd stratégidja, ha a jatékot Bea
kezdi?

Szab6 Magda, Szabadka

4. Hatarozzuk meg azokat a pozitiv egész n
szamokat, amelyekre a 2" — 1 és a 2"+ 1 szé-
mok kozll legaldbb az egyik oszthaté 7-tel!

Kantor Sandor, Debrecen

5. Az ABC haromszdg AB és AC oldalainak
belsejében Ugy vesszik fel rendre a D és E
pontokat, hogy BD = CE teljesiiljon. Legyen F
és G rendre a BC és DE szakaszok felezGpontja,
valamint legyen M az FG egyenesnek az AC
oldallal vett metszéspontja! Hatérozzuk meg az
AM szakasz hosszat az AB és AC oldalak hosz-
szanak figgvényében!

Olosz Ferenc, Szatmdrnémeti

6. Egy valos szamokbdl allé a, as, as, ..., a,
véges sorozat tagjaira teljestil, hogy barmely 5
egymaést kovet§ tagjdnak Osszege negativ, és
barmely 8 egymaést kovetS tagjanak Osszege
pozitiv. Legfeljebb hany tagja lehet egy ilyen
sorozatnak?

Kallés Béla, Nyiregyhdza

10. osztaly

1. Van-e olyan egész egylitthatés P(x)
polinom, amelyre P(0)=12, P(1)=20 és
P(2) =2012?

Pintér Ferenc, Nagykanizsa
2. Hatérozzuk meg mindazokat a p, q, r
primszamokat, amelyekre
pqr<pq+qr+rp!
Oléh Gyérgy, Révkomdrom
3. Mely n porzitiv egész szamok esetén lesz
az n® + n + 19 kifejezés értéke négyzetszam?

Kacsé Ferenc, Marosvdsdrhely

4. Hatarozzuk meg az

2x 3y 4z
E = + +
3y+4z 4z+2x 2x+3y

kifejezés legkisebb értékét, ha x, vy és z pozitiv
valés szamok!
Kovdcs Béla, Szatmdrnémeti

5. Az ABC egyenld szarG haromszogben
AC =BC, az AB alap felezépontja D, az A és a
D pontbél a BC szakaszra bocséatott merdlege-
sek talppontja rendre a BC szakasz E, illetve F
belsé pontja. A DF szakasz G felez6pontjat a C
ponttal 6sszekotd szakasz, és az AF szakasz met-
széspontja H. Igazoljuk, hogy a H pont az AC
szakasz mint &tmérg folé irt Thalész-koron van!

Bir6 Bdlint, Eger

6. Az elsé 2012 darab porzitiv egész szam
mindegyikét atirjuk harmas szamrendszerbe.
Hany palindrom szam van a kapott 2012 darab
harmas szamrendszerbeli szdm kozott? (Palind-
rom szamon olyan pozitiv egész szamot érttink,
amelynek szamjegyeit forditott sorrendben frva
az eredeti szamot kapjuk vissza.)

Kosztoldnyi Jézsef, Szeged

11. osztaly

1. Hatarozzuk meg azokat a pozitiv egész
szamparokat, amelyek szamtani kozepe 1-gyel
nagyobb a mértani kdzepiiknél!

Kallés Béla, Nyiregyhdza
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2. Az ABC haromszdgben H a BC oldal C-
hez kozelebbi harmadolé pontja, N pedig az AB
oldal B-hez kozelebbi negyedels pontja. Az AH
és CN szakaszok metszéspontja M.

a) Milyen ardnyban osztja az M pont az AH
és CN szakaszokat?

b) Hényad része az ABC haromszog tertileté-
nek a HMNB négyszog tertilete?

Katz Sandor, Bonyhdd

3. Oldjuk meg a valdés szamok halmazan
a kovetkez§ egyenletet!

32+l _(x-1)-3*=10x2+ 13x + 4

Bencze Mihdly, Brassé

4. Az ABC héaromszog AB oldalan vegyik
fel a D pontot, AC oldalén pedig az E és F
. AE CF AD ., .

pontokat Ugy, hogy AC-AC_ AB teljestl

jon! Az F ponton keresztil hizzunk péarhuza-

most az AB oldallal, messe ez a parhuzamos

a BC oldalt a G pontban! Mely D, E, F pontok

esetén lesz a DEFG négyszog tertilete a lehetd
legnagyobb?

Nemecské Istvdn, Budapest

5. Mely n porzitiv egész szdmok esetén oszt-
haté az 1" +2"+ 3"+ 4"+ 5"+ 6" + 7" + 8" Gsz-
szeg 5-tel?

Olah Gyoérgy, Révkomdrom

6. Aladar és Béla a kovetkezd jatékot jatsz-
szék: a tablara felirjak az 1, 2, ..., 2012 szamo-
kat, melyek koziil felvéltva térolnek le egy-egy
szamot. Aladéar kezd. A jaték akkor ér véget,
amikor két szdm marad a tablan. Ha ezek ku-
lonbségének abszolit értéke egy elére megadott
rogzitett pozitiv egész k szamnal nagyobb prim-
szam, akkor Béla nyer, egyébként pedig Aladér
nyer. Dontsiik el, hogy k értékétdl fliggen me-
lyik jatékosnak van nyerd stratégiajal

Borbély Jozsef, Tata

12. osztaly

1. A tizes szamrendszerben haromjegyd po-

hogy olyan néggyel oszthat6 szamot vélasztunk,
melynek jegyei paronként kiillonbozéek?

Tarcsay Tamds, Szeged

2. Hatarozzuk meg a

J2012 - xlo%ze X = 2

egyenlet megoldésai szorzata egészrészének utol-
s6 6t szamjegyét!
Kantor Sdndorné, Debrecen

3. Mutassuk meg, hogy
sinZ010x + cos2011y + sin2012x < 2

barmely valés x esetén!
Katz Sandor, Bonyhdd

4. Az ABC egyenlé szari haromszogben
AC =BC, az AB alap felezépontja D, az A és
a D pontbdl a BC szakaszra bocsétott merdle-
gesek talppontja rendre a BC szakasz E, illetve
F belsé pontja. A DF szakasz G felezépontjat
a C ponttal 6sszekots szakasz és az AF szakasz
metszéspontja H. Bocsassunk merdlegeseket
a D pontbdl az AE és az AF egyenesekre, a me-
rélegesek talppontjai legyenek rendre K és L!
Bizonyitsuk be, hogy az AF, EH és KL egyene-
sek az ABC héaromszoghéz hasonlé haromszo-
get zérnak kozre!

Biré6 Bdlint, Eger

5. A, B, C véges halmazok, amelyekre telje-
stl, hogy |A| = |B|=|C|=aés |AnBnNC|=
=b , ahol a és b nemnegativ egészek. Adjuk
meg a és b fliggvényeként az |A U B U C| mi-
nimumat és maximumét! (|X| az X halmaz
elemeinek szamat jeloli.)

Gecse Frigyes, Kisvdrda

6. Legyena;=1,a9=2és

1 1 &
2
(n

an+2

A+2
kil - (@ + Ay +apyp)

Ape+1
> 1 egész)

Adjuk meg a,-t zart forméban, azaz n fliggvé-

zitfv egész szamok kozil véletlenszerdien va- nyeként!
lasztunk egyet. Mennyi annak a valészintsége, Bencze Mihdly, Brassé
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Jelentés a 2012. évi Beke Mané
Emlékdijak odaitélésérdl

A 2012. évi Beke Mané Emlékdij bizottsag
kortltekinté mérlegelés utan az alébbi hataro-
zatot hozta:

A Beke Mané dij mdsodik fokozatdban részestil
Csatar Katalin

Az Eotvos Lorand Tudoméanyegyetemen ki-
tlintetéssel szerzett matematika-fizika szakos ta-
nari diplomét, majd az ELTE Radnéti Miklés
Gyakorlbiskolaban kezdett el tanitani, ahol az-
6ta is dolgozik. Tudéasat, emberségét és korrekt
itéleteit kollégai is elismerik és elfogadjak, ezért
bizalmukat élvezve 1979-2003 kozott a 12 tagi
matematika munkakozosség vezetSje volt. Szak-
mai munkajat az igényesség, a pontossag és
a sokszinUség jellemzi. A matematikat Ggy tudja
oktatni, hogy az a gyerekeknek élményt nyujt-
son, a kevésbé tehetségesek figyelmét is felkelt-
se.

Kivalé didkokat nevelt, akik a tanulményi
versenyeken szép eredményeket értek el, tob-
bek kozott az OKTV-n az Arany Déniel, a Kal-
mar Laszl6 és a Zrinyi llona versenyeken, s a fel-
vételi vizsgédkon kivétel nélkil sikeresen szere-
peltek.

A Radnéti Miklés Gyakorléiskola tehetség-
nevelést biztosité matematika tantervének egyik
kidolgozdja. Tobb tankényvcsalad szerzdje és
szerkesztGje, kollégéival és tanitvanyaival egytitt
irtdk meg a nyolc évfolyamos gimnazium tan-
konyveit, kidolgoztak a Suli Nova kiadasaban
megjelent kozépiskolai tankonyveket. Jelenleg
az Apéczai Kiad6 éltal gondozott gimnéaziumi
tankényvcsalad utolsé kotetén dolgoznak.

Eveken keresztiil oktatéként dolgozott a fel-
sGoktatasban magyar és angol nyelven. Szak-
mai tanacskozdsoknak, konferencidknak, tanéari
ankétoknak meghatérozé személyisége.

Tankényv- és tanterviroként orszégosan is-
mert szakmai korokben, tovabbképzéseket is
tart. Publikacidival a matematika népszerdsité-
sét szolgélja.

Erettségi elndkként, majd késébb kézoktata-
si szakértéként sok iskola munkajanak részese.
A tanulményi versenyek versenybizottsdgaban
az orszagos feladatokbdl is kiveszi részét. Mun-
kassédga komoly hatassal van a magyar mate-
matikaoktatds moédszertanéara.

Sok tanitvanya lett matematikatanar.

2002-ben Graphisoft és 2007-ben Ericsson
dijjal is jutalmaztak.

A Beke Mané dij mdsodik fokozatdban részestl
dr. Kiss Géza

Pélyafutasat a Kunhegyesi Gimnéazium és Hir-
adastechnikai Szakkozépiskolaban kezdte, a kis-
Ujszéllasi Méricz Zsigmond Gimnézium és Koz-
gazdasagi Szakkozépiskolaban folytatta, ahol igaz-
gatéként is tevékenykedett. 2003-t61 az ELTE
Apéczai Csere Janos Gyakorlégimnéazium ta-
nara volt. Jelenleg a Févarosi Fazekas Mihaly
Gyakorlé Altalanos Iskola és Gimnézium veze-
tétanara, ahol kilonb6zé versenyek szervezésé-
vel motivélja a tanuldkat.

Rendszeresen képzi magéat, Phd fokozatat
a Debreceni Egyetemen szerezte. Tanarként részt
vesz a Matematika Tanitdsa folydirat feladat-
megoldé rovatanak versenyében. Hosszi idén
at vett részt a Matematika OKTV III. bizottsaga-
nak munkajaban, érdekes feladatjavaslatai rend-
szeresen kitlizésre kertiiltek. Tobb elGadést tar-
tott a matematika tanérok Ratz Laszlé6 Vandor-
gydlésén. Rendszeres el6adéja a Rév-Komé-
romban rendezett Nagy Karoly Matematikai Di-
aktaldlkozoénak, a Nagykanizsan kétévente meg-
rendezett konferencianak, és a zalai nyéari tabo-
rokon foglalkozésokat vezet. Az Erdés Pal Ma-
tematikai Tehetséggondozd iskolaban is tanit.

2007-t61 a KoMalL felugyel6bizottsdganak,
majd késdbb szerkesztébizottsaganak tagja.

Diékjainak eredményei kimagasléak és nem
egyetlen iskolahoz kothetSek; rendszeresen sze-
repelnek az Arany Déniel és az OKTV dfjazottjai
illetve elsd 10 helyezettje kozoitt.
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Tobb tudoméanyos publikacidja jelent meg
angolul és magyarul a Frobeniusz problémarél.
2011-t6l a Magyar Matematikai Tehetségsegits
Tanécs elnoke.

1992-ben Kival6 Munkéért dijjal, 2006-ban
Graphisoft dijjal jutalmaztdk munkéssagaért.

A Beke Mané dij mdsodik fokozatdban részestil
Nagy Tibor

Szegeden, a Juhész Gyula Tanéarképzé Fé-
iskolan szerzett matematika - szamitastechnika -
technika szakos tanari diplomat, majd a debre-
ceni Kossuth Lajos Tudoményegyetemen vé-
gezte el a kozépiskolai szamitastechnika tanari
szakot is. A kecskeméti Zrinyi llona Altalanos
Iskolaban kezdte el tanéari palyajat, majd a Ko-
daly Zoltan Altalanos Iskola, Gimnézium és Ze-
nemtvészeti Szakkozépiskola informatika tana-
ra lett. 2003-t6] a Kecskeméti Reformatus Alta-
lanos Iskoléaban tanit matematikat.

Munkéjat nagy odaadassal, szakmai hozza-
értéssel végzi. Evek 6ta a kecskeméti varosi
matematika szakkor vezetdje. Tanitvanyai rend-
szeres résztvevSi a Varga Tamas, Zrinyi llona,
Kenguru, Bataszéki matematika versenyeknek,
ahol tobbszor végeztek az els§ harom hely va-
lamelyikén. Tébb tanitvanya eredményesen vett
részt az Abacus matematikai lapok pontverse-
nyeén.

Mar f6iskoléas kordban bekapcsolédott az ak-
kor indulé Zrinyi llona Matematikaverseny szer-
vezésébe. Az orszagos forduld szervezését segiti,
1993-t6l a verseny feladatsoranak egyik Gssze-
allitéja. 1994-t6l a verseny utdn minden évben
megjelend feladatgyljtemény szerzGje és szer-
kesztGje. A Gordiusz verseny megyei bizottsag
elndke és szervezi az orszagos dontét.

2000-t8l a Matematikdban Tehetséges Gyer-
mekekért Alapitvany Kuratériumanak tagja.
Kezdetektdl aktivan részt vesz az Abacus mate-
matikai lapok szerkesztésében. Az idei tanévtdl
a Varga Tamés Matematikaverseny szervezdbi-
zottsdganak elnoke. Kezdeményezdje és tobb
kotet tarsszerzGje volt a 2005-ben elinditott
Kecskeméti Matematikai Flizetek konyvsorozat-
nak.

Rendszeres latogatdja a Ratz Laszlé vandor-
gydlésnek, 2010-ben a kecskeméti Vandorgyi-

lés szervezésében komoly részt véllalt. A tana-
rok versenyében az altalanos iskolai kategéria
héromszoros gydztese.

2007-ben Ericsson dijban részestilt.

A Beke Mané dij mdsodik fokozatdban részestul
Németh Julianna

1982 6ta az Aldas Utcai Altalanos Iskola ta-
nitéja. Dinamikus, hatarozott egyénisége poziti-
van hat az alsé tagozatos munkak6zosség mun-
kéjara. Az iskolai pedagdgiai munkaban a ter-
vezéstdl a feladatok megvaldsitdsdig minden
szinten aktiv résztvevé. Komoly hivatastudattal
és szeretettel foglalkozik tanitvanyaival.

2000-t4l a Tanitoképzé Féiskola szakvezetd
tandra. Rendszeresen szervezi a csoport elétti
tanitési és a 10 hetes gyakorlatokat. A fGiskola
felkérésére 3. éve részt vesz a hallgaték allam-
vizsgéztatasdban.

2009-ben elnyerte a ,kivalo szakvezets” el-
ismerést.

A tehetséggondozasban és versenyeztetés-
ben is aktiv szerepet vdllal, didkjai kilonbozé
tantargyakhoz kapcsol6dé versenyeken érnek el
kiemelkedd eredményeket. Pl. vers- és proza-
mondé verseny, févarosi mesemondd verseny,
a Bolyai magyar és matematika csapatverseny
tertleti forduldja, Zrinyi llona Matematikaver-
seny orszagos forduldja.

2004 ota keriileti munkakozosség vezetd.
Egyéni o6tletei, mddszertani javaslatai felfrissi-
tették a kertilet szakmai életét. Nagyon j6é kap-
csolatot alakitott ki a kertileti PSZK-val, akik
minden évben elismerden nyilatkoznak mun-
kéjarél. Masodik éve a tehetség-tanacs aktiv
tagja. 2007-ben az iskola javaslatara polgér-
mesteri dicséretben részestilt.

A Beke Mané dij mdsodik fokozatdban részestil
Polcz Katalin

1973-t61 1994-ig a Pécsi Nagy Lajos Gim-
naziumban (ma Ciszterci Rend Nagy Lajos Gim-
néziuma), 1994-t8l 1997-ig az Apéaczai Nevelési
Kozpontban, 1997-t6l a Janus Pannonius Gim-
néziumban tanit matematikat.

39 éves pélyafutasét igényes és magas szak-
mai szinvonal, lelkiismeretesség, precizités, az Uj
dolgok iranti fogékonysag jellemzi. Kézépiskolai
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tanarként sokat tett a tehetséges tanuldk fej-
lesztéséért, versenyeztetéséért. Tagja volt annak
a csoportnak, amely Magyarorszagon elinditotta
és éveken keresztll szervezte a Gordiusz Mate-
matika Versenyt. Nemcsak szervezéként, ha-
nem feladatkitdzéként és lektorként is részt vett
a munkaban.

Kollégéival és tanitvanyaival j6 a kapcsola-
ta, segit6kész, ezért szakmai téméban sokszor
kérnek téle tanécsot.

A matematika tagozatos osztaly osztalyfs-
nokeként komoly mentori munkéat végzett.
Nemcsak a tehetséges, de az atlagos képességi
tanuldkkal is képes megszerettetni tantargyat.

Tanitvanyai rendszeresen szerepeltek a KoMalL
feladatmegold6 versenyén, valamint orszagos
és megyei matematika versenyeken sokszor az
élmezényben végeztek. Kiemelkedd eredménye-
ket értek el az Arany Déniel, a Gordiusz, a Ken-
guru, a Zrinyi llona orszagos, a Baranya-Tolna—
Somogy tertileti, illetve a Fejér Lip6t, és Ziper-
nowsky megyei matematikaversenyeken.

2000-ben Ericsson dijban részestilt.

A Beke Mané dij mdsodik fokozatdban részestil
Szab6 Matiz Magdolna

Az Ujvidéki Egyetem Természettudomanyi
Matematikai Kardn matematikus diplomat szer-
zett.

Palyafutasat a Zentai Muszaki Kozépiskola-
ban kezdte, a Szabadkai Matematikai és Nyelvi
Gimnéziumban folytatta, végll a Szabadkai Szve-
tozér Markovity Gimnéziumban tevékenykedett
nyugdijazasaig. Tobb didkja is eljutott az Orsza-
gos Matematikaversenyre, s ott j6 helyezést ért
el.

Egyik alapitéja és elndkségi tagja volt az
Eszak-bacskai Magyar Pedagégus Egyesiiletnek.
Az egyesiilet keretein belil mdkédé Cofman
Judit Tehetségfejleszté Kozpontnak 6 szer-
vezGje, amit 2011-ben a Nemzeti Tehetségse-
gité Tanacs Akkreditalt Kivalé Tehetségpontta
nyilvanitott.

A kezdetektdl egyik szervezdje a szabadkai
Nyari Akadémia néven ismertté valt tanitéi és
tanari tovabbképzésnek.

A Nemzetkozi Magyar Matematikaversenyek
allandé résztvevéje és délvidéki régidvezetdie.

Oszténzéen és kreativan hatott a 2004-ben
elész6r megrendezett Fekete Mihédly Emlékver-
senyre, amely a vajdasagi magyar ajka kozépis-
kolas tanuldék vélogatéversenye a NMMV-re.
A versenynek azéta is szervezdje.

Nyugdijasként napjainkig a zentai Bolyai
Tehetséggondozé Gimnézium és Kollégium ta-
néra. Tébb mint 20 éve rendszeres latogatdja
a Ratz Laszl6 Vandorgytilésnek, s azéta sok mas
fiatal és id&sebb kollégat is Gsztonzott a Van-
dorgydlés latogatasanak fontossagara.

A Beke Mané dij mdsodik fokozatdban részestil
Szamosfalvy Jdnosné

199116l a Herman Otté Gimnéazium tanara,
1995-t8l nyugdijba vonulasaig pedig a gimna-
zium elsG szadmu vezetdje volt. Vezetdi munka-
jaban a demokratikus, kollegidlis stilust képvi-
selte.

Megyei szakfeltigyeléként és szaktanécsadé-
ként sok éven &t segitette a kozépiskoldk mate-
matika tanérait. OKTV bizottsagi tagként verse-
nyek feladatlapjait allitotta Ossze, és javitotta
a kozépdontdk és a donték dolgozatait. Orsza-
gos alkoté munkakozosség vezetSjeként NAT-
kompatibilis matematika tantervet készitett a ko-
zépiskoldk szaméara. 2004-ig szakértéként sok
orszagos mérés mérdlapjainak elkészitésében és
értékelésében vett részt. Haromids bizottsag tag-
jaként kozponti frasbeli feladatsorokat készitett
a nyolc évfolyamos gimnéziumba jelentkez8k
mérésére, 2005 és 2007 kozott ezek lektoralasat
végezte az OKEV felkérésére.

A Miskolci Egyetem Matematika Tanszék-
ének tamogatéasaval tehetséges tanulék onkép-
z8korét vezette, felkészitette ket nemzetkozi
konferenciékra.

A Bolyai Janos Matematika Téarsulat megyei
tagozatanak alelnokeként Eurépai Matematika
Kongresszusokat szervezett. Mind@ségbiztositasi
szakértéként miskolci iskoldkban koordindlta
partnerkézponti mdkodés kialakitasat. A mis-
kolci Szakért6k Regiondlis Egyestiletének alel-
noke. A Borsodi tagozat Oktatési Bizottsaganak
elnokeként Ifjiséagi Matematikai Kongresszuso-
kat szervez. A 2001. évi miskolci Ratz Laszlé
Véandorgyilés szervezésében komoly szerepet
vallalt.
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FELADATROVAT TANAROKNAK

Rovatvezets: Kosztolanyi Jézsef

Kérjlk, hogy a megoldéasokat a rovatvezet§
cimére kiildjék: 6757 Szeged, Miklés u. 27.
Ugyanide kell kiildeni a kitdzésre szant felada-
tokat is. Ezeknek a megoldésat is mellékeljék!
Minden megoldést (tehat ugyanannak a fel-
adatnak a megoldasait is) kilon lapra irjak tollal
vagy géppel, jol olvashatéan! Mindegyiket ki-
16n-kiilon hajtsék Ossze, és kiilsS felére irjék ra
a feladat sorszamét és a megoldé nevét! Csa-
toljanak a megoldasokhoz 6sszesits jegyzéket is!
A megoldasokat a Kkittizést kévetd harmadik
szamban ismertetjiik. A legjobb megoldasokat
bekilddjik nevével kozoljik.

Bekiildési hataridé: 2012. november 30.

Feladatok (445-449.)

445. Egy szabélyos oktaéder mindegyik csu-
csaban van egy hangya. Egy adott pillanatban
mindegyik hangya — egymastdl fiiggetlentil, azo-
nos sebességgel — elindul egy, az eredeti helyé-
rél kifuté él mentén egy szomszédos csucsba.
Mindegyik hangya egyenl$ valészinlséggel va-
lasztja a csticsabdl kiinduldé négy él valamelyik-
ét. Mi annak a valdszinlsége, hogy egyik cstcs-
ba sem érkezik kett§ vagy tobb hangya?

446. Az A, B, C, D és E pontok Ggy helyez-
kednek el a térben, hogy teljesiilnek a kdvetke-
26 feltételek:

(1) AB=BC=CD=DE=EA=2;
(2) ABCx = CDE< =DEA%=90°
(3) az ABC héaromszog sikja parhuzamos a DE
egyenessel.
Mekkora a BDE haromszog tertilete?

447. A természetes szamok (a 0-t is bele-
értve) novekvs sorozatabdl elhagyjuk azokat
a szamokat, amelyeknek tizes szamrendszerbeli
alakja tartalmazza a 3, 6, 9 szamjegyek vala-
melyikét. Melyik az igy kapott sorozat 587-dik
tagja?

448. Jelolje H[x] azon x hatarozatlani 11-
ed fokd polinomok halmazat, amelyek egytitt-
hatéi a {-1; 1} halmaz elemei. Melyek azok
a Hix]-beli polinomok, amelyeknek az 1 a leg-
nagyobb multiplicitasa gyoke?

Dalyay Pdl Péter, Szeged

449. Az aq, ag, ..., a, és a pozitiv egész
n

szamok ugy, hogy z a; < a. Igazoljuk, hogy ha
i=1

b= max q;, akkor
1<i<n

SO, o

i=1\ G

Dalyay Pdl Péter, Szeged

Feladatmegoldasok
(430-434. feladatok)

430. Marci 96 darab, kilonboz8 orszagok-
ban hasznélatos pénzérmét gydijtott dssze egy
dobozba. Azt tapasztalta, hogy akarmelyik 11
érmét is veszi ki a dobozbdl, mindig van leg-
alabb 3 olyan érme, amelyek ugyanannak az
orszagnak a pénzérméi. Igaz-e, hogy Marci ér-
méi kozott van legaldbb 20 darab olyan, ame-
lyek ugyanabban az orszagban hasznélatosak?

Megoldads: A feladat kérdésére a vélasz: igaz.
Indirekt médon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy
Marci érméi kozott legfeljebb 19 darab, egy or-
szagbdl valé érme van. Mivel 5 - 19 =95, ezért
feltételezésiink kdvetkezményeként Marci érméi
legalabb 6 orszagbdl valdk. Ekkor viszont ki le-
het vélasztani 11 érmét Ggy, hogy kozottik ne
legyen 3 darab, ugyanabban az orszagban hasz-
nélatos érme, példaul 2+2+2+2+2+1=11.
Ez ellentmond a feladat feltételének, ami allita-
sunkat bizonyitja.

T6bb megoldds alapjdn
A megoldék széma: 6.

431. Adott egy egységnyi éld kocka, és az
2.3
3

egyik csticsa mint kézéppont koré irt

Su-

gari gomb. Milyen hosszi az a gérbe, amely-
ben a gombfellilet metszi a kocka feltletét?

Megoldds: A kdzéppont cstcsot tartalmazé ha-

rom oldallapon egy-egy 30°-os, 23

sugari
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V3

korfuben, a masik harom lapon egy-egy 3
sugari negyed korben metszi a gomb a kocka

feltiletét. (1. dbra)

A
30°
23 302
3
17 B
V3
3 1
iy
1. dbra
Mivel
. 23
3 * 3
ip = =—n
12 9
és
5.2V3
.7.7[ 3
in = 3 =
2 4 6

ezért a kocka feliiletébdl kimetszett fv hossza

543

l=3(11 +i2)=Tﬂ:.

Rakonczai Gyérgy, Budapest
A megolddék széma: 6.

432. Legyen f a valés szamok halmazan
értelmezett, 27 szerint periodikus fliggvény.
Mutassuk meg, hogy vannak olyan, a valés
szamok halmazéan értelmezett f; (i=1, 2, 3, 4)
fliggvények, amelyekre teljesiil, hogy
(1) fi m szerint periodikus, péros fliggvény

(i=1,2,3,4);
(2) fix) = f1(x) + fa(x) - cosx + f3(x) - sinx +
+ fa(x) - sin2x barmely valds x esetén.

Megoldds: Tekintsiik (2)-t rendre az x, —x,
x + 1, —x + 7 helyeken. A trigonometrikus fligg-
vények periodicitasét és paritasi tulajdonséagait,
valamint az (1) feltételt figyelembe véve az f;
(i=1, 2, 3, 4) fuggvényekre a kdvetkezs egyen-
letrendszert kapjuk:

(@) f(x) = f1(x) + falx) - cosx + f3(x) - sinx +
+ fa(x) - sin2x
(b) f(—x) = f1(x) + fa(x) - cosx — f3(x) - sinx —
— fa(x) - sin2x
(c) flx+ m) = f1(x) — fo(x) - cosx — f3(x) - sinx +
+ fa(x) - sin2x
(d) fl=x+m =f1(x) = falx) - cosx + f3(x) - sinx —
— fa(x) - sin2x
(a) + (b):
flx) + fl=x) = 2f1(x) + 2fa(x) - cosx (*)
(c) + (d):
flx+ 7 + flox + 7) = 2f1(x) — 2fo(x) - cosx  (**)
A (*) és (**) egyenletek Gsszegébdl rendezés
utan kapjuk:

fi(x) = f(x) + fl=x) + f(z+ )+ flex+m)

(*) és (**) kulonbségébdl

flx) + f(=x) = fx + 7) - f=x + 7)

4 cos x

R hax#%+kﬂ (ke z)

a, hax:%+kn’ (ke Z)

f(X.) + flx + 1) = 2f1(x) + 2f4(x) - sin2x

Ebbe az egyenletbe f;(x)-et helyettesitve, majd
rendezve kapjuk, hogy
(fx) = f(=x) + f(x + ) - fl-x + )

, haxik-% ke Z)

4sin2x
falx)=1c hax=kn (ke Z)
d, hax:%+kn(kel)
(a) + (d):

fix) + fl=x + ) = 2f,(x) + 2f3(x) - sinx
f1(x) behelyettesitése, majd rendezés utan:
fx)— f(=x) - f(x + @) + f(-x + 7)

4sinx
b, hax=kr (ke Z)

f3(x) = , hax#krn (ke Z)

Azt kaptuk, hogy ha léteznek megfelel§ f; (i=1,
2, 3, 4) fuggvények, akkor azok ilyen alakiak.
A tovébbiakban belatjuk, hogy ha f 27 szerint
periodikus fliggvény, akkor az f; (i=1, 2, 3, 4)
figgvények 7 szerint periodikus, paros fliggvé-
nyek.

Az f 21 szerinti periodicitasa, valamint a szinusz
és koszinusz fliggvény tulajdonsagai alapjan
konnyen adédik, hogy fi(x + m) =fi(x) (i=1, 2,
3, 4). Mivel az x> cosx fliggvény paros, az
X > sinx és az x > sin2x fliggvények pedig pa-
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ratlanok, valamint f(-x+7)=f(-x-n) és
fix = m) =flx+ n), ezért fi(—x) =fi(x) (i=1, 2, 3,
4) barmely valés x esetén.

Egyszerd szamolassal adédik az is, hogy az f;

(i=1, 2, 3, 4) fuggvények , problémas” helyein
(x=k~%, ke zj is teljestil a feladatbeli (2)

feltétel.
Tébb megoldds alapjdn

A megoldék széma: 5.

433. Igazoljuk, hogy ha egy haromszog ol-
dalainak hossza a, b, c, tertilete pedig T, akkor
tetszéleges x, vy, z pozitiv valés szamok esetén
fennall az

a®x +b%y+c?z2> AT -Y3xyz(x +y + 2)

egyenldtlenség. Mikor all fenn egyenléség?
Dalyay Pdl Péter, Szeged

Megoldds: Jeldlje A(a, b, ¢, t) azt a haromszo-
get, melynek oldalai a, b, ¢ hossztak és tertilete
t. EIébb belatunk egy lemmat (Neuberg-Pedoe-
féle tétel):

Az Ala, b, ¢, t) és A(A, B, C, T) haromszogekre
érvényes a

(—a% + b2 + c?)A% + (a2 — b2 + 2)B? +
+(a®+ b2 - c?)C2 > 16tT

egyenlétlenség, és egyenlGség pontosan akkor
teljestil, ha a két haromszég hasonlé.

Bizonyitds: Az elsé haromszog c-vel szemkozti
sz6ge ¥, a masodik haromszog C-vel szemkozti
szoge T. Ekkor a? + b% — ¢% = 2abcosy, A%+ B2 -

(2= 2ABcosT, t= absiny’ T ABsinl“‘
2 2
Ezzel
(—a? + b% + c?)A? + (a® — b2 + ?)B? +
+ (a? + b?% — c?)C? - 16tT = 2a2B2 + 2A%b2 -
—(a®+b% - c?)(A%2+ B2 - C?) - 16tT =
= 2a®B? + 2A%b? — 4abABcosycosI —
— 4abABsinjsinl” = 2(ab — AB)? +
+4abAB(1 - cos(y—-T)) = 0.

A fenti gondolatmenetbdl kovetkezik az is, hogy
egyenlbség csak a két haromszog hasonlésaga
esetén all fenn. Ezzel a lemmat bebizonyitottuk.
Legyenek x, vy, z tetszéleges porzitiv egész sza-

mok. A \/x+y’ \/y+z’ \/z+x szamok telje-
2 2 2

sitik a haromszdg-egyenlétlenséget, ugyanis

2
/r +s /s +t
+  [— =
2
r+s [s+t r+t
. — .
2 2 [ 2 J
Alkalmazzuk a lemméat a kovetkez8 két harom-

) xX+y (v+z [z+x
A aba 5t$A ) ) 7t'
wogerAlab.ed (\/ 2 \/2 \/ 2 j

A masodik haromszogre a Héron-képlet kifejtett
alakja (lasd pl. Reiman Istvan: Geometria és
hatarteriletei, Szalay Konyvkiadé és Kereske-
déhéz Kit., Kisajszallas, 1999, 72. oldal):

2 1 (2'x+y.y+z+2.y+z.z+x]+

+t
st
2

1652 T2 2 2

e 2.Z+X.x+v_(x7+vj2_(y7+zj2_[z+><)2 )
16 2 2 2 2 2

1
— - (xy + yz + 2x),

~16
azaz tz—Wx_
4
A lemma miatt
(~a? + b2 +c2).97+z+(a2 —bZ4+c2). 21Xy
+(a?+b%-c2). X1V -

2
=a?x + b2y +c%z>16tT =4T- XY+ Yz + 2zx.
Megmutatjuk, hogy

XY+ Yz + zx 2 4/3xyz(x + y + z).

Induljunk ki az
(xy — yz)? + (yz — 2x)? + (2x — xy)> 2 0
egyenlbtlenségbdl, ahol egyenléség pontosan
akkor érvényes, ha x = y = z. Négyzetre emelés
és atrendezés utan
3x2yz + 3xy2z + 3xyz? < x2y2 + y222 + 22x2 +
+ 2x%yz + 2xy2z + 2xyz2,
azaz
3xvyz(x + v+ z) < (xy + vz + 2x)2.
A fentiekbdl kovetkezik a feladatbeli egyenlét-
lenség, és lathaté az is, hogy egyenl8ség akkor
és csak akkor teljesiil, haa=b=césx=y=2z.
Borbély Jozsef, Tata
Dalyay Pdl Péter, Szeged
A megolddk szama: 2.
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434. Mutassuk meg, hogy tetszéleges n po-
zitfv egész szdm és o € }O; %{ esetén fennall

a kovetkez§ egyenlétlenség:

n

Z cos" (2 o)
“1-cos"(2 ) 2"

Dalyay Pdl Péter, Szeged

n-sin(2" )

-sino —sin(2"a)

Megoldds: Mivel tetszbleges pozitiv egész n
esetén o€ }O; %[, ezért sin(2i0r) és cos(2!~ 1a)
pozitiv barmely i € {1; 2; ...; n} esetén.

Elébb egy azonossagot latunk be.

1. dllités:

nsin(2"a)

2"sin o —sin(2" o) -
cos(2" o)
cos(2"tar)’
Bizonyitds: Atalakitasokkal a bizonyitandé azo-
nossag a kovetkezd alakban irhaté:

sin(2"a) =

_ ncoso-cos2a-...-
1-cosa-cosZa-...-

2" . sina - cosor - cos2a- ... -
-cos(2n~ 1) (*)

Ezt teljes indukciéval bizonyitjuk.

n=1 esetén a jol ismert addiciés 6sszefliggést

kapjuk.

Tegytik fel, hogy n-ig igaz az éllitas és vizsgaljuk

(n+1)-re

sin(2"* 1a) = sin(2 - 2nar) = 2sin(2")cos(2"a) =

=2.2".sina- cosat- ... - cos(2"~ 1) - cos(2ne) =

=2n*1 . gingr- cosor - cos2¢r- ... - cos(2n¢r)

Ezzel az 1. allitast bebizonyitottuk.

A feladatbeli egyenlétlenség a most bizonyitott

allitas alapjan a kovetkezd alakban irhato:

cos"(2" o)
1-cos"(2" o)
cos(2" a)
-cos(2" ta)’
Legyen x;=cos(2i~1a) (i=1, 2, ..., n). A megol-

dés elején tett megjegyzés alapjan vilagos, hogy
0 < x; < 1. Ezzel a bizonyitandé egyenlétlenség:

cos" o cos" 2a

1-cos"oe 1-cos"2a

S ncosq -cos2a - ...-

1-cosa-cos2a-...

Xn
1-x])

n n
X1 n X9 > nxy - Xg ... X,

ot > .
1-x1-Xg oo X,

1-x 1-x5

Alkalmazzuk a bal oldal porzitiv tagi Osszegére
a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlé-
lenséget.

n n
X X
22 4 40 >

1-x] 1-x5 1-xp

n.r\]/ xIx5..x;) _
(1-x7)(1=x3)...(1-x7)

_ nxyXo...X, ' (**)

g1 - )= xp)...(1- x7)

x|

2. dllitgs: Ha0<ag;<1(i=1, 2, ..., n), akkor

Q/(l—al)(l—az)...(l—an) < l—Q/alaz...an.

Bizonyitds: Irjuk fel a szamtani és a mértani ko-
zép kozotti egyenlbtlenséget egyrészt az (1 — q;),
masrészt az q; pozitiv szamokra (i=1, 2, ..., n):
l-a))+(1-ag)+...+(1-qa,) =
2n-g(1-a;)(l-ap)...(1-ay,),

2n-Yaay...a,.

Adjuk 6ssze a két egyenlbtlenség megfelels ol-
dalait:

illetve
a; +(12 +...+(1n

nzn-(’/(l—al)(l—az)...(l—an) +n-{7/alaz...an.

Mindkét oldalt n-nel osztva, majd rendezve a 2.
allitas egyenlétlenségét kapjuk.
Alkalmazzuk a 2. allitast (**) jobb oldalanak

nevezGjére (a; = x'):
nxiXy...X,
Ja-xpa-xp)..1-xn  1-xxz.x,

S _MX1Xp...X,

Ezzel az eredeti egyenlétlenséget bizonyitottuk.
Velkeyné Gréczi Alice, Ipolyszég
A megoldék széma: 6.

A megolddk névsora: Borbély Joézsef, Tata
(430-434.); Délyay Pal Péter, Szeged (430-
434.); Nagy Séandor, Békéscsaba (430., 431.,
434.); Rakonczai Gyorgy, Budapest (431., 432.,
434.); Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely (430-
432., 434.); Velkeyné Gréczi Alice, Ipolyszog
(430., 432., 434.); Zsid6 Nagy Gyorgy, Kolozs-
var (430., 431.).
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