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Ambrus Gabriella — Anke Wagner

Mivel is kezdjiink!

Témaindito feladatokrodl a ,tort szorzdsa
torttel” anyagrész kapcsan

Bevezetés

Jtort szorzésa torttel” egyike azoknak a fe-
A jezeteknek, amelyek el6tt a tanarnak
kiilén is érdemes elgondolkodni azon,

milyen feladattal inditson, hogy a gyerekekben
a téma irant érdeklédést keltsen, vagy legalabb-
is elegendd kedvet ébresszen a tovabbi munka-
hoz. Az érdeklédés a tanuldsndl, illetve a tanul-
tak késébbi alkalmazésanal igen fontos szerepet
jatszik (Renkl, 1996, 80. o.). Erdeklédés hia-
nyéban Ugy tlnik a tanultak hamar feledésbe
meriilnek, a tovabbiakban nem kertilnek fel-
hasznélasra.
A tanulmanyban kiilénbdz8 bevezetési lehetd-
ségeket targyalunk azzal a céllal, hogy egyrészt
megmutassuk, milyen ,,irdnyokban,, lehet gondol-
kodni, mésrészt szdmbavessziik azokat a szem-
pontokat, amelyeket j6 bevezetd feladatok ké-
szitése soran érdemes figyelembe venni. A né-
met matematika-didaktikai irodalom a kovetke-
26 lehet6ségeket emliti a bevezetd, illetve prob-
lémafelvetd feladatok motivalé szerepének no-
velése esetében (Barzel et. al., 2011):
Kognitiv konfliktus teremtése, kép, &bra, modell
stb. bemutatésa, kisérlet, tevékenység, jaték el-
végzése, egy torténet elmesélése, célzott héazi
feladatok adéasa, mintapéldak megfelel§ feldol-
gozasa.
A tovabbiakban a tortek szorzasaval kapcsolat-
ban a kovetkezd tipusi matematikai bevezetd
feladatokra mutatunk példat:

¢ Bevezetés matematikan bellli kapcsola-

tokkal (geometria/algebra/mértékek)
¢ Nyelvi-értelmez§ bevezetés (valahanyadrész
megadésa)
* Tevékenység-orientalt bevezetés

* Bevezetés valdsagkozeli feladattal
¢ Bevezetés torténettel
* Megoldas-orientalt (direkt) bevezetés

Témankat a probléma-orientalt tanitasi modszer
alapjan dolgozzuk fel (v6. Bruder/Collet, 2011,
Pélya, 1977, valamint a Varga Taméas mddsze-
re szerint késziilt Eglesz I.-Kovdcs Cs.—Sztrékay
V., Matematika 6, tankonyv, 1983), mivel ez
felel meg leginkébb didaktikai felfogasunknak.
A kilénb6z8 bevezetd problémék a ,,tort szor-
zésa torttel, témakort tobb oldalrdl kozelitik.
A tovébbi feladatvariaciok példakat mutatnak
arra, hogyan lehet az eredeti problémét kony-
nyiteni/neheziteni, esetleg Gj tartalmakat bele-
vinni (pl. mértékegységeket, grafikus abrazolast,
abrézolast koordinatarendszerben...). llyen mé-
don is hangsulyozni szeretnénk, hogy a beve-
zet§ feladatok tartalma variadlhatd, és ebben az
esetben figyelembe vehetéek a kiilonbozd ta-
nitasi célok és lehetségek is.

Arra is toreksziink, hogy az egyes 0j téméakat
feldolgozasuk soran a bevezet§ feladatok segit-
ségével a tanuldk minél 6néllébban fedezhessék
fel, és ekodzben valddi matematikai tevékenysé-
get végezzenek.

1. problémafelvetés
Bevezetés matematikan beliili kapcsolatokkal
(geometria/algebra/mértékek)

Egy téglalap oldalai % és % Mekkora a tég-
lalap tertilete?

Ennél a bevezetésnél a geometria az algebraval
kapcsolédik 6ssze. A megoldas soran sziikséges,
hogy gondolatban a geometriai abrazolas és
egy oldalhossz valahanyad része, illetve a kere-
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sett rész egész terlilethez viszonyitott aranya ko-
z0Ott ide-oda ugorjunk”. A megoldas torténhet
példaul Ggy, hogy egy téglalapot egységnégy-
zetekkel rakunk ki. llyen modszert a gyerekek
mar alsé tagozaton is hasznéltak. Ezutan példa-
ul a gyerekekkel kozosen lehet elgondolkodni
a kovetkezd iranyban. Mi lenne, ha a téglalap
egyik oldala 10 cm, a maésik 12 cm? Hogyan
nézne ki ebben az esetben a keresett tertilet? Mi
lenne a helyzet egy négyzet esetében (8x 8
cella)? Ekkor a celldk leszamolhatdk, tehat az

., 24 (3)
eredmény — =|—|.
64 \8
1
1
2
3
4
1. agbra
1. varidcié

Egy négyzet oldala % Mekkora a tertilete?

2. varidcié
Hény kilométer egy % km (1,5 km) hossza sza-
kasz harmadrésze?

Az 1. és 2. variaciok alternativdk az 1. problé-
mafelvetéshez, mikézben lathatéan megmaradt
a matematikan bellli kapcsolatok elébbi hang-
stlya.

2. problémafelvetés
Nyelvi-értelmez§ bevezetés (valahanyad rész
megadésa)

Mekkora az %-nek a %? Szinezd be a megfe-

lel§ részt mindkét megadott dbran!

a) Egységszakasz b) Egységnégyzet

2. dbra

Ennél a bevezetésnél a megnevezett rész kertil
abrézolasra: egy szakasz/egységnégyzet felének

a % részét kell kiszinezni. A két dbra segitségé-

lehet beszélni (értelmezni),

hogy
3

%-szer % ugyanazt jelenti, mint %-nek a 1

vel meg

része.

A természetes szamok szorzasanél 4-szer 5 nem
jelenti azt, hogy 4 rész az 5-bdl; a torttel vald
szorzésnak ez a jelentése nyilvanvaléan zavar-
hatja is a gyerekeket eleinte. Zech (1995) azt
javasolja, hogy a valahanyad rész szamitasanal
példaként hasznaljuk fel a kovetkezét: ha egy
futé két kort fut egy stadionban, akkor ez 2-szer
400 méter. Ha 3-at, akkor ez 3-szor 400 méter.

Ha a futé 2% kort tesz meg, akkor ez nyilvan-

valéan 2%-szer 400 méter, és az Osszesen
1000 méter. Tehat van értelme annak, ha azt

mondjuk, hogy %-szer 400 az éppen a 400 fele.

Varidacié — Mds szamokkal
Mennyi %-nek az % része? Probdlj tobbféle
megoldasi médot megadni!

A feladatban szerepld szamok megvéltoztatésa
megkonnyiti tovabbi megoldasi médok meg-
adéaséat, kordbbi tapasztalatokra tdmaszkodva.
Ezekkel a szamokkal példaul a kévetkezékép-
pen gondolkodhatnak a tanulék:

. . 1
— ,Mivel egy egész szam 1 részét megkap-
hatom dgy, hogy az egész szdamot meg-

1 . 1 1
szorzom —-del, igy az —-nek az — része
4 2 4
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—-szer % Es azt méar tudom, hogy
1 1,

—-szer — az —.

2 4 8

. é egynegyed része azt jelenti, hogy

l:4, és az l.”
2 8

3. problémafelvetés
Tevékenység-orientalt bevezetés

Hajtogatds

Haijts félbe egy A3-as méretd papirt! Hajtsd szét,
és szinessel szinezd be a felét, majd Gjra hajtsd
Ossze! Ezutan hajtsd még egyszer félbe a lapot!
Most hajtsd még egyszer félbe! Ezutan hajto-
gasd teljesen szét a lapot és figyeld meg a jelolt
részt! Ird le: mi tértént?

Most szinezd be a mar kiszinezett rész felét egy
masik szinnel!

Ezutan hajtsd megint 6ssze a lapot, majd még
egyszer félbe!

Hajtsd teljesen szét a lapot és figyeld az utébb
beszinezett részt! Ird le: mi tortént?

A papirod segitségével prébald megvélaszolni a
kovetkez§ kérdéseket! Mekkora

o l-r1ek az l része?
2 2

. l-nek az l része?
2 4

. l-nek az l része?
2 8

Varidci6 — Téglalapok egymdsra fektetése

(A tanulék rendelkezésére allnak kiilonbodzd szi-
nd, atlatsz6 foliabdl késziilt, egybevagd tégla-
lapok. Példaul A, B, C sargak és D, E, F zoldek
1d. az alabbi abrak.)

Helyezd C téglalapot D folé! Mi tértént? frd le,
mi valtozott!

Mit jelentenek a kovetkezd allitasok?

1 1

= fele =.
4 8
l fele l
3 6

frd le gondolataidat!

Az atlatszd téglalapok segitségével ellendrizd
a kovetkez§ éllitdsok helyességét! Javitsd ki a hi-
béakat!

1 1 1

e —-nek az — része —.
4 4 8

1 1 1

e —-nek az = része —.
4 2 6
3 3

e —nek a — része —.
2 4 8

Helyezz most egymasra tovabbi téglalapokat és
irj feladatot az egyes elhelyezésekhez! Indokold
meg, hogyan jutott eszedbe a feladat az elhe-
lyezés alapjan!

Készits hasonlé médon téglalapokat atlatszé f6-
lidra! Milyen szorzési feladatok fogalmazhaték
meg a megfeleld téglalapokhoz? Miért?

A) B) C)

D) E) F)

3. dbra

A két tevékenység-orientdlt bevezetés lehetévé
teszi, hogy a tanulék tevékenység és megfigye-
lés révén jussanak a megértéshez. Az egyes
cselekvések sorén a gyerekeknek le kell irniuk,
hogy mit csindlnak, milyen megfigyeléseket
tesznek és milyen véltozasok torténnek.

4. problémafelvetés
Bevezetés valosagkozeli feladattal

A Gustav-Schmoller-iskolaban a hatodikosok
hosszas targyalasok utan végre engedélyt kap-
tak arra, hogy egy kertet létesitsenek az udva-
ron. Természetesen a lehetS legnagyobb teri-
letet szeretnék felhasznélni ehhez és arra a kér-
déstikre, hogy mekkora rész all rendelkezésiikre
az udvaron, a kévetkezd valaszt kaptak:

,Legfeliebb az udvar é részét haszndlhatjatok

kertnek.”
Arra a kérdésre, hogy mekkora is az udvar, a ko-
vetkezd informéciét kapjak:

MOZAIK KIADO 5
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Az iskola teljes alapteriiletének pontosan a %

része udvar.”

A hatodikosok tanéacstalanok, mivel még azt
sem tudjak kiszdmitani, hogy az udvar hanyad
részét hasznalhatjak.

Kérésuikre az iskolaigazgaté a kovetkez$ adattal
segit:

LAz iskola alaptertilete 2328 m2.”

Gondold végig, hogyan szamolhattak ki a ter-
vezett kert méretét a hatodikosok! Keress tobb-
féle megoldast!

Ennél a feladatndl a korabbi ismeretek alap-
jan ugy jarhatunk el, hogy elGszor kiszamitjuk

a 2328 m? % részét (az udvar nagysaga). Ez

(2328-szor %) 1552 m2. Ezutdn szédmitjuk

a tervezett kert nagysagét, (1552-szor % ), ami

194 m2.
A szédmitasbdl adédhat az a gondolat, hogy a fel-
adat megoldésa a kovetkezd médon is felirhaté:

(23282)-1 _ 2328-(33], ahol a masodik
3)s 38

esetben a zaréjelben a tervezett kert teljes alap-
tertilethez viszonyitott ardnya talalhaté, és nyil-
vanvaléan mindkét szadmitas eredménye a kere-
sett 194 m2.

194

Ebbdl adédik
2328

feliraséval végiil egyszeri-

sités utan, hogy a zarbjeles szorzat eredménye
1 2
—, azaz —+—=—,
12 3 8 12
témanknak megfelelen tovabb is tudunk dol-
gozni...

Ha sziikséges, a tanulék készithetnek vazlatot az
iskola (elképzelt) alaprajzardl, amennyiben szik-
séges, ilyet készithet a tanar is elére a feladat-
hoz.

és ezzel az eredménnyel

Varidcié — Alternativ feladat

Egy marketingmenedzser az Uj telefon piacra
kerlilésével egyidejlileg azt a feladatot kapta,
hogy a korabbi tipus raktarkészletét szamolja fel

minél gazdasagosabban. Az Uj telefon beszerzé-
L2, s
si éra 3 része az eladasi arnak.

Abbdl a célbdl, hogy legaldbb a beszerzési ar
megtériljon (azaz ne legyen veszteség), a piaci
lehet8ségek ismeretében a menedzser a kovet-

kezd akciét javasolja: a készlet 3 részét arusit-

sék ki az eladasi ar 1 részéért. Ezutan a meg-

maradt készletet aruljdk a tovabbiakban az el-
adasi ar feléért.

Ezzel a stratégiaval eléri-e céljat a marketing-
menedzser?

egy telefon (1)
ladasi ara
[eredeti ar} A teljes készlet
egy telefon 34} eredeti ara
beszerzési ara
112
11 28 4 80 a telefon
mennyisége
Abra a tanuléknak
egy telefon |
eladasi ara { ’
(eredeti ar) A teljes
et
egy telefon _nuhl ST
beszerzeési ered Sk%\\
ara 12 tervezett
bevetel | ]
tH a telefon
Lo 23 akeszlet mennyisége

Megoldasi lehetdség

4. dbra

Ebben a szituacioban geometriai megjelenitést
hasznéltunk nem geometriai eszkozzel valé meg-
oldashoz. A telefonok arat téglalap segitségével
jelenitettiik meg.

Mivel nem vérhaté el, hogy erre a gyerekek
maguktdl rajonnek, fontos a segité rajzot is
odaadni nekik a megoldashoz.

Ennek segitségével végil megadhaté %-szor

E, és ebbdl adédik 2 = 1 rész, azaz az akcidé
4 4 2
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elsG részében az eredeti ar fele lesz a tervezett
bevétel. A tovabbi akcidban a maradékot (%

,1ész”) az ar feléért akarjak eladni, és igy nem
teljesithetd a terv, ahogy az abra is mutatja.
Egyes tanuldk rogton észreveszik, hogy a ma-

sodik akciénal altaldban az eredeti ar % részé-

nél kisebb éarral nem érhetd el a cél. Ezt a gon-
dolatot akkor is fontos megbeszélni a tanuldk-
kal, ha a megoldas soran nem mertilt fel.

5. problémafelvetés
Bevezetés torténettel

[zabella nagymamajatél egy tabla csokoladét
kapott ajandékba. Néhany kis szeletet meg is
evett beldle rogtén — mert nagyon szereti. De

a csokoladé % része még megvolt, mielétt el-

ment a délutani Uszéedzésre. Ezt elindulés el6tt
még egyszer gondosan ellendrizte is. Amikor
hazaérkezett, azt kellett latnia, hogy O6ccse
megette a maradék felét.
Mennyi csokoladét kell 6eesének visszaadni?
e Egy tabla 6todrészét kell visszaadnia.”
o Egy tabla felénél tobbet kell visszaadnia.”
e Egy tabla felénél kevesebbet kell vissza-
adnia.”

¢ Pontosan egy tabla % részét kell vissza-

adnia.”

Melyik vélasz helyes az eldbbi lehetdségek ko-
zul? Te mit vélaszolnal?

Sok tanulé szereti a torténeteket, kiildndsen, ha
ezeket érdekesen adjak eld nekik.

Ez a bevezet§ feladat nem azt a célt szolgélja,
hogy a tanulék a téméhoz egy ,bedltoztetett
feladatot,, oldjanak meg, azaz a tortek szorzasa
egy kissé mesterkélt szituaciéban jelenjen meg,
hanem azt, hogy talén el is mosolyodva a hely-
zeten, kedvet kapjanak a kérdések megvéla-
szolasahoz.

A feladat végi kijelentéseket felolvashatjuk ne-
kik, de akar irasban is megkaphatjak.

Ennél a feladatndl kiilénésen fontos a kilénbo-
z8 megoldasi utakat megbeszélni és Osszeha-
sonlitani.

6. problémafelvetés
Megoldés-orientélt (direkt) bevezetés

A hatodikos Jonathan a mdlt érén tanult arrdl,
hogyan lehet két tortet Osszeszorozni. Nézd
meg, milyen megoldésai és &brai vannak a fi-
zetében! Prébéld megfogalmazni, hogyan sza-
molt és magyardazd meg, milyen kapcsolatban
allnak az dbrék a megoldéasokkal!

Ahol szlikséges, ird be a megoldéasokat!

1 1
—-szer —=—
4 4 1

1 1
—-szer —=—

4 8

1 3
—-szer —=—

2 8

1
—-szer — =

3
1 2
—-sz0r — =
5 3

5. dbra

Az utolsé bevezet§ feladatban megoldési pél-
dékkal dolgozunk. A feladatok és az abrak se-
gitségével a tanulék onélléan fogalmazhatjak
meg a szabélyt. Ez a bevezetés kozvetlentil sza-
baly megfogalmazasdhoz vezet, mig a korabbi-
ak ahhoz el6készitést adtak.

Gondolatok bevezeté feladatok
készitéséhez
7 gyaltaldan nem kénnyd megfelels, kelléen
problémaorientalt bevezet§ feladatokat
késziteni. Mindenekelétt fontosak az eredeti 6t-
letek, és ezek kidolgozaséhoz nem kevés idé is
szlikséges esetenként.
A tovabbiakban 6sszegyjtottiink néhany szem-
pontot, amelyek segithetik a bevezetd feladatok
tervezését, illetve ezek iskolai felhasznalasat. Ez
a gyljtemény inkébb elgondolkodasra szeretne
késztetni, nem kovet fontossagi sorrendet és bi-
zonyara nem is teljes...

MOZAIK KIADO 7
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Szempontok bevezeté feladatok tervezéséhez

Szempontok bevezeté feladatok
alkalmazasahoz

zan ész segitségével?
netéan vidam a téma?
adat?

ne megfogalmazott kérdést?

segitségével?

séhez?

ként?

boz4 teriiletei is?

ma hasznélhatésagéat kézvetlentl mutatjak?

* Megoldhat6-e a feladat az eddigi elSismeretekkel, a korosztalynak [* A probléma megoldasdhoz milyen
megfelel§ problémamegoldasi stratégidkkal, és természetesen a joé-

* Erdekes-e az adott feladat a tanuléknak? Esetleg izgalmas, vagy |* Milyen is legyen ez a segédanyag
* Megfelel§ szintl-e a nehézségi fok? Eléggé gondolkodtaté-e a fel- [ * Milyen elénye és hatranya van ezen
* Lehetdséget ad-e a feladat arra, hogy a tanulék megvitassék a ben- [ * Mikor kapjak ezeket az anyagokat

* Kéonnyen varialhaté-e a feladat? Példaul sziikség esetén konnyit-
heté-e mondjuk a szdmok megfelel§ véltoztatasa révén, vagy abra | Milyen forméban kapjak a tanulék

* A feladattal megfelelGen elérheté-e a kitlzott matematikai cél?
* Milyen tovébbi feladatok sziikségesek még a téma megfeleld kifejté-

* Megfeleléen valtozatos bevezet$ feladatokat készitek-e éaltalédban, | * Milyen segitséget kaphatnak a gyen-
vagy inkdbb ugyanolyan tipusokat szeretek hasznélni bevezetés-

* A bevezet§ feladatok lehetéséget adnak-e kiilonféle ismeretek Osz-
szekapcsolasara? ElSkeriilnek-e ennek sordn a matematika kiilon-

* Vannak-e olyan valés szituacidk, amelyek az adott matematikai té-

kiilon segédanyagot kapnak a ta-
nul6k?

konkrétan?
anyagok hasznélatanak?

a tanulék? (Mindjart az elején, eset-
leg valamikor késébb...)

a feladatokat? [rasban? Keépek, illet-
ve abrék segitségével? Széban? Szo-
vegesen magyarazé abrakkal vagy
anélkil?

gébben teljesiték a feladatmegol-
déshoz?

Az elébbiekben bemutatott bevezetd feladatok-
bdl érdemes tobbet is bevetni ahhoz, hogy a tér-
tek szorzasédnak vonatkozasai minél teljesebben
keriiljenek targyalasra. A kovetkez8kben példa-
ként megadunk két lehetséges feladatsor Gssze-
allitast.

L

3. problémafelvetés

1. problémafelvetés

4. problémafelvetés, variacié

Uténa: figyeld meg %-szor % = 1 .

12
1
—-szer —=—.
2 8
3 3
—-szOor — = —.
3 4 12

Hogyan szamolnad ki példaul az %-szor
1. »

—-6t? Miért?

5

Es hogyan az %-szor %-et? Prébéld megfo-

galmazni a szabélyt!

II.

6. problémafelvetés

1. problémafelvetés

2. problémafelvetés

4. problémafelvetés, variacié
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A MATEMATIKA TANITASA

Dr. Kantor Sandorné

A 2011/2012. évi Hajdu-Bihar megyei
Kozépiskolai Matematikai Versenyrdl

A versenyrél

2011/2012. tanévben 2011. november
A 16-an kertilt megrendezésre a Hajdu-

Bihar megyei Kézépiskolai Matematikai
Verseny a DE Matematikai Intézete és a BJMT
H-B megyei Tagozata kozos szervezésében.
A verseny szponzorai a DE Matematikai Inté-
zete, Informatikai Kara és a Bolyai Janos Ma-
tematikai Téarsulat Hajda-Bihar megyei Tago-
zata voltak.
A versenyre a varos és a megye 25 kozépisko-
laja nevezett be, és dsszesen 1020 tanulé vett
részt rajta. Az orszdgos matematikaversenyek
rendszeréhez hasonléan, évfolyamonként héa-
rom kategéridban értékeltiik a tanulék dolgo-
zatait : [. kategoria, II. kategéria és III. kategéria
(specialis matematika tagozat).
Az 5 feladatbdl all6 feladatsor kidolgozasara 3
6ra allt a versenyz8k rendelkezésére. A tanulék
csak zsebszamoldgépet, vonalzét és korzét hasz-
nalhattak segédeszkozként. Egy-egy feladatsor
Osszpontszama minden esetben 60 pont volt.
A tanulék a dolgozatot sajat iskolajukban irtak,
és tanédraik javitottdk ki, majd a legalabb 30
pontos dolgozatokat, vagy ha ilyen nem volt,
akkor az adott évfolyamrdl a legjobb iskolai
dolgozatot tovabbitottak a versenybizottsdghoz.
177 dolgozat érkezett be 22 iskolabdl a kovet-
kez8 megoszlasban: 9. évfolyam — 71 dolgozat,
10. évfolyam — 39 dolgozat, 11. évfolyam — 39
dolgozat, 12. évfolyam — 28 dolgozat.
Ebben a tanévben a feladatsorok kozil leg-
konnyebbnek a 9. évfolyam, mig a legnehe-
zebbnek a 12. évfolyam feladatsora bizonyult.
Mindegyik sorozatban volt kénnyebben és ne-
hezebben megoldhaté feladat.
A versenybizottsdg jonak értékelte a tanulék
teljesitményét. A 2011/2012. tanévben 12 is-

kolabdl 29 tanart és 50 didkot részesitett helye-
zésben vagy dicséretben. 11 elsd, 17 masodik,
9 harmadik dijat és 13 dicséretet kaptak a he-
lyezettek. A 9. évfolyamrél 12 tanuld, a 10. év-
folyamrdl 8 tanulé, a 11. évfolyamrél 10 tanuld
és a 12. évfolyamrdl 8 tanulé teljesitményét itél-
tuk kivalonak.

Maximdlis, azaz 60 pontszdmu dolgozatot irtak:
Herendi Zsolt (DE Kossuth Gimnazium 9. évf.),
Kocsis Péter (H6gyes E. Gimnazium Hajduiszo-
boszlé, 9. évf.), Almési Péter (Fazekas Mihéaly
Gimnazium Debrecen, 9. évf.), Ban Balézs (Fa-
zekas Mihdly Gimnéazium Debrecen, 9. évf.),
Dobos Krist6f (Fazekas Mihaly Gimnézium Deb-
recen, 9. évf.), Katay Tamas (Fazekas Mihaly
Gimnazium Debrecen, 9. évf.), Rézsa Alida
(Fazekas Mihaly Gimnéazium Debrecen 9. évf.),
Varga Déniel (Fazekas Mihaly Gimnazium Deb-
recen, 11. évf.), Szilagyi Gergely Bence (Faze-
kas Mihaly Gimnéazium Debrecen, 11. évf.).
Majdnem maximalis pontszdmud dolgozatot ir-
tak: Varnya Jézsef (Fazekas Mihaly Gimnazium
Debrecen, 11. évf.), Nemkin Viktéria (Fazekas
Mihaly Gimnéazium Debrecen, 11. éuf.) és Er-
dész Balazs (Fazekas Mihaly Gimnazium Deb-
recen, 11. éuf.).

A feladatsorokat a DE Matematikai Intézetének
oktatéi allitottdk dssze: 9. évfolyamon T Dr. Ko-
vacs Andras és Deli Lajos, 10. évfolyamon
Dr. Kéantor Séndor, 11. évfolyamon Dr. Besse-
nyei Mihély és Danké Sandor, 12. évfolyamon
Dr. Kantor Sandorné.

A versenybizottsag vezetSje Dr. Kantor Sandor-
né volt.

A feladatsorok lektorai Balla Eva, Danké San-
dor, Deli Lajos és Karolyné Teleki Anikd, a haj-
duiszoboszléi Hégyes Endre Gimnézium tanarai
voltak.
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Versenyeredmények, helyezések

9. évfolyam

I. kategéria

I. dij: Haldsz Tamés (Hajduszoboszlé, Kozgaz-
daséagi SZKI)

II. dij: Kask6té David (Mechwart Gépipari és
Ipformatikai SZKI) és Szendrei Fruzsina (Té6th
Arpad Gimnézium)

III. dij: Nagy Gergely Tamas (Mechwart Gépi-
pari és Informatikai SZKI)

II. kategéria

I. dij: Herendi Zsolt (DE Kossuth Gimn.) és Ko-
csis Péter (Hégyes E. Gimn., Hajduszoboszl6)

II. dij: Hajdua Kristéf (DE Kossuth Gimn.)
III. kategdria specidlis matematika tagozat (Fa-
zekas Mihdly Gimn. Debrecen): Almasi Péter,

Béan Balézs, Dobos Kristéf, Katay Tamas és R6-
zsa Alida

10. évfolyam

I. kategéria

III. dij: Uzonyi Noémi (Mechwart Gépipari és
Informatikai SZKI)

II. kategéria

II. dij: Baké Aletta (Hégyes E. Gimn., Hajdua-
szoboszl6), Ulveczky Baldzs (H6gyes E. Gimn.,
Hajduszoboszl), Seress Déaniel (Dégzy Gedeon
Ref. Gimn.) és Téth Amanda (T6th Arpad Gim-
nézium)

III. dij: Vass Maté (Téth Arpad Gimnézium) és
Papp Agoston (Ref. Kollégium Gimn.)

III. kategodria specidlis matematika tagozat (Fa-
zekas Mihaly Gimn. Debrecen):

1. dij Varga Déniel

11. évfolyam

I. kategéria

II. dij: Bende Laszl6 (Erdey-Griz Vegyipari és
Kornyezetvédelmi SZKI)

II. kategéria

II. dij: Kovacs Déaniel (Téth Arpéd Gimnazium),
Palya Déra (Karacs F. Gimn. Pispokladany),
Sayfo Petra (DE Kossuth Gimn.)

III. dij: Nagy Imre (Bocskai Gimn. Hajduboszor-
mény), Kacsé Zoltdn (Bocskai Gimn. Hajdibo-
szérmény)

IIl. kategéria specidlis matematika tagozat (Fa-
zekas Mihaly Gimn. Debrecen):
L. dij: Szilagyi Gergely Bence

II. dij: Varnyua Jozsef, Nemkin Viktéria és Erdész
Baléazs.

12. évfolyam

I. kategéria
III. dij: Bora Lészl6 (Mechwart Gépipari és In-
formatikai SZKI)

II. kategdria

I. dij: Balogh Istvan (Téth Arpad Gimnazium)
II. dij: Bodogén Krisztina (Kélcsey Gimn. Nyira-
dony), Balogh Veronika (Kélcsey Gimn. Nyira-
dony) és Mercs Néra (Kolcsey Gimn. Nyiradony)

IIl. kategéria specidlis matematika tagozat (Fa-
zekas Mihaly Gimn. Debrecen):

II. dij: Beke Lilla
III. dij: Kovéacs Adrienn és Remete Laszlé

Az egyes évfolyamok feladatsorai

9. évfolyam

1. Egy gazda egy tenyészt6tél 46 kopekért
vett hdrom szép tytkot. Az egyik tyik naponta
hérom tojast tojt, a masik 3 naponként 2 tojéast,
a harmadik 2 naponként 1 tojast. A gazda a to-
jasokat eladta. 5 tojasért fél kopekeket kért.
Mennyi id§ alatt tértilt meg a tyakok ara?

(18. szdzadi orosz feladat nyomdn)

8 pont
2. Igaz-e, hogy a
2011+2-(1+2+3+...+2010)
Osszeg egy természetes szam négyzete?
10 pont

3. Legaldbb héany, és legfeljebb hany kozos
pontja lehet egy haromszoég és egy négyszog
oldalainak, ha nincs a két alakzat kertiletének
kozOs szakasza? (Mutassuk meg, hogy a kapott
értékek meg is valdsithatok!)

12 pont
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4.Egy 31 f8s osztdly tanuléi haromféle
szakkorre jarnak: matematika, fizika és bioldgia
szakkorre. 17 tanuld jar matematika szakkorre,
9 fizika szakkorre és 11 biolégia szakkorre.
A matematika és bioldgia szakkort is négyen,
a fizika és bioldgia szakkort is harman, a mate-
matika és fizika szakkort is heten latogatjak.
Azoknak a tanuléknak a szama, akik egyik szak-
korre sem jarnak, kettGvel kevesebb a pontosan
két szakkorre jarok szamanal.
a) Héany tanulé jar pontosan egy szakkorre
a harom lehetséges kozul?
b) Héanyan jarnak az osztalybél mind a ha-
rom szakkorre?
14 pont

5. Oldjuk meg az 1 + 1 + 1 =n diofantikus
X v z
egyenletet, ahol x <y <z, valamint x, v, z, n
pozitiv egész szamok!
16 pont

10. évfolyam

1. Egy szobaban 6t ember van, akiknek egy
része olyan, hogy mindig igazat mond, a t6bbi-
ek mindig hazudnak (a részek lehetnek tres
halmazok is). Mindegyikiik tudja, hogy ki az igaz-
mondé és ki a hazudés. Megkérdeztiik mind-
egyiket, hogy a szobaban hany igazmondé van?
Vélaszként a 0, 1, 2, 3, 4 szamok hangzottak el.
Hény igazmondé van a szobaban? Miért?

10 pont

2. Az ABC héaromszégben AB = AC, és BC-
nek D, AC-nek E bels§ pontjara AD =AE és
EDC< = 15° teljesiil. Mekkora a BAD%?

10 pont

3. Adott ABC derékszoégli haromszég AB
atfogéjanak P bels§ pontjabdl az AC, illetve
a BC befogéra bocsatott merdleges talppontja
Q, illetve R. Melyik P pont esetén lesz a QR
szakasz hossza a legkisebb? Mennyi a minimalis
hossz, ha AC = 3, BC = 4?

12 pont

4. Bizonyitsa be, hogy ha a és b egész sza-
mok, akkor ab(a? — b2)(a? + b?) oszthaté 30-cal!
14 pont

5. Az x, vy pozitiv szdmokra x2 + y2 =1 telje-

1 1 1
sul. Bizonyitsa be, hogy xy + —= < =.
Y aqy Xy \/5 x+y 2
14 pont

11. évfolyam

1. Oldja meg a valés szamok halmazéan az
alabbi egyenletet!

VxZ+3x-18-(x* -2x-35)=0

8 pont

2. Bizonyitsa be, hogy ha egy hédromszog o
és [ szogére fennéll az alédbbi Osszefliggés, ak-

kor a héaromszbég vagy derékszogl, vagy
B=90°+ c.
cosf _1-cosa
l+cosar  cosf
10 pont

3. Egy cég logdjaban egy szabélyos harom-
sz6g és egy kor van elhelyezve Ggy, hogy kdzds
a kozéppontjuk. A kér a haromszog oldalait az
oldalak harmadolé pontjaiban metszi. Hogyan
aranylik egyméashoz a koérnek a haromszégén
kiviil, és a haromszégon beliil levd részének a te-
rilete?

12 pont

4. Tekintsiik a kovetkezd két szamot!

1.1 1.1 1 1 1
x=l-—+4+--—+=--...— + -
2 3 4 5 2010 2011 2012
1 1 1 1 1
ot

= + + +
2012 2011 2010 1008 1007

y

a) Bizonyitsa be, hogy %<x<1 és %<y<1!

b) Melyik szam a kisebb, x vagy y?
14 pont

5. Melyek azok a pozitiv egész szamok, ame-
lyek felirhaték két 1-nél nagyobb, egymashoz
relativ prim egész szam Osszegeként? (Két pozi-
tiv egész széam relativ prim egymashoz, ha leg-
nagyobb kozos osztojuk 1.)

16 pont
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12. évfolyam

1. Adja meg kozonséges tort alakban a ko-
vetkez§ kifejezés értékét!
_ 1 N 1
T 20117201041 20117209 41
+ 1 + 1
2011299 11 20112910 11

+...+

8 pont

2. Andrés és Bandi Gazdéalkodj okosan tar-
sasjatékot jatszik. A jaték soran tobbszor eldfor-
dul, hogy egyest szeretnének dobni. Andras azt
kérdezi Banditdl, aki j6 matematikabdl, hogy
mi a valészintbb: az, hogy egy dobdkockaval
négyszer dobva lesz egyes dobésa, vagy az,
hogy két dobdkockaval 24-szer dobva lesz dup-
la egyes dobésa. Vélaszolja meg Andras kérdé-
sét!

12 pont

3. A koordinatasikot az y%+ 2xy +40|x| =
=400 egyenlet &ltal meghatérozott gérbe tobb
részre osztja. Hatarozza meg ezek kozil a kor-
latos tertilet nagysagéat!

12 pont

4. Legyen

£ () x(m-2)+3, ha x <4,
X)=

m —(12+4m)x +5m-11, hax=>4,

ahol m eR.

a) Adja meg azokat a m egész szamokat,
amelyekre az f,, flggvény szigorian mo-
noton cstkkend!

6 pont

b) Hatédrozza meg az f; és g R —>R,

g(x) =3x—15 fuggvények grafikonjainak
a metszéspontjat!

6 pont

Osszesen: 12 pont

5. Az ABCD paralelogramma sikjara az A
pontban az AS merdlegest emeljiik. A DAB<
szogfelezGje a CD oldalt E-ben, az ADC< szbg-
felezGje pedig AB oldalt F-ben metszi.

a) Bizonyitsa be, hogy ha M az SAB hérom-
sz6g, N az ABE héaromszog stlypontja, ak-
kor MN pérhuzamos az SDE sikkal!

4 pont

b) Igazolja, hogy DF merdleges SE-re!
5 pont

c) Szémitsa ki az S pontnak a DF egyenestdl
val6 tavolsagéat, ha BCD¥ = 120°, AC me-
réleges AD-re, AC=AS =a.

3 pont
d) Adja meg az ABCD és SBC sikok hajlas-
szogét!
3 pont
Osszesen: 15 pont
Megoldasok
9. évfolyam

1. Ahhoz, hogy megtériljon a befektetett
pénz, (46 : %} -5 =460 tojast kell eladni. 2 nap

alatt az elsé tyik 9, a méasodik 8, a harmadik 6
tojast tojik. 12 nap alatt a 3 tytk 6sszesen 23-at.
460 =23 - 20, és 12 -20 =240 miatt a tytikok
240 nap alatt tojnak 460 tojéast.

Tehat 240 nap alatt téril meg a tydkok ara.

2. Ijuk fel a 2011+2-(1+2+3+... +
+ 2010) kifejezést a kdvetkezé médon:

1+ 2+...+2009 + 2010
2010+2009 + ... + 2+ 1

Az osszegzést oszloponként elvégezve az ered-
mény: 2010 - 2011.

Igy a keresett 6sszeg: 2011 +2010 - 2011 =
=20112 (=4 044 121).

3. Mivel a haromszog konvex, egy négy-
szogoldal legfeljebb két pontban metszheti a ha-
romszdg egy oldalat. Igy a négy négyszogoldal
maximalisan nyolc metszéspontot hozhat létre.
Legalabb 0 és legfeljebb 8 kozos pontja lehet
egy haromszog és egy négyszég oldalainak.
Ezek az értékek meg is valdsithatok, ezt abrak-
kal tudjuk megmutatni.
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4. Jelblie x a mindhdrom szakkorre jarok
szamét. A pontosan két szakkorre jarok szama
rendre 4 -x, 3—x és 7—-x. A pontosan egy
szakkorre jarok szdma rendre 6 +x, x—1 és
4 + x. Egyik szakkorre sem jar 12 — 3x tanul6.
A fentiek dsszege éppen az osztalylétszam. Igy
35 - 2x =31, amibdl x = 2. Pontosan egy szak-
korre 6 + x +4 + x + x — 1 =15 tanulé jar.

5. Mivel —+l+l<l+l+l=lé, igy
vy z 1 2 3 6
n=16ésx>1 lehet.
Ha x > 3 lenne, akkor l+l+lsl+l+l<
X v z
<l+l+l=l, ezért x < 3 lehet csak.
3 3 3
gy x=2, y>2 és l+l=l. Ha x=2,y=3
v z 2
3 1 1 1 . .
ész=06, akkor—+§+g=1, igy ez megoldas.
Ha y >4 lenne, akkor l+1<l 1 l+l=
v z 4 5 4 4

= %, igy az x <y < z feltétel miatt csak y <4 le-

het.
Tehéat az adott diofantikus egyenlet egyetlen
megoldasa: x=2,y=3,z=6.

10. évfolyam

1. Az igazmonddk széama a 0, 1, 2, 3, 4
szamok kozott van, és kozottiik annyiszor fordul
el§, mint amennyi az értéke. Mindegyik szam
egyszer fordul el8, igy pontosan egy igazmondd
van, az, aki az 1-et mondta.

2.AB=AC miatt ABCx<=ACB¥=j, és
AD = AE miatt ADEX = 6. EDC kiils§ szoge E-
nél: 6§=15°+f, és BADX=x jeloléssel DAB
kiilsé szoge D-nél: 6+ 15° = B+ x. Ezekbdl nyil-
véan x = 30°.

3. PQCR nyilvanvaléan téglalap, igy QR és
CP hossza megegyezik. Tehat a minimalis hossz
akkor van, ha P az atfogbhoz tartoz6 magassag

AC-BC
AB

talppontja. Ekkor CP = . Ez a mi ese-

54 _12_54

tinkben ——— =
V32 +42 5

4. Nyilvan elegendd bebizonyitani,
2-vel, 3-mal és 5-tel oszthaté az adott

K =ab(a? — b?)(a? + b2)

hogy

kifejezés. Ha a és b kozil legaladbb az egyik pa-
ros, akkor ab péros, igy K is paros.

Ha a is és b is péaratlan, akkor a2 is és b? is pa-
ratlan, igy a® — b2 péros, tehat K is paros.

Ha a és b koziil legalabb az egyik oszthaté 3-
mal, akkor ab is oszthaté 3-mal, igy K is oszt-
hat6 3-mal.

Ha |a|-nak és |b|-nek a maradéka 3-mal oszt-
va ugyanaz, akkor a2 — b2 oszthaté 3-mal, tehat
K is oszthaté 3-mal.

Ha |a| és |b| 3-mal osztva kiilonbdz8, de nem
0 maradékot adnak, akkor a2 — b? oszthaté 3-
mal, tehat K is oszthaté 3-mal.

Ha a és b koziil legalabb az egyik oszthaté 5-tel,
akkor ab is oszthaté 5-tel, igy K is oszthaté 5-
tel.

Ha sem |a|, sem |b| nem oszthaté 5-tel és
a kett§ osztdsi maradéka vagy megegyezik,
vagy az egyiké 1, a masiké 4, vagy az egyiké 2,
a maésiké 3, akkor a? — b2 oszthat6 5-tel, tehat K
is oszthat6 5-tel.

Ha sem |a|, sem |b| nem oszthaté 5-tel és az
egyik osztadsi maradéka 1 vagy 4, a masiké 2
vagy 3, akkor a? + b? oszthaté 5-tel, igy K is
oszthaté 5-tel.

Tehat K minden esetben oszthat6 5-tel.

5. 0=(x-y)2=x%+y2-2xy =1 - 2xy mi-
1
tt <—.
att xy 2
(x+y)2=xZ+y2+2xy=1+2xy=2  miatt
1 1
V2 T x+y
xy < 1 és L < megfelel§ oldalainak

2 J2 T x+vy

osszeadéasaval a bizonyitandé allitast kapjuk.
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11. évfolyam

1. Mivel egy szorzat csak ugy lehet nulla,
ha valamelyik tényezé nulla, ezért az eredeti

egyenlet megoldasa a x?+3x-18
— 2x — 35 = 0 egyenletek megoldasat jelenti.
A masodfoki egyenlet gyokképletébdl adéddan

a Vx%+3x-18 =0, akkor x1=-6 és xo=3.

Ugyanigy, ha x2 — 2x — 35 =0, akkor x3 =-5 és
Xq = 7.
Azonban x3=-5 esetén a gyokjel alatt negativ

=0 és

szam szerepel, igy ez kizérandd; a t6bbi esetben
azonban nyilvanvaléan megoldasokat kapunk.

2. cosf3#0, tehét B=90°. A kozds nevezd-
vel val6 beszorzéas utan kovetkezik, hogy
cos?B=1 - cos?a, cos?f=sinq,
|cosf| = |sina].
Mivel o a haromszog szoge, ezért sino> 0, te-
hét |cosf| =sinc.
a) Ha B<90° akkor cosf=sina, vagyis
cosff=cos(90° — o). Mivel @ és B a ha-

romszOg szogei, ez azt jelenti, hogy
B=90°-o. Ebbdl kovetkezik, hogy

o+ B=90° vagyis y=90° Ezért a ha-
romszog derékszogd.

b) Ha p>90° akkor cosf=-sinc, vagyis
cosff=—cos(90° — o). Ebbdl B+ (90° — o) =
= 180° adddik, azaz f=90° + q.

3. A héaromszog oldalai legyenek 3a hosz-
szliak. Kénnyen belathaté, hogy a haromszog-
vonal és a kérvonal kézos pontjai szabalyos ha-
romszoget hatéroznak meg, melynek oldalai a
hosszisagiak. Ebbdl kovetkezik, hogy a kor su-
gara is a. A hatszog oldalaihoz, mint hirokhoz
tartozé kozépponti szogek 60°-osak, tehat a hoz-
z& tartozé korcikk a korlap hatod része, amibdl
elvéve egy a oldali szabdlyos héromszoget,
adédik egy korszelet.

A kornek a haromszogon kivili harom korsze-
lete Gsszesen

3.[02'”_“2@}:02 [ﬁ_iJ
6 4 2 4

tertletd.

A kornek a haromszogon beliili része

02'ﬂ—3~02-(£—£J=a2.[£+ﬂ]

6 4 2 4
tertiletd.
A kettd aranya:
T 3-\/—
2 4 2-n-3- \/—

(= 0,095).

7,33 T 274343
2 4

4.q) x=[1—lj+[l—lj+...+
2 3 4

L_L —l+ ozitiv szdmok >l
"\2011 2012)" 2P 2

1.1 1.1
x=1+|——+-|+|——+=|+...+
(2 3) (4 5)

1 1 1
+ - + +| - =
( 2010 2011} ( 2012)

=1 + negativ szdmok < 1

1 1 1
= + +ot >
2012 2011 1007
1 1 1 1006 1
>——t——— ==
2012 2012 2012 2012 2
1 1 1
= + +ot <
2012 2011 1007
1 1 1 1006
< + +ot = =
1006 1006 1006 1006

1 1 1 1
+..+ +

3 4 2011 2012
1.1 1 1 1 1
—2~(—+—+...+—j=1+—+—+—+...+
2 4 2012 2 3 4

1 1 1 1 1
+———|1+=+...+ = + +
2012 ( 2 1006) 1007 1008

1

+ —

2012
Tehéat x=v.

=Yy

5. Az 1; 2; 3 nem éllithat6 el8, mert ha a két
tagx ésy, akkorx +y=>2+2=4.
A 4 nem éallithat6 el8, mert csak 4 =2 + 2 lehet,
de (2;2)=2.
Az 5 el@allithatd, mert 5=2+3és (2;3) =1
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A 6 nem Aéllithaté el, mert 6 =2+4 vagy
6 =3+ 3 lehet, és (2;4) =2; (3;3)=3.
Megmutatjuk, hogy minden 6-ndl nagyobb
egész el@allithaté a kivant modon.

Ha n > 6 és n pératlan, akkor n=2 + (n— 2). Ez
megfelel§ el&éllitas, mert n—2 pératlan, 2-nek
pedig csak 1 és 2 az osztdja, igy (n — 2; 2) = 1.
Ha n>6 és n paros, akkor n=4k vagy
n =4k + 2 alakq, ahol k > 1 egész.

Ha n =4k, akkor n=(2k—-1) + (2k+ 1), ahol
2k+1>2k—-1>1, és lévén két szomszédos
péaratlan szamrdl van szé, relativ primek.

Ha n=4k+2, akkor n=(2k+3)+ (2k-1),
ahol 2k +3>2k—-1>1, és mindkét szam péa-
ratlan.

Ha m osztéja a két szamnak, osztdja a kilénb-
séguknek is, azaz 2k + 3 — (2k — 1) = 4-nek. De
4-nek 1-en kivil csak paros osztéi vannak, igy
(2k+3;2k-1)=1.

12. évfolyam

1. Az adott kifejezésben a negativ hatvany-
kitev6ket pozitiv hatvanykitevSkre irjuk ét:

1 1

5= 20112010 11 201120 1 T
+ 1 + 1 =
2011299 11 20112910 41
1 1 1

= I + I tot ot

20112010 +1 20112009 +1

+ 1 +o+ 1 + 1 =

2011+1 7 2011799 41 20112910 41

__2011% o 2011%* 1

1420112010 " 1420112009 T 141

1 1 1

+ +...+ + .
2011+1 2011299 11 20112910 41

Csoportositsuk az egyenld nevezdjl sszeadan-
dokat. Igy kapjuk, hogy

20117941 201129 41 1

= + +ot+=
1+2011%010 142011200 2

=2010-1+l=2010+1=@.
2 2 2

2.a) Ha egy dobdkockaval négyszer do-
bunk, akkor 6%=1296 szamu Kkiilonbozé do-
béassorozat van, ez az dsszes esetek szama. Ezek
kozott 5% =625 esetben nem dobtunk egyest.
1296 — 625 = 671 esetben dobtunk egyest, va-

gyis a kedvezd esetek szama: 671.

Igy az egyes dobéasédnak valdszinlisége
671 1
— >
1296 2

b) Két dobdkockéval 24-szer dobva 3624
kiiléonbodzd sorozat lehetséges.
A kedvezétlen esetek szama: 3524. Ezeknek a va-

24 1
16szintisé =
oszinusege (_36J > 2

35 1
A kedvez§ eset valdszintisége: 1— (%j < 5

Az a val6szintbb, hogy egy dobdkockéaval négy-
szer dobva kapunk egyest.

3. Esetszétvalasztast végziink.
a) Ha x =0, akkor a gorbe egyenlete:

v2 — 400 + 2x(y + 20) =0,
(y—20+2x)(y+20) =0,

amit az y=-2x+20 és az y=-20 egyenletd
félegyenesek pontjai elégitenek ki

b) Ha x = 0, akkor a gorbe egyenlete:

v2 — 400 + 2x(y — 20) = 0,
(vy+20 +2x)(y —20) =0,

ami ismét két félegyenest hataroz meg, melyek
egyenlete: y = —2x — 20 és y = 20.

A félegyenesek paralelogrammat zérnak be,
melynek alapja 20, magassaga 40, igy a ter(-
lete 800.

4. a) Az f(x) = ax + b lineéaris fiiggvény akkor
szigordan monoton csékkend, haa < 0.
Ezért a mi esetlinkben az m—-2<0 és -
(12 +4m) <0 egyenl6tlenségeknek kell telje-
stlnie ahhoz, hogy f,,(x) szigorGan monoton
csOkkend legyen.
Tehat a -3 <m <2 intervallumbeli egész érté-
keket kell megadni. Ezek: -2; -1; 0; 1.
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b)1.Ha x<4, akkor f;(x)=5x+3 és
g(x) =3x— 15 fuggvények metszéspontjat kell
meghatérozni.
A metszéspont x koordinatdjat az 5S5x+3 =
= 3x — 15 egyenletbdl kapjuk meg.
x=-9 adédik és visszahelyettesitéssel f(—9) =
=g(-9)=-42.
Tehét a metszéspont A(-9; —42).

2. Ha x =4, akkor f;(x) =-40x + 24, g(x) =
=3x-15.
A metszéspont x koordinatdjat a —40x + 24 =
= 3x — 15 egyenletbdl kapjuk meg.

Ebbdl x = Z—g ¢ [4; ). Ekkor nem kapunk met-
széspontot.

5. a) Jeloljik az SAB haromszog stlyvona-
lait AP-vel, illetve SR-rel. AP és SR metszés-
pontja az M pont, az SAB héromszog suly-
pontja. lgyRM:RS=1: 3.

Hasonléan az AEB héaromszdgben RN : RE =
=1:3.

A fenti ardnyokbdl kovetkezik, hogy RM : RS =
=RN:RE.

A péarhuzamos szel6k tételének megforditasa
miatt az RSE haromszogben MN péarhuzamos
SE-vel. De SE illeszkedik az SDE sikra, igy MIN
parhuzamos az SDE sikkal.

b) SA meréleges az ABCD paralelogramma

sikjara, DF pedig benne van az ABCD parale-
logramma sikjdban, igy SA merdleges DF
egyenesre.
Jeloljik O-val az AE és DF szakaszok metszés-
pontjat. Az ADO héromszogben OAD< + ODA<% =
= % (BAD< + ADC<) = 90°, tehéat AE merdéleges
DF-re, igy DF meréleges az SAE sikra. Mivel
SE illeszkedik az SAE sikra, ezért DF merdleges
SE-re.

¢) SA merGleges az ABCD paralelogramma
sikjara, AO merGleges DF-re, igy a harom egy-
maésra merGleges egyenes tétele miatt SO me-
réleges DF-re, vagyis S és DF tavolsaga SO. Az

J3

ACD derékszégl hdromszogben ctgb0° :? =

~AD " bbél AD = % Az AOD derékszogd
a

AD_ax/g

héromszogben AO = - = fqy s02=

3942 a

=02+ A0 =2 tehat SO - 39

6

d) AC merdleges AD-re, igy AC merdleges
BC-re, de SA merdleges az ABCD paralelog-
ramma sikjara, ezért a hdrom egymésra meré-
leges egyenes tétele alapjan SC meréleges CB-
re. Igy az SBC és ABCD sikok hajlasszoge
egyenld az SCA%-gel. Mivel SA=AC=a az
SAC egyenl§ szara derékszogl haromszégben
SCAx=45° Tehat az SBC és ABCD sikok
hajlésszoge: 45°.

Tapasztalatok és tanulsagok

rA versenyfeladatok megfogalmazésa éltala-
ban eltér a tankényvi feladatoktdl, mert
egyrészt nyitottabbak, masrészt elméletiek, tehat
bizonyitasokat, érveléseket igényelnek.

A 9. évfolyamon elsGsorban az altalanos is-
kolai ismeretekre tAmaszkodtunk. A magasabb
évfolyamokon inkdbb elméleti, mint alkalmazéas
és gyakorlati jellegldek a Kkitlzott problémak,
ezért matematikai héatteret és targyi ismereteket
is igényelt a feladatok megoldésa.

Jol alkalmazhaté ismeretek voltak: az aré-
nyos kovetkeztetés, algebrai atalakitdsok isme-
rete, szamelméleti tételek, az oszthatésag, a ma-
radékos osztas, a négyzetszamok tulajdonsagai,
diofantikus egyenletek megoldéasa, halmazel-
méleti ismeretek, a logikai szita, a polinomok
szorzatté alakitasa, a csoportositas mddszere, az
abszolutérték ismerete, els6 és masodfoka
egyenletek, egyenlbtlenségek, egyenletrendsze-
rek, trigonometrikus egyenletek megoldasi
modszerei, a fliggvények — elsGsorban a lineéris
fliggvények — tulajdonsagai, a monotonités fo-
galma. Geometridbdl a hdromszogek nevezetes
vonalai és pontjai, Pitagorasz tétele, haromszo-
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gek egybevéagbsaga és hasonlésaga, a péarhu-
zamos szel8k tételének megforditasa, a tertlet-
szamitas, a hdromszog és a kor részeinek terii-
lete, a trigonometria alkalmazésai, geometriai
szélsGérték megkeresése, koordinata-geometria,
térgeometriai alapismeretek, stk és egyenes
parhuzamossaga és merdlegessége, a harom
egymasra merdleges egyenes tétele, a klasszikus
val6szindség kiszamitasa.

Korlatoztuk a segédeszkozok hasznélatat.
A négyzetracsos papiron kivil a szerkesztési
eszk6zok hasznélatat és a zsebszamoldgép
igénybe vételét engedtiik meg, a fliggvénytab-
lazatét nem. Igy a tanuléknak nem volt lehets-
séguk képletek, definicidk kikeresésére. Ezt a ver-
senyfelhivasban elére kozoltik.

A feladatsorok 6sszeéllitisanak egyik szem-
pontja az, hogy harom feladatot mindenki meg
tudjon oldani, vagyis a benne lév4 ismeret az
iskolai tananyagnak része legyen. A tobbi fel-
adat viszont legyen olyan, ami differencialja a me-
z6nyt, sét legyen olyan feladat is, amely a spe-
cidlis matematika tagozatosok szaméra is kihi-
vést jelent. Az egyes kategoridk esetében termé-
szetesen a specidlis matematika tagozatos ta-
nulék teljesitménye a legegyenletesebb és a leg-
magasabb.

Ebben a tanévben, a vératlan események
miatt, a 9. évfolyam feladatsora kénnytre sike-
ralt és nem okozott nehézséget egyik kategoria-
ban sem. Ezt mutatja az is, hogy 7 darab 100%-
os dolgozat sziiletett. Igaz a 4. feladatot régeb-
ben éltalénos iskolasok szamaéra tdzték ki a Kal-
maér Laszl6 versenyen.

A 10. évfolyamon az 5. feladat, vagyis a bi-
zonyitasi feladat megoldasa okozott gondot.
Az egyetlen maximalis pontszamot elért, speci-
alis matematika tagozatos tanulén kivil a tob-
biek nem tudtdk megoldani, legfeljebb rész-
pontokat kaptak.

A 11. évfolyamon az 1. feladatnél azzal vesz-
tettek pontot egyes tanuldk, hogy nem vették
figyelembe az értelmezési tartoméanyt és nem
zartak ki azokat a gyokoket, amelyekre a négy-
zetgyokos kifejezés nem volt értelmezve. A 2.
feladatnal megrekedtek a trigonometriai bizo-

nyitas soran. A 4. b) résznél nem sikeriilt meg-
mutatni, hogy x = v.

A 12. évfolyamon 6rvendetes, hogy a valé-
szinlség-szamitasi témaja 2. feladat megoldéasa
nem okozott problémat egyik kategéridban sem.
A 3. feladat megoldasaban az abszolitérték fel-
bontaséaban voltak bizonytalanok a tanulék. Er-
dekes, hogy a 4. feladat megoldéasa a speciélis
matematika tagozatos tanuléknél kevésbé volt
sikeres, mint az [. és II. kategéridban. Az 5. fel-
adat, ami térgeometriai feladat volt, nehéznek
szamitott mindegyik iskolatipusban. Egyetlen
specidlis matematika tagozatos tanulé oldotta
meg kifogéstalanul, a tobbiek csak részpontokat
kaptak.

Ha visszanéziink az el6z8 évek tapasztalatai-
ra, akkor megéllapithatjuk, hogy az abszolitér-
ték felbontasa, a szdmelméleti vizsgélatok, a bi-
zonyitasos feladatok és a térgeometriai felada-
tok valtozatlanul nehézséget jelentenek még
a versenyzSk szaméra is.
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Nagy Lehocky Zsuzsa

Dontéseket hozni nem mindig egyszerti

A matematikai gondolkoddsi képesség
csupdn ugy névelhetd, ha mikédtetik.”
(Alain Schoenfeld)

Bevezetés

Nyitrai Konstantin Filozéfus Egyetem
(A Kozép-eurépai Tanulmanyok Karénak

Természettudomanyi és Informatika In-
tézetében harom éve aktiv megold6juk vagyunk
egy, a matematika oktatdsanak mindségi fej-
lesztésére f6kuszald projekinek, ahol a kollégak-
kal kozosen igyeksziink olyan problémékat al-
kotni, melyek a matematika gyakorlat-orientalt-
sagét hivatottak erdsiteni.

Projekt-motivacié

-\ szténzéen hatott rank a PISA-felmérés és
az (j szlovak oktatési reform is. Ismert,
hogy a ,,PISA a vizsgélt tudastertileteket (mate-
matika, természettudomany és olvasas-széveg-
értés) nem a tantervi kovetelményeknek vald
megfelelés, hanem a tudas és képességek min-
dennapi életben valé alkalmazhatésdga szem-
pontjabdl kozelitette meg.” [Pedagdgiai szemle,
2005]. A tanuléknak olyan alapvetd ismeretek-
kel kell rendelkeznie, amelyek az életben vald
helytallashoz, tovabbtanulashoz és nem utolsé-
sorban a munkéaban val6 érvényestiléshez sziik-
ségesek. A tudast nem elég megszerezni, els6-
sorban alkalmazni kell tudni. A tudésnak és ké-
pességeknek, melyek elengedhetetlenek a min-
dennapi életben valé tevékeny részvételhez.
Az 0j szlovak oktatasi reform szerint a ma-
tematika 6t f6 témakorre lett felosztva:
e Szamok, szamolas
* Flggvények, tablézatok, diagrammaéak
¢ Geometria, mérés
* Kombinatorika, val6szinlség-szamitas, sta-
tisztika
* Logika, bizonyitasok [www.minedu.sk].

Sajnos a reform bevezetésekor nem lettek
idében elkészitve sem a tankdnyvek, sem mdd-
szertani Gtmutaték, melyek az j oktatasi tarta-
lomhoz igazodnénak.

Logikus, nem?!

EE zen témakorok kozil ezittal a logika té-
makorét részletezziik, mely nincs egy adott
korosztélyhoz, sem egy adott évfolyamhoz kot-
ve, hanem éathatja a matematika egészét. Tan-
anyagtél fliggetlentl mindig becsempészhetiink
az 6réba olyan feladatokat, melyek a logikus
gondolkodas fejlesztését, a logikai formulakkal
és modszerekkel valé helyes banasméd kiala-
kitasat célozzdk meg. Ami az altalunk javasolt
feladatokat illeti, ezuttal kicsit mas tipusa fel-
adatokat véalogattunk ¢ssze a logika témakoré-
bdl, mint ami megszokott, tehat: vannak allita-
sok, lehet&ségek: dontsiik el melyik a helyes és
.... Ezen feladatokban — hétkdznapi szituacidk-
bdl kiindulva — helyesen kell értelmezni a ki-
nélatokat, adott adatok alapjan el kell dénteni,
hogy melyik szdmomra a j6 megoldés. Tapasz-
talatszerzés, melyek mogott szintén a probléma-
megoldé és -elemz8 képesség, logikus gondol-
kodas fejlesztése rejtézik. Ebbdl adédhat, hogy
nagyobb segitséget nyijthatnak a PISA-
felmérésre vald felkésziilésben Gsszehasonlitva a
tankényvi vagy mas forrasokbdl szarmazo fel-
adatokkal.

Az egyes problémék kidolgozasanal igye-
keztlink a tanulék bels6 motivacidjara épiteni,
Osztoénodzni Gket az értelmes tanuldsra. A tanar
elsédleges feladata az, hogy lehetévé tegye a ta-
nulé szdméra a tanulést azéltal, hogy ébren
tartja benne az érdekldést. A tények elsajatita-
sanak csupan Kkis értéke van a jelenben és rend-
szerint még kisebb értéke van a jovében. Ezzel
szemben az értelmes tanulast a tanulé maga
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kezdeményezi, mely a felfedezést és a megértés
irdnti igényt is magéban foglalja. A megértés
magaba foglalja azt a folyamatot, amikor a ta-
nulé az Gj ismeretet dsszekapcsoljia a mar meg-
lévével. Az Gj elemet Ggy ismeri fel, mint ami
valami dltalanosabb sémaéba illeszkedik. De
minden 4j megismeréssel maguk a kognitiv sé-
mak (fogalmi halék, torténetsémak, vizualis rep-
rezentéciok stb.) is atalakulnak: bonyolultabbé,
gazdagabba, differencidltabba vélnak, azaz ha-
tékonyabb értelmezési folyamatokat tesznek le-
hetévé. A megértett ismeret alkalmazhaté isme-
retté vélhat, ha az ismeretek alkalmazasa auto-
matikussa valik, és segitségével értelmezni tud-
juk az addig ismeretlen problémékat is [Nagy
Lehocky, 2011].

A matematika tanulaséanak alapja a tapasz-
talatszerzésbdl kiindulé induktiv megismerés.
Ennek keretében kerll sor a megfigyelés ira-
nyitasara, a spontan megfigyelésbdl a tudatos,
céliranyos megfigyelésre vald felkészilésre, az
észrevételek megfogalmazaséra, rendezésére,
értelmezésére és lejegyzésére, valamint a szer-
zett tapasztalatok mas tanulasi helyzetekben
val6 alkalmazésara.

A matematika tanitasanak egyik fontos cél-
kit(zése a tanuldk tudatos és eredményes prob-
lémamegold6 gondolkodasanak minél hatéko-
nyabb fejlesztése. A hatékony matematikai ne-
velés egésze ahhoz jarul hozza, hogy a tanulok
képesekké valnak kiillonb6zé problémék 6nallo,
logikus atgondolésara és megoldéaséara. Ezek a ké-
pességek a matematikdban megismert gondol-
kodasi mdd transzferje soran szilardulhatnak
meg. Az iskola, azon beliil pedig f6ként a peda-
gbgusok fontos szerepet jatszanak abban, hogy
megfelel koérnyezetet alakitsanak ki a tanulék
szamara, felkeltsék érdeklGdésiiket a matematika
irdnt, fejlesszék kreativitasukat, ©néallésagukat
[Nagy Lehocky, 2011].

A matematika 6rdkon (idéhidnyra hivatkoz-
va) legtdbbszor csak a sablonos megoldéasi mé-
dokat veszik sorra, nem mutatjdk meg adott
témakor, Gj ismeret gyakorlati feladatokban
valé felhasznélasi lehetéségeit. A tanarok egy
része nem bizik abban sem, hogy a tanulék ké-
pesek elsajétitatni az 6néallé matematikai gon-
dolkodas alapjait. Ha nem is mindenki, de talan
sokan képesek lennének ra, ha megtanitanak
Oket.

Feladatok

kovetkezS feladatokat alapiskolaban ta-

nité pedagdégusok Kkiprébaltak. Kutata-
sunkban tébb mint 30 alapiskola, és kb. 900
tanulé vesz részt. Nem szerettlink volna csak
elméleti szinten maradni és olyan feladatokat
kozzétenni  a nagykdzonségnek, melyek csak
elméleti szinten mikodnek.

A projektiinkben részt vett tanulék nemcsak
megoldottédk feladatainkat, hanem kérdéiv se-
gitségével ki is értékelték azokat. A feladatokat
elssorban Ujszertinek tartotték, hisz eddig még
nem talalkoztak hasonléakkal. Nagyon tetszett
nekik, hogy ismerds szituacidkat irnak le a fel-
adatok, melyek kozelebb éallnak hozzajuk, mint
sok méas matematikai tankényvben szerepld fel-
adat. A tanarok értékelésiikkor kiemelték, hogy
ezen feladatok megoldatasat tébb megbeszélés
elézte meg és kovette. A feladatok kertilik a sab-
lonossagot, kotottséget. Segitséglikkel a tanu-
16knal kialakithatjak a batorsagot, hogy merje-
nek kérdezni, tévedni, ezéltal is névelve kockéa-
zatvallalasukat, javitva dontéshozatali képessé-
geiket.

Az alabbi feladatsor altal tobbek kozott a
kovetkez6 kompetencidk fejleszthetéek: ta-
pasztalatszerzés, alkotés és kreativitds, kommu-
nikéciés készségek, emlékezés, gondolkodas,
ismeretek rendszerezése.

1. feladat: Kitarté futds

A sportold, Téth Laszlé a nehéz koralmé-
nyek ellenére végigfutott Szlovakian kelet—
nyugati irdnyban. A tavot rekordidé, alig tobb,
mint 5 nap alatt teljesitette. Az 51 éves futéd
485 km megtétele utéan vasarnap érkezett meg
Pozsonyba. ,Soha nem adtam fel, de biztos
bolond vagyok” — mondta Laci. Minden nap
lefutotta a betervezett 95 km-t. Ellendrizd, dssz-
hangban vannak-e a kézolt adatok! Mikor in-
dult a futé?

2. feladat: Bevdsdrlds az illatszerboltban

Kati bevéséarolni indult az illatszerboltba.
Szappanon és moséporon kivil még sampont
is akart venni. A boltban a sampont kétféle
csomagolasban kinéaltadk: 100 ml-es 3,19 €-ért,
vagy 10 ml-es 2,32 €-ért. Kati a 10 ml-est vette
meg. Jol dontétt? Az elénydsebb ari sampont
vélasztotta? Kérdés, hogy a nagyobb csomago-
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lasd arut érdemes megvenni? Erdemes-e nagy
csomagot venni annak, aki egyedil él? Meny-
nyivel kertil tébbe ugyanannyi ml a kisebbdl?

3. feladat: Hazfelujitds

A Kovécs csalad elhatarozta, hogy nyéron
feltGjitia csaladi hazat. Két szakembertdl kértek
arajanlatot. Az elsé kozolte, hogy 4 €-s érabér-
ért dolgozik, a masodik az egész munkéaért
70 €-t kért. A héz javitdsa 3 napig tartott, na-
ponta 5 érat dolgoztak. A Kovécs csaléd az elsé
szakembert hivta. Helyesen dontottek?

4. feladat: Telekeladds

Molnérék elhataroztak, hogy kertet vaséarol-
nak. Zoldséget akartak termeszteni, és gytimolcs-
fakat tltetni.

Az els6 ajanlat: Elad6 300 négyzetméter
kert 900 €-ért. Megegyezés lehetséges. Erdek-
16dni a 0905 175645-0s telefonszamon lehet.

A masodik ajanlat: Csaléadi okokbdl eladom
500 négyzetméter kertemet 1 500 €-ért. Elér-
het6ség: 0918 778899.

Segits Molnaréknak az elényosebb ajanlat
kivélasztasaban! A telek vasarlasanal az is don-
t6, hogy mekkora telket képzeltek el, ugyanigy
a lakés megvésarlasat sem csak az ar donti el.

5. feladat: Lakdseladds

A fiatal hazasok elhatéroztak, hogy 6nallé
életet kezdenek, ezért (j lakast vasarolnak. A la-
kéasokat hirdetd internetes oldalon a kévetkezd
érdekes ajanlatokat talaltak:

Elad6 3 szobaés feldjitott lakas sajat fdtéssel,
balkonnal és kamréaval Nyitra kézpontjaban.
Elsé emelet, 80 m2, magantulajdon. Ar 56 000 €.
Alacsony rezsikoltségek.

Eladom 3 szobas Kovécs utcai lakasomat.
Els6 emelet, nagy balkon, 50 m?, magéantulaj-
don. Teljesen feldjitva. Latni kell. Ar 50000 €.

A fiatalok a Kovécs utcai lakast vasaroltak
meg. Az elényodsebb éarajanlatot vélasztottak?
Mennyit takaritottak meg?

6. feladat: Mitévd legyek?

Feri mér régéta szeretné eladni a garazsat
5000 €-ért, de eddig sajnos nem sikertilt. Tob-
ben viszont érdeklédtek a garazs bérlése feldl
havi 40 €-ért. Ferinek most lenne sziiksége a
pénzre, de a legrosszabb esetben még tud varni
maximum 6t évet a garazs eladasaval. Megérné

Ferinek varni és bérbe adni a garézsét, és csak
6t év milva aruba bocséatani?

Egyéni vagy kozos 6rai munka, de bevezets
6ra utani otthoni tevékenységre is hasznéalhaték
a feladatok. A feladatsor alapos, elmélyilt mun-
kat igényel, bar maguk a kérdések nem nehe-
zek. A sikeres és eredményes munkahoz azon-
ban sziikséges, hogy a tanulé figyelmesen ol-
vassa el a szbveget, és minden apré részletre
odafigyelve elemezze a feladatot és a szdveg-
kornyezetet is. Pontosan kell érteni az egyes
mondatok jelentését, a koztik 1évé Gsszefliggé-
seket. Figyelni kell az egyértelmd, pontos meg-
fogalmazasra is.

Zar6 gondolatok

feladatok a korosztilynak megfelel ne-
hézséglek, tehat 10-11 évesek kilono-
sebb nehézség nélkiill meg tudjék oldani. Ezek
a feladatok azért is jok, mert ha figyelmetlentil
olvassék el a tanuldk, akkor bizonyos informéa-
cidk elveszhetnek. A megoldasok nem igényel-
nek nagyobb segitséget, de 6szténdzni kell a gye-
rekeket a tobbszori, alapos olvaséasra. Az érté
olvasas hianya sok gondot okoz, nem csak a ma-
tematikdban, hanem maés tantargyakon beldl is.
A megoldasokhoz a gondolkodés kreativ
modja sziikséges, tovabba segiti a tanulékat ab-
ban, hogy fejlédjén problémamegoldd képes-
séglk. A feladatok megoldésa soran szerzett ta-
pasztalatoknak van tovabbi alkalmazasi lehetd-
sége is. A feladatok hasznosak az egyén szamaéa-
ra a masokkal valé napi kommunikéciéban,
mivel fejlesztik gondolataink egyértelmd megfo-
galmazasanak képességét, tgyszintén a minden-
napi informécidk értelmezésében segitséget nyuij-
tanak, hiszen valés problémaékat tartalmaznak.

Felhasznalt irodalom:

[1] Nagy Lehocky Zs. (2011):Rendhagy6é mate-
matikai tehetséggondozés. In: Veda pre
vzdelanie - vzdelanie pre vedu = Tudomany
az oktatdsért - oktatds a tudomaéanyért =
Science for education - Education for science,
Nitra : UKF, 2011, ISBN 978-80-8094-973-
0, S. 251-254.

[2] www.midedu.sk

[3] Pedagdgiai szemle, 2005: http://epa.oszk.hu/
00000/00035/00088/2005-01-vt-Felvegi-
Gyorsjelentes.html
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Dr. Kalacska Jozsef

Cornides Istvan Matematika-Fizika
Emlékverseny a komdromi Selye Janos
Magyar Gimndaziumban

a tantérgyi versenyeknek. Ezek legré-

gebbike a matematikaverseny, mely me-
net kozben fizikédval bévilt. 2001-t81 versenytink
e sorok fréjanak javaslatara a CORNIDES IST-
VAN MATEMATIKA-FIZIKA EMLEKVERSENY
nevet kapta.

A verseny névaddja iskolank elédjében, a ko-
maromi Szt. Benedek rendi Gimnaziumban érett-
ségizett 1938-ban. Négy évvel késébb szerzett
matematika-fizika szakos tanéri oklevelet Buda-
pesten, a Pazmény Péter Egyetemen. Fiatal ta-
narként a késébbi Nobel-dijas Békési Gyorgy
tanarsegédje, 1957-ig az ELTE docense, 1956-
ban az ELTE TTK forradalmi bizottsdganak el-
noke. Letartéztatdsa utdan tobb hétig — ahogy
mondani szokta — a ,F8 utcai szanatérium” la-
kéja volt. Blntetése az lett, hogy Magyarorszéa-
gon eltiltottédk a tanitastél. Kazincbarcikai és mis-
kolci miikoédés utan a Banyéaszati Kutatdintézet-
be kertilt, a tdmegspekirometria és a klaszterké-
mia nemzetkozileg elismert szaktekintélye lett.
Vendégtanarként tanitott a tokiéi miszaki egye-
temen.

E sorok iréja masodéves hallgatéként 1968-
ban ismerte meg, amikor a Nyitrai Tanarképzé
FéGiskola Fizika Tanszékén a magyar tagozaton
tanitott és tudomanyos didkkort szervezett, le-
hetévé téve ezéltal, hogy a tanszék magyar ok-
tatéi Budapesten folytathassanak kutatémun-
kat. Halalaig — harminc éven &t — a felvidéki
magyar fizikatanér-képzés tdmasza, faradhatat-
lan, lelkes segitéje lett a nyitrai egyetemen. Ele-

c:il skolankban tébb évtizedes multja van

2.

te, munkéssaga, elhivatottsaga, a szulsfoldhoz
és az alma materhez val6 ragaszkodésa, szere-
tete példaértékd.

Aversenyt minden év decemberének elsd
péntekijén tartjuk a felvidéki magyar kozépisko-
lak és meghivott anyaorszagi gimnéaziumok —
Pannonhalma, Budapest-Szt. Istvan Gimn.,
Tata-E6tvos Gimn., Koméarom-Jékai Gimn. —
didkjainak részvételével. A verseny kezdete elétt
mindig megemlékeziink a Tanéar Grrél. Egykori
didkjai, munkatarsai emelik ki emberi nagysa-
gat, beszélnek tudoméanyos sikereirdl. Az elmult
években tobbek kozott Daniel Kluvanec, a Nyit-
rai Konstantin Egyetem rektora, Gal Tibor,
Kecskés Arpad, Morvay Laszlé, a Fizika Tan-
szék oktatéi, Barna Péter, Kdlméan Alajos, Lelik
Laszlé, Fehér Istvan, Czékoly Béla egykori bu-
dapesti tanitvanyai és e sorok iréja a Tanar ur
egész életét, tevékenységét példaként allitottuk
nemcsak a matematikat és fizikat kedveld§ ver-
senyz6k elé, hanem iskolank didkjai elé is. Oz-
vegye minden évben jutalomban részesiti a ver-
seny négy kategéridjaban gydztes didkot, a to-
vabbi helyezetteket pedig értékes szakkdnyvvel
ajandékozza meg. Junius végén, a tanévzérén
kiosztasra kertil a szintén az 6zvegye éltal ado-
manyozott CORNIDES ISTVAN OSZTONDIJ,
amelyet a tanév folyaman matematikaban és fi-
zikédban legkiemelkeddbb versenyeredményt el-
éré diak kap.

Szép hagyoménya iskolanknak, hogy egyes
tantermeit neves elhunyt tanéarairdl és diakjairdl
nevezi el. A Tanar Gr volt az elsd, aki nevesitett
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tantermet kapott gimnaziumunkban. A tante-
rem ajtajan lévé emléktdblan a kovetkez§ sz6-
veg olvashatd, aljan atemetésekor elhangzott
vezérigével:

Dr. Cornides Istvan, egyetemi tanar
(1920. XII. 7. - 1999. XI. 1.)

A komaromi bencés gimnazium eminens
didkja (1930-38)
Matematika-fizika szakos tanar

A tdmegspektrometria magyarorszagi meg-
alapozéja

A Klaszterkémia nemzetkozileg elismert szakte-
kintélye

1957-ig az ELTE docense, 1956-ban az
ELTE TTK forradalmi bizottsdganak elnoke

A toki6i muiszaki egyetem vendégtanara

Halalaig — 30 éven &t — a felvidéki magyar
fizikatanar-képzés tamasza, faradhatatlan,
lelkes segitGje a nyitrai egyetemen

A magyar koztarsasagi érdemérem tisztike-
resztjének kitlintetettje
Elete, munkassaga, elhivatottsaga, a sziil6-

foldhoz és az alma materhez val6 ragaszko-
désa, szeretete példaértéki

,1égy hiv mindhaldlig, és néked adom
az életnek korondjat.” Jel.2.10.

A tavalyi évben, majus 12-én az ELTE TTK
Go6mb auldjaban Békésy Gyorgy és Ortvay Ru-
dolf mellszobra kozott egykori tanitvanyai kez-
deményezésére emléktablat avattak, megbro-
kitend$ a Tanéar Gr emlékét.

Az idei tanév versenyére 2011. december 1-
jén kertilt sor, amikor is kiizdelemre készen tilt
be iskolank auldjaba harom anyaorszagi, nyolc
felvidéki gimnéazium és kozépiskola 81 didkja,
hogy kétszer masfél 6ras versenyen eldontse, ki
az, aki legsikeresebben oldja meg a kitlzott
matematika és fizika feladatokat.

A verseny megkezdése el6tt tidvozoltikk Cor-
nides Istvannét, aki mindig nagy szeretettel jon
néhai férje alma materébe.

A verseny dijazottjai

1. évfolyam

1. Tamés Ambrus, Bencés Gimnézium,
Pannonhalma
2. Baskay Janos, Szent Istvan Gimnézi-

um, Budapest

3-4. Bese Bernadett, Selye Janos Gimnézi-
um, Koméarom
3-4. Rézsa Tamas, Magangimnézium, Du-
naszerdahely
2. évfolyam

1. Balogh Tamas, Pazmany Péter Gimna-
zium, Ersekdjvar

2. Marké Adam, Selye Janos Gimnazium,
Komérom

3. Kovécs Benjamin, Szent Istvan Gimna-
zium, Budapest

3. éviolyam

1. Foldes Balazs, Selye Janos Gimnézi-
um, Koméarom

2. Maézik Laszl6, Selye Janos Gimnéazium,
Koméarom

3. Skoda Maté, Selye Janos Gimnézium,
Komérom

4. éviolyam

1-2. Kaposi Agoston, Bencés Gimnazium,

Pannonhalma

Schulhoff Jézsef, Simon Eoétvos Jézsef

Gimnézium, Tata

3. Csala Tamas, Szent Istvan Gimnézium,
Budapest

1-2.

A dijazottak kozil a tavalyi versenyen is di-
jazott volt Marké Adam, Mazik Laszl6 és Kaposi
Agoston. Kaposi Agoston mindkét évben kate-

A dijkiosztasra hagyoméanyosan a Magyar
Kultira Napjan kerl sor.

A feladatsorokat készitették és a dolgozato-
kat javitottdk a matematika és a fizika munka-
kozosség tanérai: Bukor Emdéke, Horvath Kata-
lin, Kalacska Joézsef, Keszegh Istvan, illetve He-
vesi Anikd, Szakal llona és Szabé Endre.
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A versenyen kitiizott feladatok

1. évfolyam

1. Legyen az a=120° szogd korszelet ke-
rilete p. Hatarozd meg a korszelet tertiletét!
(Az eredményt pontos értékekkel add meg!)

2. Az a oldald ABC szabalyos héromszog
tetszGleges P belsd pontjanak oldalakra esé me-
réleges vetlilete a csticsokkal szemkozti oldalak-
ra rendre E, F és G. Fejezd ki az a oldallal az
AG + BE + CF 6sszeg nagysagat!

4 2
3. Adott az A(x) = 5><j44—x1+5 Kifejezés.
X+

a) Bizonyitsd be, hogy barmely x valds szdm-
raA(x) =3.

b) Hatérozd meg az A(x) Kkifejezés legna-
gyobb értékét!

2. éviolyam

1. Hatarozzuk meg azt a legkisebb, 11-gyel
oszthaté hatjegyd szdmot, amelynek a szamje-
gyei kilonbozéek!

2. Adott az ABC derékszogld héaromszog;
befogbinak hossza |AC| =3 cm, |BC| =4 cm.
Jeloljiik a C pontnak az AB atfogéra hizott me-
réleges vettiletét D ponttal. Legyen az ACD héa-

romszog ill. a BCD héaromszog beirt korének
kozéppontja Oq ill. Oy. Hatérozzuk meg az Oy,

O, kbzéppontok tavolsagat!

3. Oldjuk meg az

X 1
_=x+_
v X
ﬂ:zi}.{_i
3z 2y
2=3z+i
X 3z

egyenletrendszert a valds szamok halmazéan!

3. évfolyam

1. Legyen x, v olyan pozitiv valdés szam,
amelyre érvényes, hogy

(1+x)-(1+y)=2

Bizonyitsatok be, hogy xvy + 1 >6!
Xy

2. Egy tetszbleges természetes szamot el-
osztunk a 2, 3, 4, ..., 11 szdmok mindegyiké-
vel, majd a kapott maradékokat Osszeadjuk.
(A maradék lehet O is.) Hatarozzatok meg az
osszes olyan 25000-nél kisebb természetes sza-
mot, amelyek esetében ez az Gsszeg a lehetd
legkisebb!

3. A ky és kg korvonalak M és N pontban
metszik egymast. Az M pontban mindkét kor-
vonalhoz érintét htzunk. A ki kérvonalhoz ha-
zott érinté a ko kérvonalat B pontban, a ko kor-
vonalhoz hizott érinté a ky korvonalat A pont-
ban metszi. Az AN egyenes a ko korvonalat C
pontban, a BN egyenes a kj kérvonalat D pont-
ban metszi. Bizonyitsatok be, hogy |AC|=|BD|!

4. évfolyam

1. Egy ABC egyenl@szara, de nem egyenld
oldali haromszogben jeldlije S a beirt kor ko-
zéppontjét, T a stlypontot. Legyen |AB|=c az

alap, |BC|=|AC|=b a szarak. Legyen P a C-

bdl indulé6 magassagvonal talppontja.
a) Szamitsatok ki az oldalak segitségével a
|PT|:|PS| aranyt!
b) Hatéarozzatok meg a haromszog oldalainak
aranyat, ha |PT|:|PS|=2!

2. Jeldlie n az Gsszes olyan hatjegyd szam
Osszegét, amelyek az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyek
mindegyikét tartalmazzdk. Hatérozzatok meg,
milyen maradékot ad az n szam 77-tel osztva!

3. Az a, b nem negativ szédmokra a3 + b3 =
= 2ab. Igaz-e, hogy akkor a® + b2 < 1 + ab?
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Dr. Darvasi Gyula

Szerkessziink szogvonalzoval!

szbgvonalzé olyan beosztas nélkiili vo-
(A nalzé, amelynek két nem parhuzamos

éle van: kozos pontjukat a szogvonalzd
cstcsanak, o-val jelolt szogiiket a szogvonalzd
szbgének nevezziik, amire 0° < o< 180° telje-
sil. A 0°<a<90° az ¢=90° és a 90° < a <
< 180° eseteknek megfelelen hasznélatos a he-
gyesszogl, a derékszogd, illetve a tompaszogd
szbgvonalzé elnevezés ([1] 204-209. oldal, [5]
97-105. oldal, [6] 131-132. és 259-261. oldal,
[7] 55-59. oldal). Ezzel a vonalzéval a sikban
az alabbi szerkesztési lépések elvégzése megen-

gedett:
1. Két adott pont 6sszekétd egyenesének meg-
rajzolasa.

2. Adott ponton athaladé és egy adott egye-
nessel a vonalzd szogét bezérd egyenes
megrajzolésa.

3. Két adott ponton at egy-egy olyan egyenes
megrajzolasa, amelyek egy adott egyene-
sen metszik egqymast Ggy, hogy hajlasszogiik
egyenld a vonalzd szogével.

Az 1. Iépéshez a szogvonalzénak csak az egyik
éle sziikséges, vagyis ez a szerkesztés az eukli-
deszi vonalzéval ugyanigy elvégezhetd. A 2. 1é-
pésnél két eset kiilonboztetheté meg aszerint,
hogy az adott pont illeszkedik az adott egyenes-
re, avagy nem (1. dbra). A szerkesztés mindkét
esetben azzal kezdGdik, hogy a szdgvonalzé egyik
élét az adott egyenesre illesztjiik, majd ezt az il-
leszkedést megtartva a vonalzot eltoljuk dgy,
hogy az elsé esetben a vonalzé csiicsa az adott
pontba essen, mig a méasodik esetben a vonalzé
maésik éle az adott pontra illeszkedjen, s végtil

a a

>
®
®

1. dbra

a szogvonalzénak az adott egyenesre nem il-
leszked§ éle mentén mindkét esetben egyenest
rajzolunk. a=90° esetén pontosan egy, mig
o # 90° esetén két ilyen egyenes hizhaté, ame-
lyek az adott pontbdl az adott egyenesre allitott
merdlegesre tengelyesen szimmetrikusak. A 3. 1é-
pés végrehajtasanak eldfeltétele, hogy a két
adott pont ne illeszkedjen az adott egyenesre
(2. dbra). Ekkor a szdgvonalzét Ugy helyezzik
el, hogy egyik éle az egyik adott pontra, a méa-
sik éle pedig a masik adott pontra illeszkedjen,
majd ezt az illeszkedést megtartva a szogvonal-
z6t gy mozgatjuk, hogy cstcsa az adott egye-
nesre essen, s ezutan mindkét éle mentén egye-
nest rajzolunk. Az adott e egyenesen igy elGallé

C pont rajta van az AB szakasz o-szdgd lat6-

kérivén, s minthogy az AB egyenesre szimmet-
rikusan két ilyen koriv létezik, ezért a kivant
C pontra 0° < or<90° esetén 0, 1, 2, 3 vagy 4,
mig 90° < o< 180° esetén 0, 1 vagy 2 megol-
dés adédhat.

A 2. és 3. lépésnél elGallé egyenesek eukli-
deszi eszkdzokkel (korzével és beosztas nélkili
egyéld vonalzéval) is megszerkesztheték, ha tu-
dunk euklideszi médon szerkeszteni o mértékd
szbget. A szogvonalzés szerkesztések elméletét
George E. Martin ([5] 99. oldal) szerint elsGként
Poncelet dolgozta ki részletesen, s eredményeit
1822-ben tette kozzé. 1890-ben Adler bebizo-
nyitotta, hogy minden korzével és beosztas nél-
kiili egyéld vonalzéval elvégezhetS szerkesztés

a

A A
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megoldhaté kizarélag csak szogvonalzét hasz-
nélva. Megforditva: a szdgvonalzéval megold-
hat6 szerkesztések pontosan akkor végezheték
el korzdvel és beosztas nélkiili egyéld vonalzo-
val, ha a rendelkezésre all6 adatokbdl a szog-
vonalzé szoge megszerkeszthetd korzével és
egyéld vonalzéval ([6] 259. oldal).

Az aldbbiakban a [2]-ben és [3]-ban targyalt
stkgeometriai szerkesztésekre mutatunk be a tel-
jesség igénye nélkil olyan megoldési médokat,
amelyek kivitelezéséhez csak szogvonalzé hasz-
nélatat engedjiilk meg. Mindezen szerkesztések
kozll itt nem targyaljuk azokat, amelyek me-
nete kizarélag a szogvonalzét hasznélva is telje-
sen ugyanaz marad, de az olvas6 megteheti,
hogy a szogvonalzé hasznélatanak gyakorlasa-
ként ezeket is elvégzi, jéllehet nem kell foglal-
koznia a csak betol6 vonalzéval megoldhaté
szbgharmadoléssal és kobgyokvonéssal. Ha va-
lamely szerkesztésnél egy azt megel6z6t felhasz-
nalunk, akkor annak részletes kivitelezését az
abrank jobb éattekinthetésége céljabdl mellSzziik
és csupan a végeredményként elGallé pontot
vagy egyenest rajzoljuk be, &m egy Ujabb pont
vagy egyenes megszerkesztése kizardlag szog-
vonalzéval értendd. Néhany &braban mégis
talalhatok korivek, de csak szemléltetés céljabdl,
s igy azok sehol sem képezik a szerkesztés ré-
szét. Ha egy bemutatott szerkesztés bizonyitasa-
ra nem tériink ki, akkor az vagy megtalalhat6 az
adott hivatkozésban, vagy annak elvégzéséhez
elegendd néhény elemi geometriai tételnek az
ismerete.

A hegyes- és tompaszogd szogvonalzéval
el@éllithaté egy olyan ABCD rombusz, melynek
AB oldala adott szakasz, tovabba a BAD<X
mértéke hegyesszogd szogvonalzd esetén 2,
tompaszogl szogvonalzéra pedig 360° — 2«
(3. dbra). Ehhez az A pontot a szbgvonalzé csu-
csanak vélasztva és a szogvonalzé egyik élét az

AB félegyenesre illesztve a szdgvonalzé masik
éle mentén egyenest rajzolunk, amire az elébbi

c D %
Ly,

3. dbra

eljarast megismételjiik; igy megkapjuk az A-bdl
kiindulé &tlé és a maésik oldal egyenesét. Ezutan
az &tlé egyenesének B pontot tartalmazé olda-
lan a szogvonalzd egyik élét az atlé egyenesére
illesztjiik dgy, hogy a masik éle ne legyen AB -
vel parhuzamos, majd addig toljuk el a szogvo-
nalzét, mig a B pontra nem illeszkedik ez az éle,
ami mentén egyenest rajzolva megkapjuk a rom-
busz C csiicsat. S végtil a C pontot a szogvonal-
z6 csticsanak valasztva a szdgvonalzd egyik élét
az atlénak B pontot nem tartalmazé oldalan az
atloé egyenesére illesztjiik tgy, hogy a masik éle
AB -vel parhuzamos legyen, majd ezen éle men-
tén egyenest rajzolunk, ami a rombusz elséként
megszerkesztett oldaldnak egyenesét a még hi-
anyzé D csticspontban metszi ([6] 261-262. ol-
dal).

Térgyaldsunkat harom részre tagoljuk asze-
rint, hogy a szogvonalzé hegyes-, derék- vagy
tompaszogd. Egyttal azt is hangstlyozzuk, hogy
szerkesztés alatt a tovabbiakban mindig a meg-
felel§ alcim szerinti szogvonalzds szerkesztés ér-
tendd, hacsak mést nem mondunk.

Hegyesszogii szogvonalzés
szerkesztések

Parhuzamos egyenes

A z adott e egyenessel egy ra nem illeszkedd
adott P ponton &thalad6é f péarhuzamos
szerkesztéséhez rogzitjiik az e egyenes valamely
A pontjat (4. dbra), amit a szogvonalzé csiicsa-
nak vélasztva a szogvonalzé egyik élét az e
egyenesre illesztjiik, majd a maésik éle mentén
az A ponton &t egy a egyenest rajzolunk. Ezutan
a szogvonalz6 egyik élét erre az a egyenesre il-
lesztjiik, mikdézben a szégvonalzé a-nak P pon-
tot tartalmazé oldalan helyezkedik el és a sz6g-
vonalzé szége az A-nél el6bb megrajzolt szoggel
egyltt valté-, illetve egyéllasi szogpart alkot,

a a
N A »
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majd ezt az illeszkedést megtartva a szégvonal-
z6t eltoljuk gy, hogy a masik éle az adott
P pontra essen, s végil ezen él mentén meghtiz-
zuk az f egyenest, ami a keresett parhuzamos
([7] 56. oldal). Megjegyezzik, hogy a leirt szer-
kesztés a P ¢ a elrendezésre vonatkozik: ha vi-
szont P € a, akkor a masodik 1épésben P a szog-
vonalzé cstcsa lesz.

Merdleges egyenes

Ha az adott e egyenesre egy rd nem illesz-
ked§ adott P pontbdl kivaAnunk m merdlegest
allitani (5. dbra), akkor az e egyenes P pontot
tartalmazé oldalan a szbgvonalzé egyik élét
kétféleképpen az e egyenesre illesztjiik, majd ezt
az illeszkedést megtartva a szogvonalzét eltoljuk
ugy, hogy a masik éle a P pontra essen, s ezen
él mentén egy-egy egyenest rajzolunk, amelyek
az e egyenest az A és B pontban metszik. Ez-
utan az A, illetve B pontot a szdgvonalzd csu-
csénak valasztva a szogvonalzé egyik élét e-re
illesztjiik, s a masik éle mentén egy-egy egye-
nest rajzolunk Ugy, hogy azok az e egyenes
P pontot nem tartalmazé oldalén egy Q pont-

ban messék egymast. Ekkor PQ egyenes a ke-

resett m merdleges, minthogy az APBQ négy-
szbg egy rombusz ([7] 56. oldal).

P
o B o
A Y C &“p e
Q
m
5. abra
m
Q
f
e
P q
6. dbra

Ha viszont az adott e egyenesre egy ra il-
leszked6 P pontban kell m merélegest allitani
(6. dbra), akkor egy Q ¢ e ponton &t e-vel par-
huzamosan szerkesztett f egyenesre az elébbi
maédon P-bél m merdlegest allitunk, ami P-ben
merdlegesen metszi az e egyenest. Az is megte-
hetd, hogy a Q ¢ e pontbdl e-re éllitott g merd-
legessel a P ee ponton at m parhuzamost szer-
kesztiink.

A merdleges szerkesztése az o= 45° specia-
lis esetben egyszertsodik. Az 5. dbran az A pont

72

elGéllithsa utan a 45°-os szbgvonalzd csticsanak

a P pontot valasztva az egyik élét a PA fél-
egyenesre illesztjiik ugy, hogy a masik éle ne
legyen e-vel parhuzamos; ezen él mentén meg-
rajzolt egyenes az m merbleges. A 6. dbran
a 45°-0s szdgvonalzé cstcsanak a P pontot va-
lasztva és egyik élét az e egyenesre illesztve
a masik éle mentén egy P kezddpontu félegye-
nest rajzolunk, amire az el8bbi eljarast megis-
mételve az m merdlegest kapjuk.

Szakasz felezése és kétszerezése

Ha az adott AB szakasz C felezépontja
a szerkesztendd, akkor egy megoldés azonnal
leolvashaté az 5. &brarél, ahol m egyenes az

AB szakasz felezmerdlegese. Egy masik egy-
szerd megoldéshoz jutunk (7. dbra), ha a szog-
vonalzé egyik élét az A, masik élét a B pontra
illesztve, s a szdgvonalzd csicsat valamely P
pontban régzitve megrajzoljuk az AP és BP
szakaszokat, majd az A ponton & BP-vel és
a B ponton at AP-vel parhuzamos a és b

P

7. dbra
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egyenesek Q metszéspontjat dsszekotjiik P-vel:
ekkor PQ egyenes az AB szakaszt a keresett
C felez8pontban metszi. A szerkesztés soran lé-
nyeges, hogy az APBQ négysz6g paralelog-
ramma, melynek a P-nél 1év8 szoge tetszbleges
0° és 180° kozotti szog lehet; vagyis ez a szer-
kesztés ugyanigy kivitelezhet§ a derékszogi és
a tompaszogd szogvonalzéval, s6t a P pontnak
csupan a P¢ AB feltételt kielégité megadasa
utdn még a betol6 és a parhuzamos éld vonal-
zéval is. A kissé bonyolultabb harmadik méd-
hoz (8. &bra) a szogvonalzd egyik élét az
AB egyeneste illesztve a szdgvonalzét gy tol-
juk el, hogy cstcsa rendre az A, illetve B pontba
essen, ahol a mésik éle mentén megrajzoljuk az
a, illetve b egyeneseket. Ezutan felvesziink egy
Pea\ {A} pontot és ezen at AB-vel f parhu-
zamost szerkesztink, ami b egyenest egy
Q pontban metszi. Végil az ABQP paralelog-
ramma AQ és BP atléinak M metszéspontjan

at a-val ¢ parhuzamost hizunk, ami az AB
szakaszt a keresett C felez8pontban metszi.

Ha az AC szakaszt tekintjiik adottnak, akkor
annak kétszerezéséhez a 7. dbran a felezésnél
megismert médon el&éllitjuk a P’ és QQ’ ponto-
kat, s ezutan a C ponton &t P’Q’-vel parhuza-
most hizunk, ami az AP’ egyenest a P pont-
ban metszi. Ezt a pontot a szogvonalzé csticsa-
nak vélasztva a szogvonalzé egyik élét AP-nek
a C pontot tartalmazé oldalan AP-re illesztjiik
tgy, hogy a masik éle AQ’-vel parhuzamos le-
gven, s ezen éle mentén egyenest rajzolunk,
ami az AC egyenest a keresett B pontban met-

szi. A 8. dbran pedig a felezésnél leirtak szerint
elébb eldéllitjuk az a és ¢ egyeneseket, majd az

azokat P és R pontokban metsz6 AC -vel par-
huzamos f egyenest. A folytatashoz két méd is

kinalkozik: az R ponton a4t CP-vel parhuzamos

egyenes, valamint a CR szakasz M felezs-
pontjat és a P pontot Osszekoté egyenes az

AC egyenest a keresett B pontban metszi.

Pont tiikrézése

Az 5. dbra alapjan a P ¢e pontnak meg-
szerkeszthet6 az e egyenesre vonatkozé tikor-
képe, ami a Q pont lesz.

A 7. és 8. abrék szerint elvégzett kétszerezés
pedig az A pontnak C pontra vonatkozd tiikor-
képéhez vezet, ami a B ponttal azonos. Tovab-

ba a 8. abran a B ponton at AQ-val parhuza-

mos, az AP egyenest P-nek A-ra vonatkozé P’
tlikorképében metszi.

Szakasz masolasa

Az adott AB szakasznak egy adott CD fél-

s 2

egyenesre térténd masolaséhoz keressiik CD -
nek azon E pontjat, amelyre CE = AB teljesiil.

Az ABIICD eset szerkesztésének menete
azonos a betolé vonalzéséval ([3] 13. oldal 7a.
7b és 7c &brak).

Az A=C és EH@ esetben (9. dbra)
elébb eldéllitiuk az ABKL rombuszt, melynek
A-nél 1évé belsé szoge 2o mértékd. Ezutan
a szbgvonalzé éleit B és L pontokra illesztjiik
tgy, hogy a szdguonalzé csticsa a CD félegye-

nesre essen: ez a csicspont lesz a keresett E
pont ([5] Exercise 6.17, p. 104). Az ABKL
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rombuszt Ugy kell elhelyezni, hogy a CD fél-
egyenes ne haladjon a BALX szogtartoméany-
ban; ez elérheté a rombusz koriljarasi iranya-
nak alkalmas megvélasztasédval. Megjegyezzik,
hogy ha a szogvonalzé éleinek B és L pontokra
valé illeszkedését megtartva a szogvonalzd csa-
csa a CD-vel ellentétes félegyenesre esik, akkor
ez a csucspont az E-nek C-re vonatkozé E’ tii-
korképe lesz.

Ha pedig az A+ C és AB H CD eset all fenn,

akkor az AB szakaszt elébb &tmasolhatjuk egy
A kezdépontu és CD -vel parhuzamos AD’ fél-
egyenesre ([3] 13. oldal 7d é&bra), vagy pedig
egy C kezddpontt és AB-vel parhozamos fél-
egyenesre, s végil az igy kapott szakaszt az

adott CD félegyenesre.

Sz0g felezése és kétszerezése

Minthogy egy adott AOBX szog felezése
m(AOB<) = 180° esetén az O-ban AB-re alli-
tott merdleges megszerkesztéséhez vezet, to-
vabba m(AOB<%) > 180° esetén az AOB<-et
360°-ra kiegészit6 szog felezésével megoldhatd,
ezért a szogfelezésnél elegendd a 0° < m(AOB<) <
< 180° esettel foglalkozni. Legyen adott egy

ilyen AOB%, melynek OF szdgfelezdjét kivan-
juk megszerkeszteni (10. dbra). Ehhez az OA
szakaszt atméasoljuk az OB szérra: igy kapjuk
a C pontot. Ezutéan a szogvonalzé egyik élét az

AC egyenesre illesztjiik igy, hogy a szdgvo-
nalzé csicsa rendre az A, illetve C pontba es-
sen, majd a masik éle mentén (az AC egyenes
O pontot nem tartalmazé oldalan) egy-egy
egyenest rajzolunk, amelyek egy O-tdl kiilon-

b6z6 D pontban metszik egymaést; ekkor

OD = OF félegyenes a kivant szdgfelezs.

Ha a 10. dbran az AOF< szoget tekintjiik
adottnak, akkor annak kétszerezéséhez A-bdl
allitsunk OF -re m merdlegest, amire a széguo-
nalzé egyik élét raillesztjiik gy, hogy a szbgvo-
nalzé csicsa az A pontba essen, majd a masik
éle mentén egyenest rajzolunk, ami az OF -et
egy D pontban metszi. Ezutdn az m egyenesen
a szogvonalzét atforditjuk, s addig toljuk el, mig
a masik éle a D pontba nem jut; ezen él mentén
rajzolt egyenes az m merdlegest egy olyan
C pontban metszi, amelyre az AOCY szog
mértéke kétszerese az AOF< szogének.

Kor és egyenes metszéspontjai

Jeldlie k=k(O,A) az O koézépponttal és
a korvonal egy A pontjaval megadott kort,
tovabba k sikjdban e az O-t6l OA-néal kisebb
tdvolsagra lévé adott egyenest, s legyen
kne={M,N}. Ezen M és N metszéspontok
megszerkesztése O €e esetén elvégezhet§ az

OA szakasznak az e egyenes O kezdSpontd

s oz

félegyeneseire torténé masolésa révén, lasd
a 9. abrat, ahol most CD=e, C=0, B=A,
E’=MésE=N.

Ha viszont O ¢e (11. dbra), akkor elGbb
elééllitiuk az OAKL rombuszt, melyre m(AOL <) =
=2 teljesll, s ezutdn a szogvonalzé éleit az
A és L pontokra illesztve gy mozgatjuk el
a szégvonalzét, hogy annak cstcsa az e egye-
nesre essen, ami két esetben lehet: ekkor a szog-
vonalzé cstcsa adja a keresett M és N pontokat
([6] 260-261. oldal, [7] 56. oldal). Az OAKL
rombuszt Ugy kell megszerkeszteni, hogy a ke-

resett OM és ON félegyenesek koziil legalabb
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az egyik ne haladjon az AOL<X szogtartomény-
ban, ami a szakasz méasolasénal leirt médon el-
érheté.

Két szakasz mértani kozepe

Az AB és BC adott szakaszok mértani ko-
zepének a magassagtételre alapulé megszer-
kesztéséhez (12. dbra) legyen B az AC szakasz
belsé pontja, m a B-ben AC-re emelt merdle-
ges, k= k(AC) az AC atmérdjd kor, tovabba
D a k és m egyik kozos pontja: ekkor
BD =+ AB-BC. Az eddigiek alapjan mindez
megszerkeszthet§ csak szogvonalzéval, mikoz-
ben a k kort nem rajzoljuk meg. A befogétételre
alapulé szerkesztést atengedjiik az olvasénak.

Megjegyezziik, hogy AB=3 és BC=1 ese-
tén BD =+/3, s igy a BCD derékszdgl harom-
sz6gben C-nél 60° és D-nél 30° van.

12. dbra

Kor érintgje
A k=k(O, A) kdrnek az A pontbeli t érintSje
azonos az OA-ra A-ban éllitott merélegessel.
Legyen P az adott k(O, A) kor kilsé pontja
(13. Gbra). A P-bd8l k-hoz hazhaté két érint8

megszerkesztéséhez az Eukleidész éltal leirt utat
jarjuk be ([4] III. 17. tétel, 115. oldal). Ehhez

27z

elészor is eldalliiuk a k korvonal és az OP
egyenes azon T kozos pontjat, amelyre O-T-P
teljestil. Ezutan megszerkesztjiikk a k kor T-beli t
érintGjét, a k’(O, P) kor és t egyenes M’ és N’
kézds pontjait, majd az OM’ és ON’ szaka-
szokra P-bdl allitott merdlegesek M és N talp-
pontjait, ekkor PM és PN a keresett érint6k.
Megjegyezziikk, hogy a Thalész-tételre alapuld
kozismert megoldast azért kerltik ki, mivel az
adott k kér és az OP szakasz f6lé rajzolt Tha-
lész-kor kozos pontjainak szdgvonalzdés meg-

szerkesztése kissé bonyolultabb: ugyanis elébb
meg kell szerkeszteni e két metszé kér hatvany-
vonalat (F.2052-es feladat, KoMal, 1977/1.
szam, 10-11. oldal), ami &ltal a probléma visz-
szavezethetd az egyik kor és a hatvanyvonal met-
széspontjainak megszerkesztésére.

Derékszo6gii szogvonalzos
szerkesztések

A z elébb megismert hegyesszogl szogvo-
nalzos szerkesztések kozil csak azokkal
foglalkozunk részletesen, amelyek derékszogd
szbgvonalzés szerkesztési menete killonboz4.

Merdleges és parhuzamos

Ha az adott e egyenesre egy adott Ace
vagy B ¢ e pontbdl kivanunk merdlegest allitani
(14. dbra), akkor a derékszogd szdogvonalzd
egyik élét az e egyenesre illesztve Ugy toljuk el
a szobgvonalzét, hogy csicsa az A-ba essen, il-
letve masik éle B-re illeszkedjen; ekkor az e-re
nem illeszkedd él mentén megrajzolt a és b
egyenesek a keresett merélegesek.

*B

14. dbra
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Ha ugyanezen &bréan b egyenest és a ra
nem illeszkedd A pontot tekintjiik adottnak, ak-
kor az A ponton athaladé b-vel parhuzamos
megszerkesztéséhez el6bb A-bdl b-re e merdle-
gest allitunk, majd A-ban e-re az a merdélegest,
ami a keresett parhuzamos.

Szakasz felezése és kétszerezése

Ehhez a szerkesztéshez o= 90° vélasztassal
felhasznélhaté a 7. dbra ([5] Exercise 6.14, p.
104), valamint a 8. &bra is, mikdzben a szer-
kesztés menete ugyanaz marad.

Pont tiikrézése

Ha az adott e egyenesre egy adott P¢e
pontot kivanunk tikrézni (15. dbra), akkor le-
gyen A a P-bdl e-re éllitott merdleges talppont-

ja, Q az AP-re P-ben allitott merdlegesen egy
P-tél kiulénbozb pont, tovabba B a Q-bdl e-re
allitott merGleges talppontja, amelyen at az
AQ-val parhuzamos az AP egyenest a kere-
sett P’ pontban metszi.

Ha az adott A pont esetén egy P #A pont-
nak az A-ra vonatkozdé P’ tiikorképét kivanjuk
megszerkeszteni (15. dbra), akkor elébb elGal-

lituk az A-ban AP-re merdleges e egyenest,
s a tovabbi lépések ugyanazok, mint a tenge-
lyes tiikrozésnél. Megjegyezziik, hogy a centralis
tiikrozés elvégezhet6 a szakaszkétszerezés altal
is.

p Q
A -~ B €
[ 28
P’
15. dbra

Szakasz masolasa

Az adott AB szakasznak egy adott CD fél-
egyenesre torténd masolasdhoz az A=C és

AB 1 CD esetben elsbb elsallitjuk B-nek C-re

vonatkozd B’ tiikdrképét (16. dbra), majd a de-
rékszoégl szdgvonalzé éleit B és B’ pontokra il-

lesztve gy mozgatjuk a szbgvonalzét, hogy
csticsa a CD félegyenesre essen; ez a pont lesz

a keresett E pont, amelyre CE = AB teljesiil
([5] Exercise 6.16, p. 104).

16. dbra

Szog felezése

A 0°<m(AOB<%) < 180° esetben az AOB<
megfelezéséhez elébb eldéllifuk A-nak O-ra
vonatkozé A’ tikorképét (17. dbra), majd a de-
rékszogd szogvonalzé éleit az A és A’ pontokra
illesztve addig mozgatjuk a szogvonalzét, mig
csticsa az OB szérra nem esik: jelélie D ezt
a pontot. Ezutan az O ponton & A’D-vel par-

huzamos OC félegyenes a keresett szdgfelezd
([5] Exercise 6.15, p. 104).

17. dbra

Kor és egyenes metszéspontjai

Ha az adott e egyenes az adott k(O, A) kor
kozéppontjatél OA-nal kisebb tavolsagra halad
(18. dbra), akkor k és e kozos pontjainak meg-
szerkesztéséhez elébb eldéllitjuk A-nak O-ra vo-
natkozé A’ tikorképét, majd a derékszogd
szbgvonalzo éleit A és A’ pontokra illesztve gy
mozgatjuk el a szogvonalzét, hogy annak csi-
csa az e egyenesre essen: ez a két helyzet adja
az M és N metszéspontokat ([1] 206-207. ol-
dal, [7] 57. oldal).
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O¢e
18. dbra

Tompaszogi szé6gvonalzés
szerkesztések

iﬂ a a 4., 5. és 10. abrdinkon az o hegyes-
szbgnek a mellékszogét tekintjik a szog-
vonalzé szbgének, akkor azonnal észrevehetd,
hogy mindezen szerkesztések elvégezhetdk a tom-
paszogd szdgvonalzéval is, mikdzben a szer-
kesztés menete ugyanaz marad. Szintén vélto-
zatlan a szerkesztés menete a 6., 7., 8., 9., 11.,
12. és 13. abrék esetén. A szakasz tompaszogd
szbgvonalzés masolasakor a 9. abréahoz képest
annyi az eltérés, hogy az ABKL rombusz A-nél
16v6 szoge 360° — 20 mértékd, tovabba a CD
félegyenes a BAL<Y szogtartoméanyban halad
(19. dbra). Ugyanez a megjegyzés vonatkozik
a kor és egyenes metszéspontjainak tompaszo-
gl szbgvonalzos szerkesztésére (20. dbra). A me-
réleges szerkesztése az o= 135° specidlis eset-
ben ugyanigy egyszerlsodik, miként o =45°
esetén.

Zaroszo
A szogvonalzék kozil a geometria tanitasa

soran a hegyes- és tompaszogi mell6zott eszko-
z0k, a derékszogl viszont kozismert, jollehet az

20. dbra

euklideszi szerkesztéseknél csak olyan lépések-
hez hasznéljuk, amelyek a derékszogd szégvo-
nalz6 nélkiill is elvégezhetdk. Osszedllitasunk
célia, hogy a sikgeometriai alapszerkesztésekre
bemutassuk a szogvonalzé alkalmazasi lehetd-
ségeit, s ezéltal felkeltsiik az érdeklédést a tobb-
féle megoldas keresése irant.
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Dr. Urban Janos

A XLI. Orszagos Kalmar Laszl6 Verseny
megyei fordulojanak feladatai és
megolddsai (5—8. osztaly)

Otodik osztaly

1. Harom szdm oGsszege 66. Az elsé szdm
héromszorosa a masodiknak, a masodik szdm
14-gyel tobb, mint a harmadik. Szamitsuk ki
a harom szémot!

2. Az AB és CD szakaszok kozos része a CD
szakasz. Az AB=20cm, CD=24cm, és
CB = 8 cm. Mekkora az AD szakasz?

3. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam
a tizes szdmrendszerben, amelyre igaz, hogy
a szamjegyei szorzata 100?

4.A 3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl hany olyan
haromjegyd szam készithets, amelynek szamje-
gyei kilonbozék? Mennyi ezeknek a haromje-
gyd szamoknak az ¢sszege?

Az 5. osztaly feladatanak megoldasa

1. Abréazoljuk a szamokat szakaszokkal:

a harmadik szam: }i{

a 14
———

L a 14 a 14 a 14
az elsd szam: —+ i " !

a masodik szam:

A szamok 6sszege: 5a + 56 = 66, tehét a = 2
A harom szam tehat: 48, 16, 2.

2. Abrézoljuk a szakaszokat:
A C B D

! ] ] ]
I T T 1

Mivel AB=20cm és CD =24 cm, tovabba
CD=8cm,AD=20+24-8=236 cm.

3. A 100-at harom tényez$ szorzatara egy-
féleképpen tudjuk tgy bontani, hogy mindegyik
tényezd szamjegy: 100=4 -5 - 5.

Két szdmjegy szorzataként nem dllithaté eld
a 100.
Igy a legkisebb szam haromjegy( és ez a 455.

4. A héaromjegyd szam elsG jegye 4-féle,
masodik jegye 3-féle, harmadik jegye 2-féle le-
het, tehat dsszesen 4 - 3 - 2 = 24 adott tulajdon-
sagl haromjegyi szam készithetd.

Mindhérom helyiértéken mind a 4 szémjegy 6-
szor szerepel. Tehat az egyesek helyén all6 szam-
jegyek osszege 6(3 +4 + 5+ 6) = 108.
Ugyanennyi a tizesek és a szazasok helyén éallé
szamjegyek Osszege is, tehat a 24 szam Osszege:
10800 + 1080 + 108 = 11 988.

Hatodik osztaly

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam,
amelyre igaz, hogy a szamjegyeinek Osszege
20127

2. Az ABCD téglalap AB, illetve CD oldalan
a P és R pontok az A-hoz, illetve C-hez koze-
lebbi harmadolé pontok. A Q és S pontok
a BC, illetve DA oldalak felezpontjai. Hanyad
része a PQRS paralelogramma tertilete az ABCD
téglalap tertiletének?
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3. Tizenkét egymast kovetS pozitiv egész
szam Osszege 246. Melyek ezek a szamok?

4. Az 16l el kell jutni a 2012-ig pozitiv
egész szamokon at a kovetkezd kétféle mivelet
alkalmazésaval: az utoljara kapott szamhoz 1-et
adunk, vagy a szamot megkétszerezziik. Mely
szamokon &t vezet az Gt 1-t6l 2012-ig a lehetd
legkevesebb lépésben?

A 6. osztaly feladatainak megoldasa

1. A legkisebb pozitiv egésznek a szamjegyei
a lehetd legnagyobbak, tehét a legtobb 9-es sze-
repel benne.
Mivel 2012 =9 - 223 + 5, ezért a keresett szam
224 jegy(, az elsd jegye 5, a tobbi 223 jegye 9.

2. Kossiik dssze a Q és S pontokat, és P-
bdl, illetve R-bdl allitsunk merdlegest QS-re,
ezek talppontja legyen X és Y.

B P A
Y

Q e S

C R D

Az eredeti téglalapot igy 4 téglalapra bontottuk.
Ezen téglalapok tertiletének a fele tartozik a PQRS
paralelogrammahoz. Tehéat a paralelogramma
tertilete a téglalap tertiletének a fele.

3. Tizenkét pozitiv egész szam Osszegét igy
irhatjuk fel:
n+t+l+n+2+n+3+..+n+12=246
A bal oldal igy irhato:
12n+6 - 13 =246,

ebbdl 12n =168, és n = 14.
Tehét a keresett szamok: 15, 16, 17, 18, ..., 26.

4. Induljunk el forditva, a 2012-t8l az 1-et
akarjuk elérni. A két lépés most: 2-vel vald
osztas, 1 kivonasa.

Minél tébb 2-vel vald osztast célszerd elvégezni,
és minél kevesebb 1 kivonéséat.

Minden péros szamot tudunk 2-vel osztani, pa-
ratlan szambdl csak 1-et lehet kivonni.

fgy a kovetkez§ sorozatot kapjuk:

2012, 1006, 503, 502, 251, 250, 125,
124,62, 31, 30, 15, 14, 7, 6, 3, 2, 1

Igy tehat 17 1épésben eljuthatunk 1-t61 2012-ig,
de kevesebbel nem.

Hetedik osztaly

1.A 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl hany olyan
6-tal oszthaté négyjegyd szam készithetd, amely-
nek a szamjegyei kilonb6zEk?

2. A hetedik osztalyosok 40%-a fiG, a tobbi
lany. A hetedikes lanyok 20%-a szemiiveges.
A hetedik osztdly hany szézalékat teszik ki
a nem szemuveges lanyok?

3. Igazoljuk, hogy ha p és p? + 8 primsza-
mok, akkor p? + p + 1 is primszam!

4. Egy paralelogramma az &bran lathaté
maédon harom egyenl@szari haromszogre bont-
hat6. Szamitsuk ki a paralelogramma szogeit.

1 Il
Ll T

5. Adott egy hdromszog, és a belsejében 30
pont gy, hogy ezek koziil semelyik 3 sem esik
egy egyenesbe, és barmely két belsG pont altal
meghatarozott egyenesen nincs rajta a harom-
sz0g egyik csicsa sem. A haromszoget kisebb
haromszogekre bonthatjuk tgy, hogy minden
ilyen részharomszég minden cstcsa valamelyik
belsé pont, vagy a hdromszog csiicsa, és mind
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a 30 belsS pont és a 3 csucs is valamelyik kis
haromszog (esetleg tobbnek is) csicsa. Hany
kis haromszogbdl all a felbontéas?

A 7. osztaly feladatainak megoldasa

1. A 6-tal oszthaté szamok azok, amelyek 2-
vel és 3-mal is oszthatdk, tehat parosak, és
szamjegyeik Gsszege oszthaté 3-mal.

Az adott szamjegyekbdl kivalasztott szamnégye-
sek koziil csak a

3+4+5+6=18 ésa 2+3+4+6=15

Osszeg oszthaté 3-mal, tehét ezekbdl a szamje-
gyekbdl lehet 6-tal oszthaté négyjegyd szamo-
kat késziteni.

A 3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl készithet§ paros
szamok 4-re vagy 6-ra végz&dnek, Osszesen
6 + 6 =12 ilyen van.

A 2, 3, 4, 6 szamjegyekbdl készithet§ paros
szamok 2-re, 4-re vagy 6-ra végzédnek, Ossze-
sen 6 + 6 + 6 = 18 ilyen szdm van.

Tehat 30 db kivant tulajdonsagi szam van.

2. Készitstink abrat!

Fiuk
40%

Lanyok
60%

A lanyok 20%-a, tehat 6t6d része szemiiveges,

tehat % része, azaz 60-%=48%-a a 7. osz-
talynak a nem szemiiveges lanyok.

3.A p=3 j6, mert ekkor p2+8=17 és
p?+p+1=13is primszam.
Ha p # 3 primszam, akkor p nem oszthaté 3-
mal, igy p a 3-mal osztva 1 vagy 2 maradékot
ad, de ekkor p? a 3-mal osztva 1 maradékot ad,
tehéat p? + 8 oszthaté 3-mal, azaz nem prim.

4. Az abra alapjan a szogek jelolésénél mér
felhasznéltuk, hogy az egyenl@szari haromszog

alapon fekvd szogei egyenlSk, a valtészogek
egyenldk, és egqy haromszog kiilsG szoge egyen-
16 a nem mellette fekvé két bels§ szog Gsszegé-
vel.

; g

lgy azt kapjuk, hogy 5o:= 180°, tehat o= 36°.
A paralelogramma szogei igy 36°, és 144°.

5. Jeloljik k-val a keletkezett kis haromszo-
gek szamat. A kis hédromszogek szogeinek Osz-
szege igy k - 180°.

Szamoljuk 6ssze mas moédon is a részhdrom-
szogek szdgeinek dsszegét.

A belsé pontok kortil elhelyezkedd szogek 6sz-
szege 30 - 360°, ezen kiviil még a nagy harom-
sz6g csucsaiban levd szogek Gsszege 180°.

Ez 6sszesen: 30 - 360° + 180° = 61 - 180°.

A kétféle szamoléas eredménye nyilvan azonos,
tehat k=61.

Nyolcadik osztaly

1. Igazoljuk zsebszamolégép hasznélata nél-
kiil, hogy

2007 - 2009 - 2011 - 2013 + 16

négyzetszam.

2. Allitsuk el6 2013-at a lehet legtabb
egymast kovetd pozitiv egész szam Gsszegeként.

3. Adjunk meg 20 nullatdl kiillonbozé (egy-
mastdl nem feltétlentil killonb6zE) egész szamot
Ugy, hogy ezeket egy sorba irva barmely harom
szomszédos szam Osszege negativ, de az dsszes
(20 darab) szdm 8sszege pozitiv legyen.

4. Az ABC derékszogd haromszog AB befo-
géjan a P, BC befogéjan pedig a Q pontot tgy
vettiik fel, hogy AP = CB és BP = CQ. Igazoljuk,
hogy az AQ és CP szakaszok szoge 45°.
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5. Egy 5 x 5-6s tablazat mind a 25 mezgjé-
be +1-et vagy —1-et frtunk. Minden sor jobb
oldaléra irtuk a sorban szerepld szadmok szorza-
tat, és minden oszlop alé az oszlopban szerepld
szamok szorzatéat. Lehet-e az igy kapott 10 szam
Osszege 07

A 8. osztaly feladatainak megoldasa

1. Célszerd altalanosan szamolni. Négy egy-
maést koveté pératlan szdm szorzatdhoz 16-ot
adunk.

(2k — 3)(2k — 1)(2k + 1)(2k + 3) + 16 =
— (4k2 - 9)(4k2-1)+ 16 =
— 16K4 — 40K2 + 25 = (4k2 — 5)2.

2. Tegyuk fel, hogy n+1+n+2+..+
tn+k=2013,
Ebbsl  nk + k”‘z* D 9013, 2nk+kik+1) =

=4026, k(2n + k+ 1) =4026.

k és 2n+1+k kilonboz8 paritdsiak, és
2n+1+k>k

Az a cél, hogy k-t a lehetd legnagyobbra valasz-
szuk.

Mivel 4026=2-3-11-61, k=61, és2n+1+
+ k = 66, tehat n = 2 a j6 valasztas.
lgy2013=3+4+ ...+ 62+ 63.

3. Példaul a kévetkezd konstrukcié célrave-
zetd. Legyenek a és b pozitiv egészek, és nézziik
a kovetkezd 20 szamot a megadott sorrendben.

a,-b, -b, a, -b, -b, ..., a, -b, -b, a, —b.
A feltétel szerint a —2b <0, tehét a <2b, més-

részt

7a—-13b>0, azaz a>$b.

iqy gb <a<2b, azaz 13b < Ta< 14b.

A kapott egyenlGtlenséget kielégitik példaul az
a=17, b=9 szamok, igy a kdvetkezd sorozatot
kapjuk:

17,-9,-9,17,-9,-9, ..., 17, -9, -9, 17, -9,
vagy egy masik eset: a =27, b = 14, ekkor a ko-
vetkez6t kapjuk:

27,-14,-14,27,-14, 14, ..., 27,
-14,-14, 27, -14.

Barmely helyes megoldéas 7 pontot ér.

4. Egészitsiik ki az ABC derékszogd harom-
szbget az ABCD téglalappé.

A D
S| E

P

B Q c

AE péarhuzamos CP-vel, tehat DE = BP = CQ és
CE=AP=AD.

Ezért az AED és EQC deréksz6gd haromszogek
egybevagbak, tehat QE =AE, és a QEA szog
90°.

Az AEQ haromszdg tehat derékszogl, egyenld-
szara haromszog, igy a QAE sz6g 45°.

Mivel AE pérhuzamos CP-vel, az AQ és CP
szakaszok szoge is 45°.

5. Szorozzuk Gssze az egyes sorok végére és
az egyes oszlopok aljéra frt 5-5 szamot. Ez a szor-
zat biztosan 1, hiszen ebben pontosan a tabla-
zatban irt szdmok négyzete szerepel, mindegyi-
ké egyszer.

Ez azt jelenti, hogy a felsorolt 10 szam kozott
csak paros szamu -1 szerepelhet.

Masrészt az 6sszeg ugy lehetne csak 0, ha 5 da-
rab +1 és 5 darab —1 szerepel a szdmok kozott.
Tehét az 6sszeg nem lehet 0.
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Bolcskei Attila — Szoboszlai Mihaly

A kozépiskolai geometriaoktatasrol
a mérmnokképzés és tehetséggondozas

szemiivegén keresztul

felsGoktatasba jelentkezé didkok egy
(A jelent8s része muszaki palyakon képzeli

el jovGjét. Anndl is inkadbb, mivel az Gj
felsGoktatasi koncepciéval nyilvanvald lett: a kor-
maényzat a mszaki és természettudomanyos kép-
zéseknek ad prioritast. Egyfeldl tehét a varhaté-
an és szandékok szerint egyre nagyobb szamu
mérnokhallgatd sikeres tanulményainak eléké-
szitéséhez igyeksziink hozzajarulni jelen dolgo-
zatunkkal. A masik ok, ami az aldbbi attekintés
megirasara Oszténzott, a muszaki tehetséggon-
dozés fontossagara vald figyelemfelhivas. Ugy
érezziik, hogy gondolataink kdzzétételével hoz-
zéjarulhatunk ahhoz, hogy az arra képes diakok
tandraik segitségével mar a kozépiskolaban cél-
tudatosabban késziilhessenek tudoméanyos péa-
lyéra, elkeriilend§ azt, hogy a tehetséggondozas
kizérélag a felsGoktatdsra maradjon.

Még kozelebbrdl megfogalmazva célunkat,
attekintést kivanunk adni a geometria kdzépis-
kolai oktatasdnak kapcsolatarél a Budapesti
Mdszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetemen fo-
lyé épitészmérnok-képzés alapozéd targyaival,
kiilonos tekintettel a CAD targyak oktatasanak
elvérasaira. Minderre tobb évtizedes, felsGokta-
tasban eltoltott tapasztalatunk altal érezziik fel-
jogositva magunkat. Megjegyezziik, hogy alabbi
megallapitasaink és javaslataink tagabb kérben
is érvényesek, mivel j6 attekintéssel és személyes
tapasztalattal rendelkeziink més intézmények és
mas karok (példaul gépész-, épit6-, stb.) mér-
nokképzéseinek vonatkozasaban is.

Altalanossagban véve, egy hasonlattal gy
fogalmazhatnank meg a kozépiskolai és felséfo-
ki matematika kapcsolatat, mint a latin nyelv
és az Ujlatin nyelvek viszonyat: kdzépiskolaban
latinul tanitunk, ezzel mintegy altalanos alapot
teremtve arra, hogy aztdn a szakmai és a szak-

irdny sajatsagos igényeinek megfelel§ speciali-
zaci6 szerinti Gjlatin nyelvek valamelyikét tanit-
suk egyetemen és fGiskolan. Emiatt tanul t6bb
statisztikat egy kozgazdasz, tobb grafelméletet egy
informatikus, t6bb differencidlegyenletet egy gé-
pész és ezért van tobb geometriai ismeretre szik-
sége egy épité- vagy épitészmérndknek. Ugy
érezziik, hogy egyetemi oktatéként segitséget tu-
dunk adni abban, hogy a kozépiskolai oktatés-
nevelésben a legalkalmasabb helyekre kertilje-
nek a geometriatanitas hangsalyai.

Ami a fejlesztési célokat illeti, Ggy véljik,
hogy az 6néllésagra nevelés egyike a legfonto-
sabbaknak. Itt nem csak arrél van szd, hogy
a jovendd hallgaté konkrét problémakat onal-
l6an tudjon megoldani, hanem arrél is, hogy
onalléan képes legyen anyagrészeket feldolgozni.
Ebben nélkiilézhetetlen lenne szdméra a mate-
matikai szakszovegek érté olvasasaban vald jar-
tasséga, értve ezalatt a hagyoményos nyomta-
tott, illetve internet alapu forrasok feldolgozasa-
nak képességét. Ez a képesség a felsGoktatas
egészében fontos, mégis kiulondsen kiemelendd
a matematikdban, geometridban, ahol a koz-
lend§ ismeretek pontos megfogalmazasanak
igénye sokszor sziil a hétkoznapi nyelvhaszna-
lattél nagyon kilénbdzé nyelvi megoldasokat.
Tapasztalatunk szerint hallgatéinknéal egy geo-
metria jegyzet szaknyelvének megértése — mely-
re pedig az ismeretek elmélyitése vagy esetleges
hidnyzas pétldsa miatt sziikség van — nagyon
prébara teszi a figyelmet és koncentralé képes-
séget. Az elmondottak egyuttal kapcsolédnak
a kitarté és pontos munkéra valé nevelés peda-
gobgiai célkittizéshez is. A jovendd (épitész)mér-
nokok képzése szempontjabdl ugyancsak fontos
célia a kozépiskolai matematikénak (is) az esz-
tétikara nevelés, és annak ismerete, hogy a ma-
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tematika szamos terlleten, igy a mérnoki tu-
domaényokban is alkalmazhaté. Ennek kibontéa-
sa mar az egyetem feladata lesz.

Mindezeken tul, az épit6- és épitészmérndk-
képzésben természetesen kiilonds jelentGsége
van a térben valé tdjékozédas és gondolkodas
fejlesztésének is, mely feladatot a felsGoktatés
csak akkor tudja sikerrel ellatni, ha a kdzépis-
kolabdl hozott tudéas e téren is kelléen megala-
pozott. A tanult tételek és dsszefiiggések alkal-
mazasi szintd elsajatitasa kivanatos és semmi-
képpen sem a kisérletezd, ,trial and error” jelle-
gd megkozelitések.

Kissé részletesebben elemezve a kdzépisko-
lai geometria &ltal érintett témakoroket, a ko-
vetkezd hangsulyokra hivjuk fel a figyelmet.

A sziken vett térgeometriarél szélva, az is-
mereteknek egy csoportja kozvetlentl felhasz-
nalhaté a fels6fokd tanulményokban. Ide tar-
toznak az &ltalénos iskolaban megtanult testek
(elnevezések és elemi tulajdonsagok), a kilen-
cedik évfolyamban tanult térbeli ponthalmazok,
a tizedikben és tizenegyedikben sorra kerild,
gyakorlati életbdl szarmazé, és emiatt sziikség-
képpen harom dimenzids tavolsag és szog fel-
adatok megoldéasai; tovabba a tizenkettedik
évfolyamban hosszasan targyalt térgeometriai
fejezet: a térelemek kolcsonds helyzetével, szo-
gek és tavolsagok, térelemek merdlegességének
szabatos értelmezésével, a poliéderek és gorbe
feliletd testek mélyebb vizsglataval. Kialono-
sen hasznosaknak véljik a poliéderek és for-
gasfelliletek be- ill. kordlirt gdmbjeivel kapcso-
latos feladatokat, mivel azok &sszetett térbeli
gondolkodast igényelnek. Tekintve, hogy ezt az
anyagrészt az utolsé évfolyamon tanuljak a hall-
gaték, mikor mar a tovabbtanulési prioritasok
eldéltek, lehet8ség van ra, hogy a mérndki pa-
lydkra késziil6knél ezen ismereteket hangsilyo-
zottabban kérjék szamon a kollégak.

Biztos térgeometriai tudas csakis a sikgeo-
metria kell§ szintd ismeretére épiilhet. Ennek
fontosséga egyfelsl nyilvanvalé - talan elég
csak az analégids gondolkodéasra utalni —, més-
feldl az épitészmérndk képzésben fontos szere-
pet jatszd, alapozé jellegi abrézolé geometria
szerkesztéseiben felhaszndlja a sikgeometriai
ismereteket. Ebbdl a szempontbdl kiilon felhiv-
juk a figyelmet a kilencedik osztalyos tananyag-
bdl a korrel kapcsolatos anyagrészekre, a tizedi-
kesbdl a parhuzamos szelSk tételére és alkalma-
zéséra szakaszok felosztasdban; a tizenegyedi-

kes tananyagbdl a parabolaval kapcsolatos is-
meretek fontossagara.

Nem titkolhatjuk, hogy a kozépiskolai geo-
metriaoktatas egyik nagy hidnyossaga ma az,
hogy a didkok pszichomotoros képességeit nem,
vagy alig fejleszti. Manualitast igényld, klasszi-
kus korzé-vonalzés szerkesztések mindéssze a ki-
lencedik (és kis mértékben a tizedik) osztalyban
kerlilnek el8, és akkor sem a jé par évvel ko-
rabban tanitott szinten. Ezek a hidnyossagok az
életkori sajatossagokat is figyelembe véve igen
nehezen kompenzélhaték az egyetemi képzés-
ben. Itt rdadésul a megtanitandé tananyag ha-
talmas mérete miatt példaul a vonalzdkkal valé
merQleges élliths mikéntjének tanitéaséra vég-
képp kér az id6t pazarolni. Sajnélatos, de igaz,
hogy hallgatéink egy része azért teljesit képes-
ségeinél gyengébben, mert kell§ automatizacié
hijan nem képes feladatait adott idé alatt meg-
felel§ szinten elkésziteni. Mindezt elkertilendd
javasoljuk a kollégdknak, hogy a sikbeli szer-
kesztéseket lehet8ség szerint fokozott hangsuly-
lyal kérjék szamon diékjaiktél. Ennek ugyanis
nem csak az esetleges késébbi mérndki tanul-
manyokban latjak hasznéat, hanem egy altala-
nosabb oktatési-nevelési célt is szolgalunk.

Felsébb évfolyamokon geometriai feladatok
vazlatainak elkészitését is kérhetjiik korzével,
vonalzéval. A térélmény Kkifejezésre juttatasa-
ban, vazlatrajzok, vagy akar modellek elkészité-
sében is igényeljik a rajzeszkozok hasznélatét.
Megjegyezziik, hogy mindez nem csak rutinsze-
rdvé teszi az eszkozhasznélatot, hanem a konst-
rukcié alapjainak megértésével az analizalé
gondolkodast is fejleszti. A felséfokd tanulma-
nyokban szokéasos hosszabb lélegzetd szerkesz-
tések nem képzelhetdk el anélkiil, hogy a tanu-
16k az algoritmikus gondolkodast el ne sajétit-
sék, igy ennek fejlesztése szintén elsGrendd fel-
adat lenne.

Ha a mérnokképzésben alapozé targyként
szerepld, de maéskilénben a térgeometriaval szo-
rosan Osszefiiggé CAD rendszerek oldaléardl vizs-
gdljuk a kozépiskolai geometriaoktatast, szintén
megtaldlhatjuk a stdlypontokat. Ebbdl a szem-
pontbél a dinamikus geometriai szemléletet
fejleszt§ transzformacids szemléletre kiilon is fel-
hivjuk a figyelmet. A megvalésithaté geometriai
transzforméciok egy része mar kozépiskolaban
el6kertil. Kilencedikben az egybevagdsagi transz-
formaciok és a flggvények transzformalasaval
kapcsolatban a merdleges tengelyes affinitas; ti-

MOZAIK KIADO 37



A MATEMATIKA TANITASA

2012. majus

zedikben a kozéppontos nagyitds. Ugyancsak
fontos eléfeltétele a CAD rendszerek hasznéla-
tdnak a sik és tér analitikus kezelésében vald
jartassag. Ehhez a kozépiskola tizedik és f6leg
tizenegyedik osztdlydban, a koordinitageomet-
ridban kapnak segitséget a didkok. A szoftverek
hasznélata sorén, objektumok definidlasakor
tudataban kell lennitik annak, hogy mely ada-
tok megadéasa vezet eredményre, ezek a prob-
lémék gyakran tdl is mutatnak a kozépiskolai
szinten, hiszen a tér analitikus geometridjanak
ismeretét igénylik. Modellezéskor a halmazmu-
veletek alkalmazéaséara szintén sor keril, igy
a muveletek hatasat a didkoknak ismernitik kell.
Ugyancsak fontos, hogy az elnevezéseknek, el-
jardsoknak a hallgaték tudatdban legyenek,
ugyanis a modellezd rendszerek néha eltérg
terminolégiaval élnek, sajatos nyelvezetikk nem
szabad, hogy megtévessze a hallgatét, lassa
benne visszakdszonni a geometriai tartalmakat.

[tt kivanjuk aldhtzni, hogy a szamitégép
hasznédlata nem helyettesiti a térben valé gon-
dolkodas képességét. Természetesen nem mond-
hatunk le a szamitégép adta szemléltetési lehe-
téségekrdl (ha erre méd van, akkor a kdzépis-
kolaban sem), de tudnunk kell, hogy a model-
lek képernyén valé megjelenitésével és a lat-
vany passziv befogadaséaval legfeljebb a meg-
értésig lehet eljutni, de az alkotd, probléma-
megoldd, valddi térbeli gondolkodas csak a tér-
geometria és &brazolé geometria muivelésével
érhet6 el.

Végezetll néhany gondolat arrdl, hogy mi-
lyen irdnyban lenne érdemes a kézépiskola szi-
ken vett térzsanyagat meghaladni abbdl a cél-
bdl, hogy didkjaink felséfokd tanulményait még
zokkendmentesebbé tehessiik, vagy akar azért,
hogy a tehetséges és kutatéshoz kedvet érzd
legjobbak minél kénnyebben érhessenek el si-
kereket. A gondolkodasi muveletek oldalardl
kozelitve a kérdést: a problémaérzékenység és
az ismeretek komplex alkalmazni tudéasa elen-
gedhetetlen. Ami konkrét témakorok esetleges
bevonését illetii mindenképpen javasolhaté
a parabola mellett az ellipszis és a hiperbola el-
mélyiiltebb tanitdsa; az érint6 fogalménak be-
vezetése. A tér szintetikus geometrigjabédl a ve-
tités (mind parhuzamos, mind centralis) vizsga-
lata, a térbeli mozgasok, illetve egybevagdsagi
transzformécidk ismerete szintén hasznos. Er-
demes szét ejteni a téruszrdl, csavargdrbékrdl

is. A CAD rendszerekben kénnyebben boldo-
gul, aki térbeli koordinatarendszerben mar dol-
gozott, abban objektumokat helyezett el, illetve
mozgatott. Ekkor hasznos lehet az egyenes és
sik analitikus lefrasédnak ismerete is.

A tanéarkollégéknak segitséget kivanunk nyuj-
tani azzal is, hogy a hivatkozasban kozoljiik
egy, a Budapesti Mdszaki és Gazdasagtudoméa-
nyi Egyetem elsGéves épitészmérndk hallgatéi
korében, a félév elején kitoltetett geometriateszt
feladatainak és megoldésainak listajat [1]. A kér-
dések tanulmanyozasaval képet kaphatunk arrdl,
hogy a jovendd hallgatéknak milyen tipusu el-
varasoknak kéne megfelelni, mig a vélaszok ki-
értékelése ramutat a tipikus hibakra, ezzel is se-
gitve a felkészlilés hatékonyabba tételét.

Ugyancsak felhivjuk a figyelmet kollégaink
Osszefoglalé tanulmanyéara [2], mely az egye-
temi matematikaoktatas szempontjabdl értékeli
a hallgatok kozépiskolabdl hozott ismereteit.

Tehetséges és lelkes hallgaték tudoméanyos
diakkori dolgozatokban adtak szamot arrdl, ho-
gyan kamatoztathaték a geometriai ismeretek
az alapkutatasban. Az utobbi évek termését a [3]
hivatkozéason érhetik el az érdekl6dék.

Reméljuk, azzal, hogy ezt a néhany gondo-
latot megosztottuk a tanar tarsadalommal, se-
gitettink mindazokon, akik a jéovenddé mérno-
keinek képzését sziviikon viselik és azon a nem
kevés didkon is, akik fels6foku tanulmanyaikat
még csak ezutan tervezik megkezdeni.

A munka szakmai tartalma kapcsolédik
a ,Mind8ségorientélt, Osszehangolt oktatési és
K+F+I stratégia, valamint mikédési modell ki-
dolgozasa a Mdegyetemen” c. projekt szakmai
célkitlizéseinek megvaldsitasahoz. A  projekt
megvalésitasat az Uj Széchenyi Terv TAMOP-
4.2.1/B-09/1/KMR-2010-0002 programja ta-
mogatja.

Irodalom

[1] http://www.epab.bme.hu/oktatas/
2011-2012-1/a-AbrGeol/
felmero_2011_eredmenyek.pdf

[2] Csakény Anikd — Pipek Janos: A 2009 szep-
temberében a mdszaki és temészettudoma-
nyos szakokon tanulméanyaikat kezdé hall-
gatok 4ltal frt matematika felmér§ eredmé-
nyeirdl, Matematikai lapok, 2010/1, 1-15.

[3] http://www.epab.bme.hu/docs/SzM/TDK/
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Dr. Kalacska Jozsef

A Sokszinli Matematika tankonyvcsalad
hasznarol kilhoni szemmel

f6s matematika-fizika szakiranyd osztaly

vezetését és benne a matematika tani-
tasat kaptam meg a Rév-Koméarom-i Selye Ja-
nos Gimnéziumban. Nagy lendiilettel és oda-
adassal kezdtem munkahoz osztalyfénokként és
szakos tanarként is — kivaltképp azért, mert ez
egy ,peregrinus” osztaly lett. Ketten voltak ko-
maromiak, a tobbiek a Szenctdl Rimaszombatig
tarté, kortilbelill kétszaz kilométeres vidékrdl
jottek, mindannyian azzal a hatarozott szandék-
kal, hogy tanulni, minél tobbet befogadni akar-
nak.

Minden elérhet8 matematikaversenybe be-
neveztiink (Matematikai Olimpia, Kenguru,
Nemzetkézi Magyar Matematikaverseny, Ove-
ges Verseny, Cornides Istvan Matematika-Fizika
Emlékverseny, Felvidéki Matematikaverseny
stb.). Bekapcsolédtunk — de csak versenyen ki-
vil, mert hatéron kiviiliek vagyunk — az Arany
Déniel Matematikaversenybe is. Az orszégos
déntdbe harom didkom jutott be, koziilik Ra-
kyta Péter (jelenleg az ELTE végzés doktoran-
dusza) teljes pontszamot ért el. Oklevelet errdl
nem kaphatott, de meghivést kapott (velem
egyltt) a Lajos Jozsefné éltal a Készegi Jurisich
Mikl6s Gimnéaziumban szervezett orszagos te-
hetséggondozé taborba.

A tanéri program része volt a Mozaik Kiadé
altal akkor frissen kiadott Sokszini Matematika
9. tankényv bemutatasa. A szerzdk: Kosztolanyi
Joézsef, Kovacs Istvan, Pintér Klara, Urban Ja-
nos, Vincze Istvan. Mi akkor Szlovakidban egy,
az 1980-as évek kozepén megjelent cseh szer-
z8k altal irt, s leforditott tankényvet hasznél-
tunk. Azonnal ,rdharaptam”, s azéta a teljes so-
rozatot a példatarakkal, CD melléklettel egyttt

(A 2000/2001-es tanévben egy harminckét

segédkonyvként hasznalom. Néhéany alkalom-
mal elvittem magammal a szlovék kollégakkal
egylitt tartott, tobb megyét atfogd tovabbkép-
zésre is a Sokszind Matematika tankényvcsala-
dot, s bemutattam az ott résztvevs kollégaknak,
akiknek egybehangzéan az volt a véleménye,
hogy érdemes lenne leforditani szlovékra.

A benne foglalt tananyag sorrendje termé-
szetesen nem egyezett, s ma sem egyezik meg
a Szlovakiaban eldirt sorrenddel, de ez nem za-
var benniinket, mert egyszerre két évfolyamot
vasarolunk meg, s mindig az aktudlis kotetet
vesszik eld. Abban az idében a hivatalos szlo-

vékiai gimnéaziumi, négy évre szol6 tankonyv-

Kosziolanyi Jozset
Kovacs Istvan
Pintér Klara
Urban Janos
Vincze Istvan
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egylttes tizenharom flizetbdl allt. Ezek kozil
igazdn csak az évfolyamonkénti egy-egy fel-
adatgyijtemény volt hasznalhat6, a tobbi nem
volt alkalmas az érettségire és felvételire vald
felkésziilésre. Ezt megerGsitették az altalam a ké-
szegi tdbor mintdjara Rév-Koméromban tébb
éven &t szervezett tehetséggondozé tabor egyi-
kében a versenygydztes didkok tanaraiként részt-
vevs kollégék is, a hazai tankényvird csapat
gesztora, Tomés Hecht és a Sokszind Matema-
tika sorozat tarsszerzgje, dr. Urban Janos jelen-
létében megtartott vitaférumon. Nagy szeren-
csémnek tartom, hogy idében réatalaltam a Sok-
szind Matematika tankonyvcsaladra, mert azéta
nemcsak a mi iskolank, hanem tébb felvidéki
gimnézium is haszndlja, segédkonyvként a di-
aksaghoz eljuttatja Sket.

Az egyes fejezetek feldolgozasan latszik,
hogy a szerzék alapos médszertani tudéssal és
tanitési tapasztalattal rendelkeznek. A kényvek
nyelvezete érthetd, preciz, tokéletes. Nekiink,
kiilhoniaknak ez kiilonosen fontos, mert diak-
jaink altalaban szlovakbdl forditott kdnyvekbdl
tanulnak. A forditék pedig legfeljebb érettségiig

Kosziolanyi Jozsef
Kovdcs Istvan
Pintér Klara
Urbidn Janos
Vincze Istvin

Matemn
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tanultak anyanyelven, egyetemi tanulmanyaikat
szlovakul vagy csehiil végezték.

Felesleges szdszaporitas nincs benne. Fel-
épitése, sokszind abrai, az ismeretatadas induk-
tiv itja mind-mind a fogalmak, definicidk, téte-
lek és az egyes lépések megértését szolgélja.
Sik- és térmértani abrai, a fliggvények és azok
traszforméaciéinak feldolgozasa, a koordinéata-
geometria el&irt tananyaganak bemutatasa iga-
zan ,beszédesre” sikeredett (elloptam az egy-
korvolt sziirke kényvek egyik cimét).

A fejezetek el6tti torténeti visszatekintés, a ne-
ves matematikusok révid életrajzat bemutat6 ira-
sok felkeltik a tanulék érdeklédését, ez a vilag-
hélén valé keresésre sarkallt tobb didkomat is.

Nagyon j6 és hasznos a fontos képletek,
Osszefliggések, megtanulandé informécidk lap-
széli kiemelése. Nekem Kdszegen, amikor els-
sz6r kezembe vettem a tankonyvet, meghok-
kentének, nem oda valénak tintek az illusztra-
tor rajzai. Tizévnyi haszndlat alatt lattam, hogy
egy-egy rajz miként csal mosolyt a didkok arca-
ra, s hogy lehet pici fels6hajtas utan felidiilve
folytatni az 6rat.

A fejezetek uténi feladatok didaktikai szere-
pe atgondolt, sorrendjiik, valasztasuk nem otlet-
szerd, hanem koévetik a bemutatott mintapéldak
nehézségi fokét.

Ugyanez érvényes a Feladatgydjteményekre
is. Fontos érdeme a Sokszind Matematika tan-
konyvcsalddnak, hogy alkalmas a didk 6néllé
ismeretszerzésére, tanulasra — hidnyzas esetén
az éatvett tananyag konnyen pétolhatd, feldol-
gozhaté.

Nalunk, Szlovakiaban az idén érettségizik az
a generéacio, akik a drasztikus tananyagcsok-
kentés aldozatai lettek. Jelenleg a gimnéazium
elsé és masodik évfolyama részére van szlovak
nyelvi és magyarra is leforditott tankényv,
amely merdben mas felépitésd, mint az eddig
megjelent tankényvek barmelyike. Nyiltan val-
lalja, hogy a benne foglalt anyag messze nem
elég annak, aki érettségizni szeretne matemati-
kabdl. Tanulja meg onnan, ahonnan tudja!(?)
Még szerencse, hogy mindegyikiik taskajaban-
polcéan ott van a ,,Sokszinti—csalad”.
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Ringler Andras

A magassag-tétel és a befogo-tétel is
,azonos” a kor egyenletével

derékszogd haromszogekre kimondott

magassag-tétel és a befogd-tétel leve-

zetéséhez csupan a hasonlésag ismere-
tére van szlikség. Konnyd megmutatni, hogy e
két tétel mindegyike egyenértékd a kor egyen-
letével.

Az egyszerdség kedvéért, a ¢ atfogdjan, viz-
szintesen fekvé ABC derékszogd haromszog ko-

ré rajzolt, r = % sugaru kor kézéppontja legyen

a koordinata-rendszer origéja (lasd az 1. &b-
rat!).

Y A

1. dbra

[rjuk fel a ¢ atfogéhoz tartozé y magassagra
az y2=AD -DB=(r+x)-(r-x) magassag-
tételt, amelynek rendezésével

2 2

V=r2-x2=x2+y=r

adédik; ez pedig a kozponti helyzetd kor
egyenlete, ha ugy tetszik, a Pythagoréasz-tétel.

A b oldalra felirt befog6-tétel szerint b? =
=AD-AB=(r+x)-2r=2r2+2rx, amelyben
a b? helyére b%=AD?+ CD? = (r + x)% + y2-et
frva

(r+x)2+y?=2r2+2rx =
r2+2rx+x2+ Y2 =2r2 + 2rx =
X2+ y2 =2

adédik, és ez is a kdzponti helyzetd kor egyen-
lete, ha gy tetszik, a Pythagorész-tétel.

Y A
C(x; v)
b
rey
(0; 0) (r; 0)/ D .
A X 2r—-x|B x
2. dbra

Az éaltalanosabb bizonyitashoz azonban egy
kicsivel tobb leleményességre van sziikség, ha
az ABC héromszog koré rajzolt haromszog ko-
zéppontja nem az origdban, hanem valahol més-
hol, mondjuk, az (r, 0) koordinatdkkal meg-
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adott pontban van (lasd a 2. abrat!). Ekkor
a c étfogbhoz tartoz6 vy magassagra felirt
v2=AD-DB=x - (2r — x) magassag-tétel rende-
zésével

V2=2rx—x2=x%-2rx+y2=0,
mindkét oldalhoz r2-et adva

X2 -2rx+ri+yl=ri=
(x—r)2+y?=r?

adédik; ez pedig az (r,0) kozéppontd kor
egyenlete, ha gy tetszik, a Pythagorasz-tétel.

Ugyanerre az elrendezésre, a b oldalra frjuk
fel a b2=AD -AB=x - 2r befogé-tételt, majd
a b? helyére b2 = AD? + DC? = x2 + y2-et frva

X2+ Y2 =2rx =
x2-2rx+y2=0=
x2-2rx+r2+yi=r2=
(x—r)2+y2=r2

adédik; vagyis Gjbdl ,elall” az (r, 0) kozéppon-
ti kor egyenlete, ha tgy tetszik, a Pythagorasz-
tétel.

Az altalanos helyzetd, (u, v) kdzépponta kor
(x—u)2+(y—v)2=r2 alaki egyenletét az
x2 + y2 = r2 alakd egyenletet transzformélasaval
allithatjuk el8; de sokkal tanulsagosabb az ed-
dig mutatott geometriai Gt. Ha az utébbit ko-
vetjik, és az ABC héaromszog koré rajzolt kor
kozéppontjat az (u, v) koordinatak jelolik ki, ak-
kor a 3. dbran bejelolt tavolsagokkal, a ¢ atfo-
gobhoz tartozé CD = (y — v) magasségra felirt

(y—v)2=AD-DB=
=(r+(x-u) (r-(x-u))=
=r2—(x—u)?

magassag-tételbdl, rendezéssel

(x—u2+(y-v)2=r

adédik, és ez az (u, v) kdzéppontd kér egyen-
lete, ha ugy tetszik, a Pythagorasz-tétel.

Y A

b 4

(0; 0)
3. dbra

Ugyanezen elrendezés esetén, a b oldalra
frjuk fel a b2=AD - AB = (r + (x — u)) - 2r befo-
g6-tételt, majd a b? helyére b2 =AD?+ CD? =
=(r+ (x—u))2+ (y—v)2-et frva

b2=(r+(x-u)?+(y-v)?=
=(r+(x—-u)) - 2r

adédik, amelybdl rendezéssel ,elGall” az (u, v)
kozépponta kor

(x—u+(y-v)?2=r?

alaka egyenlete, ha ugy tetszik, a Pythagorasz-
tétel.

Az elmondottak nyilvan azt igazoljék, hogy
a derékszogd haromszogekre kimondott magas-
sag- és befogd-tételek valdjaban a kor egyen-
letével, illetve a Pythagorasz-tétellel ,,egyeznek

”

meg’.
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Ringler Andras

A paratlan tokéletes szam és osztoinak

tulajdonsagai |.

Egy 2500 éves probléma

A tudomdnyok kirdlyndje a matematika, a ki-
rdlynd korondja a szdmelmélet, és a korondn
lévd legszebb gyémdnt a négyzetes reciprocitds
tétel.”
(Gauss)
zokat az egész szamokat, amelyek els-
A allnak a naluknél kisebb, pozitiv egész
osztéik Osszegeként, tokéletes szamok-
nak nevezziik. Az ismert paros tokéletes szamok
mellett ma még nyitott a kérdés, vajon péaratlan
tokéletes szam létezik-e; vajon mi lehet az oka
annak, hogy eddig még senki sem talalt egyet-
len pératlan tokéletes szamot sem?

Nyilvanvalé dolog, hogy a =2500 éve kere-
sett paratlan tokéletes szamot osztéinak a tulaj-
donséagaibdl ismerhetjiik meg, hiszen az oszték
tulajdonségai ,mesélik el” legjobban, hogy va-
l16jaban milyen is ez a szam. A paratlan tokéle-
tes szam létezésére vonatkozé kérdés megvala-
szolasaval, tulajdonsagainak vizsgalataval mar
nagyon sokan foglalkoztak, és nekem is sok al-
matlan éjszakéat okozott.

Most azt mutatom meg, hogy ha léte-
zik a (4n+1)¥mt1. Q2 alaka paratlan to-
kéletes szam, akkor annak (4n + 1) alaka
primosztéja mellett a (2n + 1) alaka szam
is biztosan osztéja; ezért ha létezik a pa-
ratlan tokéletes szam, akkor annak

(4n + 1)4m+1 . QZ —
=(@n+1)4m+1.(2n+1) - q

alaka szamnak kell lennie.

Euler szerint, ha a péaratlan tokéletes szam
létezik, akkor annak

(4n + 1)4m+1 . Q2 =

= (4n+ 1)4m+1 .p12m1 'Pgmz 'P§m3 P?mk

alaka szamnak kell lennie, amelyben a 4n + 1,
pP1, P2, P3, ..., Pk Szamok paratlan primek,
(p; = 2n; + 1); a kitevékben 1évé m, my, mg, ms,
..., my szamok pedig pozitiv egészek.

Nyilvanvalé dolog, hogy a pératlan szamok
osztéi paratlanok; ezért a paratlan tokéletes
szam csakis pératlan szdmu, pératlan egész
szam Osszegeként allhat elS; az 6sszes osztok
Osszege viszont péaros szamot eredményez,
mégpedig a paratlan tokéletes szam kétszeresét.

Fenti &llithisom bizonyitasdhoz tegyiik fel,
hogy létezik a paratlan tokéletes szam, ezért ,,al-
litsuk el6” minden osztéjat, és vegyik az Gssze-
guiket; igy

1+@n+1)1+@n+12+@n+1)3+ ...+
+ (4n + 1)4m+1) (1 +p%+p%+p:1)’+ ...+p%”"1) .
~(1+p%+p%+p%+...+p%m2) L
C(L+pltp2+ .. +p2m) =2 (4n+ 1)1 Q2

adédik. Ebbdl a kifejezésbdl azonnal latszik,
hogy az egyenlség bal oldalan 1évé elsé ténye-
28, az egyszerlség kedvéért a bal oldali euleri
tényezd, a

1+@n+1)1+@n+1)2+@n+13+..+
+ (dn + 1)4m+1)

alaka 6sszeg kiszamolésahoz 4m + 2 darab pa-
ratlan egész szamot kell &sszeadni; ezért ez az
Osszeg biztosan paros. Vegyuk észre azt is, hogy
ez a tényezd teszi a kifejezés bal oldalét parossa,
mégpedig 4-gyel nem oszthaté péaros szamma!
Ha ez a tényezd 4-gyel is oszthaté péros szam
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vz

lenne, akkor az el6z8 kifejezés 2-vel valé oszta-
saval ellentmondéashoz jutunk; a bal oldali szor-
zat paros maradna, a jobb oldali szorzat értéke
viszont pératlanna vélna. Mivel a bal oldalon
1évé tobbi tényezd, a zardjelekben 1évs Gssze-
gek értékének a kiszamolasahoz, kilén-kiilon,
2m; + 1 darab, vagyis pératlan szamu, péaratlan
egész szamot kell Gsszeadni; ezért ezek az Osz-
szegek, vagyis az egyes tényezSk mindig péarat-
lan egész szédmok lesznek. Ezeknek a pératlan
szamoknak (6sszegeknek) szintén péaratlan
(1 +p%+p%+p%+...+p%ml)~
~(1+ps+pb+p3+..+pgm)- ...
(1+p}+pf+..+pfm)
szorzatét a tovabbiakban a roévidség kedvéért P-
vel jel6lom; igy a korabbi kifejezés
(1+@n+1)1+(@n+12+(@n+1)3+ ..+
+ (4n + 1)4m+1) .P=2. (4n + 1)4m+1 . QZ (*)
alaku lesz, amelyben a bal oldali euleri ténye-
zG6t, mint paros Osszeget, révidebben, az
1+@n+1)1+@n+1)2+@n+1)83+ ..+
4m+2 _
+ (4n + 1)4m+1 =M
4n

alakba from, majd

(4n+1)4m2 1 _
4n
(An+1)?™1 +1)- (dn+1)°™ 1)

4n

2m+1 _
=((4n+1%m1 4 1) An+ )7 -1
4n

szorzattd alakitom. Ezzel az utébbi triikkel to-
vébbi érdekes eredményekhez juthatunk, ha a
((4n + 1)2m*1 + 1) alakd, péros tényezét is szor-
zattd alakitjuk. Ehhez hasznaljuk fel, hogy az
a2kl 4+ p2k+1 zlakd Gsszegeknek az (a + b) Gsz-
szeg mindig osztéja: (a+ b)| a2kl + p2k+1;
ezért a ((4n + 1)2m*1 + 1) alakd tényezd is felir-
haté a

(4n+1)2m1 + 12741 = (4n + 1 + 1) - (VALAMI) =
=2 (2n+1)- (VALAMI)

alakba. Mivel ez az ,atiras” azt mutatja,
hogy a (2n+1) alaki tényezé biztosan

osztéja a bal oldali euleri tényezének,
ezért a (*) egyenlGség teljesiilése esetén ez
a (2n+1) alakG szam a (4n+ 1)4m+1. Q2
alaku paratlan tokéletes szamnak is osz-
téja kell, hogy legyen. Ez pedig nyilvan azt
jelenti, hogy a (4n + 1)4m*1. Q2 alaki pératlan
tokéletes szam létezése esetén a (4n + 1) alakd
prim osztéja mellett a (2n + 1) alaka péaratlan
szam is biztosan osztéja. Mivel a (4n + 1) alakd
szam prim, ezért a (2n+ 1) alakd szdm csak
a Q? tényezdének lehet az osztéja, vagyis
Q%2=(2n+1)-q biztosan teljestil; ezért ha
a paratlan tokéletes szam létezik, akkor
annak (4n+1)4m+1.Q2=(4n + 1)4m+1.
-(2n+1)-q alaka szamnak kell lennie.
Mivel a Q2 tényezdre, mint paratlan négyzetsza-
mok szorzatara, vagyis mint egy paratlan szam
négyzetére a Q?=1 (mod 8) biztosan teljesiil;
ezért 2 nem|n (2 nem osztéja n-nek) esetén a q
szamra is teljestlnie kell, hogy gq=2k+1
és 2nem|k (2 nem osztéja k-nak); vagyis
g =3 (mod 4). Pératlan n szdm esetén a k szam
azért nem lehet péros szam, mert ekkor a
Q%2=02n+1) - 2k+1)=
=2n-2k+2 - (n+k)+1=1 (mod 8)

nem teljestilne. Paros n szdm esetén viszont az
(n + k) szamnak legalabb 4-gyel oszthaté paros
szdmnak kell lennie; a Q%=1 (mod 8) tehét
csak azonos paritast n és k szamokkal teljestil-
het.

Nyilvanvalé dolog, hogy a
(4n+1)2m1+1=2.(2n+1) - (VALAMI)
felbontasban, az m szamtdl is fliggd, a réviden
»(VALAMI)”-vel jelolt tényezd is osztdja a pa-
ratlan tokéletes szdmnak, de az ettdl, és a
(4n+1)*m2 -1
4n
maéanyozasa tovabbi meggondoléasokat igényel.

tényez6tdl vald fliggés tanul-

A pératlan tokéletes szam létezésével kap-
csolatos vizsgalatok 6 célja annak az eldontése,
hogy a (*) alatti egyenléség vajon teljestilhet-e,
vagy sem. Ha kideriilne, hogy a (*) alatti
egyenldség nem éllhat fenn, akkor ez azt jelen-
tené, hogy a pératlan tokéletes szdm nem léte-
zik; és ez a felismerés az utébbi 2500 év egyik
legérdekesebb matematikai hire lenne.
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FELADATROVAT TANAROKNAK

Rovatvezets: Kosztolanyi Jézsef

Kérjiik, hogy a megoldasokat a rovatvezetd
cimére kildjék: 6757 Szeged, Miklos u. 27.
Ugyanide kell kiildeni a kitdzésre szant felada-
tokat is. Ezeknek a megoldésat is mellékeljék!
Minden megoldast (tehat ugyanannak a fel-
adatnak a megoldasait is) kiilon lapra frjék tollal
vagy géppel, jol olvashatéan! Mindegyiket kii-
lon-kilén hajtsdk dssze, és kiilsé felére irjak ra
a feladat sorszdamat és a megoldé nevét! Csa-
toljanak a megoldésokhoz dsszesitd jegyzéket is!
A megoldasokat a Kkittizést kovetd harmadik
szamban ismertetjiik. A legjobb megoldasokat
bekilddgjik nevével kozoljik.

Bekiildési hataridé: 2012. jinius 30.

Feladatok (440-444.)

440. Egy korvonalra felirtak 2012 darab
szamot Ugy, hogy barmely 8 darab egymas
melletti szam 6sszege 88. Tudjuk, hogy az elsé-
nek felirt szdmtdl pozitiv kortljarési irdnyban
haladva 123-adik szdm a 11, az 1234-edik
szam a 8, az 541-edik szdm pedig a 4. Hatéaroz-
zuk meg a 2012-edik szadmot.

Nemecské Istvdn, Budapest

441.Egy konvex négyszog oldalainak
hossza pozitiv kértiljarési iranyban a, b, c, d. Bi-
zonyitsuk be, hogy a négyszog akkor és csak
akkor paralelogramma, ha

2@+c)(b+d) ab N bc cd da

= + + .
a+b+c+d a+b b+c c+d d+a

Bencze Mihdly, Brassé

442 Mutassuk meg, hogy az f R - R,
fix)=k-x2+n-x+2012 fuggvény béarmely
valés x esetén pozitiv értéket vesz fel, ha k a
2012! végén talalhaté 0-k szdma, n pedig olyan

pozitiv egész, amelyre pératlan egész

szam.
Olosz Ferenc, Szatmdrnémeti

443. Legyen x olyan valés szam, amelyre
tgx + ctgx = m, ahol m egész szam. Igazoljuk,
hogy tg®x + ctg®x egész szam, de nem négyzet-
szam.

Bir6 Bdlint, Eger

444, (a 435. feladat egy lehetséges altala-
nositasa) Bizonyitsuk be, hogy ha «, B, y eqy
hegyessz6gd haromszog belsé szogei, akkor tet-
sz6leges 44, Ag, A3 pozitiv valés szamokra

Miga+22tgB+ A2 tgy 2

> 2/11122,3(Sina + sin + sinyj.
Mo A A

Dalyay Pdl Péter, Szeged

Feladatmegoldasok
(425-429. feladatok)

425. Adott 2-nél nem kisebb pozitiv egész
n szamra az Mpy(xp; yg) pont illeszkedik az
y2=nx—1 parabolara és az y=x egyenesre.
Bizonyitsuk be, hogy barmely pozitiv egész m
esetén létezik olyan k>2 egész, hogy az
M (xg'; y(’)") pont kézés pontja az vZ=kx—1
parabolanak és az y = x egyenesnek.

Megoldds: A feltétel szerint xq és yg az x2 — nx +

+1 =0 egyenlet gyokei. A gyokok és egyiittha-
ték kozotti dsszefiggésekbdl (Viete-formulak-
bdl) adédik, hogy xq + 1 =n (= 2) egész. Afel-
X0
tételekbdl adédik az is, hogy xq > 0.
Azt kell belatni, hogy barmely pozitiv egész m
esetén pozitiv egész az x( + im =k(m) Osszeg
X0

is. Teljes indukciéval bizonyitunk.

(i) A feltételbdl: k(1) = n pozitiv egész.

(i) Tegyuk fel, hogy valamely m-ig (m>1)

teljestil az allités, azaz k(m) pozitiv egész.

k(m+1) = xg™+

1 —
t T
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1 1 1 1
=|xg +— || xg+— || X0 +—=|=
[ ’ OJ( ’ XOJ ( ’ xa"-lJ
=n-k(m)-k(m-1)
Az indukciés feltevés alapjan k(m + 1) pozitiv

egész, azaz az allitast bizonyitottuk.

Tébb megoldds alapjdn
A megoldék szédma: 5.

426. Legyen H={1; 2; 3; 4; 5}, és legyen

2 k+1
flm; k) = Z m- 1l ahol k e H, m pozitiv
P i+

egész és [a] az a szam (als6) egészrészét jelenti.
Mutassuk meg, hogy barmely pozitiv egész n
esetén létezik ke H és m pozitiv egész, hogy

flm; k) =n.

Megoldds: Definialjuk az A (k € H) halmazokat
a kovetkezSképpen:

Ac={(k+1)x2|x eN*}.

A szamelmélet alaptétele szerint az A halmazok

5
paronként diszjunktak. Legyen A= U A.
k=1

Rendezziik az A halmaz elemeit nagysag szerint
novekvd sorrendbe: a; <ag <az<....

Tekintsiik az a,, € A szadmot (n tetsz8leges pozitiv
egész). Hozza pontosan egy olyan k € H létezik,
amelyre a, € Ax. Szamoljuk meg, hogy az 1, 2,
..., @, szamok kozott hany A-beli van. ElGszor is

vildgos, hogy pontosan n darab, hiszen az A ele-
meit nagysag szerint névekvd sorrendbe raktuk.
Mésrészt — mivel a (k + 1) alaki szdmok sza-

Ly 2 X 2
ma egy x korlatig éppen { ﬁ} —, ez a szam
+

5
megadhatd Ggy is, hogy n= Z{ _anl } Mivel
i1 Vit

a, €Ay, ezért a,=(k+1)m? teljesiil valamely
alkalmas pozitiv egész m-re. Igy

& fa, | 2 k+1|
o3 o T

Ezzel a feladat allitasat belattuk.
Borbély Joézsef, Tata

A megoldék szédma: 2.

46

427.legyen f(x)=x2+a (xeR). Legyen
fHx) =f(x) és fr(x) = f(f"~1(x)) (n=2, 3, 4, ...).
Adjuk meg az a valés paraméter dsszes olyan
értékeét, amelyre teljesiil, hogy |f"(0)]<2 bar-
mely pozitiv egész n esetén.
Megoldds: Az a,=f"(0) jeloléssel az a;=a,
a,=a2_1+a rekurzibval megadott sorozatot
kapjuk. Keressiik azokat az a valdés szamokat,
amelyekre |an |<2 minden pozitiv egész n
esetén.

1.Ha a<-2, akkor az | a, |<2 feltétel nem

teljesiil, han=1.

2.Ha -2<a<0, akkor teljes indukciéval

megmutatjuk, hogy | a, |<—a minden pozitiv

egész n-re, igy | ap |l<-a<2.

Han =1, akkor ’al | = —q, tehat az dllitas igaz.

Tegytik fel ezutan, hogy | a, |=-a valamely po-

zitfv egész n-re. Ekkor
a<a?+a<a’+a=ala+2)-a<-aq,

mivel -2<a<0 miatt a(a+2)<0. Innen
| an +1 |=| az+a | < —a, amit igazolni akartunk.

3.Ha O<a< %, akkor azt mutatjuk meg teljes

) - 1 »
indukciéval, hogy |a,|< 3 minden pozitfv
egész n-re, igy |an |<2is teljestil.

Ha n=1, akkor |a;|=a<

< 5 vagyis az al-

B

litas igaz.
Tegyiik fel, hogy |an|sé valamely pozitiv
egész n-re. Ekkor

1
+ )
2

D=

a =a2+a=012+a$l
|n+1| n n 4

amit igazolni akartunk.
P 1
4. Végul ha 1 <a, akkor
— 2 -
ny1 —0p =0y A -0y =

2
=(an—%j +a—%2a—%>0
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miatt az {a,} sorozat szigordan noévé. Ha {a,}

korlatos lenne, akkor létezne a lim a, = A vé-
n—eco

ges hatéarérték, és mivel a,,;=0a2+a, ezért
A=A%+aq is fennéllna. Ez viszont lehetetlen,
mert

2
A2—A+a=(A—lj +a—120—l>0.
2 4 4

A fentiek alapjan |an |< 2 akkor és csak akkor
all fenn minden pozitiv egész n-re, ha

—2Sa£l.
4

Hornung Tamds, Zalaegerszeg
A megoldék szédma: 4.

428. Az ABC héaromszog koré irt korének
kozéppontja K, beirt kérének kozéppontja O.
A beirt kér a BC oldalt a D, a CA oldalt az E, az
AB oldalt az F pontban érinti. Az FD és CA egye-
nesek metszéspontja P, a DE és AB egyenesek
metszéspontja pedig Q. A PE szakasz felezé-
pontja M, a QF szakasz felez8pontja N. Igazol-
juk, hogy az OK egyenes merdleges az MN egye-
nesre.

Megoldds: Jelolje a, b, c rendre a BC, CA, AB
oldal hosszét, s pedig a haromszog félkertiletét.
Tudjuk, hogy AE=AF=s—a, BF=BD=s-b
és CD = CE =s — c. A PC kiszamitasa végett ir-
juk fel Menelaosz tételét az ABC héaromszogre
és az FD szel6re:

AF BD CP _

BF CD AP
azaz

CP_CD _s-c

AP AF s-a

Mivel a feladat feltevésében szerepel, hogy FD
metszi CA-t és DE metszi AB-t, ezért c#a és
a#b. El6szor targyaljuk azt az esetet, amikor
a<c (1. bra).

Ebben az esetben az el6z8 Gsszefliggésbdl ko-
vetkezik, hogy CP < AP, ami azt jelenti, hogy P
az AC szakasz C-n tali meghosszabbitéséra il-
leszkedik, ezért AP = AC + CP. Igy

cp-bls=d,
c-a

Folytassuk a b <a esettel (1. dbra). Ekkor az
elébbiekhez hasonl6an belathaté, hogy Q az

1. dbra
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AB szakasz A-n tali meghosszabbitasara esik, és
AO = c(s—a) '

« a-b
A fentiek alapjan adédik, hogy

ME=E= CP+CE _ (s—a)(s—c).
2 2 c—a

Mivel c <s, azaz c —a <s—a, ezért CE <ME, és
igy

_ 2
MczME_cgzu
c—a
és
2
MA=ME + AE= 8=
c—a

A kapott 6sszefliggések alapjan

(s—a)*(s—c)*

MA-MC = . = ME?,

(c—a
ami azt jelenti, hogy az M pont illeszkedik a be-
irt és a koré irt kor hatvanyvonaléra.

Hasonl6 szamitasokkal adédik, hogy

NE = (s=b)(s—a)
a-b
Na-ls=a)
a-b’
2
ng=8=b"
a-b
Ezek alapjan
2 2
NA.NgzszF{

(a—b)?

azaz N is illeszkedik a két kor hatvanyvonaléra.
Ismert, hogy két kor hatvanyvonala merdleges
a korok kozéppontjait 6sszekotd centrélisra, ami
az allitast bizonyitja.

A c<a illetve a<b esetek targyaldsa analdg
maédon térténik, az eredmények csak annyiban
kiilonboznek a fentiektdl, hogy ¢ —a helyére
|c—a , b — a helyére pedig |b—a| kerdil.

Dalyay Pdl Péter, Szeged
A megolddk szama: 4.

429. Hatarozzuk meg az &sszes olyan
(p; g; n) rendezett szamharmast, amelyben p és
q pératlan primszamok, n 2-nél nem Kkisebb
egész szam, valamint g" "2 =3"*2 (mod p") és
p" +2=3n+2 (mod qn).

Megoldds: A feltételekbdl konnyen addodik,
hogy ha p = 3, akkor és csak akkor q = 3. Ez azt
jelenti, hogy a (3; 3; n) rendezett szdmhéarma-
sok barmely n>2 egész szam esetén kielégitik
a feladatbeli kongruencidkat. Kénnyen lathaté
az is, hogy nincs olyan rendezett szdmhéarmas,
amelyre p = g # 3 teljestilne.

A tovabbiakban a fentiek alapjan feltételezhet-
juk, hogy 5<p<q.

Ha n=2, akkor ¢2 |p4—34, ahonnan adédik,
hogy g2 | p? — 32 vagy q2 | p? + 32, és a feltételek
alapjan pontosan az egyik oszthatésag érvé-
nyes. Mésrészt viszont 0<p?-32<qg? és
%(p2 +3%) < p? < g?, ami ellentmondas.
TegyUk fel a tovébbiakban, hogy n>3. A fel-
tételekbdl adédik, hogy

pn|pn+2+qn+2_3n+2

qn|pn+2+qn+2_3n+2.

Mivel p < q, és primek, ezért

pnqnlpn+2+qn+2_3n+2. (1)

Mivel pq" Spn+2+qn+2_3n+2<2qn+2’ ezért
pn<2q2'

Mivel q"|p"t2-37t2 és 3<p, ezért

1+g

qngpn+2_3n+2<pn+2’ és igy q<p ". Az

2+i 3+i

eddigi becslések alapjan p"<2p "n<p n,

ahonnan n<3 +£. Ez pedig azt jelenti, hogy
n

n=3, és igy a feltételek: p3|q®—3° é&s
q®|p°-35.

Mivel 55-35=2-11- 131, ezért 5<p, és mi-
vel prim, ezért p|q®—35 Masrészt a ,kis”
Fermat-tétel alapjan p|gP~1-3P-1. Ebbdl a
két ténybdl kovetkezik, hogy ha d jeldli p — 1 és
5 legnagyobb kézés osztéiat, akkor p | g — 39.
Ha d =1, akkor p | q — 3. Mivel

g —-3°

3 =q*+3q3+32¢%+33q+ 3=
q-

=5- 3% (mod p),
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g -3°

és 5<p, ezért p nem osztéja -nak, és

iqy p3|q - 3. Abbdl, hogy q3|p® — 3° kévetke-

5
zik, hogy q° <p°-3°<p®=(p°)3 < ag ami
ellentmondas, ezért 1 <d.
Abbdl, hogy 1<d kovetkezik, hogy 5 lp-1.
Hasonléan lathaté be, hogy 5 | q — 1 is teljestil.
Mivel 7<p<gq, ezért q és p — 1 relativ primek.
Ezt és a g3|p®—3° oszthatésagot figyelembe

5 5
—°_ _nak. |
3 qy

véve kapjuk, hogy g3 osztéja

5_35
@<P - = pt+3p3+32p2 + 33p + 34,

Abbdl, hogy 5|p-1 és 5|q -1 adédik, hogy
p=>11ésq=31.Igy

ool 8-

1
8ya o ,
azaz | oo -q4 < p. Ezt felhasznélva

Ez viszont ellentmond (1)-nek, mely szerint
p°q®[p° +q° - 3.
Kaptuk, hogy a megfelel§ rendezett szamhéar-
masok (3; 3; n) alakaak, ahol n > 2 egész.
Borbély Jozsef, Tata
Dadlyay Pdl Péter, Szeged
A megoldék széma: 2.

A megoldék névsora: Borbély Jézsef, Tata
(425-429.); Dalyay Pal Péter, Szeged (425-
428.); Hornung Tamas, Zalaegerszeg (425.,
427., 428.); Nagy Sandor, Békéscsaba (425.,
427., 428.); Velkeyné Gréczi Alice, Ipolyszog
(425.).

PALYAZATI FELHIVAS
Ratz Tanar Ur életmidij — 2012

bioldgia-, matematika-, fizika-, kémiatanarok elismerésére

z Ericsson Magyarorszag, a Graphisoft

R&D. és a Richter Gedeon kozos dijat

alapitott magyarorszagi tanaroknak, me-
lyet a Fasori Gimnézium legendés hird mate-
matikatanararél ,RATZ TANAR UR ELETMU-
DIJ”-nak nevezett el. E dij gondozéaséra létrejott
az Alapitvany a Magyar Természettudoméanyos
Oktatasért, amely dijazottanként az 1.200.000
forinttal jaré elismerést minden évben két-két
biolégia-, matematika-, fizika- és kémiatanar-
nak itéli oda.

MOZAIK KIADO

A dijra a kozoktatds 5-12. évfolyamain
biolégiat, matematikat, fizikat vagy ké-
miat tanité (vagy egykor tanité) tanarok ter-
jeszthet6k fel irasban szakmai és tarsadalmi
szervezetek, az ajanlott tanar tevékenységét jol
ismerd kollektivak, kivételes esetekben magan-
személyek altal.

A felterjesztés feltétele, hogy a jeldlt a ma-
gyarorszagi kozoktatas teriiletén — nem szerve-
z6i munkakoérben - dolgozé, az 5-12. évfo-
lyamokon kimagaslé oktaté-nevel§ tevékeny-
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séget végzb/végzett, olyan életmuvel rendelkezd
tanar legyen,

— aki legaldbb 10 éves kozoktatasi tanéri
gyakorlattal rendelkezik,

— akinek tanftvanyai az orszdgos hazai
ésfvagy nemzetkozi versenyeken a fenti
tantargyak valamelyikében az elsék kozott
szerepeltek vagy tobbszor a déntébe ju-

tottak,

— aki tevékenységében gondot fordit a hat-
ranyos helyzetd, tehetséges didkok felfede-
zésére, tudasuk gyarapitasara,

— aki jelentds szerepet vallal a fenti négy tan-
targy valamelyikéhez kapcsol6dé orszégos,
regiondlis vagy iskolai szakmai programok
(pl. versenyek, tovabbképzések, tanacsko-
zasok) megszervezésében, a program tar-
talménak felépitésében és kivitelezésében
(pl. el6éadésok tartésa, szakanyagok készi-
tése, friss informécié tovébbitasa),

— aki rendszeresen tovabbképzi magat, tajé-
kozott az adott tudoméany teriiletén elért
eredményekrdl, a tantargy tanitasaval kap-
csolatos aktualitasokrdl, tapasztalatait meg-
osztja kollégaival,

— aki szakmai lapokban publikél, kényveket,
tankonyveket, tanitési segédleteket irt vagy
ir,

— aki a szaktargyi felkészités mellett hivata-
sanak tekinti tanitvanyai nevelését, sze-
mélyiségik fejlesztését, probléméaik megol-
déséahoz segitséget ny(it,

— akinek személyisége, szakértelme, egész élet-
vitele példamutaté.

A dijakat a Bolyai Janos Matematikai Téar-
sulat és az E6tvos Lorand Fizikai Tarsulat dijbi-
zottsagai, a Magyar Kémikusok Egyestlete, va-
lamint a Magyar Biolégia Tarsasag, a Magyar

Biofizikai Tarsasag, illetve a Magyar Biokémiai
Egyestilet ajanlasai alapjan a harom cég altal
felkért Alapitvany a Magyar Természettudoma-
nyos Oktatésért Kuratériuma — melynek elntke
Dr. Kro6 Norbert akadémikus — itéli oda az
adott év kitlintetettjeinek.

A négy tudoméanyos tarsasag a beérkezett
ajanlasokat a fenti feltételek szellemében érté-
keli, s ennek alapjéan teszi meg javaslatait a dija-
zottakra 2012. oktdber 8-ig. Ezen javaslatok
alapjan hozza meg dontését az Alapitvany a Ma-
gyar Természettudoményos Oktatasért Kurato-
riuma 2012. oktéber 15-ig. A dij dtadaséra var-
hat6an 2012 novemberében kertil sor.

Az irasos felterjesztéseket legkésibb
2012. szeptember 26-ig kérjik eljuttatni
elektronikusan az info@ratztanarurdij.hu
e-mail cimre, ahonnan azokat a megfelel§
adminisztracié utén, illetékesség szerint to-
vabbitjdk a Bolyai Jdnos Matematikai Tdrsu-
lathoz, az Eétvés Lordnd Fizikai Tdrsulathoz,
a Magyar Kémikusok Egyestiletéhez, a Magyar
Biolégia Tdrsasdghoz, a Magyar Biofizikai Tar-
sasdghoz, valamint a Magyar Biokémiai Egye-
stilethez. A felterjesztéshez sziikséges adatlap
a http://www.ratztanarurdij.hu honlapon talal-
haté, a ,,Palyéazati felhivas” oldalrdl letolthetd.

A korébbi évek felterjesztéseit — ha azt to-
vébbra is fenntartjdk a javaslattev8k — ismétel-
ten frasban kell megerGsiteni!

Egy személynek harom éven belil az Ala-
piték altal létrehozott dijak koziil csak egy ad-
hato.

A pélyéazattal vagy a felterjesztéssel kapcso-
latos kérdések felteheték munkaidében Lukovics
[ldikénak a kovetkezd telefonszéamon: 06-20-
203-5507.

Alapitvany a Magyar Természettudomdnyos
Oktatdsért Kuratériuma
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