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éhány évvel ezelõtt Marczis György gyu-
lai kollégám segítségével sikerült hoz-
zájutnom Eigel Ernõ: Síkgeometriai fel-

adatok címû kitûnõ könyvéhez. A könyv anya-
gát tanulmányozva egy nagyon szép feladatra
bukkantam. A feladat így szól (az eredeti jelölé-
seket kissé megváltoztatva):

Az ABC háromszög BC oldalán a P mozgó
pont. Az AB szakaszt B-ben érintõ és az AC
szakaszt C-ben érintõ kör átmegy a P ponton.
A két kör második metszéspontja Q.

a) Bizonyítsuk be, hogy Q rajta van az ABC
háromszög körülírt körén;

b) Igazoljuk, hogy a PQ egyenesnek az ABC
háromszög körülírt körével alkotott met-
széspontja rögzített, nem függ a P pontnak
a BC oldalon elfoglalt helyzetétõl.

A megoldás egyszerû, tekintsük át röviden, eh-
hez készítettünk egy ábrát (1. ábra).

1. ábra

Az O1 középpontú k1 kör a feltételeknek meg-
felelõen a B pontban érinti az AB egyenesét,
hasonlóképpen az O2 középpontú k2 kör a C
pontban érinti az AC egyenesét.
Az érintõ tulajdonsága és a kerületi szögek té-
tele miatt ABC¬ = BQP¬, ezek a Q pontot nem
tartalmazó BP körívhez tartozó kerületi szögek
a k1 körben, ugyanígy ACB¬ = CQP¬, ezek
a szögek pedig a Q pontot nem tartalmazó CP
körívhez tartozó kerületi szögek a k2 körben.
Eszerint ABC¬ + ACB¬ = BQP¬ + CQP¬ =
= 180º - BAC¬, és ezért az ABQC négyszög
húrnégyszög, tehát a Q pont valóban rajta van
az ABC háromszög körülírt körén.
A feladat b) részének bizonyításához vegyük fi-
gyelembe, hogy ABC¬ = BQP¬ = BQR¬, és az
ABC háromszög körülírt körében az egyenlõ
nagyságú kerületi szögekhez egyenlõ hosszúsá-
gú húrok tartoznak, tehát AC = BR, valamint
ACB¬ = CQP¬ = CQR¬ miatt AB = CR.
Ezért az R pont a B és C pontoktól állandó tá-
volságra van (hiszen az ABC háromszög olda-
lainak hossza adott), tehát a PQ egyenesnek az
ABC háromszög körülírt körével alkotott R met-
széspontja valóban rögzített, vagyis nem függ
a P pontnak a BP szakaszon belüli helyzetétõl.
Ezzel a feladat mindkét állítását bizonyítottuk.

Ismeretes az a tétel (a [4] feladatgyûjtemény
1078. feladata), hogy ha egy háromszög oldal-
egyeneseire a háromszög köré írt kör egy pont-
jából merõlegeseket bocsátunk, akkor a merõ-
legesek talppontjai egy egyenesen vannak, ezt
az egyenest nevezzük Simson-egyenesnek,
vagy Wallace-egyenesnek (utóbbi elnevezés
az angolszász országokban elterjedtebb).

A bevezetõ feladat eredménye, hogy ha a P
pont helyzete a BC szakaszon belül változik, ak-
kor az ABC háromszög körülírt körén az R pont
helyzete változatlan, ezért a P pont különbözõ

Bíró Bálint

Állandó helyzetû Simson-egyenesek

N
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helyzeteiben az R ponthoz tartozó Simson-egye-
nes is mindig ugyanaz az egyenes.
Ezt szemlélteti a 2. ábra, amely szerint a P pont-
nak a BC szakaszon való mozgásakor az s Sim-
son-egyenes változatlan.
Az írás címében szereplõ „állandó helyzetû
Simson-egyenesek” kifejezés erre utal.
A feladattal kapcsolatban észrevehetõ, hogy az
AC = BR, és AB = CR egyenlõségek szerint az R
pont nem más, mint az A pontnak a BC szakasz
felezõmerõlegesére vonatkozó tükörképe.

A továbbiakban elvonatkoztatunk az eredeti
feladattól, és azt vizsgáljuk, hogy ha egy ABC
háromszög csúcsait a csúccsal szemben levõ ol-
dal felezõmerõlegesére tükrözzük, akkor az így
létrejött tükörképpontoknak az ABC három-
szöghöz tartozó Simson-egyenesei milyen tulaj-
donságokkal rendelkeznek. Az említett tükör-
képpontokat ezután rendre A’; B’; C’-vel jelöl-
jük.
Elõször két segédtételt bizonyítunk be.

1. segédtétel: Bocsássunk merõlegest az ABC
háromszög körülírt körének A’ pontjából a BC
egyenesére, ennek a merõlegesnek az ABC há-
romszög körülírt körével való második metszés-

pontja legyen A*. Ekkor az A’ ponthoz tartozó
s1 Simson-egyenes párhuzamos az AA* egye-
nessel.

Bizonyítás: jelöléseink a 3. ábrán láthatók.
Nyilvánvaló, hogy A’TbTaC húrnégyszög, ezért
a kerületi szögek tételébõl A’CTb¬ = A’TaTb¬ = j
következik. Ugyancsak a kerületi szögek tétele
alapján (az ABC háromszög körülírt körében)
A’CA¬ = A’A*A¬ = j. Így A’A*A¬ = A’TaTb¬ = j,
és mivel a két szög egyik szára közös, a másik
száruknak szükségképpen párhuzamosnak kell
lennie, vagyis s1 ª AA* valóban teljesül.
2. segédtétel: Az ABC háromszög körülírt kö-
rének egy pontjához tartozó Simson-egyenes
áthalad a pontot az ABC háromszög M magas-
ságpontjával összekötõ szakasz felezõpontján.

Bizonyítás: tekintsük most a 4. ábrát.
Tükrözzük az A’ pontot az AC oldalra, így kap-
juk az E pontot (az E pont a Tb pontra vonatko-
zó tükörkép is).
A bizonyításban felhasználjuk azt a tételt, amely
szerint a háromszög magasságpontjának az ol-
dalakra vonatkozó tükörképei a háromszög kö-
ré írt körön vannak (a megjelölt irodalom [4]
könyvében).

2. ábra 3. ábra
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Eszerint az M pontnak az AC oldalra, és így
a T2 pontra vonatkozó M2 tükörképe is a körül-
írt körön van. Ez éppen azt jelenti, hogy az
A’M2 szakasznak az AC oldalra vonatkozó tü-
körképe EM.
Mivel A’E ª M2M, ezért az elõzõek alapján
A’EMM2 egyenlõ szárú trapéz. Nyilvánvaló to-
vábbá, hogy A’DBM2 is egyenlõ szárú trapéz,
ebbõl következik, hogy EM ª DB.
A BCA’D és TaCA’Tb húrnégyszögek, amelyek-
nek a közös A’ és C csúcsokhoz tartozó szögei
nyilván egyenlõk, így a két húrnégyszög B és Ta

pontokhoz tartozó szögei is egyenlõk (DBC¬ =
= TbTaC¬ = 180º - TbA’C¬), eszerint DB pár-
huzamos a TaTb szakasszal, vagyis TaTb párhu-
zamos EM-mel. Ez pontosan azt jelenti, hogy
a A’EM háromszög A’E oldalának Tb felezõ-
pontján áthaladó TbF szakasz a háromszög kö-
zépvonala, tehát az A’ ponthoz tartozó s1 Sim-
son-egyenes valóban felezi az A’M szakaszt. Ez-
zel a segédtétel állítását bizonyítottuk.
(A két segédtétel bizonyítása megtalálható az
irodalom [1] könyvében, a 2. bizonyítása [5]
alapján készült).
Az ABC háromszögnek az A’; B’; C’ pontokhoz
három Simson-egyenese tartozik, ezeket s1; s2;
s3-mal jelöljük. Nyilvánvaló, hogy az A’B’C’ há-

romszögnek is van három, az A; B; C pontok-
hoz tartozó Simson-egyenese, legyenek ezek s’1;
s’2; s’3. A továbbiakban az s1; s2; s3 és az s’1; s’2;
s’3 egyenesek néhány nevezetes tulajdonságát
mutatjuk be.

Tétel: Az ABC háromszögnek az A’; B’; C’
pontokhoz tartozó Simson-egyenesei rendre
merõlegesek a B’C’; C’A’ és A’B’ egyenesekre,
és az A’B’C’ háromszögnek az A; B; C pontok-
hoz tartozó Simson-egyenesei rendre merõlege-
sek a BC; CA és AB egyenesekre.

Bizonyítás: jelöléseink az 5. ábrán láthatók.
Legyen az A* pont az 1. segédtételben megha-
tározott pont.
Mivel ABCA’ húrtrapéz, ezért AA’ ª BC, és így
A’A* nem csak a BC, hanem a vele párhuza-
mos AA’ egyenesre is merõleges. Ez azt jelenti,
hogy AA’A*¬ = 90º, tehát az AA’A* háromszög
derékszögû, és ezért az AA* szakasz az ABC há-
romszög körülírt körének átmérõje.
A bevezetõ feladat következménye volt (az
5. ábra jelöléseivel), hogy AB’ = AC’ = BC, va-
gyis az AB’C’ háromszög egyenlõ szárú. Ezért
az AA* átmérõ merõlegesen felezi B’C’ szakaszt
és a B’C’ ívet. Ugyanakkor az 1. segédtétel sze-

4. ábra 5. ábra
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rint s1 ª AA*, így s1 is merõleges a B’C’ egyene-
sére. Teljesen hasonlóan bizonyítható, hogy s2

merõleges a A’C’, és s3 merõleges a A’B’ egye-
nesére.
Az 1. segédtételbõl az is következik, hogy az
A’B’C’ háromszögnek az A ponthoz tartozó s’1
Simson-egyenese párhuzamos az A’A* egyenes-
sel. Mivel azonban A’A* merõleges a BC egye-
nesére, ezért s’1 is merõleges a BC egyenesére.
Hasonló módon bizonyítható, hogy s’2 merõle-
ges a AC, és s’3 merõleges az AB egyenesére.
Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.

Megjegyzés: a bizonyítás során az is kiderült,
hogy mivel az AA* átmérõ merõlegesen felezi
a B’C’ szakaszt, ezért felezi a B’C’ ívet is, tehát
a B’A’A*¬ és a C’A’A*¬ a körülírt körben azo-
nos hosszúságú ívekhez tartozó kerületi szögek.
Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy az A’B’C’
háromszögben A’A* szögfelezõ, amely párhu-
zamos a B’C’ oldal felezõpontján átmenõ s’1
egyenessel, és hasonlóképpen látható be, hogy
s’2 és s’3 rendre párhuzamosak az A’B’C’ három-
szög B’, illetve C’ csúcsaihoz tartozó szögfele-
zõkkel.

Ismert geometriai tétel, hogy ha az ABC há-
romszög körülírt körét a háromszög M magas-

ságpontjából 
1
2

 arányban kicsinyítjük, akkor az

ABC háromszög Feuerbach-körét kapjuk.
Könnyen bizonyítható, hogy ez a kör átmegy
a háromszög oldalfelezõ pontjain, a magasságok
talppontjain és a csúcsokat a magasságponttal
összekötõ szakaszok felezõpontjain (az [1], [3],
[4] könyvekben kiemelten szerepel), ezért ki-
lencpontos körnek is nevezik.

A bizonyítás lényegében három elemi geomet-
riai tételre vezethetõ vissza:

a) a körülírt kör középpontja fele akkora tá-
volságra van egy oldaltól, mint a magas-
ságpont az oldallal szemközti csúcstól.

b) a háromszög magasságpontjának az olda-
lakra vonatkozó tükörképei a háromszög
köré írt körön vannak (a 2. segédtétel bi-
zonyításánál már hivatkoztunk rá).

c) a magasságpontnak az oldalfelezõ pontok-
ra vonatkozó tükörképei a háromszög köré
írt körön vannak.

Mindhárom tétel és bizonyítása megtalálható
a [4] feladatgyûjteményben (az 551., 1079., és
1081. feladatok).

A Feuerbach-körnek sok szép tulajdonsága van,
jelen írásban ezekkel most részletesebben nem
foglalkozunk, csak annyit említünk meg, hogy
a középpontos hasonlósági transzformáció tu-
lajdonsága miatt a Feuerbach-kör R’ sugara és
az ABC háromszög körülírt körének R suga-

ra között a ’
2
R

R =  reláció áll fenn, továbbá a

Feuerbach-kör középpontja az ABC háromszög
körülírt körének középpontját és magasság-
pontját összekötõ szakasz felezõpontja.
Nyilvánvaló tehát, hogy ha az ABC háromszög
körülírt körének bármelyik háromszögét az M

magasságpontból 
1
2

 arányban kicsinyítjük, ak-

kor olyan háromszöget kapunk, amelynek csúcs-
pontjai az ABC háromszög Feuerbach-körén
vannak.
A következõ tétel az A’; B’; C’ pontokhoz tarto-
zó s1; s2; s3 Simson-egyenesek egy érdekes tu-
lajdonságát mondja ki.

Tétel: Az s1; s2; s3 Simson-egyenesek annak az
A”B”C” háromszögnek a magasságpontjában
metszik egymást, amelyet úgy kapunk, hogy az

6. ábra
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A’B’C’ háromszöget az ABC háromszög M ma-

gasságpontjából 
1
2

 arányban kicsinyítjük.

Bizonyítás: jelöléseink a 6. ábrán láthatók.
A 2. segédtétel szerint az A’ ponthoz tartozó s1

Simson-egyenes áthalad az A’M szakasz felezõ-
pontján, vagyis az A” ponton.
Ugyanakkor az 1. tétel miatt s1 merõleges

a B’C’ egyenesére, és az 
1
2

 arányú középpon-

tos hasonlóság tulajdonságából következõen
B”C” ª B’C’, így s1 merõleges a B”C” egyene-
sére is.
Mivel azonban s1 áthalad az A” ponton, ezért s1

nem más, mint az A”B”C” háromszög A” pont-
hoz tartozó magasságvonala. Hasonlóképpen
bizonyítható, hogy s2 és s3 az A”B”C” három-
szög rendre a B” és C” csúcsain átmenõ ma-
gasságvonalai, ezek pedig az A”B”C” három-
szög magasságpontjában metszik egymást
(7. ábra).
A 7. ábra szerint az s1; s2; s3 egyenesek met-
széspontja az A”B”C” háromszög M”-vel jelölt
magasságpontja.
Kézenfekvõnek látszik az a gondolat, hogy ha
az ABC háromszögnek az A’; B’; C’ pontokhoz

tartozó Simson-egyenesei az A”B”C” három-
szög magasságpontjában metszik egymást, ak-
kor az A’B’C’ háromszögnek az A; B; C pon-
tokhoz tartozó Simson-egyenesei is egy pont-
ban metszhetik egymást.
Ennek megfogalmazásához és bizonyításához
elõször ismét egy minden háromszögre érvé-
nyes segédtételt bizonyítunk be.

3. segédtétel: A háromszög oldalfelezõ pont-
jain átmenõ, és a szemközti szögfelezõvel pár-
huzamos egyenesek egy pontban metszik egy-
mást.

Bizonyítás: jelöléseink a 8. ábrán láthatók.
A 8. ábra általános ABC háromszöge az S súly-

pontra vonatkozó 
1
2

−  arányú középpontos ha-

sonlósággal átvihetõ az oldalfelezõ pontok al-
kotta A1B1C1 háromszögbe.
Ez a hasonlóság az ABC háromszög szögfelezõit
az A1B1C1 háromszög szögfelezõibe viszi át,
ezek pedig éppen az eredeti szögfelezõkkel pár-
huzamos A1A2; B1B2; C1C2 egyenesek.
Mivel a középpontos hasonlóság illeszkedés-
tartó, ezért az ABC háromszög beírt körének O
középpontja az A1B1C1 háromszög beírt köré-
nek középpontjába megy át, ebben a K pont-
ban metszik egymást az A1A2; B1B2 és C1C2

egyenesek.
A 3. segédtétel, illetve feladat és megoldása
megtalálható a megjelölt irodalom [6] könyvé-
ben.

7. ábra 8. ábra
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Az 1. tétel bizonyítása után tett megjegyzés sze-
rint az A’B’C’ háromszögnek az A; B; C pon-
tokhoz tartozó, és az A’B’C’ háromszög oldal-
felezõ pontjain átmenõ s’1, s’2 és s’3 Simson-
egyenesei rendre párhuzamosak az A’B’C’ há-
romszög A’; B’ és C’ csúcsaihoz tartozó szögfe-
lezõkkel. Ez a 3. segédtétel miatt azt is jelenti,
hogy s’1, s’2 és s’3 egy pontban metszik egymást.
Ez a pont pedig nem más, mint az A’B’C’ há-
romszög oldalfelezõ pontjaiból álló háromszög
beírt körének középpontja. A 3. tétel még ennél
is többet állít.

3. tétel: Az ABC háromszögnek az A’; B’; C’
pontokhoz tartozó Simson-egyenesei, és az
A’B’C’ háromszögnek az A; B; C pontokhoz
tartozó Simson-egyenesei ugyanabban a pont-
ban metszik egymást.

Bizonyítás: Azt már a 2. tétel bizonyításánál
beláttuk, hogy az ABC háromszögnek az A’; B’;
C’ pontokhoz tartozó Simson-egyenesei egy
pontban metszik egymást, ez a pont az A”B”C”
háromszög M” magasságpontja.
Az elõbbiekben azt is bizonyítottuk, hogy az
A’B’C’ háromszögnek az A; B; C pontokhoz
tartozó Simson-egyenesei is egy pontban met-
szik egymást.

Ha ezt az utóbbi pontot K-val jelöljük, akkor
a 3. tétel állítása szerint M” = K.
Ezt kell most bizonyítanunk. Vizsgáljuk ehhez
a 9. ábrát, amelyen a könnyebb áttekinthetõség
céljából az s’3 egyenest nem ábrázoltuk.

A 3. segédtétel szerint az A’B’C’ háromszög ol-
dalfelezõ pontjaiból álló Fa’Fb’Fc’ háromszög az

A’B’C’ háromszögbõl állt elõ egy olyan közép-
pontos hasonlósággal, amelynek középpontja
az A’B’C’ háromszög súlypontja, és a hasonló-

ság aránya 
1

.
2

−

Ugyancsak a 3. segédtételbõl következik, hogy
s’1, és s’2 (és természetesen s’3) közös pontja az
Fa’Fb’Fc’ háromszög beírt körének K középpont-

ja.
Tudjuk, hogy az A”B”C” háromszög M közép-

pontú, 
1
2

 arányú középpontos hasonlósággal

származik az A’B’C’ háromszögbõl.
Ebbõl azonnal adódik, hogy az Fa’Fb’Fc’ és

A”B”C” háromszögek egybevágók, oldalaik pá-
ronként ellentétes irányításúak (például az Fa’
kezdõpontú és Fb’  végpontú vektor egyenlõ

hosszúságú, de ellentétes irányú az A” kezdõ-
pontú és B” végpontú vektorral), ezért a két há-
romszög egy középpontos tükrözéssel átvihetõ
egymásba.
Ennél a középpontos tükrözésnél az Fa’Fb’Fc’ há-
romszög Fa’K belsõ szögfelezõje az A”B”C” há-
romszög szögfelezõjébe megy át, ahol Fa’  és A”

egymásnak megfelelõ pontok.
Könnyen belátható, hogy az A”O egyenes me-
rõleges BC-re. Az 1. tételben pedig bizonyítot-
tuk, hogy Fa’K (a B’C’ felezõpontját ott másként
jelöltük) is merõleges BC-re, továbbá Fa’  és A”

a tükrözésnél egymásnak megfelelõ pontok.
Mindezekbõl következik, hogy az Fa’K szögfele-

zõ tükörképe nem lehet más, csak az A”O
egyenes.
Az említett középpontos tükrözésben a K és O is
egymásnak megfelelõ pontok. Ez azt is jelenti,
hogy az Fa’K és A”O szakaszok párhuzamosak

és egyenlõ hosszúak.9. ábra
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Eszerint a 9. ábra A”OFa’K négyszöge parale-
logramma, vagyis OFa’  párhuzamos a KA” egye-
nessel.
Azt már az elõzõekben beláttuk, hogy OFa’ me-
rõleges a B’C’ egyenesre, ezért OFa’ merõleges
a B”C” egyenesre, de így az OFa’-val párhuza-
mos KA” egyenes is merõleges a B”C” egye-
nesre.
Ez éppen azt jelenti, hogy az A”B”C” három-
szögnek az A” ponton átmenõ magasságvonala
átmegy a K ponton. Hasonlóképpen bizonyít-
ható, hogy K illeszkedik az A”B”C” háromszög
másik két magasságvonalára is. Beláttuk tehát,
hogy M” = K, és ezzel a 3. tétel állítását igazol-
tuk.
Bár eddigi ábráink az ABC háromszöget hegyes-
szögûnek mutatták, bizonyítható, hogy mindhá-
rom tétel teljesül tompaszögû háromszögre is,

a 3. tétel tompaszögû esetét a 10. ábra szem-
lélteti.
A tételek fennállnak derékszögû háromszögre is,
ebben az esetben azonban az A’B’C’ három-
szög két csúcsa egybeesik.
A tételek mindkét utóbbi esetre az eddigiekhez
hasonló módon bizonyíthatók be.

Irodalom

[1] Érdekes matematikai gyakorló feladatok II.

[2] Eigel Ernõ: Síkgeometriai feladatok

[3] Reiman István: Geometria és határterületei

[4] Geometriai feladatgyûjtemény I. kötet

[5] Bíró Bálint: Egy csodálatos egyenesrõl (elõ-
adás 2010 októberében, Nagykanizsán)

[6] Elemi Matematika II. (ELTE-jegyzet), szer-
kesztette: Molnár Emil

10. ábra
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dolgozat elsõ részében [1] az a2 + b2 =
= 2c2 feltételnek eleget tevõ háromszö-
gekre vonatkozó metrikus összefüggé-

seket, tulajdonságokat írtunk fel. Ezúttal a há-
romszög három nevezetes pontjához — magas-
ságpont, súlypont, Lemoine-Grebe-féle pont —
kapcsolódóan mutatunk be és bizonyítunk kü-
lönbözõ tulajdonságokat, fõképp trigonometri-
kus eszközökkel.
Mielõtt rátérnénk a tulajdonságok bemutatásá-
ra, elõbb a Lemoine-Grebe-féle pont definíció-
ját, majd a ponttal kapcsolatban néhány érde-
kességet szeretnénk ismertetni.

Egy háromszög adott csúcsához tartozó szime-
diánjának nevezzük azt az egyenest, melynek az
adott csúcsból induló belsõ szögfelezõre vonat-
kozó tükörképe a súlyvonal. Egy háromszög há-
rom szimediánja egy pontban metszi egymást.
A szimediánok metszéspontját a háromszög Le-
moine-Grebe-féle pontjának nevezzük, és L-lel
jelöljük (II.1. ábra).
A háromszög Lemoine-Grebe-féle pontjával kap-
csolatban nagyon sok érdekes tulajdonság meg-
említhetõ, ezek közül néhány:

a) Az ABC háromszög síkjában egyetlen olyan
pont van, amelynek a BC, CA, AB olda-

Molnár István

Érdekességek egy speciális háromszögben II.

A

II.1. ábra
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laktól vett távolsága BC : CA : AB arányú,
ez a pont az L.

b) Az L pont az egyetlen olyan pont, amely
súlypontja saját talpponti háromszögének.

c) A magasságszakasz felezõpontját a szem-
közti oldal felezõpontjával összekötõ há-
rom egyenes az L ponton megy keresztül.

d) Legyen egy P pont elõjeles távolsága a há-
rom oldalegyenestõl x, y, z. Ekkor

2
2 2 2

2 2 2
4

,
T

x y z
AB BC CA

+ + ≥
+ +

ahol egyenlõség csak a P = L esetben áll
fenn.

Ezen tulajdonságok bizonyítását és még sok más
tulajdonságot találhatunk [2]-ben.
A folytatásban térjünk rá a megnevezett pontok
vizsgálatára. Legyen ABC egy háromszög, mely-
ben tekintsük az alábbi jelöléseket: AB = c,
BC = a, CA = b, BAC¬ = a, ACB¬ = g,
CBA¬ = b. Jelölje ma, mb, mc a megfelelõ

oldalakhoz tartozó magasságokat, illetve sa, sb,
sc a megfelelõ oldalakhoz tartozó súlyvonalakat.

Jelölje:
— M a háromszög magasságpontját,
— S a háromszög súlypontját,
— L pedig a háromszög Lemoine-Grebe-pont-

ját.
Ha az ABC háromszög oldalai között fennáll az

a2 + b2 = 2c2 (*)

összefüggés, akkor teljesülnek az alábbiak:

1) AM2 + BM2 = 2 ◊ CM2

Bizonyítás:
A CMB háromszögben (II.2. ábra) alkalmazzuk
a szinusztételt:

sin sin
BM CM
BCM CBM

= ⇒
¬ ¬

.
sin(90 ) sin(90 )

BM CM=
° − ° −b g

Innen BM ◊ cosg = CM ◊ cosb.

II.2. ábra
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A CMA háromszögben alkalmazzuk a szinusz-
tételt:

sin sin
AM CM
ACM CAM

= ⇒
¬ ¬

.
sin(90 ) sin(90 )

AM CM=
° − ° −a g

Innen AM ◊ cosg = CM ◊ cosa.

A kapott eredményeket négyzetre emelve, össze-
gezve, majd az I.1. részben felírt cos2a + cos2b =
= 2cos2g összefüggést felhasználva:

AM2 ◊ cos2g + BM2 ◊ cos2g =
= CM2 ◊ cos2a + CM2 ◊ cos2b

(AM2 + BM2) ◊ cos2g = CM2 ◊ (cos2a + cos2b)

(AM2 + BM2) ◊ cos2g = CM2 ◊ 2cos2g.

Tudva, hogy cosg π 0 (hiszen g £ 60°), végig-
oszthatunk cos2g -val. Kapjuk, hogy:

AM2 + BM2 = 2 ◊ CM2.
Q.e.d.

2) Az S talpponti háromszöge egyenlõ szárú.

Bizonyítás:
Jelöljük S merõleges vetületét az AC, AB és BC
szakaszokon rendre N, P, Q-val (II.3. ábra).
Az ANSP négyszög húrnégyszög, mert ANS¬ +
+ APS¬ = 180°. Felhasználva, hogy az AS az
ANSP négyszög köré írható kör átmérõje, kö-
vetkezik, hogy NP = AS ◊ sina.
Hasonló gondolatmenettel a CNSQ és BPSQ
húrnégyszögekben felírható, hogy QN = CS ◊ sing
és QP = BS ◊ sinb.

Figyelembe véve, hogy 
2
3 aAS s= ⋅  és

2
,

3 bBS s= ⋅  az I.3. rész megjegyzése alapján:

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

2 2

4 4 3
sin sin

9 9 4
1

sin
3

4 4 3
sin sin

9 9 4
1

sin .
3

a

b

NP s b

b

QP s a

a

⎧ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =⎪
⎪
⎪= ⋅ ⋅⎪
⎨
⎪ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =
⎪
⎪
⎪= ⋅ ⋅
⎩

a a

a

b b

b

II.3. ábra
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Felírva a szinusztételt az eredeti ABC három-
szögben, kapjuk, hogy b ◊ sina = a ◊ sinb.
Innen egyszerû számításokkal levezethetõ, hogy

2 2 2 21 1
sin sin .

3 3
b a⋅ ⋅ = ⋅ ⋅a b

A kapott egyenlõséget figyelembe véve, az NP
és QP négyzeteire kapott eredmények alapján
következik, hogy NP2 = QP2, azaz NP = QP, te-
hát az NPQ háromszög egyenlõ szárú.

Q.e.d.

3) Az L talpponti háromszöge hasonló az ere-
deti háromszöghöz.

Bizonyítás:
Jelöljük az L merõleges vetületét a BC, AC és
AB szakaszokon rendre D, E, F-vel (II.4. ábra).
Induljunk ki abból az ismert ténybõl, hogy tet-
szõleges háromszögben teljesül az 2 2 2

a b cs s s+ + =

2 2 23
( )

4
a b c= ⋅ + +  összefüggés. Ezt alkalmazva

a háromszög minden oldala kifejezhetõ csupán
a háromszög súlyvonalainak segítségével.
Tehát, például

2 2 2 2 2 2 2
2 2( ) 2( ) 3

4 4a
b c a a b c a

s
+ − + + −= = =

2 2 2 24
2 ( ) 3

3
4

a b cs s s a⋅ ⋅ + + −
=

2 2 2 2 28
4 ( ) 3 .

3a a b cs s s s a= ⋅ + + −

Innen
2 2 2 2 28

3 ( ) 4
3 a b c aa s s s s= ⋅ + + − =

2 2 24
(2 2 )

3 b c as s s= ⋅ + −

2 2 2 24
(2 2 ).

9 b c aa s s s= ⋅ + −

Hasonlóan levezethetõ, hogy

2 2 2 24
(2 2 )

9 a c bb s s s= + −

II.4. ábra
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és
2 2 2 24

(2 2 ).
9 b a cc s s s= ⋅ + −

Egyfelõl L rendelkezik azzal a tulajdonsággal,
hogy a BC, CA, AB oldalaktól vett távolsága
BC : CA : AB arányú, ezért LD = la, LE = lb és
LF = lc lesz, ahol l pozitív valós szám.
Másrészt pedig L súlypontja saját talpponti há-
romszögének, így a DEF háromszög súlyvonalai
3

,
2

a⋅l  
3
2

b⋅l  és 
3
2

c⋅l  nagyságúak lesznek.

Mindezeket és az a2 + b2 = 2c2 összefüggést fel-
használva a DEF háromszögre:

2 2 2 2 2 2 24 9 9 9
2 2

9 4 4 4
EF b c a⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
l l l

= l2(2b2 + 2c2 - a2) = 3b2l2,

2 2 2 2 2 2 24 9 9 9
2 2

9 4 4 4
DF a c b⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
l l l

= l2(2a2 + 2c2 - b2) = 3a2l2,

2 2 2 2 2 2 24 9 9 9
2 2

9 4 4 4
DE a b c⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
l l l

= l2(2a2 + 2b2 - c2) = 3c2l2.

A kapott összefüggések alapján:

2 2 2
2

2 2 2 3 ,
EF DF DE
b a c

= = = l

ahonnan

3,
EF DF DE
b a c

= = = l

vagyis a megfelelõ oldalak arányossága miatt az
EDFè ~ ABCè.

Q.e.d.

Megjegyzés

1. A l egyszerûen kifejezhetõ az eredeti há-
romszög oldalainak függvényében.
Ha T jelöli az ABC háromszög területét,
akkor:

.
2 2 2

LD a LE b LF c
T

⋅ ⋅ ⋅= + +

Felhasználva, hogy LD = la, LE = lb és
LF = lc, akkor egyfelõl kapjuk, hogy

2T = la2 + lb2 + lc2 = l(a2 + b2 + c2)

2 2 2
2T

a b c
= =

+ +
l

2 2 2
2

( )( )( ),s s a s b s c
a b c

= ⋅ − − −
+ +

ahol .
2
K

s =

Másrészt pedig figyelembe véve az
a2 + b2 = 2c2, valamint az I.2. részben bi-

zonyított 2 2 41
4

4
T a b c= ⋅ −  összefüggé-

seket:

2 2 2 2
2 2

3
T T

a b c c
= = =

+ +
l

2 2 4 2 2 4
2 2

2 1 1
4 4 .

43 6
a b c a b c

c c
= ⋅ ⋅ − = ⋅ −

2. Igazolható, hogy az L talpponti három-
szögében az oldalak úgy aránylanak egy-
máshoz, mint az ABC háromszög súlyvo-
nalai.
Felhasználva az I.3. részben bizonyított

3
2

a b cs s s
b a c
= = =  összefüggést, valamint

a 3) tulajdonság bizonyításánál kapott

3
EF DF DE
b a c

= = = l  eredményt, azon-

nal adódik, hogy 2 .
a b c

EF DF EF
s s s

= = = l

4) CL2 = AL ◊ BL

Bizonyítás:
A II.4. ábra jelöléseit használva, az AELF négy-
szög egy húrnégyszög, mert AEL¬ + AFL¬ =

= 180°. Figyelembe véve, hogy AL a négyszög
köré írható kör átmérõje, következik, hogy
EF = AL ◊ sina.
Hasonló gondolatmenettel a CELD és BFLD
húrnégyszögekben felírható, hogy DE = CL ◊ sing
és DF = BL ◊ sinb.
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A kapott összefüggéseket és a 3) tulajdonság bi-

zonyításánál kapott 
2 2 2

2 2 2
EF DF DE
b a c

= =  ered-

ményt felhasználva kapjuk, hogy

sin sin sin
.

AL BL CL
b a c
⋅ ⋅ ⋅= =a b g

Innen

2sin sin sin
CL AL BL

c b a
⎛ ⎞⋅ = ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

g a b

2
2 sin sin sin

.CL AL BL
c ab

⋅⎛ ⎞⋅ = ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

g a b

Felírva a szinusztételt az eredeti ABC három-

szögben kapjuk, hogy 
sin sin sin

,
c b a

= =g b a

amibõl egyszerû számításokkal levezethetõ a
2sin sin sin

ab c
⋅ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
a b g

 összefüggés.

Ez utóbbi egyenlõséget figyelembe véve:

2 2
2 sin sin

.CL AL BL
c c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ = ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

g g

Végigosztva 
2sin

c
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

g
-vel 

sin
0

c
⎛ ⎞≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

g
 kapjuk,

hogy
CL2 = AL ◊ BL.

Q.e.d.

5) Az SL egyenes párhuzamos az AB egyenes-
sel.

Bizonyítás:
A 3) tulajdonság alapján az L talpponti három-
szöge hasonló az eredeti háromszöghöz (II.5.
ábra).

A hasonlósági arány 2 2 2
2

,
T

a b c
=

+ +
l  ahol T

az ABC háromszög területét jelöli.

II.5. ábra
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Ekkor

2 2 2
2

( , )
T

d L AB LF c
a b c

= = ⋅ =
+ +

2
2 1 2 1

.
3 33

c
T T

c m
cc

= ⋅ = ⋅ = ⋅

Az S súlypont a súlyvonalakat 2 : 1 arányban
osztja. Innen egyszerûen belátható, hogy

1
( , ) .

3 cd S AB SP m= = ⋅

Figyelembe véve, hogy 
1

( , )
3 cd L AB LF m= = ⋅

és 
1

( , )
3 cd S AB SP m= = ⋅  — azaz mindkét pont

ugyanolyan távol van az AB egyenestõl —, va-
lamint hogy az L és az S pontok az AB egyenes
által meghatározott félsíkok közül ugyanazon
félsíkban találhatók, következik, hogy SL pár-
huzamos AB-vel.

Q.e.d.

6) S-nek az AB oldalegyenesre vonatkozó tü-
körképe rajta van az ABC háromszög köré ír-
ható körön.

Bizonyítás:
Legyen S ′  S-nek az AB oldalegyenesre vonat-
kozó tükörképe (II.6. ábra).
A tengelyes tükrözés tulajdonságai következté-

ben 
2

’
3 aS A AS s= = ⋅  és 

2
’ .

3 bS B BS s= = ⋅

Alkalmazzuk a koszinusztételt az AS’B három-
szögben:

AB2 = S’A2 + S’B2 - 2 ◊ S’A ◊ S’B ◊ cosAS’B¬

2 2 24 4 2 2
2 cos ’ .

9 9 3 3a b a bc s s s s AS B= ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ¬

Felhasználva az I.3. részben bizonyított
2 23

4as b= ⋅  és 2 23
4bs a= ⋅  összefüggéseket:

2 2 21 1 8 3 3
cos ’

3 3 9 2 2
c b a b a AS B= ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ¬

3c2 = b2 + a2 - 2ab ◊ cosAS’B¬ =
= 2c2 - 2ab ◊ cosAS’B¬

c2 = -2ab ◊ cosAS’B¬

2
cos ’ .

2
c

AS B
ab

= −¬

Az I.1. részben bebizonyítottuk, hogy
2

cos ,
2
c
ab

=g  ezért teljesül, hogy

2 2
cos cos ’ 0.

2 2
c c

AS B
ab ab

+ = − =¬g

Innen g + AS’B¬ = 180° vagy g - AS’B¬ = 180°,
ám ez utóbbi eset nem lehetséges, mert g < 180°.
Tehát ACB¬ + AS’B¬ = 180°, ahonnan követ-
kezik, hogy az ACBS’ négyszög húrnégyszög,
azaz S’ rajta van az ABC háromszög köré írható
körön.

Q.e.d.

7) S rajta van az A’B’C háromszög köré írható
körön, ahol az A’ a BC oldal, míg B’ az AC ol-
dal felezõpontja.II.6. ábra
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Bizonyítás:
Azt kell belátnunk, hogy a CA’SB’ négyszög
egy húrnégyszög (II.7. ábra).
Egyfelõl az A’B’ középvonal az ABC három-

szögben és így ’ ’ .
2 2

AB c
A B = =

Másfelõl viszont
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Az A’SB’ háromszögben felírjuk a koszinuszté-
telt az A’SB’ szögre:
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Figyelembe véve a (*) összefüggést, a mûvele-
tek elvégzése és az összevonások után:
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Innen g + A’SB’¬ = 180° vagy g - A’SB’¬ = 180°.
Ez utóbbi eset nem lehetséges, hiszen g < 180°.
Tehát A’CB’¬ + A’SB’¬ = 180°, ahonnan kö-
vetkezik, hogy a CA’SB’ négyszög egy húrnégy-

szög, azaz S rajta van az A’B’C háromszög köré
írható körön.

Q.e.d.

Végezetül néhány további érdekes tulajdonság
(ezek bizonyítását a Tisztelt Olvasóra bízzuk):

• Az OL egyenes merõleges CL egyenesre,
ahol O az ABC háromszög köré írható kör
középpontja.

• Ha az ABC háromszög két csúcsát rögzít-
jük, akkor a harmadik csúcs által leírt mér-
tani hely egy kör lesz.

• M rajta van az ASB háromszög köré írható
körön.

• Az AB közös érintõje a CSB és a CSA há-
romszögek köré írható köreinek.

Felhasznált irodalom
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párhuzamos élû vonalzó olyan beosztás
nélküli vonalzó, amelynek két párhu-
zamos éle van, s ezek d-vel jelölt távol-

ságát a vonalzó szélességének nevezzük, amit
egységnek is választhatunk ([2] 99—100. oldal,
[4] 129—131. oldal). Ezzel a vonalzóval a síkban
az alábbi szerkesztési lépések elvégzése megen-
gedett:

1. Két adott pont összekötõ egyenesének meg-
rajzolása.

2. Adott egyenestõl d távolságra lévõ párhu-
zamosok megrajzolása.

3. Két adott pontra illeszkedõ, d távolságú pár-
huzamosok megrajzolása.

Az 1. lépéshez a párhuzamos élû vonalzónak
csak az egyik éle szükséges, vagyis ez a szer-
kesztés az euklideszi vonalzóval ugyanígy elvé-
gezhetõ. A 2. lépésnél a párhuzamos élû vonal-
zót úgy helyezzük el, hogy egyik éle illeszkedjen
az adott egyenesre, s ekkor a másik éle mentén
meghúzható az adott egyenestõl d távolságra
lévõ párhuzamos (1. ábra). Ez az eljárás az adott
egyenes mindkét oldalán elvégezhetõ, s így min-
dig két párhuzamost kapunk, amelyek közép-
párhuzamosa az adott egyenes. Ha ezt a lépést
két adott metszõ egyenesre végezzük el, akkor
a szerkesztés eredményeként mindkét adott egye-
nesen elõáll egy-egy szakasz és azoknak a fele-
zõpontjai: például az e-re illeszkedõ PQ  sza-
kasznak O a felezõpontja (2. ábra). Ennek a lé-
pésnek a megismétlésével az adott e és f metszõ
egyeneseken az O metszésponttól elkezdve egy-
bevágó szakaszokat tudunk elõállítani, s ha még
e ^ f is teljesül, akkor ezen egybevágó szakaszok
hossza éppen egyenlõ a párhuzamos élû vonal-
zó d szélességével. A 3. lépés végrehajtásának
elõfeltétele, hogy a két adott pont távolsága ne
legyen kisebb a párhuzamos élû vonalzó d szé-
lességénél. Ekkor a párhuzamos élû vonalzót úgy
helyezzük el, hogy egyik éle az egyik adott

pontra, a másik éle pedig a másik adott pontra
illeszkedjen, s ezután mindkét éle mentén egye-
nest rajzolunk. Ha az adott A és B pontokra
AB = d teljesül, akkor ezzel a lépéssel az A és B
ponton át egy-egy egyenes húzható, amelyek
az AB
HJJG

-re merõlegesek (3a ábra). Ha viszont az
AB > d eset áll fenn, akkor ezzel a lépéssel az
A és B pontok mindegyikén át két-két egyenes
húzható, s a párhuzamosok közötti sávok met-
szete egy rombuszt ad (3b ábra). Az A pontot
tekintve megállapítható, hogy a B ponton át
megrajzolt egyenesek érintik az A középpontú
és d sugarú k kört. Hasonló állítás kimondható
a B pontra is.

A 2. és 3. lépésnél elõálló egyenesek eukli-
deszi eszközökkel (körzõvel és beosztás nélküli,
egyélû vonalzóval) is megszerkeszthetõk, ha tu-
dunk euklideszileg szerkeszteni d hosszúságú sza-
kaszt. A kétélû vonalzók (párhuzamos élû vo-
nalzó, szögvonalzó) elméletét George E. Martin

Dr. Darvasi Gyula

Szerkesszünk párhuzamos élû vonalzóval!
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szerint ([2] 99. oldal) elsõként Poncelet dolgoz-
ta ki részletesen, s eredményeit 1822-ben tette
közzé. 1890-ben Adler bebizonyította, hogy min-
den körzõvel és beosztás nélküli egyélû vonal-
zóval elvégezhetõ szerkesztés megoldható kizá-
rólag csak párhuzamos élû vonalzót használva.
Megfordítva: a párhuzamos élû vonalzóval meg-
oldható szerkesztések pontosan akkor végez-
hetõk el körzõvel és beosztás nélküli egyélû vo-
nalzóval, ha a rendelkezésre álló adatokból
a párhuzamos élû vonalzó szélessége megszer-
keszthetõ körzõvel és egyélû vonalzóval ([4]
259. oldal).

Az alábbiakban elõbb párhuzamos és me-
rõleges egyenesek szerkesztésére, szakasz és szög
felezésére illetve kétszerezésére, a síkbeli transz-
formációk esetén egy pont képének a megszer-
kesztésére, majd szakaszokkal és szögekkel kap-
csolatos további problémákra, harmonikus pont-
négyes szerkesztésére, s ezután kör és egyenes
metszéspontjainak, a kör érintõjének és két sza-
kasz mértani közepének a megszerkesztésére mu-
tatunk be a teljesség igénye nélkül olyan meg-
oldási módokat, amelyek kivitelezéséhez csak
a párhuzamos élû vonalzó használatát engedjük
meg. Eközben az ábráink jobb áttekinthetõsége
céljából, ha valamely szerkesztésnél egy azt
megelõzõt felhasználunk, akkor annak a részle-
tes kivitelezését mellõzzük és csak a végered-
ményként elõálló pontot vagy egyenest rajzol-

juk be, de egy újabb pont vagy egyenes meg-
szerkesztése kizárólag párhuzamos élû vonalzó-
val értendõ. Néhány ábrában mégis találhatók
körívek, de csak szemléltetés céljából, s így azok
nem képezik a szerkesztés részét. Ha egy be-
mutatott szerkesztés bizonyítására nem térünk
ki, akkor az vagy megtalálható az adott hivatko-
zásban, vagy annak elvégzéséhez elegendõ né-
hány elemi geometriai tételnek az ismerete.
S minthogy mostani tárgyalásunk sok tekintet-
ben követi a betoló vonalzó használatáról [1]-
ben írt összeállításét, ennélfogva megtehetõ,
hogy itt csak hivatkozunk az olyan szerkeszté-
sekre, amelyek menete teljesen ugyanaz, jólle-
het nem kell foglalkoznunk a csak betoló vonal-
zóval megoldható szögharmadolással és köb-
gyökvonással.

Az adott e egyenessel egy rá nem illeszkedõ
P ponton áthaladó párhuzamos szerkesztéséhez
az e egyenes egy tetszõleges A pontját rögzítjük,
majd a párhuzamos élû vonalzó egyik élét az
AP
HJJG

 egyenesre illesztve a másik él mentén egye-
nest rajzolunk, amire ezt az eljárást megismétel-
ve kapjuk az e egyenes A-tól különbözõ B pont-
ját (4. ábra). Ezután a BP  szakasz az elsõként
megrajzolt párhuzamost C pontban, az AC

HJJG

egyenes a második párhuzamost D pontban
metszi: ekkor DP

HJJG
 egyenes a keresett párhuza-

mos ([2] 104. és 177. oldal Exercise 6.8 és
Figure 10a).

Ha az adott e egyenesre egy rá illeszkedõ P
pontban kívánunk merõlegest állítani (5. ábra),
akkor a P ponton át húzunk egy e-tõl különbö-
zõ f egyenest, amelynek két oldalán a párhu-
zamos élû vonalzóval az e egyenest A és B
pontokban metszõ f1 és f2 párhuzamosokat raj-
zolunk. Ezután a vonalzó éleit a B és P pontok-
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ra helyezve a B-re illeszkedõ él mentén újabb
egyenest rajzolunk, amely az f1-et egy C pont-

ban metszi: ekkor CP
HJJG

 a keresett m merõleges.
Ugyanis a BCPè háromszög BC  oldalához
tartozó súlyvonala egyenlõ ezen oldal felével,
s ennélfogva a P pont rajta van a BC  szakasz
fölé írt Thalész-körön ([2] 101. oldal Figure
6.4). Ha viszont az adott e egyenesre merõleges
állításakor a P pont nem illeszkedik e-re, akkor
elõbb a P ponton át egy e-vel párhuzamos f
egyenest szerkesztünk, amire P-ben merõlegest
állítva kapjuk a kívánt m egyenest (6. ábra). Az
f-et merõlegesen metszõ m egyenes ugyanis
merõlegesen metszi az f-fel párhuzamos e egye-
nest is.

Az adott AB  szakasz C felezõpontjának meg-
szerkesztéséhez az AB = 2d esetben az AB

HJJG

egyenesre A-ban állított merõlegessel (ennek B-
t tartalmazó oldalán) d távolságban húzott pár-
huzamos az AB  szakaszt C-ben metszi. Ha
AB > d, akkor a szerkesztés elvégezhetõ a 3. áb-
ra alapján, ahol az AHBG rombusz GH  átlója
merõlegesen felezi az AB  szakaszt. Tetszõleges
hosszúságú adott AB  szakasz C felezõpontjá-
nak párhuzamos élû vonalzós megszerkesztésé-
re itt két módot tárgyalunk. További lehetõsé-
gekhez juthatunk az [1]-ben ismertetett 2., 3. és
4. mód alapján.

1. mód: Az AB
HJJG

 egyenes egyik oldalán AB
HJJG

-
tõl d távolságban meghúzott f párhuzamos egy
P pontját összekötjük A-val és B-vel (7. ábra),
majd f és a B ponton át AP

HJJG
-vel párhuzamos Q

metszéspontját összekötjük A-val. Ezután az
AQ  és BP  szakaszok M metszéspontján át

AP -vel párhuzamost húzunk, ami az AB  sza-
kaszt a keresett C felezõpontban metszi, mint-
hogy CM

HJJJG
 egyenes tartalmazza az ABQP para-

lelogramma egyik középvonalát. (Ez a szer-
kesztés elvégezhetõ kizárólag betoló vonalzóval
is, ha f az AB

HJJG
-vel húzott tetszõleges párhuza-

mos.)
2. mód: Az A ponton át egy AB

HJJG
-tõl külön-

bözõ f egyenest, majd az f egyik oldalán A-tól d
és 2d távolságban f1 és f2 párhuzamosokat raj-

zolunk (8. ábra), s ezeket az AB
HJJG

 egyik oldalán
AB
HJJG

-tõl d távolságra meghúzott e1 párhuzamos
egyenes P, Q és R pontokban metszi. Ezután
B œf2 esetén az AP

HJJG
 és BR

HJJG
 egyenesek S met-

széspontját Q-val összekötjük: a QS
HJJG

 egyenes

az AB  szakaszt a keresett C felezõpontban
metszi ([2] 104. és 176—177. oldal Exercise
6.11), s jóllehet B Œf2 esetén S nem keletkezik,
de ekkor már C Œf1 úgyis teljesül.

A 7. ábráról a szakasz párhuzamos élû vo-
nalzós megkétszerezésének két módja is leol-
vasható. Ehhez az AC  szakaszt adottnak te-
kintve mindkettõnél megrajzoljuk az f egyenest,
azon kijelölünk egy P pontot és a C ponton át
AP -vel párhuzamost húzunk, ami f-et egy R
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pontban metszi. Ezután az 1. mód szerint meg-
szerkesztjük a CR  szakasz M felezõpontját és

meghúzzuk a PM
HJJJG

 egyenest, ami az AC
JJJG

 fél-
egyenest a keresett B pontban metszi. A 2.
módnál pedig megrajzoljuk a PC  szakaszt,
majd azzal az R ponton áthaladó párhuzamost,
ami az AC

JJJG
 félegyenest a keresett B pontban

metszi. A 8. ábra alapján egy harmadik módhoz
jutunk, ha a P, Q és R pontok elõállítása után
C œf1 esetén az AP

HJJG
 és CQ

HJJG
 egyenesek met-

szeteként elõállítjuk az S pontot: ekkor RS
HJJG

 az
e-t B-ben metszi. Ha viszont C Œf1, akkor B Œf2
teljesül.

Az adott AOB¬ hegyesszög felezése céljából

az OA
HJJG

-nak B-t tartalmazó oldalán a párhuza-

mos élû vonalzó egyik élét az OA
JJJG

 szárhoz il-
lesztve a másik éle mentén egyenest húzunk
(9. ábra), s ezt az eljárást az OB

JJJG
 szárra is meg-

ismételjük: az így megrajzolt két egyenes C’
metszéspontja mindkét szögszártól d távolságra
van, s ezért az ’OC

JJJJG
 félegyenes a keresett szög-

felezõ. A szögfelezésre [1]-ben leírt összes többi
mód is elvégezhetõ párhuzamos élû vonalzóval
az adott szerkesztési menet megváltoztatása
nélkül. Ugyanott az is megtalálható, hogy miért
elegendõ csak hegyesszög felezésével foglalkoz-
ni részletesen. Az AOC¬ szög kétszerezéséhez

OA
HJJG

-nak C-t tartalmazó oldalán OA
HJJG

-tól d tá-

volságra az OC
JJJG

 szögszárat C’ pontban metszõ
párhuzamost húzunk, s ezután a párhuzamos
élû vonalzó éleit O és C’ pontokra illesztve
megrajzoljuk az OB

JJJG
 félegyenest.

A t egyenesre vonatkozó tengelyes tükrözés
esetén t minden pontja fix, s így csak egy P œt
pont P’ képét kell megszerkeszteni párhuzamos
élû vonalzóval. Elsõként a párhuzamos élû vo-
nalzó egyik élét t-re illesztve t-nek a P pontot
tartalmazó oldalán megrajzoljuk a t1 és a másik
oldalán a t2 egyenest (10. ábra), majd P-bõl t-
re m merõlegest állítunk, s ennek az egyik ol-
dalán megrajzoljuk t1 és t2 egyeneseket A-ban,
illetve B-ben metszõ m1 egyenest. Ekkor A π P

miatt létezik az AP
HJJG

 egyenes, amely P œt1 ese-

tén a t tengelyt egy C pontban metszi, s a BC
HJJG

és az m egyenes közös pontja a keresett P’
pont. Ha viszont P Œt1 áll fenn, akkor m1-et
nem kell megrajzolni, mivel m és t2 metszete
lesz a P’ képpont.

Ha egy adott szög egyik szárának valamely
belsõ pontját tükrözzük a szögfelezõ egyenesé-
re, akkor a tükörkép a másik szárra esik: ilyen-
kor azt fogjuk mondani, hogy ezt a pontot a
szög csúcsa körül leforgattuk a szög másik szá-
rára. Ezt a leforgatást a továbbiakban többször
felhasználjuk. Ha például adott egy kör közép-
pontja és a körvonal egy pontja, akkor csak pár-
huzamos élû vonalzóval megszerkeszthetõ e kör-

e1

f2
f1

f

e

d

A

P RQ

C

S

B

dd

8. ábra

d

AO

C’

C

B

d

9. ábra

t1

m1

t2

t

m

d

d
C

A
P

P’
B

T

d
10. ábra



A MATEMATIKA TANÍTÁSA 2012. február
                                                                                                                                                                                             

22 MOZAIK KIADÓ

vonal egy újabb pontja úgy, hogy a középpont-
ból kiinduló, de az adott ponton át nem haladó
félegyenesre az adott pontot a középpont körül
leforgatjuk, miközben a körvonalat nem rajzol-
hatjuk meg.

A tengelyes tükrözésre a párhuzamos élû
vonalzóval adott fenti szerkesztésrõl észrevehe-
tõ, hogy annak menete sok tekintetben hasonlít
a betoló vonalzóval [1]-ben leírt módhoz. S mint-
hogy ez a hasonlatosság megtalálható a pont
körüli elforgatás, a középpontos tükrözés, az el-
tolás, a homotécia és a tengelyes affinitás, to-
vábbá a szakasz és szög másolása, valamint a
szakasz harmadolása és adott arányban történõ
felosztása esetén is, ezért részletes tárgyalásukat
itt mellõzhetjük, jóllehet ezeket a szerkesztéseket
gyakorlásnak mégis célszerû elvégezni. Ugyanez
vonatkozik két szakasz összegének, különbségé-
nek, szorzatának és hányadosának, egy szakasz
négyzetének és reciprokának, három adott sza-
kaszhoz negyedik arányosnak, valamint egy
adott szakasz aranymetszés szerinti osztópontjá-
nak a megszerkesztésére.

Ha az irányított AB
HJJG

 egyenesen C és D az
AB  szakasznak olyan belsõ, illetve külsõ pont-

ja, amelyekre : 1
AC AD
CB DB

= −  teljesül, akkor a D

pontot a C pontnak az A és B pontokra vonat-
kozó harmonikus társának nevezzük, ahol AC =

= CB esetén D az AB
HJJG

 egyenes végtelen távoli
pontja. Ha adott A, B és C páronként különbö-
zõ kollineáris pontokra, C az AB  szakasz belsõ
pontja és AC > CB, akkor D az AB

HJJG
 egyenes B

kezdõpontú és C-t nem tartalmazó félegyenesé-
re illeszkedõ közönséges pont, amelynek párhu-
zamos élû vonalzós megszerkesztésére az aláb-
biakban három módot ismertetünk. Az AC < CB
eset hasonlóképpen tárgyalható.

1. mód: Legyen e az A-ra illeszkedõ, de
AB
HJJG

-tõl különbözõ egyenes, amellyel B ponton
át f párhuzamost húzunk (11. ábra). Az e egye-
nesen X — A — Y és XA = AY feltétellel elõállítjuk
az X és Y pontokat, amihez X lehet tetszõlege-
sen kijelölt pont, az Y pedig X-nek A-ra vonat-
kozó tükörképe. A CX

HJJG
 egyenes messe f-et a Z

pontban, s ekkor az YZ
HJJG

 egyenes az AB
HJJG

 egye-
nest a keresett D pontban metszi. Ugyanis a szer-
kesztés miatt ACXè ~ BCZè és ADYè ~ BDZè
teljesül, s ennélfogva egyrészt AC > CB
miatt AY = XA > BZ fi ,YZ AB¨

HJJG HJJG
 másrészt

AC XA AY AD
CB BZ BZ BD

= = =  és DB = -BD miatt

: 1
AC AD
CB DB

= −  kapható. Ha mindezt projektív

síkon tekintve az e egyenes végtelen távoli
pontját E-vel jelöljük, akkor X, Y, A és E har-
monikus pontnégyest alkot ([3] 458. oldal). Az
e egyenesnek Z pontból AB

HJJG
-re történõ centrá-

lis vetítésekor A’ = A, E’ = B, X’ = C és Y’ = D,
s mivel ez a vetítés megtartja a kettõs viszonyt
([3] 455. oldal), ezért C és D harmonikusan
választják el az A és B pontokat. Az elõbbi szer-
kesztés egy másik változatához jutunk, ha az
e egyenesen lévõ X és Y pontokat A — X — Y és
AX = XY feltétellel állítjuk elõ (12. ábra). Ez
a változat szintén tárgyalható euklideszi síkon

E
Y

Z

DBA

X
e

f

C
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DBA
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e
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hasonló háromszögekkel, vagy pedig projektív
síkon centrális vetítéssel, amikor a CX

HJJG
 és BY

HJJG

egyenesek Z metszéspontja lesz a vetítés cent-
ruma, amely AC > CB miatt közönséges pont,
s ekkor A’ = A, Y’ = B, X’ = C és E’ = D miatt
a keresett D pontot az AB

HJJG
 egyenesbõl a Z pon-

ton át e-vel párhuzamos metszi ki. S mivel az
elválasztásnál az A és B pontok szerepe felcse-
rélhetõ, ezért azt is megtehetjük, hogy ezen X és
Y pontokat a B ponton át megrajzolt egyenesen
vesszük fel.

2. mód: A C pontot tükrözzük A-ra és B-re:
a kapott pontokat jelölje X és Y (13. ábra).
Szerkesszük meg a k1(A,XC) és k2(B,CY) körök

egyik metszéspontját: ez legyen a Z pont. Ez-
után rajzoljuk meg a CZ

HJJG
 egyenest és állítsunk

rá Z-ben merõlegest, ami az AB
HJJG

-t a keresett D
pontban metszi. Az XC = 2AC és CY = 2CB
feltétel miatt XC + CY = 2(AC + CB) > AB és
így a k1 és k2 körívek egy Z AB∉

HJJG
 pontban met-

szik egymást, s ekkor 
AZ AC
BZ CB

=  miatt ZC
JJJG

 fél-

egyenes az ABZè háromszög Z-nél lévõ belsõ

szögének a felezõje, amire a Z-ben állított me-
rõleges felezi a Z-nél lévõ külsõ szöget ([3] 21.
oldal) és AC π CB miatt metszi AB

HJJG
-t a keresett

D pontban ([3] 123. és 460. oldal). Megjegyez-
zük, hogy egyrészt az X és Y pontok elõállításá-
hoz XC + CY > AB szükséges feltétel, s jóllehet
a tükrözést könnyebb elvégezni, de a 2-es szor-
zó helyett bármely más 1-nél nagyobb érték is
választható. Másrészt a k1 és k2 körívek Z met-

széspontja körzõvel egyszerûen adódik, ha vi-
szont a körzõ használata nem megengedett, ak-
kor ez a mód csak a két metszõ kör közös pont-
jainak párhuzamos élû vonalzós megszerkeszté-
sét követheti, amit késõbb fogunk tárgyalni.

3. mód: Legyen AB = 2d és O az AB  sza-
kasz felezõpontja. Állítsunk C-ben AB

HJJG
-re me-

rõleges m egyenest, amelyen OP > d feltétellel
megadunk egy P pontot (14. ábra). Helyezzük
el a párhuzamos élû vonalzót úgy, hogy élei
rendre az O és P pontra illeszkedjenek, majd

a P-re illeszkedõ éle mentén rajzoljunk egy egye-
nest, amelyre az O-ból állított merõleges talp-
pontját jelölje Q. Rajzoljuk meg az OP

HJJG
 egye-

nest, amelyre a Q-ból állított merõleges talp-
pontja legyen T, s ekkor QT

HJJG
 az AB

HJJG
 egyenest

a keresett D pontban metszi. Ugyanis egyrészt
O π C miatt ,QT AB¨

HJJG HJJG
 másrészt m(PCD¬) =

= m(PTD¬) = 90° miatt a PTCD négyszög köré
egy DP  átmérõjû k’ kör írható, amelyre az O
pont hatványa az OPQè derékszögû három-
szögre vonatkozó befogótétel miatt OC ◊ OD =
= OT ◊ OP = OQ2 = d2, s ennélfogva C és D
a k(O,d) körre vonatkozóan inverz pontpárt al-
kotnak, vagyis az A és B pontokat harmoniku-
san választják el ([4] 265. oldal). Az AB π 2d
eset erre visszavezethetõ egy középpontos ha-
sonlósággal.

Legyen adott a k(O,r) kör AB  átmérõje,
továbbá az e egyenes , melynek O-tól mért t tá-
volsága r-nél kisebb. Szerkesztendõk a k kör és
az e egyenes M és N metszéspontjai csak pár-
huzamos élû vonalzóval a kör megrajzolása nél-
kül. Az is feltételbe vehetõ, hogy e AB⊥  telje-
sül, mivel ellenkezõ esetben az A és B pontokat

k2

k1

Z

DB YAX C
13. ábra
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az O körül leforgathatjuk az O-ból e-re állított
merõlegesre.

A t = 0 esetben az e egyenes áthalad a k kör
O középpontján (15. ábra), s ekkor bármely r
esetén a keresett M és N metszéspontokat úgy
kapjuk meg, hogy az A és B pontokat az O kö-
zéppont körül leforgatjuk az e egyenesre.

A 0 < t < r eset két részre bontható aszerint,
hogy r = d, avagy r π d teljesül.

Az r = d esetben jelölje C az e egyenes és az
AB  átmérõ metszéspontját (16. ábra), s szer-
kesszük meg C-nek az A és B pontokra vonat-
kozó D harmonikus társát. Ezután a párhuza-
mos élû vonalzó egyik élét O-ra és a másikat D-
re illesztve rajzoljunk egyenest a D-re illeszkedõ
éle mentén: így két egyenest kapunk, amelyek
az e egyenest a keresett M és N pontokban
metszik. Ugyanis a D pont elõállítása miatt k és
e metszéspontjai azonosak a D-bõl ily módon
meghúzott két egyenesnek az e-vel alkotott
metszéspontjaival ([4] 264—265. oldal, [5] 55.
oldal).

Az r π d esetben legyen r > d, továbbá P
egy olyan pont, amelyre OP > d és OP’ π d is

teljesül, ahol P’ a P-nek AB
HJJG

-re esõ merõleges
vetülete (17. ábra). Helyezzünk el a párhuza-
mos élû vonalzót úgy, hogy egyik éle O-ra és

a másik P-re illeszkedjen, s ezen utóbbi éle
mentén rajzoljunk egy egyenest, amelyre az O-
ból állított merõleges talppontját jelölje Q’, ami
OP’ π d miatt nem illeszkedik AB

HJJG
-re. Húzzuk

meg az ’OQ
JJJJG

 félegyenest, s az O pont körül for-
gassuk le rá az A pontot: az így kapott pont le-
gyen Q. Ezután a CQ

HJJG
 egyenessel Q’ ponton át

húzott párhuzamos az AB
HJJG

 egyenest C’-ben
metszi, amelyre 0 < t < r és r > d miatt
0 < OC’ < d teljesül, s így a C’ ponton át e-vel
párhuzamos e’ egyenes a k’(O,d) kört az M’ és
N’ pontokban metszi: ezek a metszéspontok az
elõbbi eset szerint megszerkeszthetõk. S végül
az ’OM
HJJJJG

 és ’ON
HJJJG

 egyenesek az e egyenest a ke-
resett M és N pontokban metszik. Ugyanis
a k(O,r) kör és az e egyenes metszéspontjainak
megszerkesztését O középpontú és d : r arányú
hasonlósággal visszavezettük a k’(O,d) kör és az
e’ egyenes M’ és N’ metszéspontjainak meg-
szerkesztésére, s ezután az M és N pontok meg-
kaphatók egy O középpontú és r : d arányú ha-
sonlóság révén. Az r < d eset hasonlóképpen
tárgyalható.

A k1(O1,r1) és k2(O2,r2) körök h hatványvo-
nalának létezéséhez szükséges az O1 π O2 fel-
tétel, amit megtartva legyen r1 = O1A1 és

r2 = O2A2 úgy, hogy A1 és A2 az 1 2O O
HJJJJJG

 egyenes

egyik oldalán van, továbbá 1 1O A  és 2 2O A

merõleges az 1 2O O
HJJJJJG

-re (18. ábra). Szerkesszük
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meg az 1 2A A  szakasz F felezõpontját, majd F-

ben az 1 2A A -re merõleges f egyenest, ami az

1 2O O
HJJJJJG

 egyenest egy P pontban metszi. Legyen

O az 1 2O O  szakasz felezõpontja, amire vonat-
kozóan P tükörképét jelölje Q, s ekkor Q-ban az

1 2O O
HJJJJJG

-re merõleges a keresett h hatványvonal.
Ehhez azt kell belátnunk, hogy a Q pontnak k1

és k2 körökre vonatkozó h1(Q) és h2(Q) hatvá-
nyai egyenlõk. Az A1PO1è és A2PO2è derék-
szögû háromszögekbõl A1P2 = O1P2 + (A1O1)2 =

= O1P2 + r1
2 és A2P2 = O2P2 + (A2O2)2 =

= O2P2 + r2
2, ahonnan A1P = A2P, O1Q = O2P

és O1P = O2Q miatt

h1(Q) = O1Q2 - r1
2 = O2P2 - r1

2 =

= (A2P2 - r2
2) - r1

2 = (A1P2 - r1
2) - r2

2 =

= O1P2 - r2
2 = O2Q2 - r2

2 = h2(Q)

teljesül (KöMal F.2052-es feladat, 1977/1-es
szám 10. oldal).

Két metszõ kör közös pontjainak megszer-
kesztése visszavezethetõ az egyik kör és a két
kör hatványvonala közös pontjainak a meg-
szerkesztésére, minthogy két metszõ kör hat-
ványvonala azonos az e két kör közös pontjait
összekötõ egyenessel.

Most tegyünk egy kitérõt a 30°-os és a 60°-os
szögek párhuzamos élû vonalzós szerkesztésé-
nek bemutatása céljából. Legyen AB  a k(O,d)
kör átmérõje, továbbá C a BO  szakasz felezõ-

pontja és e az AB
HJJG

-re C-ben állított merõleges
(19. ábra). Szerkesszük meg az AB  átmérõjû k
félkörív és az e egyenes M metszéspontját: ek-
kor m(BAM¬) = 30° és m(ABM¬) = 60°. Ugyanis
az ABMè háromszögnek M-nél derékszöge van,

valamint ABMè ~ MBCè miatt BM = d, s így az
OBMè háromszög szabályos.

A továbbiakban bemutatjuk a körhöz egy
adott pontjában, valamint egy külsõ pontból
húzható érintõ párhuzamos élû vonalzós szer-
kesztését, miközben a körvonal megrajzolása
nem lesz megengedett. Elsõként foglalkozunk
a körvonal egy adott pontjában húzható érintõ-
vel. Ekkor a k kör megadható az O középpont-
tal és a körvonal egy P pontjával, vagy pedig
egy AB  átmérõjével. Az elsõ esetben az érintõt
az 5. ábra alapján tudjuk megszerkeszteni.
Ugyanerre juthatunk vissza a második esetben,
ha az érintõt az A vagy B, illetve egy P Œk \ {A, B}
pontban kívánjuk meghúzni: ez utóbbi esetben
a P pontot elõbb fel kell venni a tengelyes tük-
rözésnél leírtak szerint.

Ezután rátérhetünk a körhöz egy külsõ
pontból húzható két érintõ megszerkesztésére,
amihez legyen adott a k(O,r) kör O középpont-
ja, a körvonal egy A pontja és egy P pont,
amelyre OP > r teljesül. Az r = d esetben a pár-
huzamos élû vonalzót úgy helyezzük el, hogy
egyik éle az O, a másik a P pontra illeszkedjen,
s ezután a P-re illeszkedõ éle mentén megrajzolt
egyenes lesz a keresett érintõ. Ezt az OP

HJJG
 egye-

nes mindkét oldalán elvégezve kapjuk a két
érintõt, amelyekre az O-ból állított merõlegesek
E és F talppontjai az érintési pontok (20. ábra).
Ha r π d, akkor legyen r > d és P OA∉

HJJG

(21. ábra). Az OA  szakaszra O-ban merõlegest
állítunk, majd a párhuzamos élû vonalzó egyik
élét erre a merõlegesre illesztve (a merõleges A
pontot tartalmazó oldalán) a másik éle mentén
egyenest húzunk, ami az OA  szakaszt egy
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olyan A’ pontban metszi, amelyre OA’ = d telje-
sül. Ezen A’ ponton át az AP

HJJG
-vel párhuzamo-

san húzott egyenes az OP
HJJG

-t egy P’ pontban

metszi úgy, hogy OP’ = OA’ ◊ OP
OA

= d ◊ OP
r

> d

miatt P’ a k’(O,d) kör külsõ pontja. Ekkor k’
körhöz P’ pontból az elõbbi eset szerint meg-
szerkeszthetõk a ’ ’P E

HJJJG
 és ’ ’P F

HJJJG
 érintõk, melyek-

kel a P ponton át húzott párhuzamosok az ’OE
HJJJG

és ’OF
HJJJG

 félegyeneseket a keresett E és F érintési
pontokban metszik. Az r < d eset hasonlókép-
pen tárgyalható. Megjegyezzük még, hogy az
r π d esetben a P OA∉

HJJG
 feltétel csak a P’ pont

egyszerûbb megszerkesztéséhez kellett.
Az a és b hosszúságú két szakasz mértani

közepe megszerkesztéséhez legyenek A, B és C
különbözõ adott pontok úgy, hogy A — B — C,
AB = a, BC = b és a > b teljesül. A szerkesztést
a magasságtétel alapján végezzük el (22. ábra).
Jelölje O az AC  szakasz felezõpontját, s az AB

JJJG

félegyenesen A — O’ — C’ és AO’ = C’O’ = d

feltétellel határozzuk meg az O’ és C’ pontokat.
Szerkesszük meg az ’AC  szakaszt a : b arány-
ban osztó B’ pontot, majd a k’(O’,d) félkörív és
a B’-ben AB

HJJG
-re merõleges egyenes D’ met-

széspontját: ekkor az ’AD
HJJJG

 egyenes a B-ben
AB
HJJG

-re állított merõlegest olyan D pontban
metszi, amelyre BD  az AB  és BC  mértani
közepe. A befogótételre alapuló megszerkesztést
gyakorlatként átengedjük az olvasónak.

A párhuzamos élû vonalzó korunk geomet-
ria oktatásában mellõzött eszköznek számít, jól-
lehet az eszközök sokfélesége és azok célszerû
alkalmazása csak gazdagíthatná a tanulók isme-
reteit és elõsegíthetné kreativitásuk fejlesztését.
A kereskedelemben forgalmazott csuklós vagy
görgõs szerkezetû párhuzamvonalzók kínálhat-
nak bizonyos alternatívát, de mivel ezek iskolai
használata általában nincs betervezve, ezért több-
nyire csak érdekességnek tekinthetõk.
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1. Bevezetés

vérkeringésnek a testben lehetõleg ha-
tékonynak kell lennie, amennyire csak
ez lehetséges. Az optimális minimum-

hoz sok minden szükséges. Például a vér tur-
bulencia nélküli áramlása, viszkozitásának
megfelelõ szintje, a rugalmas falú és el nem szû-
külõ vérerek. A következõ modellben ezeket és
az egyéb feltételeket itt nem vizsgáljuk, hanem
csak azt, hogy milyen szögben kellene elágazni-
uk a vérereknek ahhoz, hogy a vér áramlási el-
lenállása a minimális legyen.
Tegyük fel, hogy a fõ vérér sugara r1 és az áb-
rán az A-tól B-ig levõ szakaszát vizsgáljuk. A fõ
vérérbõl elágazik egy mellék vérér, amelynek
sugara legyen r2. Az egyszerûség kedvéért vá-
lasszuk ki a C pontot úgy, hogy a BC merõleges
legyen az AB-re.
Legyen BC = s, és legyen D az a pont, ahol
a mellékér tengelye metszi a fõér tengelyét.
Jelöljük a BCD szöget x-szel.
A probléma a következõ. Határozzuk meg azon
x szöget, amelyre a véráramlással szembeni el-
lenállás a legkisebb a véráramlás ADC útján.
Nyilván minél kisebb az ellenállás, annál keve-
sebb fölösleges munkát kell végeznie a szívnek.

l1

r1

r2

l0

l2

l0 — l1

BA
D

x

C

s

2. A probléma fizikai megfogalmazása

A turbulencia nélküli, lamináris áramlásokra fenn-
áll Poiseuille törvénye, amelyet Hagen-Poiseuille-
féle törvénynek is neveznek, amely törvény
1839—1840 körüli.
Jean Louis Marie Poiseuille (1799—1869) fran-
cia fizikus és fiziológus volt. Poiseuille 1838-ban
kísérletileg észrevette, majd 1840-ben megfo-
galmazta és publikálta a törvényt.
Gotthilf Heinrich Ludwig Hagen (1797—1884)
német vízépítõ mérnök volt és 1839-ben találta
kísérleti úton a Hagen-Poiseuille-törvényt.
Lamináris vagy réteges áramlásoknak nevezzük
azokat az áramlásokat, amelyeknél a folyadék
különbözõ sebességû rétegekre osztható. Lami-
náris áramlások általában szûk csövekben és kis
folyadéksebességeknél alakulnak ki a Budó-
könyv [2] szerint.
A Poiseuille-törvény szerint stacionárius áram-
lásnál a csõ bármely keresztmetszetén az idõ-
egység alatt áthaladó folyadék térfogata a nyo-
máseséssel és a csõ sugarának negyedik hatvá-
nyával arányos, a folyadék viszkozitásával pe-
dig fordítottan arányos.
Stacionárius áramlásnak nevezzük azt az áram-
lást, amelynél a sebesség, a nyomás, a sûrûség
és általában az egész áramlási állapot az áram-
lási tér minden helyén független az idõtõl. ([2],
256.)
Vagyis ha V a folyadék térfogata, t az idõ, akkor
az áramlás „áramerõssége”:

(2.1) 
V

I
t

=  definíció szerint.

A Poiseuille-törvény matematikai alakja:

(2.2) 41 21
,

8
p p

I r
l
−= ⋅ ⋅ ⋅p

h
 ahol I az áramlás

„áramerõssége”, h a folyadék viszkozitása, l a

Csete Lajos

A véráramlási ellenállásról:
egy minimumprobléma

A
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csõszakasz hossza, p1 a csõszakasz elején a nyo-
más, p2 a csõszakasz végén a nyomás és r a csõ
belsõ sugara.
A Budó-könyv szerint kétféle ellenállást is meg
szoktak különböztetni a folyadékok csövekben
való áramlásánál.
a) Az elektromos áramra vonatkozó Ohm-tör-
vény analógiájára a csõ ellenállása:

(2.3) 1 2
4

8p p l
I r
− ⋅ ⋅=

⋅
h

p
b) Ha v  az átlagos sebessége az áramlásnak,
akkor azt mondhatjuk, hogy az F = p ◊ A tör-
vény alapján
(2.4) 8 ◊ h ◊ l ◊ v  súrlódási ellenállást fejt ki a csõ.
(Hiszen F = p ◊ A = (p1 - p2) ◊ r2 ◊ p = 8 ◊ p ◊ h ◊ ,v

mert 2 .)
V

I r v
t

= = ⋅ ⋅p

A Batschelet-könyv [1] az a) esetben értelme-
zett csõellenállást veszi.
Mégpedig azt írja, hogy legyen R a csõ ellenál-
lása lamináris áramlásnál és ez fordítottan ará-
nyos a csõ sugarának negyedik hatványával,
vagyis:

(2.5) 4 ,
l

R k
r

= ⋅  ahol k egy állandó és l a csõ-

szakasz hossza. Összevetve ezt az a) értelmezés
képletével kapjuk, hogy:

(2.6) 
8

.k
⋅= h
p

A mi problémánkban legyen AB = l0, AD = l1 és
DC = l2.
A BDC derékszögû háromszögbõl kapjuk, hogy

(2.7) 2 sin
s

l
x

=  és (2.8) l0 - l1 = s ◊ ctgx

Az ADC úton a vérrel szembeni teljes csõellen-
állás:

(2.9) 1 2
4 4

1 2

,ADC AD DC
l l

R R R k k
r r

= + = ⋅ + ⋅  ahol

a (2.5) képletet használtuk fel.
A (2.7) és (2.8) képleteket felhasználva kapjuk,
hogy:

(2.10) 0
4 4

1 2

ctg
sin

ADC
l s x s

R k k
r r x

− ⋅= ⋅ + ⋅ =
⋅

0
4 4

1 2

ctg
sin

l s x s
k

r r x

⎛ ⎞− ⋅= ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

3. A probléma megoldása
differenciálszámítással

Vegyük észre, hogy a (2.10) képlettel megkap-
tuk a teljes csõellenállást a mellék vérér x haj-
lásszögének függvényében.
Differenciáljuk x szerint az RADC = RADC(x) függ-

vényt!
Kapjuk, hogy:

' '
'

4 4
1 2

cos 1
( )

sin sinADC
s x s

R x k
x xr r

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= ⋅ − ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

4 2 4 2
1 2

sin sin cos cos 1 cos
,

sin sin
s x x x x s x

k
r x r x

⎛ ⎞− ⋅ − ⋅ − ⋅= ⋅ − ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

vagyis

(3.1) '
4 2 4 2

1 2

cos
( ) .

sin sin
ADC

s s x
R x k

r x r x

⎛ ⎞⋅= ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ ⋅⎝ ⎠
Oldjuk meg az R'ADC(x) = 0 egyenletet!

A nem nulla 2sin
s

x
-szel való osztás után a meg-

oldandó egyenletünk:

(3.2) 4 4
1 2

1 cos
0.

x
r r

− =

Ebbõl

(3.3) 
4
2
4

1

cos .
r

x
r

=

Vagyis a keresett szög (3.4) 
4
2
4

1

arccos .
r

x
r

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 Ez

a jelölt arra a szögre, amelynél a teljes csõellen-
állásnak minimuma van.
A továbbiakban azt kell igazolnunk, hogy erre
a szögre valóban a minimumot veszi fel a teljes
csõellenállás.
Nézzük a második deriváltat! Elég errõl kimu-
tatnunk, hogy pozitív a (3.4) jelölt értékénél.
Azt kaphatjuk elõbb-utóbb például, az egysze-
rûsítések és átalakítások után, hogy:

(3.5) 
2

''
4

1

2 ctg ( 1 ctg )
( )ADC

s x x
R x k

r

⎛ ⋅ ⋅ ⋅ − −= ⋅ +⎜⎜
⎝

2

4 3 4
2 2

2 cos
sin sin

s x s
r x r x

⎞⋅ ⋅+ + ⎟⎟⋅ ⋅ ⎠
 és ebbõl



2012. február A MATEMATIKA TANÍTÁSA
                                                                                                                                                                                             

MOZAIK KIADÓ 29

(3.6) ''
4 4

1 2

( )ADC
k s

R x
r r

⋅= ⋅
⋅

4 2 4 4
1 2 1

3
cos 2 cos

.
sin

r x r x r
x

− ⋅ ⋅ +⋅

Feltehetjük, hogy r2 < r1, hiszen az r2 a mellék
vérér sugara. Ezt felhasználva nem nõ az elõzõ
tört értéke, ha a számlálóban kicseréljük az r1-
eket r2-kre.
Azaz

(3.7) ''
4 4

1 2

( )ADC
k s

R x
r r

⋅= ⋅
⋅

4 2 4 4
1 2 1

3
cos 2 cos

sin
r x r x r

x
− ⋅ ⋅ +⋅ >

4 2 4 4
2 2 2

4 4 3
1 2

cos 2 cos
.

sin
k s r x r x r

r r x
⋅ − ⋅ ⋅ +> ⋅
⋅

Vegyük észre, hogy az egyenlõtlenség megfelelõ
jobb oldali számlálója teljes négyzetté alakítha-
tó.

Vagyis (3.8) '' 4
24 4

1 2

( )ADC
k s

R x r
r r

⋅> ⋅ ⋅
⋅

2 2

3 4 3
1

cos 2 cos 1 (cos 1)
.

sin sin
x x k s x

x r x
− ⋅ + ⋅ −⋅ = ⋅

A (3.4) kifejezés egy 0º és 90º közötti szöget
határoz meg, erre a szögre sinx > 0, így

(3.9) 
2

4 3
1

(cos 1)
0,

sin
k s x
r x
⋅ −⋅ ≥  hiszen a többi té-

nyezõ nyilván pozitív vagy nemnegatív.
Ebbõl következik, hogy (3.10) R''ADC(x) > 0.
Ebbõl viszont az következik, hogy a
(3.4) egyenlet által meghatározott jelölt valóban
szélsõértékhely, mégpedig minimumhely.
Ezzel megoldottuk a problémát.

4. A probléma megoldása elemi úton

A következõkben a differenciálszámítást kike-
rülõ, elemi megoldást igyekszünk adni a prob-
lémára.
A (2.10) képlet alapján

(4.1) 0
4 4

1 2

ctg
( )

sin
ADC

l s x s
R x k

r r x

⎛ ⎞− ⋅= ⋅ + =⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

0
4 4 4

1 2 1

1 1 1
ctg .

sin
l

k k s x
xr r r

⎛ ⎞
= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

Láthatjuk, hogy elég a

(4.2) 4 4
2 1

1 1 1
( ) ctg

sin
f x x

xr r
= ⋅ − ⋅  függvény mi-

nimumát meghatározni, ahol az x a 0º és 90º
között van. Hiszen az f függvénynek pontosan
ott van minimumhelye, ahol az RADC-nek.

Tervünk az, hogy az x szög szinuszát és koszinu-

szát az 
2
x

 szög szinuszával illetve koszinuszával

fogjuk kifejezni.

(4.3) 4 4
2 1

1 1 1 cos
( )

sin sin
x

f x
x xr r

= ⋅ − ⋅ =

2 2

4 4
2 1

cos sin1 1 1 2 2 .
2 sin cos 2 sin cos

2 2 2 2

x x

x x x xr r

−
= ⋅ − ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

Ezt tovább alakítva:

(4.4) 

2 2

4
2

sin cos1 2 2( )
2 sin cos

2 2

x x

f x
x xr

+
= ⋅ −

⋅ ⋅

2 2

4
1

cos sin1 2 2 .
2 sin cos

2 2

x x

x xr

−
− ⋅

⋅ ⋅

A számtani és mértani közép közötti egyenlõt-
lenséget igyekszünk alkalmazni. Ehhez alkalmas
módon átalakítjuk a (4.4) egyenletet.

(4.5) 4 4
2 2

sin cos1 12 2( )
2 cos 2 sin

2 2

x x

f x
x xr r

= ⋅ + ⋅ −
⋅ ⋅

4 4
1 1

cos sin1 12 2 .
2 sin 2 cos

2 2

x x

x xr r
− ⋅ + ⋅

⋅ ⋅

Azaz (4.6) 4 4
2 1

sin 1 12( )
2 cos

2

x

f x
x r r

⎛ ⎞
= ⋅ + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⋅

4 4
2 1

cos 1 12 .
2 sin

2

x

x r r

⎛ ⎞
+ ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⋅

Vegyük észre, hogy itt mindkét tag pozitív
r2 < r1 miatt.
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Ezért alkalmazhatjuk a számtani és mértani kö-
zép közötti egyenlõtlenséget.

(4.7) 

4 4 4 4
2 1 2 1

sin cos1 1 1 12 2

2 cos 2 sin
2 2

2

x x

x xr r r r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ + + ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⋅ ⋅

≥

4 4 4 4
2 1 2 1

sin cos1 1 1 12 2 .
2 cos 2 sin

2 2

x x

x xr r r r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≥ ⋅ + ⋅ ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⋅ ⋅

Ebbõl

(4.8) 8 8
2 1

1 1
( ) .f x

r r
≥ −

Itt egyenlõség akkor és csak akkor van, ha

(4.9) 4 4 4 4
2 1 2 1

sin cos1 1 1 12 2 .
2 cos 2 sin

2 2

x x

x xr r r r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ + = ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⋅ ⋅

Ezt legegyszerûbb 2tg
2
x

-re visszavezetni.

(4.10) 
4 44 4

2 1 22 1
4 4

1 2
4 4
2 1

1 1

tg .
1 12

x r rr r
r r

r r

−
−= =
++

Ebbõl könnyen meg lehet határozni azt a szö-
get, amelynél az f függvény s így az RADC függ-
vény felveszi a minimumát. Érdemes összeha-
sonlítani a differenciálszámítással kapott szög-
gel.
A trigonometriából ismert, hogy

(4.11) 

2

2

1 tg
2cos ,

1 tg
2

x

x
x

−
=

+
 minden olyan szögre,

amelyre e képlet jobb oldala értelmezett.
A mi problémánkban levõ 0º és 90º közötti
szögekre fennáll a képletbeli egyenlõség.

Így (4.12) 

4 4
1 2

44 4
21 2

4 4 4
1 2 1
4 4

1 2

1
cos ,

1

r r
rr r

x
r r r
r r

−−
+= =
−+
+

 vagyis

(4.13) 
4
2
4

1

arccos ,
r

x
r

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 azt kaptuk, mint koráb-

ban. Ezzel ismét megoldottuk a problémát.

Még kiszámítjuk az RADC minimális értékét is.
A (4.1) és (4.8) alapján

0
4

1

( ) ( )ADC
l

R x k k s f x
r

= ⋅ + ⋅ ⋅ ≥

0
4 8 8

1 2 1

1 1
.

l
k k s

r r r
≥ ⋅ + ⋅ ⋅ −

Tehát a minimális teljes csõellenállás

(4.14) 0
min 4 8 8

1 2 1

1 1
,ADC

l
R k k s

r r r
= ⋅ + ⋅ ⋅ −  ahol

egyenlõség arra az x hegyesszögre lép fel,

amelyre 
4
2
4

1

cos .
r

x
r

=

A cikkben új a 4. részben tárgyalt elemi megol-
dás, amelynek az ötletét a [4] cikk alapozta
meg.
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1. Bevezetõ

öbb olyan — ingyenes — programozási
verseny létezik, amelynek feladatanya-
gában tanulságos matematikai észrevé-

telek is szerepet kapnak. Ezek egyike a Google
Code Jam, amely 2008 óta évente kerül meg-
rendezésre és interneten bárki részt vehet rajta.
A fordulók után általában elérhetõvé válnak
a megoldások, amelyek az átlagosnál igénye-
sebben foglalkoznak az algoritmusok helyessé-
gével és hatékonyságával, ezért a matematika-
tanításban is jól használhatók.

Az alábbiakban a verseny egy olyan felada-
tát mutatjuk be, ami a várható érték fogalmá-
nak elmélyítéséhez nyújthat segítséget.

2. A feladat

A Google Code Jam 2011-es versenyén
tûzték ki a következõ feladatot:

Goronak négy karja van. Goro nagyon erõs.
Nem érdemes kikezdeni vele. Goro sorba akar
rendezni N különbözõ egész számot. (Képzel-
hetjük úgy, hogy a számok kártyákra vannak
felírva, a kártyák pedig sorban egymás mellett
fekszenek az asztalon.) Az algoritmikus gondol-
kozás nem erõssége Goronak, Goro erõssége
a nyers erõ. Terve a következõ: két kezének
ujjaival lefog bizonyos számokat, a másik két
kezével pedig rávág az asztalra, amilyen erõsen
csak bír. Erre azok a kártyák, amiket nem fogott
le, felrepülnek a levegõbe és (csodák-csodája)
valamilyen véletlen sorrendben visszahullanak
az üresen maradt helyekre.
Goro szeretné a lehetõ leggyorsabban sorba
rendezni a számokat. Ha intelligensen döntené
el, hogy melyik kártyákat rögzíti az egyes üté-
sek elõtt, akkor átlagosan hány ütés után kapná
meg a rendezett sorozatot? (Feltesszük, hogy

a kártyák lefogására használt kezein végtelen
sok ujj van, tehát bármennyi szám rögzítésére
képes.)

A probléma matematikai tartalma persze
sokkal tömörebben is elmondható, de szándé-
kosan mutattuk be a programozási versenyeken
megszokott tálalási módot: a kérdéseket szokás
valamilyen mesébe csomagolni, így a megfelelõ
matematikai modell megtalálása is a versenyzõ
feladata.

Feladatunk tehát N különbözõ egész szám
növekvõ rendezése úgy, hogy egy lépésben a
számok egy tetszõleges részhalmazát permutál-
hatjuk véletlenszerûen. A permutálás úgy törté-
nik, hogy a rögzített elemek helyben maradnak,
a nem rögzítettek pedig a nem rögzített pozíci-
ókban vesznek fel egy új sorrendet. Például:

5

1

1

3

2

5

4

4

3

2

6

6

2.1. Egy mohó algoritmus

Természetes arra gondolni, hogy Goro leg-
jobb stratégiája a következõ: mindig lefogja az
összes „jó helyen álló” számot, és az összes
többit keveri meg. Egy szám akkor áll jó helyen,
ha pozíciója megfelel a növekvõ rendezésben
elfoglalt helyének. Ha nem akarunk ilyen kö-
rülményesen fogalmazni, akkor képzelhetjük
úgy, hogy az 1, 2, 3, ..., N számok rendezésérõl
van szó, hiszen a számok sorrendjének van csak
jelentõsége. A továbbiakban ezért feltételezzük,
hogy az 1, 2, 3, ..., N számokat rendezzük, így a
vizsgált stratégiában Goro akkor rögzíti az i szá-
mot az ütés elõtt, ha az pont az i. helyen áll.

Most meghatározzuk ennek a mohó straté-
giának a várható lépésszámát.

Erben Péter

Matematika programozási versenyeken

T
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Az elsõ észrevétel az lehet, hogy bármilyen
részben rendezett sorozatra alkalmazva Goro
algoritmusát, csak a rossz helyen álló elemek
érdekesek; azok, akik már helyre kerültek,
semmiben nem befolyásolják a folytatást. Tehát
a lépésszám a pillanatnyilag rossz helyen álló
elemek számának függvényében adható meg.
Jelölje ezt a számot L(n).

Ha a keverés elõtt n elem áll rossz helyen,
akkor utána 0, 1, 2, ..., n lehet a rossz helyen
álló elemek száma. (Valójában 1 nem lehet
a rossz helyen álló elemek száma, de ezt 0-ás
szorzóval fogjuk számolni a továbbiakban.) Ha
pi a valószínûsége, hogy egy véletlen permutá-
cióban i darab elem áll rossz helyen, akkor
n > 1 esetén

L(n) = 1 + p0L(0) + p1L(1) + ... + pnL(n),

továbbá L(0) = L(1) = 0.
Ahhoz, hogy L(n) értékét meghatározzuk,

szükségünk lesz a pi valószínûségekre. Beveze-
tünk egy jelölést: f(n, k) jelentse az 1, 2, ..., n
számok olyan permutációinak számát, ame-
lyekben pontosan k elem áll rossz helyen.

Ezzel a jelöléssel 
( , )

.
!i

f n i
p

n
=

Érdemes néhány kis értékre „kézzel” kiszá-
molni az f(n, k) értékeket.

n / k 0 1 2 3 4

1 1 0 — — —

2 1 0 1 — —

3 1 0 3 2 —

4 1 0 6 8 9

A táblázat alapján

L(2) = 1 +
1
2
◊ L(2) Æ L(2) = 2,

L(3) = 1 +
3
6
◊ L(2) +

2
6
◊ L(3) Æ L(3) = 3 és

L(4) = 1 +
6
24

◊ L(2) +
8
24

◊ L(3) +
9
24

◊ L(4) Æ

L(4)=4.

Az eddigiekbõl a következõ nyilvánvaló sej-
tést fogalmazhatjuk meg:

L(n) = n.

A sejtés bizonyításához szükségünk lesz a vé-
letlen permutációban rossz helyen álló elemek
átlagos számára. A következõkben #H a H hal-
maz elemeinek számát jelöli. Az összes permu-
tációra úgy összegezzük a rossz helyen álló ele-
mek számát, hogy az összes számra összegezzük
azon permutációk számát, amiben az adott elem
rossz helyen áll.

 permutációk
#{ -ben rossz helyen álló elemek} =∑

p
p

#{ a  szám rossz helyen áll -ben}
k

k= =∑ p pΩ

 = n ◊ (n - 1) ◊ (n - 1)! = (n - 1) ◊ n!

Tehát átlagosan 
( 1) !

1
!

n n
n

n
− ⋅ = −  elem áll

rossz helyen:

p0 ◊ 0 + p1 ◊ 1 + ... + pn ◊ n = n - 1

Most már be tudjuk fejezni a bizonyítást:

0
( ) 1 ( )

n

i
i

L n p L i
=

= + =∑
1

0
1 ( )

n

i n
i

p i p L n
−

=
= + ⋅ + =∑

0
1 ( )

n

i n n
i

p i p n p L n
=

= + ⋅ − ⋅ + =∑

= 1 + (n - 1) - pn ◊ n + pnL(n) =
= n - pn ◊ n + pnL(n)

Nullára rendezve: (1 - pn) ◊ (L(n) - n) = 0.
Minden pi 1-nél kisebb, tehát csak úgy telje-

sülhet az elõzõ egyenlõség, ha L(n) = n.

2.2 A várható érték linearitása

A várható érték fogalmának ismeretében az
elõzõ pont számítása jelentõsen egyszerûsíthetõ.
Jelölje Xi azt a valószínûségi változót, amelynek
értéke 0, ha i rossz helyen áll egy véletlen per-
mutációban, és 1, ha i jó helyre került, vagyis
fixpont. Mivel egy tetszõleges elem n helyre ke-

rülhet, 
1
n

 valószínûséggel kerül a saját helyére,

így 
1

( )iE X
n

=  minden i = 1, 2, ..., n esetén.
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A véletlen permutációban jó helyen álló szá-
mok várható értéke

E(X1 + X2 + ... + Xn).

Most felhasználjuk, hogy E(X + Y) = E(X) +
+ E(Y), és ez akkor is igaz, ha X és Y nem füg-
getlenek.

E(X1 + X2 + ... + Xn) =

= E(X1) + E(X2) + ... + E(Xn) =
1

n
n
⋅ = 1.

Ha a jó helyre kerülõ elemek várható száma
1, akkor a rossz helyen átlagosan n - 1 elem áll.

(Érdemes megjegyezni, hogy a várható ér-
ték linearitásának bizonyítása lényegében azo-
nos gondolattal megy, mint ahogy a fenti leve-
zetésben átrendeztük az összegzéseket.)

2.3. Lehet jobban csinálni?

A fenti elemzésben azt mutattuk meg, hogy
ha mindig az összes rossz helyen álló elemet
permutáljuk, és az összes jó helyen álló elemet
rögzítjük, akkor a várható lépésszám egyenlõ az
eredetileg rossz helyen álló elemek számával.
Felmerül a kérdés, hogy ez-e a legjobb lehetsé-
ges stratégia. Esetleg elképzelhetõ, hogy érde-
mes néhány jó helyen álló számot is megkever-
ni egy késõbbi nyereség reményében.

Bár „érezzük”, hogy nincs jobb stratégia,
ennek bizonyítása nem nyilvánvaló. A nehézsé-
get az okozza, hogy ha jó helyen álló elemeket
is „bekeverhetünk”, akkor átmenetileg növe-
kedhet a rossz helyen álló elemek száma, tehát
nem lehet egyszerûen felírni egy indukciós bi-
zonyítást.

Az érdeklõdõ Olvasó a verseny honlapján
találhat egy vázlatos bizonyítást a mohó straté-
gia optimalitására:
http://code.google.com/codejam/contest/
dashboard?c=975485#s=a&a=3.

3. Merre tovább?

Lezárásként megemlítünk néhány továbblé-
pési lehetõséget.

3.1. Fixpontmentes permutációk

Az f(n, n) értékek n elem fixpontmentes
permutációinak számát adják meg. Ez a meny-

nyiség az elcserélt levelek problémájában vált
ismertté, amelyet Nicolaus Bernoulli tárgyalt
elõször, majd Leonhard Euler is foglalkozott
vele:

Hányféleképpen tehetünk n darab levelet n
megcímzett borítékba úgy, hogy egyik levél sem
kerül az eredeti címzetthez?

3.2. Véletlen permutáció elõállítása

Ha szimulációt szeretnénk készíteni Goro
stratégiájának teszteléséhez, szükségünk van
egy olyan algoritmusra, amivel elõállíthatjuk n
elem egy véletlen permutációját. Az algoritmus
akkor tekinthetõ helyesnek, ha bármelyik sor-
rend azonos valószínûséggel jön létre.

Bizonyítható, hogy az alábbi algoritmus jó
eredményt ad:

minden i-re T[i] := i

Ciklus i := 1,2,...,n-1

 j := Véletlen(i,n)

 Csere(T[i],T[j])

Ciklus vége

Véletlen(i,n) az i, i + 1, ..., n számok
közül választ egyet, véletlenszerûen, egyenlõ
valószínûséggel. Ilyen függvény általában ren-
delkezésre áll a legtöbb programozási nyelvben.

3.3 Karácsonyi húzás

Végül megjegyezzük, hogy a következõ is
kiderül számításainkból: ha egy társaság
„karácsonyi húzást” szervez, akkor várhatóan
egyvalaki fogja saját magát húzni.

Érdekes annak vizsgálata is, hogy a véletlen
húzás hány „ciklust” hoz létre. A ciklusok száma
azt adja meg, hogy hány kör jön létre, ha úgy
történik az ajándékok átadása, hogy egy tet-
szõleges ember átadja az ajándékot annak, akit
húzott, majd a megajándékozott folytatja a kört
az általa húzottal, és ez addig folytatódik, amíg
vissza nem érnek az elsõ emberhez. Ha a kör
lezárulása után még vannak olyanok, akik nem
kerültek sorra, akkor közülük választunk egy tet-
szõleges személyt, és vele folytatódik az ajándé-
kozás.
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gy hosszú, ámde roppant színes út végé-
hez közelít a Mozaik Kiadó. Engedjék
meg, hogy ajánlómat néhány puszta

számértékkel kezdjem. A kiadó Sokszínû ma-
tematika sorozata gyakorlatilag átöleli a teljes
nyolc osztályos általános, illetve négy osztályos
középiskolai matematika anyagot. Ebben a ha-
talmas munkában 11 év alatt 22 szerzõ össze-
sen 44 mûvet hozott (hoz) létre, melyek nyom-
tatásban több, mint 7600 (!) oldal terjedelmet
tesznek ki — eddig.

A középiskolai könyvek esetében felkerült az
i-re a pont, megjelent a tankönyvcsalád utolsó
két tagja is. Mindkét emelt szintû könyv Az ana-
lízis elemei címmel jelent meg, a tankönyv kód-
ja MS-2313, a feladatgyûjteményé MS-2327.

A három szerzõ közül a feladatgyûjtemény egyik
írójának neve egybeforrt a könyvekkel. Kovács
István mindvégig motorja volt úgy a középis-
kolai tankönyv-, mint a feladatgyûjtemény-
családnak. Trembeczki Csaba nyelvtörõ neve is
ismerõs lehet, a feladatgyûjtemények egyes fe-
jezetei kapcsolódnak hozzá. Esetünkben a két
szerzõpáros metszeteként vigyázott az emelt
szintû feladatgyûjtemény és a tankönyv össz-
hangjára. Harmadik, új szerzõnk nevét a Ma-
tematika Tanári Kincsestár olvasói minden bi-
zonnyal jól ismerik: Schlegl István matematikus,
eme cikk írójának jó barátja és „padtársa”, je-
lenleg középiskolai tanár.

A tankönyv fejlesztése 2010 nyarán kezdõ-
dött el, a feladatgyûjtemény összeállítása kis
csúszással követte a tankönyvet. Elsõként azt
kellett tisztáznunk, hogy a piacon egyébként
már megtalálható tankönyv-felépítések közül
melyiket használjuk. Kiegészítõ kötetet vagy
önálló könyvet írjunk? Az önálló könyv kiválta-
ná az emelt szinten tanulók többi tankönyvét —
azonban ilyet csak akkor szabad felvállalni, ha
a sorozat már megjelent tagjai egyáltalán nem,
vagy csak minimális mértékben foglalkoztak az
emelt szintû követelmények tárgyalásával. A Sok-
színû matematika sorozat könyveit áttanulmá-
nyozva teljesen egyértelmûvé vált, hogy csak
a kiegészítõ kötet jöhet szóba, a tankönyvek
már tartalmazzák az emelt szintû követelmé-
nyek jó részét. „Alig” maradt olyan tananyag,
amit az emelt szintû könyvbe beleírhatunk!
Azért találtunk három ilyen témakört: a végte-
len halmazokat, az analízis elemeit és a valószí-
nûség-számítás egyes részeit. Utóbbiból azért
csak egyes elemeket, mert például a geometriai
valószínûség a 12.-es könyvben, a binomiális
eloszlás pedig — bár nincs néven nevezve —
a 11.-es könyvben szerepel.

Trembeczki Csaba

A sokszínû analízis elemei — könyvajánló

E
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Mozgásterünket tehát a három nevezett té-
ma alkotta. A logika úgy diktálta, hogy a könyv
elejére kerüljön a halmazokkal foglalkozó rész,
másodiknak az analízis, harmadik helyre pedig
a valószínûség-számítás. Így lehetõség nyílt ar-
ra, hogy az utolsó fejezetben kihasználjuk a ko-
rábbi részekben kapott eredményeket. Erre vé-
gül csak kismértékben került sor.

A következõ kérdés, amit tisztáznunk kellett,
az volt, hogy kinek szóljon a könyv. Ez csak el-
sõ ránézésre egyszerû kérdés. „Kinek, kinek?
Hát akik emelt szinten tanulnak matematikát a
középiskolában!” — mondhatná valaki. Ez igaz,
csakhogy emelt szinten sokféleképpen tanítunk
matematikát. Vannak olyan iskolák, ahol magas
óraszámban, heti 8 vagy több órában van le-
hetõségük a diákoknak foglalkozni szeretett tár-
gyunkkal (jellemzõen tagozatokon). Itt van idõ
nagyon részletesen, alaposan tárgyalni a tan-
anyagot. Aztán vannak olyan iskolák, ahol heti
2—6 óra jut az emelt szintû követelmények telje-
sítésére. Itt nincs mit tenni, haladni kell. A ta-
nulók szempontjából vannak olyan csoportok,
ahol a diákok nagyon komolyan veszik a ta-
nulmányokat, de vannak olyanok is, ahol né-
hány tétel bemutatása után a következõ évre
egyszerûen megszûnik a csoport. Sõt, akár egy
csoporton belül is lehetnek olyan diákok, akik
csak a pontszámra hajtanak, és lehetnek olya-
nok, akiknek a felsõoktatásban töltött éveit ala-
pozzuk meg a tárgyalt anyagokkal. Ugye nem is
olyan egyszerû a kérdés: kinek szóljon a könyv?

A válasz az elsõ perctõl kezdve egyértelmû
volt: azt akartuk, hogy a könyvet mindenki hasz-
nálni tudja, aki ma Magyarországon akármilyen
összetételû csoportban, akármekkora óraszám-
ban emelt szinten vagy tagozaton tanul-tanít
matematikát. Ez azt (is) jelenti, hogy a könyv-
ben megtalálható szinte minden tétel — kevés,
apró betûs kivételtõl eltekintve — bizonyítást
nyer a könyv oldalain.

A kollégák munkáját megkönnyítendõ, az
összefüggéseket, definíciókat három kategóriá-
ba soroltuk. A kötelezõen tárgyalandó tudniva-
lókat világoszöld háttérben piros sorszám és
név jelzi. Ha valaki tanárként úgy ítéli meg,
hogy csoportjával van ideje helyenként ennél

mélyebben is tárgyalni bizonyos részeket, akkor
nekik ajánljuk a szintén világoszöld alapú, de
fekete sorszámú és fekete nevû tételekbõl, defi-
níciókból való válogatást. Könyvünk zömét az
ilyen összefüggések teszik ki. Heti 6 órába min-
den ilyen tétel részletes bizonyítása biztosan
nem fér bele, ám a csoportot tanító tanár sze-
rencsés esetben ismeri a diákjait, így el tudja
dönteni, melyik anyagrész fekszik nekik jobban,
mit érdemes velük mélyebben megismertetni
(esetleg pályaorientációjukat is figyelembe véve
mit fognak a jövõben többet használni). A ki-
egészítõ anyagrészek tárgyalását — ezeket a
könyvben világoslila háttéren lila betûkkel lát-
juk — pedig azoknak szánjuk, akik tényleg ma-
gas óraszámban dolgoznak, van idejük, és a di-
ákjaik is motiváltak az összefüggések megérté-
sére. Tapasztalataink szerint a felsõoktatásban
megjelenõ analízis tananyag sokként éri a hall-
gatók egy — fõként persze a nem emelt szinten
érettségizõ — részét. Reméljük, hogy akik ezen a
könyvön „nõnek fel”, felismerik majd a kap-
csolódási pontokat a középiskolai és az egyete-
mi-fõiskolai analízis között, és a felsõfokú ta-
nulmányaikhoz is segítségül tudják majd hívni
a könyvet.

A tankönyv és a feladatgyûjtemény a fel-
adatokat egységesen három kategóriába sorol-
ja. A feladatok sorszáma nehézségük alapján
növekvõ sorrendben: sárga, piros és lila. A sár-
ga példák könnyebb, gyakorló feladatok. A pi-
rosak az adott fejezet anyagrészéhez kapcsoló-
dó „emelt szintû” példák. A lila feladatok vagy
kiegészítõ anyagrészekhez kötõdnek, vagy leve-
zetésük hosszabb kitartást igényel, vagy nehe-
zen kitalálható ötletet tartalmaz — esetleg mind-
három egyszerre.

A könyvek feldolgozása már a középiskola
11. évfolyamán megkezdhetõ, ugyanis a tan-
könyv minden olyan összefüggést tartalmaz,
amire szükség van, ám késõbbi tananyag (pl.
mértani sorozat). Egyes részeket, melyek már
elõfordultak a korábbi sokszínû könyvekben, új-
ra tárgyalunk. Ilyen esetekben mélyebb magya-
rázatot adunk, amennyiben lehet, pontosabb
definíciót (pl. függvény konvexitása).
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Jelen sorok írója akkor „zúgott bele” a ki-
adó Sokszínû sorozatába, amikor meglátta a
könyvek margóra rajzolt ábráit. A bennem rejlõ
gyermek ugrott egyet örömében, a matemati-
katanár pedig azt hümmögte: így kell ezt csinál-
ni. Tárgyunkat nem lehet eladni az arra nem
fogékony diákoknak, csak úgy, ha felkeltjük az
érdeklõdésüket. Például azzal, ha egy Recip ró-

ka tûzi zászlajára az 5
5

1
n

n
− =  összefüggést. Er-

re ilyen formában az emelt szintû könyvben el-
vileg nincs szükség, hiszen azt motivált diákok
tanulják. Ezért aztán a rajzok „játékossága” és
gyakorisága csökkent a 9—12.-es könyvekhez
képest, cserébe több ábra segíti a tananyag
konkrét feldolgozását. Azért két példát említe-
nék. Az elsõ fejezet második leckéjében össze-
foglaljuk a matematika „állati” ötleteit, például
a teszünk-veszünk rövidítésébõl kapott teve-
módszert. Már középszinten is sok helyen elõ-
fordul ez az átalakítás, magasabb szinten meg-
kerülhetetlen. Vagy ott van a rendõr-elv: kiírhat-
nánk minden helyen szöveggel, hogy „Figyelj,

itt újra a rendõr-elvet alkalmazzuk ám!” — de
minek, ha egy jópofa ábra ezerszer többet
mond a szavaknál. Csak a Mûveletek konver-
gens sorozatokkal címû leckében ötször találko-
zunk a margón tevékkel és kétszer rendõrökkel.

         

Igyekeztünk a margó adta lehetõségekkel jól
gazdálkodni. A rajzokon túl itt találhatók a könyv-
ben felbukkanó személyek (teljes név, nemzeti-
ség, születési és halálozási idõ), betûk (mely
nemzet ábécéjének hányadik betûje), tételek,
definíciók (rövid leírás, név) alapvetõ adatai.
Egyes összefüggéseket „konyhanyelven” is (amit
jellemzõen élõszóban használunk) megfogalmaz-
tunk a margón. Sõt, itt utalunk rá, hogy egy fo-
galom, összefüggés melyik korábbi tankönyv



2012. február A MATEMATIKA TANÍTÁSA
                                                                                                                                                                                             

MOZAIK KIADÓ 37

hányadik oldalán található. A tananyag meg-
értését könnyítõ rövidebb megjegyzéseket is
itt helyeztük el, kisebb ábrákkal egyetemben.
A hosszabb vagy összetettebb, több pontból álló
megjegyzéseket jellemzõen a tételek, definíciók
után a folyó szövegben, apró betûs részként
szerepeltetjük. Ezekben kitekintéseket, érdekes-
ségeket, általánosításokat vagy épp speciális
eseteket, pontosító magyarázatokat találunk.

Talán említenem sem kell, hogy a tételeket,
definíciókat vagy felvezetõ példák elõzik meg
(pl. a 4. fejezet 1. leckéjében), vagy mûködésü-
ket mutatjuk be számtalan kidolgozott feladattal
(2. fejezet 3. lecke). Vannak olyan leckék, ame-
lyek csak feladatmegoldásból állnak a tan-
könyvben, például a Kidolgozott deriválási fel-
adatok. Ugyanakkor egy egész fejezet foglalko-
zik A differenciálszámítás alkalmazásaival, több
lecke a határozott integrál alkalmazásaival (I-II).
Természetesen vannak tisztán elméletet feldol-
gozó leckék is, a Határozott integrál fogalmának
elõkészítése során például csak definíciókat tár-
gyalunk. A mintapéldák megoldásait részletesen
közöljük, illetve ahol úgy éreztük, megjegyzé-
sekkel is elláttuk õket. Találunk olyan feladato-
kat, amelyekre több megoldást mutatunk, sõt
van, ahol „rossz megoldást” is közlünk — így
irányítva a figyelmet a típushibára.

A tankönyvben szinte minden lecke végén
vannak feladatok, ezek megoldásait azonban a
könyv már nem tartalmazza (a kiadó weblap-
jára felkerülnek majd, www.mozaik.info.hu),
ráadásul számuk is „véges”.

Mindenképpen ajánljuk a tankönyv feldol-
gozásához a 225-ig sorszámozott, ám — mivel
sok példa kimeríti az ábécé teljes betûkészletét —
ennél jóval több feladatot számláló Analízis
elemei feladatgyûjteményt is. Ennek fejezetei
követik a tankönyv beosztását, és a feladatok
megoldásait is tartalmazza. A feladatgyûjte-
mény alapvetõ koncepciója ugyanaz, mint a
korábbi sokszínû feladatgyûjteményeké: a gya-
korló (sárga) feladatok esetében csak a vég-
eredményeket, az emelt szintû (piros) felada-
toknál a részletesebb megoldást (esetleg át-
ugorva egy-két könnyebb részletet), míg a lila
feladatok esetében a teljesen részletezett meg-
oldásokat közli. Igyekeztünk ebben a kiadvány-

ban is több megoldást adni egy-egy feladatra,
amennyiben azok alapvetõen más meggondo-
lásra épülnek. Helyenként itt is találunk a fel-
adat megoldásán túlmutató utalásokat: mit le-
hetne még vele kapcsolatban meggondolni,
minek lenne érdemes utánanézni. Remek példa
erre a feladatgyûjtemény 6114. f) feladatának
megjegyzése. A példában az xx függvényt kellett
jellemeznünk:

„Megjegyzés: Kilencedik évfolyamon szokott
felmerülni a 00 problémája. Értelmezzük úgy,
hogy '0 minden hatványa 0', vagy inkább 'min-
den szám 0-adik hatványa 1'? Nem tudunk
dönteni, ezért a 00-t kizárjuk a számok világá-
ból. A fenti függvény 0-ban vett határértéke az
utóbbit erõsíti (erõsebben hat a kitevõ konver-
genciája): 00 = 1, x > 0-ra 

0
lim 1.x

x
x

→
=  Azon-

ban ha jelentõsen gyorsítjuk az alap 0-hoz való
konvergenciáját, akkor befolyásoljuk az ered-

ményt: 

1

0

1
lim 0,

!
n

n n→

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ami alapján 00 = 0. Pró-

báljuk meg igazolni, hogy 
1 1

ln !”
!n n

⎛ ⎞⋅ → −∞⎜ ⎟
⎝ ⎠
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A konkrét matematikai tartalomról nehéz
szólni, mert szerteágazó és az eddigi kiadvá-
nyokhoz képest mély. Mit értünk ez alatt példá-
ul a nyolc leckébõl álló Sorozatok fejezetben?

1. lecke. Bevezeti a számsorozat (általában
a sorozat), illetve a mértani sorozat fogalmát.

2. lecke. Definiálja a korlátos sorozatot, a so-
rozat határát. Apró betûs rész írja le, hogy a fe-
lülrõl (alulról) korlátos sorozatnak van felsõ
(alsó) határa. A határfogalom segítségével két
részletben bizonyítja az egymásba skatulyázott
intervallumok viselkedését. A tétel megjegyzé-
seiben kitér a feltételekre, illetve rámutat az eg-
zisztencia és az unicitás fogalmára. Megadja a
monotonitás fogalmát. Ennek vizsgálatára an+1

és an különbségeinek, illetve hányadosainak

vizsgálatát javasolja.
3. lecke. A határérték fogalmát egy konkrét

sorozaton keresztül vezeti be, egyszerû modellt
alkotva. Megadja a környezet (távolság, metri-
kus tér) fogalmát. A határérték két definícióját
rögtön négy megjegyzés is követi, pl. hogy a ha-
tárérték nem feltétlenül eleme a sorozatnak,
vagy szûkebb környezetbe késõbb lép be a so-
rozat. A 2. példa a 0-hoz tartó átmérõjû, egy-
másba skatulyázott sorozatok végpontjainak vi-
selkedésérõl, a 3. példa a 5 -öt közelítõ racio-
nális számok sorozatáról szól. Megjegyzésben új
definíciót is ad a valós számokra: „r valós szám,
ha megadható hozzá olyan racionális számok-
ból álló sorozat, melynek r a határértéke”. A be-
fejezõ példák elõtt igazolja, hogy a két konver-
gencia definíció ekvivalens.

4. lecke. Bizonyítja a határérték unicitását,
a konvergens sorozat korlátosságát, illetve a
korlátos, monoton sorozat konvergenciáját.
Definiálja a részsorozat fogalmát, majd igazolja
a konvergens sorozat részsorozatáról szóló ösz-
szefüggést. Két bizonyítást is ad a rendõr-elvre.

5. lecke. A három kötelezõen tárgyalandó
nevezetes sorozat részletes bemutatását látjuk itt

a korábbi tételek alapján. Az 
1
n

 határértékét

kétféleképpen vizsgálja, az 
1

1
n

n
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

-re három-

féle utat is javasol, melyek közül a közepekre
épülõt végigviszi. Bevezeti az Euler-féle számot.
A qn-hez bevezeti a végtelenbe divergáló soro-
zatot.

6. lecke. Bizonyítja a konvergens sorozatok-
kal végzett mûveletek szabályait, majd • - •,

,
∞
∞

 illetve 
1

1
n

n
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 típusú határértékeket szá-

mol ki 11 mintapéldában. A törtes típust osztá-
lyozza a számláló-nevezõ nagyságrendje szerint.

7. lecke. A Cauchy-sorozat definíciója után
a Cauchy-féle konvergencia kritérium bizonyí-
tása történik két részletben. A megjegyzések fi-
lozófiai problémával (teljes metrikus tér), illetve
a torlódási pont fogalmával foglalkoznak. Ki-
mondásra kerül a Bolzano-Weierstrass tétel is,
illetve ha korlátos sorozatnak egyetlen torlódási
pontja van, akkor az egyben határérték.

8. lecke. Végtelen valós számsor, illetve
konvergens végtelen valós számsor definíciójá-
val kezd, majd igazolja a mértani sor konver-
genciáját. Szükséges feltételt ad sor konvergen-
ciájára. A példák között tárgyalja racionális
számok tört alakját, eleai Zenon problémáját.

Binomiális tétellel igazolja, hogy az 
1

1
n

n
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 so-

rozatnak felsõ korlátja K = 3, illetve megvizs-
gálja a Koch-féle hópelyhet (megjegyezve, hogy
az egy fraktál).

Természetesen ez csak egy kiragadott fejezet
nagyon rövid összefoglalója. A többi hasonló
alapossággal viszi végig a differenciálszámítás,
határozatlan és határozott integrálás, valószínû-
ség-számítás felépítését.

Végezetül azt kívánom minden kedves le-
endõ Olvasónknak, hogy forgassák a könyveket
legalább akkora szeretettel, amekkora szeretettel
készítették az alkotóik, és legyen bennük leg-
alább akkora örömük, mint volt munka közben
az íróknak! Kövessenek minket, Önökkel együtt
bemutatjuk diákjaiknak a matematika csodála-
tos világát. Kezdhetjük az utazást?
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Rovatvezetõ: Kosztolányi József
Kérjük, hogy a megoldásokat a rovatvezetõ

címére küldjék: 6757 Szeged, Miklós u. 27.
Ugyanide kell küldeni a kitûzésre szánt felada-
tokat is. Ezeknek a megoldását is mellékeljék!
Minden megoldást (tehát ugyanannak a fel-
adatnak a megoldásait is) külön lapra írják tollal
vagy géppel, jól olvashatóan! Mindegyiket kü-
lön-külön hajtsák össze, és külsõ felére írják rá
a feladat sorszámát és a megoldó nevét! Csa-
toljanak a megoldásokhoz összesítõ jegyzéket is!
A megoldásokat a kitûzést követõ harmadik
számban ismertetjük. A legjobb megoldásokat
beküldõjük nevével közöljük.

Beküldési határidõ: 2012. március 31.

Feladatok (435—439.)

435. Igazoljuk, hogy ha a, b, g egy hegyes-
szögû háromszög belsõ szögei, akkor

tga + tgb + tgg ≥ 2(sina + sinb + sing).

Dályay Pál Péter, Szeged

436. Legyen P(x) = (x - 1)(x - 2)(x - 3).
Hány olyan Q(x) polinom van, amelyhez létezik
olyan harmadfokú R(x) polinom, hogy
P(Q(x)) = P(x) ◊ R(x) teljesül?

437. Legyen P az ABC háromszög tetszõle-
ges belsõ pontja és legyen x = PA, y = PB,
z = PC. Jelölje Ra, Rb, Rc rendre a PBC, PCA,
PAB háromszög körülírt körének sugarát. Bizo-
nyítsuk be, hogy

3
.

2
a b cR R R

y z z x x y
+ + ≥

+ + +

Dályay Pál Péter, Szeged

438. S a térbeli derékszögû koordináta-
rendszer azon P(x; y; z) pontjainak halmaza,
amelyek koordinátái a {0; 1; 2} halmaz elemei.
Hány szabályos háromszöget határoznak meg S
elemei?

439. Az {an} sorozatot a következõképpen

definiáljuk: a0 = x, a1 = y, 1
1

1

1n n
n

n n

a a
a

a a
−

+
−

+=
+

(n ≥ 1). Melyek azok az x és y valós számok,
amelyekre teljesül, hogy van olyan n0 pozitív
egész, hogy bármely n ≥ n0 esetén an = c
(konstans)?

Feladatmegoldások
(420—424. feladatok)

420. Van-e olyan pozitív egész n, amelyre
3n + 2 ◊ 17n négyzetszám?

I. megoldás: Belátjuk, hogy nincs megfelelõ n.
Ha n = 2k, akkor

32k + 2 ◊ 172k = 9k + 2 ◊ 289k =
= (10 - 1)k + 2 ◊ (290 - 1)k ∫

∫ (-1)k + 2 ◊ (-1)k ∫ ±3 (mod 5).

Ha n = 2k + 1, akkor

32k+1 + 2 ◊ 172k+1 = 3 ◊ 9k + 34 ◊ 289k ∫
∫ 3 ◊ (-1)k - (-1)k ∫ ±2 (mod 5).

Mivel a négyzetszámok 5-tel osztva 0, 1 vagy 4
maradékot adhatnak, ezért a kifejezés egyetlen
pozitív egész n esetén sem lehet négyzetszám.

Több megoldás alapján

II. megoldás: A 3n + 2 ◊ 17n utolsó számjegyét
vizsgálva látjuk be, hogy nincs megfelelõ n.
Mivel

34k ∫ 1 (mod 10),
34k+1 ∫ 3 (mod 10),
34k+2 ∫ 9 (mod 10),
34k+3 ∫ 7 (mod 10),

és
174k ∫ 1 (mod 10),

174k+1 ∫ 7 (mod 10),
174k+2 ∫ 9 (mod 10),
174k+3 ∫ 3 (mod 10),

FELADATROVAT TANÁROKNAK
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ezért 3n + 2 ◊ 17n végzõdése 3 vagy 7. Ezekre a
számjegyekre viszont négyzetszám nem vég-
zõdhet.

Több megoldás alapján
A megoldók száma:   6.

421. A 100, 200, 300 olyan háromjegyû
számok, amelyek négyzetében ugyanannyi 0-
tól különbözõ számjegy van, amennyi az ere-
deti számban. A felsorolt három számon kívül
van-e még olyan háromjegyû szám, amelyik
rendelkezik ezzel a tulajdonsággal?

Megoldás: A tízes számrendszerben felírt n ter-
mészetes szám értékes (0-tól különbözõ) jegyei-
nek számát jelölje E(n). Legyen Tk azon k jegyû

természetes számok halmaza, amelyekre E(n) =
= E(n2).
Nyilvánvaló, hogy T1 = {1; 2; 3}.
Vizsgáljuk T2-t.

Egy kétjegyû szám négyzete három- vagy négy-
jegyû szám lehet. A lehetséges alakok:

(1) 2 00;n a=

(2) 2 0 ;n a b=

(3) 2 00n a b=  (a π 0, b π 0).

(1)-bõl n = 10, n = 20 vagy n = 30 adódik.
Ha egy négyzetszám végzõdése 0 ,b  akkor b csak

1, 4 vagy 9 lehet. Legyen b = d2 (d = 1, 2, 3).
(2)-bõl

2 2 ( )( )
.

100 100
n d n d n d

a
− − += =

Mivel n - d és n + d páros és csak az egyik oszt-
ható 5-tel, ezért n ∓ d = 50l, n ± d = 50l ± 2d

(l pozitív egész). Így viszont a = l ◊ (25l ± d), ami
nem lehet, hiszen a jobb oldal 9-nél nagyobb.
(3) esetén

2 2 ( )( )
,

1000 1000
n d n d n d

a
− − += =

ahonnan n ∓ d = 250l, n ± d = 250l ± 2d, és így

(125 )
.

2
l l d

a
⋅ ±=  Ez viszont nem lehet, mert a

jobb oldal 9-nél nagyobb.

Kaptuk, hogy (2) és (3) egyike sem teljesülhet,
azaz T2 = {10; 20; 30}.
Az eredeti feladat T3 meghatározása. Ha
n = 10m ŒT3, akkor m ŒT2, ezért 100, 200,
300 T3-beli.

Tegyük fel a továbbiakban, hogy n nem oszt-
ható 10-zel, és E(n) = E(n2) = 2. Ekkor két le-
hetõségünk van:

(4) 2 000 ;n a b=

(5) 2 0000 .n a b=

Könnyen ellenõrizhetõ, hogy ezekben az ese-
tekben nincs megfelelõ T3-beli szám.

Legyen E(n) = E(n2) = 3. Ekkor a következõ
esetek lehetségesek (abc π 0):

(6) 2 00 ;n ab c=

(7) 2 0 0 ;n a b c=

(8) 2 00 ;n a bc=

(9) 2 000 ;n ab c=

(10) 2 0 00 ;n a b c=

(11) 2 00 0 ;n a b c=

(12) 2 000 .n a bc=

(6)-ból a kétjegyû esethez hasonlóan adódik,
hogy

2 2 ( )( )
,

1000 1000
n d n d n d

ab
− − += =

ahonnan n ∓ d = 250l, n ± d = 250l ± 2d. Így

(125 )
,

2
l l d

ab
⋅ ±=  amelynek csak l = 1 esetén

van megoldása, azaz 
125

.
2

d
ab

±=

d = 1, c = 1 esetén 62ab =  vagy 63,ab =  azaz

n2 = 62001, n = 249 vagy n2 = 63001, n = 251.
d = 3, c = 9 esetén 61ab =  vagy 64,ab =  azaz

n2 = 61009, n = 247 vagy n2 = 64009, n = 253.
(7)-bõl hasonlóan adódik:

2 2 ( )( )
0 ,

100 100
n d n d n d

a b
− − += =
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ahonnan n ∓ d = 50l, n ± d = 50l ± 2d. Így

0 (25 ),a b l l d= ⋅ ±  amelynek csak l = 4, 5, 6

esetén lehet megoldása. Könnyen ellenõrizhetõ,
hogy egyik esetben sincs megfelelõ megoldás.
(9)-bõl

2 2 ( )( )
,

10000 10000
n d n d n d

ab
− − += =

ahonnan n ∓ d = 1250l, n ± d = 1250l ± 2d. Így

(625 )
,

2
l l d

ab
⋅ ±=  amihez nincs alkalmas l.

(10)-bõl
2 2 ( )( )

0 ,
1000 1000

n d n d n d
a b

− − += =

ahonnan n ∓ d = 250l, n ± d = 250l ± 2d. Így

(125 )
0 ,

2
l l d

a b
⋅ ±=  amelynek csak l = 2, 3

esetén lehet megoldása. Könnyen ellenõrizhetõ,
hogy egyik esetben sincs megoldás.
A szisztematikus vizsgálatot tovább folytatva ki-
derül, hogy a (8) típus esetén két megfelelõ n
számot kapunk: n = 245, n2 = 60025; n = 283,
n2 = 80089. A (11) esetben három megfelelõ n
van: n = 448, n2 = 200704; n = 548,
n2 = 300304; n = 949, n2 = 900601. A (12)
esetben nem kapunk megoldást. Az esetek vizs-
gálata során felhasználtuk azt a tényt, hogy ha
egy szám két szomszédos négyzetszám közé
esik, akkor nem négyzetszám.
Kaptuk: T3 = {100; 200; 245; 247; 249; 251;
253; 283; 300; 448; 548; 949}.

Nagy Sándor, Békéscsaba
A megoldók száma:   5.

422. Legyenek a1, a2, ..., an olyan pozitív
számok, amelyek összege 1. Tetszõleges 1 £ i £ n
esetén jelölje Si a 

1 2

1 2 ...
...

i

i

j j j
j j j

a a a
< < <
∑  összeget.

Igazoljuk, hogy
1

2 2

2 2 1
1 1

1
.

n n
n

k k
k k

n
S S

n

−

+
= =

−⎛ ⎞≤ + ⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ∑

Dályay Pál Péter, Szeged

Megoldás: Legyen P(x) = (x - a1)(x - a2)...(x - an).

Viète formulái alapján

1
( ) ( 1) .

n
n i n i

i
i

P x x S x −

=
= + −∑

Így egyrészt 
1

(1) 1 ( 1) ,
n

i
i

i
P S

=
= + −∑  másrészt P(1) =

= (1 - a1)(1 - a2)...(1 - an). Ebben a szorzatban

ai > 0 (i = 1, 2, ..., n) és 
1

1
n

i
i

a
=

=∑  miatt minden

tényezõ pozitív, ezért a számtani és mértani kö-
zép közötti összefüggés alapján

1

1 1
(1) (1 )

n nn

i
i

n
P a

n n=

⎛ ⎞ −⎛ ⎞≤ ⋅ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑

és egyenlõség pontosan akkor áll fenn, ha
a1 = a2 = ... = an.

Innen
1

2 2

2 2 1
1 0

1
1 ,

n n
n

k k
k k

n
S S

n

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+
= =

−⎛ ⎞+ ≤ + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

amibõl S1 = 1 alapján a bizonyítandó egyen-

lõtlenséget kapjuk. Egyenlõség akkor és csak
akkor áll fenn, ha a1 = a2 = ... = an.

Hornung Tamás, Zalaegerszeg

Nagy Sándor, Békéscsaba

Borbély József, Tata
A megoldók száma:   4.

423. Az A1, A2, A3, A4 pontok az egységnyi

élû szabályos tetraéder körülírt gömbjére (gömb-
felületére) illeszkednek úgy, hogy AiAj < 1 bár-
mely i π j esetén. Bizonyítsuk be, hogy a gömb-
nek van olyan félgömbje, amelyik mind a négy
pontot tartalmazza.

Megoldás: Legyen O a gömb középpontja, R a
sugara és legyen ABCD egy, a gömbbe írt sza-
bályos tetraéder egységnyi hosszú élekkel. Le-
gyen továbbá ,a OA=

G JJJG
 ,b OB=
G JJJG

 ,c OC=
G JJJG

.d OD=
JG JJJG

 Mivel 0,a b c d+ + + =
G G G JG G

 ezért
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( )2 2 20 4 12 cos .a b c d R R AOB= + + + = + ¬
G G G JG

Innen 
1

cos .
3

AOB = −¬

Azt fogjuk belátni, hogy ha az A1A2A3A4 tetraé-
der olyan, hogy AiAj < 1, és ez a tetraéder a te-

kintett gömbbe van írva, akkor ez a tetraéder
nem tartalmazza a belsejében az O pontot.
Indirekt bizonyítunk, azaz feltesszük, hogy léte-
zik olyan beírt A1A2A3A4 tetraéder, amely bel-

sejében tartalmazza az O pontot. Legyen

i ia OA=
JG JJJJG

 (i = 1, 2, 3, 4).

Mivel az O pontot tartalmazza a tetraéder, ezért
vannak olyan a1, a2, a3, a4 pozitív valós szá-

mok, amelyekre 
4

1
0.i i

i
a

=
=∑a

JG G

Mivel AiAj < 1 minden 1 £ i < j £ 4 esetén, ezért

21
3i ja a R⋅ > −

JG JJG
 minden 1 £ i < j £ 4 esetén. Így

2
4 4

2 2

1 1 1 4
0 2i i i i j i j

i i i j
a R a a

= = ≤ < ≤

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = + ⋅ >
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ∑a a a a

JG JG JJG

4
2 2 2

1 1 4

1
2

3i i j
i i j

R R
= ≤ < ≤

⎛ ⎞> + ⋅ − ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑a a a

2 2

1 4

1
( ) 0,

3 i j
i j

R
≤ < ≤

= − ≥∑ a a

ami ellentmondás. Ez azt jelenti, hogy egyetlen,
a feltételnek megfelelõ beírt A1A2A3A4 tetraéder

sem tartalmazza belsejében a köré írt gömb kö-
zéppontját, azaz minden ilyen tetraéderhez van
olyan félgömb, ami tartalmazza az Ai pontokat.

Borbély József, Tata
A megoldók száma:   3.

424. Határozzuk meg azt a legnagyobb K
valós számot, amelyre teljesül a következõ állí-
tás: „Ha a, b, c egy tompaszögû háromszög ol-
dalai, akkor K ◊ (a + b + c)2 < a2 + b2 + c2, ahol
K az a, b és c értékétõl független állandó.”

Megoldás: Legyen a háromszög leghosszabb
oldala c. A feltételeket az

2
2 2 2 2 ( )

( )
2

a b
a b c a b

++ > > + ≥ (1)

egyenlõtlenségek biztosítják.
Az

2
2

2 2 2

1 22 2

( )
2

( ) ( )

a b
ca b c

L L
a b c a b c

+ ++ += ≥ =
+ + + +

kifejezések minimumát (vagy infímumát) kell
meghatározni.
Nem jelent megszorítást, ha feltesszük az egy-
szerûbb számolás végett, hogy a + b = 2. Ekkor

2

2 2
2

( ) ,
( 2)
c

L c
c

+=
+

ahol c eleget tesz (1)-nek, azaz 2 2.c< <  Cél
tehát a 2

2; 2
min ( )L c

⎤ ⎡
⎦ ⎣

 meghatározása. Alakítsuk

L2(c) -t:
2 2

2 2 2
2 4 6

( )
( 2) ( 2)

c c
L c

c c

+ − += = =
+ +

2

2
6 4 1 1 1

1 6 .
2 3 2 3( 2) c cc

⎛ ⎞= − + = ⋅ − +⎜ ⎟+ ++ ⎝ ⎠

Látható, hogy L2(c) az [1; •[ intervallumon szi-

gorúan növekvõ. Így

( )2 2 2
2; 2 2; 2
inf ( ) min ( ) 2 6 4 2.L c L c L

⎤ ⎡ ⎤ ⎡
⎦ ⎣ ⎦ ⎣

= = = −

Az L1 és L2 folytonosságát figyelembe véve

6 4 2K = −  a válasz.
Nagy Sándor, Békéscsaba

A megoldók száma:   4.

A megoldók névsora: Borbély József, Tata
(420—424.); Dályay Pál Péter, Szeged (420. 3
mód, 421—424.); Hornung Tamás, Zalaeger-
szeg (420., 422.); Nagy Sándor, Békéscsaba
(420. 3 mód, 421. 2 mód, 422—424.); Tuzson
Zoltán, Székelyudvarhely (420., 421.); Zsidó
Nagy György, Kolozsvár (420., 421., 424.).
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