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Biré Bélint

Allandé helyzet(i Simson-egyenesek

éhéany évvel ezel6tt Marczis Gyorgy gyu-
N lai kollégdm segitségével sikerilt hoz-
zdjutnom Eigel Erné: Sikgeometriai fel-
adatok cimd kitdné konyvéhez. A kényv anya-
géat tanulmanyozva egy nagyon szép feladatra

bukkantam. A feladat igy szdl (az eredeti jelolé-
seket kissé megvaéltoztatva):

Az ABC héromszog BC oldalén a P mozgb
pont. Az AB szakaszt B-ben érint§ és az AC
szakaszt C-ben érinté kor atmegy a P ponton.
A két kor masodik metszéspontja Q.

a) Bizonyitsuk be, hogy Q rajta van az ABC
haromszog kortlirt korén;

b) Igazoljuk, hogy a PQ egyenesnek az ABC
haromszog korulirt korével alkotott met-
széspontja rogzitett, nem fligg a P pontnak
a BC oldalon elfoglalt helyzetétdl.

A megoldas egyszerd, tekintsiik at roviden, eh-
hez készitettiink egy abrat (1. dbra).

Az Oq kozéppontu ki kor a feltételeknek meg-
feleléen a B pontban érinti az AB egyenesét,
hasonléképpen az Oy kdzéppontd ko kor a C
pontban érinti az AC egyenesét.

Az érintS tulajdonsdga és a kertileti szogek té-
tele miatt ABC< = BQP<, ezek a Q pontot nem
tartalmaz6é BP korivhez tartozé kertileti szogek
a k; korben, ugyanigy ACB< =CQP<, ezek
a szogek pedig a Q pontot nem tartalmazé CP
korivhez tartozo kertileti szogek a ko korben.
Eszerint ABC< + ACB% = BQP% + CQPx =
=180° — BAC<, és ezért az ABQC négyszog
harnégyszog, tehat a Q pont valéban rajta van
az ABC héaromszog kordlirt korén.

A feladat b) részének bizonyitasahoz vegyik fi-
gyelembe, hogy ABC< = BQP¥ = BQRY, és az
ABC héaromszdg kortilirt korében az egyenld
nagysagu kertileti szogekhez egyenlé hosszisa-
gl huarok tartoznak, tehat AC = BR, valamint
ACB<¥ = CQP% = CQR< miatt AB = CR.

Ezért az R pont a B és C pontoktdl allandé ta-
volsagra van (hiszen az ABC héromszog olda-
lainak hossza adott), tehat a PQ egyenesnek az
ABC héaromszog kortilirt korével alkotott R met-
széspontja valéban rogzitett, vagyis nem fligg
a P pontnak a BP szakaszon beliili helyzetétdl.
Ezzel a feladat mindkét allitasat bizonyitottuk.

[smeretes az a tétel (a [4] feladatgydjtemény
1078. feladata), hogy ha egy haromszog oldal-
egyeneseire a haromszog koré irt kor egy pont-
jabol merdlegeseket bocsatunk, akkor a merd-
legesek talppontjai egy egyenesen vannak, ezt
az egyenest nevezzik Simson-egyenesnek,
vagy Wallace-egyenesnek (utébbi elnevezés
az angolszasz orszagokban elterjedtebb).

A bevezet$ feladat eredménye, hogy ha a P
pont helyzete a BC szakaszon beliil véltozik, ak-
kor az ABC héromszog kordlirt kérén az R pont
helyzete véltozatlan, ezért a P pont killonbozd
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helyzeteiben az R ponthoz tartozé Simson-egye-
nes is mindig ugyanaz az egyenes.

Ezt szemlélteti a 2. dbra, amely szerint a P pont-
nak a BC szakaszon valé mozgésakor az s Sim-
son-egyenes valtozatlan.

Az frés cimében szerepld ,,allandé helyzeti
Simson-egyenesek” kifejezés erre utal.

A feladattal kapcsolatban észrevehetd, hogy az
AC =BR, és AB = CR egyenl8ségek szerint az R
pont nem maés, mint az A pontnak a BC szakasz
felez6merdlegesére vonatkozo tiikorképe.

A tovabbiakban elvonatkoztatunk az eredeti
feladattdl, és azt vizsgaljuk, hogy ha egy ABC
haromszog csiicsait a csiccsal szemben levé ol-
dal felez6merGlegesére tiikrozziik, akkor az igy
létrejott tukorképpontoknak az ABC héarom-
sz6ghoz tartoz6 Simson-egyenesei milyen tulaj-
donsagokkal rendelkeznek. Az emlitett tikor-
képpontokat ezutan rendre A’; B’; C’-vel jelol-
juk.

El&szor két segédtételt bizonyitunk be.

1. segédtétel: Bocsassunk merdlegest az ABC
haromszog kortlirt kérének A’ pontjabdl a BC
egyenesére, ennek a mer@legesnek az ABC héa-
romszog korilirt kérével valé mésodik metszés-

pontja legyen A*. Ekkor az A’ ponthoz tartozd
s; Simson-egyenes parhuzamos az AA™ egye-
nessel.

Bizonvitds: jeldléseink a 3. dbrdn lathatok.
Nyilvanvalé, hogy AT, T,C harnégyszog, ezért
a kertileti szogek tételébdl A'CTpys=AT, T =@
kovetkezik. Ugyancsak a kertileti szogek tétele
alapjan (az ABC héaromszog kortlirt kérében)
A'CAS=AA*As= @ Igy AA* AT =AT, T3 = o,
és mivel a két szog egyik széra kozos, a masik
szaruknak sziikségképpen péarhuzamosnak kell
lennie, vagyis s1 | AA* valéban teljestil.

2. segédtétel: Az ABC haromszog korulirt ko-
rének egy pontjahoz tartozé Simson-egyenes
athalad a pontot az ABC héromsz6g M magas-
sagpontjaval 6sszekotd szakasz felezépontjan.

Bizonvyitds: tekintsiik most a 4. dbrdt.

Tukrozzik az A’ pontot az AC oldalra, igy kap-
juk az E pontot (az E pont a T}, pontra vonatko-
z6 tikorkep is).

A bizonyitasban felhasznaljuk azt a tételt, amely
szerint a hdromsz6g magassagpontjanak az ol-
dalakra vonatkozé tiikérképei a haromszog ko-
ré irt korén vannak (a megjeldlt irodalom [4]
koényvében).
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Eszerint az M pontnak az AC oldalra, és igy
a To pontra vonatkozé Ms tikorképe is a kortil-
irt kéron van. Ez éppen azt jelenti, hogy az
A’M, szakasznak az AC oldalra vonatkozé ti-
korképe EM.

Mivel AElM,M, ezért az eléz3ek alapjén
A’EMM, egyenld szara trapéz. Nyilvanvalé to-
vabbéa, hogy A’DBM, is egyenl$ szara trapéz,
ebbdl kévetkezik, hogy EM || DB.

A BCA’D és T,CA’T, harnégyszogek, amelyek-
nek a kozos A’ és C csiicsokhoz tartozd szogei
nyilvan egyenldk, igy a két hirnégyszog B és T,

pontokhoz tartozé szogei is egyenlék (DBCX =
=T T,C<=180° - T,A'C<), eszerint DB pér-
huzamos a T,T}, szakasszal, vagyis T,T},, parhu-
zamos EM-mel. Ez pontosan azt jelenti, hogy
a A’EM héromszog A’E oldalanak T, felezs-
pontjan athaladé TyF szakasz a haromszog ko-
zépvonala, tehédt az A’ ponthoz tartozd s; Sim-
son-egyenes valdban felezi az A’M szakaszt. Ez-
zel a segédtétel dllitasat bizonyitottuk.

(A két segédtétel bizonyitdsa megtaldlhaté az
irodalom [1] konyvében, a 2. bizonyitasa [5]
alapjan késziilt).

Az ABC héaromszognek az A’; B’; C’ pontokhoz
harom Simson-egyenese tartozik, ezeket sy; so;
sg-mal jeloljik. Nyilvanvalé, hogy az A’B’C’ héa-

4. abra

romszognek is van harom, az A; B; C pontok-
hoz tartozé Simson-egyenese, legyenek ezek si;
s9; s3. A tovabbiakban az sq; so; S3 és az si; s3;
s3 egyenesek néhany nevezetes tulajdonségat
mutatjuk be.

Tétel: Az ABC héaromszognek az A’; B’; C’
pontokhoz tartozé Simson-egyenesei rendre
merdlegesek a B'C’; C’A’ és A’B’ egyenesekre,
és az A’B’C’ haromszognek az A; B; C pontok-
hoz tartozé Simson-egyenesei rendre merdlege-
sek a BC; CA és AB egyenesekre.

Bizonvitds: jeloléseink az 5. dbrdn lathatok.
Legyen az A* pont az 1. segédtételben megha-
tarozott pont.

Mivel ABCA’ htrtrapéz, ezért AA’ | BC, és igy
A’A” nem csak a BC, hanem a vele parhuza-
mos AA’ egyenesre is merdleges. Ez azt jelenti,
hogy AA’A™ = 90°, tehat az AA’A™ hdromszog
derékszogd, és ezért az AA™ szakasz az ABC ha-
romszog korulirt korének atmérdje.

A bevezet§ feladat kovetkezménye volt (az
5. dbra jeldléseivel), hogy AB’=AC’ =BC, va-
gyis az AB’C’ haromszog egyenld szard. Ezért
az AA* 4tméré merdlegesen felezi B’C’ szakaszt
és a B'C’ ivet. Ugyanakkor az 1. segédtétel sze-
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rint s; | AA*, igy s is merdleges a B’C’ egyene-
sére. Teljesen hasonléan bizonyithaté, hogy s,
merdleges a A’C’, és s3 merGleges a A’'B’ egye-
nesére.

Az 1. segédtételbdl az is kovetkezik, hogy az
A’B’C’ haromszognek az A ponthoz tartozd sj
Simson-egyenese parhuzamos az A’A* egyenes-
sel. Mivel azonban A’A* merdleges a BC egye-
nesére, ezért sq is meréleges a BC egyenesére.
Hasonl6 médon bizonyithatd, hogy s, merdle-
ges a AC, és s3 mer@leges az AB egyenesére.
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

Megjegyzés: a bizonyitas soréan az is kidertilt,
hogy mivel az AA™ 4tméré merdlegesen felezi
a B’C’ szakaszt, ezért felezi a B’C’ ivet is, tehat
a BA'A™ és a C’A’A™4 a kortilirt kérben azo-
nos hossziisagu ivekhez tartozé kertileti szogek.
Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy az A’B'C’
héromszogben A’A* szogfelezs, amely péarhu-
zamos a B’C’ oldal felezdpontjan atmend sj
egyenessel, és hasonléképpen lathaté be, hogy
s5 és s3 rendre parhuzamosak az A’'B’C’ hdrom-
sz6g B’, illetve C’ csicsaihoz tartozd szdgfele-
z6kkel.

[smert geometriai tétel, hogy ha az ABC ha-
romszog korulirt korét a haromszég M magas-

sagpontjabdl % aranyban kicsinyitjiik, akkor az

ABC haromszdg Feuerbach-korét kapjuk.
Koénnyen bizonyithaté, hogy ez a kor atmegy
a haromszog oldalfelezS pontjain, a magassagok
talppontjain és a csticsokat a magassagponttal
Osszekotd szakaszok felezGpontjain (az [1], [3],
[4] koényvekben kiemelten szerepel), ezért ki-
lencpontos kérnek is nevezik.

A bizonyitas lényegében harom elemi geomet-
riai tételre vezethetd vissza:

a) a kortlirt kér kézéppontja fele akkora ta-
volsagra van egy oldaltél, mint a magas-
sagpont az oldallal szemkozti cstcstol.

b) a haromszog magassagpontjanak az olda-
lakra vonatkozé tukorképei a héromszog
koré irt kordn vannak (a 2. segédtétel bi-
zonyitdsanal mér hivatkoztunk ra).

¢) a magassagpontnak az oldalfelez§ pontok-
ra vonatkozo tiikérképei a haromszog koré
irt koron vannak.

Mindharom tétel és bizonyitdsa megtalalhatd
a [4] feladatgydjteményben (az 551., 1079., és
1081. feladatok).

A Feuerbach-kérnek sok szép tulajdonsaga van,
jelen irasban ezekkel most részletesebben nem
foglalkozunk, csak annyit emlitink meg, hogy
a kozéppontos hasonlésagi transzformécié tu-
lajdonsaga miatt a Feuerbach-kér R’ sugara és
az ABC héaromszog korilirt korének R suga-

ra kozott a R’ =§ relacié all fenn, tovabba a

Feuerbach-kor kdzéppontja az ABC haromszog
korulirt korének kozéppontjat és magassag-
pontjat dsszekotd szakasz felezGpontja.

Nyilvanvalé tehat, hogy ha az ABC haromszog
kordlirt kérének barmelyik haromszogét az M

magassagpontbdl % ardnyban kicsinyitjik, ak-

kor olyan haromszoget kapunk, amelynek cstcs-
pontjai az ABC héaromszog Feuerbach-korén
vannak.

A kovetkez§ tétel az A’; B’; C’ pontokhoz tarto-
26 sq; sg; s3 Simson-egyenesek egy érdekes tu-
lajdonsagat mondja ki.

Tétel: Az sq; sg; s3 Simson-egyenesek annak az

A”B”C” héromszognek a magassagpontjaban
metszik egymast, amelyet Ggy kapunk, hogy az
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A’B’C’ haromszoget az ABC haromszog M ma-

gassagpontjabdl % aranyban kicsinyitjuk.

Bizonvyitds: jeldléseink a 6. dbrdn lathatok.

A 2. segédtétel szerint az A’ ponthoz tartozé s;
Simson-egyenes athalad az A’M szakasz felezé-
pontjan, vagyis az A” ponton.

Ugyanakkor az 1. tétel miatt s; merdleges

a B’C’ egyenesére, és az 5 aranyu kézéppon-

tos hasonléség tulajdonsagabdl kovetkezéen
B”’C”IB’C’, igy s; merdleges a B"C” egyene-
sére is.

Mivel azonban s; athalad az A” ponton, ezért s;
nem mas, mint az A”’B”C” hdromszdg A” pont-
hoz tartoz6 magassagvonala. Hasonléképpen
bizonyithatd, hogy s, és s3 az A’B”C” harom-
sz6g rendre a B” és C” cslcsain atmend ma-
gassagvonalai, ezek pedig az A”’B”C” hérom-
sz6bg magassagpontjadban metszik egymast
(7. ébra).

A 7. dbra szerint az sy; sg; s3 egyenesek met-
széspontja az A”’B”C” haromszog M”-vel jelolt
magassagpontja.

Kézenfekvének latszik az a gondolat, hogy ha
az ABC héromszognek az A’; B’; C’ pontokhoz

tartoz6 Simson-egyenesei az A”B”C” héarom-
sz6g magassagpontjaban metszik egymast, ak-
kor az A'B’C’ haromszognek az A; B; C pon-
tokhoz tartozé Simson-egyenesei is egy pont-
ban metszhetik eqymast.

Ennek megfogalmazasdhoz és bizonyitasahoz
elészor ismét egy minden haromszogre érvé-
nyes segédtételt bizonyitunk be.

3. segédtétel: A haromszog oldalfelezé pont-
jain atmend, és a szemkozti szogfelezével pér-
huzamos egyenesek egy pontban metszik egy-
mast.

Bizonvyitds: jeldléseink a 8. dbrdn lathatok.
A 8. Gbra éltalénos ABC haromszoge az S suly-

1
pontra vonatkozé —5 aranyu kozéppontos ha-

sonlésaggal atviheté az oldalfelezé pontok al-
kotta A1B1C; haromszogbe.

Ez a hasonlésag az ABC haromszdg szdgfelezéit
az A1B1C; héromszog szogfelezbibe viszi at,
ezek pedig éppen az eredeti szogfelez6kkel par-
huzamos A;Ay; B1Bg; C1Cy egyenesek.

Mivel a koézéppontos hasonldség illeszkedés-
tartd, ezért az ABC héromszog beirt korének O
kozéppontja az A1B1C; héromszog beirt koré-
nek kozéppontjaba megy at, ebben a K pont-
ban metszik egymaést az A1Ag; B1Bs és C1Co
egyenesek.

A 3. segédtétel, illetve feladat és megoldasa
megtaldlhaté a megjel6lt irodalom [6] kényvé-
ben.
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Az 1. tétel bizonyitasa utan tett megjegyzés sze-
rint az A’B’C’ haromszognek az A; B; C pon-
tokhoz tartozd, és az A’'B’C’ haromszdg oldal-
felez6 pontjain atmend si, s; és s3 Simson-
egyenesei rendre parhuzamosak az A’B’C’ ha-
romszog A’; B’ és C’ cslcsaihoz tartozé szogfe-
lez6kkel. Ez a 3. segédtétel miatt azt is jelenti,
hogy si, s5 és s3 egy pontban metszik egymaést.
Ez a pont pedig nem mas, mint az A’'B’C’ ha-
romszog oldalfelezd pontjaibdl &llé haromszog
beirt kérének kozéppontja. A 3. tétel még ennél
is tobbet allit.

3. tétel: Az ABC héaromszognek az A’; B’; C’
pontokhoz tartozé Simson-egyenesei, és az
A’B’C’ haromszognek az A; B; C pontokhoz
tartoz6 Simson-egyenesei ugyanabban a pont-
ban metszik egymast.

Bizonyitds: Azt mér a 2. tétel bizonyitasanal
belattuk, hogy az ABC haromszognek az A’; B;
C’ pontokhoz tartozé Simson-egyenesei egy
pontban metszik egymast, ez a pont az A”’B”C”
haromsz6g M” magassagpontja.

Az elébbiekben azt is bizonyitottuk, hogy az
A’B’C’ haromszognek az A; B; C pontokhoz
tartozé Simson-egyenesei is egy pontban met-
szik eqymast.

Ha ezt az utébbi pontot K-val jeldljuk, akkor
a 3. tétel dllitasa szerint M” = K.

Ezt kell most bizonyitanunk. Vizsgaljuk ehhez
a 9. dbrdt, amelyen a konnyebb éattekinthetéség
céljabdl az s3 egyenest nem abrazoltuk.

A 3. segédtétel szerint az A’'B’C’ haromszog ol-
dalfelezé pontjaibdl allé6 F;FjF. haromszog az
A’B’C’ haromszogbdl allt el§ egy olyan kozép-
pontos hasonlésaggal, amelynek kdzéppontja
az A’B’C’ haromszog sulypontja, és a hasonl6-

1
sag aranya 5

Ugyancsak a 3. segédtételbdl kovetkezik, hogy
s, és sy (és természetesen s3) kozos pontja az
F/FjF} haromszog beirt korének K kozéppont-
ja.

Tudjuk, hogy az A”’B”C” haromszog M kozép-
pontq, % aranyu koézéppontos hasonlésaggal

szérmazik az A’B’C’ haromszogbdl.

Ebbdl azonnal adédik, hogy az F,FpF. és
A”B”C” hdromszogek egybevagok, oldalaik pa-
ronként ellentétes iranyitastak (példaul az F;
kezdGponta és Fj végponti vektor egyenld
hosszisagu, de ellentétes iranyt az A” kezdd-
pontu és B” végponta vektorral), ezért a két ha-
romszog egy kozéppontos tlikrozéssel atvihetd
egymasba.

Ennél a koézéppontos tiikrozésnél az F FjF, ha-
romszog F K bels§ szogfelezGje az A”B”C” ha-
romszog szogfelezGjébe megy &t, ahol F, és A”
egymasnak megfelel§ pontok.

Koénnyen belathatd, hogy az A”O egyenes me-
réleges BC-re. Az 1. tételben pedig bizonyitot-
tuk, hogy F K (a B'C’ felezépontjat ott masként
jeloltik) is merdleges BC-re, tovabba F; és A”
a tiikr6zésnél egymésnak megfelel§ pontok.
Mindezekbdl kovetkezik, hogy az F K szogfele-
z8 tukorképe nem lehet maés, csak az A’O
egyenes.

Az emlitett kozéppontos tiikrozésben a K és O is
egymasnak megfelel6 pontok. Ez azt is jelenti,
hogy az FJK és A”O szakaszok parhuzamosak

és egyenld hossziak.

8 MOZAIK KIADO
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Eszerint a 9. dbra A”’OF;K négyszoge parale-
logramma, vagyis OF; parhuzamos a KA” egye-
nessel.

Azt mér az el6z6ekben beléttuk, hogy OF, me-
réleges a B’C’ egyenesre, ezért OF, merdleges
a B”C” egyenesre, de igy az OF -val parhuza-
mos KA” egyenes is merSleges a B"C” egye-
nesre.

Ez éppen azt jelenti, hogy az A’ B”C” harom-
szbgnek az A” ponton d&tmend magassagvonala
adtmegy a K ponton. Hasonléképpen bizonyit-
hatd, hogy K illeszkedik az A’B”C” haromszog
maésik két magassagvonalara is. Belattuk tehét,
hogy M” =K, és ezzel a 3. tétel éllitasat igazol-
tuk.

Bér eddigi abraink az ABC haromszoget hegyes-
sz6glnek mutattak, bizonyithat6, hogy mindha-
rom tétel teljestil tompaszogd héromszogre is,

a 3. tétel tompaszogd esetét a 10. dbra szem-
lélteti.

A tételek fennéllnak deréksz6gd haromszogre is,
ebben az esetben azonban az A’'B’C’ hérom-
sz0g két csicsa egybeesik.

A tételek mindkét utdbbi esetre az eddigiekhez
hasonlé médon bizonyithaték be.

Irodalom
1] Erdekes matematikai gyakorlé feladatok II.
2] Eigel Erné: Sikgeometriai feladatok

[
[
[3] Reiman Istvan: Geometria és hatértertiletei
[4] Geometriai feladatgydjtemény I. kotet

[

5] Bir6 Balint: Egy csodélatos egyenesrdl (els-
adés 2010 oktéberében, Nagykanizsan)

[6] Elemi Matematika II. (ELTE-jegyzet), szer-
kesztette: Molnar Emil
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Molnar Istvan

Erdekességek egy specidlis haromszogben II.

dolgozat els§ részében [1] az a2 + b? =

= 2¢? feltételnek eleget tevé haromszo-

gekre vonatkozé metrikus 6sszefliggé-
seket, tulajdonségokat frtunk fel. Ezittal a ha-
romszog harom nevezetes pontjahoz — magas-
sagpont, stlypont, Lemoine-Grebe-féle pont —
kapcsolédéan mutatunk be és bizonyitunk k-
16nb6z8 tulajdonsagokat, f6képp trigonometri-
kus eszkozokkel.
Mielétt ratérnénk a tulajdonsdgok bemutatasa-
ra, elébb a Lemoine-Grebe-féle pont definici-
jat, majd a ponttal kapcsolatban néhéany érde-
kességet szeretnénk ismertetni.

Egy haromszdg adott cstcsahoz tartozé szime-
didnjdnak nevezziik azt az egyenest, melynek az
adott cstcsbdl induld belsd szogfelezére vonat-
koz6 tiikorképe a stlyvonal. Egy haromszog ha-
rom szimedidnja egy pontban metszi egymast.
A szimedianok metszéspontjat a haromszog Le-
moine-Grebe-féle pontjanak nevezziik, és L-lel
jeloljuk (II.1. bra).

A haromszdg Lemoine-Grebe-féle pontjaval kap-
csolatban nagyon sok érdekes tulajdonség meg-
emlithetd, ezek kozil néhany:

a) Az ABC héaromszog sikjaban egyetlen olyan
pont van, amelynek a BC, CA, AB olda-
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laktdl vett tavolsaga BC : CA : AB aranyuq,
ezapontazlL.

b) Az L pont az egyetlen olyan pont, amely
stlypontja sajat talpponti haromszégének.
¢) A magassagszakasz felezGpontjat a szem-

kozti oldal felez&pontjaval 6sszekdtd héa-
rom egyenes az L ponton megy keresztil.

d) Legyen egy P pont elGjeles tdvolsaga a ha-
rom oldalegyenestdl x, v, z. Ekkor

4T?

2 2 2
X“+y“+2z© 2 s
Y ABZ 1 BCZ 1 CAZ

ahol egyenldség csak a P =L esetben &ll
fenn.

Ezen tulajdonsagok bizonyitését és még sok més
tulajdonségot talalhatunk [2]-ben.

A folytatasban térjiink r4 a megnevezett pontok
vizsgélatara. Legyen ABC egy haromszog, mely-
ben tekintsiik az alébbi jel6léseket: AB=c,
BC=a, CA=b, BACs=a ACBx=y,
CBA< =f. Jelolie m,, mp, m, a megfelelé

oldalakhoz tartozé6 magassagokat, illetve s,, sp,
s. a megfelel§ oldalakhoz tartozé stlyvonalakat.

Jeldlje:
— M a haromszdg magassagpontjat,
— S a haromszdg stlypontjat,
— L pedig a haromszog Lemoine-Grebe-pont-
jat.
Ha az ABC héaromszog oldalai koézott fennall az
a2 + b? = 2¢2 (*)

Osszefliggés, akkor teljestilnek az alabbiak:

1) AM? + BM2 =2 - CM?

Bizonwyitds:
A CMB héaromszogben (II.2. dbra) alkalmazzuk
a szinusztételt:

BM  CM N
sinBCM< sinCBM<
BM CM

sin(90°— B) _ sin(90°—7)’

Innen BM - cosy= CM - cosp.

11
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A CMA héaromszoégben alkalmazzuk a szinusz-
tételt:

AM  CM N
sinACM¥ sinCAM<X
AM CM

sin(90°— o) sin(90°— )

Innen AM - cosy= CM - cosa.

A kapott eredményeket négyzetre emelve, Gssze-
gezve, majd az I.1. részben felirt cos?cr + cos?fS=
= 2cos%y dsszefiiggést felhasznalva:

AM?2 . cos?y+ BM? - cos?y=
=CM? - cos?oi+ CM2 - cos?3

(AMZ + BM2) - cos?y= CMZ - (cos?at + cos?f)

(AMZ + BM?) - cos?y= CM? - 2cos?y.

Tudva, hogy cosy=0 (hiszen y<60°), végig-
oszthatunk cos?y -val. Kapjuk, hogy:

AM? + BM? =2 - CM?.

Q.ed.

2) Az S talpponti haromszdge egyenld szara.

Bizonyitds:

Jeloljik S merdleges vettletét az AC, AB és BC
szakaszokon rendre N, P, Q-val (I.3. &bra).

Az ANSP négyszog hirnégyszog, mert ANS< +
+ APS< = 180°. Felhasznélva, hogy az AS az
ANSP négyszog koré irhaté kor atmérdje, ko-
vetkezik, hogy NP = AS - sinc.

Hasonlé gondolatmenettel a CNSQ és BPSQ
harnégyszogekben felirhat6, hogy QN = CS - siny
és QP =BS - sinf.

Figyelembe véve, hogy AS=§~S és

a

BS = % -8, az .3. rész megjegyzése alapjan:

NP? = -S§~sin2a=£§~b2-sin2a=
9 4

NeJ N

=l~b2-sin2a
3

QP? =%-s§-sin2ﬂ=g%-a2~sin2ﬂ=

12 gin2
=3 a“ -sin® 3.

c B

I1.3. dbra

12 MOZAIK KIADO
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Felirva a szinusztételt az eredeti ABC hérom-
szbgben, kapjuk, hogy b - sinot = a - sinf.
Innen egyszerd szamitdsokkal levezethetd, hogy
l-b2 -sin a =l-c12 -sin? .

3
A kapott egyenl@séget figyelembe véve, az NP
és QP négyzeteire kapott eredmények alapjan
kovetkezik, hogy NP2 = QP2, azaz NP = QP, te-
héat az NPQ haromszog egyenld szaru.

Q.ed.

3) Az L talpponti hdromszoge hasonlé az ere-
deti hdromszoghoz.

Bizonyitds:

dJeloljik az L merdleges vetiiletét a BC, AC és
AB szakaszokon rendre D, E, F-vel (I1.4. 4bra).
Induljunk ki abbdl az ismert ténybdl, hogy tet-

sz6leges haromszogben teliesiil az s2 + s2 + s2 =

= % (a® +b% +c?) Osszefliggés. Ezt alkalmazva

a haromszdg minden oldala kifejezhetd csupéan
a héromszog stlyvonalainak segitségével.
Tehét, példaul

2o 2b?+c?)-a® _2a® +b” +c?)-3a®

? 4 4
2o%~(s§+s§+sf)—302
B 4

4s? =§-(s§ +s2 +52)-3d%.

Innen

3a? =§-(s§+s§+sf)—4s§=

4

=§-(23§ +2s2 —s2)

a

a? =%~(2$§ +2s2 - s2).

Hasonléan levezethetd, hogy

b =%(2$§ 1262 )

IL.4. dbra

MOZAIK KIADO 13
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és
c? =g-(2$§ +2s2 - s2).

Egyfelsl L rendelkezik azzal a tulajdonsaggal,
hogy a BC, CA, AB oldalaktdl vett tavolsaga
BC : CA : AB aranyuq, ezért LD = Aa, LE = Ab és
LF = Ac lesz, ahol A pozitiv valés szam.

Masrészt pedig L silypontja sajat talpponti ha-
romszogének, igy a DEF haromszog stlyvonalai
3 3

E~/’La, E%b és g%c nagysaguak lesznek.
Mindezeket és az a? + b2 = 2c2 6sszefliggést fel-

hasznéalva a DEF haromszogre:
4 9 9,2 9 22 9 229
EF2=2.12.2.22p2 +2.2.22c2 - 2. }24% | =
9 ( g et Tt j
= 22(2b2 + 2¢% — %) = 3b2)2,
DF? =3[2.9-/1202+2.9.,12c2—9-/12b2j=
9“4 4 4
= 2%(20% + 2¢2 - b?) = 3a%42,
DEZJ-[Z-B-/IZ 2+2~2~ﬂ,2b2—2%2c2j=
9 4 4 4
= 22(2a% + 2b? — c2) = 3c2)2.
A kapott 6sszefliggések alapjan:
EF? DF? DE?

b? a? c?

=312,

ahonnan
EF_DF_DE_, 5
b a c

vagyis a megfelel§ oldalak aranyosséga miatt az
EDF, ~ ABC.
Q.ed.
Megjegyzés
1. A A egyszerten kifejezhetd az eredeti ha-
romsz6g oldalainak fliggvényében.
Ha T jeloli az ABC héaromszog tertiletét,
akkor:
LD-a LE-b LF-c
+ + .
2 2 2

T=

Felhasznalva, hogy LD = Aa, LE =Ab és
LF = Ac, akkor egyfeldl kapjuk, hogy

2T = Aa? + Ab?% + Ac? = Ma? + b% + c2)

2T
;L -_— =
a? +b% +c?
2
=—————-+/s(s—a)(s—b)(s—c),
a® +b% +c? \/
ahol s = 5
2

Masrészt pedig figyelembe véve az

a2 + b? = 2¢2, valamint az 1.2. részben bi-

zonyitott T = % N4a?h? — ¢t ssszefiigge-

seket:
O
a®+b%+c? 3¢
= 312'%~\/4a2b2 ~ct = 6%~\/4azb2 -t
c c

2. lIgazolhaté, hogy az L talpponti harom-
szbgében az oldalak ugy arénylanak egy-
mashoz, mint az ABC haromszdg sulyvo-
nalai.

Felhasznédlva az 1.3. részben bizonyitott
Sa_% _ % _ ﬁ Osszefliggést, valamint
b a ¢ 2
a 3) tulajdonsag bizonyitasanal kapott
% = DF = DE =23 eredményt, azon-
c

nal ad6dik, hogy EF _DF_EF_
Sa Sp Sc

27

4) CL?=AL -BL

Bizonyitds:

A I1.4. dbra jeldléseit hasznalva, az AELF négy-
sz6g egy hirnégysz6g, mert AEL< +AFL<S =
= 180°. Figyelembe véve, hogy AL a négyszog
koré irhaté kor atmérdje, kovetkezik, hogy
EF =AL - sinc.

Hasonlé gondolatmenettel a CELD és BFLD
harnégyszogekben felirhaté, hogy DE = CL - siny
és DF =BL - sinf.

14 MOZAIK KIADO
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A kapott 6sszefliggéseket és a 3) tulajdonséag bi-

2 2 2
zonyitasanal kapott I:Z; = Di = Db; ered-
a c

ményt felhasznélva kapjuk, hogy

AL -sina _ BL -sin 8 _ CL-siny
b a c '

Innen

sin B

a

(CL sm}/j _pp.Sina
c b

cl2. (smyj AL.BL.sina-sinﬁ.
c a

Felirva a szinusztételt az eredeti ABC héarom-

siny _sinf _sina
b a’

amibdl egyszerd szamitasokkal levezetheté a

. H i 2
sina-sinf§ _ (Sm yj Osszefliggés.
ab ¢

szbgben Kkapjuk, hogy

Sc\ \szimg

Me |

Ez utébbi egyenlbséget figyelembe véve:

cI2. (smyj _AL-BL. (smy}
c c

L \2
Végigosztva (ﬂj -vel (smy # Oj kapjuk,
c c

hogy
CL2=AL -BL.

Q.ed.

5) Az SL egyenes parhuzamos az AB egyenes-
sel.

Bizonyitds:
A 3) tulajdonség alapjan az L talpponti harom-
szbge hasonlé az eredeti haromszoghoz (I1.5.
abra).

2T
a®+b%+c

az ABC héaromszog tertiletét jeloli.

A hasonléségi arany A = ahol T

2

IL5. dbra

MOZAIK KIADO 15
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Ekkor

d(L,AB)=LF =

_2ar
a® +b% +c?
2T 12T 1

3c 3 ¢ 3 ¢

Az S stlypont a sutlyvonalakat 2 : 1 ardnyban
osztja. Innen egyszerden belathaté, hogy
d(S,AB)=SP =

‘me.

Wl

C

Figyelembe véve, hogy d(L,AB)=LF =é~m

és d(S,AB)=SP =%-mc — azaz mindkét pont

ugyanolyan tavol van az AB egyenestdl —, va-
lamint hogy az L és az S pontok az AB egyenes
altal meghatérozott félsikok koziil ugyanazon
félsikban talalhatok, kovetkezik, hogy SL pér-
huzamos AB-vel.

Q.ed.

6) S-nek az AB oldalegyenesre vonatkozé ti-
korképe rajta van az ABC héaromszog koré ir-
haté koron.

Bizonyitds:

Legyen S " S-nek az AB oldalegyenesre vonat-
kozé tikorképe (I1.6. abra).

A tengelyes tlikrozés tulajdonsagai kovetkezté-
ben S’A=AS=§~sa és S’B=BS=%-sb.

Alkalmazzuk a koszinusztételt az AS’B harom-
szbgben:

AB2=S'A?+8SB?-2-S'A-S'B- cosAS’Bx

c? :g~s§ +%-s§ —2-%-30 -%-sb -cos AS’B.
Felhaszndlva az 1.3. részben bizonyitott
s2 = E-b2 és s2 = E-a2 Osszefliggéseket:
4 4
c? :l-b2 +l,02 —§~—3'b~£‘a-cosAS’B%(
3 3 9 2 2
3c2=b2+a? - 2ab - cosAS’B4 =
=2c% - 2ab - cosAS’BX
c? =—2ab - cosAS’B<
C2
cosAS’' By =—-——.
2ab
Az 11. részben bebizonyitottuk, hogy

2
cosy = ﬁ, ezért teljestil, hogy

2 2
cosy +cos AS'B« =< _° ~o.

2ab  2ab

Innen y+AS’B<=180° vagy y—AS’BL = 180°,
am ez utobbi eset nem lehetséges, mert y< 180°.
Tehat ACB< + AS’B< = 180°, ahonnan kovet-
kezik, hogy az ACBS’ négyszdg hurnégyszog,
azaz S’ rajta van az ABC héromszog koré irhatd
koron.

Q.ed.

7) S rajta van az A’'B’C haromszog koré irhatd
koron, ahol az A’ a BC oldal, mig B’ az AC ol-
dal felez8pontja.

16 MOZAIK KIADO
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Bizonvyitds:

Azt kell belatnunk, hogy a CA’SB’ négyszog
egy hurnégyszog (I1.7. abra).

Egyfeldl az A'B’ koézépvonal az ABC héarom-

AB ¢
. b z 7 A7B7=_=_.
szbgben és igy 2 =3
Masfeldl viszont
ps Ly 148, 8
3 3 2 6
és
A’S—l-sa l._S.bzﬁ.b.
3 3 2 6

Az A’SB’ haromszogben felirjuk a koszinuszté-
telt az A’SB’ szogre:

BS? + AS? -AB?
2-BS-A'S

B

Figyelembe véve a (*) Gsszefliggést, a mivele-
tek elvégzése és az Hsszevonasok utan:

cosA’SB’¥ =

i.( 2+b2)—£
cosA’SB'% = 12 4 _

Mivel cosy = 2ab” ezért cosy+ cosA’SB’Y =
a

c?

=% 20" 0.
Innen y+A’SB’% = 180° vagy y— A’SB’< = 180°.
Ez utébbi eset nem lehetséges, hiszen y< 180°.

Tehat A’'CB’< +A’SB’< =180°, ahonnan Kko-

vetkezik, hogy a CA’SB’ négyszdg egy hurnégy-

IL.7. dbra

sz0g, azaz S rajta van az A'B’C haromszog koré
irhaté koron.

Q.ed.

Végezetiil néhany tovabbi érdekes tulajdonsag
(ezek bizonyitasat a Tisztelt Olvaséra bizzuk):

* Az OL egyenes merdleges CL egyenesre,
ahol O az ABC héaromszog koré irhaté kor
kozéppontja.

* Ha az ABC haromszog két csicsat rogzit-
juk, akkor a harmadik cstcs altal lefrt mér-
tani hely egy kor lesz.

* M rajta van az ASB héromszog koré irhatéd
koron.

* Az AB koz6s érintGje a CSB és a CSA ha-
romszogek koré irhatd koreinek.

Felhasznalt irodalom

[1] Molnar Istvan: Erdekességek egy specidlis
hdromszégben I. A Matematika Tanitésa,

2011/4.

[2] Suranyi Laszlé: A hdromszog kevésbé ismert

nevezetes pontjairél. II. rész. KOMAL,

1984/8-9. sz., 337-351. o.
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Dr. Darvasi Gyula
Szerkessziin

parhuzamos éld vonalzé olyan beosztas
A nélkili vonalzé, amelynek két péarhu-

zamos éle van, s ezek d-vel jelolt tavol-
sagat a vonalzb szélességének nevezzik, amit
egységnek is vélaszthatunk ([2] 99-100. oldal,
[4] 129-131. oldal). Ezzel a vonalzdval a sikban
az alabbi szerkesztési lépések elvégzése megen-

gedett:
1. Két adott pont dsszekdtd egyenesének meg-
rajzolésa.

2. Adott egyenestdl d tavolsagra 1évé parhu-
zamosok megrajzolasa.

3. Két adott pontra illeszkedd, d tavolsaga pér-
huzamosok megrajzolésa.

Az 1. 1épéshez a parhuzamos éld vonalzénak
csak az egyik éle szlikséges, vagyis ez a szer-
kesztés az euklideszi vonalzéval ugyanigy elvé-
gezhetd. A 2. 1épésnél a parhuzamos éld vonal-
z6t Ugy helyezzik el, hogy egyik éle illeszkedjen
az adott egyenesre, s ekkor a masik éle mentén
meghtiizhaté az adott egyenestél d tavolsagra
1év8 parhuzamos (1. &bra). Ez az eljaras az adott
egyenes mindkét oldalan elvégezhetd, s igy min-
dig két parhuzamost kapunk, amelyek kozép-
parhuzamosa az adott egyenes. Ha ezt a 1épést
két adott metsz8 egyenesre végezzik el, akkor
a szerkesztés eredményeként mindkét adott egye-
nesen el6all egy-egy szakasz és azoknak a fele-
z8pontjai: példaul az e-re illeszkedd PQ sza-
kasznak O a felezépontja (2. dbra). Ennek a lé-
pésnek a megismétlésével az adott e és f metsz8
egyeneseken az O metszésponttdl elkezdve egy-
bevagé szakaszokat tudunk elSéllitani, s ha még
e L f is teljestl, akkor ezen egybevagd szakaszok
hossza éppen egyenld a parhuzamos éld vonal-
z6 d szélességével. A 3. lépés végrehajtasanak
eléfeltétele, hogy a két adott pont tavolsdga ne
legyen kisebb a parhuzamos éld vonalzé d szé-
lességénél. Ekkor a parhuzamos éld vonalzét gy
helyezziik el, hogy egyik éle az egyik adott

k parhuzamos ¢l vonalzovall

pontra, a maésik éle pedig a masik adott pontra
illeszkedjen, s ezutan mindkét éle mentén egye-
nest rajzolunk. Ha az adott A és B pontokra
AB = d teljestil, akkor ezzel a lépéssel az A és B
ponton &t egy-egy egyenes huzhatd, amelyek

az AB -re merdlegesek (3a &bra). Ha viszont az
AB > d eset éll fenn, akkor ezzel a lépéssel az
A és B pontok mindegyikén &t két-két egyenes
hazhatd, s a parhuzamosok kozotti sdvok met-
szete egy rombuszt ad (3b 4bra). Az A pontot
tekintve megéllapithaté, hogy a B ponton &t
megrajzolt egyenesek érintik az A kdzépponti
és d sugard k kort. Hasonlé allitas kimondhaté
a B pontra is.

A 2. és 3. lépésnél elGallé egyenesek eukli-
deszi eszkdzokkel (korzvel és beosztas nélkiili,
egyéld vonalzéval) is megszerkesztheték, ha tu-
dunk euklideszileg szerkeszteni d hosszisagu sza-
kaszt. A kétéld vonalzék (parhuzamos éld vo-
nalzd, szbgvonalzd) elméletét George E. Martin

€1
d

e
d

€2

1. abra

7 /@ -
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szerint ([2] 99. oldal) els6ként Poncelet dolgoz-
ta ki részletesen, s eredményeit 1822-ben tette
kozzé. 1890-ben Adler bebizonyitotta, hogy min-
den korzével és beosztas nélkiili egyéld vonal-
zbval elvégezhet§ szerkesztés megoldhaté kizéa-
rélag csak parhuzamos éld vonalzét hasznélva.
Megforditva: a parhuzamos éld vonalzéval meg-
oldhaté szerkesztések pontosan akkor végez-
hetdk el korzével és beosztas nélkiili egyéld vo-
nalzéval, ha a rendelkezésre all6 adatokbdl
a parhuzamos éld vonalzb szélessége megszer-
keszthetd korzével és egyéld vonalzéval ([4]
259. oldal).

Az aldbbiakban elébb péarhuzamos és me-
réleges egyenesek szerkesztésére, szakasz és szog
felezésére illetve kétszerezésére, a sikbeli transz-
forméaciok esetén egy pont képének a megszer-
kesztésére, majd szakaszokkal és szogekkel kap-
csolatos tovabbi problémékra, harmonikus pont-
négyes szerkesztésére, s ezutan kor és egyenes
metszéspontjainak, a kor érintGjének és két sza-
kasz mértani kdzepének a megszerkesztésére mu-
tatunk be a teljesség igénye nélkiil olyan meg-
oldasi médokat, amelyek kivitelezéséhez csak
a parhuzamos éld vonalzé hasznélatat engedjiik
meg. Ekozben az abréink jobb attekinthetésége
céljabdl, ha valamely szerkesztésnél egy azt
megel6z6t felhasznalunk, akkor annak a részle-
tes kivitelezését mell6zziik és csak a végered-
ményként elGallé pontot vagy egyenest rajzol-

3b. dbra

juk be, de egy Gjabb pont vagy egyenes meg-
szerkesztése kizardlag parhuzamos éld vonalzo-
val értendd. Néhany abraban mégis talalhaték
korivek, de csak szemléltetés céljabdl, s igy azok
nem képezik a szerkesztés részét. Ha egy be-
mutatott szerkesztés bizonyitdsara nem tériink
ki, akkor az vagy megtalélhaté az adott hivatko-
zésban, vagy annak elvégzéséhez elegendd né-
hény elemi geometriai tételnek az ismerete.
S minthogy mostani térgyalédsunk sok tekintet-
ben koveti a betolé vonalzé hasznélatardl [1]-
ben irt Osszedllitasét, ennélfogva megtehetd,
hogy itt csak hivatkozunk az olyan szerkeszté-
sekre, amelyek menete teljesen ugyanaz, jolle-
het nem kell foglalkoznunk a csak betol6 vonal-
zéval megoldhat6é szogharmadoléssal és kob-
gyokvonassal.

Az adott e egyenessel egy ra nem illeszkedd
P ponton athaladé parhuzamos szerkesztéséhez
az e egyenes egy tetszéleges A pontjat rogzitjik,
majd a parhuzamos éld vonalzd egyik élét az
AP egyenesre illesztve a masik él mentén egye-
nest rajzolunk, amire ezt az eljarast megismétel-
ve kapjuk az e egyenes A-tdl kiilénbozé B pont-

jat (4. 4bra). Ezutdn a BP szakasz az elsGként

megrajzolt parhuzamost C pontban, az AC
egyenes a masodik parhuzamost D pontban

metszi: ekkor DP egyenes a keresett parhuza-
mos ([2] 104. és 177. oldal Exercise 6.8 és
Figure 10a).

Ha az adott e egyenesre egy ra illeszkeds P
pontban kivanunk merdlegest allitani (5. dbra),
akkor a P ponton &t hiizunk egy e-tdl kilonbo-
26 f egyenest, amelynek két oldalan a péarhu-
zamos éld vonalzéval az e egyenest A és B
pontokban metsz§ f; és fo parhuzamosokat raj-
zolunk. Ezutan a vonalzé éleit a B és P pontok-

/A B e
d d

4. dbra
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ra helyezve a B-re illeszkedd él mentén tjabb
egyenest rajzolunk, amely az fi-et eqy C pont-

ban metszi: ekkor CP a keresett m merdleges.
Ugvanis a BCP, haromszég BC oldaldhoz
tartozé silyvonala egyenlé ezen oldal felével,
s ennélfogva a P pont rajta van a BC szakasz
folé irt Thalész-koron ([2] 101. oldal Figure
6.4). Ha viszont az adott e egyenesre merdleges
allitasakor a P pont nem illeszkedik e-re, akkor
elébb a P ponton at egy e-vel parhuzamos f
egyenest szerkesztlink, amire P-ben merdlegest
allitva kapjuk a kivant m egyenest (6. abra). Az
f-et merdlegesen metsz6 m egyenes ugyanis
merdlegesen metszi az f-fel parhuzamos e egye-
nest is.

h f fa

m
6. dbra
P B Q
T ~ f
/M
A C B
7. dbra
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Az adott AB szakasz C felezépontjanak meg-
szerkesztéséhez az AB=2d esetben az AB
egyenesre A-ban allitott merélegessel (ennek B-
t tartalmazé oldalén) d tavolsagban huzott par-
huzamos az AB szakaszt C-ben metszi. Ha
AB > d, akkor a szerkesztés elvégezhetd a 3. 4b-
ra alapjan, ahol az AHBG rombusz GH &tléja
merdlegesen felezi az AB szakaszt. TetszGleges
hosszisagu adott AB szakasz C felezépontja-
nak parhuzamos éld vonalzés megszerkesztésé-
re itt két médot targyalunk. Tovabbi lehetGsé-
gekhez juthatunk az [1]-ben ismertetett 2., 3. és
4. méd alapjan.

1. méd: Az AB egyenes egyik oldalan AB -
tél d tavolsagban meghuizott f parhuzamos egy
P pontjat 6sszekotjik A-val és B-vel (7. abra),
majd f és a B ponton 4t AP -vel parhuzamos Q
metszéspontjat Gsszekotjik A-val. Ezutdn az
AQ és BP szakaszok M metszéspontjan at
AP -vel parhuzamost htizunk, ami az AB sza-
kaszt a keresett C felez8pontban metszi, mint-
hogy CM egyenes tartalmazza az ABQP para-
lelogramma egyik kozépvonalat. (Ez a szer-
kesztés elvégezhet§ kizérdlag betolé vonalzéval
is, ha f az AB -vel huzott tetszéleges parhuza-
mos.)

2. méd: Az A ponton &t egy AB -t kiilon-
bozb f egyenest, majd az f egyik oldalan A-t6l d
és 2d tavolsagban f; és f, parhuzamosokat raj-
zolunk (8. abra), s ezeket az AB egyik oldalan
AB -6 d tavolsagra meghtzott e; parhuzamos
egyenes P, Q és R pontokban metszi. Ezutan
B ¢f, esetén az AP és BR egyenesek S met-
széspontjat Q-val dsszekotjiik: a QS egyenes
az AB szakaszt a keresett C felezpontban
metszi ([2] 104. és 176-177. oldal Exercise
6.11), s jollehet B €f; esetén S nem keletkezik,
de ekkor mar C e f; Ggyis teljestl.

A 7. abréardl a szakasz parhuzamos éld vo-
nalzés megkétszerezésének két moddja is leol-
vashaté. Ehhez az AC szakaszt adottnak te-
kintve mindketténél megrajzoljuk az f egyenest,
azon Kkijelolink egy P pontot és a C ponton &t
AP -vel parhuzamost hGzunk, ami f-et eqy R
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pontban metszi. Ezutdn az 1. méd szerint meg-
szerkesztiilk a CR szakasz M felezépontjat és
meghtizzuk a PM egyenest, ami az AC fél-
egyenest a keresett B pontban metszi. A 2.
médnél pedig megrajzolijuk a PC  szakaszt,
majd azzal az R ponton athaladé parhuzamost,
ami az AC félegyenest a keresett B pontban
metszi. A 8. dbra alapjan egy harmadik médhoz

7z

jutunk, ha a P, Q és R pontok el&allitasa utan
C ¢fy esetén az AP és CQ egyenesek met-

szeteként el8allitjuk az S pontot: ekkor RS az
e-t B-ben metszi. Ha viszont C €f;, akkor B €fy
teljesil.

Az adott AOB< hegyesszdg felezése céljaboél
az OA -nak B-t tartalmazé oldalan a parhuza-

mos éld vonalzé egyik élét az OA szarhoz il-
lesztve a maésik éle mentén egyenest hizunk
(9. 4bra), s ezt az eljarast az OB szérra is meg-
ismételjik: az igy megrajzolt két egyenes C’
metszéspontja mindkét szogszartdl d tavolsagra
van, s ezért az OC' félegyenes a keresett szog-
felez8. A szogfelezésre [1]-ben leirt Gsszes tobbi
modd is elvégezhetd parhuzamos éld vonalzéval
az adott szerkesztési menet megvéltoztatasa
nélkil. Ugyanott az is megtalalhatd, hogy miért
elegendd csak hegyesszog felezésével foglalkoz-
ni részletesen. Az AOC< sz6g kétszerezéséhez
OA -nak C-t tartalmazé oldalan OA -tél d ta-

volsagra az OC szdgszarat C’ pontban metsz6
parhuzamost htzunk, s ezutdn a parhuzamos
éld vonalzé éleit O és C’ pontokra illesztve

megrajzoljuk az OB félegyenest.

P, Q R
e1
AAWAN
d
f1 /o

A C B e
¥ d

8. dbra

A t egyenesre vonatkozé tengelyes tiikrozés
esetén t minden pontja fix, s igy csak egy P ¢t
pont P’ képét kell megszerkeszteni parhuzamos
éld vonalzéval. Elséként a parhuzamos éld vo-
nalzé egyik élét t-re illesztve t-nek a P pontot
tartalmazé oldalan megrajzoljuk a t; és a mésik
oldalan a t; egyenest (10. abra), majd P-bdl t-
re m merGlegest allitunk, s ennek az egyik ol-
daléan megrajzoljuk t; és ty egyeneseket A-ban,
illetve B-ben metsz8 my egyenest. Ekkor A # P

miatt létezik az AP egyenes, amely P ¢t; ese-

tén a t tengelyt eqy C pontban metszi, s a BC
és az m egyenes kozOs pontjia a keresett P’
pont. Ha viszont P ety &ll fenn, akkor mj-et
nem kell megrajzolni, mivel m és t; metszete
lesz a P’ képpont.

Ha egy adott sz6g egyik szaranak valamely
belsé pontjat tlikrozzik a szogfelezé egyenesé-
re, akkor a tiikorkép a mésik szérra esik: ilyen-
kor azt fogjuk mondani, hogy ezt a pontot a
sz0g csucsa kortl leforgattuk a szog masik sza-
rara. Ezt a leforgatast a tovabbiakban t6bbszor
felhasznéljuk. Ha példaul adott egy kor kozép-
pontja és a koérvonal egy pontja, akkor csak péar-
huzamos éld vonalzéval megszerkeszthetd e kor-

d
B
C
L7
d
0 A
9. dbra
» P
A
t1
d
C T t
d
B to
bP’
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vonal egy Gjabb pontja Ggy, hogy a kézéppont-
bdl kiindulé, de az adott ponton &t nem haladé
félegyenesre az adott pontot a kézéppont koril
leforgatjuk, mikézben a koérvonalat nem rajzol-
hatjuk meg.

A tengelyes tlikrozésre a parhuzamos éld
vonalzéval adott fenti szerkesztésrél észrevehe-
t6, hogy annak menete sok tekintetben hasonlit
a betol6 vonalzéval [1]-ben leirt médhoz. S mint-
hogy ez a hasonlatossdg megtaldlhaté a pont
kortili elforgatés, a kozéppontos tiikrozés, az el-
tolds, a homotécia és a tengelyes affinitas, to-
vabbéa a szakasz és sz6g masolasa, valamint a
szakasz harmadolasa és adott ardnyban torténd
felosztasa esetén is, ezért részletes targyalasukat
itt mellézhetjlk, jéllehet ezeket a szerkesztéseket
gyakorlasnak mégis célszerd elvégezni. Ugyanez
vonatkozik két szakasz Gsszegének, kiilonbségé-
nek, szorzatanak és hanyadosanak, egy szakasz
négyzetének és reciprokanak, harom adott sza-
kaszhoz negyedik aranyosnak, valamint egy
adott szakasz aranymetszés szerinti osztépontja-
nak a megszerkesztésére.

11. abra

12. dbra

Ha az iranyitott AB egyenesen C és D az

AB szakasznak olyan belsé, illetve kiilsé pont-
ja, amelyekre AC : AD = -1 teljestl, akkor a D
CB DB

pontot a C pontnak az A és B pontokra vonat-
koz6 harmonikus tarsénak nevezzik, ahol AC =
=CB esetén D az AB egyenes végtelen tavoli
pontja. Ha adott A, B és C paronként kiilénbo-
26 kollineéris pontokra, C az AB szakasz bels
pontja és AC > CB, akkor D az AB egyenes B
kezdéponta és C-t nem tartalmazé félegyenesé-
re illeszkedd kozonséges pont, amelynek parhu-
zamos éld vonalzés megszerkesztésére az alab-
biakban harom mdédot ismertetiink. Az AC < CB
eset hasonléképpen targyalhaté.

1. méd: Legyen e az A-ra illeszkedd, de
AB -4l kiilénbozd egyenes, amellyel B ponton
at f parhuzamost hizunk (11. abra). Az e egye-
nesen X — A - Y és XA = AY feltétellel elGallitjuk
az X és Y pontokat, amihez X lehet tetszélege-
sen Kkijelolt pont, az Y pedig X-nek A-ra vonat-
kozé tiikérképe. A CX egyenes messe f-et a Z
pontban, s ekkor az YZ egyenes az AB egye-
nest a keresett D pontban metszi. Ugyanis a szer-
kesztés miatt ACX, ~ BCZ és ADY ~BDZ,
AC>CB

masrészt

teljesil, s ennélfogva egyrészt
miatt AY=XA>BZ= YZ | AB,
£=&=£=A—D és DB=-BD miatt
CB BZ BZ BD

——:—=-1 kaphaté. Ha mindezt projektiv

sikon tekintve az e egyenes végtelen tavoli
pontjat E-vel jeloljik, akkor X, Y, A és E har-
monikus pontnégyest alkot ([3] 458. oldal). Az
e egyenesnek Z pontbél AB -re térténd centra-
lis vetitésekor A’=A, E’=B, X’=C és Y’ =D,
s mivel ez a vetités megtartja a kettds viszonyt
([3] 455. oldal), ezért C és D harmonikusan
vélasztjak el az A és B pontokat. Az elébbi szer-
kesztés egy maésik véltozatdhoz jutunk, ha az
e egyenesen 1évé X és Y pontokat A - X -Y és
AX = XY feltétellel allitjuk el (12. abra). Ez
a valtozat szintén térgyalhaté euklideszi sikon
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hasonlé haromszogekkel, vagy pedig projektiv
stkon centralis vetitéssel, amikor a CX és BY
egyenesek Z metszéspontja lesz a vetités cent-
ruma, amely AC > CB miatt kézdnséges pont,
s ekkor A’=A, Y'=B, X’=C és E’=D miatt
a keresett D pontot az AB egyenesbél a Z pon-
ton at e-vel parhuzamos metszi ki. S mivel az
elvélasztasnél az A és B pontok szerepe felcse-
rélhetd, ezért azt is megtehetjlik, hogy ezen X és
Y pontokat a B ponton &t megrajzolt egyenesen
vessziik fel.

2. méd: A C pontot tikrozziik A-ra és B-re:
a kapott pontokat jelolie X és Y (13. abra).
Szerkessziik meg a kq(A,XC) és ko(B,CY) korok
egyik metszéspontjat: ez legyen a Z pont. Ez-
utén rajzoljuk meg a CZ egyenest és allitsunk
r&4 Z-ben merdlegest, ami az AB -t a keresett D
pontban metszi. Az XC =2AC és CY=2CB
feltétel miatt XC + CY =2(AC + CB) >AB és
iqy a ky és ky kérivek eqy Z¢ AB pontban met-
szik egymast, s ekkor AZ = AC miatt ZC fél-

BZ CB

egyenes az ABZ, héaromszog Z-nél 1évé belsé
szbgének a felezGje, amire a Z-ben Allitott me-
réleges felezi a Z-nél 1évé kiilsS szoget ([3] 21.
oldal) és AC # CB miatt metszi AB -t a keresett
D pontban ([3] 123. és 460. oldal). Megjegyez-
zik, hogy egyrészt az X és Y pontok eléallitasa-
hoz XC + CY > AB sziikséges feltétel, s jollehet
a tukrozést konnyebb elvégezni, de a 2-es szor-
z6 helyett barmely méas 1-nél nagyobb érték is
vélaszthat6. Mésrészt a ki és kg korivek Z met-
széspontja korzével egyszerlien adédik, ha vi-
szont a korzé hasznéalata nem megengedett, ak-
kor ez a méd csak a két metsz kor kozos pont-
jainak parhuzamos éld vonalzés megszerkeszté-
sét kovetheti, amit késébb fogunk targyalni.

3. méd: Legyen AB=2d és O az AB sza-
kasz felez&pontja. Allitsunk C-ben AB -re me-
réleges m egyenest, amelyen OP > d feltétellel
megadunk egy P pontot (14. &bra). Helyezziik
el a parhuzamos éld vonalzét Ggy, hogy élei
rendre az O és P pontra illeszkedjenek, majd

a P-re illeszked§ éle mentén rajzoljunk egy egye-
nest, amelyre az O-bdl dllitott merdleges talp-
pontjat jeldlie Q. Rajzoljuk meg az OP egye-
nest, amelyre a Q-bdl éllitott merdleges talp-
pontja legyen T, s ekkor QT az AB egyenest
a keresett D pontban metszi. Ugyanis egyrészt
O#C miatt QT f AB, masrészt m(PCD<) =
= m(PTD<) = 90° miatt a PTCD négyszog koré
egqy DP atmérdjd k’ kér irhaté, amelyre az O
pont hatvanya az OPQ, derékszogd héarom-
szdgre vonatkozé befogététel miatt OC - OD =
=0OT-OP=0Q?=d?, s ennélfoguva C és D
a k(O,d) kérre vonatkozéan inverz pontpért al-
kotnak, vagyis az A és B pontokat harmoniku-
san valasztjak el ([4] 265. oldal). Az AB # 2d
eset erre visszavezethetd egy kézéppontos ha-
sonlésaggal.

Legyen adott a k(O,r) kor AB &tmérdije,
tovabba az e egyenes , melynek O-t6l mért t ta-
volsaga r-nél kisebb. Szerkesztenddk a k kor és
az e egyenes M és N metszéspontjai csak par-
huzamos éld vonalzéval a kér megrajzolasa nél-
kiil. Az is feltételbe vehets, hogy e L AB telje-
stil, mivel ellenkez§ esetben az A és B pontokat

kq
\

C B v D
13. dbra
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az O korl leforgathatjuk az O-bédl e-re allitott
merdlegesre.

At =0 esetben az e egyenes athalad a k kor
O kozéppontjan (15. abra), s ekkor barmely r
esetén a keresett M és N metszéspontokat gy
kapjuk meg, hogy az A és B pontokat az O ko-
zéppont kortl leforgatjuk az e egyenesre.

A 0 <t<r eset két részre bonthaté aszerint,
hogy r = d, avagy r # d teljestil.

Az r = d esetben jeldlje C az e egyenes és az
AB 4tméré metszéspontjat (16. dbra), s szer-
kessziik meg C-nek az A és B pontokra vonat-
kozé D harmonikus téarsat. Ezutdn a parhuza-
mos éld vonalzd egyik élét O-ra és a masikat D-
re illesztve rajzoljunk egyenest a D-re illeszkedd
éle mentén: igy két egyenest kapunk, amelyek
az e egyenest a keresett M és N pontokban
metszik. Ugyanis a D pont el&allitasa miatt k és
e metszéspontjai azonosak a D-bdl ily médon
meghuiizott két egyenesnek az e-vel alkotott
metszéspontjaival ([4] 264-265. oldal, [5] 55.
oldal).

Az r#d esetben legyen r>d, tovabba P
egy olyan pont, amelyre OP >d és OP’ #d is
teljestil, ahol P’ a P-nek AB -re es6 merdleges

vetllete (17. abra). Helyezziink el a péarhuza-
mos éld vonalzét ugy, hogy egyik éle O-ra és

a masik P-re illeszkedjen, s ezen utdbbi éle
mentén rajzoljunk egy egyenest, amelyre az O-
bdl allitott merdleges talppontjét jelolie Q’, ami
OP’ # d miatt nem illeszkedik AB -re. Hizzuk
meg az OQ’ félegyenest, s az O pont kériil for-
gassuk le r4 az A pontot: az igy kapott pont le-
gyen Q. Ezutén a CcQ egyenessel QQ” ponton &t

htzott parhuzamos az AB egyenest C’-ben
metszi, amelyre O<t<r és r>d miatt
0<OC’ < d teljestl, s igy a C’ ponton &t e-vel
parhuzamos e’ egyenes a k’(O,d) kort az M’ és
N’ pontokban metszi: ezek a metszéspontok az
elébbi eset szerint megszerkesztheték. S végtl

az OM’ és ON’ egyenesek az e egyenest a ke-
resett M és N pontokban metszik. Ugyanis
a k(O,r) kor és az e egyenes metszéspontjainak
megszerkesztését O kozéppontd és d : r aranya
hasonlésaggal visszavezettiik a k’(O,d) kor és az
e’ egyenes M’ és N’ metszéspontjainak meg-
szerkesztésére, s ezutan az M és N pontok meg-
kaphatdk egy O kozéppont és r : d aranyud ha-
sonlésag révén. Az r<d eset hasonléképpen
targyalhaté.

A k1(Oq,r1) és ko(Og,ro) korok h hatvanyvo-
nalénak létezéséhez szitkséges az Op # Oy fel-
tétel, amit megtartva legyen r;{=0;A; és

ro = OA, Ugy, hogy A; és As az 0,0, egyenes
egyik oldalan van, tovabbad O;A; és O,A,

merdleges az 00, -re (18. dbra). Szerkessziik

17. dbra
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meg az AjA, szakasz F felez6pontjat, majd F-
ben az A;A, -re merdleges f egyenest, ami az
0,0, egyenest egy P pontban metszi. Legyen

O az 0,0, szakasz felezépontja, amire vonat-
kozdan P tikorképét jelolje Q, s ekkor Q-ban az
0,0, -re merdleges a keresett h hatvanyvonal.
Ehhez azt kell belatnunk, hogy a Q pontnak ky
és ko korokre vonatkozé hi(Q) és ho(Q) hatva-
nyai egyenl6k. Az A1PO1, és AoPOy, derék-
sz6gd héromszogekbsl A;P2 = O1P2 + (A;0)% =
=O1P2+15 6 AgP2=0.P% + (Ay0,)% =
= O0,P2 +r4, ahonnan AP =AP, 0;Q = OsP
és O1P = O5Q miatt

hi(Q) = 01Q” - rf = OP* — 1§ =
= (AP? —13) —rf = (A\P? - 1}) - r§ =
=0\P2 - 3= 0,Q% - 3= hy(Q)

teljestil (KoMal F.2052-es feladat, 1977/1-es
szam 10. oldal).

Két metsz8 kor kozos pontjainak megszer-
kesztése visszavezethetd az egyik kor és a két
kor hatvanyvonala kozos pontjainak a meg-
szerkesztésére, minthogy két metszG kor hat-
vanyvonala azonos az e két kor kozos pontjait
Osszekotd egyenessel.

Most tegytink egy kitérét a 30°-os és a 60°-os
szbgek pérhuzamos éld vonalzds szerkesztésé-
nek bemutatasa céljabdl. Legyen AB a k(O,d)

kor atmérdje, tovabba C a BO szakasz felez6-

pontja és e az AB -re C-ben 4llitott merdleges

(19. abra). Szerkessziik meg az AB atmérsid k
féelkoriv és az e egyenes M metszéspontjat: ek-
kor m(BAM<) = 30° és m(ABM<) = 60°. Ugyanis
az ABM, haromszognek M-nél derékszoge van,

valamint ABM,, ~ MBC », miatt BM =d, s igy az
OBM, hdromszog szabélyos.

A tovabbiakban bemutatjuk a koérhoz egy
adott pontjdban, valamint egy kiilsé pontbél
hazhaté érinté parhuzamos éld vonalzés szer-
kesztését, mikozben a korvonal megrajzolasa
nem lesz megengedett. Elséként foglalkozunk
a korvonal egy adott pontjadban hizhaté érinté-
vel. Ekkor a k kor megadhaté az O koézéppont-
tal és a korvonal egy P pontjaval, vagy pedig
egy AB atmérijével. Az elsS esetben az érintét
az 5. abra alapjan tudjuk megszerkeszteni.
Ugyanerre juthatunk vissza a masodik esetben,
ha az érintét az A vagy B, illetve egy P e k\ {A, B}
pontban kivanjuk meghtzni: ez utébbi esetben
a P pontot el8bb fel kell venni a tengelyes tiik-
rozésnél leirtak szerint.

Ezutdn ratérhetink a korhoz egy kilsé
pontbdl hizhaté két érinté megszerkesztésére,
amihez legyen adott a k(O,r) kér O kézéppont-
ja, a korvonal egy A pontja és egy P pont,
amelyre OP > r teljestil. Az r = d esetben a pér-
huzamos éld vonalzét Ggy helyezziik el, hogy
egyik éle az O, a mésik a P pontra illeszkedjen,
s ezutan a P-re illeszkedd éle mentén megrajzolt
egyenes lesz a keresett érinté. Ezt az OP egye-
nes mindkét oldaldn elvégezve kapjuk a két
érint6t, amelyekre az O-bdl éllitott merdlegesek
E és F talppontjai az érintési pontok (20. &bra).
Ha r#d, akkor legyen r>d és Pe¢ OA
(21. abra). Az OA szakaszra O-ban merdlegest
allitunk, majd a parhuzamos éld vonalzé egyik
élét erre a merdlegesre illesztve (a merdleges A
pontot tartalmazé oldalan) a maésik éle mentén
egyenest hizunk, ami az OA szakaszt egy

19. dbra
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olyan A’ pontban metszi, amelyre OA’ = d telje-

sill. Ezen A’ ponton &t az AP -vel parhuzamo-

san huzott egyenes az OP -t egy P’ pontban
OP OP

tszi Ggy, h OP=0A’-—=d-—>d
metszi 4gy, hogy oA . >

miatt P’ a k’(O,d) kor kilsé pontja. Ekkor k’
korhoz P’ pontbdl az elbbi eset szerint meg-
szerkeszthet6k a P'E’ és P'F’ érintdk, melyek-
kel a P ponton &t htzott parhuzamosok az OE’

és OF félegyeneseket a keresett E és F érintési
pontokban metszik. Az r<d eset hasonlékép-
pen térgyalhaté. Megjegyezzilk még, hogy az
r#d esetben a P¢ OA feltétel csak a P’ pont
egyszeribb megszerkesztéséhez kellett.

Az a és b hosszisagu két szakasz mértani
kozepe megszerkesztéséhez legyenek A, B és C
kiilonbozé adott pontok tgy, hogy A-B - C,
AB=a, BC=b és a>b teljestil. A szerkesztést
a magassagtétel alapjan végezziik el (22. abra).
Jelslie O az AC szakasz felezdpontjat, s az AB
félegyenesen A-O'-C’ és AO’=CO’=d

feltételle]l hatarozzuk meg az O’ és C’ pontokat.
Szerkessziik meg az AC’ szakaszt a: b arany-
ban oszté B’ pontot, majd a k’(O’,d) félkoriv és
a B-ben AB -re merdleges egyenes D’ met-
széspontjat: ekkor az AD’ egyenes a B-ben
AB re éllitott merdlegest olyan D pontban
metszi, amelyre BD az AB és BC mértani
kozepe. A befogétételre alapulé megszerkesztést
gyakorlatként atengedjik az olvasénak.

A parhuzamos éld vonalzé korunk geomet-
ria oktatdsdban mell8zott eszkdznek szamit, jol-
lehet az eszkdzok sokfélesége és azok célszerd
alkalmazésa csak gazdagithatna a tanuldk isme-
reteit és el&segithetné kreativitasuk fejlesztését.
A kereskedelemben forgalmazott csuklos vagy
gorgls szerkezetd parhuzamvonalzék kinalhat-
nak bizonyos alternativat, de mivel ezek iskolai
hasznalata altaldban nincs betervezve, ezért tobb-
nyire csak érdekességnek tekinthetdk.
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Csete Lajos

A véraramlasi ellendllasrol:
egy minimumprobléma

1. Bevezetés

vérkeringésnek a testben lehetéleg ha-
A tékonynak kell lennie, amennyire csak

ez lehetséges. Az optimdlis minimum-
hoz sok minden sziikséges. Példaul a vér tur-
bulencia nélkili &ramlésa, viszkozitasanak
megfelel§ szintje, a rugalmas falt és el nem szd-
kilg vérerek. A kovetkezd modellben ezeket és
az egyéb feltételeket itt nem vizsgéaljuk, hanem
csak azt, hogy milyen szogben kellene elédgazni-
uk a vérereknek ahhoz, hogy a vér aramlési el-
lenéllasa a minimalis legyen.
Tegytik fel, hogy a {6 vérér sugara r; és az ab-
rén az A-t6l B-ig lev§ szakaszét vizsgaljuk. A {6
vérérbdl elagazik egy mellék vérér, amelynek
sugara legyen ry. Az egyszerlség kedvéért va-
lasszuk ki a C pontot Ggy, hogy a BC merdéleges
legyen az AB-re.
Legyen BC =s, és legyen D az a pont, ahol
a mellékér tengelye metszi a {6ér tengelyét.
dJeloljik a BCD szoget x-szel.
A probléma a kovetkezd. Hatarozzuk meg azon
x szbget, amelyre a véraramléssal szembeni el-
lendllas a legkisebb a véraramlas ADC utjan.
Nyilvan minél kisebb az ellendllas, annél keve-
sebb folosleges munkat kell végeznie a szivnek.

r

lo

2. A probléma fizikai megfogalmazasa

A turbulencia nélkiili, laminéris &ramlasokra fenn-
all Poiseuille torvénye, amelyet Hagen-Poiseuille-
féle torvénynek is neveznek, amely torvény
1839-1840 kordli.

Jean Louis Marie Poiseuille (1799-1869) fran-
cia fizikus és fiziolégus volt. Poiseuille 1838-ban
kisérletileg észrevette, majd 1840-ben megfo-
galmazta és publikalta a torvényt.

Gotthilf Heinrich Ludwig Hagen (1797-1884)
német vizépité mérnok volt és 1839-ben talalta
kisérleti iton a Hagen-Poiseuille-torvényt.
Laminéris vagy réteges dramlasoknak nevezzik
azokat az aramlasokat, amelyeknél a folyadék
kiillonbodzd sebességd rétegekre oszthatd. Lami-
néris dramlésok altalaban szik csdvekben és kis
folyadéksebességeknél alakulnak ki a Budé-
konyv [2] szerint.

A Poiseuille-térvény szerint stacionarius aram-
lasndl a csé barmely keresztmetszetén az id6-
egység alatt athaladé folyadék térfogata a nyo-
maéseséssel és a csé sugaranak negyedik hatva-
nyaval aranyos, a folyadék viszkozitasaval pe-
dig forditottan aranyos.

Stacionérius aramlésnak nevezzik azt az aram-
last, amelynél a sebesség, a nyomas, a strliség
és altalaban az egész aramlasi allapot az aram-
lasi tér minden helyén fliiggetlen az idétdl. ([2],
256.)

Vagyis ha V a folyadék térfogata, t az id8, akkor
az aramlas ,aramerGssége”:

(2.1) I =¥ definici6 szerint.
A Poiseuille-torvény matematikai alakja:

(22) I==.2.F17P2 4 ahol [ az aramlas

,aramerdssége”, 1 a folyadék viszkozitasa, | a
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cs@szakasz hossza, p; a csGszakasz elején a nyo-
mas, py a csGszakasz végén a nyomas és r a csé
belsd sugara.

A Budé-konyv szerint kétféle ellendllast is meg
szoktak killénboztetni a folyadékok csdévekben
valé aramlaséanal.

a) Az elektromos aramra vonatkozé Ohm-tdr-

cz:2

(2.3) b1~ Py _ 8-n-1
1 mort

b) Ha v az atlagos sebessége az aramlésnak,

akkor azt mondhatjuk, hogy az F=p-A tor-

vény alapjan

(2.4) 8-n-1-v sarlédasi ellenallast fejt ki a csé.

(Hiszen F=p-A=(p;—py)-r2-7=8-7-1-7,

mert I=%=r2 -T-D.)

A Batschelet-kényv [1] az a) esetben értelme-

zett csBellenallast veszi.

Mégpedig azt frja, hogy legyen R a csé ellenal-

lasa laminaris aramlasnal és ez forditottan aréa-

nyos a csé sugaranak negyedik hatvanyaval,

vagyis:

(2.5) R=k.-.

—» ahol k egy élland¢ és [ a cs6-
r

szakasz hossza. Osszevetve ezt az a) értelmezés
képletével kapjuk, hogy:
(2.6) k= ﬁ

b/
A mi probléménkban legyen AB = [y, AD =1; és
DC =1,.
A BDC derékszogd haromszogbdl kapjuk, hogy

(2.7) Iy =—>

- és (2.8)Ip— 11 =s - ctgx
sin x

Az ADC ton a vérrel szembeni teljes csGellen-

allas:

(29) RADC =RAD +RDC =k'%+k'll4, ahol
n )

a (2.5) képletet hasznéltuk fel.

A (2.7) és (2.8) képleteket felhasznalva kapjuk,

hogy:

(2.10) Rppe =k- 075 A8X j S _
n ry -sinx
k. IO—s;lctgx+ . s
n ry -sinx

3. A probléma megoldasa
differencialszamitassal

Vegytiik észre, hogy a (2.10) képlettel megkap-
tuk a teljes csdellenéllast a mellék vérér x haj-
lasszbgének fliggvényében.

Differenciéljuk x szerint az Rapc = Rapc(x) fligg-
vényt!

Kapjuk, hogy:

et (222 (4]
r sSinx 1) Sin x

—k{ s —sinx-sinx—cosx-cosx s —1~cosx]

r14 sin® x r24 sin? x
vagyis
! S S-COS X
(3.1) Rapc(x) =k-|——5———F——|.
i -sin”x  ry -sin” x

Oldjuk meg az R'spc(x) = 0 egyenletet!

s . s
A nem nulla —— -szel val6 osztés utan a meg-

sin” x
oldandé egyenletiink:
(3.2) L-S5X_g

n 2
Ebbdl

:
(3.3) cosx = %.

n

r14

4
Vagyis a keresett sz6g (3.4) x = arccos [ZJ Ez
a jelolt arra a szogre, amelynél a teljes cséellen-
alldsnak minimuma van.
A tovabbiakban azt kell igazolnunk, hogy erre
a szogre valéban a minimumot veszi fel a teljes
csGellenéllas.
Nézziik a mésodik derivéltat! Elég errdl kimu-
tatnunk, hogy pozitiv a (3.4) jelolt értékénél.
Azt kaphatjuk elébb-utébb példaul, az egysze-
rdsitések és atalakitdsok utan, hogy:

—1— ctg2
(3.5) R'ADC(x)zk.[Z s ctgxr(4 1-ctg”x)
1
2-5-cos? x s ) )
4 in3 ; és ebbdl
rp -SIn- X ry -sinx
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" k-
(3.6) R apc(x) = 54— -
nr

.rflc052x—r24~2~cosx+r14

sin® x '
Feltehetjiik, hogy ro < rq, hiszen az ro a mellék
vérér sugara. Ezt felhasznalva nem né az el6z8
tort értéke, ha a szamlaléban kicseréljtk az r;-
eket ro-kre.
Azaz

k-s

3.7) R apc(x) =
( ) ADC( ) r14-r24

r14c052x—r24-2~cosx+r14 S

sin3 X

k-s .rza‘coszx—rzﬁl .2.cosx+15
r14 -r24 sin® x '
Vegylk észre, hogy az egyenlétlenség megfelels
jobb oldali szamlaléja teljes négyzetté alakitha-

to.

. " k-s
Vagyis (3.8) R apc(x) > ﬁ~r24-
n-r
'coszx—Z-cosx+1 _E. (cosx—1)2
sin® x r14 sindx

A (3.4) kifejezés egy 0° és 90° kozotti szoget
hatéroz meg, erre a szogre sinx > 0, igy

k-s (cosx —1)2
39) —(&— ——
3.9) r14 sin® x

>0, hiszen a tobbi té-

nyezG nyilvan pozitiv vagy nemnegativ.

Ebbdl kovetkezik, hogy (3.10) R"apc(x)>0.
Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy a

(3.4) egyenlet &ltal meghatéarozott jelolt valéban
szélsGértékhely, mégpedig minimumhely.

Ezzel megoldottuk a problémét.

4. A probléma megoldasa elemi Giton

A kovetkez8kben a differencidlszamitast kike-
rils, elemi megoldast igyeksziink adni a prob-
lémara.

A (2.10) képlet alapjan

Iy —s-ct
4.1) RADC(x)=k~[0 e ]:
n ry -sinx

=k.l_%+k.s.[i4.L—L4-ctgx].
n

Lathatjuk, hogy elég a
(4.2) f(x)= l-L—l-ctgx figgvény mi-

r24 sinx r14

nimuméat meghatérozni, ahol az x a 0° és 90°

kozott van. Hiszen az f fliggvénynek pontosan
ott van minimumbhelye, ahol az Rypc-nek.

Terviink az, hogy az x szdg szinuszéat és koszinu-

széat az 5 sz6g szinuszaval illetve koszinuszaval

fogjuk kifejezni.
(43) fl) = 1 -1 cosx_
r, sinx n° sinx
=5 - )
2 2. sin% . cosg n 2. sing . cos%
Ezt tovabb alakitva:
1 sin2 g + cos2 %
(4.4) f(x) ZT.T_
- 2.sin>- =
sin 5 cos 5
1 cos2 % - sin2 g

o 2-sing~cosg

A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlé-
lenséget igyeksziink alkalmazni. Ehhez alkalmas
modon atalakitjuk a (4.4) egyenletet.

. X
sin> cos=
(@5) f) =2t 2
T2 2.cos= " 2.sin=
2
cos5 sini
1 2 +i4. 2
n 2.sinx N 2-cos%

Azaz

COSX
9 1 1
+ ZX[—4——4J
2.sin> \2 1
2

hogy itt mindkét tag pozitiv

Vegylik észre,
ro < rq miatt.
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Ezért alkalmazhatjuk a szdmtani és mértani ko-
zép kozotti egyenlétlenséget.

. X x
siny (14+14]+ cos '[14_14J
2.cosX 2 n 2.sin> \2 A
2 2

2

. X
Sin— COS—
2 |2 (iu%} 2 H—%J-
X X
2. 2\ n) 2.sn> \2 1
COS2 $1r12

Ebbdl

(4.7)

v

1.1
rp r8.

(4.8) f(x)=

Itt egyenl@ség akkor és csak akkor van, ha
X x
51n§ (1+1]_ cos§ [1 1]
x |47 4| x |4 &
2.cos= \2 1 2.sin> \'2 11
cos2 sm2

Ezt legegyszertibb t92 % -re visszavezetni.

(4.9)

1 1
P _ 4
(4.10) tg?X=T2 1L N "%
2 l+ L onten

Bon

Ebbdl kénnyen meg lehet hatérozni azt a szo-
get, amelynél az f fliggvény s igy az Rypc fugg-
vény felveszi a minimumét. Erdemes ésszeha-
sonlitani a differencidlszamitassal kapott szog-

gel.
A trigonometridbdl ismert, hogy
1- tg2 x
(4.11) cosx = —2, minden olyan szbgre,
2 X

amelyre e képlet jobb oldala értelmezett.
A mi probléméankban levé 0° és 90° kozotti
szbgekre fennall a képletbeli egyenl@ség.

4 4
1 r14 —r24
fgy (4.12) cosx= ++r24 = %, vagyis
14" N
r14 + r2
o
(4.13) x =arccos % , azt kaptuk, mint korab-
n

ban. Ezzel ismét megoldottuk a problémat.

Még kiszamitjuk az Rapc minimdlis értékét is.
A (4.1) és (4.8) alapjan

RADC(X)zk-I—%+k~s~f(x)2
n

sy gy 121
n . n

Tehéat a minimalis teljes csSellenéllas
(4.14) Rapemn =k-2+k-s | -1 ahol
n b n
egyenléség arra az x hegyesszogre lép fel,
5
amelyre cosx =<
n

A cikkben Uj a 4. részben targyalt elemi megol-
das, amelynek az otletét a [4] cikk alapozta
meg.
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Erben Péter

Matematika programozasi versenyeken

1. Bevezeté

verseny létezik, amelynek feladatanya-
gaban tanulsdgos matematikai észrevé-
telek is szerepet kapnak. Ezek egyike a Google
Code Jam, amely 2008 6ta évente kerlil meg-
rendezésre és interneten bérki részt vehet rajta.
A fordulék utén altaldban elérhetévé valnak
a megoldasok, amelyek az atlagosnél igénye-
sebben foglalkoznak az algoritmusok helyessé-
gével és hatékonysagaval, ezért a matematika-
tanitasban is j6l hasznalhatok.
Az alédbbiakban a verseny egy olyan felada-
tat mutatjuk be, ami a vérhat6 érték fogalma-
nak elmélyitéséhez nyujthat segitséget.

((Tj 6bb olyan — ingyenes — programozasi

2. A feladat

A Google Code Jam 2011-es versenyén
tlzték ki a kovetkezs feladatot:

z

Goronak négy karja van. Goro nagyon erds.
Nem érdemes kikezdeni vele. Goro sorba akar
rendezni N kiilénb6z8 egész szamot. (Képzel-
hetjiik ugy, hogy a szamok kdrtydkra vannak
felirva, a kdrtydk pedig sorban egymds mellett
fekszenek az asztalon.) Az algoritmikus gondol-
kozds nem erdssége Goronak, Goro erdssége
a nyers erd. Terve a kovetkezd: két kezének
ujjaival lefog bizonyos szdmokat, a mdsik két
kezével pedig rdvdg az asztalra, amilyen erdsen
csak bir. Erre azok a kdrtydk, amiket nem fogott
le, felreptilnek a levegébe és (csoddk-csoddja)
valamilyen véletlen sorrendben visszahullanak
az Uresen maradt helyekre.

Goro szeretné a leheté leggyorsabban sorba
rendezni a szdmokat. Ha intelligensen déntené
el, hogy melyik kdrtydkat régziti az egyes Uité-
sek eldtt, akkor dtlagosan hdny ttés utdn kapnd
meg a rendezett sorozatot? (Feltessziik, hogy

a kartydk lefogdsdra haszndlt kezein végtelen
sok ujj van, tehdt bdrmennyi szdm rogzitésére
képes.)

A probléma matematikai tartalma persze
sokkal tdémorebben is elmondhatd, de szandé-
kosan mutattuk be a programozasi versenyeken
megszokott talalasi médot: a kérdéseket szokéas
valamilyen mesébe csomagolni, igy a megfelels
matematikai modell megtalélasa is a versenyzd
feladata.

Feladatunk tehat N kilonbozé egész szam
novekvd rendezése Ggy, hogy egy 1épésben a
szamok egy tetszéleges részhalmazat permutéal-
hatjuk véletlenszertien. A permutélés Ggy torté-
nik, hogy a rogzitett elemek helyben maradnak,
a nem rogzitettek pedig a nem rogzitett pozici-
6kban vesznek fel egy Gj sorrendet. Példaul:

5 1 2 4 3 6

2.1. Egy mohé algoritmus

Természetes arra gondolni, hogy Goro leg-
jobb stratégidja a kovetkezd: mindig lefogja az
osszes ,jo helyen all6” szamot, és az 6sszes
tobbit keveri meg. Egy szam akkor all j6 helyen,
ha pozicidja megfelel a névekvs rendezésben
elfoglalt helyének. Ha nem akarunk ilyen ko-
rilményesen fogalmazni, akkor képzelhetjiik
ugy, hogy az 1, 2, 3, ..., N szdmok rendezésérél
van sz0, hiszen a szamok sorrendjének van csak
jelentGsége. A tovabbiakban ezért feltételezzik,
hogy az 1, 2, 3, ..., N szdmokat rendezzik, igy a
vizsgélt stratégiaban Goro akkor rogziti az i sza-
mot az ités elétt, ha az pont azi. helyen all.

Most meghatarozzuk ennek a mohé straté-
gidnak a varhato l1épésszamat.
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Az elsd észrevétel az lehet, hogy barmilyen
részben rendezett sorozatra alkalmazva Goro
algoritmusat, csak a rossz helyen all6 elemek
érdekesek; azok, akik mar helyre kertltek,
semmiben nem befolyasoljak a folytatast. Tehat
a lépésszam a pillanatnyilag rossz helyen allé
elemek szamanak fliggvényében adhaté meg.
Jeldlje ezt a szamot L(n).

Ha a keverés el6tt n elem all rossz helyen,
akkor utédna 0, 1, 2, ..., n lehet a rossz helyen
allé elemek szama. (Valéjaban 1 nem lehet
a rossz helyen all6 elemek széma, de ezt 0-as
szorzéval fogjuk szdmolni a tovébbiakban.) Ha
p; a valészinlsége, hogy egy véletlen permuta-
ciéban i darab elem &ll rossz helyen, akkor
n> 1 esetén

L(n) =1+ poL(0) + p1L(1) + ... + ppL(n),
tovabba L(0) =L(1) =0.

Ahhoz, hogy L(n) értékét meghatérozzuk,
szlikséglink lesz a p; valészintségekre. Beveze-
tink egy jelolést: f(n, k) jelentse az 1, 2, ..., n
szamok olyan permutaciéinak szamat, ame-
lyekben pontosan k elem &ll rossz helyen.

f(n, i)
nl -~

Erdemes néhany kis értékre ,kézzel” kisza-
molni az f(n, k) értékeket.

Ezzel a jeloléssel p; =

n/k 0 1 2 3 4
1 1 0 - - -
2 1 0 1 - -
3 1 0 2 -
4 1 0 6 8 9
A tablazat alapjan

1

L@)=1+3 L@ -L@) =2

L(3)=1+%L(2)+%L(3)—>L(3)=3és
_1.6. 8. 9.
L(4)—1+24 L(2)+24 I_(C’>)+24 L) —

L(4)=4.

Az eddigiekbdl a kovetkez$ nyilvanvalé sej-
tést fogalmazhatjuk meg:

L(n) =n.

A sejtés bizonyitasdhoz sziikségtink lesz a vé-
letlen permutacidban rossz helyen allé elemek
Gtlagos szamara. A kovetkezékben #H a H hal-
maz elemeinek szamét jeloli. Az Gsszes permu-
taciéra ugy Osszegezziik a rossz helyen all6 ele-
mek szamat, hogy az Osszes szamra Osszegezziik
azon permutaciok szamat, amiben az adott elem
rossz helyen all.

Z #{m-ben rossz helyen all6 elemek} =
7 permutaciok

= Z#{n |a k szam rossz helyen all 7-ben} =
k

=n-(n-1)-n-1)'=(n-1)-n!
(n=1)-n!
|

n!

Tehét atlagosan =n-1 elem all

rossz helyen:
po-O0+p1-1+...+p,-n=n-1
Most mar be tudjuk fejezni a bizonyitast:

n

Linj=1+ z piLi) =

i=0
n-1
=1+ z pi-i+p,Lin)=
i=0

n
=1+ > p;-i-p,-n+p,Ln =
i=0

=1+(n-1)-p,-n+palin) =
=n-pa-n+p,Lin)

Nullara rendezve: (1 - p,,) - (L(n) —n) =0.
Minden p; 1-nél kisebb, tehét csak tgy telje-
stilhet az el6z6 egyenléség, ha L(n) = n.

2.2 A varhaté érték linearitasa

A vdrhaté érték fogalménak ismeretében az
el6z6 pont szamitasa jelentésen egyszerdsithetd.
Jeldlje X; azt a valészinségi véltozét, amelynek
értéke 0, ha i rossz helyen 4ll egy véletlen per-
mutéaciéban, és 1, ha i j6 helyre kertilt, vagyis
fixpont. Mivel egy tetszéleges elem n helyre ke-

rtlhet, 1 valdszinlséggel kertil a sajat helyére,
n

igy E(X;) =% mindeni=1, 2, ..., n esetén.
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A véletlen permutéaciéban jé helyen all6 sza-
mok vérhaté értéke

EXi+Xo+...+X,).

Most felhasznaljuk, hogy E(X +Y) =E(X) +
+ E(Y), és ez akkor is igaz, ha X és Y nem fiig-
getlenek.

EXi+Xo+..+X,) =

=EWﬂ+EWﬂ+m+EMQ=n%=L

Ha a j6 helyre kertil§ elemek varhat6 szama
1, akkor a rossz helyen atlagosan n — 1 elem all.

(Erdemes megjegyezni, hogy a vérhaté ér-
ték linearitdsanak bizonyitasa lényegében azo-
nos gondolattal megy, mint ahogy a fenti leve-
zetésben éatrendeztiik az Gsszegzéseket.)

2.3. Lehet jobban csinalni?

A fenti elemzésben azt mutattuk meg, hogy
ha mindig az 6sszes rossz helyen all6 elemet
permutéljuk, és az Gsszes j6 helyen all6 elemet
rogzitjuk, akkor a varhaté lépésszam egyenld az
eredetileg rossz helyen all6 elemek szamaval.
Felmertil a kérdés, hogy ez-e a legjobb lehetsé-
ges stratégia. Esetleg elképzelhetd, hogy érde-
mes néhany jé helyen all6 szdmot is megkever-
ni egy késébbi nyereség reményében.

Bar ,érezzik”, hogy nincs jobb stratégia,
ennek bizonyitdsa nem nyilvanvalé. A nehézsé-
get az okozza, hogy ha j6 helyen all6 elemeket
is ,bekeverhetiink”, akkor atmenetileg noéve-
kedhet a rossz helyen all6 elemek szama, tehat
nem lehet egyszerden felirni egy indukcids bi-
zonyitast.

Az érdekléds Olvasé a verseny honlapjan
taldlhat egy véazlatos bizonyitast a moho straté-
gia optimalitasara:
http://code.google.com/codejam/contest/
dashboard?c=975485#s=a&a=3.

3. Merre tovabb?

Lezérasként megemlitiink néhany tovabblé-
pési lehetBséget.
3.1. Fixpontmentes permutaciék

Az f(n,n) értékek n elem fixpontmentes
permutacidinak szamat adjék meg. Ez a meny-

nyiség az elcserélt levelek problémdjdban valt
ismertté, amelyet Nicolaus Bernoulli targyalt
elészor, majd Leonhard Euler is foglalkozott
vele:

Hényféleképpen tehetiink n darab levelet n
megcimzett boritékba gy, hogy egyik levél sem
kertil az eredeti cimzetthez?

3.2. Véletlen permutacié elgallitasa

Ha szimulaciét szeretnénk késziteni Goro

sz

2z

egy olyan algoritmusra, amivel elGéllithatjuk n
elem egy véletlen permutécidjat. Az algoritmus
akkor tekinthetS helyesnek, ha barmelyik sor-
rend azonos valdszindséggel jon létre.

Bizonyithat, hogy az alébbi algoritmus j6
eredményt ad:

minden i-re T[i] := 1
Ciklus 1 :=1,2,...,n-1
j := Véletlen(i,n)
Csere(T[i],TI[31])
Ciklus vége

Véletlen(i,n) az i, i+1, ..., n szdmok
kozil valaszt egyet, véletlenszerten, egyenld
valészintiséggel. Ilyen fliggvény éltaldban ren-
delkezésre all a legtobb programozasi nyelvben.

3.3 Karacsonyi hiazas

Végll megjegyezziik, hogy a kovetkez§ is
kidertl szamitdsainkbél: ha egy térsasag
,karacsonyi huzéast” szervez, akkor véarhatéan
egyvalaki fogja sajat magéat hazni.

Erdekes annak vizsgalata is, hogy a véletlen
hiizés hany ,,ciklust” hoz létre. A ciklusok szama
azt adja meg, hogy hany kor jon létre, ha tugy
torténik az ajandékok atadasa, hogy egy tet-
sz6leges ember atadja az ajandékot annak, akit
hazott, majd a megajandékozott folytatia a kort
az &ltala huzottal, és ez addig folytatédik, amig
vissza nem érnek az els6 emberhez. Ha a kor
lezérulasa utan még vannak olyanok, akik nem
kertiltek sorra, akkor koziiliik valasztunk egy tet-
szbleges személyt, és vele folytatédik az ajandé-
kozés.
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Trembeczki Csaba

A sokszin( analizis elemei — konyvajanlé

=~ gy hossz(, amde roppant szines Ut végé-
‘l hez kozelit a Mozaik Kiadé. Engedjék

meg, hogy ajanlémat néhany puszta
szamértékkel kezdjem. A kiadé Sokszind ma-
tematika sorozata gyakorlatilag atéleli a teljes
nyolc osztélyos altalanos, illetve négy osztéalyos
kozépiskolai matematika anyagot. Ebben a ha-
talmas munkéban 11 év alatt 22 szerz8 Gssze-
sen 44 mdvet hozott (hoz) létre, melyek nyom-
tatasban tobb, mint 7600 (!) oldal terjedelmet
tesznek ki — eddig.

A kozépiskolai konyvek esetében felkertilt az
i-re a pont, megjelent a tankényvcsalad utolsé
két tagja is. Mindkét emelt szintd kényv Az ana-
lizis elemei cimmel jelent meg, a tankényv kéd-
ja MS-2313, a feladatgydjteményé MS-2327.

Schiegl Istvan
Trembeczki Csaba

sokszinu

Matematika

Az analizis elemei

Emelt
szintu

tananyag

MOZAIR

A hérom szerzd kozil a feladatgydjtemény egyik
ir6janak neve egybeforrt a konyvekkel. Kovacs
Istvan mindvégig motorja volt Ggy a kdzépis-
kolai tankényv-, mint a feladatgydjtemény-
csaladdnak. Trembeczki Csaba nyelvtéré neve is
ismerds lehet, a feladatgydjtemények egyes fe-
jezetei kapcsolédnak hozza. Esetlinkben a két
szerz8péaros metszeteként vigyazott az emelt
szintd feladatgydjtemény és a tankoényv Ossz-
hangjara. Harmadik, Gj szerzénk nevét a Ma-
tematika Tanari Kincsestar olvaséi minden bi-
zonnyal jél ismerik: Schlegl Istvan matematikus,
eme cikk iréjanak j6 baratja és ,padtarsa”, je-
lenleg kozépiskolai tanér.

A tankonyv fejlesztése 2010 nyaran kezdd-
dott el, a feladatgyljtemény Osszedllitasa kis
csuszassal kovette a tankonyvet. ElsGként azt
kellett tisztéznunk, hogy a piacon egyébként
méar megtalalhaté tankdonyv-felépitések koziil
melyiket haszndljuk. Kiegészit6 kotetet vagy
6néllé konyvet irjunk? Az 6nallé konyv kivalta-
na az emelt szinten tanuldk tébbi tankényvét —
azonban ilyet csak akkor szabad felvéllalni, ha
a sorozat mar megjelent tagjai egyaltalan nem,
vagy csak minimdlis mértékben foglalkoztak az
emelt szintd kévetelmények targyalaséval. A Sok-
szind matematika sorozat koényveit attanulma-
nyozva teljesen egyértelmdvé valt, hogy csak
a kiegészité kotet johet szdéba, a tankodnyvek
mar tartalmazzdk az emelt szintd kovetelmé-
nyek jé részét. ,Alig” maradt olyan tananyag,
amit az emelt szinti kényvbe beleirhatunk!
Azért taldltunk harom ilyen témakoért: a végte-
len halmazokat, az analizis elemeit és a val6szi-
nlség-szdmitds egyes részeit. Utébbibdl azért
csak egyes elemeket, mert példaul a geometriai
valészindség a 12.-es konyvben, a binomiélis
eloszlas pedig — bar nincs néven nevezve -
a 11.-es kdnyvben szerepel.
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Mozgésteriinket tehat a harom nevezett té-
ma alkotta. A logika Ugy diktalta, hogy a kényv
elejére kertiljon a halmazokkal foglalkozd rész,
masodiknak az analizis, harmadik helyre pedig
a val6szindség-szamitas. Igy lehetdség nvilt ar-
ra, hogy az utolsé fejezetben kihasznaljuk a ko-
rébbi részekben kapott eredményeket. Erre vé-
gl csak kismértékben kertilt sor.

A kovetkezd kérdés, amit tisztdznunk kellett,
az volt, hogy kinek széljon a kényv. Ez csak el-
s6 ranézésre egyszerd kérdés. ,Kinek, kinek?
Hat akik emelt szinten tanulnak matematikat a
kozépiskoldban!” — mondhatné valaki. Ez igaz,
csakhogy emelt szinten sokféleképpen tanitunk
matematikat. Vannak olyan iskolédk, ahol magas
Oraszamban, heti 8 vagy tobb érdban van le-
hetdségiik a didkoknak foglalkozni szeretett tér-
gyunkkal (jellemz&en tagozatokon). Itt van id8
nagyon részletesen, alaposan téargyalni a tan-
anyagot. Aztan vannak olyan iskolék, ahol heti
2-6 6ra jut az emelt szintd kdvetelmények telje-
sitésére. Itt nincs mit tenni, haladni kell. A ta-
nulék szempontjabdl vannak olyan csoportok,
ahol a didkok nagyon komolyan veszik a ta-
nulményokat, de vannak olyanok is, ahol né-
hény tétel bemutatdsa utdn a kovetkezd évre
egyszertien megsziinik a csoport. Sét, akar egy
csoporton beliil is lehetnek olyan didkok, akik
csak a pontszamra hajtanak, és lehetnek olya-
nok, akiknek a felsGoktatasban toltott éveit ala-
pozzuk meg a térgyalt anyagokkal. Ugye nem is
olyan egyszer( a kérdés: kinek széljon a konyv?

A vélasz az els6 perctdl kezdve egyértelmd
volt: azt akartuk, hogy a konyvet mindenki hasz-
nélni tudja, aki ma Magyarorszagon akarmilyen
Osszetételd csoportban, akédrmekkora éraszam-
ban emelt szinten vagy tagozaton tanul-tanit
matematikat. Ez azt (is) jelenti, hogy a kényv-
ben megtaldlhaté szinte minden tétel — kevés,
apré betls kivételtdl eltekintve — bizonyitast
nyer a konyv oldalain.

A kollégdk munkéajat megkonnyitendd, az
Osszefliggéseket, definiciékat harom kategoria-
ba soroltuk. A kotelezéen targyalandé tudniva-
16kat vildgoszold hdttérben piros sorszdm és
név jelzi. Ha valaki tanarként Ggy itéli meg,
hogy csoportjaval van ideje helyenként ennél

mélyebben is targyalni bizonyos részeket, akkor
nekik ajanljuk a szintén vildgoszéld alapu, de
fekete sorszdmu és fekete nevd tételekbdl, defi-
niciékbdl valé vélogatast. Konyvink zomét az
ilyen Gsszefliggések teszik ki. Heti 6 6raba min-
den ilyen tétel részletes bizonyitdsa biztosan
nem fér bele, &m a csoportot tanité tanar sze-
rencsés esetben ismeri a diédkjait, igy el tudja
donteni, melyik anyagrész fekszik nekik jobban,
mit érdemes veliik mélyebben megismertetni
(esetleg palyaorientaciéjukat is figyelembe véve
mit fognak a jévében tobbet haszndlni). A ki-
egészitd anyagrészek targyaldsat — ezeket a
konyvben vildgoslila hdttéren lila bettikkel lat-
juk — pedig azoknak szanjuk, akik tényleg ma-
gas Oraszamban dolgoznak, van idejik, és a di-
akjaik is motivaltak az 6sszefliggések megérté-
sére. Tapasztalataink szerint a felsGoktatasban
megjelend analizis tananyag sokként éri a hall-
gaték egy — f6ként persze a nem emelt szinten
érettségizé — részét. Reméljiik, hogy akik ezen a
konyvon ,nének fel”, felismerik majd a kap-
csolédasi pontokat a kozépiskolai és az egyete-
mi-f8iskolai analizis kozott, és a felsGfoka ta-
nulméanyaikhoz is segitségiil tudjak majd hivni
a konyvet.

A tankényv és a feladatgydjtemény a fel-
adatokat egységesen harom kategéridba sorol-
ja. A feladatok sorszama nehézségik alapjan
novekvd sorrendben: sarga, piros és lila. A sdr-
ga példak konnyebb, gyakorlé feladatok. A pi-
rosak az adott fejezet anyagrészéhez kapcsolo-
dé ,,emelt szintd” példak. A lila feladatok vagy
kiegészité anyagrészekhez kotédnek, vagy leve-
zetéslik hosszabb kitartast igényel, vagy nehe-
zen Kkitaldlhatod otletet tartalmaz — esetleg mind-
harom egyszerre.

A konyvek feldolgozésa méar a kozépiskola
11. évfolyamén megkezdhetd, ugyanis a tan-
kényv minden olyan 6sszefliggést tartalmaz,
amire sziikség van, am késébbi tananyag (pl.
mértani sorozat). Egyes részeket, melyek mér
eléfordultak a korabbi sokszind konyvekben, Gj-
ra téargyalunk. Ilyen esetekben mélyebb magya-
rézatot adunk, amennyiben lehet, pontosabb
definiciét (pl. fuggvény konvexitéasa).
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delen sorok fréja akkor ,zdgott bele” a ki-
add Sokszint sorozatdba, amikor meglétta a
konyvek margéra rajzolt abrait. A bennem rejlé
gyermek ugrott egyet 6romében, a matemati-
katanar pedig azt himmagte: igy kell ezt csinél-
ni. Targyunkat nem lehet eladni az arra nem
fogékony didkoknak, csak tgy, ha felkeltjiik az
érdeklédéstiket. Példaul azzal, ha egy Recip r6-
ka tUzi zaszlajara az n® = is Osszefliggést. Er-

n

re ilyen formaban az emelt szintd kényvben el-
vileg nincs sziikség, hiszen azt motivélt didkok
tanuljak. Ezért aztdn a rajzok ,jatékossaga” és
gyakorisaga csokkent a 9-12.-es konyvekhez
képest, cserébe tobb &bra segiti a tananyag
konkrét feldolgozasat. Azért két példat emlite-
nék. Az elsd fejezet méasodik leckéjében &ssze-
foglaljuk a matematika ,,allati” otleteit, példéaul
a tesziink-vesziink roviditésébdl kapott teve-
mddszert. Mar kozépszinten is sok helyen els-
fordul ez az atalakitds, magasabb szinten meg-
kerlilhetetlen. Vagy ott van a rendér-elv: kifrhat-
nank minden helyen szdéveggel, hogy , Figyelj,

itt Gjra a renddr-elvet alkalmazzuk am!” — de
minek, ha egy jopofa abra ezerszer tobbet
mond a szavakndl. Csak a Mtveletek konver-
gens sorozatokkal cimd leckében 6tszor talalko-
zunk a margén tevékkel és kétszer rendérokkel.

Igyekeztiink a margé adta lehetGségekkel jol
gazdalkodni. A rajzokon tdl itt talalhatok a konyv-
ben felbukkané személyek (teljes név, nemzeti-
ség, szliletési és halalozési id8), betik (mely
nemzet abécéjének hanyadik bettlje), tételek,
definiciék (rovid lefrés, név) alapvetd adatai.
Egyes 6sszefliggéseket ,.konyhanyelven” is (amit
jellemzden élészéban hasznélunk) megfogalmaz-
tunk a margén. Sét, itt utalunk ra, hogy egy fo-
galom, Osszefiiggés melyik kordbbi tankényv

DIFFERENCIALSZAMITAS

A DIFFERENCIALSZAMITAS
ALKALMAZASAI
6. Kizépértektételek (kiegeszitd anyag)

megismertiink egy dj matcmatikai milveletet, a deri-
Bothitharmdvi. és kezdjnk ! clmel-

Elfszie vizsgdljuk o begy csicsdn hizolt érintdt

Rolle titels 412 Rovee imeis: Legven fix) folytonos az [a: b ] et inter-
vallumon, differencialhat az |a; b] nyitott inter-
Mo Rowis {1652-1718) vallumon, lovibbe fiz) = fib). Ekkar Wcrik olyan

Francia matematios. @ Ja; ] pont, amelyre i) =10,

Bizonyitis
A 3,7-es Welersrass-tétel miatt zirt intervallumon folytonos fi

felveszi szébdéndkeit, Jeblje M az fix) maximumit & m

§| L0l T
/\-/ Ha M m, akkor ezek kiteil] legalibb ax egyik kilinbézik fia) = f{b)-

i fiel,
<# olyan pont, amire

; nyitot intervallm belwiéhen v
gy M fla) m fib) és a <«

a bal oldali differencidl
2 nem pozitiv, Am a fehéte]
athan is Ktezik a fggvény
tejesilhet, ha (c7) = ffe

Ha M = m, akkor fix) konstars [a; B]-on. Mivel konstans figgvény
deriviltia 0, exént minden « & | b-re £(e) = 0.

Tétchink fonios, a bizoayitisbdl kiolvashatd kovetkezményét killon
téchént neversiik meg

4L Fenvr TETeLE: Legyen fix) Miggvéinynek az x, € [y pont-
baan el seibisérieke, & hagven fix) differenciil-
heatis xy-ban. Ekkor f{x,) = 0.

énynek chin 5 pon

L iy
. S i ;
Altalinositsuk Rolle téebd!
&
404, Cavony Tereie: Ha fix) & gir) Mggvények folytonosak
[a3 b)-om, differenciifhatiak Ja; b[-on és har- Cauchy sl

mely x & Jaz b[-re g'(x) # 0, akkor Wetezlk olyan
e & Ja; o], amelyre
fibi = flar _ fich

bl —gla)  gle)

Bizonyitas

Rolle séwelére: Y
ek a Rolle-téel feluételen

gib) és u)= hib).

125
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hényadik oldalén talalhaté. A tananyag meg-
értését konnyité rovidebb megjegyzéseket is
itt helyeztik el, kisebb abrakkal egyetemben.
A hosszabb vagy 6sszetettebb, tobb pontbdl allé
megjegyzéseket jellemz8en a tételek, definicidk
utan a folyd szbvegben, aprd betds részként
szerepeltetjiik. Ezekben kitekintéseket, érdekes-
ségeket, altalanositdsokat vagy épp specialis
eseteket, pontosité magyarazatokat talalunk.

Talan emlitenem sem kell, hogy a tételeket,
definiciékat vagy felvezeté példék elbzik meg
(pl. a 4. fejezet 1. leckéjében), vagy mikodési-
ket mutatjuk be szdmtalan kidolgozott feladattal
(2. fejezet 3. lecke). Vannak olyan leckék, ame-
lyek csak feladatmegoldasbdl éllnak a tan-
konyvben, példaul a Kidolgozott derivdldsi fel-
adatok. Ugyanakkor egy egész fejezet foglalko-
zik A differencidlszdamitds alkalmazdsaival, tobb
lecke a hatdrozott integrdl alkalmazdsaival (I-11).
Természetesen vannak tisztdn elméletet feldol-
goz6 leckék is, a Hatdrozott integrdl fogalmdnak
el6készitése soran példaul csak definicidkat tar-
gyalunk. A mintapéldak megoldésait részletesen
kozoljuk, illetve ahol Ggy éreztiik, megjegyzé-
sekkel is ellattuk Gket. Talalunk olyan feladato-
kat, amelyekre tobb megoldéast mutatunk, sét
van, ahol ,rossz megoldast” is kozliink — igy
irdnyitva a figyelmet a tipushibéra.

A tankonyvben szinte minden lecke végén
vannak feladatok, ezek megoldéasait azonban a
konyv mér nem tartalmazza (a kiadé weblap-
jara felkeriilnek majd, www.mozaik.info.hu),
rédadasul szamuk is ,,véges”.

Mindenképpen ajanljuk a tankdényv feldol-
gozasdhoz a 225-ig sorszdmozott, &m — mivel
sok példa kimeriti az dbécé teljes betiikészletét —
ennél jéval tébb feladatot szamlalé Analizis
elemei feladatgytdjteményt is. Ennek fejezetei
kovetik a tankonyv beosztését, és a feladatok
megoldéasait is tartalmazza. A feladatgydjte-
mény alapveté koncepciéja ugyanaz, mint a
korébbi sokszind feladatgydjteményeké: a gya-
korl6 (sarga) feladatok esetében csak a vég-
eredményeket, az emelt szintd (piros) felada-
toknal a részletesebb megoldéast (esetleg at-
ugorva egy-két kénnyebb részletet), mig a lila
feladatok esetében a teljesen részletezett meg-
oldésokat kozli. Igyekeztiink ebben a kiadvany-

ban is tobb megoldést adni egy-egy feladatra,
amennyiben azok alapvetéen méas meggondo-
lasra éptilnek. Helyenként itt is talélunk a fel-
adat megoldasan tilmutaté utaldsokat: mit le-
hetne még vele kapcsolatban meggondolni,
minek lenne érdemes utdnanézni. Remek példa
erre a feladatgydjtemény 6114. f) feladatanak
megjegyzése. A példaban az x* fliggvényt kellett
jellemezniink:

,Megjegyzés: Kilencedik évfolyamon szokott
felmeriilni a 00 probléméja. Ertelmezziik tgy,
hogy '0 minden hatvanya 0', vagy inkabb 'min-
den szédm 0-adik hatvénya 1'? Nem tudunk
doénteni, ezért a 00-t kizarjuk a szamok vilaga-
bdl. A fenti figgvény O-ban vett hatarértéke az
utébbit erdsiti (erésebben hat a kitevd konver-

gencigja): 0°=1, x>0-ra lim x*=1. Azon-
x—0

ban ha jelentésen gyorsitjuk az alap 0-hoz valé
konvergenciajat, akkor befolyasoljuk az ered-

ményt: r}iino (%)n =0, ami alapjan 0° = 0. Pré-

baljuk meg igazolni, hogy L In (l'j — —oo!”
n n!

Kowics Istvan
Trambeczki Ceaba

FELADATGYUJTEMENY
Az analizis elemei

MOZAIR
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A konkrét matematikai tartalomrdél nehéz
sz6lni, mert szertedgazd és az eddigi kiadva-
nyokhoz képest mély. Mit értiink ez alatt példa-
ul a nyolc leckébdl all6é Sorozatok fejezetben?

1. lecke. Bevezeti a szamsorozat (&ltaldban
a sorozat), illetve a mértani sorozat fogalméat.

2. lecke. Definidlja a korlatos sorozatot, a so-
rozat hatarat. Apré betds rész irja le, hogy a fe-
lulrdl (alulrdl) korlatos sorozatnak van felsd
(als6) hatéra. A hatarfogalom segitségével két
részletben bizonyitja az egymasba skatulyazott
intervallumok viselkedését. A tétel megjegyzé-
seiben kitér a feltételekre, illetve ramutat az eg-
zisztencia és az unicitds fogalméra. Megadja a
monotonitas fogalmat. Ennek vizsgélatara a,,,1
és a, kilonbségeinek, illetve hanyadosainak
vizsgalatét javasolja.

3. lecke. A hatéarérték fogalméat egy konkrét
sorozaton keresztlil vezeti be, egyszerd modellt
alkotva. Megadja a kornyezet (tavolsag, metri-
kus tér) fogalméat. A hatérérték két definicidjat
roégtén négy megjegyzés is koveti, pl. hogy a ha-
tarérték nem feltétleniil eleme a sorozatnak,
vagy szdkebb kornyezetbe késébb 1ép be a so-
rozat. A 2. példa a 0-hoz tarté atmérdjd, egy-
masba skatulyazott sorozatok végpontjainak vi-
selkedésérdl, a 3. példa a /5 -6t kozelits racio-
nélis szamok sorozatardl szél. Megjegyzésben j
definiciét is ad a valés szdmokra: ,,r valds szam,
ha megadhat6 hozza olyan racionélis szamok-
bdl 4ll6 sorozat, melynek r a hatarértéke”. A be-
fejez8 példak elétt igazolja, hogy a két konver-
gencia definicié ekvivalens.

4. lecke. Bizonyitja a hatarérték unicitasét,
a konvergens sorozat korlatossagat, illetve a
korldtos, monoton sorozat konvergencigjéat.
Definidlja a részsorozat fogalmét, majd igazolja
a konvergens sorozat részsorozatardl szolé osz-
szefliggést. Két bizonyitast is ad a renddr-elvre.

5. lecke. A harom Kkotelez8en téargyalandé
nevezetes sorozat részletes bemutatasat latjuk itt

a korébbi tételek alapjan. Az 1 hatarértékét
n

n
kétféleképpen vizsgélja, az (1+lj -re harom-
n

féle utat is javasol, melyek kozil a kozepekre
épulét végigviszi. Bevezeti az Euler-féle szadmot.
A g"-hez bevezeti a végtelenbe divergélé soro-
zatot.

6. lecke. Bizonyitja a konvergens sorozatok-
kal végzett miveletek szabdlyait, majd oo — oo,

n
i, illetve (1+lj tipusi hatarértékeket sza-
oo n

mol ki 11 mintapéldédban. A tortes tipust oszta-
lyozza a szamlalé-nevezé nagyséagrendje szerint.

7. lecke. A Cauchy-sorozat definicidja utan
a Cauchy-féle konvergencia kritérium bizonyi-
tasa torténik két részletben. A megjegyzések fi-
lozéfiai problémaval (teljes metrikus tér), illetve
a torlédéasi pont fogalméval foglalkoznak. Ki-
mondasra kerlil a Bolzano-Weierstrass tétel is,
illetve ha korlatos sorozatnak egyetlen torloédasi
pontja van, akkor az egyben hatarérték.

8. lecke. Végtelen valds szamsor, illetve
konvergens végtelen valds szamsor definiciéja-
val kezd, majd igazolja a mértani sor konver-
genciajat. Sziikséges feltételt ad sor konvergen-
cigjara. A példak kozott targyalja racionélis
szamok tort alakjat, eleai Zenon problémaéjat.

n
Binomiélis tétellel igazolja, hogy az (1 + l) so-
n

rozatnak felsé korlatia K =3, illetve megvizs-
gdlja a Koch-féle hopelyhet (megjegyezve, hogy
az eqy fraktdl).

Természetesen ez csak egy kiragadott fejezet
nagyon rovid Osszefoglaléja. A tébbi hasonld
alapossaggal viszi végig a differencialszamitas,
hatarozatlan és hatarozott integralas, valészind-
ség-szamitas felépitését.

Végezetiil azt kivanom minden kedves le-
endd Olvasénknak, hogy forgassék a konyveket
legalabb akkora szeretettel, amekkora szeretettel
készitették az alkotdik, és legyen benniik leg-
alabb akkora 6romuk, mint volt munka kézben
az fréknak! Kovessenek minket, Onokkel egyiitt
bemutatjuk didkjaiknak a matematika csodéla-
tos vilagat. Kezdhetjiik az utazést?
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FELADATROVAT TANAROKNAK

Rovatvezets: Kosztolanyi Jézsef

Kérjiik, hogy a megoldasokat a rovatvezetd
cimére kildjék: 6757 Szeged, Miklos u. 27.
Ugyanide kell kiildeni a kitdzésre szant felada-
tokat is. Ezeknek a megoldésat is mellékeljék!
Minden megoldast (tehat ugyanannak a fel-
adatnak a megoldasait is) kiilon lapra frjék tollal
vagy géppel, jol olvashatéan! Mindegyiket kii-
lon-kilén hajtsdk dssze, és kiilsé felére irjak ra
a feladat sorszamét és a megoldé nevét! Csa-
toljanak a megoldésokhoz dsszesitd jegyzéket is!
A megoldasokat a Kkittizést kovetd harmadik
szamban ismertetjiik. A legjobb megoldasokat
bekilddgjik nevével kozoljik.

Bekiildési hataridé: 2012. marcius 31.

Feladatok (435-439.)

435. Igazoljuk, hogy ha ¢, B, v egy hegyes-
sz6gd haromszog belsd szdgei, akkor

tga + tgB + tgy=> 2(sina + sinf + siny).

Dadlyay Pdl Péter, Szeged

436. Legyen P(x)=(x-1)(x - 2)(x - 3).
Hany olyan Q(x) polinom van, amelyhez létezik

olyan harmadfoki R(x) polinom, hogy
P(Q(x)) = P(x) - R(x) teljesul?

437. Legyen P az ABC haromszog tetszGle-
ges belsd pontja és legyen x=PA, y=PB,
z=PC. Jeldlie R,, R}, R, rendre a PBC, PCA,
PAB héaromszog korulirt korének sugarat. Bizo-
nyitsuk be, hogy

R Ry R, _3

4+ + >—.
v+z z+x x+y 2

Dadlyay Pdl Péter, Szeged

438.S a térbeli derékszogi koordinéta-
rendszer azon P(x; y; z) pontjainak halmaza,
amelyek koordinatai a {0; 1; 2} halmaz elemei.
Hany szabéalyos haromszdget hatdroznak meg S
elemei?

439. Az {a,} sorozatot a kovetkez6képpen

_Onap 1t 1

definidljuk: ag=x, a;=y, a,1=

a, + a,-1
(n>1). Melyek azok az x és y valés szamok,
amelyekre teljestil, hogy van olyan ng pozitiv
egész, hogy béarmely n>ng esetén a,=c

(konstans)?

Feladatmegoldasok
(420-424. feladatok)

420. Van-e olyan pozitiv egész n, amelyre
3"+ 2 - 17" négyzetszam?

I. megoldads: Belatjuk, hogy nincs megfeleld n.
Ha n = 2k, akkor

32k 4 2.17%k =9k 1 2. 289k =
=(10-1)k+2-(290 - 1)k =
=(-1)k+2- (-1)k= %3 (mod 5).
Ha n =2k + 1, akkor

32k+1 4 2. 172k+1 =3 .9k 34 . 289k =
=3 (-1)k— (-1)k=+2 (mod 5).
Mivel a négyzetszamok 5-tel osztva 0, 1 vagy 4

maradékot adhatnak, ezért a kifejezés egyetlen
pozitiv egész n esetén sem lehet négyzetszam.

T6bb megoldds alapjdan
II. megoldds: A 3"+ 2 - 17" utols6 szamjegyét

vizsgéalva latjuk be, hogy nincs megfeleld n.
Mivel

3%k =1 (mod 10),
3%+1 =3 (mod 10),
3%+2 =9 (mod 10),
3%+3 =7 (mod 10),
és
174 =1 (mod 10),
174+1 =7 (mod 10),
174+2 = 9 (mod 10),
174k+3 = 3 (mod 10),
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ezért 3" + 2 - 17" végzédése 3 vagy 7. Ezekre a
szamjegyekre viszont négyzetszdm nem vég-
z6dhet.

Tébb megoldds alapjdn
A megoldék széma: 6.

421. A 100, 200, 300 olyan haromjegyd
szamok, amelyek négyzetében ugyanannyi O-
tol kilonbozé szémjegy van, amennyi az ere-
deti szdmban. A felsorolt hdrom szamon kiviil
van-e még olyan haromjegyd szdm, amelyik
rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal?

Megoldds: A tizes szamrendszerben felirt n ter-
mészetes szam értékes (0-t6l killonbozs) jegyei-
nek szamat jeldlje E(n). Legyen T} azon k jegyd
természetes szamok halmaza, amelyekre E(n) =
=E(n?).

Nyilvanvalé, hogy T = {1; 2; 3}.

Vizsgéljuk To-t.

Egy kétjegyd szdm négyzete harom- vagy négy-
jegyU szam lehet. A lehetséges alakok:

(1) n?=a00;

(2) n? =a0b;

(3) n?=a00b (a#0,b=0).

(1)-bél n =10, n = 20 vagy n = 30 adédik.

Ha egy négyzetszam végzddése Ob, akkor b csak
1, 4 vagy 9 lehet. Legyen b=d? (d=1, 2, 3).
(2)-bal

e n? — d? _(n—d)(n+d)
100 100

Mivel n — d és n + d péaros és csak az egyik oszt-
haté6 5-tel, ezért nFd =50, n+d=50/+2d
(I pozitiv egész). fgy viszont a =1 - (251 + d), ami
nem lehet, hiszen a jobb oldal 9-nél nagyobb.
(3) esetén

n?-d® (n-d)(n+d)

7000~ 1000
ahonnan n ¥ d =250I, n+d=250[ + 2d, és igy
a= @ Ez viszont nem lehet, mert a

jobb oldal 9-nél nagyobb.

Kaptuk, hogy (2) és (3) egyike sem teljestilhet,
azaz To = {10; 20; 30}.

Az eredeti feladat T3 meghatérozasa. Ha
n=10m eTs, akkor meT,, ezért 100, 200,
300 T3-beli.

Tegytk fel a tovabbiakban, hogy n nem oszt-
haté 10-zel, és E(n) = E(n?) = 2. Ekkor két le-
het@ségtink van:

(4) n? =a000b;
(5) n? =a0000b.

Koénnyen ellendrizhet8, hogy ezekben az ese-
tekben nincs megfelel§ Ts-beli szam.

Legyen E(n)=E(n?)=3. Ekkor a kovetkezd
esetek lehetségesek (abc # 0):

(6) n®=ab00c;
(7) n? =a0b0c:
(8) n? =a00bc;
(9) n® =ab000c;
(10) n? =a0b00c;

(11) n® = a00b0c;
(12) n® =a000bc.

(6)-bdl a kétjegyd esethez hasonldéan adddik,

hogy
22
P d _
1000

(n—d)(n+d)
1000

ahonnan n3d=250l, ntd=250/+2d. Igy
1-(1251 + d)
2

ab = , amelynek csak [=1 esetén

van megoldasa, azaz ab = 1252i d.

d=1,c=1 esetén ab=62 vagy ab =63, azaz
n? = 62001, n = 249 vagy n? = 63001, n = 251.
d=3,c=9esetén ab =61 vagy ab =64, azaz
n? = 61009, n = 247 vagy n? = 64009, n = 253.
(7)-bdl hasonléan adédik:

205 =" d =(n d)(n+d)’
100 100
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n+d=501+2d. Igy
amelynek csak 1=4,5,6

ahonnan n Fd=50I,
a0b =1-(25] + d),
esetén lehet megoldéasa. Koénnyen ellendrizhetd,

hogy egyik esetben sincs megfelelé megoldas.
(9)-bdl

o n? — d? _(n-d)in+d)

10000 10000
ahonnan n ¥ d = 12501, n+d = 12501 + 2d. Igy
ab = H&#, amihez nincs alkalmas .
(10)-bsl

— n? — d? _(n-d)in+d)
1000 1000
ahonnan n3d=250l, ntd=250/+2d. igy
a0b = @, amelynek csak [1=2,3

esetén lehet megoldéasa. Konnyen ellendrizhetd,
hogy egyik esetben sincs megoldés.

A szisztematikus vizsgélatot tovabb folytatva ki-
deril, hogy a (8) tipus esetén két megfelel6 n
szamot kapunk: n =245, n? = 60025; n = 283,
n? =80089. A (11) esetben harom megfelelé n
van: n=448, n?2=200704: n=>548,
n?=300304; n=949, n?=900601. A (12)
esetben nem kapunk megoldést. Az esetek vizs-
gélata soran felhasznéltuk azt a tényt, hogy ha
egy szam Kkét szomszédos négyzetszam kozé
esik, akkor nem négyzetszam.

Kaptuk: T3 ={100; 200; 245; 247; 249; 251;
253; 283; 300; 448; 548; 949},

Nagy Sdndor, Békéscsaba
A megolddk szama: 5.

422. Legyenek aj, as, ..., a, olyan pozitiv

szamok, amelyek osszege 1. Tetszleges 1 <i<n

a; a

esetén jeldlje S; a Z ;,a;,...0;  Osszeget.

J1<J2 <<

Ji

Igazoljuk, hogy
n n-1
2 7 n-1Y"
2. S Z Sok+1 +( j .
k=1 k=1 n

Dadlyay Pdl Péter, Szeged

Megoldads: Legyen P(x) =
Viete formuléi alapjan

(x—a1)x—ag)...(x —ay,).

fgy egyrészt P(1

1+Z

=(1-a)(1-ay)...

S,, masrészt P(1) =
(1- an). Ebben a szorzatban

n

Zai =1 miatt minden
i=1

tényezd pozitiv, ezért a szamtani és mértani ko-
zép kozotti Gsszefliggés alapjan

P(1) S(l'i(l‘ai)J _ (n_ljn

n i3 n

q;>0(=1,2,..,n)és

és egyenl@ség pontosan akkor &all fenn, ha
ap=dp=..=0a,.

1+ QS% jg}szkﬂ +(nn 1j ;

k=1

Innen

amibdl S;=1 alapjan a bizonyitandé egyen-
l6tlenséget kapjuk. Egyenlség akkor és csak
akkor &ll fenn, haa; =as =... = a,,.
Hornung Tamds, Zalaegerszeg
Nagy Sdndor, Békéscsaba
Borbély Jézsef, Tata
A megoldék szama: 4.

423. Az A1, Ay, A3, A4 pontok az egységnyi
éld szabalyos tetraéder korllirt ggmbijére (gomb-
feltletére) illeszkednek tgy, hogy AA;< 1 bar-
mely i # j esetén. Bizonyitsuk be, hogy a gébmb-
nek van olyan félgombje, amelyik mind a négy
pontot tartalmazza.

Megoldds: Legyen O a gémb kdzéppontja, R a
sugara és legyen ABCD egy, a gébmbbe irt sza-
bélyos tetraéder egységnyi hossza élekkel. Le-
b=0B, c=0C,

d=0D. Mivel a+b+c+d=0, ezért

gyen tovabba a=ﬁ,

MOZAIK KIADO 41



A MATEMATIKA TANITASA

2012. februar

S 2 2
O=(a+b+c+d =4R?+12R? cos AOBX.

Innen cos AOB< = —%.

Azt fogjuk belétni, hogy ha az A;A2A3zA, tetraé-
der olyan, hogy A <1, és ez a tetraéder a te-
kintett gdmbbe van frva, akkor ez a tetraéder
nem tartalmazza a belsejében az O pontot.
Indirekt bizonyitunk, azaz feltessziik, hogy léte-
zik olyan beirt AjA2A3A, tetraéder, amely bel-
sejében tartalmazza az O pontot. Legyen
=04 (i=1,2,3,4).

Mivel az O pontot tartalmazza a tetraéder, ezért
vannak olyan o, o, 03, 04 pozitiv valds sza-

4 —_— —
mok, amelyekre Y o;a; =0.
i=1
Mivel AA; < 1 minden 1 <i<j<4 esetén, ezért

aT-~a > —%RZ minden 1 <i<j <4 esetén. Igy

(S

G b, o
=Y oa | =R Y " +2 Y o0-a;>
i-1 i-1 1<i<j<4

RZZa +2( j D ooy =
1<i<j<4
1

=§R2 > (- =0,
1<i<j<4

ami ellentmondas. Ez azt jelenti, hogy egyetlen,
a feltételnek megfeleld beirt A;AsA3A, tetraéder
sem tartalmazza belsejében a koré irt gomb ko-
zéppontjat, azaz minden ilyen tetraéderhez van
olyan félgomb, ami tartalmazza az A; pontokat.

Borbély Joézsef, Tata
A megoldék széma: 3.

424. Hatérozzuk meg azt a legnagyobb K
valds szamot, amelyre teljesiil a kovetkez alli-
tas: ,Ha a, b, ¢ egy tompaszdogd hdromszog ol-
dalai, akkor K- (a+ b + )% < a? + b2 + ¢2, ahol
K az a, b és c értékétdl fuggetlen allands.”

Megoldds: Legyen a haromszog leghosszabb
oldala c. A feltételeket az

2
(@+b)?>c?>a?+b?>1a*h) (1)
egyenlétlenségek biztositjak.
Az
(a+b)? | o
a®+b+c? o TC
Ll = 5 > 5 = L2
(a+b+c) (a+b+c)

kifejezések minimumat (vagy infimuméat) kell
meghatarozni.

Nem jelent megszoritast, ha feltessziik az egy-
szer(lbb szamolas végett, hogy a + b = 2. Ekkor

c?+2

Lo(c)=S T2
2le)= o

ahol c eleget tesz (1)-nek, azaz J2<c<2. Cél
tehdt a _min_Ly(c) meghatérozésa. Alakitsuk

it
Lo(c) -t:
c?+2 c —4+6
2\C) =
(c+2) (c+2)
2
(c+2)* c+2 3 c+2 3

Lathatd, hogy Ly(c) az [1; [ intervallumon szi-

gortian novekvé. Igy

Ly(c)=_min Ly(c)=L,(2)=6-4+2.

e 2y

Az L és L, folytonossagat figyelembe véve
K =6-4+/2 avélasz.

Nagy Sdndor, Békéscsaba
A megoldék széma: 4.

A megoldék névsora: Borbély Jézsef, Tata
(420-424.); Délyay Pal Péter, Szeged (420. 3
méd, 421-424.); Hornung Tamés, Zalaeger-
szeg (420., 422.); Nagy Sandor, Békéscsaba
(420. 3 méd, 421. 2 méd, 422-424.); Tuzson
Zoltan, Székelyudvarhely (420., 421.); Zsid6
Nagy Gyorgy, Kolozsvar (420., 421., 424.).
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