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Tisztelt Olvaso!

Feladatgy(jtemény-sorozatunk egyediilallo a kozépiskolai matematika feladatgydjtemények kozott.
A konyvek felépitése pontosan koveti a Sokszind matematika tankonyvcsalad koteteinek szerkezetét,
igy akik ezekbdl a tankonyvekbdl tanulnak, kozvetlendl alkalmazhatjak az orai munka és az onallo
gyakorlas, s6t az érettségi felkésziilés soran is.

A feladatok nagy szamanak es valtozatossaganak koszonheten a tanulok boségesen talalnak a maguk
szamara kit(izott szintnek megfelelG gyakorlasi lehetdséget. Igy a tankonyveket és a feladatgyjteményt
egyitt hasznalva kell6 jartassagot szerezhetnek a feladatmegoldasban.

Az egyes fejezetek végén talalhato Vegyes feladatok attekintést adnak az adott fejezet anyagabal, ezért
jol segithetik az atfogobb szamonkérés eldtti felkésziilést.

A feladatok nehézségének jeldlése
Minden fejezetben harom kiilénb6z6 szintre bontva talaljuk a feladatokat:

Gyakorlo feladatok: olyan feladatok, amelyek — akar a tandrakon, akar hazi feladatként —
elésegitik a megtanult ismeretek elmélyitését. (narancssdrga szinii feladatsorszam)

GED Emelt szintii feladatok: az emelt szintli érettségire valo felkészillést segit6 problémak,
melyek nemcsak megoldasuk nehézségében kiilonboznek az el6zéektdl, hanem felvillantjak
a matematika szépseégét is. (bordo szindi feladatsorszam)

(D Kiegészitd feladatok: az érettségi szintjét meghalado feladatok. (lila szind feladatsorszam)

A feladatok sorszamozasa

Konyviink a Sokszind matematika 9—12. feladatgydjtemények sorozatanak befejez tagja. A sorozathoz
illeszkedik a feladatok szamozasa is, amely ebben a kotetben a 6001-es sorszammal kezdddik.

Megoldasok

A feladatgydjtemény minden feladat megoldasat tartalmazza. A gyakorld feladatok esetén csak a vég-
eredményt kozoljiik, mas esetekben pedig annyira részletezziik a megoldasokat, amennyire azt peda-
gogiai szempontbol szilkségesnek tartottuk.

A kit(iz6tt feladatok megoldasahoz jo munkat és jo tanulast kivanunk!

A szerzok
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A feladatgyiijteményben hasznalt matematikai jel6lések

Jeldlés Magyarazat

N a természetes szdmok halmaza

Z az egész szamok halmaza

yANY// a pozitiv egész szdmok halmaza; a negativ egész szimok halmaza

Q; Q" a raciondlis szdmok halmaza; az irraciondlis szdimok halmaza

Q* Q- a pozitiv raciondlis szamok halmaza; a negativ raciondlis szdmok halmaza
R a valds szamok halmaza

R*; R a pozitiv valés szdmok halmaza; a negativ valés szdmok halmaza
acA;bg A a eleme az A halmaznak; b nem eleme az A halmaznak

AcCB A halmaz részhalmaza B halmaznak

CcD C halmaz val6di részhalmaza D halmaznak

EgF E halmaz nem részhalmaza F halmaznak

AUB; CnD; E\F | Aés Bhalmaz unidja; C és D halmaz metszete; E és F halmaz kiilonbsége
g, {} iires halmaz

A az A halmaz komplementere

|A] az A halmaz elemszdma

A=>B, Cs D ha A, akkor B; C akkor és csak akkor, ha D

[a: b]

a, b zart intervallum

[a: B[

a, b balrdl zart, jobbrdl nyitott intervallum

la; ]

a, b balrdl nyitott, jobbrdl zart intervallum

Ja; b[

a, b nyitott intervallum

n! n faktoridlis: n! =n-(n—-1)-(n—-2)-...-2-1
fix— az f fiiggvény hozzarendelési szabalya
f(xp) az f fliggvény helyettesitési értéke az x; helyen
| x| az x szdm abszolut értéke

[x] az x szam egészrésze

{x} az x szam tortrésze

Jx az x szam négyzetgyoke

oy az x szam n-edik gyoke

alb az a szam osztdja a b szamnak

(a, b) az a €s b szam legnagyobb kozos osztdja

[a, b] az a €s b szam legkisebb k6zos tobbszorose
AB az A pontb6l B pontba mutaté vektor

a, 0 a vektor, nullvektor

SzOg
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FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI

Fiiggvények, érdekes fiiggvények, abrazolasuk
és alapvetd tulajdonsagaik

Az alabbi feladatokban p periddus alatt a lehetd legkisebb pozitiv p-t, az in. alapperiddust értjiik.

Adjunk meg olyan fliggvényt, amely az értelmezési tartomanyan

a) péros és nem pdratlan; b) pératlan és nem paros;

¢) nem pdaros és nem pdratlan; d) paros és paratlan.

Bizonyitsuk be, hogy az f(x) és g(x) fliggvény értelmezési tartomdnydnak metszetén értelmezett
F(x) =f(x)- g(x) szorzatfiiggvény

a) paros, ha mindkett§ paros vagy mindkettS paratlan;

b) paratlan, ha egyik paros, masik paratlan;

¢) p szerint periodikus, ha mindkét fiiggvény p szerint periodikus.

d) Igaz-e a fenti dllitdsok megforditdsa? Adjunk ellenpéldét, ha nem.

e) Tegyiik fel, hogy f(x) p szerint periodikus, é€s F(x) =f(x)- g(x) is az. Igaz-e, hogy ekkor g(x) is
p szerint periodikus? Mivel kell kiegésziteniink a feltételeket, hogy igaz legyen az allitas?
Allapitsuk meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyat és értékkészletét. Vizsgaljuk meg
tulajdonsdgaikat (monotonitds, korldtossag, szEéls6érték, periodikussdg). Amennyiben lehetséges,

vazoljuk a fliggvénygorbéket koordindta-rendszerben.

a) a(x)=x+2-|xl; b) b(x) = 2x + | xl; c) c(x)=x*-2x-3;
d) d(x)=1-2x>+16x-301; e) e(x) =%x2—2~|x|; f) f(x)=~+/x%*—6x+09;
g) g(x)=+Ixl; h) h(x)=+/lx|-sgnx; i) i(x)=—-J3-x;
2
J) J) =9 - x2; k) k(x)=——+1; D) lx)=——:
x—1 x2-4
m) m(x) = sin 2x; n) n(x) =2cos(x + n); 0) 0(x)=‘lg|x| ;
p) p(x) =lg(sinx); q) qx) = 2°5%; r) (o =271;
1, ha xe|2k;2k+1], kez,
s) s(x) =
2, ha xe|2k+1;2k+2], kez.
Allapitsuk meg, parosak vagy pératlanok az alabbi fiiggvények. Vazoljuk grafikonjaikat.
a) a: R—>R, a(x)=—%x2; b) b: R—> R, b(x)=%x3;
x2-3x
¢) c: R> R, cx)=lx=1l+Ix+1l; d) d: [—I;I]AIR, d(x) = 3 ;
x p—
x2—3x x3—x2

; ) [-22] R, fo = ;

e) e: [—2; 1] - R, elx)= 1
X —

x-3
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FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI

g) &g R->R, g(x) =x-sinx; h) h: R—> R, h(x)=x-cosx;
cosx

i) it R{0} > R, i(x)= .
X

2

Allapitsuk meg a kovetkezd fiiggvények értelmezési tartomanyat, értékkészletét és szélséértékeit.
Van-e a fiiggvények kozott alulrdl, feliilr6l korlatos? Ha igen, melyik? Vazoljuk a gorbéket.

a) f) = x>+ b) g() = x +
X X
¢) h(x):x”+% (nez), d) i(x):x+% (aeR™).
Hatérozzuk meg az alébbi fliggvények periddusat:
a) f(x) =cos ex); b) g(x) = sin 3x;
¢) h(x) = {x} + {2x}; d) i(x)= sin§+cos§;

e) jx)= sin + cos% (a,be Q).
a

Vizsgaljuk meg a kovetkezd fliggvények értelmezési tartomanyat, értékkészletét, tulajdonsagait,
és vdzoljuk a fiiggvények grafikonjat.

a) a(x) =[x b) b(x) = {x}*; ¢) c(x)=[x]; d) d(x) = {x*};

e) e(x) =x-[x]; f) f(x0) = [x]-{x}; 8) gx) =x-{x}.

Adjuk meg a kovetkez§ fiiggvények értelmezési tartomanyat, értékkészletét, periddusat, és vazoljuk
a fliggvények grafikonjat.

a) f(x) = [sinx]; b) g(x) = {sinx}; c) h(x) = {2sinx}.

Korl4tosak-e az alabbi fiiggvények? Ha igen, adjunk meg alsd, felsd korlatokat. Hatdrozzuk meg

sz€lsGértékeik helyét és értékét is.
a) f(x) = 3sinx + 4cos x; b) g(x)=asinx + bcosx (a, b € R).

Periodikusak-e az aldbbi fliggvények? Amelyik az, annak allapitsuk meg a peridédusat. Bizonyitsuk is
allitasunkat.

a) f(x) =sin{x}; b) g(x) = sin[x]; c) h(x) = {x} + sinx.

Fiiggvények hatarértéke

Hatarozzuk meg az dbran vdzolt f(x) fliggvény hatdrértékeit 4 p

az x; =-2, x,=-1, x3=1 és x,=2 véges pontokban, illetve

+oo-ben és —eo-ben. (A szaggatottal jelolt részek utdn a fliggvény ' °

menete mar nem valtozik.) Oﬂ |

g 1\2 X
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Hatdrozzuk meg a kovetkezd fliggvények hatarértékét a megadott véges pontban.

a) lim(3x - 2); b) lim (x2-5x+2); ¢) lim ! ; d) lim sgnx;
x—3 x—-1 x—0x -2 x—-5

e) lim</x+4, f) limsinx.
x—5 X7

[@YH Hatdrozzuk meg a kivetkezd fiiggvények hatarértékét a megadott ,,téréspontban”.

2x—1, ha x>2, x2+3, ha x2>1
= = 2’ b = ’ ’ =
@) Jx) { 3, ha x<2; 0 ) &) {2x+2, ha x<l; °
[l Hatarozzuk meg a fiiggvények hatarértékét az értelmezési tartomanyukon kiviili pontban.
3_ 5 3 2 _ 3_
a) lim 2~ 2x; b) lim x+3—x+x; c) lim & 9; d) lim a
PEN x—0x3 + x? - 2x x—3 x -3 x>2x2 -4
. Ax -1 2+2x -8 (1 2
lim ; ) lim —— lim —.
) =1 x—1 fx—) 4 x2 +7x+12 8 xol\U-—x 1-x?
Vizsgaljuk meg az aldbbi fiiggvények jobb és bal oldali hatarértékét a kérdéses pontban.
2 ha x<1
=sgnx; x,=0; b) by={ -  xp=1;
a) a(x)=sgnx; x, ) b(x) {x+1, ha x>l Xp
Igx, ha x>0, 1
c) c(x)={ 22 ha x<0: xp=0; d) d(x):x_z; Xp=2;
1 x2-1
e) e(x)=——; xo=-1; X)=———; xp=1.
) €6) (x+12" 70 DIO= 5 e

A A lim 22 = | nevezetes hatdrérték segitségével adjuk meg az aldbbi fiiggvények adott pontbeli

x—0 X
hatarértékét.
. sin2 . sin(x —
a) lim sin x; b) lim sin (x 7[); ¢) lim sm5x
x—0 X x=>r X—T x—0 3x
12 x2
d) lim i 3x; e) lim—=— gx f) lim
x—0 2x x—0 X x%Ol—COSX
. 1= . ~/1—cos2 - i
g) lim cosx; h) hmﬂ; i) lim smx‘
x—0 X x—0 X X=X —T
[qIIE) Hatdrozzuk meg a kovetkezd fiiggvények végtelenben vett hatarértékét.
1 .2 x2-1
a) hm3x_+ b) lim LSOO)C, ¢) lim —0;
xX—oo X — 00 X——o0 x - 07 x—eo X +1

3 2
d) lim<\/x2+2—x); e) lim(V2x+1—-/x—1); f) lim [u—xj;

X—>o00 X—>oo X—oo x+1
. Isinx
g2) hm| |
X——oco X
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INTEGRALSZAMITAS

Primitiv fiiggvény

Az integrdlok kiszamitdsa utdn konnyen ellendrizhetjiik munkankat: derivaljuk az eredményt!
Ha jol szamoltunk, akkor a kiinduldsi fiiggvényt kapjuk vissza.

Hatérozzuk meg az alébbi primitiv fiiggvényeket az értelmezési tartomanyukon.

a) _[6 dx; b) fzx dx; ¢) —2jx—3dx; d) f4x3dx;
e) Inx"‘ldx; f) Ixsdx; g) I2x4dx; h) J‘XTJ dx;
i) j— dx; ) f I dx; k) j(4x3 +8x—3)dx; 1) j(x ~2)(2x +7)dx;
m) [& */_dx, )J.x+\/7dx, 0) [(x+2)dux; p) [a-13dx
2
q) I);;ll dx; r) I)jc—_Z d s) J.(x+%) dx; t) f%d

Mi az aldbbi fiiggvények antiderivéltja? (Az e)—j) feladatokat addicids Osszefiiggésekkel
oldjuk meg!)

a) 2sinx; b) cosx; c) '_3 : d) S :
5 sin’x cos?x
e) sinx-cosx; ) .L; 2) V1—-cos?x; h) te2x;
sinZ(2x)
i) cosZx; j) sin%x

[AP5) Hatdrozzuk meg a kovetkezd hatdrozatlan integralokat.

2 5 xX+e*
a) |3e*dux; b e¥) dux; c) |—dux; d dux;
) | ) [ ) [> [
2 7 1
6) J‘(F+?+;)dx
(P4 Integraljuk parcidlisan a kovetkez§ szorzatokat.
a) Ix-sinx dx; b) Ix-cosx dx; c) Ix-ex+2dx; d) Ix-lnx dx;
e) _[arcctgx dx; f) flnx g) _[sinx-cosx dx; h) fe"-sinx dx;
i) Iex -cosx dx; J) Ixz -e*dux; k) Ixz -cosx dx; )] fxz -sinx dx;
m) .[x4 -e*dx.

a) A 6126. feladat g) alpontjaban parcidlisan meghataroztuk jsinx -cos x dx-et. Most hatdrozzuk

z2..2

meg ismét parcidlisan, de az el6bbi megoldasunktdl eltérden! Mit tapasztalunk?

b) Hasonlitsuk 6ssze ezeket egymassal és a 6124. feladat e) alpontjdban addicids Osszefiiggésekbdl
kapott eredményével. Mi az eltérés magyardzata?
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@B Hatdrozzuk meg parcidlis tortre bontéssal a kovetkezd hatdrozatlan integralokat:

a) J‘; dx; b) J.; dx; ¢) I— dx; d) J. dr+8
x+Dx+3) x2-3x-10 +x-6 4x2 +8x+3
FE) Keressiik meg a kovetkezd tortek antiderivaltjait:
x5 7 8
a : b c .
)1+x3 )x +4 )x2+4

(FED) Az osszetett fiiggvény derivalasi szabalya alapjan (helyettesitéses modszerrel) keressiik meg a kovet-
kez{§ primitiv fiiggvényeket:

. x+1 ) 2\ q 4
b) fctgx dx; c) sz T ox dx, d) IZx~cos(x )dx,
e) J.6x2-\/x3+2 dx;  f) J. ! dx; 2) J.sinx-cosx dx: h) '[sin55x-cosx dx:
x-Inx
sin sin2x 005X
X; ) | —————dx; k) |sinx-cosx - ———
Y J.cos 7 J.1+c052x 4 J- eSin*X

Fiiggvénygorbe alatti teriilet meghatarozasa a kétoldali kozelités
maddszerével

Az aldbbi feladatokban az intervallumokat — vagy azok részintervallumait — az egyszertség ked-
véért mindig osszuk n egyenld részre.

Osszuk fel a feladatban megadott intervallumot négy egyenld részre 6t osztopont segitségével, majd
szamoljuk ki az alsé és felsS kozelits téglalaposszegeket.

a) fx)y=x2+3, 1=[0;2]; b) g(x)=-2x2, I=]0;1].

Osszuk fel a megadott intervallumot 6t egyenld részre, majd hatdrozzuk meg a fliggvényhez
tartozo alsé és felsd kozelits osszegeket.

a) 1=[0;1],  flx)=2% y

b) = E; g] g(x) =sinx. (=)

(FEB) Hatdrozzuk meg alsé és felsd kozelits Osszegek segitségével az adott I intervallumon az f(x)
fliggvény gorbéje és az x tengely kozotti teriiletet.

a) fx)y=x2, I=[0;1]; b) gx)=—x2+4, 1=[0;2].
@EED Hany kiilon részre célszerd bontanunk az aldbbi véges zart intervallumokat, hogy meghatdrozzuk
az adott fiiggvény x tengellyel bezart teriiletét? Adjuk is meg a teriiletet.
a) I1=10;3], fx)=x2-4x+5; b) I=]0;2], gx)=x2-1;
c) 1=[0;3], h(x)=—-(x—1)?+1.



FED Legyenek 0 < a < b tetszélegesen rogzitett valés szamok. Bizonyitsuk be, hogy az I = [a; b] inter-

vallumon az f(x) = </x fiiggvény fels6 és alsé kozelits osszegeinek kiilonbsége 0-hoz tart.

(B[] Legyenek 0 < a < b tetszélegesen rogzitett valds szamok.

v 2

a) Bizonyitsuk be, hogy az I = [a; b] intervallumon az f(x) = 1 fiiggvény felsé és als6 kozelits
Osszegeinek kiilonbsége 0-hoz tart. X

7z

b) Adjuk meg az el6z6 részfeladat alapjdn, hogy legaldbb hdny osztdspont felvétele sziikséges
az I =[1;2] intervallum felett az f(x) fiiggvény gorbéje és az x tengely dltal bezart teriiletet

s

0,01 pontossaggal torténd meghatarozdsahoz.
(JkI) Tekintsiik az [ = [0; 1] intervallumot, osszuk fel x; oszto-
pontokkal n egyenl$ részre (i =0, ..., n), majd kossiik Ossze 1
a szomszédos (xl-; f (x,-)), (x,- + 15 f(x; +1)) pontokat egymassal és 075
az (x;; 0), (x;,1; 0) pontokkal (i=0, ..., n — 1) az dbran lathat6

. . . . 05 (xa; 7(x2)),
moédon. Adjuk 6ssze minden n-re a kialakuld trapézok tertileteit,

jelolje az dsszeget 1,,. Mit tapasztalunk, ha n — e? 0257 (xy; F(xy)
a) f(x) = x% 025 05 075 1 X
b) f(x) =-2x2

(FED) Magyarizzuk meg a példakban latott fiiggvények tulajdonsdgai és a sorozatoknal tanult tételek
segitségével, hogy a vizsgilt esetekben miért mikodik a trapézmddszer.

A hatarozott integral fogalma és tulajdonsagai

1
(B Szamitsuk ki az J.)c2 dx hatdrozott integralt a hatdrozott integrdl meghatdrozdsa alapjan!
0

1

(M A hatdrozott integrdl meghatérozésa alapjan szamitsuk ki J(x3 +1)dx értékét!
|

(L) Legaldbb mennyi osztépont felvételére van sziikség, ha

1 /2
a) [VT-x2dx éreket (negyed egységkor teriilete); b) [cosxdx értekét
0 0

szeretnénk meghatdrozni egy tizedes pontossaggal?

3
[(4fr) Szamitsuk ki _[— dx értékét fél tizedes pontossdggal!
X
2

a) Legyen az f(x) paratlan fiiggvény értelmezve, és legyen integralhat is a [-a; a] intervallumon.

a
Mivel egyenld J. Jfx)dx?
—a

b) Mit mondhatunk, ha f(x) paros?

b b cb
GID Azismert, hogy [c- f()dx=c- [ fx)dx. De mivel egyenls jc- f(fjdx?
B
a

a ca

(Tételezziik fel, hogy f(x) az [a; b] és [ca; cb] intervallumokon integralhatd.)
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FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI

Fiiggvények, érdekes fiiggvények, abrazolasuk
és alapvetd tulajdonsagaik — megoldasok

a) f(x) =x% b) g(x) =x; ) h(x)=x-2; d) i(x)=0.

a) Ha f és g péaros, akkor
F(=x) = f(=x)- g(=x) = f() - §(x) = F(x).
Ha f és g pératlan, akkor
F(=x) = f(=x) - g(=x) = = f(x) - (~g(x)) = F(x).

b) Tegyiik fel, hogy f paros és g paratlan:

F(=x) = f(=x) - §(=%) = f(x) - (—g(x)) = = f(x) - g(x) = = F ().

c) Tegyiik fel, hogy az f és g fiiggvény p szerint periodikus:

F(x+p)=f(x+p)-glx+p) =f(x)-gx) = F(x).

d) Egyik dllitds megforditasa sem igaz. Ha F(x) =f(x)-g(x) paros/paratlan/periodikus, abbdl
nem kovetkezik, hogy f és g paritdsa azonos/kiilonbozd, illetve hogy periodikusak.
Példaul legyen

0, ha x=#1,

1, ha x=1;

0 = 1, ha x=#1,
S0, ha x=1.

Ekkor F(x) szorzatfiiggvényiik konstans 0, ami egyszerre paros, paratlan és periodikus is, bar
sem f, sem g nem paros, nem pdratlan és nem is periodikus.

o

e) Nem igaz. Ugyanis tegylik fel, hogy F(x) =f(x)- g(x), és f(x) is p szerint periodikus, azaz
Fx) = F(x +p) =f(x+p)-gx +p) =f(x) - g(x + p).
A fenti sor elejét és végét Osszevetve azt kapjuk, hogy
J(x)- g(x +p) =f(x) - g(x).
Ebbdl arra kovetkeztethetnénk, hogy leosztva f(x)-szel, g(x + p) = g(x) adddik. Azonban
tudjuk, hogy ismeretlen kifejezésekkel nem oszthatunk!

Példaul ha f az adott x pontban zérus, akkor az, hogy x + p-ben is periodikus, nem érdekes,
ugyanis:

0-g(x+p)=0-g(x),
valéban teljesiil, csakhogy g(x) és g(x + p) értékétdl teljesen fiiggetleniil! Tehat ezeken
a helyeken g bdrhogy viselkedhet, nem kell periodikusnak lennie. Lehetséges, hogy

g(x) # g(x + p).
Mivel ez a probléma csak és kizarélag az f(x) = 0 helyeken jelentkezik, elegendd azt kikotniink,

hogy pl. kdzos értelmezési tartomanyukon f(x) sehol sem egyenld 0-val. fgy az osztas elvégez-
hetd, és valdéban: g(x + p) = g(x), tehat g is p szerint periodikus.

........................ . 56



FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI

[{ED A feladatok sordn k € Z, h az alsé hatért (legnagyobb alsé korlétot), H a fels6 hatért (legkisebb

P

fels6 korlatot) jeloli. A monotonitds az utolso feladatot kivéve szigord. A szélséértékeknek elszor
a helyét (x), majd az értékét (y) adjuk meg. Kiilon jeloljiik, ha a szélsGérték helyi.

a) Ertelmezési tartomany: x € R;

b)

c)

d)

értékkészlet:
z€rushely:

monoton csokkend:

monoton nova:
korl4tossag:
minimum:
maximum:
periodikussdg:

Ertelmezési tartomény:

értékkészlet:
zérushely:

monoton csokkend:

monoton nova:
korlatossag:
minimum:
maximum:
periodikussag:

Ertelmezési tartomény:

értékkészlet:
z€rushely:

monoton csokkend:

monoton nova:
korlatossag:
minimum:
maximum:

periodikussdg:

Ertelmezési tartomany:

értékkészlet:
z€rushely:

monoton csokkend:

monoton nova:
korl4tossag:
minimum:
maximum:
periodikussdg:

y € R{;
x=0;
xe]—oo; 0];
xe[0;e[;

csak alulrdl, 4 =0;

x=0,y=0;
nincs;
nem.

xeR;
yeR;
x=0;
nem,;
R;
nem,;
nincs;
nincs;
nem.

xeR;
ye[-4[;
x1=-1,x=3;
xe]-eor 1];
xe[1;0[;

csak alulrdl, h =—-4;

x=1,y=-4;
nincs;

nem.

xeR;

y € R{;
x1=3,x=15;

xe |-y 3] U[4:5];
xe[3;4] U5 e[;

csak alulrél, 7 =0;

x1=3, =08 x,=5,y,=0;
x=4, y=2 (helyi);

ncm.

Y
ax)
1
4 X
=
Y
b(x)
1
4 X
-1
y
cx)
1
= 3 X
—
-4
y
d
5 (x)
1
1 5 X
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e) Atalakitds utdn:

1
—x2-2x, ha x>0,

o) = % \ : e()y

Exz +2x, ha x<0O. - 1 /N T ax

Ertelmezési tartomdny: x € R;

értékkészlet: ye [-2;0[;

zérushely: x1=—4,x=0,x3=4;

monoton csokkend: xe |-y 2] U0;2];

monoton nova: xe[-2;0] U[2;e[;

korlatossag: csak alulrdl, h =-2;

minimum: X1==2,y1=-28s xp=2, y,=-2;
maximum: x=0, y=0 (helyi);

periodikussag: nem.

f) Atalakitds utdn:

y
) =Jx =32 =lx-13. s =
Ertelmezési tartomany: x € R; )
értékkészlet: yeRy;
zérushely: x=3; 1
monoton csokkend: x € |—o0; 3]; 3 1 3 5 X
monoton novao: X € [3; oo[; B
korlatossag: csak alulrél, 7 =0;
minimum: x=3,y=0;
maximum: ningcs;
periodikussag: nem.
g) Atalakitds utan: y
g(x)={ Jx, ha x>0,
J-x, ha x<O. 9
Ertelmezési tartomdny: x € R; 1
értékkészlet: y e RE; 1 g
zérushely: x=0;
monoton csokkend: X € ]—oo; O];
monoton névao: x e [0;;
korlatossag: csak alulrdl, 2 =0;
minimum: x=0,y=0;
maximum: nincs;
periodikussag: nem.



h)

i)

J)

k)

Atalakitds utén:

h(x) =

Ertelmezési tartomany
értékkészlet:
z€rushely:

monoton csokkend:
monoton novao:
korl4tossag:
minimum:

maximum:
periodikussdg:

Ertelmezési tartomény:

értékkészlet:
zérushely:
monoton csokkend:
monoton novao:
korlatossag:
minimum:
maximum:
periodikussag:

Ertelmezési tartomény:

értékkészlet:
z€rushely:
monoton csokkend:
monoton nova:
korlatossag:
minimum:
maximum:
periodikussdg:

Ertelmezési tartomany:

értékkészlet:
zérushely:
monoton csokkend:
monoton nova:
korldtossag:
minimum:
maximum:
periodikussdg:

FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI

JIxl =,

ha x=>0,

—\/|x|=—\/—_x, ha x<O.

cxeR;

YER;
x=0;

nem;

xeR;

nem,;

ningcs;

nincs;

nem.

x€ |—eo; 3];
yeRy;
x=3;

nem;

X e ]—oo; 3];
csak feliilr6l, H = 0;
nincs;
x=3,y=0;
nem.

X € [—3; 3];
yel0:3];
x=-3,x=3;
xe[0;3];

X € [—3;0];

igen, h=0, H=73;

x=-3,5=0, =3, 3»n=0;

x=0, y=3;
nem.

xeR\{1};

yeR\1}

x=-1;

xe ]—eoy 1[ U J1; e[
nem;

nem;

nincs;

nincs;

nem.

hx)

-1
=i

-3 i
i
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1) Ertelmezési tartomdny: x € R\{-2; 2};

...........

értékkészlet:
zérushely:
monoton csokkend:
monoton nova:
korlatossag:
minimum:
maximum:
periodikussdg:

Ertelmezési tartomany:
értékkészlet:

zérushely:

monoton csokkend:

monoton novas:

korlatossag:

minimum:

maximum:
periodikussag:

Ertelmezési tartomany:
értékkészlet:

z€rushely:

monoton csokkend:
monoton novao:
korldtossag:
minimum:
maximum:
periodikussag:

Ertelmezési tartomany:
értékkészlet:
zérushely:

monoton csokkend:
monoton nova:
korldtossag:

minimum:

maximum:
periodikussag:

............. . 60

y € R\]-0,25; 0];

nincs;

xe[0;2[ U J2; ]

xe |- -2[ U ]-2:0];
nem;

nincs;

x=0, y=-0,25 (helyi);
nem.

xeR;
yel-1;1];

x:k.z;
2
b4 3
xe[—+k7r;—+kﬂ:];
4 4

X € l:—£+k7r;£+k7r];
4 4

x € [m+ 2km; 27+ 2kr];
X € [2k7l'; T+ 2k7r];
igen, h=-2, H=2;
x=2km, y=-2;
x=mn+2kn, y=2;

igen, p =2r.

x € R\{0};

y € RG;

xi=-1,x=1;

X e ]—oo; —1] U ]O; 1];
xe[-10[ ul1;e[;

csak alulrél, 7 =0;
x1==1,y=0,x=1, y,=0;
nincs;

nem.

m(x)

o(x)

B
—




FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI

p) Ertelmezési tartomany: x € ]2k7r; T+ 2k7r[;

q)

5)

értékkészlet:

z€rushely:

monoton csokkena:

monoton nova:

korldtossag:
minimum:
maximum:

periodikussdg:

Ertelmezési tartomany:

értékkészlet:
z€rushely:

monoton csokkend:
monoton nova:

korl4tossag:
minimum:
maximum:
periodikussdg:

Ertelmezési tartomény:

értékkészlet:
zérushely:

monoton csokkend:
monoton nova:

korlatossag:
minimum:
maximum:
periodikussag:

Ertelmezési tartomany:

értékkészlet:
z€rushely:

monoton csokkend:
monoton nove:

korlatossag:
minimum:
maximum:

periodikussag:

ye |- 0];

X = r + 2k

2

b4
X € [5 +2km; 7w+ 2k7r[;
X € ]an; % + 2kﬂ];
csak feliilr6l, H = 0;

nincs;

x=Z 4 2%kn, y=0;
2

igen, p = 2r.
xeR;
ye[05;2];
nincs;

x € [2km; w+ 2kx];

X € [7‘C+ 2km; 2w+ 2k7r];
igen, h=0,5, H=2;
x=mn+2kn, y=0,5;
x=2km, y=2;
igen, p = 2r.

xeR;

yelos1];

nings;

xe[0;[;

x € |—e0; 0];

igen, h=0, H=1;

nincs;

x=0,y=1;

nem.

xeR;

ye{l;2};

nincs;

xe |2k 2k+ 1] U |2k + 1; 2k + 2];
xe |2k 2k+ 1] U | 2k + 1; 2k + 2];
igen, h=1, H=2;

xe |2k 2k+1], y=1;
xe|2k+1;2k+2], y=2;
igen, p =2.

-1

-2

—e O—e O0—¢

o0—e o—e 1

-1
=
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INTEGRALSZAMITAS

Primitiv fliggvény — megoldasok

A szorzatokat érdemes kifejteni, a torteket egyszer(siteni és atirni negativ kitevore, a gyokoket
atirni tortkitevére (a megolddst mindkét formaban kozoljiik). Az o)—t) részfeladatokban nevezetes
szorzatokkal dolgozunk.

a) 6x + c; b) x* +c; c) x2+c;
x6
d) x* + ¢ e) x"+c; f)z+c;
2x° x~2 1 1
=+ h) ——+c=- +c; i) x +c=2x2 +¢;
8 T 1022 )
10
L 3/10 3 3 2
j)3 o +c=3x +c; k) x* +4x* = 3x +¢; l)2i+3i—14x+c;
10 10 3 2
2 1 2 x?
m) ———=+¢; n) —s-—-——=+¢; 0) —+2x? +4x +c;
) Jx e 33 '3
4 2 2 3
X 3 3x by X 2
— =X+ —-x+c ——-x+c r) —+x-+4x+c;
p) 2 > q) 5 ) 3
3
3 2
s)%+2x—x“+c; t)%—x+c.

Az a) — d) részfeladatokban gondoljunk a trigonometrikus fiiggvények derivéltjaira!
sin x

a) —2cosx + c; b) S +c; c) 3ctgx +c; d) 5tgx +c.
e) Alkalmazzuk a kétszeres szdg szinuszdra vonatkozé addicids tételt:
J.sinx -cosxdx = l.|.2sin)c -cosxdx = lJ‘sin2)c dx=- c0s 2x +c;
2 2

f) Nagyon hasonlit ¢)-re, de 2x van az argumentumban, €s elGjele pozitiv:

4
dx=-2ctg2x +c;
J.sinz 2x &

2) Atalakitdsokkal:

f\/I —cos?x dx = f\/ sin?x dx = I|Sinx|dx =

J.sinx dx, ha «xe [2k7t; 2k + 1)7t],
j _sinxdx, ha xe[@k-1)m;2kn],
barmely k egészre. fgy

_ﬂsin Id —cosx+c, ha xe[2k7r;(2k+1)ﬂ],
xldx =

cosx+c, ha xe [(Zk -, 2k7r].

Megjegyzés: Mivel a koszinusz nem ott valt elGjelet, ahol a szinusz, a végeredményben nem
alkalmazhatunk abszolutértékjelet.
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h) A tangenst atirhatjuk szinuszra és koszinuszra, majd a szinuszt koszinuszra:

sin%x 1 —cos?x
tg2x dx = dx=|———dx=
J.g J‘cosz)c -[ cos?x
1
=.|. 3 dx—fldx:tgx—x+c.
COS~X
i) Alkalmazzuk a cos?x = # addicids Osszefliggést:
J.coszx dx= J.M dx = lJ.(l +cos2x)dx = lx + sin 2
2 2 2
. . . 5 l—cos2x
J) Hasonléan i)-hez, sin“x = E—
fsinzx dx= Jﬂ dx = lJ.(l —cos2x)dx = lx - sin2x
2 2 2
o2x
G a) 3e* +c; b)7+c; c¢) 5Inlx| +¢;
1 7
d) e*+1Inlx| +c; e) ——2——+ln|x|+c.
X x

[FFJ A megoldasokban f(x) helyett egyszertien f-et, g(x) helyett g-t, derivaltjaikra f'-t és g’-t frunk.
Ez a rovidités nem fog zavart okozni.

a) Erdemes x-et f-nek, sinx-et g’-nek valasztani, mert igy f'=1és g=—cosx.
j f’-g dx-et konnyen megkapjuk:
J.x -sinxdx =-x-cosx + Il -cosxdx=-x-cosx +sinx +c.

P

b) Hasonl6an az el6z6hoz, csak most f=x és g’ =cosx, f =1 és g=sinx:
Ix-cosxdxzx-sinx—jl-sinxdx:x-sinx+cosx+c.

c) Az otlet ugyanaz. f=x, g’ = e**? (mindegy, hogy derivalt vagy nem), ' =1 és g=e**2:
J.x ce "t 2dx = x-e¥t2 - J.l et 2dx=x-e¥t2 _e¥t2 4 o=
=e"*2.(x -1 +c.

d) Ebben a példdban egy iigyes fogdst alkalmazunk. Bar itt is szerepel x, mellette viszont Inx van
— utébbinak egyrészt nem tudjuk még az antiderivaltjit (az a kovetkezd feladat), masrészt

(Inx)' = l
x

Az f’- g szorzat a forditott kiosztdssal lesz konnyen kezelhetd.
2

Tehat f=Inx, g'=x, f’:l és g:x—;
X 2

x2-lnx «x
- 4=
2 4

2. 2 2,
jx-lnxdx=x lnx_‘[l.x_dxzx lnx—l_[xdx=
2 x 2 2 2

2

X

=—- -2Inx-1D+c.
2 ( )
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e) Az ilyen kérdések dltalaban nagyon nehezen kitaldlhatok, ha csak a fiiggvényt latjuk, és nem
ismerjiik a ,,szorozzunk eggyel” triikkot. Igy felirva viszont konnyen kezelhetd, hiszen nincs
mds vélasztdsunk, mint g’= 1. (Prébéljuk ki, hogy f=1 vélasztdssal nem jutunk elGbbre!)

és g=ux
1
1+ x2

f=arcctgx, g'=1, f=- 5
I+x

1
jl -arcctgx dx = x - arcctg x +I -xdx=x-arcctgx + 51n|1 +x%+ec.

f) Latszdlag itt nem szorzat, hanem hanyados van, de a hdnyadost konnyf felirni Inx és x recip-
rokdnak szorzataként. Legyen f=Inx, g’'= l, f'= l, g=Inx:
X
1 1
I— ‘Inxdx=1In%x - J.— -Inx dx.
X X

Tekintsiik ezt mint egyenletet, adjuk mindkét oldalhoz az integralt:

nZx

ZJ-l-lnxdlenzx és J.l-lnxdle +c;
X X

g) Ha f=sinx, g’ =cosx, akkor f’ =cosx, g=sinx:
J.sinx'cosx dx:sinzx—J.sinx-cosx dx.

Fejezziik ki az integralt:
. sinx
fsmx-cosx dx = 5 +c;

h) Ha f=sinx, g’ =e%, akkor f =cosx, g=e"
fex -sinx dx =e*-sinx — fex -cosx dx.
Ezzel nem jutottunk kozelebb a megoldashoz. Probaljuk megoldani a kovetkezé feladatot, hatha
az konnyebb!
i) f=cosx, g =e*, f =—sinx, g=e%
Iex -cosxdx =e*-cosx + _[ex -sinx dux.
Ez a feladat sem tlinik annak. Prébaljunk 6sszerakni a kettébdl egyet!
J.ex -sinx dx =e*-sinx — Jex -cosxdx =e"*-sinx — (ex - COSX + Jex -sinx dx) =
=e*-(sinx —cosx) — _[ex -sinx dux.
Ismét egyenletként tekintve a sor elejét és végét, rendezziik az integrélra:
J.ex -sinx dx = %ex -(sinx — cosx) + c.

Hasonl6an adédik:
1 .
Jex -cosxdx= Eex -(sinx + cos x) + c.
J) Afeladat nagyon hasonlit a ¢) részhez annyi kiilonbséggel, hogy ott x elsG hatvanyon szerepel.
Prébaljuk ki az ottani triikkot: f=x2, g’ =e*, f =2x, g=e"
J.x2~exdx:x2-ex—2jx~exdx:x2~ex—26x~x+2€x+c:ex~(x2—2x+2)+c.

Latjuk, hogy x kitevGjének csokkentésével célba ériink.
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k) Legyen most f=x2, g’ =cosx, f =2x, g=sinx.

2 2

sz-cosx dx=x*-sinx — ZIx -sinx dx =x“-sinx + 2x - cosx — 2sinx + c.

I) Hasonlban: f=x2, g’ =sinx, f =2x, g=—cCOSX.

2 2

Ixz ssinx dx =—x~-cosx + ZIx ~cosx dx =—x“-cosx +2x-sinx + 2cosx + c.
m) Els6 1épés: f=x4, g’ =e*, [/ =4x3, g=e".
J.x4 ce¥dx=x*e* - 4J.x3 -e*dx.
Masodik lépés: f=x3, g’ =e*, f =3x?, g=e".
jx4 ce¥dx=x%-e¥ - 4'[363 ce¥dx=xt-e¥ - 4(x3 et — 3_’.x2 . e"dx).
Harmadik 1épés: f=x2, g’ =e*, f' =2x, g=e".
Ix“ ce¥dx=x*-e* —4J-x3 ce¥dx =x*-e* —4(x3 -e* —3[x2~ex —2_[x . exdx]).
Negyedik 1épés: f=x, g’ =¢e*, f'=1, g=e".
jx4 ce¥dx=x*e* - 4_|.x3 ce¥dx=x*e* - 4()(3 cer — S[xz cer — 2(x -er —J‘e"dx):D.
Ha most integraljuk az utolso tagot is, és kifejtjiik a zaréjeleket, ezt kapjuk:
jx4 ce¥dx = et - (x* — 43+ 12x2 — 24x +24) +c.
Megjegyzés: Bar nem konnyd, formulat is készithetiink altaldban Ix” -e*dx, '[x” -cosx dx,
x"-sinx dx vagy az itt el§ nem kertilt Ix” -Inx dx felirdsara.

[FFI) a) Mi a megoldésban az f=sinx, g =cosx, f =cosx, g=sinx kiosztast valasztottuk. Ekkor

. sin2x
J.smx-cosx dx = +c.
2
Forditsuk most meg a kiosztést! Legyen f=cosx, g’ =sinx, f' =—sinx, g =—cosx:
2
cos?x

J.sinx -cosx dx =—cosZx — fsinx -cosx dx, innen Isinx -cosxdx =—
Latszolag két kiilonbozd eredményiink sziiletett.

b) Korabbi eredményiink az alabbi volt:

. cos2x
Ismx-cosx dx=-

+cC.

Hogyan egyeztethetd 0ssze ez a hdrom, latsz6lag kiilonbozé eredmény? A titok az, hogy
minden esetben csak a konstans értéke mas (jeloljiik Sket a fenti sorrendben rendre ¢, ¢’, ¢”-vel).
Alakitsuk 4t a kifejezéseket:

sin?x 1—cos?x cos?x 1 cos?x
+c= +c=-— +—+c=-— +c
2 2 2 2
cos?x , 2cos’x , cos’x+1-sin?x
— =_ +o == +0' =
4 4
cos?x —sin’x 1 , cos2x
= 4 (=- +c
4 4 4
Vagyis ¢”=¢"-0,25=c+ 0,25 és ¢’=c +0,5. Ahdrom eredmény ugyanazt a fliggvénysereget

adja meg.
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