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Tisztelt Olvaso!

Feladatgy(jtemény-sorozatunk egyediilallo a kozépiskolai matematika feladatgydjtemények kozott.
A konyvek felépitése pontosan koveti a Sokszind matematika tankonyvcsalad koteteinek szerkezetét,
igy akik ezekbdl a tankonyvekbdl tanulnak, kozvetlendl alkalmazhatjak az orai munka és az onallo
gyakorlas, s6t az érettségi felkésziilés soran is.

Ugyanakkor — mivel a feladatgytjtemények felépitése természetesen megfelel a tantargy belsé logika-
janak és az iskolakban altalanosan alkalmazott kerettanterveknek — minden nehézség nélkiil hasznal-
hatjak azok is, akik mas tankonyvekbdl tanuljak, illetve tanitjak a matematikat.

A feladatok nagy szama és valtozatossaga miatt a tanulok boségesen talalnak a maguk szamara kittiz6tt
szintnek megfeleld gyakorlasi lehetdséget. Igy a tankonyveket és a feladatgydjteményt egyiitt hasznalva
kellg jartassagot szerezhetnek a feladatmegoldasban.

Az egyes fejezetek végén talalhato Vegyes feladatok attekintést adnak az adott fejezet anyagabal, ezért
jol segithetik az atfogdbb szamonkérés eldtti felkésziilést.

A feladatok nehézségének jeldlése
Minden fejezetben harom kiilonb6z6 szintre bontva talaljuk a feladatokat:

Gyakorlo feladatok: olyan feladatok, amelyek — akar a tandrakon, akar hazi feladatként —
elésegitik a megtanult ismeretek elmélyitését. (narancssarga szinii feladatsorszam)

GF) Kozépszintii feladatok: az adott témakérben mas témakhoz is kapcsolédo problémak,
melyek megoldasa elésegiti a tantargy komplex ismeretanyaganak ismétlését, a matematikai
kompetenciak elsajatitasa mellett azok alkalmazasat. (kék szind feladatsorszam)

{FAf) Emelt szintii feladatok: az emelt szint(i érettségire valo felkésziilést segitd problémak,
melyek nemcsak megoldasuk nehézsegében kiilonbdznek az el6zGektdl, hanem felvillantjak
a matematika szépsegét is. (bordo szinii feladatsorszam)

A feladatok sorszamozasa
A feladatgytjtemények feladatainak sorszamozasa a tankonyvcsalad egyes koteteire utal.

A 9. évfolyam feladatai az 1001-es, a 10. évfolyam feladatai a 2001-es, a 11. évfolyamé a 3001-es,
a 12. évfolyamé pedig a 4001-es sorszamtdl kezd6dnek.

A 12.-es kotetben a négy év anyagat attekinté rendszerez6é 6sszefoglalas feladatai az 5001-es sor-
szamtol indulnak, ezaltal segiti a feladatok kozotti valogatast az érettségire torténd felkésziiléskor.

Megoldasok

A feladatgydjtemény minden feladat megoldasat tartalmazza. A gyakorld feladatok esetén csak a vég-
eredmenyt kozoljiik, mas esetekben pedig annyira részletezziik a megoldasokat, amennyire azt peda-
gogiai szemponthal sziikségesnek tartottuk.

A kit(iz6tt feladatok megoldasahoz jo munkat és jo tanulast kivanunk!

A szerzok
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A feladatgyiijteményben hasznalt matematikai jel6lések

Jeldlés Magyarazat

N a természetes szdmok halmaza

Z az egész szamok halmaza

yANY// a pozitiv egész szdmok halmaza; a negativ egész szimok halmaza

Q; Q" a raciondlis szdmok halmaza; az irraciondlis szdimok halmaza

Q* Q- a pozitiv raciondlis szamok halmaza; a negativ raciondlis szdmok halmaza
R a valés szamok halmaza

R*; R™ a pozitiv valés szdmok halmaza; a negativ valés szdmok halmaza
acA;beA a eleme az A halmaznak; b nem eleme az A halmaznak

AcCB A halmaz részhalmaza B halmaznak

CcD C halmaz val6di részhalmaza D halmaznak

EgF E halmaz nem részhalmaza F halmaznak

AUB; CnD; E\F | Aés Bhalmaz unidja; C és D halmaz metszete; E és F halmaz kiilonbsége
g, {} iires halmaz

A az A halmaz komplementere

|A] az A halmaz elemszdma

A=>B, Cs D ha A, akkor B; C akkor és csak akkor, ha D

[a: b]

a, b zart intervallum

[a: B[

a, b balrdl zart, jobbrdl nyitott intervallum

la; ]

a, b balrdl nyitott, jobbrdl zart intervallum

Ja; b[

a, b nyitott intervallum

n! n faktoridlis: n! =n-(n—-1)-(n—-2)-...-2-1
fix— az f fliggvény hozzarendelési szabalya
f(xp) az f fiiggvény helyettesitési értéke az x; helyen
| x| az x szdm abszolut értéke

[x] az x szam egészrésze

{x} az x szam tortrésze

Jx az x szam négyzetgyoke

oy az x szam n-edik gyoke

alb az a szam osztdja a b szamnak

(a, b) az a €s b szam legnagyobb kozos osztdja

[a, b] az a €s b szam legkisebb kozos tobbszorose
AB az A pontbdl B pontba mutaté vektor

a, 0 a vektor, nullvektor

SzOg
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9.2. ALGEBRA ES SZAMELMELET

Betiik hasznalata a matematikaban

Adjuk meg — algebrai kifejezéseket haszndlva — azokat a

a) pozitiv egész szamokat, amelyek 5-tel osztva 4 maradékot adnak;

b) pozitiv egész szamokat, amelyek 8-cal osztva 5 maradékot adnak;

c) egész szamokat, amelyek két nulldra végzddnek;

d) pozitiv egész szamokat, amelyek 17-re végzddnek;

e) raciondlis szdmokat, amelyeknek a szdmlal6ja 7, a nevezdje pedig a 3 tobbszorose;

f) raciondlis szamokat, amelyeknek a szamlaldja 4-nek tobbszorose, nevezdje pedig 3-mal nagyobb
a szamléalonal.

Milyen szamokat hatdroznak meg a kovetkez?d kifejezések?

a) 9n, ha n pozitiv egész szdm; b) 8n -3, ha n pozitiv egész szdm;
c) 100n + 23, ha n pozitiv egész szam; d) 2 —a, ha a egész szam,;

2 . ) 3x-1 . . .
e) n-+ 1, ha n egész szam; f) , ha x pozitiv egész szadm.

10
Az alabbi kifejezéseket allitsuk egyiitthatdik szerint novekvé sorrendbe:
a) 3,8xyz; —0,8x-5z; —3x-(-1,2yz2); 2x-(=2,1y); 4x-(-0,7y2);
b) —4,2a% 4a-(-1,5b); 2a-(-3b); (-2b%)-(3,5a); (-2.,2a%)-2b.

soz v o2

a) 6¢c-2a; b) 4a* - 5b; c) a+6bc;
d) —2a—5b+ 12¢; ¢) 200¢. f) 2-(“‘b+5}
2a+1 c a

Adjuk meg a val6s szdmoknak azt a legbvebb részhalmazat, melyen az alabbi kifejezések értel-
mezhetdk:

a) 17x—3; b) 4x—6; o) 3a—1;
X x+2 2a+3
2x -3 4dx+1 1 3x-1 a+l a-2
d) + ; e) —— f) ——=——=:
by x-1 5x-4 3x+1 2a+7 8a-3
S5y—-6  3- 3y+1
8)1- )2) + y2_ ; 2
y -9 44—y 1+y
Egy hiaromszog oldalai egymadst kovetd paros szamok. Mekkora a haromszog keriilete, ha

a legkisebb oldal hossza 2x — 2? Mekkora értékeket vehet fel az x?

iik) Egy szam harommal osztva 2, egy masik néggyel osztva 3 maradékot ad. TizenkettGvel osztva

mennyi a maradéka
a) az egyes szdmoknak; b) a két szam 6sszegének?



Hatvanyozas, a szamok normalalakja

(EE1) Vizsgdljuk meg, melyik szdm a kisebb az alabbi esetekben:

a) 20 vagy 4%; b) 48 vagy 8% c) 93 vagy 3%
d) 85 vagy 16% e) 63 vagy 27-16; f) 277 vagy 815;
) 1015 vagy 8%.1255; h) 40190 yagy 100%.
(FF1) Zsebszamol6gép hasznalata nélkiil szamitsuk ki a kovetkezd kifejezések értékeit:
) 5 3.42.Q2
a) 27 16; b) 12 : ¢) 16°-4-.8 :
63 092.44 324
3
4 184-256-722 0 6°-102 f) 67-15°-35°
244.36% 7 93.200-32 |’ 3°:100-213-25%
(EE) Hozzuk egyszer(ibb alakra a kovetkezd kifejezéseket:
5
3 4 3). 8
3 5 2 2 (x3)" x
@ (@) (@’ o] L] 0
(%)
6 4 5 4 3
(b?°- b5 ()" (%) (3 b) -(a-b?)
d) =4 ¢) — 52 a3
(6% (»?) () () (a*6?)"(a-b)
4 3 2 5 082
a) (b (& (c*-a% - (c7) - a?
8 NN h) 5 T
a ERrRe
Szamitsuk ki a kdvetkez8 miveletek eredményét: X

a) 374 b) (-5)°3; c) (2

-2 -3 -2
() Bl
2

(FF1) a) A 2-nek hanyadik hatvényai a kovetkezd tortek?
1 1 1 1 1 1

2 l 2 2 ’

47167 327 256" 10247 (-5

b) A 3-nak hinyadik hatvdnyai a kovetkezd tortek?
1 1 1 1 1 1

)

9’ 27 81" 243 3 (3—5)8




Végezziik el a kovetkez$ hatvanyozdsokat, és hozzuk egyszertibb alakra a kifejezéseket:

R R AL [ N IS P R

-3 -1
o) 1 -2, -1 -3 =3) L4 o]
N Rl TR IR i i )t
b_4 5_ C_2'(C_3) - C
- _ -2 -2 -2 -3
a2 (b-4Y (b-1)” (3d%) - (972-d™) (1273 e ) (182469
20 el I e I ol B 3T i) 5 >
a a (33, d—4) . (3d3) (8—2 . 6_4) . (3—5 . 63)
Zsebszamoldgép haszndlata nélkiil dontsiik el, hogy melyik szdm a nagyobb az aldbbi esetekben:
a) 673 vagy 376, b) 8% vagy 478; c) 10720 vagy 20-10;
-3 -3 3 -8
4 5 7 9-3.2772 1
d|—1| va =1 53.72 ya —1; —F Va =3
) (J gy (J e) gy [sj f) TS gy (3)

g) (271+272- 2‘3)_1 vagy 1,6.

a) Adjuk meg a testtomegiinket grammban, illetve tonndban, irjuk fel az eredményt normélalakban.

b) Egy ember dtlagos tomege 58 kg, és 6,5 millidrd ember él a F6ldon. Mennyi az emberiség
Osszes tomege grammban és tonndban?

a) Mennyi id§ alatt tesz meg a fény 1 mm-t, ha a sebessége 3 - 108 % ?
b) Mennyi utat tesz meg a fény 45 perc alatt?

@A Hinyadik hatvanyra kell emelni a 4%-t, hogy 8% legyen beléle?

@D Hany nulldra végzadik a 22907.125345.25200 szorzat?

z 2

(3 A kovetkezd 4llitdsokrdl dontsiik el, hogy melyik igaz és melyik hamis.

a) A pozitiv szamok minden egész kitevdj(i hatvanya pozitiv.

e

b) Az egész szamok minden pozitiv egész kitevdjl hatvanya pozitiv.

¢) Anegativ egész szdmoknak van olyan negativ egész kitevGjd hatvanya, amely pozitiv.

d) Apozitiv egész szamok egész kitevdjd hatvanyai is pozitiv egészek.

e) Az egész szamok negativ egész kitevGjli hatvanyai nem egész szamok.

€EF9 Ha hdrom hangya tomege 1 gramm, akkor mennyi a tdmege a 20 millié hangyét tartalmazo
hangyabolynak?

Egy baktériumtenyészetben a baktériumok szdma 6ranként haromszoroséra novekszik.
a) Ha az id6mérés kezdetén 1 baktérium van a tenyészetben, mennyi lesz a baktériumok szdma
az 6todik ora végén?
b) Héanyszorosdra novekszik a baktériumszam a tizedik 6ra kezdetétdl a tizenharmadik 6ra végéig?
EEF) Azegyik legfényesebb csillag, az Altair 16,5 fényév tdvolsdgra van
a Foldt6l.
a) Adjuk meg a tavolsdgot méterben, ha a fény terjedési sebes-
sége 3-108 ?
b) Héanyszorosa ez a tdvolsdg a Nap—Fold-tdvolsdgnak, amely
kozelitéleg 1,5 - 108 km?




iir) Az egyik héten az 6t0s lottén minden kihuzott szim ugyanazon egész szdm egész kitevGs hatvanya
volt. Melyek voltak a kihtazott szdmok? Hany eset lehetséges?

Egész kifejezések, nevezetes szorzatok,
a szorzatta alakitas modszerei

(EEI] Az alabbi kifejezésekben végezziik el a lehetséges miveleteket, €s rendezziik a tagokat csokkend
fokszam szerint:

a) 3a-2a’-4+a’+a—-4a®-5a+1-a®+2a:
b) 3b—b3 +4b> -1 +4b> - 2b*> —4b +2 - 2b3 —b* + b — 4 + 2b%;
¢) 3cd*—4c?+d+2c?—d*c+5d-4cd* +3-d-c?—cd?;
d) 3a>-2a+1)—(a®>—a-3) - (a*+5a-2);
e) Qx2—x-3)—(x2=3x—-4) - (-2x2+4x+ 1) - (Bx2-2x-1);
f)2-(@*—a+1)+3-(a*>+2a-3)—4-(a*>+3a+4);
2) 2 (B =2x2+2)+3- (2 +x-1)—-4-(3-2x2+4x -1 -3 —xZ+x+1);
h) 3x-(2x2—x+2)=2x2-Bx=2)=3- (3 +2x2+x—-4) —x- (x2—x=3) + 4x3 + 4x% + 2x — 4;
i) Ba-1)-Ra+3)-—(4a-2)-Ba+5);
)2 (B2 -1+ (2x-2)-Bx-D] - [2x2+3-2x+ 1) —x] - 3;
k) 3x—{2x—[Bx+1-Qx-1)]-3} = {4-[x—Gx—4) +2x] + x};
l) (4x+1)~(3x—2)—2-{3—2~[(x—3)~(2x+1)—x'(3x+1)]—x2}+(2x+3)-(x—2).
fFER} Hatdrozzuk meg a kivetkezd kifejezések értékét, ha a = -2, b=z
a)2a-1+4b-a+3b+6—-4a—-10b+3a-2; 3
b)2b+5-2a+4a—-3b-1+4b—-3a-7-3b;
¢) Ba-2)-(a-1)-3a%+3a-1;
d) (4a-Db)-2a+1)-8a+3)-(a+2)-2b+2ab;
e) Ba-2)-Ra-b)-6-(a-3)-(a+b)-b-(11 -9a);
f) d4a—{4-[6b-2-(a—2)-al}.
(FER Végezziik el a kovetkezS négyzetre emeléseket:
a) (a+7)% b) 8 -b)% ¢) (<7 +b)% d) 3y +2x)%

e) (4x - 3y)%; £) (10a-3b)% g) (7 +32)%; n) (203 -3y2)

2 2
i) (8a3 - 5b7)’; J) (%-Hl-y); k) (é-x—;y); ) (24 2x+ )

4 6

2 1 Y
m) 3x+2y—-2)% n)(4x——-y——-z).
5 7
fFEE) Melyik kifejezés négyzete a kovetkezd kifejezés?
a) a*> + 8a +16; b) b*—10b + 25; c) c®+ 1dc +49;
d) x% - 40x + 400; e) d*—20d?% + 100; f) x8+10x* + 25;

g) x5+ 6x3y3 + 9y10; h) 0,25x2 — 6xy> + 36y5; i) g cxt+ % cyx? + % - y2



(FE) Bontsuk fel a zdréjeleket:
a) (a+3)3;

dy (4d? - 262)’;

(FER Végezziik el a kovetkezd miveleteket:
a) Ba+5)-(Ba-5);
c) (4b-2x)-(4b + 2x);
e) (5¢—3y)-(5¢+3y);
g) (3d>-8)-(3d* + 8);

b) 2b-1)%

e) (0.5x2 + 2y)3;

c) (3cz+4)3;
2 4 Y
f) (E‘x—g‘y)-

b) 8x-=T)-(8x+17);

d) (6a + 5b)-(6a - 5b);
f) (5a®+1)-(54° - 1);
h) (9x% +2y)- (2y - 9x?);
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......

; 5 3 5 3y. (2 7 1 3 2 7.1 3
i) (7e’ + 10x°)- (7e> — 10x°); J) (7)( —§~y]~(7~x +§'yJ.
Végezziik el a kovetkezd miiveleteket:

a) Ba-12-2a+3)-Qa-3)+(a+2)%

b) (4x+3)-(4x=3)—Bx+ 2%+ (x - 7%

c) Bx+4)2-CBx-4)2-(2x+3)-2x-3);

d) (x=52-2x+5)-2x=5+Bx+1)2-2x- 1%

e) (4b—5)>+3-(4—b)-(4+b)—(2b+4)> - (4b-3)%
f)2-Gx+1)2-3-dx—-1)-@x+1)-2-x-42-3x+2)%

g) Qc=1¥+Bc+2%2-8c-(c=2)-(c+2)+3-(c-5%

h) (x=2y)* — (3x + y)* = (4x = 2y) - (4x + 2y) + By - )%

D) (2=2x)24+2-(x2+3)-(x2=3)=5-(x2 + D%

1 1 1 2 1V
oot i b

Bontsuk fel a zar6jeleket:

a) (a-1)-(@*+a+1); b) (b+5)-(b%-5b +25); c) Bx+4)-(9x% - 12x + 16).

Alakitsuk teljes négyzetté az aldbbi kifejezéseket:
a) x2-2x-3; b) a®> +4a +6;
d) x* - 8x +20; e) a>—10a + 2;
g) X%+ 14x +31; h) 2x% - 16x + 26;
J) —x*+12x+ 1; k) 3x2+ 12x+2;

c) a’+6a+1;

f) x2+ 12x + 50;
i) —x2—6x+3;

1) =5x2-20x-17.

Alakitsuk szorzattd az aldbbi kifejezéseket:

a) 3a® -2a* + a; b) 6x3 - 10x% + 2x;

d) 35x3 + 15x2 + 20x; e) 6a*—9a3 + 3a?;

g) 5a3b% — 15a%b> + 104°b; h) 1743 + 174200 — 34ab*;

c) 4b* + 8b> + 28b2 — 4b;
f) 4x5 - 24x% + 12x3;
i) 16a*b? + 244%b* — 40a*b*.
A csoportositds modszerével alakitsuk szorzattd a kovetkezs kifejezéseket:
a) ab+3b—-2a-6; b) 2ax + bx + 2a + b; c) 2ax + 5y + 10x + ay;
d) ab—8x + 4a —2bx; e) 6a—bx—2b + 3ax; f) 4ax+2b —8bx —a;
g) 6ax +20b +15a + 8bx; h) 20bx% + a — 4x% — Sab; i) 9a% + 8b3x2 — 6a%x2 — 12b°.



(F75) Alakitsuk szorzattd az alabbi kifejezéseket:

a) 16x2 -25; b) 4942 — 100b2; c) 64b% - 9x2;

d) 36x* - 121y6; e) x2—20x + 100; f) 3642 — 84a + 49;

g) 24—5-x2+4x+25; h) 16x*—1; i) 16 - 81x%;

j) 4a* + 49b° + 28a2b3; k) 6x%+ 12x+6; 1) 4x3 - 24x2 + 36x;
m) 3x* + 12x3 + 12x%; n) 5x°—40x* + 80x2; 0) 1-x1%

p) x2 + 8x +15; q) x*—x—12; r) 4x*—13x%2 - 12;

s) 8x3 4+ 12x% + 6x + 1; t) 27a% —27a%b + 9ab® — b3, u) 8x3 +36x2y + Sdxy? + 27y,
v) a’® =27, w) x3 + 64; x) 27a3 + 125b3.

Zsebszamoldgép hasznélata nélkiil szamitsuk ki a kovetkezé miveletek eredményét:
5262 -74% o) 54321-54325-54323-.54320
726% - 2742 54323-54322 - 543212

Az a és b szamokrdl azt tudjuk, hogy a + b =23 és a-b =—7. Szdmitsuk ki a2 + b? értékét.

) 2007 ., . . .
Mennyi az egyiitthatok 6sszege az (x2—3x+1)"  kifejezés polinom alakjdban?

a) 9998-10002; b)

Egy téglalap keriilete 74 cm. A téglalap minden oldaléra kifelé négyzeteket rajzolunk. A négy négyzet
teriiletének 6sszege 1642 cm?. Mekkora a téglalap teriilete?

Két szam kiilonbsége 2, a szorzatuk 7. A szdmok megaddsa nélkiil hatdrozzuk meg a kobeik
kiilonbségét.

Miiveletek algebrai tortekkel

2 2

(EI) EgyszerGsitsiik a kovetkezd torteket:

27a%b? 3xt-(x=2) 32a-(a—95)

a) —==> b) ———; ) ———
12a%b3 6x3-(x = 2) 24a% (5 - a)

4 10a* +30a” 0 —-8a’ —8a’ 12x2y? +20xy3
5a3+15a 10a% +10a’ 6x2y +10xy2
6ax +9a+8x +12 4x% —4x +1 . 9x2-25

8 ; h) — 5 )~
3ax +15a + 4x + 20 1-4x 12x= —20x

) 8xy — 6y —3+4x x2+2x-24 Il 6x2 — 2x — 20

P g 24125436 32411 +10°

s

(EIT) Végezziik el a kovetkezd szorzdsokat €s osztasokat, és egyszertsitsiik az eredményt:

17a%p* 10x3y 4052 3245
YD Sox2 3addh’ b

50x%y< 34a°b 27x2y* " 81xy

axy Py p 20a* —15a%  40ab? - 30b3
? xy — y? . X3+ x2y’ ) 7a%+2ab  14ab’ +4b* "’



ab —-3a b2 -4

e . ;
a’b+2a* b*-6b+9

16-x>  x*+8x3+16x2
16x —8x2 + x3° 453 x4 7

g)

9b> —6b +1 9b*+6b +1
9p2 —1 3p2-b

f)

10a” — 20a® +104° ‘ 2a3 + 6a% +6a +2
4a° + 845 + 4a* 5a* — 542

h)

fFIE) Végezziik el a kovetkezd algebrai tortek 6sszevondsat:

5 1 2x
a) ———+—;
2x x5
6a+7 5

x+2 4x+1 3-x

e) - + s
2x—-1 4x-2 10x-5

3x+1  x+2 x+1
21-9x 3x-7 6x-14"

g)

x+2 3x—-1 3x2+7x-2
i + + ;
3x+2 3x-2 4 —9x2

x+5 x—-1 1

k) - + ;
4x2-25 4x2+20x+25 2x+5

N

492 2y y

l

a+1 Sa
8a+3 24a+9’

d)

2a+1 a-2  S5a-2

+ - ’
7 9a+15 3a+5 12a+20

x+1 2x-3 x2+2x+4
h) + + ;

x+2 2-x x2-4

y 5y+9 2y

J y+5 2 +10y+25 3y+15

y=3 1 3-y2
y24+2y+1 y+1 y34+3y243y+1

EEE) A valtozok mely értékei esetén vannak értelmezve a kivetkezd kifejezések? Hozzuk Sket egy-

szer(ibb alakra.
(a2 +b2— 02)2— (a2 —b%+ C2)2 '

4ab? + 4abc ’

b)

o) b2 N 1 | a-b __a
a—ab? a+b| |a?+ab b%:+ab

a’b — ab? + a*+a’b B a’*-2ab
a*>—b>  a’+2ab+b? a+b

Igazoljuk a kévetkezG azonossdgokat a valtozok lehetséges értékeit figyelembe véve.
2 2 2
a) 2a-2 9 la+ o + 2. 1—3b—@ = -a;
3b a-6b 3b a
4a% -1 a 4 2 8 2a+1

b)| 5—— : 5| - + 5= .

a—-—a“—a+1 (1-a) a-1 a*+a 1-a 2
€ Az a és b valés szdmokra teljesiilnek a kvetkezd feltételek:

2
a#0, b#0, a#b és |a- ab : ab _plo 4. 2_2 - _6.
a-b| \a->b 2b? a

3a-2b

Szamitsuk ki a

kifejezés értékét.
a+



ALGEBRA ES SZAMELMELET

Oszthatdsag, szamrendszerek
(FEE) Milyen szamjegyre végzddik n € N* szdm esetén:
a) 10n + 4; b) 10n + 32; c) Sn+1?

fFE} Milyen n € N* szdm esetén oszthaté 4-gyel
a) 20 + 3n; b) 8n+3; c) Sn+6?

(FE} Milyen szamjegyek frhatok x és y helyére, ha
a) 100|1352xy; b) 6|135x2; c) 24|14x32y; d) 45|135x2y?

(I Bizonyitsuk be, hogy ha a és b olyan természetes szdmok, amelyekre 7|2a — 3b, akkor igaz
az is, hogy 7| 18a — 6b.

Bizonyitsuk be, hogy ha a és b olyan természetes szamok, amelyekre 11|a + b és 11|6a — 5b,
akkor 11]8a — 3b.

(FE) Bizonyitsuk be, hogy:
a) 10[19562010 + 19821982, b) 5|20012007 4 20022006,
¢) 3]20012008 4 18482007 _ 17042006,

fFEL) Van-e olyan p primszém, hogy
a) p + 15 is primszam; b) p +19 is primszdm?

fFI1) Hatdrozzuk meg azokat a p, ¢, r kiilonbozd primszdmokat, amelyekre p + ¢ + r = 30.
(E3) Melyik szdmnak van tobb osztéja: a 360-nak vagy a 3750-nek?
fEI72 Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek osztéja a 6, és hat osztéja van?

(ITE) Szamitsuk ki a kovetkezdket:

a) (420; 560); b) [600; 720]; c) (972; 643); d) [392; 448];
e) (2205; 14175); f) [800; 3400]; g) (1584;9504); h) [43875; 27300].
(EI) A tortek egyszertsitése utdn végezziik el az dsszeaddsokat:
81 32 112 297 135 144
a) —+——-; b) ——+—; c) ———+—.
972 640 5040 13365 26460 63504

(i) Melyek azok a 20-nal kisebb pozitiv egész szamok, melyek relativ primek a 20-szal?
fFI13 Mennyi a és b legkisebb kdzos tobbszorose, ha a és b relativ primek?
Hatdrozzuk meg azokat a pozitiv egész a szamokat, amelyekre [a; 18] = 90.

1168 frjuk at tizes szamrendszerbe a kovetkezd szamokat:
a) 1110011,; b) 2101125; c) 10432; d) 2013045.

(1) Irjuk 4t az 1956 tizes szamrendszerbeli szamot
a) 2-es szamrendszerbe; b) 5-0s szamrendszerbe; ¢) 6-os szamrendszerbe.

Rendezziik novekvé sorrendbe a kovetkezd szamokat:
1001,; 1024 101, 235 31 22..

[rjuk 4t 6-0s szdmrendszerbe a 10010110, szdmot.
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9.2. ALGEBRA ES SZAMELMELET

Betiik hasznalata a matematikaban — megoldasok

(l00 a) 5n+4, neN; b) 8n+5, neN; ¢) 100n, n e Z\{0};
d) 100n+ 17, n e N; )L neZ nzo; ez
3n dn+3

fEIT) a) A 9-cel oszthat6 pozitiv egész szamokat.
b) Azokat a pozitiv egész szamokat, melyek 8-cal osztva 5-6t adnak maradékul.
c) A 23-ra végz4ds legaldbb haromjegy pozitiv egész szamokat.
d) A 2-nél a-val kisebb egész szamokat (az dsszes egész szamot).
e) A négyzetszamokndl 1-gyel nagyobb természetes szamokat.
f) A 3-mal osztva 2 maradékot ad6 természetes szamok 10-ed részét.

(0 a) —42xy; —4xz; —2,8xyz; 3,6xyz; 3,8xyz.  b) —Tab%, —6ab; —6ab; —44a%b; —4.2a4>

4 3869
a) =3; b) 70; -2 d) 8; — —
(1110 |3 ) c) ) . e) 3 f) 300
(58 a) x#0; b) x#-2; c)a;t—z; d) x#0, x#1;
4 1 7 3
e)x;tg,x;t—g; f)a;t—z,a;tg; g) y#3, y#-3,y#2, y#-2

Az oldalak: 2x -2, 2x, 2x + 2. Akeriilet: 6x, xe N, x> 1.
a) Mivel a =3n + 2, attdl fiiggSen, hogy n 4-gyel osztva milyen maradékot ad, a 12-es maradék
lehet 2, 5, 8 vagy 11.

Mivel b =4k + 3, attdl fiiggden, hogy k 3-mal osztva milyen maradékot ad, a 12-es maradék
lehet 3,7 vagy 11.

b) Az el6z§ esetek alapjan, mivel a maradékok 6sszeadddnak, a lehetséges maradékok: 0-t6l
11-ig minden egész szam.

Hatvanyozas, a szamok normalalakja — megoldasok

(D a) 26<28 b) 216> 212 c) 30<3% d) 215 <216,
e) 23,33<33.24; f) 321>320; g) 215.515>212,515; h) 4100_10100>10100'
(1115 By X b) 12; c) 4 d) 9; e) 1; f) 18.
B0 a) a*'; b) x*; c) x'l; d) b; e) x%; f) a*-b
8
6. 53 ¢
g) a®-b 5 I’l) E
1 1 27 25
(1117 Iy I b) ——; 8; d) 49; - =,
%) 81 ) 125 Z ) ¢ 125 7 16
4 2 4
—; h) ——; i) = ) 7.
g) 9 ) 5 ) 9 J)



(IFT) A kitevok:

a) -2, -4, -5, -8, -10, 30; b) =2, -3, —4, =5, —11, 40.
1 510
(0 a) o b) x'%; ) — d) a®-b®; ) —5; f) e
8a b'2
d21 218 . 34
a0 b3, h) — i :
) ) 5 ) =
1 1 1 1
) a) —>— b) —=>—; < ;
)216 729’ )212 216 K 1010.1010 ~210.1010
AR 7?7 g A8
d)E 53, €)¥<§, f) 3°=3%
—<1,6.
8) 2
() a) 61kg=6,1-10g=6,1-10"2t; b) 3,77-10"% g=3,77-10% t.
(72 a) 3,33-10712; b) 8,1-10" m

3
HFR) 44 =28, 88 =22 ezért (44) =88
A szorzat atalakithatg: 22007.125345. 25200 = 22007, 51035. 5400 = 11435.2572 A szorzat tehdt
1435 darab 0O-ra végzddik.
a) Igaz. Egész és tortszamok esetén is teljesiil.
b) Hamis. A negativ szdmoknak a paratlan kitev§s hatvanyai negativak.
c) Igaz. A paros kitevGs hatvanyok pozitivak.
d) Hamis. Lehetnek tortek is.
e) Hamis. Az 1-nek minden hatvdnya 1.

(EF3 A tomeg: ;20' 10° g = 6,67-103 kg = 6,67 t.

() o) 3° =243. b) 3* = 81-szeresére novekszik.
) a) 1,56- 107 m. b) 1,04-10° = 1040 000-szerese.

irl) Csak a 2 és 3 hatvdnyai johetnek széba.
Ha a kihudzott szdmok a
20=1, 2l=1, 22=4, 23=8, 24=16, 25=32, 2°=64

koziil keriilnek ki, akkor 7—26 =21 eset lehetséges.

Ha a kihdzott szamok a
30=1, 31=3, 32=9, 33=27, 34=38],
akkor 1 eset fordulhat elG.

Tehat 6sszesen 21 + 1 =22 esetben lehetnek a kihdzott szamok ugyanazon szam egész kitevGs hat-
vanyai.



Egész kifejezések, nevezetes szorzatok, a szorzatta alakitas
maddszerei — megoldasok

(EED) a) 64 +a-3;
d) a®>-6a+6; e) 1;

g) —3x3 + 8x2 — 14x + 4; h) 8x+8;
j) 16x2—21x—4; k) x+5;
(ED a) -3b+3=1, b) —a-3=-1;

d) -3b—-15a—-6 =22,

(FF2 a) a® + 14a +49;
d) 9y* + 12xy + 4x?;
g) X+ 6x27+ 972
L4 501 1,
— Xt XY+ — Y5
3 3 Vg
I) 22+ 4x? + y? + dzx + 27y + 4xy;
m) 9x% + 4y + 22 + 12xy — 6xz — 4yz;
n) 16x2+i-y2+i~ 2_16
25 49 5
(0 a) (a+4)?=(-a-4%
c) (c+1?=(-c-77

e) (d2-10)= (10 - a?);

9 (3+3y9) = (x3-3)9)"

2 2
(2 51 2,1
| = x2+—y|=|-=-x2—=-y]|.
)(3 4y] ( 37Ty yJ
(EED a) @’ + 94> + 27a + 27,

c) 27¢ + 108¢* + 144¢2 + 64;

e) 0,125x° + 1,5x4y + 6x2y2 + 8y3;

(R a) 94% - 25; b) 64x2 - 49;
e) 25¢% - 9y?; f) 2548 - 1;
4 1
i) 49¢'°— 100x%; ) —-xlt— =)0
) J) 29 57

(D a) 64%—2a + 14,
d) 2x% + 50;
g) 20c +78;

i) —2x*—4x3 —6x2-23;

b) b3 +3b%-3;

e) 9b + 14a =-22;

b) 64 —16b + b*;
e) 16x2 —24xy + 9y%;
h) 4x5 - 12x3y? + 9y*;

k) é-xz
36

4
7P — Xy —— X+ —-

b) 8x2 - 26x + 36;
e) —7b% —32b + 48;
h) x3 = 8y3 — 6x2y + 12xy? — 24x2 + 12y2 — 12xy;

.192
J)4y X

¢) =3cd* =3¢+ 5d+3;
f) a?—8a—23:;

i) —6a%—"Ta+T7;

1) 12x2 - 30x — 26.

c) 2a+1=5;
f)a+6b=2.

c) 49 — 14b + b?;

f) 100a? — 60ab + 9b?;
i) 64a°®—80a®b? + 25b%;

49 5

__.x‘y+_.y

9

yZ.

b) (b-5)*=(5-b)%
d) (x=20)% = (20 - )%

7) (x4 +5)7= (Cx*=9)

1) (0,5% - 6y3)’ = (6y3 - 0,5x)"

b) 8b3 - 12b2+6b—1;
d) 64d° —96d°x? + 48d°3x* — 8xF;

8 4 16 , 32 , 64 4
—_— —_— +_. —_—— .
P o s Y s Y s Y
c) 16b2 —4x%, d) 36a%—25b%;
g) 9d* - 64; h) 4y% - 81x%;

c) 12x2 + 64x+9;
f) —9x2 + 24x - 31;

2 _2xy.



a) a®-1; b) b3+ 125; c) 27x3 + 64.

0D a) x-1)2-4; b) (a+2)%+2; c) (a+3)2-8;
d) (x—4)>+4, e) (a-5)?-23; f) (x+6)%+ 14;
g) (x+7)%-18; h) 2-(x—4)2-6; i) —(x+3)3+12;

j) —(x—6)2+37; k) 3-(x+2)2-10; ) =5-(x+2)%+13.
(FD) a) a-(3a?—2a+ 1); b) 2x-(3x2—5x+1); c) 4b- (b3 +2b% +7b - 1);
d) 5x-(7x% + 3x + 4); e) 3a%-(2a*-3a+1); f) 4x3-(x%2 —6x + 3);

g) 5a2b-(ab - 3b% +2); h) 17ab*- (a2b + ab? - 2); i) 8a%b3- (24 + 3b — 5a°b).
(L0 a) (a+3)-(b-2); b) Qa+b)-(x+1);

c) (a+5)-2x+y); d) (a-2x)-(b+4),

e) (x+2)-(Ba-b); f) (4x=1)-(a—2b)=(2b—a)- (1 — 4x);

g) Ba+4b)-2x+5); h) (a—4x%-(1-5b)=(4x2—a)-(5b-1);

i) (3a%—4b3)-(3-2x2) = (4b3-3a?) - (2x2-3).
(5 a) (4x—5)-(4x+5); b) (Ta + 10b)- (7a — 10b);

c) (8b + 3x)-(8b — 3x); d) (6x2—11y3)-(6x2 + 11y3);

e) (x—10)2=(10-x? f) 6a-"7)%=(7-6a)%

2

g) G-HSJ; h) (4x2—1)-(4x2+ 1)=2x-1)-Qx + 1) (4x? + 1);

i) (4+9x2)-(4-9x2) =(4+9x2)- (2 +3x)- (2 - 3x);

j) (2a2 + 703 k) 6 (x+ 1)

) 4x-(x-3)% m) 3x2-(x +2)%

n) 5x%- (x2 —4)%
0) 1+x9-1=x=1+x9-1+x)- A== +x°)-1+x3)-1-x)-Q+x+xH)=
=(1+x)-A=x>+xH-T+x)-1-x+x2)-(1-x)-(1+x+x?);

p) (x+5)-(x+3); q) (x=4)-(x+3);

r) (4x2+3)- (2 —4)=(4x2+3) - (x-2)- (x +2);

s) 2x+1)3 t) 3a-b)3;

u) (2x +3y)3; v) (a=3)-(a®+3a+9);

w) (x+4)- (x2 —4x + 16); x) (3a + 5b)- (9a* — 15ab + 25b?).

a) (10000 —2)- (10000 + 2) = 100000 000 — 4 = 99999 996;
b) (526 +74)- (526 — 74) _ 600 - 452 ~0.6:
(726 +274) - (726 — 274) 1000 - 452
c) Legyen a = 54320:
54321-54325—54323-54320=(a+1)-(a+5)—(a+3)-a=3a+5=1
5432354322 - 543212 (a+3)-(@a+2)—(a+1)? 3a+5

Az (a + b)* = a? + 2ab + b? kifejezésbdl
a?+br=(a+b)*-2ab=232-2-(-7) = 543.



€MD Egy polinomban az egyiitthatok dsszegét megkapjuk, ha a véltozé helyére 1-et helyettesitiink.

2007 ... .
) kifejezés x =1 esetén:

(_1)2007 =_1.
Tehat a keresett polinomban az egyiitthatok osszege —1.

Az (x2-3x+1

B Legyenek a téglalap oldalai a és b. Tudjuk, hogy
2-(a+b)=T4,

a+b=37,
masrészt

2-a%+2-b%=1642,
a’+b?=821.
Az (a + b)* = a? + 2ab + b? kifejezésbdl
2ab = (a + b)* — (a® + b?) =372 — 821 = 548.
Tehit a téglalap teriilete 274 cm?.
€D Végezziik el a kovetkezd dtalakitasokat:
a*—b3=(a-Db) (a*>+ab+b?) =
=(a—-b)-[(a—b)*+2ab + ab] = (a—b)-[(a—b)*+ 3ab].

Behelyettesitve:
a’—b3=2-(22+3-7)=50.

Miiveletek algebrai tortekkel — megoldasok

a3 X 4
[ a) —; b) =; - d) 2a:
1147 )] 5 )2 c) o ) 2a
4 5 2x+3 1-2x
—<as 2y; ; ;
-5 P2 8 vs 1+ 2x
. 3x+5 L2y +1 x—4 2x -4
; ; k ; [ .
Ze D ta ) ve S
2
105 [ b 2, e 2 d) ab;
10xy 8ax X
b-2 3b+1 1 a-1
e) —————; ; ; h
APRTIEY =y ¥ v '
4x2 +15 318y a+7 1
& « ; b ; c) ———; d) —;
4 10x ) 4y? a-(a+1) )3
21—12x 5a-14 1 8
e) —————; f) ————: g ——=: h) ———;
10-2x -1) 12-(3a+5) 6 (x+2)-(x-2)
. . y2—10y-27 4x24+22x -5 2 _4y-7
IRE DE—225 ) S
3-(y+5) (2x-5)-(2x+5) +1)

.........................



a) A tort értelmezve van, ha 4ab? + 4abc #0, azaz 4ab-(b+¢)#0, a#0, b#0, b+ c #0.
A szamladléban két négyzet kiilonbsége 4ll, tehdt szorzattd alakithatd:

(@+b2-c2+a?-b2+cD) (@2 +b2-c2-a>+b*-c?)

4ab - (b +c)
_24%-2-(b*-c? _a-(b-c)
4ab - (b +c) b

b) A tortek nevezdi nem lehetnek egyenldk 0-val: a? — b? #0, illetve (a + b)*> #0, azaz a + b # 0.
Mindhdrom feltétel teljesiil, ha |al # |b].

A szamldlokat és a nevezdket is alakitsuk szorzattd, majd egyszerdsitsiink:
ab-(a-Db) +a2-(a+b)_a2—20b_ ab N a? _a2—2ab_3ab
(a-b)-(a+b)  (a+Db) a+b a+b a+b a+b a+b

c) Atortek nevezdi nem lehetnek egyenldk O-val:

ad—ab?#0,
a-(a®>-bH) =0, a’+ab#0, b2 +ab#0,
a-(a-b)-(a+b)#0; a+b#0; a-(a+b)#0;, b-(a+b)#0.

Minden feltétel teljesiil, ha a # 0, b#0, |al#|b].
A zir6jeleken beliil hozzunk k6z6s nevezdre:

b2 + a-(a-Db) ) (a—b)-b_ a? _
a-(a-b)-(a+b) a-(a=b)-(a+b)| |ab-(a+b) ab-(a+Db) B
b2+a%-ab ab-(a+b) -1 b

a-(a-b)-(a+b) ab—a*-b* a-b b-a

i) a) Alakitsuk 4t az egyenlGség bal oldalan 4ll6 kifejezéseket. Kozos nevezdre hozds utdn egyszerd-
sitstink, majd djra hozzunk k6zos nevezdre:

6ab—a2—9b2' a—6b +i‘a—3ab—6b_
3b a’—6ab +9b*  3b a
-1 a-3ab-6b —-a+6b+a—-3ab—-6b —3ab
=—-(a—6b)+ = = =—
3b 3b 3b 3b

b) A médszer ugyanaz, az elsG nevez§ szorzattd alakitdsa:
ad-ad’—a+1=a>(@-D-@a-D=@-1)-@-1)=@-1>2(a+1).

2 2

Ezt beirva egyszertsithetiink az els6 zdrdjelben:

42-1  (1-aP_ 4d®-1 _(2a—1)-Qa+l)
(a-12-(a+1) a a-@+l)  a-(a+l)

e))

A masodik zardjelben legyen a k6zos nevezd a-(a—1)-(a + 1), ekkor

da-(a+1)-2-(a-1)-8a _ 4a% —6a+2
a-@a-1)-(a+1)  a-(a-1)-(a+1)

2



A szamlalét alakitsuk szorzatta:
4a’-6a+2=4a*>-4a-2a+2=4a-(a-1)-2-(a-1)=
=(a-1)-4a-2)=2-(a-1)-Q2a-1).
Ezt (2)-be beirva egyszerdsithetiink:

2-(a-1)-Qa-1) _2-Qa-1)
a-(a-1-(a+1) a-(a+1l)’

(1) és (3) alapjan az eredeti kifejezés:
(2a—1)-(2a+1). a-(a+1) 2a+1

a-(a+1) 2-Qa-1) 2
§EF Alakitsuk 4t a bal oldalt:

2
a9 ). (ab ) a” [, b)_
a—->b a—b 2b2 a

aZ—ab—ab. a-b _a_2.2a—b
a-b ab—ab+b?  2b? a

Egyszerdsitések utdn:
a*—2ab B 2a* — ab _ —3ab __3_a
b? 202 202 2b

A feltétel szerint: —;—Z =-6, amibdl a = 4b kovetkezik.
Behelyettesitve a kiszdmitando tortbe:
3a-2b _10b _
a+b 5b

Oszthatosag, szamrendszerek — megoldasok

ffE) a) 4-re végzbdik. b) 2-re végzsdik. c¢) l-re vagy 6-ra végzddik.
(fE1) a) Ha n oszthaté 4-gyel. b) Nincs ilyen n.
c) Ha n =4k + 2 alaki természetes szam.
(3 a) x=y=0. b) x=1;4;7. ¢) Hay=0,x=0;3;6;9.Ha y=8, x=1;4;7.

d) Hay=0,x=7.Hay=5, x=2.
(TE) 18a—6b=14a+2-(2a-3b).
8a—-3b=2-(a+b)+ (6a-5b).

fFE) a) Az utols6 jegyek dsszege: 6 + 4 = 10. b) A hatvanyok Osszege 5-re végzddik.
¢) Mindegyik hatvanyalap oszthaté 3-mal.

() a) p=2.

b) Csak paros lehetne p, de a 21 nem prim, tehdt nincs ilyen primszam.



(00 p=2,g=5 r=23; vagy p=2,q=11, r=17.

360 =23-32.5; 3750 =2-3-5% A 360-nak 24, a 3750-nek 20 osztdja van.

&3 12

(55 a) 22-5-7 = 140; b) 24-32.52 =3600; c) 2234 =324;
d) 20-7% = 3136; e) 32.5-7=315; f) 25-52.17=13600;
g) 24-32.11 = 1584; h) 22-33.53.7.13 = 1228 500.

2 2 13

(1164 J7))] = b) = c) Tea

(3 1;3;7;9;11;13; 17; 19.

(T [a; bl =a-b.

a = 5; 10; 15; 45; 30; 90.

(0 a) 115; b) 581; c) 742; d) 95285.

(5 a) 11110100100,; b) 30311s; ¢) 130204.

1001, =9 < 1023 =11 < 235=13 < 22,=16 < 101, =17 < 314 =19.
10010110, = 410
Az bsszeadds helyesen: 31245 +102325 = 134115,

(EEE) Mivel 21600 = 253352 és a négyzetszimok primtényezds felbontasaban minden Kitev péros,

ezért a megfelel§ oszté: 2-3 = 6.
fgy a hdnyados valéban négyzetszam:
24.32.52=(22.3-5)2 =602

A 40-re végz6dd szam oszthatd 10-zel. Ha egy szdm négyzete lenne, az a szam is oszthato lenne
10-zel. De akkor a négyzete 100-zal is oszthaté lenne, ami nem teljesiil.

Legyen a Iépcs6k szama n. Ez aszdma 2, 3, 4, 5, 6 tobbszoroseinél 1-gyel kisebb. A fenti szamok
legkisebb k6z6s tobbszorose 60, tehdt 60|n + 1, azaz n + 1 = 60k, ahol k € IN*, masrészt 7 | n.
A legkisebb ilyen tulajdonsdgu szdmot keressiik.

Legyen k=1, ekkor n =59, de a 7 nem osztdja az 59-nek.

Ha k=2, akkor n=119=17-7.

Tehdt a legkisebb megfelel szam a 119.

Amikor Tibor n éves, édesanyja 28 + n éves. n | 28 +n, ezért n | 28. Tehat Tibor életkora akkor
lesz osztdja az édesanyjaénak, ha § 1, 2, 4, 7, 14, 28 éves lesz.

a) Hamis. Ha egyik szdm osztdja a masiknak, akkor a legnagyobb k6z6s 0szt6 a kisebb szdm.
b) Igaz. A legkisebb kozos tobbszoros legaldbb akkora, mint a nagyobb szam.

c) Hamis. A legnagyobb kozos 0szté csak a kozos osztdknak tobbszorose.

d) Igaz. Mivel a legnagyobb kozds oszté mindkét szimnak osztdja, ezért a tobbszoroseiknek is.
e) Igaz. Ha a két szamnak nincs kozos primtényezdje, akkor a legkisebb kozos tobbszords a szorzatuk.
f) Hamis. Példaul 11 +2 = 13.
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