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Utmutaté a tankdnyv hasznalatahoz

A konyv jelrendszere és kiemelései segitenek a tananyag elsajatitasaban.

— A kidolgozott példak gondolatmenete mintat ad a modszerek, eljarasok
megértésehez és a tovabbi feladatok megoldasahoz.

— A legfontosabb definiciokat és tételeket szines kiemelés jelzi.

— A tananyag apro betiivel szedett részei és a bordd szinnel megijeldlt kidolgozott
mintapéldak a mélyebb megértést segitik. Ezek az ismeretek sziikségesek az
emelt szintd érettségihez.

— A margon abrak, az adott lecke f6bb vazlatpontjai, ismétl6, magyarazo részek,
valamint matematikatorténeti érdekesseégek talalhatok.

A mintapéldak és a kit(izott feladatok nehézségét harom kiilonb6z6 szinnel jel6ltiik:

elemi szint(i gyakorl6 feladatok, amelyek megoldasa, begyakorlasa
nélkiilozhetetlen a tovabbhaladashoz.
Kék: a kozépszint(i érettséginek megfeleld szinvonald feladatok.
Borda: az emelt szinti érettségire valo felkésziilést segitd problémak, feladatok.

Ezek a szinkodok megfelelnek a Mozaik Kiadd Sokszini matematika
feladatgydjtemeényeiben alkalmazott jel6léseknek. A feladatgy(jtemeény-sorozat tobb
mint 3000, a gyakorlashoz, az 6rai munkahoz és az érettségi felkésziiléshez is
alkalmas feladatot tartaimaz.

A kitliz6tt feladatok végeredményei megtalalhatok a www.mozaik.info.hu honlapon.
A tankényv feldolgozasahoz tovabbi segédanyagokat kinal a www.mozaweb.hu oldal.

L 2K 2R 2

A matematika, a racio, a logikus gondolkodas vilagunk megismerésének egyik
talan leghatékonyabb eszkize, amely néha megmagyarazhatatlan jelenségekkel
tarsul. Elvalaszthatatlan a gondolkodd embertdl, és teljessé teszi mindennapi
tevékenyseégeit.

Néhany gondolat azoktol, akik mindezt megtapasztaltak:

,Mi hét a rdcio, amibdl az emberi sz a logikat krealta? Nyilvanvalo, hogy ‘benne van’
a természetben, kiilonben nem lehetne a természetet racionalis eszkizdkkel megérteni.
A racié embert, allatot és természetet egyesit.” (Kertész Imre, Nobel-dijas magyar ir6)

Az évszazadok sordn a matematikusok kollektiv tudata megalkotta sajat univerzumat.
Hogy ez hol van, nem tudom — s gondolom, a "hol’ sz0 itt értelmét is veszti —, de biz-
tosithatom az olvasat: ez a matematikai univerzum nagyon is realis annak a szamara,
aki benne él. Az emberiség éppen a matematika révén hatolt be legmélyebben kdrnyezd
vilaga rejtelmeibe.” (lan Stewart)

A szigort bizonyitas rendszerint az utolso Iépés! Eldtte sok sejtést kell tenni, és
ezeknél az esztétikai meggydzdéaés rendkiviil fontos.” (Roger Penrose)

A matematikus — akdrcsak a festd vagy a kélté — a forma mestere. ... A matematikai
formaknak — akarcsak a festd vagy a kélté formainak — szépeknek kell lennie...”
(G. H. Hardy)

Eredményes munkat és tanulast kivannak a Szerzdk.



A gyokvonas

Az Okortol napjainkig a mindennapi élet egyre bonyolultabb problémakat vetett fel
a szamitasokkal foglalkozo emberek szamdra. A ,,matematikusok” a felvetédd
feladatok soran tj modszereket, fogalmakat talaltak Ki.

Mar az okorban kialakult a raciondlis €s irracionalis szam
fogalma. A szamok gyGkének jelblésére a kGzépkori
Eurdpaban a latin radix (gyGkeér) Szo elsé bettijét,

az R-t hasznaltak. Kortilbeliil négyszaz eve

valtak altalanossa a mai jelek.




négyzetgyok
2
(Va)'=a haa=0

I. azonossag

NicoLAs CHUQUET [Siiké]
francia orvos
1484-ben megjelent
»A szamok tudomanya
harom részben” cimi

mlvében a \/ﬁ -et
igy irja: R%14.

A GYOKVONAS

2. A négyzetgyokvonas azonossagai

9. osztdlyban a fiiggvények kapcsdn mar definidltuk a nemnegativ
szamok négyzetgyokét.

DEFINic1O: Ha a > 0, akkor Ja jeloli azt a nemnegativ szamot,
amelynek a négyzete a.

A hatvanyozdshoz hasonl6an a négyzetgyokvonds esetén is érvényesek
bizonyos szamitasi szabdlyok, azonossagok.

TETEL: Szorzat négyzetgyoke egyenld a tényezok négyzet-
gyokének szorzataval.

Ja-b=+Ja-Jb,haa>0ésb>0.

Bizonyitas

Mivel a nemnegativ szamok korében a négyzetre emelés és a négyzet-
gyokvonds kolcsondsen egyértelmd, ezért megtehetjiik, hogy az egyen-
16ség két oldalén 4ll6 kifejezések négyzetét hasonlitjuk ossze.

hatvanyozas
definicio Ill. azonosséag definicio

oo las (B LW (B s

Mivel a két kifejezés négyzete egyenld, ezért az eredeti kifejezések is
egyenldek.

1. példa
Szamitsuk ki a /3 -+/12 szorzat értekét!

Megoldas
[rjuk fel a szorzatot egy gyokjellel az I. azonossdg alapjdn:

312 =312 =36 = 6.




TETEL: Tort négyzetgyoke megegyezik a szamlalé és a ne-
vezd négyzetgyokének hanyadosaval.

\/%=%,haa20ésb>0.

Bizonyitas
Hasonlitsuk 6ssze az egyenl§ség két oldaldn 4ll6 nemnegativ kifeje-
zések négyzeteit! hatvanyozas

definicio IV. azonossdg  definicio

2 2 2
alla, (JaJlWa) la
b)ob W) ()b

Mivel mindkét kifejezés nemnegativ és négyzeteik egyenlSek, ezért
a kifejezések is egyenldek.

2. példa
Szamitsuk kia Y12 hanyadost

V3
Megoldas N
A 1II. azonossdg alapjan a kifejezés atirhato: f = 3 =4 =2.

TETEL: A négyzetgyokvonas és a hatvanyozas miivelete fel-
cserélhetd.

(\/;)k=\/a_k,ahola>0éskeZ.

Bizonyitas
Ebben az esetben is érdemes az egyenldség két oldaldn 4ll6 pozitiv

kifejezések négyzetét dsszehasonlitani.

hatvanyozas hatvanyozas
V. azonossag V. azonossag definicio definicio

(e T (aP L [(Wal T et (Ve Vil

Mindkét oldal pozitiv és a négyzeteik megegyeznek, ezért a kifejezések
is egyenlGek.

3. példa ; ;
Melyik nagyobb: a (~/3)" vagy a (/5)"?

Megoldas
Mivel (J§)5=J?=M és (\/§)3=\/57=\/E, és a \/; x=20)

5
fliggvény szigortian novekvd, ezért a (\/’g ) a nagyobb.

Il. azonossag

£-2
b b
a=0;b>0

11l. azonossag
K
(Va)'=ak
a>0; keZ




A GYOKVONAS

4. példa

Végezziik el a kovetkezd miiveleteket!
a) (V3++5)-(243-5);

b) (N7 +4):

¢) (V11-v6)-(V11+6).

Megoldas

a) Az els6 6sszeg mindegyik tagjat szorozzuk a masodik tagjaival, és
alkalmazzuk az I. azonossdgot:

(V345)-(243-5) =3 - 23 =B 5 +45-203-(+5)" =
=2.3-15+24/15-5=1+4/15.

b) Alkalmazzuk a kéttagu 0sszeg négyzetére vonatkozd azonossagot:

(@ +b)2 = a2 + 2ab + b2 (VT+4)=(V7) 427 4442 =7+8-JT +16 =23+ 847,
| ¢)Mivel (a-b)-(a+b) = a®— b2, ezért
(@-b)-(@+b) = 2~ p2 (VIT=v6)-(J1+6) =(V11)'= (6 )= 11-6 =5,

5. példa
Szamitsuk ki a kdvetkez6 kifejezések értékét!

o) 32 Ji3s2: 1) (VB+ 15 —\B_Vi5).

Megoldas

a) Végezziik el a szorzdst egy gyokjel alatt az . azonossag alapjdn:
Wi-2 Vi3 +2=J(V13-2)-(Vi3+2) =

=m=Jw—_4=J§=3.

‘ b) Végezziik el a négyzetre emelést, majd a kétszeres szorzatot irjuk egy

gyokjel ala:

2

(\/8+\/B—\/8—\/B)
=8+ 15 -2-v8+ /15 -8—/15 +8 /15 =

—16-2-(8415)-(8—15) =16-2.\8 ~ (JI5) =
=16-2-J64-15=16-14=2.

(@-b)% = a® - 2ab + b?




Feladatok

1. Végezziik el a kdvetkezG miveleteket!

a)%; b) \50 -2;
&)= HWT) T

2. Melyik szdm a nagyobb:

a) \/5\/5 vagy %;

5
V5 i
c) % Vagy\/g-ﬁ,

3. Végezziik el a kovetkezd miiveleteket!

a) (2-3+1)-(3-4-43),
o) (245-342)%
e) (3:-V5+2-43)-(3-/5-2-4/3)

Ja7
AV

2)V2-(V32-\8); )

b) (x@f vagy V14 -42;

R

FIRCERNG,
V3 (V6 ++24)
B
(\2)' 35

2 s e

b) (VZ+2:42-1)-(3-42-3);

@) (37 +5)
£ 2+B)

4. Szamitsuk ki a kovetkezd kifejezések értékét!

a) W13 +3 V13 -3;
b) NN61 -5 -6l +5;
¢) (V7413 +47-V13)
d) (Vo Vi1 +/6+11)
¢) (V10-19 +y10+19)
£ (V30 + 12 30 i)

2
5

2

2
5

2

Rejtvény

Melyik szam a nagyobb: \/3-\/2-\/5 vagy v3-4/3?




A masodfoku egyenlet

A matematikatGrténet egyenletekkel foglalkozo fejezete tele van regénybe illd pillanatokkal.
A merész és eléremutato gondolatok nem minden-esetben nyerték el
a kortarsak elismereseét.

A gorog Hippaszoszt tengerbe vetettek ujszerti gondolataiert.

A 16. szazad matematikusai versenyre hiviak ki egymast. Ezek dicsdséget vagy szégyent
hoztak a vetélkedGknek, de mindenképpen a tudomany fejlodését szolgaltak.

1832. méjus 30. hajnalén Evariste Galois, a 20 éves francia
forradalmar, egy hélgy becstiletéért vivott parbajban haslovest kapott.
El6z0 éjszaka vetette papirra azon gondolatait, melyek a magasabb
foku egyenletek megoldhatosaganak kérdéseiben

Uj fejezetet nyitoftak a matematikaban.

=T LS o

-




ax2+bx+c=0

nem

O

igen

az egyenlet elsdfoku

nem megoldas:
©
X=——
b
igen
nem nincs
megoldas

igen

mindenx e R
megoldas

az egyenlet masodfoku

nincs valés
gyok

nem

<

igen

nem két
killonb6z6
valés gyok

igen

egy valos gyok

igy miikodik a masodfoku
egyenletet megoldd
szamitogépes program.

6. Paraméteres masodfoki egyenletek
(emelt szintii tananyag)

Az ax? + bx + ¢ = 0 egyenletrdl az egyiitthatok ismeretében a kovet-
kez6t allithatjuk:

(1) Ha mindegyik egyiitthaté nulla, azaz a = b = ¢ = 0, akkor az egyen-
16ség barmely valds szam esetén teljesiil, hiszen a bal oldal x-tdl
fliggetleniil mindig nulla.

@)

Ha a=b=0 és ¢ #0, akkor nincs megoldasa, hiszen a bal oldal
x-tdl fiiggetleniil mindig nulldtdl kiilonbozs valds szam.

@) Ha a=0 és b #0, akkor az egyenlet elsGfoku, amelynek egy

megolddsa van, mégpedig az x = —%.

4 Ha a# 0, akkor masodfoku egyenletet kapunk, melynek megolda-
sai a D = b* - 4ac diszkrimindns értékétsl fiiggenek. Ha D > 0,
akkor két kiilonbozd valés gyok 1étezik, ha D = 0, akkor egy valds
gyoke van az egyenletnek, ha D < 0, akkor pedig nincs megoldédsa

az egyenletnek a valés szdmok korében.

Ha a megoldandé egyenletben az egyiitthatok konkrét értékét nem
ismerjiik, hanem bettivel jeloljiik, paraméteres egyenletrdl beszéliink.

A paraméteres egyenletek megolddsandl minden esetre kiterjedd vizs-
galatokat kell végezniink, a fentebb emlitett feltételek szerint.

1. példa N

Az X2 + 4ax + 202 + 3a -1 = 0 egyenlet gyokei az g paraméter mely
értékeénél lesznek egyenldk?

Megoldas
A feladat feltételét a diszkrimindns vizsgalatdval donthetjiik el, hiszen
akkor kapunk egyenld gyokoket, ha a diszkrimindns értéke 0.
Mivel a diszkrimindns:
D= (4a)* —42a* +3a - 1) =8a% — 12a + 4,

ezért a 8a® — 12a + 4 = 0 masodfoki egyenletet megoldva, a-ra
a kovetkezd két érték adodik:
. 1
a=12¢6s a,= 5

Azaz a; =1 és a, =% esetén lesznek a gyokok egyenlék. Meg-
figyelhetjiik, hogy ezekben az esetekben az egyenlet bal oldala teljes
négyzet lesz, a parabola érinti az x tengelyt:

a; =1 esetén x*+4x+4=(x+2)%

a, —Loesetn 42xs1= (x+ 1)
2



2. példa N
Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet (o valos paraméter)!
ax+ (20 +1)x+a+2=0.

Megoldas
ElGszor is vizsgaljuk meg, milyen esetek fordulhatnak elG!
Ha a = 0, akkor az egyenletiink elséfoku lesz, melyet megoldva:

x+2=0,
x=-2.

Ha a # 0, akkor az egyenlet masodfoku, és a gyokok szdma a diszkri-
mindanstol fligg:

D=Qa+1)?-4a(a+2)=-4a+ 1.

1
¢ Ha-4a+1>0,azaz a< e akkor az egyenlet két valds gyoke:

—2a-1x~-4a+1

2a

X2 =

1
e Hao—4a+1=0,azaz a= Z akkor az egyenlet a kdvetkezd alaku:

el x+l+2=0,

4 4 4
l-x2+§-x+2=0,
4 2 4

2
x, 3 <o
22

Azaz ebben az esetben az egyenlet bal oldala teljes négyzetté ala-
kithatd, és csak egy megolddsa létezik, mégpedig az x = 3.

¢ Ha—4a+1<0,azaz a> i, akkor az egyenletnek a valés szdmok

korében nem lesz megoldasa.

Eszrevehetjiik, hogy a Viete-féle formuldk nem adnak arrél informa-
ciét, hogy a valds gyokok egydltalan léteznek-e vagy sem, hiszen:

2a+1 , a+?2

x1+x2=— €S xl'x2=

a

értékeit mindig ki tudjuk szdmitani, ha az a # 0 feltétel teljesiil, akkor
is, amikor az egyenletnek nincsenek valds gyokei.

Ez azt jelenti, hogy a paraméteres egyenletek megoldasanal mindig
meg kell gy6z6dniink az egyenlet diszkriminansa alapjan arrol,
hogy egyaltalan van-e valos gyoke az egyenletnek.

.............................



# A MASODFOKU EGYENLET

3. példa
A p, g milyen egyjegy(i pozitiv egész értékeire lesz az X2 + px + g = 0
egyenlet egyik gyoke a masik gyok négyszerese?

Megoldas

Az egyenlet gyokei:

_P-NP =4q PP’ —4q

€S
2 2 2

A gyokokre vonatkozé feltételek alapjan felirhatjuk, hogy:
4 "P=AP—4q _—p+p’—4q
2 2 '

Ezt atrendezve, és egyszeribb alakra hozva:
~4p—4-\p?—4qg=-p+yp*-4q,
-3p=5-\p>—-4q.

A kapott egyenletben a bal oldal mindig negativ, a jobb oldal viszont
nemnegativ szdm, igy nem lesznek olyan pozitiv p és g paraméterek,
amelyek eleget tennének ennek az egyenletnek.

X1

A gyokokre vonatkozo feltételek azonban mésként is teljesiilhetnek:

2 2

Ezt dtrendezve, majd egyszeriibb alakra hozva:
—4p+d-\p? —4q=-p—p*-4q,
3p=5-p?-4q.

Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve:
9p? =25p% —100¢,

100g =16p2,
25
2 _ ]
p 1 q

Mivel a megolddsokat a pozitiv egyjegyd egész szamok korében ke-
ressiik, ezért g csak 4-gyel oszthat6 lehet. Azaz g = 4 vagy g = 8.

P

Konnyen meggy6z8dhetiink réla, hogy csak az elsd esetben, g = 4-nél
kaphatunk egész megoldast p-re, ekkor p = 5.

A feladat feltételeinek megfelels egyenlet tehdt az x> + 5x + 4 = 0.
Az egyenletet megoldva, a két gyok:

X1 =-1 és X2:—4.

Az egyik gyok valdban a mésik 4-szerese lesz.



4. példa

Hatarozzuk meg az m paraméter értékét ugy, hogy a kovetkez6 masodfoku
kifejezés értéke barmely x esetén negativ legyen!

mx2 + (m-1)x + m-1.

Megoldas

A feladat feltételét a kovetkezSképpen fogalmazhatjuk at. Az m para-
méter értékét ugy kell megadnunk, hogy a felirt kifejezés

(1) méasodfokd maradjon,

(2) a parabola lefelé nyil6 legyen,

(3) az altala meghatdrozott mx? + (m — 1)x + m — 1 =0 masodfoku
egyenletnek ne legyen megoldésa.

Ezek a feltételek azt jelentik, hogy a kifejezés altal meghatarozott
fliggvény grafikonja egy olyan lefelé nyil6 parabola, mely nem metszi
a koordindta-rendszer x tengelyét. (8. abra)

Az (1) és (2) feltételt az m < 0 biztositja.
A (3) akkor teljesiil, ha az egyenlet diszkrimindnsa negativ lesz, azaz:
(m—1)>-4m(m-1)<0,
(m-1)-(m-1-4m) <0,
(m-1)-(-3m-1)<0.

A szorzat akkor negativ, ha a két tényezd ellentétes eldjeld. Azaz:

m—-1<0 é -3m-1>0, vagy
m—-1>0 é -3m-1<0.

Az elsd esetben 1 1
m<1é m< —5, azaz m < —5, (9. abra)

a masodik esetben |
m>1 é m> —5, azaz m> 1. (10.abra)

Az (1), (2) és (3) feltételt dbrazolva:

(1)+(2)

11. abra

A mindhdrom feltételt egyszerre kielégité m paraméterek halmaza:

{m|me]Rés m<—%}.

-2 -1 1 2 X
-1

8. dbra

10. abra




& A MASODFOKU EGYENLET
5. példa
Adjuk meg az m paraméter értékét tigy, hogy a kovetkezé egyenl6tlenség-
nek ne legyen megoldasa!
(m+1)x2=2m-1)x +3m-3 <0.
Megoldas

Fogalmazzuk &t a feltételt! Ha a felirt egyenlStlenségnek nincs megol-
désa, az azt jelenti, hogy az

(m+ Dx2=2(m-Dx+3m-3>0

egyenl6tlenség minden valds x-re teljesiil. Vizsgdljuk meg, hogy ez
milyen feltételek esetén igaz!

Mivel m + 1 =0 esetén a bal oldal fiiggvénye az x — 4x — 6 linedris
fliggvény lesz, amely nem lesz minden x-re pozitiv, ezért m-re telje-
siilnie kell, hogy m #—1.

Ekkor a bal oldal egy masodfoku fiiggvény lesz, amely abban az eset-
ben lesz minden x-re nemnegativ, ha a fiiggvény képe felfelé¢ nyilo
parabola, melynek legfeljebb egy k6zos pontja lehet az x tengellyel.

Azaz m+ 1> 0, vagyis m>—1.

Masrészt legfeljebb egy valds gyoke 1étezhet, melyet a diszkriminans
értéke hatdroz meg. Erre teljesiilnie kell, hogy

D=[2m—-1D?-4(m+1)-3m—3)<0.

Ez m-re nézve egy masodfoku egyenl6tlenséget hatdroz meg.
A kijelolt miveleteket elvégezve, és rendezve:
Am?2 - 8m+4 - 12m? - 12m+ 12m+ 12 <0,
—8m? —8m +16<0.
Az egyenl6tlenség mindkét oldaldt —8-cal osztva:
m*>+m—220.

2

Hatdrozzuk meg az m= + m — 2 = 0 egyenlet zérushelyeit!

Mivel az m? + m — 2 > 0 egyenlétlenség bal oldaldn 4ll6 kifejezés gra-
fikonja felfelé nyil6 parabola, ezért az egyenlGtlenség megolddsa:

m<-2vagy 1 <m.

m=1
Figyelembe véve még a kordbban kapott m >—1 feltételt, a feladatban
-1 0 1 szerepld masodfoku egyenl6tlenségnek akkor nem lesz megolddsa, ha

me [1;00[.

A megoldas szdmegyenesen szemléltetve a 12. dbran lathatd.



Feladatok

1. Hatdrozzuk meg a kovetkez$ egyenletekben az a paraméter értékét tgy, hogy az
egyenletnek kétszeres gyokei legyenek!

a) x> —ax+4=0; b) x*-3x+a=0;

c) xX>—ax+a=0; d X*-ax+a+1=0.
2. Oldjuk meg, és diszkutéljuk (elemezziik) a kdvetkez§ egyenleteket!

a) x> —ax+4=0; b) x>~ bx+a=0;

c) ax*—bx+5=0; d) ax®~bx+a+1=0.

3. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket!

4. Hatdrozzuk meg az a paraméter értékét tigy, hogy a kdvetkez egyenleteknek ne legyen
valés megolddsa!

a) x*—ax +4a =0; b) X*—ax+a-4=0;
c) ax*—(a-Dx+5=0.

5. Hatdrozzuk meg az m paraméter értékét tigy, hogy az mx? + (m — 1)x + 1 kifejezés értéke
barmely x esetén negativ legyen!

6. Hatdrozzuk meg az m paraméter értékét tigy, hogy az mx? + mx — 5 kifejezés értéke

barmely x esetén pozitiv legyen!

7. Hatirozzuk meg az m paraméter értékét tigy, hogy az —mx? + (m — 1)x + m + 2 kifejezés
értéke barmely x esetén negativ legyen!




Geometlria

1936-ban, a mai Iran teriiletén talalhato Sziiza kirnyeki asatasok soran elokeriilt
agyagcserepek alapjan ugy tanik, hogy kb. 4000 évvel ezelGit
a babiloniaiak mar alkalmaztak a parhuzamos szeldk tételét €s a hasonlosag fogalmat.

A Kr.-e.- 5. szazadban a khioszi Hippokratész bizonyitasai soran felhasznalta
a kor kertileti €s k6zépponti sz6gének kapcsolatat,
a hasonlosagot, és megq tudta szerkeszteni két szakasz mértani kGzepét.

A Szamoszi ArisztarkhoSz a Kr. e. 3. szazadban

LA Nap és a Hold méreteirdl és tavolsagarol” cimd egyetlen
fennmaradlt tanulmanyaban olyan szamitasokat
€S kozelitéseket végez, amelyek burkoltan mar
szGgfiiggvényeket tartalmaznak.



3. A keriileti szogek tétele; latoszogkoriv

Az ¢el6z8 leckében bebizonyitottuk, hogy adott korben adott {vhez
tartozé kozépponti szog kétszerese az ugyanazon ivhez tartozo keriileti
szognek. Adott ivhez egyetlen kdzépponti szog és végtelen sok kertileti
sz0g tartozik, igy a kdzépponti és keriileti szogek tételének kozvetlen
kovetkezménye a kovetkezd tétel:

KERULETI SZOGEK TETELE: Adott kor adott ivéhez tartozo
Kkeriileti szogek egyenlé nagysaguak. (10. abra)

Természetesen a kozépponti és keriileti szogek tételéhez hasonldan ezt
a tételt is megfogalmazhatjuk altaldnosabban:

TETEL: Egyenlé sugaru korokben az azonos hosszisagu
ivekhez tartozo Keriileti szogek egyenl6 nagysaguiak.

AKkertileti szogek tétele a ldtoszog fogalmanak bevezetésével is meg-
fogalmazhatd. Tekintsiink a sikon egy AB szakaszt és egy P pontot!
Legyen APB< = o! Ekkor azt mondjuk, hogy a P pontbdl az AB sza-
kasz o szog alatt latszik. (11. abra)

A keriileti szogek tétele a 1at6szog fogalmaval:

TETEL: Egy adott kor adott AB hiirja az AB iv (belsd) pont-
jaibol ugyanakkora szog alatt latszik. (12 abra)

Ez a megfogalmazds természetesen ugy értendd, hogy csak az egyik
AB ivet tekintjiik. Az allitds mindkét {vre igaz kiilon-kiilon, a megfeleld
l4toszogek viszont dltaldban nem egyeznek meg. Specidlisan, ha a te-
kintett huir a kor atmérdje, akkor mindkét ivre ugyanaz a 1atészog, neve-
zetesen 90°. Ez alapjan Thalész tétele lat6szoggel megfogalmazva:

270 22

TETEL: Az AB atmérdji kor A-t6l és B-tdl kiillonb6z6 pont-
jaibol az AB atméré derékszog alatt latszik.

Mivel Thalész tételének igaz a megforditdsa is, ezért barmely olyan
pont, amelybdl az AB szakasz 90°-o0s szog alatt latszik, illeszkedik az
AB atmérdja korre. Ez tehat azt jelenti, hogy az AB atmérdjd kor pont-
jain kiviil nincs mds olyan pont, amelybdl az AB szakasz derékszogben

latszana.

Ezek alapjan Thalész tételét és a megforditdsat 6sszevonva a kordb-
biakhoz képest masként is megfogalmazhatjuk:

TETEL: Azon pontok halmaza a sikon, amelyekbdl a sik egy
AB szakasza derékszogben latszik, az A B atmérdgjii
kor, Kivéve az A és a B pontot.

| 10. 4bra

11. abra

latészog

12. dbra

Thalész tétele és
megforditasa




A KORREL KAPCSOLATOS ISMERETEK BOVITESE

Ezek utdn természetesen vetddik fel a kérdés, hogy adott AB szakasz
és konvex « szog esetén mi lesz azon pontok halmaza az AB szakaszt
tartalmaz6 sikban, amelyekbdl a szakasz o szog alatt 1atszik.

1. példa

Legyen adott az AB szakasz és egy o sz0g (o < 180°)! Szerkessziink
olyan kort, amelynek az adott szakasz hurja, és a kor valamelyik AB ivének
pontjaibol az AB szakasz o sz0g alatt latszik!

Megoldas

A kozépponti és keriileti szogek tétele alapjan a cél olyan kor szer-
kesztése, amelynek az AB szakasz hurja, és az AB hirhoz tartozo
kozépponti szog 2¢r. Ezen kor egyik AB ivének belsS pontjai meg-
felelnek a feladat feltételének. A keresett kor kozéppontja illeszkedni
fog egyrészt az AB szakasz felez§ merdlegesére, masrészt a keriileti
szogek tétele alapjan az A csdcsu, o nagysagu érintdszaru keriileti szog
érint6 szdrdra A-ban emelt merdleges egyenesre, az érintési pontba
huzott sugdr egyenesére. (13. abra)
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13. dbra A szerkesztés menete:
1. Az AB szakaszra egyik végpontjaban (mondjuk A-ban) felvessziik
latoszogkoriv az o szoget.
2. AXkapott szogszdrra A-ban merdlegest allitunk — my,.
3. Megszerkesztjiik az AB szakasz felez6 merdlegesét — fp.
A 4. my N fup = O akeresett kor kdozéppontja.

Mivel az A csticsu, o nagyséagu érintd szard keriileti szoget az AB egye-
nes mindkét oldaldra felmérhetjiik, ezért két megfeleld korivet kapunk,
amelyek az AB egyenesre szimmetrikusan helyezkednek el (14. ébra).
A kapott nyilt (a végpontokat nem tartalmazd) korivek az AB szakasz
o szogl két latoszogkorivei (ldtokorivei).

~
(s}

Az 1. példa megolddsa utdn meg kell vizsgdlnunk, hogy a l14t6szog-
korivek pontjain kiviil van-e még mds sikbeli pont, ahonnan az

V AB szakasz o szog alatt 1atszik. A 15. dbra alapjan lathato, hogy a 14t6-
szog a koriven beliili pontokbdl nagyobb, mig a koriven kiviili pon-
tokbdl kisebb, mint o.

15. dbra

14. abra

R

>V

B
AQBx = QBP< + o > o o = ARB< + PBR<x > ARB«




A keriileti szogek tételének kovetkezményeként bebizonyitottuk

a kovetkezd tételt:
TETEL: Azon pontok halmaza a sikon, amelyekbdl a sik egy
adott AB szakasza adott @ (0° < o < 180°) szog alatt

latszik: két, az AB egyenesre szimmetrikusan elhe-
lyezked6 nyilt koriv.

A 16. abran a latoszogkorivek alakja lathaté o nagysagatol fiiggGen.

2N

N

o= 90°
0<a<90° 90°< o < 180°

16. dbra

2. példa

Szerkessziink haromszoget, ha adott egy oldala, a vele szemkozti szog és
az adott oldalhoz tartozd6 magassag!

Megoldas
Adott a BC = a oldal, az « szdg és m,,. (17. ébra)

A BC oldal A-bdl adott « szog alatt latszik, ezért A illeszkedik
a BC szakasz o szogt 1atoszogkoriveinek valamelyikére.

A a BC egyenestll m, tdvolsagra van, ezért illeszkednie kell a BC
egyenessel parhuzamos, téle m,, tdvolsagra felvett két egyenes egyi-
kére is.

A hiaromszog harmadik csicsdanak megfelel§ pontokat tehat a szer-
keszthet§ latészogkorivek és a szintén szerkeszthet§, BC-tdl
m, tdvolsdgra halad6 parhuzamos egyenesek metszéspontjaiként
kapjuk. (8. dbra)

A-ra adédhat 4, 2 vagy 0 megoldds, attdl fliggen, hogy a parhuzamos
egyeneseknek €s a koriveknek hany k6zos pontjuk van.

A kapott hdromszog viszont — egybevagdsag erejéig — egyértelmien
meghatdrozott.

Mg

B 7 &

17. &bra




Feladatok

1.

Vegyiink fel egy szakaszt! Szerkessziik meg azon pontok halmazat, amelyekbdl a szakasz
a) 45°-0s;  b) 60°-o0s; c) 90°-os; d) 120°-0s; e) o szog alatt latszik!

. Egy hdromszog szogeinek nagysdga

a) 30°, 60°, 90°; b) 40°, 60°, 80°; c) 36° 58° 86°% d) o, B,y
Mekkora szoget zarnak be az oldalegyenesekkel a haromszog koriilirt kdrének a csicsokba
hizott érint6i? Szamitsuk ki az érintdk 4ltal meghatirozott haromszog szogeit!

. Helyezziink el egy korben egy olyan hurt, amelynek hossza megegyezik a kor sugardval!

Mekkora szdgben latszik ez a hur a kdrvonal pontjaibol?

. Egy pontbdl a korhoz hizott két érintG 76°-os szoget zar be. Mekkora szogben latszik a kor-

vonal pontjaibdl az érintési pontokat 6sszek6ts hir?

. Vegyiink fel egy egyenest, rajta kiviil két pontot és egy konvex szdget! Szerkessziink az

egyenesen olyan pontot, amelybdl az adott pontok dltal meghatdrozott szakasz o szog alatt
latszik!

. Szerkessziink egy derékszogl haromszog belsejében olyan pontot, amelybdl a két befogd

mindegyike 120°-os szog alatt latszik! Mekkora szogben latszik ebbdl a pontbdl az atfogd?

. Szerkessziink hdromszoget, ha adott egy oldaldnak és a hozz4 tartoz6 stlyvonalnak a hossza,
valamint az adott oldallal szemkozti sz6gének nagysédga! ,
. Az 4bréan egy szinh4z nézdbtere 14that6 feliilnézetbdl. A né- ] oy
z6tér hosszabbik oldalan foldszinti oldalpdholyok taldlha- 35
tok. Keressiik meg azt az oldalpdholyt (a nézGtér hosszabb £ nézoter
oldaldnak azon pontjét), ahonnan a szinpad a legnagyobb fl
sz0g alatt latszik! AT

Adott egy 4 cm sugari kor a kozéppontja nélkiil, és egy olyan egyenld szaru derékszig alaki vonalzd,
amelynek a befogo6ja 20 cm hosszil. Keressiik meg az adott vonalzo és ceruza segitségével az adott kdr
kézéppontjat. (A vonalzon és ceruzan kiviil mas nem hasznalhato.)






