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Utmutaté a kényv hasznalatahoz

A konyv jelrendszere és kiemelései segitenek a tananyag
elsajatitasaban. A leckék altalaban kidolgozott példakkal kezdddnek.
Ezek gondolatmenetét érdemes alaposan elemezni és megérteni,
mert mintat nyljtanak a tovabbi feladatok megoldasahoz is.

A megtanulandé legfontosabb szabélyokat és meghatarozasokat
a konyv zold alafestéssel és vastag betlis kiemeléssel jelzi.

A *-gal jelolt gyakorld feladatok megoldasahoz a tananyag

melyebb ismerete szikséges, az egyes leckék vegén talalhato
rejtvények pedig sokszor egy-egy Ugyes otlettel, egyéni latasmoddal
oldhatok meg.

A lapszélen olvashat6 apré betlis informaciok tébbféle szerepet
is betolthetnek. Lehetnek példaul

* fontos kiegészitések, emlékezteték, amelyek segitenek
a mintapéldak megértéséhez szikséges ismereteket felidézni;
* érdekességek, amelyek bemutatjak, hogyan alkalmazhat6
a matematika az élet legkulénbdzd8bb terlletein;
* beszélgetésre, végiggondolasra, kutatasra érdemes kérdések is.

A tankonyv szamos matematikai jaték lefrasat tartalmazza.

Ezek kiprobalasat akar a tandran, akar azon kivil mindenképpen
ajanljuk, mert sok tanulsaggal szolgalhatnak, és a matematikai
gondolkodasmodot is fejlesztik.

A tankonyv mellett feltétlentl javasoljuk a hozza kapcsolédo
munkaflzet hasznalatat. Ez féként azokbdl a feladatokbdl nyujt
valogatast, amelyek megértését kifejezetten segiti és gyorsitja
a részletesebb, Iépésekre bontott feldolgozas.

A konyv valamennyi felhasznaléjanak 6szintén kivanjuk, hogy
a matematika felfedezése 6romteli szellemi kalandot jelentsen
a szamara.

a Szerzdk






A4-n-b algebrai
kifejezés egytagu,
mert a szorzas

az utoljara
elvégzend6 miivelet.

A4-n-b algebrai
kifejezésben az
n - b egytthatdja 4.

Altalanos matematikai 9sszefliggések felirasakor, szamitégépes progra-
mok irdsakor algebrai kifejezéseket alkotunk. Ezekben szamokat és
betliket mUiveleti jelekkel és zardjelekkel kapcsolunk 6ssze. A bet(k helyé-
be az adott alaphalmazba esé szamokat helyettesithetjlk.

1. példa N

Egy csalad, két felnétt és két gyerek nyaralni indul, ezért 7 napra
a TUTI biztositénal utasbiztositast kotnek. A biztositas ara naponta
fejenként 450 Ft.

a) Mennyibe kerll a csalad utasbiztositasa?

b) Peti szamitogéppel szamolja a kildénb6zd biztositdk ajanlatait.
Tablazatba irja az adatokat, és megadija azt az algebrai kifejezést,
amely alapjan a program kiszamolja a biztositast. irjuk fel ezt
az algebrai kifejezést, ha n napra utaznak, és a biztositas egy fére
napi b Ft!

c) A TUTI biztosité csaladi biztositast is ajanl, amely 15% megtaka-
ritast jelent. Szamitsuk ki, és irjuk fel algebrai kifejezéssel a ked-
vezmeényes biztositas arat!

d) Mennyibe keriilne a 4 f8s csalad utasbiztositasa 7 napra a TAJFUN
biztositonal, ha ott naponta egy f6re 437 Ft a dij, és szintén 15%-os
csaladi kedvezménnyel szamolhatnak?

Megoldas

a) A biztositas forintban 1 fére, 1 napra: 450;
1 f6ére, 7 napra: 7 - 450;
4 f6re, 7napra: 4-7-450 = 12600.

Valasz: A csalad utasbiztositasa 7 napra 12 600 Ft-ba keril.

b) A biztositas forintban 1 fére, 1 napra: b;
1 f6re, n napra: n-b;
4 f6re, n napra: 4-n-b.

Valasz: A csalad utasbiztositasa forintban a 4 - n - b algebrai kife-
jezéssel szamolhato.



c) irjuk fel a csaladi biztositast szamokkal és algebrai kifejezéssel!

A biztositas dsszege
A kedvezmény
A fennmaradd dsszeg

szamokkal
12 600
0,15- 12600 = 1890

12600 —1890=10710 4nb —0,6nb = 3,4nb

algebrai kifejezéssel
4nb
0,15-4nb =0,6nb

Vélasz: A kedvezményes biztositas ara 10 710 Ft, algebrai kifeje-
zéssel: 3,4-n-bFt.

d) A TAJFUN biztosit6 ajanlata csak a naponta fizetendd dijban tér el
a TUTI biztosité ajanlatatol, igy az elébb kapott 3,4nb algebrai
kifejezés alapjan szamolhatunk.

Itt n =7 és b = 437, amit behelyettesitve:

3,4nb = 3,4 -7 - 437 = 10 400,6.
Vélasz: A TAJFUN biztositonal 10 400 Ft-ot kell fizetnlink.

3. példa
A 2009 primtényezd@s felbontasa: 2009 = 72 41, ami p2' g alaku,
ahol p és g kulonbdz8 primszamok. Melyik a 2009 utan kovetkezd
elsé ilyen alakd évszam?

Megoldas
irjuk fel a kovetkez6 évszamok primtényezds felbontasat!

2010 =

2-3-5-67,

2011 primszam,;
2012 = 22 . 503, ahol 503 primszam.
Tehat a 2009 utani elsé megfelel6 évszam a 2012.

N

N

4. példa
I:<eressijk meg a két oszlopban az egymassal egyenl§ algebrai kife-
jezéseket!
b) 3%y Il. 100°
c) M. ga(a+b)
e)| 2x(x-x+ 2x) V.

A 4nb - 0,6nb
algebrai kifejezés
tobbtaga, mert

a kivonas az utoljara
elvégzendd mivelet.

Adnb és a 0,6nb
algebrai kifejezések
egynemuek, mert
csak egyiitthato-
jukban kilonboznek,
igy kiildnbségiik
egy(tthatoja

az eqyitthatok
killonbsége.

Ha az algebrai
kifejezésben
szerepl@ betdk
helyébe

az alaphalmazbal
szamokat irunk,
behelyettesitést
veégziink.

pP=p-p

Keressiink hasonld
szabalyossagot

az aktualis
gvszamban,

és talaljuk meg

a kovetkez6
ugyanolyan
tulajdonsagu
gvszamot!
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Osszeg szorzasakor
az 6sszeg minden
tagjat szorozzuk,
majd a szorzatokat
osszeadjuk.

Szorzat osztasakor
csak az egyik
tényez6t osztjuk
az osztoval.

Megoldas
Elészor vizsgaljuk meg, hogy melyik kifejezés esetén tudunk vala-
milyen miveletet elvégezni.

a) A kéttagu dsszegben az egynemd kifejezéseket 6sszevonhatjuk:
2x + 5x =7x;

c) a szorzatot hatvany alakba irhatjuk:
50-0-20=5-2-0-a-a=100

IV. az azonos alapu hatvanyokat 6sszeszorozhatjuk:
3xy-x2=3x-x2-y=3x3-y;
lll. és e) esetén elvégezhetjik a beszorzast:

7

0la+b) =35a(a+b) =35a-a+3,50-b = 3,50° + 3,5ab:

2X(x - X+ 2%) = 2X(X° + 2X) = 2x - X°+ 2x - 2x = 2x° + 4x°.

~

igy az egyenlé algebrai kifejezések a kdvetkezSk:

5. példa N
Végezzlk el az osztasokat!
C1)100~14a; b) 90~6b; C)10c7+14cr; d) 90+6b.
2 3 2 3
Megoldas
5 7
a) M = 70q? vagy M 7002
2 2
1 1
3 2
b) 8a-6b _ 18ab vagy 9 -8b _ 18ab.
3 3
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c) Atort szamlaléjaban dsszevonhatjuk a tagokat:

100 +14a _ 24

2 2

d) Az 6sszeg minden tagjat osztjuk a nevezdével, majd a hanyadoso-
kat 6sszeadjuk:

9 - 12q.

9a+6b_9 .6, _a,40p
3 3 3
6. példa N
Hozzuk egyszer(ibb alakra a kdvetkezd algebrai kifejezéseket!
a)3-(@2x—=1)+@B-x)-5; b)y-y+1)-y-¢-1);
X X X x  x-—1 50-b a-2b
S+ - S - .
937375 Y3t 5 9% 3
Megoldas
a) Végezzik el a beszorzasokat, majd a lehetséges 6sszevonasokat!
3-2x-1)+B8-x:-5=3-2x-83-1+3:-5-x-5= A szorzat eldjelet
a tényezok elGjele
=6x—3+15—-5x=6x—5x—-—3+15=x +12. hatarozza meg.
by -y+1)-y-y-1)=y-y+y - 1-y-y+ty-1= (=) =4y

=V +y-V+y=y¥ -y +y+y=2y.

c) Hozzuk kbzos nevezdre a torteket!
X X _X_ 20x  15x _12x _ 20x +15x —12x _ 23x

3 4 5 60 60 60 60 60

d) Hozzuk kdzds nevezdre a torteket!
L x—=1_ 3x+2-(x—1) _3x+2x—-2 _5x-2

2 3 6 6 6
K6z0s nevezdre hozaskor a szamlaléban levé dsszeget zardjelbe
kell tenni!

e) Hozzuk kdzos nevezdre a torteket, majd végezzik el a lehetséges
Osszevonasokat!

50—b_a—2b:Sa—b_2-(0—2b)=50—b—2-(a—2b)
6 3 6 2-3 6
1
_5a-b-2a+4b _3a+3b_JZ-(a+h)_a+b
6 6 8 2
2
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1. irjuk fel algebrai kifejezéssel! A kapott kifejezések kdzil melyik lesz egytag és melyik
tobbtagu?
a) x és y 6sszegének az 5-szorose;
b) x és y 6tszOrosének a kiildnbsége;
c) az x-nél 7-tel nagyobb szamnak és y-nak a kllénbsége;
d) az x-nél 40%-kal kisebb és y-nal 40%-kal nagyobb szamok szorzata;
e) az x és y 0sszegénél 10%-kal nagyobb szam.

2. Egy repllSjegy ara a Ft, melyhez még b Ft repulétéri illetéket kell fizetnlink.

a) Mennyit kell fizetnlink igy n darab jegyért az illetékkel egyditt?

b) Az lzemanyagarak valtozasa miatt a jegy arat 10%-kal megemelték, az illeték arat
viszont nem valtoztattak. Mennyibe kerdl igy n darab jegy?

c) Mennyivel kell tdbbet fizetniink n db jegyért, ha az eredeti arhoz képest a jegy arat
és az illetéket is 10%-kal emelik?

d) Legalabb 5 jegy vasarlasa esetén k < 5 darab jegyre elengedik az illetéket. Mennyit
kell fizetnink igy az n db jegyért, han > 5?

3. Végezzik el az osztasokat!
a) 6x-410x; b) 6x:10x; c) 9xy-;21xy; d) 9xy;’321xy'

4. Hozzuk egyszer(bb alakra a kévetkezd algebrai kifejezéseket!

a) 4a+ 60— 120+ 7q; b) —5b+3b —9b + 2b;
¢) 11c —3c — 5¢ — 3c; d) —9d + 10d — 5d + 6d.
5. Hozzuk egyszer(bb alakra a kdvetkez8 algebrai kifejezéseket!
Q) 5x—4+2x—7—-6x+9; b) 4 -5y -5+ 2y + 2 —6y;
c)v+2c—3v—1-7v+7; d) 10—-5z+4+4z—-15-2z
6. Végezzlk el a lehetséges 6sszevonasokat!
a) 50+ 3b —4a—4b + 2; b) —3c+2d+3—-5c+2d-9;
Cc) 2e —4f+9—-7e —4f+G; d) -59g —-9h —-6—-7g —8—5h.
7. Végezzik el a lehetséges 6sszevonasokat!
a) 3a+ 2b + (3a — 2b); b) 3a+2b — (3a — 2b);
c) 3a —2b — (3a — 2b); d) —3a—2b— (3a + 2b).
8. Végezzlk el a lehetséges 6sszevonasokat!
a) (2x+5y) + (4x = 3y) — (2x — 3y); b) 2x + (5y — 4x) — (3y — 2x) — 3y;
c) —2x— (5y + 4x) — (By — 2x + 3y); d) 2x — (5y — 4x — 3y) + (2x + 3y).
9. Végezzik el a kijeldlt szorzasokat!
a) 4(a +5); b) 5(2b — 3); c) 2(3—c); d) 4(2 — 3d);
e) —2(2e + 3); f) —=5(3f—2); g) —6(3—-g); h) —3(4 — 2h).

....................... 14



10. VégezzUk el a kijelolt miveleteket, majd hozzuk a kifejezést egyszeribb alakra!

a) 5x+ 1) +3(x—2); b) 6(3—2y)+2(1 —4y);
c) 4Bv—1)+ (3 —4v); d) 2(3z—-2) +3(3 — 22).

11. Végezzik el a kijellt mlveleteket, majd hozzuk a kifejezést egyszerlbb alakral!
a) 3(@x+1)—2-(3x+2); b) 4(1 —4y) —3(1 +y);
c) —2(8v+1)+3-(4—-v); d) —5(2z —-3) — 2(3 — 52).

12. Végezzik el a kijel6lt mdveleteket, majd hozzuk a kifejezést egyszertibb alakral!
a) y(2x = 3) =y + 1); b) 2a(2x + 3y) — a@@x - y);
c) 5x(x — y) — y(@x + y); d) —3b(4b —3a) — 2(ab + 5b?).

13. Mennyi a kdvetkez6 algebrai kifejezések helyettesitési értéke?
1

a) [x=y)— y+x]- 2, hax=0,19;y=z;
b) a(a— b) — b(b - q), ha a=10; b =0,7;
c) a;b+%’ ha a = 20; b = 0,19;
d) 262 = y?) — x(2x+ 1) + x, hax = %;y=—1.

14. Pétoljuk a hianyzé tagokat ugy, hogy az egyenléség két oldalan allé algebrai kifejezé-
sek egyenléek legyenek!

a) 5%y + O = 11x%; b) 5ab— [0+ 3ab = 4ab; ¢) x> —y°+ O =x>—y>;
d) 20— [ = 100; o) X +0=3, ) 2x2y—%yx2—EI=5x2y.

15. Végezzlk el a kdzos nevezdre hozast, és hozzuk egyszerlibb alakra a kovetkezd al-
gebrai kifejezéseket!

X X, y—=1 vy. a+b  a-b
——-= T+ L + ;
0)3 4’ b 4 2’ o 2 2
x+1 x-1 2c+1 2c -1, X—2y 2xX-y
2 _2 . - f -
9 2 2’ ¢ 4 2 "’ ) 3 2

16. Végezzik el a k6zds nevezdre hozast, és hozzuk egyszerlibb alakra a kdvetkezd al-
gebrai kifejezéseket!

0 2+22,; b %20, 0 2+2 13,
d)%+%; e)e—263_1; f)2f5+1_13;f;
g)294+3_392+1; h)3h3+2_5h5+4_

Rejtvény

Nori igy adta meg postacimét dj ismerdsének: Budapesten lakom, a Gyik utcaban. Az iranyitoszam,
a hazszam és az emelet szama is 2 hatvéanya, és dsszegiik 1092. Hogyan cimezze meg a boritékot?







GEOMETRIA

................................................................................................................ .

1. A teriilet

Rakjuk 6ssze

a tangram elemeibdl
az abran lathato
figurakat!

A sik kiilonboz6
alakzatokkal valo
lefedésének nagy

mestere volt

M. C. Escher
(1898-1972)
holland mivész.
Képei ma is
népszertiek

és egyben
elgondolkodtatoak.

.......................

Szamos matematikai jaték alapja az, hogy kilénb6zé alaki sikidomokat
elére megadott szabalyok szerint kell egymashoz illeszteni.

Ezek egyike a tangram, amely az 8si Kinabdl szarmazik. Egy négyzetet da-
raboltak fel 7 sikidomra az abranak megfeleléen.

Az alkotorészek:
- 5 egyenld szar( derékszogli haromszog:
¢ 2 kicsi,
* 1 kbzepes,
* 2 nagy;
- 1 négyzet;
— 1 paralelogramma.

Az interneten keresgetve szamos feladvanyt
talalhatunk ezekkel a sikidomokkal kapcso-
latban.

1. példa N

Vagjuk ki az el6zd abran lathatd sikidomokat egy négyzetbdl, és rak-
junk ki egy téglalapot!

Megoldas

Az eredeti négyzet és a kirakott téglalap terilete megegyezik, hiszen
ugyanazokbdl a sikidomokbol raktuk ki azokat.



Minden sikidomhoz hozzarendelhetlink egy pozitiv szamot a kdvetkezd
tulajdonsagokkal:

1. az egységnyi oldall négyzet (egységnégyzet) terlilete 1 terliletegység;

2. az egybevago sikidomok tertlete egyenld;

3. ha egy sikidomot részekre vagunk szét, akkor a részek terlletének
Osszege egyenld a sikidom terlletével.

Ez a szdm a sikidom ter(lete.

O) o @ ¢ o (3
7N
1cm
A B A B’
T: 1cm2 ABC EAYB’CY T= T1 +T2+T3
)
Tusc = Type
2. példa A

A négyzetracson felrajzoltunk néhany sikidomot. Mekkora ezek ter(-
lete, ha egy racsnégyzet terllete 1 terliletegység?

A) B) C) D)
/ RN,
/ / /
~ AR /
Megoldas

Az egyes terlletek nagysagat darabolas segitségével probaljuk meg-
adni. Erre mutatnak egy-egy példat az alabbi abrak.

A)

T,=4+ 3+ 3 =10 terlletegység

>

B)

Tg =5 -4 =20 terlletegység

A tertilet fogalma

Néhany mértékegység,
mellyel

a teriiletet mérjiik:
1m=azim
oldalhosszlsagu
neégyzet terilete.

1.cm? = 0,0001 m?;
1dm?= 0,01 m2
1ar =100 m%

1ha = 10000 m%

1 km? = 1000 000 m?.

Atdarabolas

Tparalelogramma =a-m,



Téglalappa valo
kiegészités

a+c .

7irape’z = 5

m

e-f
Taeitoid =

C) —
1T, )
N/ 12 ]'l( To =12 + 3 + 4 = 19 terlletegyseg
// */ //
N\
D
) Egészitsuk ki az abrat téglalappa!
A keresett terlletet megkapjuk, ha
a befoglalé téglalap tertiletébdl kivon-
/ juk a cslcsokban talalhaté derékszo-
gl haromszogek terlletét.
34 1.3 23 2-2
T,=6-4- - -~ =
P 2 2 2 2
_pq 12¥3+6+4_ 54 45 5— 11,5 teriletegység.
3. példa N

Allitsuk teruletiik szerint ndvekvd sorrendbe a kdvetkezé sikidomokat!

A)

a=5m
Megoldas
Az elsd sikidom egy haromszdg, amelynek a terllete:
a-m, SRS 2
Ta= 5t == 12,5 (m?)
A masodik esetben egy trapéz terlletét kell meghataroznunk:
_a+c __6+4 _ _ 5
To= 5 M= 3 = 15(m?).
A harmadik esetben egy deltoid teriiletét keressuik:
_e-f _6-4 5
o= =5 ~12(m)
Tehat
To<Ty<Tg



4. példa
Az abran lathaté sikidomokat egy vilagosabb és egy sotétebb szinl
részre osztottuk. Igaz-e, hogy igy a négyszdgek terlletét éppen meg-
feleztik?

GM bm
oldalfelezé pontokat
kotottiink dssze csucsokkal

egy pontot kotottiink 6ssze
a paralelogramma csucsaival

Megoldas

a) Az elsé négyszdg paralelogramma.
Rajzoljunk be a belsd ponton &t az ol-
dalakkal parhuzamos egyeneseket!
Ezek 4 paralelogrammara bontjak
az eredeti paralelogrammat.

A paralelogrammat az atléja egybevagd haromszogekre bontja,
amelyek terllete egyenld. Az egybevagdé haromszogek terlletét
azonos bettvel jeldljik.

A sotet és a vilagos resz terileteis T, + T, + T3 + T,,.
Igy a két rész terlilete egyenlé.
b) Rajzoljuk meg a négyszdg DB atlo-
jat, majd allitsunk merdélegest D-bdl
az AB oldalra! Az igy kapott m, az
ABD, AED és EBD haromszognek is
magassaga. A

DY w |

My . az EBDA terllete EBém1 .

Az AEDA terilete

Mivel E felez8pont, ezért AE = EB, igy a két haromszog terllete
egyenld. Jeldljuk ezt T,-gyel!

Az el6bbihez hasonldan allitsunk merdlegest B-bSl DC egyenesere
is! Igy megkapjuk m,-t.

A DFBA terllete BiF - it , az FCBA teriilete FC - m, _

DF = FC, igy a ket haromszdg terilete egyenld. Jel6ljik ezt T,-vel!

A sotét rész terllete T, + T, a vilagos rész terllete szinten T, + T,
tehat a két terulet egyenld.

A sotét rész terlilete az a) és b) esetben is fele a négyszog terile-
tének.

Osi teriiletmérték
a katasztralis hold.

Eredetileg az egy
ekével egy nap alatt
felszantott teriilet
nagysaga volt.

Ennek 1600-ad része
a négyszogol.

1 katasztralis hold =
1600 négyszogol =
5755 m® = 57,55 4r.



Feladatok

1. Hatarozzuk meg az abran lathatd haromszogek terlletét! A b) és c) esetben hatarozzuk
meg a haromszdg mindharom magassagat!

a) c b)

c=10cm

my=5cm

N _

A c=8cm B A b=8cm C A c=6cm B

2. Hatarozzuk meg az alabbi négyszogek terlletét!
2cm b)

3cm c)
5cm
4 \
3cm om ’
a B
6cm

3. Egy haromszdg két oldalanak hossza a=6cm, b =7 cm, az a oldalhoz tartoz6 magas-
saga m, = 5 cm. Mekkora a b oldalhoz tartoz6 magassaga?

a)

4cm

4. Egy végzds nyolcadikos osztaly tablét készit. Két terv kdzul kell valasztaniuk. Melyik
tablénak nagyobb a terllete?

-------------------- 12m

1,6m < >

1,2m

5. Egy haromszog egyik csucsan at szerkesszlink olyan
egyenest, amely felezi a haromszog terlletét! (=)

6. Egy négyszdgben az abranak megfeleléen 6sszeko-
tottlk az oldalfelezd pontokat. A sotétebb részek teri-
letének Osszege 10 cm?. Mekkora a négyszog terl-
lete? (=)




7. Egy négyzet oldalainak hossza 1 m. Mekkora a sététebb
haromszog terllete, ha a P negyedeli, a Q és R pontok
pedig felezik a megfeleld oldalakat? (=)

8. Egy téglalap egyik oldala 3 cm-rel nagyobb, mint a masik.
Mindkét oldalt 2 cm-rel névelve a teriilet 26 cm>rel névek-
szik. Mekkorak az eredeti téglalap oldalai?

9. Egy haromszo6g oldalait az dbranak megfeleléen meg-
hosszabbitottuk az oldal hosszaval, majd a végpontokat
Osszekotottik. Hanyszorosa az igy kapott haromszog te-
rilete az eredeti haromszdg terlletének? (=)

10. Egy négyzet atléjanak hossza 1 dm. Hany cm? a négyzet
tertlete?

11. A tangram jaték darabjait egy 10 cm oldalhosszUsagu
négyzetbdl vagtuk ki. Hatarozzuk meg az egyes darabok H /
terlletét, ha F az AB, la BC, Haz AC, F az AH, G az El és J
a HC szakasz felez8pontja! (=)

12. Az ABC haromszodg oldalait az abran lathaté médon meghosszabbitjuk, és az igy ka-
pott pontokat 6sszekotjlik. Hanyszorosa az ABC haromszdg terlletének az EFG harom-
sz6g terulete? G
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Toltsiik ki az abrat egyjegyii pozitiv szamokkal a kovetkezé szabalyok szerint! 2
Egy-egy dsszefiiggd teriilet pontosan annyi négyzetbdl all, amennyi a benne 113 3 2
elhelyezkedd szamok értéke. Az dsszefiiggd teriiletekben a négyzetek csakis II
oldalukkal csatlakozhatnak egymashoz, az azonos nagysagu teriiletek pedig
legfeljebb cstcsaikkal érintkezhetnek egymassal. |T 2
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1 Fuggvenvek linearis fliggvenyek

Fliggvény:

az alaphalmaz
minden eleméhez

a képhalmaznak
pontosan egy elemét
rendeli hozza.

|

értelmezési érték-
tartomany készlet

értékkészlet <

értelmezési tartomény X

¥ magassag (m)

fdvolsag Em}

x

Béla locsolja a kertjét. Az abran a locsol6cs6bdl tavozd viz Gtja lathato.
Az x tengelyen a locsolétél mért tavolsagot, az y tengelyen pedig a fold
szintjétél mért magassagot adjuk meg méterben.

A kapott gérbe egy figgvény grafikonja, hiszen minden tavolsaghoz pon-
tosan egy magassagérték tartozik.

1. példa N

Vélaszoljunk a kovetkezd kérdésekre a fenti grafikon segitségével!

a) Milyen magasan indul a viz a locsol6cs6bé1?

b) Milyen magasra emelkedik a vizsugar?

c) Béla helyétdl hany méter tavolsagban ér foldet a vizsugar?

d) Hatarozzuk meg a grafikonon lathaté fliggvény értelmezési tarto-
manyat és értékkészletét!

Megoldas

a) A grafikon kezd8pontja a (0; 1) pont, vagyis a locsol6csé szajabol
1 méter magasan folyik ki a viz.

b) A grafikon ,legfelsé” pontja az (1,75; 2,5) pont, azaz a vizsugar
2,5 méter magasra emelkedik.

c) Amikor ,foldet ér” a vizsugar, akkor a foldt6l mért tavolsag, azaz

a masodik koordinata 0. A grafikonrdl leolvashatd, hogy ez Béla
helyétdl 4 méter tavolsagra kdvetkezik be.

d) Az értelmezési tartomany a 0 és 4 kdzé esd valds szamok halma-
za, a 0-t és a 4-et is beleértve.

Az értékkészlet a 0 és 2,5 kdzé esd valds szamok halmaza, a 0-t
és a 2,5-et is beleértve.

A flggvényeket altalaban a valés szamok (R) halmazan, vagy annak vala-
mely részhalmazan értelmezzik.



2. példa
Egy kisérlet soran megmérték a levegé hémérsékletét egy adott idé-
pontban, kllénb6z8 tengerszint feletti magassagokban. Az eredmé-
nyeket a kdvetkezd tablazatban foglaltak dssze:

x  Tengerszint feletti magassag (km) 0 1 4 6
y  Homérséklet (°C) 20 10 -20 —40

a) Abrazoljuk grafikonon a fenti adatokat!

b) Kossuk dssze a kapott pontokat! Mit tapasztalunk?

c) Adjuk meg, hany Celsius-fok van 10 km magasan, ha a h6mér-
séklet az eddigi szabalyossag szerint valtozik!

d) Adjuk meg, hogy milyen magassagban éri el a levegé hémérsék-
lete a fagypontot!

e) Hatarozzuk meg a fliggvény meredekségét!

f) irjuk le a hozzarendelés szabalyat, és azt, hogy a grafikon hol met- tengelymetszetek
szi a tengelyeket!
Megoldas
9, b),
30+ 30+
20 20
10 +-@ 10+
_10 34567 _10 7 10 x
-20 -20
—30 —30
—40 —-40
—50 -50
-60 -60
-70 =70
—80 —80 f
-90 -90
b) A kapott pontokat dsszekotve észrevehetjik, hogy ezek egy egye- Linedris fiiggvény:

nesre illeszkednek.
Ez azt jelenti, hogy ez egy linearis fliiggvény grafikonja.

c) A grafikonrdl leolvashato, hogy ha x = 10, akkor f(x) = —80, tehat
10 km magassagban —80 °C van.

a grafikonja egyenes.

A fliggvény
grafikonja ott metszi
az x tengelyt, ahol

d) Azt az x értéket keressuk, ahol f(x) = 0. Ez a hely az x = 2, tehat a filggvény értéke 0.
a fagypontot, azaz a 0 °C-ot 2 km magassagban érjlk el. f)=0=x="?
e) A szintkiildbnbség 1 km-es ndvekedése esetén 10 °C-ot csdkken Ez a fggvény
s s . N . z zérushelye.
a hémerséklet, vagyis a fuggvény meredeksege —10.
f) f: {nemnegativ valés szamok} — R, x— —10x + 20. A fiiggvény
Az x tengelyt a (2; 0) pontban (vagyis az x = 2-nél) metszi, g%ﬁg%%g&eésﬁglt;en
az y tengelyt a (0; 20) pontban (azaz az y = 20-nal) metszi a fligg- felvett értéke.
vény grafikonja. f(0) =2




Hasznalatos
jelolések:
'R—R;
X—=>ax+b
fx) =ax+b
y=ax+b

/

mere-  y tengely-
dekség  metszet

Linearis fliggvények
esetén a grafikon-
készités modijai:

1. az abrazolt pontok
Osszekotesével
(elegendd két pont
(Osszekotése)

2. az y tengellyel
alkotott (0; b)
metszéspontbol
indulva

az a meredekség
felnasznalasaval

gx)=0-x+3,
a fliggvény
meredeksége 0.

Az f: x> ax + b alaku fuggvények linearis figgvények, mivel grafikonjuk
egyenes. Az egyenes meredekségét az a valés szam adja meg, az y ten-
gelymetszetet pedig a b.

3. példa N
Abrazoljuk a kdvetkezd linearis fliggvények grafikonjat derékszogt
koordinata-rendszerben!

Q) fZIR—)]R,XH%X—Z;
b) gR >R, x> 3;
c) h: {olyan x valés szamok, melyekre —1 <x<4} 5> R, x+> 2 — Xx.

Megoldas
a) 1. médszer: Ertéktablazat segitségével

X -2 -1 0 1 2 3
f(x) -3 -2,5 -2 =13 —1 —0,5

w
w

2. modszer: A hozzarendelési szabaly segitségével

Az f(x) = %x — 2 hozzarendelési

szabalybdl leolvashatjuk, hogy

PO
az egyenes meredeksége 5 es

az y tengelyt a (0; —2) pontban 11 = *
metszi. Tovabbi pontokat ugy o
kapunk, hogy a meredekség-
nek megfeleléen 2-t jobbra, 1-et
felfelé lépegetlink.

b) A g(x) =3 fluggveny allando
(konstans), hiszen mindenatt
ugyanazt az értéket veszi fel. 2l
Az ilyen fliggvények grafikonja- ,
nak pontjai az x tengellyel par- L
huzamos egyenesre illeszked- -2 - 12 4 x
nek.




c) A h(x) = 2 — x hozzarendelési

szabaly atirhaté h(x) = —x + 2 3
alakba. Ebbdl latszik, hogy 3
a=—-1ésb=2 1

Mivel ennek a flggvénynek az
értelmezési tartomanya a valos —14
szamoknak egy részhalmaza
(—1<x<4), ezért a grafikon az
egyenesnek egy része.

Fliggvények a hétkéznapokban
Jelenet a Szeged — Budapest intercity vonaton:

Az egyik utas felriad a szunydkalasabdl, és ijedten veszi észre, hogy a vonat lassit.
A maésik utashoz fordul:
— EInézést, ez mar Kecskemét?
A masik utas, aki éppen egy konyvet olvas, az érajara pillant, és azt mondja:
— 9 6ra 25 perc van.
Erre az els6 utas megnyugodva visszalil.

Ha a vonat menetrend szerint halad, akkor az id6pont egyértelmlien meghatarozza
a helyét. A menetrend a vonat ut-id6 fliggvénye.

it (km)
Cegléd
100 Nagykéros
Kecskemét
y -
KiS"unféIegyha'za/
iz oo s oo =

|

Kistelek__~ :

Szatymaz I

) i
Szeged 1 i _
08:44 09:00 09:15 09:30 09:45 10:00 10:15 10:30  id6 (6ra)

Természetesen a valdésagban lejatszodd eseményeknél adddhat eltérés az elméleti
értékhez képest, a kilénbdzd napokon induld vonat helye 9 éra 25 perckor kismér-
tékben kulonbdzhet egymastdl és a menetrendben meghatarozott értékektdl.

A tudomanyok legérdekesebb feladatai kdzé tartozik a természet térvényeinek felis-
merése, vagyis annak ,kideritése”, hogy bizonyos folyamatokban melyik mennyiség
melyiktdl fligg (és melyikt6l nem), és hogyan.

Még ha nem is gondolunk ra, a fliggvények egész életlinket athatjak. A farol lehulld
alma esését és a bolygok Nap koriili mozgasat ugyanaz a gravitacios erétérvény ha-
tarozza meg. Az ezt leird figgvény ismerete nélkil nem léphetett volna az ember
a Holdra, és nem lennének tévémdsort kdzvetitd vagy meteorologiai miiholdak sem.

—-1-x+2

hix) =

A e jeldlés

azt jelenti, hogy

a pont hozzatartozik
a grafikonhoz.

Ha a pont

nem tartozna

a grafikonhoz,
akkor a o jelolést
hasznalnank.

Cegléd

1012 10:13

A vonat a menetrend
szerint az dllomason
rovid idére megall.




FUGGVENYEK, SOROZATOK

1. Véalasszuk ki, hogy melyik grafikon abrazol figgvényt! Valasztasunkat indokoljuk!
0) , b) c) ,

/o
4 |

>

>

e ‘ Vo

2. Soroljuk fel, hogy az adott pontok az
fFR—>R, x—>2x—-20; g:R—>R, Xt X2 — 1; h:R - R, x— 3 flggvények
kozul melyiknek a grafikonjara illeszkednek! (Egy pont tobb fliggvényhez is tartozhat!)
a) P(0; 3); b) Q(2; 3); ¢) R(—=2;3); d) S(=1;-1); e T(59).

3. Vizsgaljuk meg, melyik hozzarendelési szabaly alapjan toltottik ki az értéktablazatokat,
majd nézzik meg, hogy a megadott pontok melyik grafikonra illeszkednek!

fR >R, x> 3—4x; gZ]R%]R,Xl—)%—Z;
h:]R—)]R,x»—>x2—4x+3; KR->R, x> |[x—2| 1.
e —2 -1 o 1 2 | 2[x -2 -1 o 1 2
y —-25 -3 — -1 -15 y 15 8 3 0 -1
STx —2 -1 o 1 2 | [x —2 -1 o 1 2
y 8 2 1 0 —1 y 11 7 8 —1 -5
A Ay B) ,
2 2\
\
, \ .
_ -4 -3 - - > 4 X
= = = 4 X - I ——
§ \
§




//

n
—
n

4. Abrazoljuk (ha tudjuk, értéktablazat nélkiil) a kdvetkezd linearis fiiggvényeket!

R—>R, x—2x—4; gR—=>R, x> —x+3;
h: R >R, x+ 3x + 6; kR—>R, x— 4 — 3x.

5. Hatarozzuk meg a grafikonokon lathaté linearis fliggvények meredekségét, tengely-
metszeteit €s hozzarendelési szabalyat!

a) , b) ,

n
n

n

w
w

C) y d) y

N
w

n

w
N

6. Egy derékszdgl haromszdg egyik hegyesszdgét («) valtoztatjuk. Hogyan valtozik
ennek flggvényében a méasik hegyesszog (3)?

a) Toltslk ki a tablazatot!
x  Egyik hegyesszog (o) 20° 45° 60°
y  Masik hegyesszog (3) 80° 22,5°

b) Mi a hozzarendelés szabalya?

c) Hatarozzuk meg a fliggvény értelmezési tartomanyat és értékkészletét!
d) Készitsik el a grafikonjat!



FUGGVENYEK, SOROZATOK

*1. A medfigyelések szerint az, hogy egy tlicsék mennyire intenziven ciripel, a h6mérsék-
lettdl figg. Egy atlagos tlicsok 20 °C-on 115-6t, 25 °C-on viszont mar 145-6t ciripel egy
perc alatt. Jel6ljuk T-vel a °C-ban megadott hémérseékletet, N(T)-vel pedig a percen-
kénti ciripelések szamat T hémérsékleten. (15 °C alatt nem ciripel a tlicsok, 45 °C felett
pedig nem marad életben.)

a) Egészitsiik ki a tablazatot, ha tudjuk, hogy N(T) linearis figgvény!

T (°C) 15 20 25 30 85 40 45
cirip
N(T) (pem 115 145

b) Készitstk el a fliggvény grafikonjat megfeleld beosztasu koordinata-rendszerben!
c) Hatarozzuk meg a fliggvény meredekségét!
d) Mennyit ciripel egy tlicsdk egy perc alatt, ha a h6mérséklet 26 °C?

e) Tervezziink ,tlicsokhémérét”! Hogyan lehetne ezt az dsszefliggést arra hasznalni,
hogy a tlicsok ciripelésébdl meghatarozzuk, hany Celsius-fok van?

*8. Egy mézeskalacsarus hosszU évek tapasztalata alapjan tudja, hogy ha a brisszeli va-
sarban x eurét kér a mézeskalacs darabjaért, akkor 6sszesen f(x) = 40 — 2x darab mé-

zeskalacsot tud eladni egy nap alatt.

a) Abrazoljuk a fliggvény grafikonjat megfelel beosz-
tasu koordinata-rendszerben! Figyeljink, hogy sem
az ar, sem az eladott darabszam nem lehet negativ!

b) Hol metszi a fliggvény az x tengelyt? Mit jelent ez?
c) Hol metszi a figgvény az y tengelyt? Mit jelent ez?
d) Mennyi a fliggvény meredeksége? Ertelmezziik!

e) Mi a flggvény értékkészlete és értelmezési
tartomanya?

*9. A h6mérsékletet Celsius-fokban (°C) és Fahrenheit-fokban (°F) is mérik. Ha C Celsius-
fok van, akkor a Fahrenheit-fokban mért hémérsékletet az F(C) = 1,8C + 32 képlet
adja meg.

a) Abrazoljuk az F(C) fliggvényt egy olyan derékszogi koordinata-rendszerben, ahol
a vizszintes tengely a C, a fliiggdleges az F.

b) Hany °F-on fagy meg a viz, és hany fokon forr fel?

c) Fejezzlk ki a 10 °F hdmérsékletet Celsius-fokban!

f(x,

n
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Balazs grafikus szamoldgépével abrazolta az f(x) = S -4 - > 4
fiiggvény grafikonjat, és a kovetkezét latta. 1000

Balazs szerint ez nyilvanval6an egy linearis fiiggvény grafikonja.
Igaza van Balazsnak? Indokoljunk! 4

>

n




