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012. december 19-én, életének 84. évé-
ben elhunyt Pálmay Lóránt, a magyaror-
szági matematikatanítás egyik legmeghatá-

rozóbb alakja.
Pálmay Lóránt 1929-ben született Buda-

pesten, 1952-ben végzett az ELTE TTK mate-
matika-fizika szakán. Az ELTE TTK Geometria
Tanszékének oktatója volt 1952-tõl 1976-ig, de
óraadóként élete végéig tanított az egyetemen.
1976-tól 1999-ig, hivatalos nyugdíjba vonulá-
sáig a Fõvárosi Pedagógiai Intézetben volt ve-
zetõ szaktanácsadó. Egyetemi oktató munkája
mellett 21 évig tanított a budapesti Szent László
Gimnáziumban. Egyetemi jegyzetek, kiváló kö-
zépiskolai tankönyvek és feladatgyûjtemények
szerzõje és társszerzõje volt. Emellett számos
módszertani jellegû cikket, tanulmányt, tovább-

képzési anyagot publikált. Az FPI munkatársa-
ként õ fogta össze és koordinálta a fõvárosi
speciális matematika tagozatos osztályokban
tanító tanárok munkáját. Évtizedeken keresztül
õ készítette a speciális matematikai osztályok
számára a felvételi feladatsorozatokat, majd az
ezt váltó tehetséggondozó verseny feladatsorait.
Tagja volt többek között az OKTV és a Kür-
schák József Matematikai Tanulóverseny fel-
adatait kitûzõ bizottságnak. Az elmúlt 22 évben
több alkalommal is õ vezette a NAT és az aktu-
ális kerettantervek matematika részét összeállító
bizottságokat. Tevékenységét számos díjjal és
kitüntetéssel ismerték el, amelyekbõl néhány
a teljesség igénye nélkül: Beke Manó Emlékdíj
I. és II. fokozata, Apáczai Csere János-díj (1993),
Rátz Tanár Úr Életmûdíj (2002).

Pálmay Tanár Úrtól két, a 2013. január 9-i
temetésen elhangzott nekrológ teljes közlésével
búcsúzunk.

Jóságos, érdeklõdõ, bölcs, mindig szembe-
nézõ tekintet, jelentõségteljesen felemelt muta-
tóujj, amely nyomatékosítja a csendesen el-
mondott, okos szavakat.

Gyöngybetûvel írt jegyzetek óralátogatások-
ról, elõadásokról.

Pontosság és rendszeresség idõben és mun-
kában, tájékozottság, szorgalom, igényesség az
alkotásban.

Felelõsség a szakmáért, mindazokért és mind-
azért, akikkel és amivel munkája kapcsolatba
hozta.

Egyedülálló memória, amely minden tanít-
ványt, kollégát, a matematikatanítás szem-
pontjából fontos eseményt egész életén át meg-
õrzött.

Pálmay Lóránt (1929—2012)
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Segítség mindig, mindenkinek, mindenben,
aki hozzá fordult, aki megbízott benne.

Soha el nem felejtett névnapi jókívánságok.
Mindezek tovább élnek bennünk. Pálmay

Lóránt nyomot hagyott a világban. Már nem
gazdagítja tovább életmûvét, de amit tett dolgos
életében, az beépült, gyökeret vert azokban,
akik kapcsolatban voltak vele.

Búcsúznak azok a matematikatanárok, akik
Lóránttól tanulták a matematika speciális terü-
leteit, a módszertant, a pedagógus hivatás meg-
annyi fortélyát, de mindenekelõtt emberi tisz-
tességet, a tanítványokért és a matematika tu-
dományért érzett felelõsséget.

Búcsúzik a Fazekas matematika munkakö-
zössége, és mindazok a pedagógusok, akiknek
lehetõségük volt vele dolgozni. A Fazekasba
mindig barátként, kollégaként jött, akkor is, ami-
kor az iskola és az Intézet szétvált, akkor is,
amikor már — papíron — nyugdíjas volt, de min-
den olyan feladatot tovább végzett, amellyel
segíthetett bennünket. Matematikatanárok ezrei
részesültek szakmai — módszertani tudásából,
kaptak segítséget tõle továbbképzéseken, egyé-
ni konzultációk alkalmával. A módszertan
egyedülálló szaktekintélye volt. Hozzá hasonlót
nem ismer a szakma. Tiszteltük, tiszteljük, bíz-
tunk benne, tanultunk tõle, életkorunktól és
életkorától függetlenül. A speciális matematika
tagozat ügyét sajátjának tekintette. A tehetség-
gondozás elmélete és gyakorlata életmûvének
jelentõs összetevõje. A Fazekas matematika
munkaközössége úgy döntött (egyetértésben az
ország többi speciális matematika tagozatot
mûködtetõ iskolájával), kezdeményezi, hogy az
eddig Bolyai versenyként ismert, a speciális
matematika tagozatosok számára szervezett
tehetségkutató verseny a következõ tanévtõl
Pálmay Lóránt nevét viselje.

Búcsúzom a magam nevében. Lóránt az
egyetemen tanárom volt, figyelemmel kísérte
a munkámat elsõ munkahelyemen, majd õ hí-

vott a Fazekasba, beavatott a módszertani to-
vábbképzés rejtelmeibe, számos lehetõséget te-
remtett arra, hogy kibontakozhassak, végig ma-
gamon éreztem figyelõ, vigyázó tekintetét. A be-
mutató órákat, vagy a továbbképzésen elhang-
zott elõadásokat követõ elemzései, értékelése,
tanácsai örök érvényû tanulságul szolgálnak,
biztonságérzetet adnak.

Pálmay Lóránt eredendõ jóságával, jóhi-
szemûségével, jóindulatával, segítõkészségével
jobbá tette maga körül a világot, az embereket.
Köszönjük a sorsnak, hogy a kollégái, tanítvá-
nyai, barátai lehettünk. Életmûve tovább él.

Nyugodjék békében.
Hámori Veronika

igazgató

Tisztelt Gyászolók, kedves Tanár Úr, drága
Lóránt!

A valamikor volt FPI-s kollegáknak és
mindazoknak a nevében szólok, akiknek — hoz-
zád hasonlóan — nagyon fontos a magyar ma-
tematikai nevelés ügye. Sok-sok tanító, tanár,
szaktanácsadó és egyetemi oktató kollega bú-
csúját próbálom megfogalmazni.

Shakespeare azt mondatja Antoniusszal
Julius Caesar temetésén, hogy ...„temetni jöt-
tem Caesart, nem dicsérni” — én ennek az el-
lenkezõjére törekszem. A búcsú pillanataiban
szeretném felidézni Pálmay tanár úr alakját, te-
hát dicsérni fogom szeretettel, barátsággal.

Drága Lóránt! Amikor a halálhíred utáni
dermedt szomorúság valamelyest felengedett,
nagyon sokat beszélgettünk arról, kinek mi ju-
tott leghamarabb eszébe Veled kapcsolatban.
Ezekbõl a beszélgetésekbõl fogok majdnem szó
szerint idézni mondatokat, amelyek megpró-
bálják visszaadni azt, amit nekünk jelentettél,
jelentesz. Következzenek tehát a mondatok!

„A magyar matematikatanítás egyik, talán
utolsó nagy mogulja volt.”
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„Mindig szelíden, de megingathatatlanul
képviselte a matematikatanítással kapcsolatos
álláspontját.”

„Az egyik legjobb és legtisztább ember, akit
valaha ismertem.”

„Nagyon sokat tanultam tõle geometriából,
de azt, hogy észrevette, hogy segítségre szoru-
lok és vállalta, hogy felnõtté és értelmiségivé
válásomban emberileg a támaszom legyen, so-
ha nem tudtam eléggé meghálálni.”

„Nagyon jó társ volt a magyar és a mate-
matika megbonthatatlan barátságának kiépíté-
sében és ápolásában.”

„Amikor látogatta az órámat, a kritikai meg-
jegyzéseket is úgy fogalmazta meg, hogy abból
megbecsülés áradt és szinte dicséretnek tudtam
érezni.”

„Az elmúlt évtizedekben nem volt olyan
fontos eseménye a matematikatanításnak, ami-
ben nem volt aktív résztvevõ. Lehetett ez NAT,
tanterv, bizottsági munka, vagy módszertani kí-
sérlet.”

„A versenyekre javasolt szép feladatainak
a megoldása, a dolgozatjavításai szinte hihetet-
len precizitással, gondossággal készültek. Min-
denben a pontosság mintaképe volt.”

„Szerintem soha nem mondott senkirõl se
rosszat, mindenkiben — tanítványban, kollegá-
ban, szinte bárki idegenben — a jót látta, és ezzel
egy kicsit tényleg jobbá lett mindenki a közelé-
ben.”

„Érdekes, szép elõadásokat, továbbképzé-
seket hallottam tõle; a matematika, a diákok és
a tanárok szeretete hatotta át a szavait.”

„Felnõtt koromban arra törekedtem, hogy
olyan légkörû családom legyen, amilyennek
a történetek alapján a Pálmay családot elkép-
zeltem.”

„Ha bármilyen szakmai feladatot kaptam,
amikor megbeszélhettem az ötleteimet a Tanár
úrral, már biztonságban éreztem magam.”

A felsorolásban utolsónak a saját gondola-
tomat mondom el: „Nagyon jó dolog volt a ta-
nítványodnak, a beosztottadnak, végül felkéré-
sedre, biztatásodra a fõnöködnek lennem, de
a legnagyobb értéknek azt érzem, hogy a ba-
rátod lehettem.”

Az elõbbi mondatokból — mint egy kalei-
doszkóp darabkáiból — egy beteljesedett, érté-
kes életpálya és egy nagyszerû ember arca
rajzolódik ki. Remélem, az idézett mondatok
között mindenki megtalálta a saját Pálmay
Lórántját.

Drága Lóránt!

A biztonságérzet, amit tudásoddal, ember-
ségeddel nyújtottál, új formában fog továbbél-
ni: egymásnak tesszük fel a kérdéseinket, és
megbeszéljük, mit mondott volna errõl Pálmay
Lóránt. Így maradsz köztünk, élsz bennünk,
velünk továbbra is.

Ezért arra biztatok minden jelenlevõt, hogy
a szomorúság mellett csináljon helyet a szívé-
ben az örömnek is. Örüljünk annak, hogy
Pálmay Lóránt része volt az életünknek, tanul-
hattunk Tõle, dolgozhattunk Vele, a barátai le-
hettünk, és így mi is részeseivé váltunk az Õ
szakmai és privát életének. Köszönjük mindezt
neked, drága Lóránt! Nyugodj békében!

Somfai Zsuzsa
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Kivonat

A dolgozatban megmutatjuk, hogy a közönsé-
ges Pitagorasz-tételnek van egy úgynevezett tri-
gonometriai alakja is, amelyiknek megvan a tér-
beli analógja is a derékszögû tetraéderben, ezt
bizonyítjuk is. Továbbá belátjuk, hogy a pitago-
raszi tételcsoportban szereplõ magasságtételnek
is van térbeli analógja a derékszögû tetraéder-
ben, ezt is bizonyítjuk. Ezek után a közismert,
általánosított Pitagorasz-tételt (az úgynevezett
koszinusztételt) is kiterjeszthetjük analógiával az
általános tetraéderben is. Mindezek bemutatása
a sík- és a térmértan analóg fogalmaival és
analóg bizonyítási eljárásaival történik.

Abstract

In the following paper we are going to point out
that the well-known Pythagorean theorem has
a so called trigonometric form too, which has its
spatial analog also, and we are going to prove it
in the rectangular tetrahedron. Furthermore we
can see that the altitude theorem which appears
in the Pythagorean group of theorems also has
its spatial analog and it will also be proved in
the rectangular tetrahedron. After that the well-
known generalized Pythagorean theorem, (the
so called cosine theorem) with analogy can be
extended to the general tetrahedron too. The
presentation of all these things will be done
with the analog concepts of the plane and
space geometry and with analog methods.

*     *     *

z [1]-ben a következõkrõl olvashatunk:
Ha ABCD egy D-ben derékszögû tetraé-
der, és az oldallapok területei tA = t(BCD),

tB = t(DAC), tC = t(ABD), tD = t(ABC), akkor ér-

vényes a  2 2 2 2 ,D A B Ct t t t= + +  ami nem más, mint

a Pitagorasz-tételnek a térbeli analógja a derék-
szögû tetraéder esetén. Ezt elõször  Jean Paul
de Gua de Malves bizonyította 1783-ban, így
a Gua-féle tételnek nevezik (v.ö. [2]). Ezt sze-
retnénk más szemszögbõl is megvilágítani.
A továbbiakban legyenek rendre a, b, c egy
ABC háromszög megfelelõ oldalainak a hossza,
A, B, C a megfelelõ szögeinek a mértékszáma,

90A = °  és x valamelyik hegyesszögének a mér-
tékszáma. Ekkor:

1. Tétel: A következõ három kijelentés
egyenértékû:

a) a2 = b2 + c2

b) sin2x + cos2x = 1
c) cos2B + cos2C = 1.

Bizonyítás:
C

B
x

A c

b
a

1. ábra

Tuzson Zoltán

A pitagoraszi tételcsoport analógja,
és általánosításának az analógja
a tetraéderben

A
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A bizonyítás azonnali, mert b2 + c2 = a2 ¤
2 2

1
b c
a a
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ¤ sin2x + cos2x = 1.

Továbbá ha x Œ{B, C}, akkor, mivel
sinB = cosC, illetve sinC = cosB, ezért
sin2x + cos2x = 1 ¤ cos2B + cos2C = 1.

Most bizonyítani fogjuk, hogy az 1. Tétel c)
formájának is van analógja a tetraéderben.

2. Tétel: Egy ABCD, D-ben derékszögû tet-
raéderben igaz, hogy:

2 2 2cos cos cos 1,AB BC CA+ + =

ahol XY  az XY élhez tartozó tetraéderbeli lap-
szög mértékét jelöli.

Bizonyítás: Az 1. ábra jelöléseit használva felír-

ható, hogy 
2 2

sin
b b

x
a b c

= =
+

 (i), valamint

2 2
cos

c c
x

a b c
= =

+
 (ii). Ha sin2x + cos2x = 1

a Pitagorasz-tétel egy más alakja, és a Pitagorasz-
tétel analógja érvényes a derékszögû tetraéder-
ben is, akkor mi lenne ennek a formulának az ana-
lógja a derékszögû tetraéderben? Szem elõtt tart-
va az (i), (ii) összefüggéseket és a 2 2 2 2

D A B Ct t t t= + +
analóg Pitagorasz-tételt, ésszerûnek tûnik, hogy
definiáljuk a következõ törteket:

2 2 2
( ) ,A

A B C

t
a t

t t t
=

+ +
 

2 2 2
( ) ,B

A B C

t
b t

t t t
=

+ +

2 2 2
( ) .C

A B C

t
c t

t t t
=

+ +
Az analóg Pitagorasz-tétel értelmében nyilván-
való, hogy a2(t) + b2(t) + c2(t) = 1.
Nézzük csak most az a(t), b(t), c(t) jelentéseit.

A

z

yx

c

b a

F B

C

D E

2. ábra

A 2. ábrát követve felírható, hogy

cos
DF

AB
CF

=  ahol 
2 2

xy
DF

x y
=

+
 és

2 2 2 2 2 2

2 2

x y y z z x
CF

x y

+ +=
+

, és ezek szerint

 
2 2 2 2 2 2

cos
xy

AB
x y y z z x

= =
+ +

2 2 2
( ).C

A B C

t
c t

t t t
= =

+ +

Teljesen hasonlóan kapjuk, hogy

2 2 2
( ) cos ,B

A B C

t
b t CA

t t t
= =

+ +

és

2 2 2
( ) cos .A

A B C

t
a t BC

t t t
= =

+ +

Ezek alapján tehát az analóg Pitagorasz-tétel
trigonometriai alakja a következõ:

2 2 2cos cos cos 1.AB BC CA+ + =

Ugyancsak az [1]-ben olvashatunk a magas-
ságtétel analógjáról is, de azt is olvashatjuk,
hogy az analóg forma csak speciális derékszögû
tetraéderben teljesül.
A továbbiakban a magasságtétel egy ekvivalens
alakjának az analógját keressük meg és igazol-
juk, hogy ez minden derékszögû tetraéderben
igaz.

3. Tétel: A következõ három kijelentés
egyenértékû:

a) m2 = p ◊ q

b)
b c

m
a
⋅=

c) 2 2 2
1 1 1
b c m

+ =

ahol m az A-ból húzott magasság, p a c befogó
vetülete az a átfogóra, q pedig a b befogó ve-
tülete az a átfogóra.
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Bizonyítás:

m2 = p ◊ q ¤ 
2 2

2 b c
m

a a
= ⋅  ¤ .

b c
m

a
⋅=

Továbbá

b c
m

a
⋅=  ¤  

2

2 2 2
1a

b c m
=

⋅
 ¤

 
2 2

2 2 2
1b c

b c m
+ =
⋅

 ¤ 2 2 2
1 1 1

.
b c m

+ =

A továbbiakban igazoljuk, hogy a 3. Tétel c)
formájának is van analógja a tetraéderben.

4. Tétel: Egy ABCD, D-ben derékszögû tet-

raéderben igaz, hogy: 2 2 2 2
1 1 1 1

,
a b c m

+ + =

ahol a = AD, b = BD, c = CD és m a D pont tá-
volsága az ABC síktól.

Bizonyítás:

A

b

c

m
B

C

D

E

T

a

3. ábra

Az ábra jelöléseit követve, mivel DT ^ AB,
CD ^ AB, ezért DE ^ AB. Ha a síkbeli analóg
tételt (3. Tétel c)) alkalmazzuk az ABD és ECD
derékszögû háromszögekre, akkor felírható,

hogy: 2 2 2
1 1 1
a b DE

+ =  és 2 2 2
1 1 1

,
DE c m

+ =

ahonnan kiküszöbölve az 2
1

DE
-et, éppen

2 2 2 2
1 1 1 1
a b c m

+ + =  adódik.

Következzen most a Pitagorasz-tétel általánosí-
tása, és ennek analógja az általános  tetraéder-
ben.
A Pitagorasz-tétel általánosítása nem derékszö-
gû háromszögekre a következõ: ha az ABC ál-
talános háromszög megfelelõ oldalainak a hosz-
szát a, b, illetve c-vel, a megfelelõ szögeinek a
mértékét A, B, C-vel jelöljük, akkor igaz, hogy:

a2 = b2 + c2 - 2 ◊ b ◊ c ◊ cosA (1’)
b2 = c2 + a2 - 2 ◊ c ◊ a ◊ cosB (2’)
c2 = a2 + b2 - 2 ◊ a ◊ b ◊ cosC (3’)

A tételt még koszinusztételnek is nevezik, és egyik
legegyszerûbb bizonyítása az úgynevezett vetü-
letek tételével történik, miszerint:

a = b ◊ cosC + c ◊ cosB (1”)
b = c ◊ cosA + a ◊ cosC (2”)
c = a ◊ cosB + b ◊ cosA (3”)

A bizonyítása azonnali:

CB

A

c b

a

4. ábra

mivel BD = c ◊ cosB és DC = b ◊ cosC, továbbá
a BD és DC vetületekre érvényes, hogy
BD + DC = a, ezért máris az (1”) összefüggés
adódik.
A koszinusztétel bizonyítása pedig így történik:
szorozzuk meg az (1”)-et a-val, a (2”)-et b-vel
és a (3”)-et c-vel. Ezután felírjuk, hogy

a2 - b2 - c2 = (abcosC + accosB) -
- (bccosA + abcosC) - (accosB + bccosC) =

= -2bccosA,

vagyis az (1’) bizonyított.
A továbbiakban az általánosított Pitagorasz-
tételt fogjuk analógiával kiterjeszteni az általá-
nos tetraéderben. Ebbõl a célból, akár csak az
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elõbb is, hamarabb a vetületek tételét bizonyít-
juk a tetraéderben is. Legyen tehát ABCD egy
általános tetraéder, és O a D pontnak a vetülete
az ABC síkra.

A

B

O

D

C

5. ábra

Jelölje XY  az XY élhez tartozó tetraéderbeli
lapszög mértékét. Akkor bizonyítható a követ-
kezõ eredmény:

5. Tétel (vetületek tétele a tetraéder-
ben): Ha tA = t(BCD), tB = t(DAC), tC = t(ABD),
tD = t(ABC), akkor

cos cos cosA B C Dt t CD t BD t BC= ⋅ + ⋅ + ⋅ (1)

cos cos cosB A C Dt t CD t AD t AC= ⋅ + ⋅ + ⋅ (2)

cos cos cosC A B Dt t BD t AD t AB= ⋅ + ⋅ + ⋅ (3)

cos cos cosD A B Ct t BC t AC t AB= ⋅ + ⋅ + ⋅ (4)

Bizonyítás: Az 5. ábrát követve felírható, hogy
t(OBC) = t(DBC) ◊ cos BC  vagyis t(OBC) =
= tA ◊ cos BC  és hasonlóan t(OCA) = tB ◊ cos ,AC

t(OAB) = tC ◊ cos .AB
Tehát most a síkbeli BD és DC vetületek helyett
az analóg t(OAB), t(OBC), és t(OCA) vetület-
területeket használjuk. És mivel felírható, hogy
tD = t(ABC) = t(OAB) + t(OBC) + t(OCA).
Ezért máris megkaptuk a (4)-es összefüggést.
Teljesen hasonlóan bizonyítható a másik három
összefüggés is.
Ezek után a síkbeli koszinusztétel bizonyításá-
nak mintájára bizonyítjuk a következõket.

6. Tétel (koszinusztétel a tetraéderben):
Egy ABCD általános tetraéderben, az elõzõ je-
löléseket használva igaz, hogy:

2 2 2 2 2 cosA B C D B Ct t t t t t AD= + + − −

2 cos 2 cosB D C Dt t AC t t AB− − (1.1)

2 2 2 2 2 cosB C D A C Dt t t t t t AB= + + − −

2 cos 2 cosA C D At t BD t t BC− − (1.2)

2 2 2 2 2 cosC D A B D At t t t t t BC= + + − −

2 cos 2 cosD B A Bt t AC t t BC− − (1.3)

2 2 2 2 2 cosD A B C A Bt t t t t t CD= + + − −

2 cos 2 cosA C A Bt t BD t t AD− − (1.4)

Bizonyítás: A vetülettételben az (1)-et tA-val,
a (2)-t -tB-vel, a (3)-at -tC-vel, a (4)-et pedig
-tD-vel szorozva és a megfelelõ oldalakat ta-
gonként összeadva éppen az (1.1) összefüggést
kapjuk. Teljesen hasonlóan bizonyítjuk a másik
három összefüggést is.
Belátható, hogy ha az ABCD tetraéder derék-
szögû a D-ben, akkor cos AD = cos BD =
= cosCD = 0 és akkor az elõbbi (1.4) összefüg-
gés így alakul:

2 2 2 2
D A B Ct t t t= + +

és ez nem más, mint a Pitagorasz-tétel analógja
a derékszögû tetraéder esetén, amit az [1]- ben
is és a [4]-ben is megtalálunk, és ezúttal általá-
nosítottunk.
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Kivonat

Ebben a cikkben megismertünk egy geometriai
módszert, amely az 1k + 2k + ... + nk összegekre
minden k és n pozitív egész szám esetén egysé-
gesen alkalmazható. Ehhez az 1 ¥ 1k, 1 ¥ 2k, ...,
1 ¥ nk oldalú téglalapokat egymás alá helyezzük
el, majd az így elõálló lépcsõs alakzatot kiegé-
szítjük egy n ¥ (n + 1)k oldalú téglalappá. Az
összegképletek azáltal kaphatók, hogy ennek a
téglalapnak a területét két különbözõ módon
határozzuk meg.

Abstract

In this article we became acquainted with a
geometrical method that can be adopted for the
sums  1k + 2k + ... + nk in the case of all positive
integers k and n uniformly. It needs to arrange
the rectangles of the form 1 ¥ 1k, 1 ¥ 2k, ...,
1 ¥ nk below each other and then to complete
the arising stepped figure to a rectangle of the
form n ¥ (n + 1)k. The sum formulae can got by
determining the area of this rectangle in two
different ways.

*     *     *

z elsõ n természetes szám pozitív egész
kitevõjû hatványaiból álló összegek
képleteinek geometriai meghatározásá-

ra néhány kitevõ esetén számos mód ismeretes,
jóllehet éppen az jelenthet problémát, hogy
azok nem általános érvényûek ([2] 16—18, 49—
55, 60—62, [3] I/69—70, 77—81, 84—89, 90, 92,
II/83, 86—89, 93).
Az alábbiakban egy olyan geometriai módszert
mutatunk be, amely révén rekurzióval bármely
hatványösszegre vonatkozó képlet elõállítható
([1]). Ezen leírás során az 1k + 2k + ... + nk ösz-
szeget Sk(n)-nel jelöljük, ahol k ŒZ+. Az Sk(n)
képletének rögzített k esetén történõ meghatá-

rozásához képezzünk egy lépcsõs alakzatot n
darab olyan téglalapból, melyek rendre 1 ¥ 1k,
1 ¥ 2k, ..., 1 ¥ nk típusúak, s így azok területei-
nek összege éppen Sk(n)-nel egyenlõ. (1., 2. és
3. ábrák. Az 1. ábra teljesen arányos, viszont a
2. és 3. ábrákon a lépcsõk hosszai helyszûke
miatt torzulnak.) Ezt a lépcsõs alakzatot
r ◊ [(r + 1)k - rk] típusú téglalapokkal, ahol
1 £ r £ n és r ŒZ, kiegészítjük egy n ◊ (n + 1)k

típusú téglalappá, amelynek területét kétféle-
képpen kiszámítva juthatunk célhoz. Mindezt az
alábbiakban a k Œ{1, 2, 3} esetekre részletez-
zük.

1. eset: k = 1  (1. ábra)

n(n + 1) = S1(n) +
1
[( 1) ]

n

r
r r r

=
+ −∑ =

= S1(n) +
1

n

r
r

=
∑ = 2S1(n),

ahonnan

1
( 1)

( ) .
2

n n
S n

+=

(Megjegyezzük, hogy az 1. ábrán lévõ elrende-
zés az elõbbi számolást mellõzve is célra vezet,
de ez az út a továbbiakban már nem járható.)

1

2

n

n
r

n + 1

(  + 1) — r r

1. ábra

Dr. Darvasi Gyula

Egy általános geometriai módszer
a hatványösszegek meghatározására

A
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2. eset: k = 2  (2. ábra)

n(n + 1)2 = S2(n) + 2 2

1
[( 1) ]

n

r
r r r

=
+ −∑ =

= S2(n) +
1
(2 1)

n

r
r r

=
+∑ = 3S2(n) + S1(n),

ahonnan
2

1
2

( 1) ( ) ( 1)(2 1)
( ) .

3 6
n n S n n n n

S n
+ − + += =

3. eset: k = 3  (3. ábra)

n(n + 1)3 = S3(n) + 3 3

1
[( 1) ]

n

r
r r r

=
+ −∑ =

= S3(n) + 2

1
(3 3 1)

n

r
r r r

=
+ +∑ =

= 4S3(n) + 3S2(n) + S1(n),
ahonnan

23
2 1

3
( 1) 3 ( ) ( ) ( 1)

( ) .
4 2

n n S n S n n n
S n

+ − − +⎡ ⎤= = ⎢ ⎥⎣ ⎦

Általánosan tekintve ez az eljárás az

1
( 1) ( ) [( 1) ]

n
k k k

k
r

n n S n r r r
=

+ = + + −∑

egyenletre vezet, ahonnan adott k > 3 esetén az
Sk(n)-re keresett képlet rekurzióval megkapha-
tó, miközben kontrollként jól felhasználható a
[4]-ben lévõ összeállítás.
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[1] Darvasi Gyula: Eine andere einheitliche geo-

metrische Methode zur Bestimmung der Po-
tenzsummenformeln. Praxis der Mathematik,
1996/2, 81—82.

[2] Matusik Edina: Összegképletek szemléletes
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Intézet, 2011.

[3] Roger B. Nelsen: Proofs without words I, II.
The Mathematical Association of America,
1993, 2000.

[4] http://www.sztaki.hu~keri/math/psum.htm

12

22

n2

n
r

(  + 1)n 2

(  + 1)  — r r2 2

2. ábra

13

23

n3

n
r

(  + 1)n 3

(  + 1)  — r r3 3

3. ábra
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Kivonat

Az elsõ n négyzetszám összege, az n = 1 eseten
kívül, akkor, és csak akkor lehet maga is
négyzetszám, ha n = 24. Ezzel az értékkel

( 1) (2 1) 24 25 49
6 6

n n n⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅= =

2 2 24 25 49 4900 70 (24 ).y s= ⋅ ⋅ = = = ≡

Summary

The sum of the first  n  squared numbers  (n > 1)
is itself a squared number, if, and only if,
n = 24.  With this value

( 1) (2 1) 24 25 49
6 6

n n n⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅= =

2 2 24 25 49 4900 70 (24 ).y s= ⋅ ⋅ = = = ≡

*     *     *

A válasz: igen.
Az elsõ n négyzetszám összegét az

2( 1) (2 1)
( )

2 3
n n n

s n
⋅ + ⋅ + =

⋅

kifejezésbõl kaphatjuk meg. Ennek kapcsán
felmerülhet a kérdés, hogy ez az s(n2) összeg, az
n = 1 triviális eseten kívül, vajon lehet-e — maga
is — négyzetszám? Ha igen, akkor keressük meg
azokat az 1-nél nagyobb n számokat, amelyek-
kel az s(n2) összeg négyzetszám lesz. Elsõként
vegyük észre, hogy az összegképlet számláló-
jában az n ◊ (n + 1) szorzat mindig páros, (az n
és az n + 1 tényezõk közül tehát csak az egyik
tényezõ lehet páros szám), a 2 ◊ n + 1 alakú té-

nyezõ viszont, n paritásától függetlenül, mindig
páratlan. Mivel a számlálóban lévõ tényezõk
egymást közt relatív prímek (és ezt könnyû iga-
zolni), ezért közülük mindig csak az egyikük
osztható 2-vel, 3-mal, vagy mindkettõvel.
A feltett kérdés eldöntéséhez, a szóba jöhetõ n
számok (n > 1) megtalálásához megvizsgálom
az n szám tulajdonságaitól függõ alábbi 6 ese-
tet, amelyek közül az elsõ három esetben az n
szám, a második három esetben pedig az n + 1
alakú szám a páros szám.

1. eset: Legyen az n szám 3-mal is, és 2-vel is
osztható egész szám, vagyis az n tényezõ legyen
n = 6 ◊ x alakú páros szám. Ekkor az n + 1 és a
2 ◊ n + 1 alakú tényezõknek rendre n + 1 =
= 6 ◊ x + 1 és 2 ◊ n + 1 = 12 ◊ x + 1 alakú szá-
moknak kell lenniük, mindketten páratlanok és
egyikük sem osztható 3-mal.

2. eset: Legyen az n szám 3-mal nem osztható,
n = 2 ◊ x alakú páros egész szám, az n + 1 =
= 2 ◊ x + 1 alakú páratlan tényezõ viszont le-
gyen 3-mal osztható, vagyis

n + 1 = 2 ◊ x + 1 = 3 ◊ (2 ◊ u + 1) = 6 ◊ u + 3 =
= 6 ◊ u + 2 + 1 = 2 ◊ (3 ◊ u + 1) + 1

alakú szám. Ebbõl 2 ◊ x-re, vagyis az n tényezõ-
re 2 ◊ x = 2 ◊ (3 ◊ u + 1) = n, és így 2 ◊ n + 1-re
2 ◊ n + 1 = 2 ◊ 2 ◊ (3 ◊ u + 1) + 1 = 12 ◊ u + 5 adó-
dik. Az elvárásoknak megfelelõen, a mostani
esetben, a 2 ◊ n + 1 = 12 ◊ u + 5 alakú szám
nem osztható 2-vel és 3-mal sem.

3. eset: Legyen az n szám 3-mal nem osztható,
n = 2 ◊ x alakú páros egész szám, és most a

Ringler András

Az elsõ n négyzetszám összege
vajon lehet-e négyzetszám?
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2 ◊ n + 1 = 2 ◊ 2 ◊ x + 1 alakú páratlan tényezõ-
nek legyen a 3 osztója, így a

2 ◊ n + 1 = 2 ◊ 2 ◊ x + 1 = 3 ◊ (2 ◊ u + 1) =
= 6 ◊ u + 3 = 6 ◊ u + 2 + 1 = 2 ◊ (3 ◊ u + 1) + 1

alakú számból 2 ◊ x-re 2 ◊ x = 3 ◊ u + 1 adódik.
Vegyük észre, hogy ebben az u-val jelölt szám-
nak páratlan számnak, vagyis u = 2 ◊ w + 1 ala-
kú számnak kell lennie, így az

n = 2 ◊ x = 3 ◊ u + 1 = 3 ◊ (2 ◊ w + 1) + 1 =
= 6 ◊ w + 4 = 2 ◊ (3 ◊ w + 2)

alakú páros számmal n + 1-re

n + 1 = 2 ◊ (3 ◊ w + 2) + 1 = 6 ◊ w + 5,

a 2 ◊ n + 1 alakú tényezõre pedig

2 ◊ n + 1 = 2 ◊ 2 ◊ (3 ◊ w + 2) + 1 = 4 ◊ (3 ◊ w + 2)
+ 1 = 12 ◊ w + 9 = 3 ◊ (4 ◊ w + 3)

adódik. Az elvárásoknak megfelelõen a mostani
esetben az n + 1 = 6 ◊ w + 5 alakú páratlan
szám nem osztható 2-vel, 3-mal sem.

4. eset: Legyen az n + 1 tényezõ n + 1 = 2 ◊ x
alakú páros szám, és az n = 2 ◊ x - 1 alakú pá-
ratlan szám pedig legyen 3-mal osztható, azaz
n = 2 ◊ x - 1 = 3 ◊ (2 ◊ u + 1) alakú páratlan egész
szám. Így 2 ◊ x-re: 2 ◊ x = 3 ◊ (2 ◊ u + 1), azaz az
n + 1 alakú páros számra

n + 1 = 3 ◊ (2 ◊ u + 1) + 1 =
= 6 ◊ u + 4 = 2 ◊ (3 ◊ u + 2),

a 2 ◊ n + 1 alakú páratlan tényezõre pedig

2 ◊ n + 1 ∫ 2 ◊ 3 ◊ (2 ◊ u + 1) + 1 =
= 6 ◊ (2 ◊ u + 1) + 1 = 12 ◊ u + 7

adódik. Az elvárásoknak megfelelõen a mostani
esetben a 2 ◊ n + 1 = 12 ◊ u + 7 alakú páratlan
szám nem osztható 3-mal.

5. eset: Legyen az n + 1 alakú tényezõ 2-vel és
3-mal is osztható egész szám, vagyis n + 1 le-
gyen n + 1 = 6 ◊ x alakú egész szám. Ekkor az n
tényezõ n = 6 ◊ x - 1 alakú páratlan, a 2 ◊ n + 1
alakú tényezõ pedig 2 ◊ n + 1 = 12 ◊ x - 1 alakú
páratlan szám lesz, és egyikük sem osztható 3-
mal.

6. eset: Legyen az n + 1 alakú tényezõ 2-vel
osztható, de 3-mal nem osztható, n + 1 = 2 ◊ x
alakú páros szám. Ekkor az n tényezõnek
n = 2 ◊ x - 1 alakú, a 2 ◊ n + 1 alakú tényezõnek
pedig 2 ◊ n + 1 = 4 ◊ x - 1 alakú páratlan szám-
nak kell lennie. Mivel most a 3-mal osztható té-
nyezõ a 2 ◊ n + 1 alakú szám, ezért

2 ◊ n + 1 = 4 ◊ x - 1 = 3 ◊ (2 ◊ u + 1) =
= 6 ◊ u + 3 = 6 ◊ u + 4 - 1 = 2 ◊ (3 ◊ u + 2) - 1

alakú páratlan számnak kell lennie. Ebbõl a
4 ◊ x = 6 ◊ u + 4 fi 2 ◊ x = 3 ◊ u + 2 kifejezéshez
jutunk, amelybõl — 2 ◊ x párossága miatt — lát-
ható, hogy az u-val jelölt számnak u = 2 ◊ w ala-
kú páros számnak, vagyis a 2 ◊ x alakú ténye-
zõnek 2 ◊ x = 6 ◊ w + 2 alakú páros számnak kell
lennie. Ennek felhasználásával az n = 6 ◊ w + 1,
az n + 1 = 6 ◊ w + 2 = 2 ◊ (3 ◊ w + 1), és a
2 ◊ n + 1 = 12 ◊ w + 3 = 3 ◊ (4 ◊ w + 1) alakú té-
nyezõkhöz jutunk.

Az 1. eset vizsgálata

Az 1. esetben az 2( 1) (2 1)
( )

6
n n n

s n
⋅ + ⋅ + =  ki-

fejezés számlálójában lévõ tényezõk rendre

n = 6 ◊ x, n + 1 = 6 ◊ x + 1, és
2 ◊ n + 1 = 12 ◊ x + 1

alakú számok. Vajon az ilyen alakú tényezõkkel
az

( 1) (2 1) 6 (6 1) (12 1)
6 6

n n n x x x⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ += =

2(6 1) (12 1) ( )x x x s n= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + =

lehet-e négyzetszám? Tegyük fel, hogy igen;
vagyis az

( 1) (2 1)
(6 1) (12 1)

6
n n n

x x x
⋅ + ⋅ + = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +

szorzat négyzetszámot ad. Mivel az x, a 6 ◊ x + 1
és a 12 ◊ x + 1 alakú tényezõk egymás közt re-
latív prímek, ezért a szorzatuk akkor, és csak
akkor lehet négyzetszám, ha e tényezõk rendre

x = u2, 6 ◊ x + 1 = 6 ◊ u2 + 1 =
= (2 ◊ b + 1)2 = 4 ◊ b(b + 1) + 1
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és
12 ◊ x + 1 = 12 ◊ u2 + 1 =

= (2 ◊ c + 1)2 = 4 ◊ c ◊ (c + 1) + 1

alakú négyzetszámok. Ekkor viszont a

6 ◊ x = 4 ◊ b ◊ (b + 1)  és  12 ◊ x = 4 ◊ c ◊ (c + 1)

egyenlõségeknek teljesülniük kell, amelyek el-
osztásával a

( 1) 1
2

( 1) 1
c c c c
b b b b
⋅ + += = ⋅
⋅ + +

(∗)

kifejezésbõl azonnal „látszik”, hogy a c > b relá-
ciónak teljesülnie kell. De az is „látható”, hogy a

2 1
c
b

> >   és  
1

2 1
1

c
b
+> >
+

relációknak is teljesülniük kell, sõt még az is
biztos, hogy c > 2. A c = 2 eset ellentmondásra
vezet, ugyanis c = 2 esetén

2 ◊ b ◊ (b + 1) = 2 ◊ (2 + 1) fi b ◊ (b + 1) = 3

adódik, ami egész b számmal sohasem állhat
fenn, hiszen az egyenlõség bal oldala páros,
a jobb oldala viszont páratlan. Ez az ellentmon-
dás nyilván azt jelenti, hogy c = 2 esetén (∗)
egész számokkal nem állhat fenn. Ezért a c
számnak 2-nél nagyobb számnak kell lennie.

Mivel a 2 1
c
b

> >  relációnak is teljesülnie kell,

ezért a b szám nem lehet a c számnak az osztó-

ja. A 
( 1)

2
( 1)

c c
b b
⋅ +=
⋅ +

 kifejezésbõl ezért arra kö-

vetkeztethetünk, hogy a b szám csak a c + 1

számnak lehet az osztója. A 
1c

r
b
+ =  jelölés

bevezetésével erre az egész r számra biztosan
igaz, hogy r > 1, hiszen c > b, ezért az r számra
az r ≥ 2 reláció biztosan teljesül. A c + 1 = b ◊ r
értéket (∗)-ba írva

( 1)
2

( 1) ( 1) 1 1
c c c b r c r c

r
b b b b b b
⋅ + ⋅ ⋅ ⋅= = = = ⋅
⋅ + ⋅ + + +

adódik. Az r ≥ 2 reláció kapcsán felmerül, hogy
az r > 2 eset egyáltalán szóba jöhet-e? A válasz:

nem. Ha ugyanis r > 2 volna, akkor a

2
1

c
r

b
= ⋅

+
 miatt a 

1
c

b +
 tényezõre 1

1
c

b
<

+
adódna, amelybõl c < b + 1 következne, már-
pedig ez a reláció — c > b — miatt lehetetlen. Ez
az ellentmondás nyilván arra utal, hogy az r
szám 2-nél nagyobb egész szám nem lehet,
ezért csak az r = 2 eset jöhet szóba csak. Ekkor

viszont a 
1

2
c

r
b
+ = =  kifejezésbõl

c + 1 = 2 ◊ b fi c = 2 ◊ b - 1

adódik. Ezt az értéket (∗)-ba írva

( 1) (2 1) (2 1 1)
2

( 1) ( 1)
c c b b
b b b b
⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ − += = =
⋅ + ⋅ +

(2 1) 2 2 1
1

( 1) 1
b b b

b b b
⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ −= ⇒ = ⇒
⋅ + +

1 2 1 2b b b⇒ + = ⋅ − ⇒ =

adódik, így c = 2 ◊ b - 1 miatt a c = 3-hoz ju-
tunk. Mivel ezekkel az értékekkel 6 ◊ x = 4 ◊ b ◊
◊ (b + 1) = 24 és 12 ◊ x = 4 ◊ c ◊ (c + 1) = 48,
ezért ezekbõl x-re, x = 4, és ezzel a keresett té-
nyezõkre n = 6 ◊ x = 24, n + 1 ∫ 25 és
2 ◊ n + 1 = 49 adódik. Az így „elõállt” tényezõk-
kel, a várakozásnak megfelelõen, az s(n2) ösz-
szegre

( 1) (2 1) 24 25 49
6 6

n n n⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅= =

24 25 49 4900 70 ,= ⋅ ⋅ = =

vagyis négyzetszámot kapunk.
Összegzés: Ezzel azt kaptuk, hogy n = 24 esetén
az elsõ 24 egész szám négyzetének az összege
maga is négyzetszám, amelynek értéke
4900 = 702. Ennek kapcsán felmerülhet, hogy
az n = 24 megoldás vajon unicitív-e vagy sem,
azaz léteznek-e olyan további n > 1 számok,
amelyekkel az s(n2) összeg megint csak négy-
zetszám lesz.
A válasz: ilyen tulajdonságú további n
(> 1) számok nem léteznek, azaz n = 24
az egyetlen olyan szám, amellyel az s(n2)
összeg maga is négyzetszám.
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A 2. eset vizsgálata

A 2. esetben az 2( 1) (2 1)
( )

6
n n n

s n
⋅ + ⋅ + =  kife-

jezés számlálójában fellépõ tényezõk rendre

n = 2 ◊ x = 2 ◊ (3 ◊ u + 1), n + 1 = 2 ◊ x + 1 =
= 2 ◊ (3 ◊ u + 1) + 1 = 6 ◊ u + 3 = 3 ◊ (2 ◊ u + 1) és
2 ◊ n + 1 = 2 ◊ 2 ◊ x + 1 = 2 ◊ 2 ◊ (3 ◊ u + 1) + 1 =

= 4 ◊ (3 ◊ u + 1) + 1 = 12 ◊ u + 5

alakúak. Ezekkel
( 1) (2 1)

6
n n n⋅ + ⋅ + =

2 (3 1) 3 (2 1) (12 5)
6

u u u⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ += =

2(3 1) (2 1) (12 5) ( ).u u u s n= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + =
Vajon a mostani tényezõk szorzata lehet-e négy-
zetszám? Tegyük fel, hogy igen! Mivel a 3 ◊ u + 1,
2 ◊ u + 1 és 12 ◊ u + 5 alakú tényezõk egymás
közt relatív prímek, ezért a szorzatuk akkor, és
csak akkor lehet négyzetszám, ha e tényezõk ma-
guk is négyzetszámok. Látható, hogy a 3 ◊ u + 1
tényezõ paritását az u szám paritása határozza
meg, de a 2 ◊ u + 1 és a 12 ◊ u + 5 alakú párat-
lan tényezõk paritása viszont u-tól független,
ezért ezen két utóbbi, négyzetszámnak gondolt
szám tulajdonságait vizsgálom meg elõször.
Ha a 2 ◊ u + 1 alakú páratlan tényezõ négyzet-
szám lenne, akkor

2 ◊ u + 1 = (2 ◊ b + 1)2 = 4 ◊ b ◊ (b + 1) + 1

alakú lenne, és ebbõl

2 ◊ u = 4 ◊ b ◊ (b + 1) fi u = 2 ◊ b ◊ (b + 1)

adódna, amelybõl látható, hogy ennek az u
számnak páros számnak kell lennie.
Ha a 12 ◊ u + 5 alakú páratlan tényezõ is négy-
zetszám (ezt várom!), akkor

12 ◊ u + 5 = (2 ◊ c + 1)2 = 4 ◊ c ◊ (c + 1) + 1

alakba írható, és ebbõl

12 ◊ u + 5 = 4 ◊ c ◊ (c + 1) + 1 fi
3 ◊ u + 1 = c ◊ (c + 1)

adódik. Vegyük észre, hogy ezen utóbbi egyen-
lõség csak páratlan u számmal állhat fenn, és ez
a következmény ellentmond az elõbb kapott

páros u-nak, az u = 2 ◊ b ◊ (b + 1) alakú páros
kifejezésnek. Ez nyilván azt jelenti, hogy a
2 ◊ u + 1 és a 12 ◊ u + 5 alakú tényezõk egyide-
jûleg nem lehetnek négyzetszámok, vagyis a
2. eset feltételei mellett az elsõ n négyzetszám
s(n2) összege nem lehet négyzetszám.

A 3. eset vizsgálata

A 3. esetben az 2( 1) (2 1)
( )

6
n n n

s n
⋅ + ⋅ + =  kife-

jezés számlálójában fellépõ tényezõk rendre

n = 2 ◊ (3 ◊ w + 2), n + 1 = 6 ◊ w + 5 és
2 ◊ n + 1 = 3 ◊ (4 ◊ w + 3)

alakúak, így ezekkel az

( 1) (2 1)
6

n n n⋅ + ⋅ + =

2(3 2) (6 5) (4 3) ( )w w w s n= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + =

kifejezéshez jutunk. Mivel a 3 ◊ w + 1, 6 ◊ w + 5,
és 4 ◊ w + 1 alakú tényezõk egymás közt relatív
prímek, ezért a szorzatuk akkor, és csak akkor
lehet négyzetszám, ha e tényezõk maguk is
négyzetszámok. Látható, hogy a 3 ◊ w + 2 té-
nyezõ paritását a w szám paritása határozza
meg, de a 6 ◊ w + 5 és a 4 ◊ w + 3 alakú párat-
lan tényezõk paritása w-tõl független. Ezért ezen
két utóbbi, négyzetszámnak gondolt szám tulaj-
donságait vizsgálom meg elõször.
Ha a 6 ◊ w + 5 alakú páratlan tényezõ négyzet-
szám lenne, akkor

6 ◊ w + 5 = (2 ◊ b + 1)2 = 4 ◊ b ◊ (b + 1) + 1

alakú lenne, és ebbõl

6 ◊ w + 4 = 4 ◊ b ◊ (b + 1) fi 3 ◊ w + 2 =
= 2 ◊ b ◊ (b + 1)

adódna. Vegyük észre, hogy ezen utóbbi
egyenlõség csak páros w számokkal állhat fenn.
Ha a 4 ◊ w + 3 alakú páratlan tényezõ is négy-
zetszám (ezt várom!), akkor

4 ◊ w + 3 = (2 ◊ c + 1)2 = 4 ◊ c ◊ (c + 1) + 1
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alakba írható, és ebbõl

4 ◊ w + 2 = 4 ◊ c ◊ (c + 1) fi
2 ◊ w + 1 = 2 ◊ c ◊ (c + 1)

adódik. Ez az egyenlõség viszont egész számok-
kal sohasem teljesülhet, hiszen a bal oldala pá-
ratlan, jobb oldala viszont páros. Ez az ellent-
mondás nyilván azt jelenti, hogy a 6 ◊ w + 5 és
4 ◊ w + 3 alakú tényezõk egyidejûleg nem le-
hetnek négyzetszámok, vagyis a 3. eset feltételei
mellett az elsõ n négyzetszám s(n2) összege nem
lehet négyzetszám.

A 4. eset vizsgálata

 A 4. esetben az 2( 1) (2 1)
( )

6
n n n

s n
⋅ + ⋅ + =  ki-

fejezés számlálójában fellépõ tényezõk rendre:

n = 3 ◊ (2 ◊ u + 1), n + 1 = 2 ◊ (3 ◊ u + 2) és
2 ◊ n + 1 = 6 ◊ (2 ◊ x + 1) + 1

alakúak, így ezekkel az

( 1) (2 1)
6

n n n⋅ + ⋅ + =

2(2 1) (3 2) (12 7) ( )u u u s n= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + =

kifejezéshez jutunk. Mivel a 2 ◊ u + 1, 3 ◊ u + 2,
és 12 ◊ u + 7 alakú tényezõk egymás közt relatív
prímek, ezért a szorzatuk akkor, és csak akkor
lehet négyzetszám, ha e tényezõk maguk is
négyzetszámok. Látható, hogy a 3 ◊ u + 2 té-
nyezõ paritását az u szám paritása határozza
meg, de a 2 ◊ u + 1 és a 12 ◊ u + 7 alakú párat-
lan tényezõk paritása u-tõl független, ezért ezen
két utóbbi, négyzetszámnak gondolt szám tulaj-
donságait vizsgálom meg elõször.
Ha a 2 ◊ u + 1 alakú páratlan tényezõ négyzet-
szám lenne, akkor

2 ◊ u + 1 = (2 ◊ a + 1)2 = 4 ◊ a ◊ (a + 1) + 1

alakba írható, és ebbõl

2 ◊ u = 4 ◊ a ◊ (a + 1) fi u = 2 ◊ a ◊ (a + 1)

adódna. Vegyük észre, hogy ezen utóbbi kifeje-
zés csak páros u számmal állhat fenn, vagyis az

egyenlõség teljesüléséhez az u számnak páros
számnak kell lennie.
Ha a 12 ◊ u + 7 alakú páratlan tényezõ is négy-
zetszám (ezt várom!), akkor

12 ◊ u + 7 = (2 ◊ c + 1)2 = 4 ◊ c ◊ (c + 1) + 1

alakba írható, és ebbõl

12 ◊ u + 6 = 4 ◊ c ◊ (c + 1) fi
6 ◊ u + 3 = 2 ◊ c ◊ (c + 1)

adódik. Vegyük észre, hogy az utóbbi egyenlõ-
ség ellentmondást mutat: a bal oldala páratlan,
jobb oldala viszont páros. Ez az ellentmondás
nyilván azt jelenti, hogy a 2 ◊ u + 1 és a
12 ◊ u + 7 alakú tényezõk egyidejûleg nem le-
hetnek négyzetszámok, vagyis a 4. eset feltételei
mellett az elsõ n négyzetszám s(n2) összege nem
lehet négyzetszám.

Az 5. eset vizsgálata

 Az 5. esetben az 2( 1) (2 1)
( )

6
n n n

s n
⋅ + ⋅ + =  ki-

fejezés számlálójában fellépõ tényezõk rendre:

n = 6 ◊ x - 1, n + 1 = 6 ◊ x és
 2 ◊ n + 1 = 12 ◊ x - 1

alakúak, így ezekkel az

( 1) (2 1)
6

n n n⋅ + ⋅ + =

2(6 1) (12 1) ( )x x x s n= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − =

kifejezéshez jutunk. Mivel a 6 ◊ x - 1, x, és
12 ◊ x - 1 alakú tényezõk egymás közt relatív
prímek, ezért a szorzatuk akkor, és csak akkor
lehet négyzetszám, ha e tényezõk maguk is
négyzetszámok.
Ha a 6 ◊ x - 1 alakú szám páratlan négyzetszám
lenne, akkor

6 ◊ x - 1 = (2 ◊ a + 1)2 = 4 ◊ a ◊ (a + 1) + 1

alakú lenne, és ebbõl

6 ◊ x = 4 ◊ a ◊ (a + 1) + 2 fi
3 ◊ x = 2 ◊ a ◊ (a + 1) + 1

adódna. Vegyük észre, hogy ezen utóbbi kifeje-
zés csak páratlan x számmal állhat fenn.
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Ha a 12 ◊ x - 1 alakú páratlan tényezõ is négy-
zetszám (ezt várom!), akkor

12 ◊ x - 1 = (2 ◊ c + 1)2 = 4 ◊ c ◊ (c + 1) + 1

alakba írható, és ebbõl

12 ◊ x = 4 ◊ c ◊ (c + 1) + 2 fi
6 ◊ x = 2 ◊ c ◊ (c + 1) + 1

adódik. Vegyük észre, hogy ezen utóbbi
egyenlõség ellentmondást mutat: ez az egyenlõ-
ség egész számokkal nem állhat fenn, hiszen az
egyenlõség bal oldala páros, a jobb oldala vi-
szont páratlan. Ez az ellentmondás nyilván azt
jelenti, hogy a 6 ◊ x - 1 és 12 ◊ x - 1 alakú té-
nyezõk egyidejûleg nem lehetnek négyzetszá-
mok, vagyis az 5. eset feltételei mellett az elsõ n
négyzetszám s(n2) összege nem lehet négyzet-
szám.

A 6. eset vizsgálata

A 6. esetben az 2( 1) (2 1)
( )

6
n n n

s n
⋅ + ⋅ + =  kife-

jezés számlálójában fellépõ tényezõk rendre

n = 6 ◊ w + 1, n + 1 = 2 ◊ (3 ◊ w + 1) és
2 ◊ n + 1 = 3 ◊ (4 ◊ w + 1)

alakúak, így ezekkel az

( 1) (2 1)
6

n n n⋅ + ⋅ + =

2(6 1) (3 1) (4 1) ( )w w w s n= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + =

kifejezéshez jutunk. Mivel a 6 ◊ w + 1, 3 ◊ w + 1,
és 4 ◊ w + 1 alakú tényezõk egymás közt relatív
prímek, ezért a szorzatuk akkor, és csak akkor
lehet négyzetszám, ha e tényezõk maguk is
négyzetszámok. Látható, hogy a 3 ◊ w + 1 alakú
tényezõ paritása, w paritásától függ, ezért vizs-
gálataimat a 6 ◊ w + 1 és 4 ◊ w + 1 alakú, négy-
zetszámoknak gondolt páratlan tényezõk vizs-
gálatával kezdem.
Ha ezek mindketten négyzetszámok lennének,
akkor felírásuk és rendezésük után a

6 ◊ w + 1 = (2 ◊ a + 1)2 = 4 ◊ a ◊ (a + 1) + 1 fi
6 ◊ w = 4 ◊ a ◊ (a + 1) fi
3 ◊ w = 2 ◊ a ◊ (a + 1),

és a

4 ◊ w + 1 = (2 ◊ c + 1)2 = 4 ◊ c ◊ (c + 1) + 1 fi
4 ◊ w = 4 ◊ c ◊ (c + 1) fi

w = c ◊ (c + 1) fi 3 ◊ w = 3 ◊ c ◊ (c + 1)

kifejezésekhez jutunk. Az utóbbi két kifejezés azt
mutatja, hogy teljesülésükhöz a w számnak pá-
ros számnak kell lennie. Páros w számmal vi-
szont, a 3 ◊ w + 1 alakú tényezõnek is páratlan
számnak kell lennie. A „cél érdekében”, ezt
a 3 ◊ w + 1 alakú, tehát páratlannak gondolt té-
nyezõt is egy páratlan szám négyzeteként írom
fel (ezt várom!), így a

3 ◊ w + 1 = (2 ◊ b + 1)2 = 4 ◊ b ◊ (b + 1) + 1 fi
3 ◊ w = 4 ◊ b ◊ (b + 1)

kifejezéshez jutok. Ezután felmerül a kérdés,
hogy a

3 ◊ w = 2 ◊ a ◊ (a + 1), 3 ◊ w = 4 ◊ b ◊ (b + 1) és
3 ◊ w = 3 ◊ c ◊ (c + 1) (**)

egyenlõségek egyidejûleg teljesülhetnek-e? Az
elsõ két következmény összehasonlításából

3 ◊ w = 2 ◊ a ◊ (a + 1) = 4 ◊ b ◊ (b + 1) fi 
a ◊ (a + 1) = 2 ◊ b ◊ (b + 1) (***)

adódik. Vegyük észre, hogy ezen utóbbi kifeje-
zés formailag megegyezik a (∗)-nál említett
egyenlõséggel, de itt az a > b viszony áll fenn;
ezért (∗∗∗) alatti egyenlõség biztosan, és csak is
akkor teljesül, ha a = 3 és b = 2. Ezekkel az ér-
tékekkel (∗∗)-ból a w számra, w = 8 adódik. Ez-
zel a w értékkel azonban, a 3 ◊ w = 3 ◊ c ◊ (c + 1)
kifejezésbõl, 8 = c ◊ (c + 1) adódik. Ezen utóbbi
egyenlõség viszont egész c számokkal sohasem
állhat fenn, tehát a 4 ◊ w + 1 alakú tényezõ biz-
tosan nem lehet négyzetszám. Ez pedig nyílván
azt jelenti, hogy a 6 ◊ w + 1, 3 ◊ w + 1 és
4 ◊ w + 1 alakú tényezõk egyidejûleg nem le-
hetnek négyzetszámok, vagyis a 6. eset feltételei
mellett az elsõ n négyzetszám s(n2) összege nem
lehet négyzetszám.
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Az n, n + 1 és 2 ◊ n + 1 alakú tényezõk tulajdonságainak összefoglaló táblázata

E tényezõk tulajdonságainak gyors feltárásához, a táblázat kitöltési logikájának a megértéséhez
mindig a két igen választól kell elindulni, és a nyíl majd megmutatja a továbbhaladás irányát.

n
tulajdonságai

n + 1
tulajdonságai

2 ◊ n + 1
tulajdonságai

Esetek Osztható-e
kettõvel?

Alakja

Osztható-e
hárommal?

Alakja

Osztható-e
kettõvel?

Alakja

Osztható-e
hárommal? Alakja

Osztható-e
kettõvel?

Alakja

Osztható-e
hárommal?

Alakja

1. eset Igen
6 ◊ x

Igen
6 ◊ x

Nem
6 ◊ x + 1

Nem
6 ◊ x + 1

Nem
12 ◊ x + 1

Nem
12 ◊ x + 1

2. eset Igen
2 ◊ x

3 ◊ (2 ◊ u + 1) - 1 =
= 2 ◊ (3 ◊ u + 1)

Nem
2 ◊ x

3 ◊ (2 ◊ u + 1) - 1 =
= 2 ◊ (3 ◊ u + 1)

Nem
2 ◊ x + 1

3 ◊ (2 ◊ u + 1)

Igen
2 ◊ x + 1 =

= 3 ◊ (2 ◊ u + 1)
¤

Nem
4 ◊ x + 1

6 ◊ (2 ◊ u + 1) - 1 =
= 12 ◊ u + 5

Nem
4 ◊ x + 1

6 ◊ (2 ◊ u + 1) - 1 =
= 12 ◊ u + 5

3. eset Igen
2 ◊ x

3 ◊ u + 1 =
= 3(2w + 1) + 1 =
= 2 ◊ (3 ◊ w + 2)

fi

Nem
2 ◊ x

2 ◊ (3 ◊ w + 2) =
= 6 ◊ w + 4

Nem
2 ◊ x + 1

2 ◊ (3w + 2) + 1 =
= 6 ◊ w + 5

Nem
2 ◊ x + 1

2 ◊ (3w + 2) + 1 =
= 6 ◊ w + 5

Nem
4 ◊ x + 1

4 ◊ (3w + 2) + 1 =
= 3 ◊ (4 ◊ w + 3)

Igen
4 ◊ x + 1 =

= 3 ◊ (2 ◊ u + 1) =
= 6 ◊ u + 3 =

= 2 ◊ (3u + 1) + 1
‹

4 ◊ (3w + 2) + 1 =
= 3 ◊ (4 ◊ w + 3)

4. eset Nem
2 ◊ x - 1

6 ◊ u + 3 =
= 3 ◊ (2 ◊ u + 1)

Igen
2 ◊ x - 1 =

= 3 ◊ (2 ◊ u + 1) =
= 6 ◊ u + 3

¤
= 3 ◊ (2 ◊ u + 1)

Igen
2 ◊ x

6 ◊ u + 4 =
= 2 ◊ (3 ◊ u + 2)

Nem
2 ◊ x

6 ◊ u + 4 =
= 2 ◊ (3 ◊ u + 2)

Nem
4 ◊ x - 1

12 ◊ u + 7

Nem
4 ◊ x - 1

12 ◊ u + 7

5. eset Nem
6 ◊ x - 1

Nem
6 ◊ x - 1

Igen
6 ◊ x

Igen
6 ◊ x

Nem
12 ◊ x - 1

Nem
12 ◊ x - 1

6. eset Nem
2 ◊ x - 1

6 ◊ w + 1

Nem
2 ◊ x - 1

6 ◊ w + 1

Igen
2 ◊ x

3 ◊ u + 2 =
= 3 ◊ 2 ◊ w + 2 =

= 6 ◊ w + 2
¤

= 2 ◊ (3 ◊ w + 1)

Nem
2 ◊ x

= 6 ◊ w + 2 =
= 2 ◊ (3 ◊ w + 1)

Nem
4 ◊ x - 1

12 ◊ w + 3 =
= 3 ◊ (4 ◊ w + 1)

Igen
4 ◊ x - 1 =

= 3 ◊ (2 ◊ u + 1) =
= 6 ◊ u + 3 =

= 6 ◊ u + 4 - 1 =
= 2 ◊ (3u + 2) - 1

‹

12 ◊ w + 3 =
= 3 ◊ (4 ◊ w + 1)
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Kivonat

Ebben a dolgozatban olyan egyenlõtlenségek
bizonyításával foglalkozunk, amelyekben kettõ-
nél több változó van, és az egyenlõtlenségben
szimmetrikusan helyezkednek el. Emellett a vál-
tozók még valamilyen feltételt (öszefüggést) is
teljesítenek. Az egyenlõtlenségek általában a mér-
tan, trigonometria, algebra és a matematikai
analízis határterületén helyezkednek el, ezért
elemi bizonyításuk nem könnyû. A dolgozatban
bemutatott Sturm-módszerrel az említett felté-
teles egyenlõtlenségek könnyûszerrel és elemi
módon bizonyíthatók. A módszer csak algebrai
eszközökre támaszkodik és a lényege az, hogy
állandó összeg (vagy szorzat) mellett valamely
kétváltozós kifejezés változását követjük, miköz-
ben a változókat úgy közelítjük egymáshoz,
hogy az összegük (illetve a szorzatuk) állandó
maradjon. A változások megfigyelésébõl, meg-
határozva az egyik változó értékét, újrakezdjük
az eljárást, de ezúttal n - 1 változó esetén. Véges
ilyen lépés után az eljárásunk véget ér. A mód-
szer lényegét és hatékonyságát megoldott fel-
adatok segítségével szemléltetjük.

Abstract

In this paper we deal with the proof of such
inequalities, which have more than two
variables and which are situated symmetrically
in the inequality. Beside this the variables fulfil
some kind of condition (relation), too. The
inequalities are usually situated on the
borderland of Geometry, Trigonometry, Algeb-

ra and Mathematical Analysis, that’s why their
elementary proof is not easy. With the Sturm
method presented in this paper the previously
mentioned conditional inequalities can be
easily proved with elementary methods. The
method relies only on algebraic tools and its
importance is that beside constant sum or
product we follow the changing of some
expression with two variables, while we are
approaching the two variables to each other in
such a way that their sum or product to be
constant. From the observation of the changes,
defining the value of one variable, we restart
the procedure, but this time with the case of
n - 1 variable. After finite such steps our
procedure is over. We are going to illustrate the
importance and efficiency of the method with
the help of solved problems.

*     *     *

zámtalan szélsõérték probléma megol-
dása, vagy egyenlõtlenség bizonyítása
nagyon gyakran már a matematikai

analízis eszközeire szorítkozik, mint például
a Jensen-, Hölder-féle egyenlõtlenség, derivál-
tak stb.

A Sturm-módszerrel számos ilyen — úgy-
mond az algebra, mértan, trigonometria, és ana-
lízis határán „elhelyezkedõ” — feladat elemi esz-
közökkel oldható meg.

A módszert fõleg n ≥ 2 változót tartalmazó,
szimmetrikus kifejezések esetén alkalmazhatjuk,
amikor az ismeretlenek valamilyen kikötésnek
vagy feltételnek tesznek eleget.

Tuzson Zoltán

A Sturm-módszer és alkalmazása

S
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A módszer lényege röviden: állandó összeg
(vagy szorzat) mellett valamely kétváltozós ki-
fejezés változását követjük, miközben a változó-
kat úgy közelítjük egymáshoz, hogy az összegük
(illetve a szorzatuk) állandó maradjon. A válto-
zások megfigyelésébõl meghatározva az egyik
változó értékét, újrakezdjük az eljárást, de ez-
úttal n - 1 változó esetén. Véges sok ilyen lépés
után az eljárásunk véget ér.

A módszer lényegét a következõ feladatok
segítségével jobban megérthetjük. A módszer
kezdetét a következõ két feladat jelenti.

1. Alkalmazás: Ha x, y ŒR és x + y = S
állandó, akkor a P(x, y) = x ◊ y szorzat

a) növekszik, ha az Ωx - yΩ különbség csök-

ken,

b) csökken, ha az Ωx - yΩ különbség növek-

szik.

Bizonyítás: Nyilván feltehetõ, hogy x < y, ekkor
létezik olyan e > 0 amelyre 2e < y - x. Így az
x + e és y - e számok közelebb vannak egy-
máshoz, mint az x és y számok, az x < x + e <
< y - e < y elrendezés miatt. Mivel 2e < y - x,
mindenképpen e < y - x (i).
Ekkor P(x + e, y - e) - P(x, y) = e(y - x - e) > 0,
és ezért az a) állítás igaz. Az x - e és y + e szá-
mok nyilván távolabb vannak egymástól, mint
az x és y számok. Az x - e < x < y < y + e elren-
dezés miatt, hiszen x - y < 0, méginkább
x - y < e (ii).
Ekkor  felírható, hogy P(x - e, y + e) - P(x, y) =
= e(x - y - e) < 0, és ezért a b) állítás is igaz.

2. Alkalmazás: Ha x, y ŒR+ és x ◊ y = P,
akkor az S(x, y) = x + y összeg

a) csökken, ha az Ωx - yΩ különbség csök-

ken,

b) növekszik, ha az Ωx - yΩ különbség nö-

vekszik.

Bizonyítás: Nyilván feltehetõ, hogy 0 < x < y,

ekkor létezik olyan k > 1, amelyre 2 .
y

k
x

<  Így

a kx és 
y
k

 számok közelebb vannak egymáshoz,

mint az x és y számok, a 0
y

x kx y
k

< < < <  el-

rendezés miatt. Mivel 21 ,
y

k
x

< <  ezért min-

denképpen 1
y

k
x

< <  (iii).

Ekkor ,
y

S kx
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 - S(x, y) =
x
k

(k - 1)
y

k
x

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 < 0,

ezért az a) állítás igaz. A b) állítás bizonyítása is
hasonló, ott a k Œ(0, 1) feltételt kell figyelembe
venni.
A továbbiakban terjesszük ki az elõzõ tulajdon-
ságokat a klasszikus számtani- és mértani köze-
pek közötti egyenlõtlenség bizonyítására.

3. Alkalmazás: Ha minden n ≥ 2 ese-
tén x1, x2, ..., xn ŒR+, akkor fennáll az

1 2
1 2

...
...n n

n
x x x

x x x
n

+ + + ≥  egyenlõtlenség.

Bizonyítás: Feltételezzük, hogy 0 < x1 £ x2 £
£ ... £ xn, és legyen P(x1, x2, ..., xn) = x1 ◊ x2 ◊
◊ ... ◊ xn, valamint x1 + x2 + ... + xn = S állandó
bármely n ≥ 2 esetén. Rögzítsük az x3, x4, ..., xn

értékeket, és az x1, x2 változó marad. Tehát
x1 + x2 = S - (x3 + x4 + ... + xn) állandó. Az 1.
Alkalmazás alapján, ha az x2 - x1 különbség
csökken, akkor a P(x1, x2, ..., xn) szorzat növek-

szik.  De 1
S

x
n

≤ , ezért az x2 - x1 különbség ak-

kor csökken a legtöbbet, ha éppen 1 .
S

x
n

=

Tehát 1 2 2( , , ..., ) , , ..., .n n
S

P x x x P x x
n
⎛ ⎞≤ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1)

Továbbá 2 3
( 1)

... .n
S n S

x x x S
n n

−+ + + = − =

Az elõbbiek mintájára rögzítsük az x4, x5, ..., xn
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számokat, az x2, x3 pedig legyen változó. Tehát

az 2 3 4 5
( 1)

( ... )n
n S

x x x x x
n
−+ = − + + +  ál-

landó. Továbbá az x3 - x2 csökkenése a
P(x1, x2, ..., xn) szorzat növekedését idézi elõ.

De 2
( 1)

: ( 1) ,
n S S

x n
n n
−≤ − =  így az elõzõek

alapján azt kapjuk, hogy 2, , ..., n
S

P x x
n
⎛ ⎞ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

3, , , ..., .n
S S

P x x
n n
⎛ ⎞≤ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2)

Könnyen belátható, hogy ha tovább folytatjuk
az eljárást, akkor végül is

1 2( , , ..., ) , , ...,
n

n
S S S S

P x x x P
n n n n
⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

adódik, ami éppen a bizonyítandó egyenlõtlen-
séget jelenti.

Megjegyzések: A bizonyítottakból megállapít-
hatók, hogy:

1. Ha az x1 + x2 + ... + xn = S összeg állandó,
akkor a P(x1, x2, ..., xn) = x1 ◊ x2 ◊ ... ◊ xn

szorzat akkor a legnagyobb, ha x1 = x2 =

= ... = xn.

2. Ha az x1 ◊ x2 ◊ ... ◊ xn = P szorzat állandó,
akkor az S(x1, x2, ..., xn) = x1 + x2 + ... + xn

összeg akkor a legkisebb, ha x1 = x2 =

= ... = xn.

4. Alkalmazás: Ha x1, x2, ..., xn ≥ 0 és

1
,

n

i
i

x
=

=∑ p  akkor 
1

sin sin .
nn

i
i

x
n
π

=

⎛ ⎞≤ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏

Bizonyítás: A szimmetria miatt feltételezhetõ, hogy
0 £ x1 £ x2 £ ... £ xn (1). Rögzítsük az x3, x4, ...,
xn értékeket, így x1 + x2 = S állandó (2), ahol

3
.

n

i
i

S x
=

= − ∑p  Legyen továbbá E(x1, x2, ..., xn) =

=
1

sin .
n

i
i

x
=
∏  Közelítsük az x1, x2 értékeket úgy,

hogy az összegük S maradjon. Két ilyen érték
tehát x1 + e és x2 - e, ahol 0 < e < x2 - x1. Ekkor
E(x1 + e, x2 - e, x3, ..., xn) - E(x1, x2, ..., xn) =

= [ ]2 1 2 1
3

1
cos( 2 ) cos( ) sin

2

n

i
i

x x e x x x
=

− − − − ⋅∏  

(3). De 0 < x2 - x1 - 2e < x2 - x1 < p, ezért
cos(x2 - x1 - 2e) > cos(x2 - x1), tehát a (3) so-
rában levõ különbség pozitív. Tehát, ha x2 - x1

csökken, és x1 + x2 = S állandó, akkor
E(x1, x2, ..., xn) növekszik.

Az (1) és 
1

n

i
i

x
=

=∑ p  alapján, 1x
n

≤ p  (ellenkezõ

esetben x1 + x2 + ... + xn > p lenne).
Tehát a (2) feltétellel, az x2 - x1 távolság a leg-

kisebb, ha 1 .x
n

= p  Így E(x1, x2, ..., xn) £

£ 2, , ..., .nE x x
n
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
p

 Most az x2 £ x3 £ ... £ xn,

x2 + x3 + ... + xn = 
( 1)n

n
− p

 és x2 + x3 = S (ál-

landó) feltétel mellett megismételjük az eljárást

és hasonlóan kapjuk, hogy 2, , ..., nE x x
n
⎛ ⎞ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠
p

3, , , ..., .nE x x
n n
⎛ ⎞≤ ⎜ ⎟
⎝ ⎠
p p

 Még (n - 1)-szer meg-

ismételve az eljárást, végül is a láncszabály
alapján azt kapjuk, hogy E(x1, x2, ..., xn) £

£ , , ..., sin ,
n

E
n n n n
⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
p p p p

 vagyis éppen amit

bizonyítani akartunk.

5. Alkalmazás: Ha x1, x2, ..., xn ≥ 0 és

1

,
n

n
i

i

x x
=

=∏  akkor 
1

(1 ) (1 ) .
n

n
i

i

x x
=

+ ≥ +∏

Bizonyítás: Feltételezzük, hogy 0 £ x1 £ x2 £
£ ... £ xn (1). Rögzítsük az x3, x4, ..., xn érté-
keket, így x1 ◊ x2 = P (2) állandó, ahol
P = xn : (x3x4...xn). Legyen E(x1, x2, ..., xn) =

=
1

(1 ),
n

i
i

x
=

+∏  k > 1 és 2 2

1
.

x
k

x
<  Ekkor kx1 kö-



A MATEMATIKA TANÍTÁSA 2013. március
                                                                                                                                                                                             

22 MOZAIK KIADÓ

zelebb van az 2x
k

 számhoz, mint az x1 az x2-

höz, és 2

1
1 .

x
k

x
< <  Tehát felírható, hogy:

2
1 3 1 2( , , , ..., ) ( , , ..., )n n

x
E kx x x E x x x

k
− =

1 2

1 3

(1 ) (1 ) 0.
n

i
i

x x
k k x

k x =

⎛ ⎞
= − − + <⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏

Tehát, ha az x1, x2 értékeket úgy közelítjük
egymáshoz, hogy a szorzatuk P = x1 ◊ x2 állandó
marad, az E(x1, x2, ..., xn) kifejezés csökken. A

1

n
n

i
i

x x
=

=∏  és az (1) alapján biztosan igaz, hogy

x1 £ x. Tehát az x2 - x1 különbség a legkisebb,
ha x1 = x, így E(x1, x2, ..., xn) ≥ E(x, x2, ..., xn).

Az eljárás ismételt alkalmazásával, a láncsza-
bály alapján azt kapjuk, hogy E(x1, x2, ..., xn) ≥
≥ E(x, x, ..., x) = (1 + x)n. Ezzel tulajdonképpen

a 
1 1

(1 ) 1

n
n n

ni i
i i

x x
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ≥ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏ ∏  egyenlõtlenséget

igazoltuk.

A továbbiakban bizonyos megszorításokkal szor-
zatok legkisebb, vagy összegek legnagyobb ér-
tékét vizsgáljuk.

6. Alkalmazás: Határozzuk meg az
S(x, y, z) = x + y + z összeg maximumát, ha

3
, , 0,

2
x y z ⎛ ⎤∈ ⎜ ⎥⎝ ⎦

 és x ◊ y ◊ z = 1.

Megoldás: Feltételezzük, hogy 
3

0 .
2

x y z< ≤ ≤ ≤

Rögzítsük a z értékét és x, y maradjon változó.

Ekkor 
1

x y
z

⋅ =  állandó. Ha az y - x különbség

növekszik, akkor az S(x, y, z) összeg csökken.
Az y - x különbség annál nagyobb, minél ki-

sebb az x értéke. Mivel 
1 1 4

,
3 3 9
2 2

x
yz

= ≥ =
⋅

ezért 
4
9

x =  a legkisebb elérhetõ érték. Így

4 4
( , , ) , , .

9 9
S x y z S y z y z⎛ ⎞≤ = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 Ezúttal most

9
,

4
y z⋅ =  és a z - y különbség növekedésével

az y + z összeg csökken. Mivel 
9 9 3

,
34 24
2

y
z

= ≥ =
⋅

ezért 
3
2

y =  a legkisebb elérhetõ érték. De ek-

kor az 
9
4

y z⋅ =  alapján 
3

,
2

z =  tehát S(x, y, z) £

£ 4 3 3 4 3 3 31
, , .

9 2 2 9 2 2 9
S⎛ ⎞ = + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

7. Alkalmazás: Ha x, y, z ≥ 0 és x + y +

+ z = 1, akkor 
1

.
1 1 1 4

yz zx xy
x y z

+ + ≤
+ + +

Bizonyítás: A feladatot átírva azt kapjuk, hogy:

1 1 1 1
.

1 1 1 4
xy yz zx xyz

x y z
⎛ ⎞+ + − + + ≤⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

Ha most alkalmazzuk az x + 1, y + 1, z + 1 érté-
kekre a számtani és a harmonikus közepek kö-
zötti egyenlõtlenséget, akkor

3
1 1 1

1 1 1x y z

≤
+ +

+ + +
1 1 1 4

3 3
x y z+ + + + +≤ =

vagyis 
1 1 1 9

.
1 1 1 4x y z
+ + ≥

+ + +
 Így ha x, y, z ≥ 0

és x + y + z = 1, elegendõ bizonyítani, hogy

9 1
( , , ) .

4 4
E x y z xy yz zx xyz= + + − ≤   (*)
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Feltételezzük, hogy 0 < x £ y £ z (1), és rögzít-
sük a z értékét. Tehát x + y = 1 - z (állandó)
(2). Közelítsük az x < y értékeket egymáshoz
úgy, hogy közben az összeg változatlan marad-
jon. Ekkor tehát

( , , ) ( , , )E x e y e z E x y z+ − − =
9

( ) 1 ,
4

e y x e z⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (**)

ahol 0 < e < y - x. Ennek alapján:

1. Ha 
4

,
9

z <  a (**) különbség pozitív, így

E(x, y, z) akkor növekszik, ha az x és az y
közeledik egymáshoz. Az x + y + z = 1 és

(1) miatt 
1

,
3

x ≤  a (2) alapján az x legkö-

zelebb van az y-hoz, ha 
1

.
3

x =  Tehát

1
( , , ) , , ,

3
E x y z E y z⎛ ⎞≤ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ahol 

2
3

y z+ =  és

y £ z. Hasonlóan 
2 1

: 2 ,
3 3

y ≤ =  így az y

a legközelebb áll a z-hez, ha 
1

,
3

y =  ezért

1
.

3
z =

Tehát 
1 1 1 1 1

, , , , .
3 3 3 3 4

E y z E⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2. Ha 
4

,
9

z >  akkor a (**) különbség nega-

tív, így E(x, y, z) akkor növekszik, ha x-et
és y-t távolítjuk egymástól, persze x + y =
= 1 - z állandó marad. Az (1) és (2) miatt
az x = 0, az y-tól a legtávolabbi értéket
adja. Így E(x, y, z) £ E(0, y, z) = yz, ahol
y + z = 1 és y £ z. Most az y-t és a z-t köze-

lítenünk kell egymáshoz. De 
1
2

y ≤  miatt

a legközelebbi y érték a z-hez, az 
1

,
2

y =

ahonnan 
1

.
2

z =

Tehát E(0, y, z) £ 1 1 1
0, , .

2 2 4
E ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Ezek

szerint E(x, y, z) maximális, ha 
1
3

x y z= = =

vagy x = 0, 
1

,
2

y z= =  és a szimmetria

miatt, ennek a cirkuláris permutációi.

8. Alkalmazás: Határozzuk meg az
E(u, v, w) = (1 + u)(1 + v)(1 + w) kifejezés leg-

kisebb értékét, ha 
7

, , 0,
16

u v w ⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
 és

u + v + w = 1.

Megoldás: Feltételezzük, hogy 0 £ u £ v £ w £

£ 7
16

 (1). Rögzítsük a w-t, legyen u < v, miköz-

ben u + v = 1 - w állandó (2). Közelítsük egy-
máshoz az u-t és a v-t úgy, hogy az összegük
maradjon állandó. Ekkor felírható, hogy

E(u + e, v - e, w) - E(u, v, w) =
= e(1 + w)(v - u - e) > 0,

ami azt jelenti, hogy E(u, v, w) növekszik, így
a minimum meghatározásánál ez nem segít.
Távolítsuk hát az u-t és a v-t úgy, hogy az ösz-
szegük maradjon állandó. Ekkor az u + v =
= 1 - w és (1) feltételek mellett a v-tõl a legtá-
volabbra esõ u érték nem 0, hiszen u = 0 esetén

v + w = 1 lenne, ahonnan 
1
2

w ≥  lenne, ami

ellentmond a 
7

16
w ≤  feltételnek. Mivel

1 - u = v + w £ 7 7
,

16 16
+  ezért 

1
,

8
u≤  így

1
8

u =  a megfelelõ.

Ekkor 
1

( , , ) , , ,
8

E u v w E v w⎛ ⎞≥ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
1 7
8 27

v w≤ ≤ ≤

és 
1 7

1
8 8

v w+ = − =  (3). További csökkentés

végett a w és v közötti távolságot ismét növelni
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kell. Mivel 
7 7 7

,
8 16 16

v w v− = ≤ ⇒ ≤  ezért 
7

16
v =

a legközelebbi v érték a w-hez, és a (3) alapján
7

.
16

w =  Tehát 
1

, ,
8

E v w⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

≥ 1 7 7
, ,

8 16 16
E ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=
29 23

.
8 16
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ezek szerint E(u, v, w) akkor a legkisebb, ha
1

,
8

u =  
7

16
v w= =  és ennek a cirkuláris per-

mutációi.

A módszer jobb elmélyítése végett az ér-
deklõdõ Olvasónak a következõ feladatok
megoldását javasoljuk:

1. Ha x1, x2, ..., xn Œ[0, 1] és 
1

,
n

i
i

x S
=

=∑  ak-

kor 
1

1
1 (1 ) .

1

n

i
i

S x
S=

− ≤ − ≤
+∏

2. Ha x1, x2, ..., xn > 0, és 
1

1,
n

i
i

x
=

=∑  akkor

2
1

( 1)
(1 ) .

nn

i i n
i

n
x x

n=

−− ≤∏

3. Ha x1, x2, ..., xn Œ(0, 1) és 
1

1,
n

i
i

x
=

=∑  ak-

kor 
2

1

1
.

1 1

n

ii

n
x n=

≥
− −∑

4. Ha x1, x2, ..., xn Œ(0, 1), akkor 
1

(1 )
n

i
i

x
=

− >∏

1
1 .

n

i
i

x
=

> −∑

5. x1, x2, ..., xn > 1, és 
1

,
n

n
i

i

x x
=

=∏  akkor

1

1
.

1 1

n

ii

n
x x=

≥
− +∑

Amennyiben x1, x2, ..., xn Œ(0, 1), akkor az

egyenlõtlenség fordított irányú.

6. Ha x1, x2, ..., xn > 0 és 
1

,
n

i
i

x S
=

=∑  akkor

1

1
1 1 .

nn

ii

n
x S=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ≥ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∏

7. Ha x, y, z ≥ 0 és x + y + z = 1, akkor

2 2 2 7
5( ) 18 .

3
x y z xyz+ + + ≥

8. Ha x, y, z ≥ 0 és x + y + z = 1, akkor
7

0 2 .
27

xy yz zx xyz≤ + + − ≤

9. Ha 
23

, , 1,
16

x y z ⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
 és x + y + z = 4, hatá-

rozzuk meg az F(x, y, z) = xyz kifejezés leg-
kisebb értékét.

Forrásanyag:

[1] Mircea Ganga (1991): Teme si probleme de
matematica. Editura Tehnica, Bucuresti,
117—123.

[2] L. Panaitopol és társai (1996): Egyenlõtlensé-
gek (magyarra fordította András Szilárd). Gil
Könyvkiadó, Zilah
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Kivonat

Ebben a cikkben megismerkedünk a római
számok eredetével. Megvilágítjuk szoros kap-
csolatát az etruszk és a székely-magyar számro-
vással. Ezek után bemutatásra kerül a római
számolótábla, majd végül néhány egyszerû pél-
dán keresztül megmutatjuk, hogy hogyan lehet
rovásszámokat egymással összeadni és szorozni.

Abstract
In this article we will learn about the origins

of Roman numerals. Elucidated the close
relationship between the Etruscan and Szekely-
Hungarian runic numbers. After that will be
presented to the roman abacus, and finally we
will show some simple examples of how to
runic numbers added and multiplied together.

*     *     *

indannyian kisiskolás korunk óta jól
ismerjük õket. A V, X, L, C betûk és
társaik ott ragyognak megannyi köz-

intézményünk épületének homlokzatán, ennyi
év távlatából is dicsõítve a Római Birodalom
egykori nagyságát, és jelképezve máig tartó ci-
vilizációs hatását.

De vajon tényleg ismerjük-e ezt a számábrá-
zolást? Tudjuk-e, hogy honnan származik, mi-
ként lett azzá, ahogyan most találkozunk vele?

Remélem, mire a cikk végére érünk, sikerül
jobban megismerkednünk a római számok vilá-
gával, és egy kicsit sajátunknak is érezzük majd,
mint a Székely-Magyar Számrovás egyik leghí-
resebb leszármazottját.

Ehhez azonban mélyen vissza kell nyúlnunk
az idõbe. Abba a korba, amikor megkezdõdik
i. e. 1900 körül az Észak-Balkán felõl az indo-
európai akháj törzsek bevándorlása a mai Gö-
rögország területére. Támadásaik nyomán i. e.
1450 körül megsemmisül a Krétai Kultúra. Lét-
re jön legfontosabb központjuk, Mükéné. Kis-
Ázsiában virágzik a Hettita birodalom, szoros

kereskedelmi és kulturális kapcsolatokat ápolva
a kor másik legendás nagy városállamával,
Trójával.

Ám amikor az i. e.1200 körül az indoeuró-
pai bevándorlás második hullámában újabb
északi akháj törzsek törnek a vidékre, egy újabb
nagy népmozgás veszi kezdetét. A részben Szi-
cíliában megtelepedõ szikulok, a Szardínia szi-
getén megtelepedõ szárdok, és a Tróját (hettita
nyelven Taruisa) megalapító turusa-k vagy ösz-
szefoglaló nevükön az ún. tengeri népek egy-
más és a szomszéd népek ellen vezetett ismét-
lõdõ támadásai (kalandozások) átrendezik a me-
diterráneum hatalmi viszonyait.

A Hettita Birodalom és Ugarit összeomlik, és
még Egyiptomot is támadások érik. Számunkra
azonban a legfontosabb esemény, hogy mint
azt az Iliaszból is tudjuk, az akhájok elfoglalják
és lerombolják Tróját. A vereség után a trójaiak
egy része Észak-Itáliába vándorol, és az itt talált
latin pásztortörzsekre telepedve megalapítja az
etruszk városállamok évszázadokon át fennálló
laza szövetségét, ami i. e. 1100-tól fokozatosan
jelentõs tengeri hatalmat épít ki, de végül i. e.
500 körül elõbb görög, majd végül római be-
folyás alá kerül. Maga Róma városának elsõ ki-
rályai is etruszk származásúak voltak, sõt a ró-
mai eredetmítosz is trójai származást említ.

De mindezek hogyan kapcsolódnak a római
számok eredetéhez?

Ezen történelmi események alapján válik
érthetõvé, hogy i. e. 1500 körül a Fekete-tenger
északi partján, a Kaukázustól a Kárpátok elõte-
réig jelen lévõ, és a Kárpát-medencében mind
a mai napig fennmaradt nomád eredetû szám-
rovás hogyan bukkanhatott fel az etruszk nép
számírásaként, amibõl azután kialakult a klasz-
szikus római számírás. Külön érdekesség az
esetleges szikul =? sicul =? székely nép azonossá-
gának kérdése. Egy biztos: a magyar törzseket
erõs és maradandó civilizációs hatások érték az
ezen népekkel, néptöredékekkel való találkozá-
suk, egybeolvadásuk során.

Csiszár Zoltán

A római számok eredete

M
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Témánkat szorosan nem érinti, de e civlizá-
ciós hatás egy másik bizonyítékaként megemlít-
hetõ egyedülálló, a mai európai népektõl telje-
sen különbözõ eredetû Isten szavunknak az et-
ruszk Tin vihar(villám)istennel, vagy a hettita
Isztanu-val és a hatti Estan-nal való párhuzama.
Az Isten nyila kifejezés is jól példázza ezt a pár-
huzamot, ami akháj(zeuszi) isten-attribútumok-
ra utal. Persze az e népekkel rokon elnevezés
a még ennél is õsibb akkád nyelv egy, egyedüli,
elsõ jelentésû ištçn szavára vezethetõ vissza. Ez-
zel áll párhuzamban egyház szavunk jelentése is.

A következõkben vizsgáljuk meg közelebbrõl
a három számrovást az alábbi összehasonlító
ábra segítségével (a számok balról jobbra
irányban):

Belsõ logikája alapján mindhárom számírás
az egyiptomihoz hasonlóan additív rendszer, de
a rómaiban már megjelenik a sok azonos jel
egymás utáni ismétlésének elkerülésére a kivo-
nás is (szubtrakció). Meg kell azonban említe-
nünk, hogy ez csak jóval késõbb lett általáno-
san elfogadott.

A ma is használatos latin számsorban kezdet-
ben még a IV, IX, XC számokat etruszk és ma-
gyar módra így használták: IIII, VIIII, LXXXX.

Láthatjuk, hogy az etruszk és a magyar szám-
rovás ötvenig tökéletesen megegyezik.

Eltérés csupán az ezres számjegyben mutat-
kozik, de az is látható, hogy a magyar számro-
vás tipográfiailag egységesebb, tehát eredetibb
képet mutat, mint az etruszk rendszer.

Az etruszk számrovást a latinok teljesen át-
vették, és csak késõbb hajtottak rajta végre ki-
sebb változtatást görög mintára úgy, hogy az
50, 100, 500 és 1000 számokra betûjeleket
használtak, de továbbra is megmaradt etruszk
szerkezete. A görögök a számok leírásához is az
ábécé betûit használták.

Kezdetben a számok sorvezetése is jobbról
balra történt, csak késõbb a latinok fordították
meg azt, amikor áttértek mai írásunknak meg-
felelõen a balról jobbra való sorvezetésre. Az
eddigiek alapján megállapíthatjuk, hogy az áb-
rán látható sorrend egyben idõrendi egymás-

utániságot is jelent. Tehát az alaktanilag is egy-
séges magyar számrendszer késõbbi változatait
látjuk viszont az etruszkban, majd a rómaiban
(latinban).

De hogyan maradhatott fenn ez az õsi rend-
szer több évezreden keresztül?

Mert szükség volt rá, használatban volt. A fo-
kozatosan visszaszoruló számrovásunknak a kö-
zépkorban még széles körû alkalmazása sokol-
dalúan bizonyított, különösen az adószedésben,
a közigazgatási számvitelben. Az állami adósze-
dõk ugyan már az Anjou-korban írott lajstro-
mokkal és levelekkel vették számba és nyugtat-
ták a beszedett adót, alacsonyabb közigazgatási
szinteken azonban a nép írástudatlansága miatt
a népi rovásokat is vezetni kellett. Egy léc ol-
dalára felrótták a tartozást, majd a lécet ketté-
hasították. Mindkét szerzõdõ fél magánál tar-
totta egy-egy darabját, amivel bizonyíthatta iga-
zát. Meghamisítani nem lehetett, hiszen a hasa-
dás egyedisége bizonyító erejû volt. Még a 15.
sz.-ban is királyi dekrétum írta elõ, hogy a falusi
bírák a rovásnyeleket (capita dicarum; a páros
rovások közül a fejes rész) minden vármegyé-
ben háromévenként, írásos lajstrommal kísérve,
megyei összesítésre benyújtani kötelesek.

Nyelvünk is mind a mai napig õrzi e gya-
korlat emlékét, gondoljunk csak a „felrótták ne-
ki.”, „sok van a rovásán”, „kirótták az adót”
kifejezésekre.

Az írásbeliség elterjedése végül teljesen hát-
térbe szorította a rovásokat, a rovásnyelek már
mind rég elkorhadtak, és csak elvétve bukkanak
fel néha régi feliratokon, mégis fontosnak ér-
zem, hogy mint nemzeti örökségünk egy darab-
kájáról, a római számok tanításakor megemlé-
kezzünk róluk.

Manapság is elvárás, hogy a tanulók ismer-
jék a római számok jeleit, és megismerve azokat
képesek legyenek nagyobb számok, például év-
számok kiolvasására is. Érdemes melléjük oda-
csempésznünk a rovásszámokat is. Hasznos le-
het ezen számrovásokkal történõ „küszködés”
a helyiértékes írásmód elõkészítésére is, hogy
a diákok megértsék annak számtalan, a min-
dennapokban természetesnek tûnõ elõnyét.

A következõkben vizsgáljuk meg, hogyan
lehet egyszerû matematikai mûveleteket végez-
ni római számokkal, illetve számrovással!
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A rómaiak ránk maradt számolótáblái csi-
szolt kõlapok, márványtáblák voltak, amelye-
ken kavicsokkal (calculi) számoltak. Innen
erednek a latin calculus (számolás), calculare
(számolni) stb. szavak, amelyeknek a módosu-
latai a modern európai nyelvekben is megtalál-
hatók. A helyiértékek a római számírást követve
az  egységeknek feleltek meg. Az alábbi táblán
a IMM.VIXM.IVM.C.LXXX.I = 1 064 181 szá-
mot jelöltük.

A felsõ csúszkák az ötös jelölõk, míg az alsók
az egyes jelölõk. A tábla jobb szélén lévõkkel
a törteket számolták.

A következõkben nézzük meg, hogyan ad-
hatunk össze római, ill. rovásszámokat írásban!

Az alábbi ábra rovásszámok összeadását
szemlélteti. Mint látható, egymás után írjuk az
összeadandó két szám számjegyeit értékük sze-
rint, majd összevonással egyszerûsítjük a szá-
mot.

A római, ill. rovásszámok szorzásához a már
az egyiptomi Rhind papiruszon is szereplõ,
úgynevezett Orosz módszert alkalmazhatjuk.

A lényege, hogy az egyik tényezõt többször
felezzük, míg a másik tényezõt ugyanakkor
megkétszerezzük.

A következõkben nézzünk meg két példát
római számok szorzására:

Például:
32 ◊ 17 = 544 XXXII ◊ XVII = DXLIV

32 ◊ 17 XXXII XVII
16 ◊ 34 XVI XXXIV
80 ◊ 68 VIII LXVIII
40 ◊ 136 IV CXXXVI
20 ◊ 272 II CCLXXII
10 ◊ 544 I DXLIV

Ha az eljárás során páratlan számot kell fe-
leznünk: eggyel kevesebbet kell venni és azt
a számot megfelezni. A páratlan számokhoz
tartozó duplázott számot viszont meg kell jelöl-
ni, és az utolsó duplázásként kapott számhoz
hozzáadni.

Például:
19 ◊ 17 = 323 XIX ◊ XVII = CCCXXIII

19 ◊ 17* XIX XVII*
90 ◊ 34* IX XXXIV*
40 ◊ 68 IV LXVIII
20 ◊ 136 II CXXXVI
10 ◊ 272 I CCLXXII

272 + 17 + 34 = 323 CCLXXII + XVII +
+ XXXIV = CCCXXIII

Remélem, élvezték rövid kalandozásunkat
a történelem és a matematika határain!
Ha sikerült felkeltenem az érdeklõdésüket,
további hasznos információkat találnak a
http://www.rovasirasforrai.hu/Rovasiras/Muvele
tek-rovasszamokkal.htm oldalon, vagy a wiki-
pedia-n: http://hu.wikipedia.org/.
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A versenyrõl

2012/2013. tanévben 2012. november
14-én került megrendezésre a Hajdú-
Bihar megyei Középiskolai Matematikai

Verseny a DE Matematikai Intézete és a BJMT
H-B megyei Tagozata közös szervezésében.
A verseny szponzorai a DE Matematikai Intéze-
te, Informatikai Kara és a Bolyai János Mate-
matikai Társulat Hajdú-Bihar megyei Tagozata
és a Neumann János Számítógép-tudományi
Társaság Hajdú-Bihar megyei Tagozata voltak.

A versenyre a város és a megye 25 középis-
kolája nevezett be, és közel 900 tanuló vett részt
rajta. Ebben a tanévben elõzetes regisztrációt
kértünk a megyei versenyen való részvételhez
a www.math.klte./modszertan/megyeiverseny
weboldalon. Az országos matematikaversenyek
rendszeréhez hasonlóan évfolyamonként há-
rom kategóriában értékeltük a tanulók dolgo-
zatait: I. kategória, II. kategória és III. kategória
(speciális matematika tagozat). 

Az 5 feladatból álló feladatsor kidolgozására
3 óra állt a versenyzõk rendelkezésére. A tanu-
lók függvénytáblázatot, zsebszámológépet (olyat,
amelyik szöveges feladatok tárolására és meg-
jelenítésére nem alkalmas), vonalzót és körzõt
használhattak segédeszközként. A felhasznált
segédeszközökre a matematika írásbeli érettségi
szabályait tekintettük érvényesnek.

Bármely feladat esetén csak egy megoldást
értékeltünk. Ezeket az információkat a verseny-
felhívásban elõre közöltük.

Egy-egy feladatsor összpontszáma minden
esetben 60 pont volt. A tanulók a dolgozatot
saját iskolájukban írták, és tanáraik javították ki,

majd a legalább 30 pontos dolgozatokat, vagy
ha ilyen nem volt, akkor az adott évfolyamról
a legjobb iskolai dolgozatot továbbították a ver-
senybizottsághoz.

101 dolgozat érkezett be 13 iskolából a kö-
vetkezõ megoszlásban: 9. évfolyam 26 dolgo-
zat, 10. évfolyam 24 dolgozat, 11. évfolyam 23
dolgozat, 12. évfolyam 28 dolgozat.

Ebben a tanévben a feladatsorok színvonala
az eredményesség szempontjából lényegében
azonos volt. Mindegyik sorozatban voltak köny-
nyebben és nehezebben megoldható feladatok.

A versenybizottság jónak értékelte a tanulók
teljesítményét. A 2012/2013. tanévben 14 is-
kolából 31 tanárt és 50 diákot részesített helye-
zésben vagy dicséretben. 14 elsõ, 12 második,
9 harmadik helyezést értek el a tanulók, és 15-
en kaptak dicséretet. A 9. évfolyamról 14 ta-
nuló, a 10. évfolyamról 11 tanuló, a 11. évfo-
lyamról 13 tanuló és a 12. évfolyamról 12 ta-
nuló teljesítményét ítéltük kiválónak.

Maximális, azaz 60 pontszámú dolgozatot
írtak a III. kategóriából: Teski Tamara (Fazekas
Mihály Gimnázium, Debrecen, 9. évf.), Almási
Péter (Fazekas Mihály Gimnázium, Debrecen,
10. évf.), Nagy Vendel (Fazekas Mihály Gimná-
zium, Debrecen, 11. évf.), Varnyú József (Faze-
kas Mihály Gimnázium, Debrecen, 12. évf.).

Majdnem maximális pontszámú dolgozatot
írtak a II. kategóriából: Ulveczki Balázs (Hõgyes
E. Gimnázium, Hajdúszoboszló, 11. évf.), Ko-
vács Dániel (Tóth Árpád Gimnázium, Debre-
cen, 12. évf.).

A feladatsorokat a DE Matematikai Intéze-
tének oktatói állították össze: 9. évfolyamon
Herendiné Dr. Kónya Eszter, 10. évfolyamon

Dr. Kántor Sándorné

A 2012/2013.  évi Hajdú-Bihar megyei
Középiskolai Matematikai Versenyrõl

A
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Dr. Kántor Sándor, 11. évfolyamon Dr. Besse-
nyei Mihály, 12. évfolyamon Dr. Kántor Sán-
dorné.

A versenybizottság vezetõi Dr. Kántor Sán-
dorné és Herendiné Dr. Kónya Eszter voltak.

A feladatsorok lektorai: Balla Éva, Dankó
Sándor, Deli Lajos és Károlyné Teleki Anikó,
a hajdúszoboszlói Hõgyes Endre Gimnázium
tanárai.

Versenyeredmények, helyezések

9. évfolyam

I. kategória
I. helyezett: Illyés Gabriella (Tóth Árpád
Gimnázium),
II. helyezett: Sotkovszki Réka (Tóth Árpád
Gimnázium)

II. kategória
I. helyezett: Szathmári Balázs (DE Kossuth
Gimn.),
II. helyezett: Varga Péter (Hõgyes E. Gimn.,
Hajdúszoboszló)
III. helyezett: Molnár Nóra (Debreceni Ref.
Kollégium Gimn.) és Kurgyis Pál (Debreceni
Ref. Kollégium Gimn.)

III. kategória speciális matematika tagozat
(Fazekas Mihály Gimn. Debrecen):
I. helyezett: Teski Tamara,
II. helyezett: Zatik Vilmos, Borza Marcell és
Szántó Imre.

10. évfolyam

I. kategória
I. helyezett: Berdó Dániel (DE Kossuth
Gimn.),
II. helyezett: Herendi Zsolt (DE Kossuth
Gimn.)

II. kategória
I. helyezett: Koncz Imre (Debreceni Ref. Kol-
légium Gimn.) és Kocsis Péter (Hõgyes E.
Gimn., Hajdúszoboszló)

III. kategória speciális matematika tagozat
(Fazekas Mihály Gimn. Debrecen):
I. helyezett: Almási Péter,
II. helyezett: Kátay Tamás.

11. évfolyam

I. kategória
I. helyezett: Szûcs Éva (Bethlen Gábor
Közgazd. Szakközépiskola) és Uzonyi Noémi
(Mechwart Gépipari és Informatikai SZKI).

II. kategória
I. helyezett: Ulveczky Balázs (Hõgyes E.
Gimn., Hajdúszoboszló),
II. helyezett: Seress Dániel (Dóczy Gedeon
Ref. Gimn.),
III. helyezett: Kántor Tamás (Tóth Árpád
Gimnázium)

III. kategória speciális matematika tagozat
(Fazekas Mihály Gimn. Debrecen):
I. helyezett: Nagy Vendel,
II. helyezett: Panyi Dávid,
III. helyezett: Varga Dániel.

12. évfolyam

I. kategória
I. helyezett: Pánya Nándor (Bethlen Gábor
Közgazd. Szakközépiskola),
II. helyezett: Haimhoffer Ádám (Ady Endre
Gimnázium)

II. kategória
I. helyezett: Kovács Dániel (Tóth Árpád Gim-
názium),
II. helyezett: Dávid Bernadett (Hõgyes E.
Gimn., Hajdúszoboszló),
III. helyezett: Nagy Imre (Bocskai Gimn. Haj-
dúböszörmény), Kacsó Zoltán (Bocskai
Gimn. Hajdúböszörmény) és Papp Ádám
(Bocskai Gimn. Hajdúböszörmény)

III. kategória speciális matematika tagozat
(Fazekas Mihály Gimn. Debrecen):
I. helyezett: Varnyú József,
II. helyezett: Szilágyi Gergely,
III. helyezett: Nemkin Viktória és Erdész Ba-
lázs.
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Az egyes évfolyamok feladatsorai

9. évfolyam

1. János bácsi elindult kerékpárral Nekeresd-
falváról a legközelebbi vasútállomásra. Miután
az elsõ óra alatt 12 km utat tett meg, kiszámol-
ta, hogy ezzel a sebességgel 5 percet fog késni.
Ezért a hátralévõ távolságot 16 km/h sebesség-
gel tette meg, így 15 perccel hamarabb érkezett.
Hány km-re van az állomástól Nekeresdfalva?

10 pont

2. Ha két természetes szám szorzatához ösz-
szegüket adjuk, 2012-t kapunk. Melyik ez a két
szám?

10 pont

3. Egy játékgyár olyan naptárt készít, ame-
lyen a napok sorszámát két kockán lévõ számok
jelzik. Mindkét kockának minden lapjára egy-
egy számjegyet írnak, és a kocka egy-egy lapjá-
nak egymás mellé helyezése mutatja a megfe-
lelõ nap dátumát. Például augusztus 9-ét: az
augusztus hónapot egy külön tábla mutatja, 9-ét
az egyik kockán 0 számjegy és a másik kockán
egy 9-es számjegy jelzi.
Milyen számokat kell a kockákra festeni, ha a 9-es
6-osnak is olvasható és fordítva?
Hány különbözõ kockapár készíthetõ, ha az em-
lített feltételek mellett minden naptári számot ki
akarunk rakni? (Nem tekintjük különbözõnek
azokat a kockákat, amelyeken ugyanazok a szá-
mok másképpen vannak elhelyezve.)

12 pont

4. Bizonyítsuk be, hogy ha n páratlan ter-
mészetes szám, akkor n4 + 14n2 + 49 osztható
64-gyel.

14 pont

5. Az ABC háromszög A csúcsánál lévõ
szöge 150º, B-bõl induló magasságának talp-
pontja M1, C-bõl induló magasságának talp-
pontja M2, AB oldalának felezõpontja F1, AC
oldalának felezõpontja F2. Bizonyítsuk be, hogy
az M1F1 és az M2F2 egyenesek egymásra me-
rõlegesek!

14 pont

10. évfolyam

1. Oldja meg a valós számok halmazán az
alábbi egyenletet!

|x - 2012| - |x - 2013| =
= |2013 - x| - |2012 - x|

8 pont

2. Mennyi az alábbi S összeg értéke?
1 1 1

1 2 2 3 99 100
S = + + ⋅ ⋅ ⋅ +

+ + +

 10 pont

3. Az ABCD konvex négyszög átlóinak met-
széspontja O. Igazolja, hogy az ABO és CDO
háromszögek területének szorzata egyenlõ a
BCO és DAO háromszögek területének szorza-
tával!

 12 pont

4. Mely x egész szám esetén lesz 
2 1
3 1

x
x
+
+

 is

és 
2

4 1
x
x
−
+

 is egész szám?

14 pont

5. Az ABC háromszög BC oldalának egyik
belsõ pontja P. Az AP egyenes az ABC három-
szög köré írt körét a Q pontban (Q π A) metszi.

Adja meg azt a P pontot, amelyre 
AP
PQ

 mini-

mális!
16 pont

11. évfolyam

1. Melyik valós számmal egyenlõ az alábbi
kifejezés?

1 1 1
1 2 2 3 99 100

+ + ⋅ ⋅ ⋅ +
+ + +

8 pont

2. Milyen p prímszámok esetén lesz p2 + 2
szintén prímszám?

10 pont

3. Oldja meg a valós számok nem üres, vé-
ges részhalmazainak halmazán az A + A = 2A
egyenletet, ahol A, B Ã R és l ŒR esetén
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A + B := {a + b | a ŒA, b ŒB},
lA := {la | a ŒA}.

12 pont

4. Létezik-e a síkon olyan nyolc elembõl
álló ponthalmaz, melynek bármely három
pontja nincs közös egyenesen, és amelynek
pontjai által meghatározott egyenlõ szárú há-
romszögek száma legalább negyven?

14 pont

5. Legyen x1 = 1 és y1 = 2, továbbá legyen
xn + 1 = H(xn, yn), valamint yn + 1 = A(xn, yn),
ahol H, illetve A jelöli a harmonikus, illetve
számtani közepet. Határozza meg mindazon a
valós számokat, amelyekre minden n pozitív
egész szám esetén a Œ[xn, yn] teljesül!

16 pont

12. évfolyam

1. Egy számtani sorozat elsõ n tagjának ösz-
szege A, elsõ 2n tagjának összege B. Fejezze ki
A és B segítségével az elsõ 3n tag összegét!

8 pont

2. Attila és Bea vasárnap délelõtt 10 és fél
11 közötti egy igen fontos üggyel kapcsolatos
találkozót beszél meg, amelyre mindketten biz-
tosan elmennek. Mennyi a valószínûsége an-
nak, hogy a korábban érkezõ nem vár 10 perc-
nél többet a másikra, ha mindketten betartják
a megbeszélt idõintervallumot?

10 pont

3. Határozza meg az

2 2 2 2( ) ( 1) ( 1)f x x x x x= + + + − +

függvény minimumának helyét és értékét!
12 pont

4. Oldja meg a valós számok halmazán a kö-
vetkezõ egyenletet!

(sin(x - y) + 1)(2cos(2x - y) + 1) = 6

14 pont

5. Egy négyzet alapú egyenes gúla alapélé-
nek és testmagasságának hossza egész szám.
Mekkora a gúla térfogata, ha felszínének és tér-
fogatának azonos a mérõszáma?

16 pont

Megoldások

9. évfolyam

1. Jelöljük s-sel a Nekeresdfalva és az állo-
más közötti távolságot, valamint t-vel a vonat
indulásáig hátralévõ idõt órában. János bácsi
végig 12 km/h átlagsebességgel haladva 5 per-
cet, azaz 1/12 órát késne, a távolság km-ben:
s = 12(t + 1/12).
Mivel 1 óra alatt megtett 12 km-t, már csak
(s - 12) km van hátra, ehhez (t - 1) óra ideje
maradt, de tudjuk, hogy ekkor 15 perccel
(1/4 óra) hamarabb érkezik. Tehát a távolság
km-ben: s = 12 + 16(t - 1 - 1/4).
A két egyenletbõl 12t + 1 = 12 + 16t - 16 - 4,
4t = 9, t = 9/4 óra = 2 óra 15 perc a vonat in-
dulásáig hátralévõ idõ.
s = 12(9/4 + 1/12) = 28 km Nekeresdfalva és
a vasútállomás távolsága.
Ellenõrzés: 28 km-t 12 km/h sebességgel 7/3 óra,
azaz 2 óra 20 perc alatt lehet megtenni. Ez va-
lóban 5 perccel több a 2 óra 15 percnél. Ha
a 28 km-bõl 1 óra alatt 12 km-t teszünk meg,
még 16 km marad hátra, amit további 1 óra
alatt lehet megtenni 16 km/h sebességgel. Ez
összesen 2 óra, ami valóban 15 perccel keve-
sebb a 2 óra 15 percnél.

2. Legyen a; b ŒN, ab + a + b = 2012. Ad-
junk mindkét oldalhoz 1-et, majd alakítsuk szor-
zattá a jobb oldalt: ab + a + b + 1 = 2013,
(a + 1)(b + 1) = 2013.
A jobb oldalon két természetes szám szorzata
szerepel, ezért bontsuk fel a 2013-at is két ter-
mészetes szám szorzatára az összes lehetséges
módon.
A 2013 prímtényezõs felbontása: 3 ◊ 11 ◊ 61,
ezért a lehetséges kéttényezõs szorzatok, és
ezeknek megfelelõen a megoldások:

• (a + 1)(b + 1) = 1 ◊ 2013, tehát a = 0,
b = 2012, vagy a = 2012, b = 0.

• (a + 1)(b + 1) = 3 ◊ 671, tehát a = 2,
b = 670, vagy a = 670, b = 2.
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• (a + 1)(b + 1) = 11 ◊ 183, tehát a = 10,
b = 182, vagy a = 182, b = 10.

• (a + 1)(b + 1) = 61 ◊ 33, tehát a = 60,
b = 32, vagy a = 32, b = 60.

A megoldás tehát 4 db számpár.
A számpárok szorzatához hozzáadva összegüket
valóban 2012-t kapunk.

3. A 11 és a 22 csak akkor rakható ki, ha
mindkét kockán szerepel az 1 és a 2.
A 01, 02, ..., 09 kirakása csak úgy lehetséges,
ha a 0 mindkét kockán szerepel,mert ellenkezõ
esetben a másik kockán az összes többi szám-
jegynek szerepelnie kellene. Tehát a 0; 1; 2
számjegyek mindkét kockán rajta vannak. A töb-
bi 6 számjegyet (3, 4, 5, 6, 7, 8) tetszõlegesen
eloszthatjuk a két kocka maradék 3-3 lapján.
(9-re nincs külön szükségünk)
A 6 db számjegybõl egy kockára tehát 3-at kell
kiválasztanunk úgy, hogy a kiválasztás sor-
rendje nem számít. Az esetek tényleges felsoro-
lásával, vagy formális következtetéssel 20 esetet
kapunk.
Figyelembe véve, hogy ha az egyik kockára ki-
választjuk a 3 számjegyet, ezzel a másik kocka
számjegyeit is meghatározzuk, a különbözõ koc-
kapárok száma 20 : 2 = 10.

4. Mivel n páratlan természetes szám, felír-
ható n = 2k + 1 alakban, ahol k tetszõleges ter-
mészetes szám.
Alakítsuk át a kifejezést:

n4 + 14n2 + 49 = (n2 + 7)2 = [(2k + 1)2 + 7]2 =
= (4k2 + 4k + 1 + 7)2 = [4k(k + 1) + 8]2.

Vizsgáljuk meg a kapott kifejezést a 64-gyel
való oszthatóság szempontjából: k és k + 1 két
egymást követõ természetes szám, ezért szor-
zatuk mindig páros.
Egy páros szám négyszerese 8-cal osztható, eh-
hez 8-at hozzáadva az összeg is osztható lesz 8-
cal. Egy 8-cal osztható számot négyzetre emel-
ve 64-gyel osztható számot kapunk.

5. Rajzoljuk meg a háromszöget, jelöljük be
a pontokat, jelölje D a M2F2 és az M1F1 egye-
nesek metszéspontját (1. ábra).

C

150º

?

A B

D

F1

F2

M2

M1

1. ábra

Az M2AC derékszögû háromszög, A-nál lévõ

szöge 30º, C-nél lévõ szöge 60º.
A háromszöget a 30º-os szög melletti befogóra
tükrözve szabályos háromszöget kapnánk, ezért
a CM2 befogó fele az átfogónak. Ebbõl követ-
kezik, hogy CM2 = CF2 = F2A, mert F2 az átfo-

gó felezési pontja.
Így az M2F2C háromszögben a két egyenlõ

oldal által bezárt szög 60º, ami azt jelenti, hogy
a háromszög szabályos, tehát másik két szöge is
60º.
Hasonlóan, az AM1B derékszögû háromszöget
az F1 oldalfelezõ pont két olyan háromszögre
bontja, melyek közül M1BF1 szabályos, tehát

szögei 60º-osak.
Az AF1DF2 négyszögben így az F1 és az F2 csú-

csoknál 60º-os szögek vannak. Mivel az A
csúcsnál lévõ szög 150º, figyelembe véve, hogy
a négyszög belsõ szögeinek összege 360º, a D
csúcsnál lévõ szögre 90º adódik.
Ezzel bebizonyítottuk, hogy az M1F1 és az M2F2

egyenesek merõlegesek egymásra.

10. évfolyam

1. Mivel |x - 2012| = |2012 - x| és
|x - 2013| = |2013 - x|, ezért az egyenlet ek-
vivalens az |x - 2012| = |x - 2013| egyenlet-
tel.
Ennek az egyenletnek az alakját vizsgáljuk há-
rom esetre bontva:

• Ha x < 2012, akkor az egyenlet
2012 - x = 2013 - x, aminek nincs megol-
dása.



2013. március A MATEMATIKA TANÍTÁSA
                                                                                                                                                                                             

MOZAIK KIADÓ 33

• Ha 2012 £ x £ 2013, akkor az egyenlet
x - 2012 = 2013 - x, aminek a megoldása
x = 2012,5.

• Ha 2013 < x, akkor az egyenlet
x - 2012 = x - 2013, aminek nincs megol-
dása.

Tehát az eredeti egyenlet megoldása x = 2012,5.

2.
1 1 1

1 2 2 3 99 100
S = + + ⋅ ⋅ ⋅ + =

+ + +

( )( ) ( )( )
2 1 3 2

1 2 2 1 2 3 3 2

− −= + +
+ − + −

( )( )
100 99

99 100 100 99

−+ ⋅ ⋅ ⋅ + =
+ −

 ( ) ( ) ( )2 1 3 2 100 99= − + − + ⋅ ⋅ ⋅ + − =

100 1 10 1 9.= − = − =

3. Legyen az A pont, illetve a C pont távol-
sága a BD egyenestõl u, illetve v, BO = p,
DO = q. Az ABO, CDO, BCO és DAO három-

szögek területeinek szorzata rendre 
1

,
2

up  
1

,
2

vq

1
,

2
vp  

1
,

2
uq  ezért az ABO és CDO háromszö-

gek területeinek szorzata 
1

,
4

upvq  illetve a BCO

és DAO háromszögek területeinek a szorzata
1

.
4

uqvp  A két szorzat nyilván egyenlõ, így az

igazolás megtörtént.

4. Ha 
2 1
3 1

x
x
+
+

 egész, akkor 3 ◊ 2 1
3 1

x
x
+
+

=

= 6 3
3 1
x
x
+
+

= 2 + 1
3 1x +

 is az. Mivel 
1

3 1x +
 egész

x-re csak x = 0 esetén egész, és ekkor 
2

4 1
x
x
−
+

 is

egész, ezért az x = 0 megfelel a feladat feltéte-
leinek.

5. Az A, illetve Q pontból a BC egyenesre
bocsátott merõleges talppontja E, illetve F.
Az AEPè hasonló az QFPè-höz, mert két-két

megfelelõ szög egyenlõ: P-nél csúcsszögek, E-
nél, F-nél derékszögek vannak.

Tehát ,
AP AE
PQ QF

=  ahol AE állandó (független P

megválasztásától). Ezért 
AP
PQ

 akkor minimális,

ha QF maximális, ami nyilván akkor következik
be, ha F a BC oldalnak, és így Q a kör BC ívé-
nek (az A-t nem tartalmazó ívnek) a felezõ-
pontja. Ekkor AQ nyilván felezi a BAC szöget,
tehát a keresett P pont a háromszög A-ból in-
duló szögfelezõjének a BC oldallal való met-
széspontja.

11. évfolyam

1.  Azonos a 10. évfolyam 2. feladatával.

2. A p = 3 választással p2 + 2 értéke 11, ami
prím, tehát ez az eset megoldást ad. Megmu-
tatjuk, hogy több megoldás nincs. Valóban, ha
p π 3 prím, akkor p hárommal osztva ±1 ma-
radékot ad, így p2 + 2 mindig osztható 3-mal.

3. A feladatban szereplõ definíciók miatt

A + A = {a1 + a2 | a1, a2 ŒA},
2A = {2a | a ŒA}.

Ha A = {a} egyelemû halmaz, akkor A + A =
= {2a} = 2A. Ez azt jelenti, hogy az egy elembõl
álló halmazok megoldásai a szóban forgó
egyenletnek.
A továbbiakban megmutatjuk, hogy ezektõl
különbözõ megoldás nem lehetséges. Valóban,
ha A = {a1, a2} kételemû halmaz, akkor
A + A = {2a1, a1 + a2, 2a2} háromelemû hal-
maz. Azonban 2A = {2a1, 2a2} kételemû hal-
maz, így a fentiek miatt az A + A, illetve a 2A
halmazok nem egyenlõk egymással.
Ugyanezzel a gondolatmenettel azonnal adódik,
hogy három, vagy annál több elemszámú hal-
maz nem lehet megoldás.
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4. Tekintsünk a síkban egy szabályos hét-
szöget és annak középpontját. Ez olyan 8 elemû
ponthalmaz, melyben semelyik 3 pont nincs
egy közös egyenesen. Egy adott csúcsból össze-
sen 3 egyenlõ szárú háromszög képezhetõ:
a csúcs a szomszédjaival, ezek szomszédjaival,
majd a két, tõle legtávolabbi csúccsal egyenlõ
szárú háromszöget alkot. Hét csúcs esetén ez
összesen 21 lehetõség.
A középpont a hétszög csúcsaival három típusú
egyenlõ szárú háromszöget alkothat: amikor két
szomszédos csúccsal, majd egy, illetve két csúcs
kihagyásával képezzük a háromszöget. Ezek
mindegyike újabb 7, tehát összesen 21 lehetõ-
séget jelent.
Tehát a feladat kérdésére adott válasz igen, egy
szabályos hétszög csúcsai és a hétszög közép-
pontja olyan 8 elemû halmaz, amelynek pontjai
42 egyenlõ szárú háromszöget képeznek.

5. A számtani — mértani — harmonikus kö-
zepek közti egyenlõtlenség miatt minden n po-
zitív egész szám esetén [ ],n n n nx y x y∈  telje-

sül.
Azonban

1 1 1 1

1 1

2
2

n n n n
n n

n n

x y x y
x y

x y
− − − −

− −

+= ⋅ =
+

1 1 1 1 2.n nx y x y− −= = ⋅ ⋅ ⋅ = =

Ez azt jelenti, hogy 2  eleme a szóban forgó
intervallumok mindegyikének. Megmutatjuk,
hogy más valós szám nem teljesíti a feladat el-
várásait. Tegyük fel ugyanis, hogy a és b olyan
különbözõ valós számok, amelyek minden po-
zitív egész esetén elemei az [xn, yn] intervallum-
nak. Ekkor |a - b| > 0, másrészt

1 1
12

n n
n n n

y x
y x x− −

−
+− ≤ − ≤ − =a b

1 1 1 1
1 1

1
.

2 2 2
n n

n n
y x y x− −

− −
− −= ≤ ⋅ ⋅ ⋅ ≤ =

Vagyis 1 1
2 ,n− ≤

−a b
 ami lehetetlen, hiszen itt

a bal oldal felülrõl nem korlátos.
Összefoglalva: a feltételeknek egyedül a 2
valós szám tesz eleget.

12. évfolyam

1. Írjuk fel a számtani sorozat összegképletét
az elsõ n, 2n, majd 3n tagra:

( )12 ( 1) ,
2n
n

A S a n d= = + −

( )2 1
2

2 (2 1) .
2n
n

B S a n d= = + −

Jelölje C a számtani sorozat elsõ 3n tagjának
összegét, azaz

( )3 1
3

2 (3 1) .
2n
n

C S a n d= = + −

Rendezéssel kapjuk, hogy 2A = 2a1n + n2d - nd,
B = 2a1n + 2n2d - nd. Innen B - 2A = n2d.

2C = 2S3n = 6a1n + 9n2d - 3nd =
= 6a1n + 6n2d - 3nd + 3n2d =

= 3(2a1n + 2n2d - nd) + 3n2d =
= 3B + 3(B - 2A),

amibõl C = 3(B - A).

2. Jelölje E azt az eseményt, hogy a koráb-

ban érkezõ 10 percnél, vagyis 
1
6

 óránál nem

vár többet. Érkezzen a randizók egyike x, mási-
kuk y órával 10 óra után. Mivel betartják a meg-
állapodásukat, így

1
0

2
x≤ ≤   és  

1
0 .

2
y≤ ≤

Bármely lehetséges esemény, azaz az érkezés
idõpontja a 2. ábrán, a derékszögû koordináta-

rendszerben megrajzolt, 
1
2

 oldal hosszúságú

ABCD négyzetlemez egy (x; y) pontjával repre-
zentálható.

Az ABCD négyzetlemez területe: 
21 1

.
2 4
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Az E esemény akkor és csak akkor következik
be, ha az ABCD négyzetlemez (x; y) pontjára

1
,

6
x y− ≤  vagyis 

1
6

y x≤ +  és 
1
6

y x≥ −  tel-

jesül.



2013. március A MATEMATIKA TANÍTÁSA
                                                                                                                                                                                             

MOZAIK KIADÓ 35

Így az E esemény valószínûsége arányos az
1
6

y x= +  és 
1
6

y x= −  egyenletû egyenesek

közötti sáv és az ABCD négyzetlemez közös ré-
szének a területével.

A(0; 0)

y

x

1 1
;

2 2
C Ê ˆ
Á ˜Ë ¯

1
0;

2
D Ê ˆ
Á ˜Ë ¯

1
; 0

2
B Ê ˆ
Á ˜Ë ¯

1
6

y x= +

1
6

y x= —

2. ábra

Ez a terület: 
2 21 1 5

.
2 3 36
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 Az E esemény valószínûsége:

5 1 5
( ) : .

36 4 9
P E = =

3. A feladatra kétféle megoldást adunk.

1. megoldás

( )2 2 2 2( ) 1 ( 1) 0f x x x x x= + + + − + ≥

bármely x valós számra.

2 2 4( ) 4 2 2 4 1 0.f x x x= + + + ≥

A nemnegatív számok halmazában a négyzetre
emelés monoton mûvelet, így f(x) ott minimális,
ahol f2(x).
Nyilvánvaló, hogy az f2(x) függvénynek az
x = 0 helyen van minimuma.
f(x) minimális értékét az x = 0 érték behelyette-
sítésével kapjuk meg, fmin = 2.

2. megoldás
A feladatnak geometriai értelmezést adunk. A de-
rékszögû koordináta-rendszerben tekintsük azt

az ABC háromszöget, amelyre a csúcsok koor-
dinátái: A(0; -1), B(x; x), C(0; 1).
Ezzel a feladatot átfogalmaztuk, vagyis a
K = AB + BC minimumának helyét és értékét
kell meghatároznunk.
A háromszög-egyenlõtlenség alapján:

AC £ AB + BC.

Koordinátákkal:

( )2 2 2 22 1 ( 1) .x x x x≤ + + + − +

Ennek minimális értéke 2, amit az egyenlõség
esetében kapunk. Egyenlõség csak akkor áll
fenn, ha a B pont illeszkedik az AC szakaszra.
Ha x változik, akkor a B pont az y = x egyenletû
egyenes mentén mozog, így egyenlõség akkor
és csak akkor következik be, ha B az origóban
van, vagyis x = 0.
Tehát az f(x) függvénynek az x = 0 helyen van
minimuma és a minimum értéke: fmin = 2.

4. A (sin(x - y) + 1)(2cos(2x - y) + 1) = 6
egyenletet kell megoldanunk.
Felhasználjuk, hogy

-1 £ sina £ 1  és  -1 £ cosa £ 1.

Így
0 £ sin(x - y) + 1 £ 2,

-1 £ 2cos(2x - y) + 1 £ 3.

Ezért (sin(x - y) + 1)(2cos(2x - y) + 1) £ 6, va-
gyis csak

a) sin(x - y) = 1  és

b) cos(2x - y) = 1 együttes teljesülése esetén
lehet az egyenletet megoldani.

Az a) esetben 2 ,
2

x y m− = +p p  ahol m ŒZ,

a b) esetben 2x - y = 2pn, ahol n ŒZ.

Innen 2 ( ) 2 ,
2 2

x n m k= − + − = − +p pp p  ahol

k ŒZ, y = (2(n - 2m) - 1)p = (2l - 1)p, ahol
l ŒZ.
Az így kapott (x; y) értékek megoldások.
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5. Ábrát készítünk (3. ábra)
A gúla alaplapja az ABCD négyzet, az M csúcs-
ból az alaplapra állított merõleges talppontja az
ABCD négyzet T középpontja. T-bõl a BC élre
állított merõleges a BC szakaszt az F a felezõ-
pontban metszi. A négyzet oldalának a hossza
és a gúla MT testmagasságának m hossza a fel-
tételek szerint pozitív egész számok.

A a

m

CD

M

T F

B

3. ábra

Kiszámítjuk a gúla felszínét és térfogatát.
Az MFT derékszögû háromszögbõl az oldallapok
magassága Pitagorász tétele szerint

2 2 2
2 4

.
4 2
a m a

MF m
+= + =

Egy oldallap területe: 
2 24

.
4

m a
a

+

Így a gúla felszíne: 2 2 24 .A a a m a= + +

A gúla térfogata: 
2

.
3

a m
V =

Mivel A = V, ezért 
2

2 2 24 .
3

a m
a a m a+ + =

Ebbõl az egyenletbõl kifejezzük m-et.

2 23 4 3 .m a am a+ = −

Négyzetre emeléssel és rendezéssel:

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2

2

36 9 9 6   (ahol 0)

36 6

6 ( 36)

6
.

36

m a a m a a m m

m a m a

a m a

a
m

a

+ = + − ≠

= −

= −

=
−

Leválasztjuk az egész részt.

2
216

6 .
36

m
a

= +
−

Így (a2 - 36) értékét 216 pozitív osztói közül kell
kiválasztanunk.
Egyrészrõl az átalakítás közben azt kaptuk, hogy
6a2 = m(a2 - 36), ezért nyilvánvaló, hogy
a2 > 36, másrészrõl a2 - 36 £ 216, azaz
a2 £ 252.
Így a2 lehetséges értékei: 49, 64, 81, 100, 121,
144, 169, 225. Közülük csak a2 = 144 esetén
osztható (a2 - 36)-tal 216, így a = 12.
A hozzátartozó m érték: m = 8.

A keresett térfogat: 
212 8

384.
3

V
⋅= =

A felszín: 144 12 256 144 384.A = + + =  Ez
valóban megegyezik a térfogat értékével.

Tapasztalatok és tanulságok

versenyfeladatok megfogalmazása általá-
ban eltér a tankönyvi feladatoktól, mert

egyrészt nyitottabbak, másrészt elméletiek, tehát
bizonyításokat, illetve érveléseket igényelnek.

A 9. évfolyamon elsõsorban az általános is-
kolai ismeretekre támaszkodtunk. A magasabb
évfolyamokon inkább elméleti, mint alkalma-
zás- és gyakorlati jellegûek voltak a kitûzött prob-
lémák, ezért matematikai hátteret és tárgyi is-
mereteket is igényelt a feladatok megoldása.

A feladatsorok összeállításának egyik szem-
pontja az, hogy három feladatot mindenki meg
tudjon oldani, vagyis a benne lévõ ismeret az
iskolai tananyagnak része legyen. A többi fel-
adat viszont legyen olyan, ami differenciálja a me-
zõnyt, sõt legyen olyan feladat is, amely a spe-
ciális matematika tagozatosok számára is kihí-
vást jelent.

Az egyes kategóriák esetében természetesen
a speciális matematika tagozatos tanulók telje-
sítménye a legegyenletesebb és a legmagasabb.
Az viszont nem volt igaz, hogy az I. kategóriás
versenyzõk teljesítménye alacsonyabb lett vol-
na, mint a II. kategóriás versenyzõké.

A
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Ebben a tanévben a 10. évfolyam 2. fel-
adata azonos volt a 11. évfolyam 1. feladatá-
val. A pontozás már nem volt azonos, a 10.
évfolyamon 10 pontot, a 11. évfolyamon 8
pontot ért a feladat megoldása. Ha a tanulók
teljesítményét nézzük, akkor a 10. évfolyamon
75,2% volt, míg a 11. évfolyamon 99,4%.

A 10. évfolyamon elsõsorban a 3. feladat,
és bizonyos mértékig az 5. feladat megoldása
nem volt sikeres. Ez utóbbit még a speciális
matematika tagozatos tanulók többsége sem
oldotta meg. Mindkét feladat síkgeometriai tár-
gyú volt és megoldása ötletet igényelt.

A 10. évfolyam 3. feladata külön figyelmet
érdemel. Ez a feladat Pólya György: A plauzi-
bilis következtetés címû könyvének A matema-
tikai gondolkodás mûvészete II. kötetében, mint
a Stanford Egyetem (USA) Matematikai ver-
senyvizsgáján 1951-ben kitûzött feladat szere-
pel. Pólya György a XVI. fejezetben a Példák és
megjegyzések címû részben (171—172. oldal)
mintaként a kis lépések elméletére, tárgyalja
a 2. pont alatt, kiegészítve további feladatokkal.

„2. Egy négyszöget két átlójával négy há-
romszögre vágunk. Két háromszöget szemköz-
tinek nevezünk, ha van közös csúcsuk, de nincs
közös oldaluk. Bizonyítsuk be a következõ állí-
tásokat:

— Két szemközti háromszög területének a szor-
zata egyenlõ a másik két szemközti három-
szög területének a szorzatával.

— Egy négyszög akkor és csak akkor trapéz,
ha van két egyenlõ területû szemközti há-
romszöge.

— Egy négyszög akkor és csak akkor parale-
logramma, ha mind a négy háromszög
egyenlõ területû.”

A 11. évfolyamon is hasonló volt a helyzet.
Elsõsorban a 3. feladat és bizonyos mértékig az
5. feladat megoldása nem volt sikeres. Ez utób-
bit még a speciális matematika tagozatos tanu-
lók többsége sem oldotta meg. Itt inkább a szo-
katlan fogalmazás okozott nehézséget.

A 12. évfolyamon a valószínûség-számítási
feladat azoknak a tanulóknak nem ment, akik

még nem tanulták a geometriai valószínûséget
az iskolai matematikaórákon.

Örvendetes, hogy a 3. feladat megoldásá-
ban, ami egy függvény szélsõértékének a meg-
határozására vonatkozott, a javítási útmutató-
ban is szereplõ mindkét módszert ismerték és
alkalmazták a tanulók. Ilyen szempontból kie-
melkedõ volt Varnyú József dolgozata, aki min-
taszerûen írta le mind az algebrai, mind a geo-
metriai utat, annak ellenére, hogy erre a ver-
senykiírás alapján többlet pontot nem kapha-
tott.
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Rovatvezetõ: Kosztolányi József
Kérjük, hogy a megoldásokat a rovatvezetõ

címére küldjék: 6757 Szeged, Miklós u. 27.
Ugyanide kell küldeni a kitûzésre szánt felada-
tokat is. Ezeknek a megoldását is mellékeljék!
Minden megoldást (tehát ugyanannak a fel-
adatnak a megoldásait is) külön lapra írják tollal
vagy géppel, jól olvashatóan! Mindegyiket kü-
lön-külön hajtsák össze, és külsõ felére írják rá
a feladat sorszámát és a megoldó nevét! Csa-
toljanak a megoldásokhoz összesítõ jegyzéket is!
A megoldásokat a kitûzést követõ harmadik
számban ismertetjük. A legjobb megoldásokat
beküldõjük nevével közöljük.

Beküldési határidõ: 2013. április 31.

Feladatok (455—459.)

Az alábbi öt feladatot a Szõkefalvi-Nagy Gyula
Matematikai Emlékverseny 2012/2013-as tan-
évben kitûzött feladataiból válogattuk.

455. Melyik az a legkisebb pozitív valós
szám, amelyre

[x2] - [x]2 = 2013?
([a] jelöli az a-nál nem nagyobb, legnagyobb
egész számot.)

456. Adott a síkon n darab (n ≥ 4) egyenes
úgy, hogy semelyik kettõ nem párhuzamos, és
a sík egyetlen pontjára sem illeszkedik kettõnél
több egyenes. Ezek az egyenesek a síkot felda-
rabolják nem korlátos tartományokra és sok-
szögekre. Igazoljuk, hogy a keletkezett sokszö-

gek között legalább 
2 2

3
n −

 darab háromszög

van.

457. Egy kapcsolótábla 100 világító gomb-
ból áll. A gombok 10 sorban és 10 oszlopban

helyezkednek el. Egy gomb megnyomásakor
a vele egy sorban, illetve egy oszlopban levõ
gombok egyszerre váltanak: az addig világítóak
kialszanak, a korábban kikapcsoltak meggyul-
ladnak. Legalább hány gombot kell megnyom-
ni ahhoz, hogy az összes gomb kialudjék, ha
eredetileg mind világított?

458. A szigorúan növekvõ {an} sorozat az

összes olyan pozitív egész számból áll, ame-
lyeknek tízes számrendszerbeli alakjában csak
páros számjegy fordul elõ. Mely pozitív egész n
esetén teljesül, hogy an = 12n?

459. A 2n jegyû (n pozitív egész) tízes
számrendszerbeli 1 2 2...n nA a a a=  pozitív egész

számokról a következõket tudjuk:

(1) ai π 0  (i = 1; 2; ...; 2n);

(2) a1a2 + a3a4 + ... + a2n - 1a2n páros szám.

Határozzuk meg n függvényében az An számok

számát.

Feladatmegoldások
(440—444. feladatok)

440. Egy körvonalra felírtak 2012 darab
számot úgy, hogy bármely 8 darab egymás
melletti szám összege 88. Tudjuk, hogy az elsõ-
nek felírt számtól pozitív körüljárási irányban
haladva a 123-adik szám a 11, az 1234-edik
szám a 8, az 541-edik szám pedig a 4. Határoz-
zuk meg a 2012-edik számot.

Nemecskó István, Budapest

Megoldás: Jelölje an az n-edikre felírt számot
(1 £ n £ 2012). Legyen továbbá an + 2012 = an

minden pozitív egész n esetén.

FELADATROVAT TANÁROKNAK
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A feltétel alapján an + an + 1 + ... + an + 7 = 88

bármely pozitív egész n-re. Ezt felhasználva

an + 8 - an =

= (an + 1 + ... + an + 8) - (an + ... + an + 7) = 0,

azaz an + 8 = an.
Mivel az {an} sorozat 2012 szerint is és 8 szerint
is periodikus, ezért 4 = 2012 - 251 ◊ 8 szerint is
periodikus, hiszen an + 4 = an + 2016 = an + 252 ◊ 8 =

= an.
A feltételek szerint a123 = a3 = 11, a1234 = a2 =
= 8, a541 = a1 = 4. Ebbõl

a1 + ... + a8 = 2 ◊ (4 + 8 + 11 + a4) = 88,

azaz a4 = 21.
A fentiek alapján a2012 = a4 = 21.

Több megoldás alapján
A megoldók száma:   8.

441. Egy konvex négyszög oldalainak hosz-
sza pozitív körüljárási irányban a, b, c, d. Bizo-
nyítsuk be, hogy a négyszög akkor és csak ak-
kor paralelogramma, ha

2( )( )
.

a c b d ab bc cd da
a b c d a b b c c d d a

+ + = + + +
+ + + + + + +

Bencze Mihály, Brassó

Megoldás: Vonjuk ki a feltétel bal oldalából
a jobb oldalt, majd bontsuk a különbséget két
tagra:

2( )( )a c b d ab bc cd
K

a b c d a b b c c d
+ += − − − −
+ + + + + +

2( )da ab cd ab cd
d a a b c d a b c d

+⎛ ⎞− = − − +⎜ ⎟+ + + + + +⎝ ⎠
2( )

.
bc da bc da

a b c d b c d a
+⎛ ⎞+ − −⎜ ⎟+ + + + +⎝ ⎠

Alakítsuk a kapott összeg elsõ tagját:

2( )ab cd ab cd
a b c d a b c d

+⎛ ⎞− − =⎜ ⎟+ + + + +⎝ ⎠
( ( ) ( ))(( ) )

( )( )( )
ab c d cd a b a b c d

a b c d a b c d
+ − + + − += =
+ + + + +

( ( ) ( ))(( ) ( ))
( )( )( )

ac b d bd a c a c b d
a b c d a b c d
− + − − + −= =
+ + + + +

2 2( ) ( ) ( )( )( )
.

( )( )( )
a c bd b d ac a c b d ac bd

a b c d a b c d
− + − + − − +=

+ + + + +

Az a, b, c, d ciklikus permutációjával adódik
a második tag:

2( )bc da bc da
a b c d b c d a

+⎛ ⎞− − =⎜ ⎟+ + + + +⎝ ⎠
2 2( ) ( ) ( )( )( )

( )( )( )
b d ca c a bd b d c a bd ca

a b c d b c d a
− + − + − − += =

+ + + + +
2 2( ) ( ) ( )( )( )

.
( )( )( )

a c bd b d ac a c b d ac bd
a b c d b c d a

− + − − − − +=
+ + + + +

Így

K(a + b + c + d)(a + b)(b + c)(c + d)(d + a) =
= ((a - c)2bd + (b - d)2ac) ◊

◊ ((b + c)(d + a) + (a + b)(c + d)) +
+ (a - c)(b - d)(ac + bd) ◊

◊ ((b + c)(d + a) - (a + b)(c + d)).

Az utolsó zárójelben lévõ különbség a tagon-
kénti szorzások elvégzésével

(bd + cd + ab + ac) - (ac + bc + ad + bd) =
= cd + ab - bc - ad = (a - c)(b - d)

alakot ölt, ezért az összeg második tagja

(a - c)2(b - d) 2(ac + bd).

A feltétel alapján a kapott összeg egyik tagja
sem negatív, továbbá K akkor és csak akkor 0,
ha a = c és b = d, vagyis a négyszög paralelog-
ramma.

Több megoldás alapján
A megoldók száma:   5.

442. Mutassuk meg, hogy az f: R Æ R,
f(x) = k ◊ x2 + n ◊ x + 2012 függvény bármely
valós x esetén pozitív értéket vesz fel, ha k
a 2012! végén található 0-k száma, n pedig

olyan pozitív egész, amelyre 
2012!

2n  páratlan

egész szám.
Olosz Ferenc, Szatmárnémeti
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Megoldás: A feltétel és Legendre tétele alapján

2012 2012 2012 2012
5 25 125 625

k ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= 402 + 80 + 16 + 3 = 501,

2012 2012 2012
...

2 4 1024
n ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= 1006 + 503 + 251 + 125 + 62 + 31 +
+ 15 + 7 + 3 + 1 = 2004.

f fõegyütthatója pozitív, diszkriminánsa pedig

n2 - 4 ◊ k ◊ 2012 = 2004 ◊ (2004 - 2012) < 0,

így f(x) pozitív bármely valós x esetén.
Több megoldás alapján

A megoldók száma:   8.

443. Legyen x olyan valós szám, amelyre
tgx + ctgx = m, ahol m egész szám. Igazoljuk,
hogy tg3x + ctg3x egész szám, de nem négyzet-
szám.

Bíró Bálint, Eger

Megoldás: Mivel

tg3x + ctg3x =
= (tgx + ctgx)3 - 3 ◊ tgx ◊ ctgx ◊ (tgx + ctgx) =

= (tgx + ctgx)3 - 3 ◊ (tgx + ctgx) =
= m3 - 3m = m(m2 - 3),

ezért a vizsgált kifejezés értéke egész szám.
A továbbiakban azt igazoljuk, hogy m(m2 - 3)
egyetlen egész m-re sem négyzetszám.
Mivel m2 - (m2 - 3) = 3, ezért (m; m2 - 3) = 1
vagy (m; m2 - 3) = 3.
Tegyük fel, hogy (m; m2 - 3) = 1. Ahhoz, hogy
a vizsgált kifejezés négyzetszám legyen, szüksé-
ges, hogy m = k2 és m2 - 3 = l2, vagy m = -k2

és m2 - 3 = -l2 teljesüljön, ahol k és l pozitív
egészek. A második feltétel viszont csak m = 2
és l = 1, vagy m2 + l2 = 3 esetén teljesülhet, ami
ellentmond annak, hogy m, k, l egészek.
Tegyük fel, hogy (m; m2 - 3) = 3. Ekkor a meg-
felelõ szükséges feltétel: m = 3p2 és m2 - 3 = 3q2,
vagy m = -3p2 és m2 - 3 = -3q2, ahol p és q
pozitív egészek. A elsõ esetben 3p4 - 1 = q2

adódna, ami lehetetlen, ugyanis négyzetszám
3-mal osztva nem adhat 2-t maradékul. A má-
sodik esetben a 3p4 + q2 = 1 egyenletnek kelle-
ne teljesülnie, ami nyilvánvalóan nem lehetsé-
ges.
Ezzel beláttuk, hogy a tekintett kifejezés értéke
nem lehet négyzetszám.

Több megoldás alapján
A megoldók száma:   7.

444. (a 435. feladat egy lehetséges általá-
nosítása) Bizonyítsuk be, hogy ha a, b, g egy
hegyesszögû háromszög belsõ szögei, akkor tet-
szõleges l1, l2, l3 pozitív valós számokra

2 2 2
1 2 3tg tg tg+ + ≥l a l b l g

1 2 3
1 2 3

sin sin sin
2 .

⎛ ⎞
≥ + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

a b gl l l
l l l

Dályay Pál Péter, Szeged

I. megoldás: Vonjuk ki a bizonyítandó egyen-
lõtlenség bal oldalából a jobb oldalt. A kapott
kifejezés felírható a következõ mátrixszorzat
alakban:

1

1 2 3 2

3

tg sin sin
( ) sin tg sin

sin sin tg

− − ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ − − ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

a g b l
l l l g b a l

b a g l

= l1
2tga + l2

2tgb + l3
2tgg - 2l1l2sing -

- 2l2l3sina - 2l3l1sinb = f(l1; l2; l3).

Azt kell belátni, hogy f(l1; l2; l3) ≥ 0 teljesül
bármely l1, l2, l3 pozitív valós számra, azaz
a fenti 3 ¥ 3-as mátrix pozitív szemidefinit. Azt
fogjuk megmutatni, hogy a mátrix egyetlen
fõminorja sem negatív.
Az elsõ fõminor, tga pozitív, mert a hegyesszög.
A második és a harmadik fõminor vizsgálatához
felhasználunk két azonosságot. (Lásd például
Reiman István: Geometria és határterületei,
Szalay Könyvkiadó és Kereskedõház Kft., Kis-
újszállás, 1999., 253. oldal (1); 65. oldal (2))
Ha a, b, g egy háromszög szögei, akkor

(1) tga + tgb + tgg = tga ◊ tgb ◊ tgg ;
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(2) sin2a + sin2b + sin2g = 4sina ◊ sinb ◊ sing.

A második fõminor (1) alapján a következõ-
képpen alakítható:

tga ◊ tgb - sin2g =

=
1

tgg
◊ (tga + tgb + tgg - tgg ◊ sin2g)  =

=
1

tgg
◊ (tga + tgb + tgg ◊ cos2g) > 0.

A harmadik fõminor (1) és (2) felhasználásával:

tga ◊ tgb ◊ tgg  - 2sina ◊ sinb ◊ sing -
- sin2a ◊ tga - sin2b ◊ tgb - sin2g ◊ tgg =

= cos2a ◊ tga + cos2b ◊ tgb +
+ cos2g ◊ tgg - 2sina ◊ sinb ◊ sing =

=
1
2
◊ (sin2a + sin2b + sin2g) -

- 2sina ◊ sinb ◊ sing = 0.

Ezzel a feladat állítását beláttuk.
Borbély József, Tata

II. megoldás: A bizonyítandó egyenlõtlenség bal
oldalát alakítjuk a szögfüggvények közötti azo-
nosságok segítségével, majd a számtani és
mértani közép közötti egyenlõtlenség tagonkénti
alkalmazásával alulról becsüljük a kifejezést.

l1
2tga + l2

2tgb + l3
2tgg =

2 2 2
1 2 3

sin sin sin
cos cos cos

= ⋅ + ⋅ + ⋅ =a b gl l l
a b g

2 2 2
1 2 3

sin( ) sin( ) sin( )
cos cos cos

+ + += ⋅ + ⋅ + ⋅ =b g g a a bl l l
a b g

2 2
1 1

cos cos
sin sin

cos cos
= ⋅ + ⋅ +g bl b l g

a a
2 2
2 2

cos cos
sin sin

cos cos
+ ⋅ + ⋅ +a gl g l a

b b

2 2
3 3

cos cos
sin sin

cos cos
+ ⋅ + ⋅ =b al a l b

g g

2 2
3 2

cos cos
sin

cos cos
⎛ ⎞= ⋅ ⋅ + ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

b ga l l
g b

2 2
1 3

cos cos
sin

cos cos
⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ + ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

g ab l l
a g

2 2
2 1

cos cos
sin

cos cos
⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ + ⋅ ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

a bg l l
b a

≥ 2(l2l3sina + l3l1sinb + l1l2sing) =

1 2 3
1 2 3

sin sin sin
2

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

a b gl l l
l l l

Ezzel beláttuk az állítást.
Dályay Pál Péter, Szeged

A megoldók száma:   2.

A megoldók névsora: Borbély József, Tata
(440—444.); Dályay Pál Péter, Szeged (440—
444.); Hornung Tamás, Zalaegerszeg (440—
443.); Kallós Béla, Nagyhalász (440., 442.);
Nagy Sándor, Békéscsaba (440—443.); Raka-
mazi Richárd, Eger (440., 442., 443.); Tuzson
Zoltán, Székelyudvarhely (440., 442., 443.);
Velkeyné Gréczi Alice, Ipolyszög (440., 442.,
443.).
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z Ericsson Magyarország, a Graphisoft
SE és a Richter Gedeon közös díjat ala-
pított magyarországi tanároknak, me-

lyet a Fasori Gimnázium legendás hírû mate-
matikatanáráról „RÁTZ TANÁR ÚR ÉLETMÛ-
DÍJ”-nak nevezett el. E díj gondozására létrejött
az Alapítvány a Magyar Természettudományos
Oktatásért, amely díjazottakként az 1.200.000
forinttal járó elismerést minden évben két-két
biológia-, matematika-, fizika- és kémiatanár-
nak ítéli oda.

A díjra a közoktatás 5-12. évfolyamain
biológiát, matematikát, fizikát vagy ké-
miát tanító (vagy egykor tanító) tanárok ter-
jeszthetõk fel írásban szakmai és társadalmi
szervezetek, az ajánlott tanár tevékenységét jól
ismerõ kollektívák, kivételes esetekben magán-
személyek által.

A felterjesztés feltétele, hogy a jelölt a ma-
gyarországi közoktatás területén — nem szerve-
zõi munkakörben — dolgozó, az 5-12. évfolya-
mokon kimagasló oktató-nevelõ tevékenységet
végzõ/végzett, olyan életmûvel rendelkezõ tanár
legyen,

— aki legalább 10 éves közoktatási tanári
gyakorlattal rendelkezik,

— akinek tanítványai az országos hazai
és/vagy nemzetközi versenyeken a fenti
tantárgyak valamelyikében az elsõk között
szerepeltek vagy többször a döntõbe ju-
tottak,

— aki tevékenységében gondot fordít a hát-
rányos helyzetû, tehetséges diákok felfede-
zésére, tudásuk gyarapítására,

— aki jelentõs szerepet vállal a fenti négy
tantárgy valamelyikéhez kapcsolódó orszá-
gos, regionális vagy iskolai szakmai prog-
ramok (pl. versenyek, továbbképzések, ta-
nácskozások) megszervezésében, a prog-
ram tartalmának felépítésében és kivitele-
zésében (pl. elõadások tartása, szakanya-
gok készítése, friss információ továbbítása),

— aki rendszeresen továbbképzi magát, tájé-
kozott az adott tudomány területén elért
eredményekrõl, a tantárgy tanításával kap-
csolatos aktualitásokról, tapasztalatait meg-
osztja kollégáival,

— aki szakmai lapokban publikál, könyveket,
tankönyveket, tanítási segédleteket írt vagy
ír,

— aki a szaktárgyi felkészítés mellett hivatá-
sának tekinti tanítványai nevelését, szemé-
lyiségük fejlesztését, problémáik megoldá-
sához segítséget nyújt,

— akinek személyisége, szakértelme, egész
életvitele példamutató.

A díjakat a Bolyai János Matematikai Tár-
sulat és az Eötvös Loránd Fizikai Társulat díjbi-
zottságai, a Magyar Kémikusok Egyesülete va-
lamint a Magyar Biológia Társaság, a Magyar
Biofizikai Társaság illetve a Magyar Biokémiai
Egyesület ajánlásai alapján a három cég által
felkért Alapítvány a Magyar Természettudomá-
nyos Oktatásért Kuratóriuma ítéli oda az adott
év kitüntetettjeinek.
A Kuratórium elnöke: Dr. Kroó Norbert
A Kuratórium tagjai: Lajos Józsefné

Dr. Falus András
Dr. Görög Sándor

PÁLYÁZATI FELHÍVÁS
Rátz tanár úr életmûdíj — 2013
(biológia-, matematika-, fizika-, kémiatanárok elismerésére)

A
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A négy tudományos társaság a beérkezett
ajánlásokat a fenti feltételek szellemében érté-
keli, s ennek alapján teszi meg javaslatait a díja-
zottakra 2013. október 08-ig. Ezen javaslatok
alapján hozza meg döntését az Alapítvány a
Magyar Természettudományos Oktatásért Ku-
ratóriuma 2013. október 15-ig. A díj átadására
várhatóan 2013 novemberében kerül sor.

Az írásos felterjesztéseket legkésõbb
2013. szeptember 25-ig kérjük eljuttatni
elektronikusan az info@ratztanarurdij.hu
email címre, ahonnan azokat a megfelelõ ad-
minisztráció után, illetékesség szerint továbbít-
ják a Bolyai János Matematikai Társulathoz, az
Eötvös Loránd Fizikai Társulathoz, a Magyar
Kémikusok Egyesületéhez, a Magyar Biológia
Társasághoz, a Magyar Biofizikai Társasághoz,

valamint a Magyar Biokémiai Egyesülethez.
A felterjesztéshez szükséges adatlap a
http://www.ratztanarurdij.hu honlapon találha-
tó, a „Pályázati felhívás” oldalról letölthetõ.

A korábbi évek felterjesztéseit — ha azt to-
vábbra is fenntartják a javaslattevõk — ismétel-
ten írásban kell megerõsíteni!

Egy személynek három éven belül az Ala-
pítók által létrehozott díjak közül csak egy ad-
ható.

A pályázattal vagy a felterjesztéssel kap-
csolatos kérdések feltehetõk munkaidõben
Lukovics Ildikónak a következõ telefonszámon:
06-20-203-5507.

Alapítvány a Magyar Természettudományos
Oktatásért Kuratóriuma
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