Sokszini matematika 12.

A KITGZOTT FELADATOK
EREDMENYE



Szamsorozatok

1. A szamsorozat fogalma, példak sorozatokra

1. A pozitiv paros szdmok sorozatidnak n-edik tagja: 2n, a sorozat elsd n tagjdnak 6sszege:
n(n+1).
2. a) n?
2,2
b) n-(n“+1)
2
c) @Qn-Dm%-n+1)
3. A bizonyitasokat példaul teljes indukciéval lehet elvégezni.

4. a) Erdemes a,-t dtalakitani igy:
a _1-2-3-4-...n-(nt1)-...-2n=1)-2n
" 1.2-3-...-n
b) Az a,-titt igy érdemes felirni:

1 1 1 1 1 1 1 1
a,=l+—+-+—+..+ +—=2|—+—+..+—|
2 3 4 2n-1 2n

5. A sejtés altalanosan igy irhaté fel:
+n?+ 1+ +n*+n=n*+n+1+n2+n+2+..+n>+2n.
Az 0sszegzés utdn a bizonyitds kozvetleniil adodik.

2. Peldak rekurziv sorozatokra

1. a), b), c) teljes indukcidval konnyd igazolni.
2. -

3. Az egyes ,.ferde” vonalak mentén ad6do 6sszegek a ko-
vetkezdk:

1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, 89, ...

Az éltaldnos sejtés tehdt az lehet, hogy az n-edik sorban 1. bra
4all6 szdmok Oszege f;,. y 1A
A sejtés teljes indukcidval igazolhatd. Y=5-3,

4. A sorozat tulajdonsdgait teljes indukcidval igazolhatjuk. =T
A szemléltetést az 1. dbran lehet elvégezni.

5. A sorozat tulajdonsdgait teljes indukcidval igazolhatjuk, 1
a sorozat tagjainak szemléltetését a 2. dbrdn végezhetjiik 1 2 : »
el. +

2. abra



.....................................................................................................

3. Szamtani sorozatok

1. 3+6+9+...+999=%-333 =166833.
2. A feltételbdl al =2 és d =4 adédik. Igy azt a legkisebb pozitiv egész n-et keressiik,
amelyre
22+(n-D-4 n>1000.
2
Az eredmény: n = 23.
3. Elég igazolni, hogy az a2 + ¢? = 2b% és L1 egyenldségek ekvivalensek.

b+c a+b a+c

4. a) al =-7, d=3.
b) Két megoldds van:

cay=1, d=3,
a2
3 3

c) Akitlizott feladat hibds. A helyes feladat:
aj+a? =122,

a;+a;=4.
Ennek két megolddsa van:
ca; = —7, d= 3,
e ap = g, d= _Q .
5 5
5. Nem. Indirekt bizonyitast alkalmazva arra az ellentmondasra jutunk, hogy 3 raciondlis
szam.
6. —
7. 5050.

8. 450,5 masodperc alatt esik le a test 4410 m magasrol.

1+12

9. 2-(1+2+...+12)=2- 12 =156.

10. Az egyenldtlenséget kielégits egész koordinatdju pontok szama 221.

4. Mértani sorozatok

1. (1126, q=2.

q=2

~ o N

1023.



5.a)a =3, qg=2
b) A feladatban hiba van, a helyes feladat:
a7—ay = —216,

as—a, =—T2.

Az egyetlen megoldds: a; =—3, ¢ =—2 (a g = 1 eset nem ad j6 megolddst).
c) Két megoldas van:

ca;=-5, g=2,

ca;=-5 qg=-2.

6. —

7. A helyesen kitoltott tablazat:

27 54 108 216

9 18 36 72

3 6 12 24

8. Két megoldés van:
° 2,8, 32;
° 14,14, 14
(A mésodik megoldds esetében a szdmtani sorozat differencidja 0, a mértani sorozat
hanyadosa 1.)

9. A szamtani sorozat elsd tagja 3, kiilonbsége 15.

5. Kamatszamitas, torlesztorészletek kiszamitasa

1. Jeloljep az 1+ ﬁ = % szamot (ez az egyhavi kamat kiszdmitasdhoz sziikséges), akkor

a havi torlesztd részlet:

p¥
5000 - —,—=23537 Ft.
pt—1
2. Feltessziik, hogy havonta egyenld részletekben torlesztjiik a kdlcsont, ekkor a sziikséges
havi 6sszega g=1+ 1200 jelolés felhaszndlasaval:
200 200
g2%0
50000 - —75——=71643 Ft.
g~ -1

Tehat a kolcsont felvehetjiik.



Térgeometria

1. Térelemek

1.
2.

3.

15 rész

a) 5 vagy 8 rész. b) 9, 10 vagy 12 rész.

a) V2a b) %a c)

NG

—a

2

w|§|

. 90° 120°
. 35,26° 90°

. Ba:5a; 39.23° 18.43°
*g,

Igaz

2. A sik és a tér felosztasa

1.

2
n-=3n+2 . .
n"-3n+2 véges; 2n végtelen tartomény

.............................



3. Testek osztalyozasa, szabalyos testek

1

. Igen. Pl. ilyen egy térbeli kereszt.

N

. Legkevesebb 6, legfeljebb 20.

tetraéder kocka oktaéder

a B 2
—; —a; —a
22 2
5. 10\/6 cm
6. 8,16 cm; 16,32 cm
1. 3J2a

V3

*8. —a

6

4. A teriilet fogalma, a sokszogek teriilete
1. a2

4

2. 14 cm; 25,38°% 154,62°
3. 7,48 cm; 14,7 cm; 46,68°

4. 7-szerese.
5. l része.
7

6. A sulyvonal a megfelel§ egyenes.

7. 172,05 cm?.
8 4
9. 3 teriiletegység.

*10. Igen. Az oldalai lehetnek: 3 és 6, vagy 4 és 4.
*11. b) n =3, 4 vagy 6 esetén.

dodekaéder

ikozaéder



.....................................................................................................

5. A kor és részeinek teriilete

1. 3;9
J2

Igen.

>~ @

. 6,28 km-rel

(3]

. a) 2,09 cm? b) 3 cm? c) 1,91 cm?
6. 0,56 m?2
7. a) 5,5 cm? b) 15,28 cm? c) 15,71 cm? d) 11,25 cm?

1 1
8. a) — b) —
)2 )2

10. Egyenldk.

11. 45,32 cm?

12. 6,77 cm?
*13. 262,88 cm?

6. A térfogat fogalma, a hasab és henger térfogata

1. 8 féle. Ay, =146 (15 1;36). ALy =66 (3;3;4).
2. Blei: 6v/2;8v2;10v2; V =96032; A =752; 45% 64,9°
3. Elei: 4 cm; 6 cm; 8 cm. A = 208 cm?
4. Elei: 10 cm; 15 cm: 20 cm. V= 3000 cm3
5. a) A=686,6cm? V=866cm’ b) A=1344,1 cm?;, V=3441cm3
¢) A=1719,62 cm?%; V=5196,2 cm? d) A =3538,84 cm?; V=2628,32 cm’
6. a) V=7854cm3; A=471,24 cm? b) V=10000 cm3; A =2628,32 cm?
c) V=17904,94 cm3; A =5080,99 cm?
7. 21,46%
8. V, =13244,76 cm?; A, = 3358,7 cm? V,=25489 cm?; A, =1119,57 cm?
9. V, =628,32 cm?; A, =408,41 cm? V, =1005,31 cm?; A, = 653,45 cm?
10. V, =288,5cm’; V,=711,5 cm? A, =330,9 cm?; A, =500,1 cm?

*11. A=112 cm?; V=64 cm?
*12. 3 féle.



7. A gila és a kuap terfogata

1.

© 0 N oo o A~ 0w

1.

*12.

8. A csonka gila és a csonka kup

1.

a) 276,39 cm?3; 333,78 cm?
¢) 1038,09 cm?; 656,17 cm?

. a) 157,08 cm?; 201,22 cm?

¢) 301,59 cm3; 301,59 cm?

. 58,93 cm3

. 678,41 cm?

. 748,55 cm?

. 65,35 cm’

. 323,61 cm?%; 333,3 cm?
. 166,6 cm?; 173,21 cm?
. 30,16 cm3; 52,78 cm?

3
22\/5(12; V:\/Ea
3 18

a = 3resetén.

A

a) 16,69 cm
c) 82,76°

. a) 254,29 cm?; 275,96 cm?
.a) 3517,75 cm?; 3119,38 cm?

¢) 107,93 dm?; 157,58 dm?

. 97,49 cm?; 119,38 cm?
.V, =333 cm’; V,=2333 cm?
. A=360cm?;, o=53,13°

7

. —m dm?>; %n dm?

24

.a) 1893 cm; 6,31 cm
. 573,87 dm?3
. 390,23 dm3

b) 623,61 cm3; 487,3 cm?
d) 1500 cm?; 840,77 cm?

b) 301,59 cm?; 301,59 cm?

b) 1148,58 cm?; 720,2 cm?

b) 282,92 cm3; 288,5 cm?
b) 4345,92 dm3; 1518,58 dm?

A, =72,17cm% A, =266,51 cm?

b) 21,85 cm; 11833,45 cm?



.....................................................................................................

9. A gémb térfogata és felszine

1. a) 5575280 cm3; 152 053 cm? b) 33510 cm?3; 5027 cm?
2. 2974 m3
3. 104 cm?

3 -r?
4

J15

5 —r

5
1. 27,14 N

3
; — rész
16

8. 1.6 dm3: 6.62 dm?
*g V= %h2(3r —h)

*10. 4—”R3
81

*11. 268 083 cm3; 20 106 cm?

10. Egymasba irt testek
1. 1440 cm?
. 36,74 cm?
.a) 10 cm; 2\/3_4 cm; ZJH cm b) 160 cm?; 55,46 cm?
. 216 cm?

B w0 N

0
. 30,23%
p=2,07cm; A=189,61 cm? igaz

. 18 724,57 cm3; 4681,14 cm?
*9. 39,23%

10, Aoy Vg
A, v,

11. 3,41 cm

12. i/g -m (m a kip magassaga)



Algebra és szamelmélet — osszefoglalas

1. Szamok és miiveletek

1.

2
3
4
5.
6
17
8

3.

. Igen, a négyzete is irraciondlis.
. P1.:2,323323332...
. 2 km.

96%-it.

. 17%-0s a haszon.
. =T17%, =29%.

. 30 tanulo.

2. Szamelmelet, oszthatdsag

1.

2
3
4.
5

218 . 511 . 710.

. A szamjegyek Osszege 3, nem lehet prim.

. Nincs. p és p + 11 koziil az egyik péros, p = 2-re nem igaz.

Igen, 2004 =22 - 3 - 7 - 23, minden primtényezd kisebb 25-nél.

. a) PL: 1988 = 11111000100,

b) PL: 1988 = 131124

. 7-es, 8-as, 9-es.
. 1805.
*8.

n=5én=13.

3. Hatvany, gyok, logaritmus

1.
2.
3.

3%,
15 nullara végzddik.
a) 18 éves, 70 kg-os tanuld esetén 27 030 m.
b) 1892160 kg.
.a) 22=32 b)27#.35 c) 2

a1



.....................................................................................................

5. a) 9—45=(5-2) b) 16—637 =(3-+7)

6. a) Az els6 a nagyobb. b) Az els6 a nagyobb.
1
1.a) —;a>3 b)6;b=>20;b#1;b#16
J10
*8. Akifejezés = 4n.
9.0) 4 b) 16 c) 6

1 -1 -2 1 -2 3
10. a) (§)2=3<(§) =§<(§j :2—5<273=3<(1) —9<9? =27
4) “9°13) T5°05) T 3

log, 5 log; 3
b) 77 =l<(l) =l<71°g75'1=§<71°g”1=1<71_'°‘”"‘925=z<491°g72=4
5 \7 3 7 5

c) log32—17=—3=log20,125<10g27%=—%<10g255=%<log\/§8=6

2
11. a) x=10 b) x=5—=%5=3,125 c)x=1

4. Miiveletek racionalis kifejezésekkel

1. a) 2a(4a—-3) b) B(5b+ 1)(5b—1) ¢) 7Q2c+3)?
2. PL 2| (d=3)+(d=2)2+(d—-1)?

3. a) 1000 b) 2
4 q) 1235 b) 2 o —=>
2(x2-9) b2 -1 3(x+2)

5. Egyenletek, egyenlétlenségek

1. 7,5 liter 40%-o0s és 2,5 liter 80%-o0s.

2. 513.

3. 90 km.

4. 450.

5. 180 km.

6. Legkésdbb 4 érakor.

7.a) n=8;9; 11; 15 b)n=0;1;2;3;4,5;6 c) T<n<23



*11.

*12.
13.

14.

*15.

16.

17.

18.

. 21 m széles, 33 m hosszu.

. 1. 20 6rét, 6rdnként 20 db. II. 16 6ra; 6ranként 25 db.
10.

30 €-ért vette.
L1
p 4,17 s D Q/E

p=-20
b) x; =-16,5; x,=1,5 c) x=

c) x1=2; x,=0

7
a) Xx=— b X =
) 3 )
n=4

3
a) x<§ vagy x>4 b) -5<x<-2 vagy -1 <x

a) x="4kZ. ez b) x=2Z s L ke
4 "2 9 3715 5

¢) x=%+lﬂ; leZ d) x=2km: x=%+21ﬂ; klcZ

a) 2kn+2?ﬂ£xs7?ﬂ+2kn; b) 217z+%s;cs%”+2m; leZ

6. Egyenletrendszerek

1.

3 3
. a =——; = b X, = 3, __1, == —
) x 5 y ) x; = 1= xz——z Y2 =

ca) xp=-1; y1=19; y,=4x,; x, € R\{0} b) x=—Z; y=—

a) Kb. 65 Ft 1 liter iidit§ ara.
b) 41 Ft-nak adodik 1 liter ara.
Az ar nem ardnyos az iidit§ mennyiségével.

. 8 piros; 42 kék.
. 9 polc; 112 kényv.

. a) TT-szerese.

b) 98,7%-kal kisebb.

4 1
5 2
c) x;=10; y; =11; x,=-10; y; =-11
1 7
4
) x1=2; y1=5; xp=2; yo=-5; x3=-2; y3=5; x4=-2; y,=-5;
X5=5; y5=2; x4=5; Y¢=-2; x7=-5; y7=2; xg=-5; yg=-2

.............. . 12
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Fiiggvények — osszefoglalas

1. A fiiggvény fogalma, grafikonja, egyszerii tulajdonsagai

1. a) ,
/\ 1 y=sinx
-2 —7\/’ 7\/75 X
=i
b) y c) y
1‘ = IgX 1‘
o, '¥
71% 10 X \-.1 _1Jr 1 X
d) e)
vk y
1|7 3 y 0Vx
~ = + - 1 /
4 4
- _1Jr 1 9 X
f) A fiiggvény gorbéje nem rajzolhaté meg p
pontosan, két szakasz mentén mindeniitt ] . .
stirtin elhelyezkedd pontokbdl 4ll.
2. a) injektiv; S 1 X

b) egyik sem;
c) egyik sem;
d) sziirjektiv;
e) bijektiv;
f) injektiv.

2. Miiveletek fiiggvényekkel

1.a) foff R>R, x [ x*%
b) fogt R—>R,x[] 2x2;
c) gof R—>R,x[] 4%
d) gog: R—> R, x [ 2%,

x X
——; fofoff R>R,xl] ———;
V1+2x2 V1+3x2

fofo..ofi R>R,xI[] L, az f n-szer szerepel.
1+ nx?

2. foff R>R,x [



3.a) fiR->R,x %x—3;

b) g LR\ {-1} > R\ {-1},x 0]

1-x

B

+Xx

c) 1 [0;1] = [0; 1], x 0 N1-x2;
d) k1 [0; 1] > [-1; 0], x 0 —1—x2;

3. Filggvénytulajdonsagok

1. a) y
4
y OO0 x
3
2
o——H
3 2 - 12 3 X
o
2. a) y
6
5 x03
4 }/DH
3
2
,,,,,,,,,,,,, Ao

Zérushely: x =-3.

3. a)

y o2Mo 1

3 2 -
=

Minimumhely x = 0, mini-
mum értéke: 2; maximum-

helyek: x| =

—2, Xy = 2,

maximum értéke: 5.

b) y c) y
4
Ty operx| ¥
2
y=+1)0-x=1)°
{ 2
-3 -2 - 1 2 3 X -6 -4 -2 2 4 6 X
-1 -2
b) c) y
6 6
5 5
4 4
Z Z y 02
1 yo0ya3 2

Zérushely: x =17.

b)

y Olog, \a1 0 x

-1

Minimumhely x = 2, mini-
mum érték: 1; maximum-
hely: x = 5, maximum ér-

-1

ték: 6.

yz-u 12 3 4%

Zérushely: x =-2.
¢) Akitlzott feladatban hiba
van. A helyes fiiggvény:
x—log, |1—x|,
2
x € [3; +oo]
y

1

4 12 3 4 5 6 X
y Olog: [0 x|
2

A fiiggvénynek minimu-
ma nincs (alulrél nem
korlatos), maximumhe-
lye x = 3, a maximum
érték: —1.



- 3z n _z ki3
4 2 4 4
-1
. r 3r .. o .
Minimumbhelyek: x, = e €s x, = R a minimum értéke: —1, maximumhelyek:

X3 = 2 €s xy =Z, a maximum értéke: 1, az x =0 helyen helyi minimuma van
a fiiggvénynek, a minimum értéke 0.
e) Minimumbhely x = 0, a minimum értéke: 0,
. n T
maximumhelyek x; =——,x, = 2 a ma- 1
ximum értéke 1.
4. Afiiggvény zérushelye: x = 0, minimumbhelye

x =—1, aminimum értéke: —1, maximumhelye
x =1, a maximum értéke: 1. 2

Bl
Lt
LUE]

5. a) Az egyetlen valés gyok: x = 2.
b) Az egyetlen valds gyok: x = 4.
c) Akét valds gyok: x; =-2és x, =2.

6. a) A Kkitlizott feladatban hiba van. A helyes feladat:
log, ,x<log, »4, x>2,x#3.
A megoldas: 3 <x<4.
b) Amegoldds: -2 <x< 1.
c) A megolddsok a kdvetkez§ intervallumok: —% +km<x< %+ km, keZ.

1. a) Egy valos gyoke van: x = l

[\

b) Két valos gyoke van: x; =0, x, = 2.

—1-+21
—

c) Akétvalds gyok: x; =3 és x, =

8. Nem periodikus, indirekt uton lehet bizonyitani.



Geometria — odsszefoglalas

1. Alapvet6 fogalmak

1.

a) hamis; b) igaz

2. a) AB<4 cm; b) igaz
3.
4
5

A szogek nagysaga: 42°, 57°, 72°, 87°, 102°.

. A hajo az északi irdnnyal +105°-ot bezard, kozelitSleg délnyugati irdnyban halad.

. Jelolje a park hosszabbik oldaldanak hosszét a, a rovidebbikét b. Ha % <2, akkor a koz-

refogott alakzat négyzet, ha % > 2, akkor az 6svények és a park hatdra egy hatszoget fog

kozre.

. Legfeljebb 4 pontot kaphatunk igy. Nincs mindig megfeleld pont.
. A metszéspontok szdma 40.

. a) 8 térrész; b) 15 térrész; c) 16 térrész; d) 29 térrész.

2. Geometriai transzformaciok

2.

8.

Két megfeleld négyzet van, csicsaik rendre (16; 0), 0; 16), (=16; 0), (0;—16), illetve (8; 8),
(=38; 8), (=8; -8), (8;-3).

. a) A kozos rész egy % cm oldald szabdlyos hdromszog. K=4cm, T =¥ cm? =
~ 0,77 cm?. \/_
b) Az egyesités egy konkdv hétszog. K=20cm, T = % cm? =13,087 cm?.

. a) A’(-4; 10), B’(2;-6), C’(16;4)

b) A’(-10; 12), B’(-4;-4), C’(10; 6)

A nagyitds 80-szoros, a kép és a vdszon tdvolsaga 3,95 m.

3. Vektorok. Szdgfiiggvények

1.
2.
3.

4.

h=34,29 m.
d=85m.
o=125,15°

a) sina=0,6; tgaa= =; ctga=

AW
W |

.............. . 16



b) cosax=0,8; tga= %; ctgo = %

¢) sina = 0,9029; cosa=0,4299; ctga=0,4762.
d) tgo= \/g +2 =4,2361; sinoc= 0,9029; cosax = 0,4299.

5. Az osztépontok helyvektorai rendre a B csticstdl a C cstcs felé haladva:
Sb+¢ 2b+¢ b+7 b+28 b+5¢

’ B B ’

6 3 2 3 6
-~ G+b - b+ - _c¢+d d+b+c
6. = , = , = , E =
JaB > Ic ) Jea 2 ABC 3
. . Lo a+c + b+d . ~
7. a) at+tb+c+d b) a+c’b+d o) 2 2 _atb+c+d
4 2 2 2 4
Az atlék felezGpontjait 0sszekotd szakasz felezGpontja azonos a kdzépvonalak met-
széspontjaval.
9. y=-6

4. Nevezetes sikidomok tulajdonsagai

1. a) x=40° b=7,51cm; ¢=7,05cm.
b) a=497 cm; o=41,31° y=43,69°
¢) c=8,88cm; a=61,19° B=73.81°.
d) o0=59,36° B=81,05° y=39,59°.

3. A befogdk: a = 18,26 cm; b = 8,16 cm. A hegyesszogek: o = 65,92°; 3 = 24,08°%

683

T == cm? =~ 13,087 cm?.

4. a) a=75,54° T=17557,83 m>.
b) A maximélis teriiletd jatéktér oldalai 119,46 m és 73,49 m, teriilete T = 8779,12 m2.

5. a) a=50° =60 y="70°
b) a=3,06cm; b=346cm; c=3,76 cm; T=4,99 cm?.
¢) T,=1,52 cm? T,=2,46cm? T.=3,6cm?

6. A belsd szogfelezSk dltal meghatdrozott négyszog szogei valamelyik koriiljarasi irdnyban:
87,5% 115°% 92,5% 65° Ha egy konvex négyszog belsd szogfelezdi kozrefognak egy
négyszoget, akkor az mindig hiirnégyszog.

1. a) Az oldalfelezS pontok altal meghatdrozott négyszog téglalap, igy az eredeti négyszog
atléi merdlegesek egymdsra.
b) Az oldalfelezd pontok altal meghatdrozott négyszog rombusz, igy az eredeti négyszog
4tl6i egyenld hossziak.



.a)n=09;
b) n (a sokszog oldalszama) lehetséges értékei: 14, 15, 16, 17, 18.

. A sokszog oldalainak szdma: n = 2k + 3.

10.

A legkisebb szog 117°-0s, a legnagyobb 171°-o0s.

5. Koordinatageometria

1.

. A silypontok halmaza az y =2x+% egyenletd egyenes kivéve a (

a) A’(4; 10), B’(8;—4), C’(-6;2)
b) 5(2; §}

3

97V 83V 126034
c) -——| Hy—| =

43 43 1849

d) K ype =253 +-/58 +/41) = 42,6

€) TABC =86

. Az érint§ egyenlete: —3x + 4y =—43.
. A cstcsok koordindtdi (0; 0), (0; -3), (4; 0), a hdromszog teriilete 6 egység.

. A H{(-3; -5) harmadol6 pontra illeszkedd érintSk egyenlete x =-3 és 8x — 15y =51,

a H,(—4; —7) harmadol6 pontra illeszkedd érint6k egyenlete pedig

y=[4+6\4ajx+9+24\7/ﬁ B y=[4—@jx+9—M.

7

46

—; — | pontot,
19 19

ugyanis ekkor nem jon létre haromszog.

1

.a)a;=-3; a,=1 b) a=—§

.T=29

. A két érint§ hajlasszoge = 141,006.

. a=2\/§; T =33.
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