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Kombinatorika, grafok

1. Fibonacci-szamok

1.

Legyen a,, az n-edik lépcsfokra vald feljutdsok szdma. a3 =3, a, =5, a5 =8, a¢ = 13,
a7 = 21. Ha az n-edik 1épcs6fokra 1€plink, akkor az utolsé 1épésiink lehetett egylépcsds,
illetve kétlépcsds. Ez alapjén a,, = a,,_; + a,,_,. Ebbdl adddik, hogy a, =1, ;.

. Legyen b, az n szintes haz kifestéseinek szdma.

a) by=5; b) by=8; c) bs=13.

Ha n szintes a hdz (n > 5), akkor két egymadst kizar6 lehetdség el6tt allunk:

1) tetszSlegesen kifestjiik az als6 n— 2 szintet, majd egy kék szint jon, és legfeliil fehér
szint lesz;

2) tetszdlegesen kifestjiik az alsé n—1 szintet, és a legfelsd szint kék szint kap.

Ez alapjan b, = b,_, +b,_,. Ebbdl adédik, hogy b, = f,, .-

Rejtvény: A hiba a bal oldali képen van. A képrdl ugy tlinik, hogy a piros hdromszog atfogdja

és a trapéz egyik oldala kiadja az 6sszerakott téglalap egyik atlgjat. Ez azonban nem igaz.
Szamoljuk ki a két szakasz meredekségét! A bal oldali képen lathaté 169 sszteriileti négy
alakzat az 4tl6 kornyékén egy kicsinyke részt tobbszorosen fed.

2. Permutaciok, variaciok

1.

..............

a) 4! =24,

b) 4! —3!-2 =12, mert arra, hogy Bea és Cili egymds mellé iiljon, 3! - 2 féle lehetdség van.

A kerek asztal esetén elGszor is értelmezni kell, hogy mikor tekintiink két leiilést

kiilonbozének. Tobb lehetdség van.

— Ha a négy poziciét (széket) megkiilonboztethetének gondoljuk, akkor barmely két

iiltetést is meg tudunk kiilonboztetni, amikor valaki kiillonbozd székre keriil. Ekkor

teljesen 4j iiltetést kapunk, ha mindenki eggyel balra 4tiil.

— A mdsodik lehetdség, hogy mindenki megjegyzi, ki iil t6le balra és jobbra. Ha ez az

informacié két iiltetés esetén kiilonbozik, akkor a két iiltetést kiillonbozdeknek tekintjiik.

Ekkor ha mindenki eggyel balra atiil, akkor az 4j iiltetést nem tekintjiik az el6z6t6l

kiilonbozdnek. Ha viszont egy iiltetést tiikron keresztiil néziink (legalabb harom résztvevd

esetén), akkor mas iiltetéshez jutunk, mert a jobb és bal szomszédsdg felcserélddik.

— A harmadik lehetGség, hogy mindenki csak annyit jegyez meg, hogy kik kozott iil. (Tehat

példaul Anna annyit jegyez meg, hogy Bea és Cili kozott iil, de nem tudjuk meg, hogy ki

iil a baljan és ki a jobbjan.) Ekkor egy {iltetés tiikkorképét nem tekintjiik dj tiltetésnek.

A megolddsban mi a kozéps§ megallapoddssal éliink, azaz az elforgatott tilésrendet nem

tekintjiik kiilonbozdnek, de a tiikorképet igen.

c) Megkérjiik Annét, hogy sorolja fel, ki iilt a jobbjan és annak a jobbjan, illetve ki iil a bal-
jan. (A korszerd iilésrendet ,,felvagjuk” Annédndl, igy a masik harom résztvevd kozt egy
sorrendet kapunk.) Ez pontosan leirja az iilésrendet. Osszesen 3! = 6 lehet&ség van.

d) Bednak és Cilinek szemben kell iilni. Két lehet§ség van aszerint, hogy Anna Bea
jobbjéra vagy baljara iil.



10.

. Minden jegyre 6 lehetség van, igy 6* féle négyjegy(i szam lehet. Minden helyi értéken
mind a 6 szdmjegy 63-szor fordul el6, igy az Osszeg
63(1+...+6)+63(10 + ... + 60) + 63(100 + ... + 600) + 63(1000 + ... + 6000) =
=6°-23331=5039 496.

. 20 db.
. 360 =23 32. 5 pozitiv oszt6i a 2¢ - 3 - 5¢ alakd szamok, ahol a € {0, 1,2,3}, b € {0, 1,2}

ésce {0, 1}. Ez 24 lehetSség. 4800-nak 42, 5484-nek pedig 12 darab pozitiv osztdja van.

. Aj6 elhelyezésnél a bastyak kiilonbozs sorba és kiilonbdzs oszlopba esnek, azaz minden

sorban egy bastya 4ll (és minden oszlopban is). Az els§ sor béstydja nyolc helyen allhat.
Ezek utdn a mdsodik sor badstydja mar csak hét poziciét foglalhat el €s igy tovabb.
Osszesen 8 - 7-6-...-2 - 1 =5040 lehetGség van.

. 9333.
. 10 db.
. Az egyes jegyekre a lehetségek szama 3;2; 1;3;2; 1. Igy aszdmra3-2-1-3-2-1=36

lehetSség van.

a) 25=32;

b) 22 +23 =16;
c) 22+1=09;
d) legalabb 6 beteg kell.

a) 9-10-10 -4 =3600;

b) A tankonyv 1-3. kiaddsdban:
Csoportositsuk a megszamldlandé szamokat utolsé négy szdmjegyiik szerint. Erre a négy
szdamjegyre 10* lehet6ség van. Ezek koziil 9* nem tartalmazza a 3-as szamjegyet,
10* — 9% darab tartalmazza a 3-as szamjegyet.
Ezen ut6bbi lehetGségek koziil barmelyikhez hdrom 6sszeszdmldlandd szam tartozik,
hiszen az {1, 2,3, 4,5, 6,7, 8,9} szamjegyek koziil kell egy elstt kivalasztani, és mar
csak a 3-mal val6 oszthatdsdgra kell tigyelniink. A 9 kiterjesztés koziil pontosan harom
lesz j6. Ez 3 - (10*—9*%) lehet&ség.
A 9% darab 3-ast nem tartalmazé végzddés kozott lesznek 3-mal oszthatSk és 3-mal nem
oszthatok. A harommal oszthaték 3-mal, 6-tal vagy 9-cel kezdve maradnak 3-mal
oszthatok. Ahhoz, hogy a 3-as szdmjegyet is tartalmazzdk, ahhoz a 3-as szamjegyet kell
a kezdetnél haszndlnunk. Minden ilyen végzd&dés egy Osszeszamldland6 szamot ad.
A 3-mal nem oszthaté végzddések nem adnak dsszeszdmlalandé szdmot (ebben az eset-
ben a 3-as szdmjegy felhaszndldsa és a 3-mal val6 oszthatésdg nem Osszeegyeztethetd).
A megoldis befejezéseként belatjuk, hogy a 9* darab végzSdés koziil pontosan 1/3 - 9% =
=3 - 93 darab lesz 3-mal oszthat6. Ehhez a 3-ast nem tartalmazé végzSdéseket utolsé
harom szamjegyiik szerint csoportositjuk. Ezek mindegyike a {0, 1, 2,4, 5,6, 7, 8, 9}
egy elemével kezdhets, amely kilenc lehetGség koziil pontosan hdrom vezet 3-mal
oszthat6 eredményhez.
Igy a valasz: 3 - (10*-9%+3 - 93,



A 4. kiaddstol:

Inkédbb azt szdmoljuk 0ssze, amelyik nem tartalmazza a 3-as szdmjegyet.

Ezek szdma 8 - 9%, Osszesen 9 - 10* darab 6tjegyti pozitiv egész szam van a tizes szdm-
rendszerben.

Tehdt 9 - 10* -8 - 9* = 37512 darab &tjegy( sz4m tartalmazza a 3-as szdmjegyet.

Rejtvény: Igen, megszabadulhatnak.

A feladatnak két valtozata van: tudjik, hogy megérkezésiikkor milyen dllapotban van a
lampa, illetve nem tudjak.

Az elsé véltozat (amikor feltessziik, hogy leoltott Idmpahoz érkeznek a rabok) egy kicsit
konnyebb. Ezzel kezdjiik. A rabok kijelolnek maguk koziil egy szamlélot, aki informaciét
gylijt és aki az Osszes rab sétdltatasat be fogja jelenteni. Az dsszes tobbi (99) rab feladata,
hogy elkiildje azt az informaciét, hogy volt mar sétalni. Ehhez mindegyikiik a kovetkez6t
teszi: Az elsd alkalommal, amikor sétdlni megy és a lampa nem ég, akkor felgytjtja a 1dm-
pat. A felgyujtott lémpa lesz az ,,izenet”, hogy & mar volt sétdlni. A tovabbi sétdlasoknal
a leoltott lampat U ugy hagyja (csak egyszer kiild lizenetet). Ha a sétaltatasnal felgyujtott
lampat 14t, akkor ugy hagyja. (Tudja ugyanis, hogy ez egy iizenet, amelyet nem szabad
megzavarni.) Ha a szdmldlonak kinevezett rab felgydjtott ldampét 1at, akkor leoltja (jelzi
a tobbieknek, hogy tjbdl varja az iizeneteket), és megjegyzi, hogy egy rab jelzett neki.
Amikor 99-szer leoltotta a lampdt (99 rab egy-egy lizenete eljutott hozzd), akkor bejelenti,
hogy mindenki sétalt.

Ha a rabok nem ismerik a ldmpa kezdeti 4llapotat, akkor a fenti megédllapodds nem lesz
j6. A szamlélo a 99-edik lampaoltds utdn nem tudja, hogy 99 iizenetet kapott-e, vagy pedig
egyszer leoltotta a kezdetben ég6 lampat, és csak 98 iizenet jutott el hozza. Ebben az eset-
ben abban allpodhatnak meg, hogy a szamldlon kiviil minden rab kétszer {izenjen. Azaz
az elsd két olyan sétdjan, amikor leoltott lampaval taldlkozott, gyujtsa fel azt. (El6fordulhat,
hogy a raboskoddsa sordn az 1000-edik és 2020202017-edik sétdja.) Mdskor ne tegyen
semmit. A szdml4lé 198 ldmpaleoltds utdn jelezzen. Ekkor sem tudja megkiilonboztetni
azt a két esetet, amikor 198 iizenetet kapott, illetve egy kezdeti [dmpaoltds utan csak 197
lizenetet gyjtott 0ssze. Abban azonban biztos lehet, hogy mind a 99 rabtarsatdl kapott
jelzést a sétalasrol.

3. Ismétles nelkiili kombinaciok, Pascal-haromszog

1. a)

22 |=10518300.
b) A piros hetes mellé vadlasztunk még 7 lapot 371 =2629575.

c) Az dsszes lehet§ségbdl kivonjuk azok szdmat, amelyekben nincs piros.
32) (24)_
(8)—(8)—9782829.

2. @ =56 haromszog van, ezek koziil 3 killsnbozo.

3. (352) 201376.

4. Maximum (15 ) =66 metszéspont lehet.



5. Egyeneseinket egyesével rakjuk le az ,.lires” sikra. Kezdetben egy részbdl all a sik, majd
minden egyenes Uj sikrészeket alkot a kordbbiak szétviagisdval. Minden 4j egyenesnél sza-
moljuk Ossze, hogy legfeljebb hany 4j sikrészt alakit ki: 1+(1+2+3+4+5+6)=22. Ennyi
sikrész ki is alakul, ha egyeneseink kozott nincsenek parhuzamosak, és nincs harom olyan,
amely kozos ponton halad 4t.

.a) (i]=70 -féle tt. 8 1épésbdl 4 db jobbra b)A 4 C)A .
1épést valasztunk. 1|2 s L
i 18 6 6 i s 3 3 3
b) Minden csucshoz odairjuk, hanyféleképpen 1 o fo |6 | b e bs
juthatunk oda. Ez 0sszesen 48-féle ut. o s o o b

¢) 23-féle t.
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. A bal felsé M-t6l1 kell indulnunk, és 5 1épést kell megtenniink. Minden 1épésben 2
lehet&ségiink van. Tehdt a hé 23-féleképpen olvashaté le.

. A testatlok szamoldsahoz 6sszeszdmoljuk a cstcsok dltal meghatdrozott szakaszokat.
Ezek tartalmazzak a test éleit, a lapok atloit €s a testatlokat. A tobbletet levonjuk a cstics-
parok szamabol.

a) A dodekaédernek % =20 csidcsa van. Ezeket (220 )—féleképpen kothetjiik Ossze.

Ezek koziil 20-3

=30 él, az otszoglapokon pedig 12 - 5 lapatlé van. Igy osszesen

( 220j ~30-60=100 testatl6 van.

12-5
2

b) Az ikozaédernek %ﬂz csucsa €s =30 éle van. A haromszoglapoknak

nincsenek 4tl6i. Igy az ikozaéder (122 ) -30=36 testitl6ja van.



10.

11.

12.

13.

.............

k db csapat szerepel, (I;

megtartottak 77 meccset, igy k+77 = [k)
=I5

N . , 2k . .
az 0sszes meccsek szama, hatra van 7— k meccs, és mar

innen k = 14. Tehat 14 csapat szerepel.

a) Alegkevesebb forduld esetén haromszor kell 4 személlyel felmennie a liftnek. Az els§
két lift utasait kell kivalasztanunk (a harmadik liftben a kimaradtak utaznak).

12) (8)_ Lok
Ez (4j(4] =34 650 lehetbség.

b) A legkevesebb forduléhoz négyszer megy fel a lift. Egyszer hdrom, a tobbi esetben
pedig négy emberrel. Négy lehetGséget kiilonboztetiink meg aszerint, hogy melyik
forduléban lesz a harmas utazas. Mindegyik esetet az el6z6 rész alapjan szamolhatjuk

e 1(135](14)@ L)

Szorozzuk Ossze az egyes embereknek valé osztdsok lehetGségeinek szamat:
32) (28) (24) (20) (16)_ o 1018
B
Minden keresztez8d6 kézfogdsban négy ember vesz részt, és az emberek koziil barmely
négy esetén pontosan egy keresztez8dd kézfogas lesz. Igy a keresztez6dd kézfogdsok sza-

ma azonos a 10 emberbdl kivalaszthat6 négyesek szamaval, azaz (14?) =210-zel.

. Binomialis egyiitthatok, ismétléses kombinacio

o (e[l 2ofE)e (3 se(ero—{2) 2

b) @35 S +®34 b -2+@33 n3.22 +@32 223 +@3n-24 +®25
O
d) (gja” —(’ll)an—lb +(gja"‘2b2 — (=D (Z)bn

ca) (x=1% b) (a+2)>.

. A feladat nem szdl arrdl, hogy ki az a Péter. Ezt a megoldds elétt tisztazni kell.

A legegyszer(ibb megallapodds, hogy a csapatnak egyetlen tagjat hivjdk Péternek.

Mas megdllapodds lehet az is, hogy egyik tagot sem hivjak Péternek (pl. nSi csapatrdl van sz6).
Az is elképzelhetd, hogy olyan férfi csapatrél van sz6, amelyben mindegyik jatékosnak
Péter a keresztneve. Ezek a megdllapoddsok természetesen mind mds-més feladathoz
vezetnek. Mi a legegyszer(ibb megallapoddssal éliink.

a) 26 =64; b) 2° =32; c) 25 =32.



4 18+7)!
1817
Analég feladat: 18 golydt helyeziink el 8 rekeszben. A 18 goly6t és a 7 rekeszfalat
permutdljuk dgy, hogy sem a golyodkat, sem a falakat nem tudjuk megkiilonboztetni
egymastol. Lasd a 4. példa megoldasat.

=480 700.

9. a) Minden megoldashoz rakjunk le x darab + jelet, majd egy | elvalasztojelet, azutan y da-
rab +jelet, ismét egy | elvalasztdjelet, s végiil z darab +jelet. Igy 11 jellel leirtunk egy
megoldast (ahogy leirtunk egy novényrendelést a 4. példaban). A megolddsok szdma

=

b) Az x+y+z=9 egyenlet ekvivalens az (x— 1)+ (y—1) + (z— 1) = 6 egyenlettel.
Az x +y + z = 9 egyenlet megolddsa a pozitiv egészek korében ekvivalens az
X' +y’+7 =6 egyenlet megolddsdval a természetes szamok korében. Ebbdl adodik a
két egyenlet megolddsszamanak azonossaga. A masodik egyenletnek — az a) pont

megolddsi médszerével — (g) =28 megolddsa van.

c) Végtelen sok, minden (x; y; 9 —x—y) x, y € Z alaki szdmhdrmas.

5. Vegyes osszeszamlalasi feladatok (kiegészité anyag)

1. x lany és y fid, igy
6y = 8x,
6y+5 =3x+4y.
Tehat 15 lany és 20 fid tanul6 volt.

2. A masodik, harmadik és negyedik tulajdonsdgoknak minden (6m)? (m € Z*; m # 1) alakd
szam megfelel, és ezek nem kétjegytiek és nem primek. Végtelen sok ilyen szdm van.

3. 53 = 125-féleképpen.

4. El6szor se a tigrisek, se az oroszlanok kozott ne tegylink kiilonbséget. Legyen n db

oroszlan és k db tigris. Allitsuk sorba a tigriseket, és tegyiink kozéjiik 1-1 oroszlant. fgy

n — (k—1) db oroszldn marad, melyeket ezek utdn a tigrisekhez képest prébdlunk
elhelyezni. Ezt

(k+n—(k-1))!

_féleké
Kl(n—(k—1))1 < oxeppen

tehetjiik meg.
Mivel az allatok kiilonbozbek, szorzunk k!-sal, ill. n!-sal.
A sorbadllitasok szama tehat
(k+n—-k+1)! k= (n+1D!n! ’
k!(n—k+1)! (n—k+1)!

1.51
5 oroszlan és 4 tigris esetén 6 2'5' =43200 lehetség van.



Mds megoldads:

Képzeljiik el, hogy az idomar elGszor az oroszlanokat helyezi el, majd a tigriseket ,,illeszti”
az oroszlanok kozé. Igy elészor az 6t oroszlant allitja sorba (5! = 120 lehetdség). Ezek
meghatdroznak hat (oroszldnokhoz viszonyitott) poziciét: legelsd hely, négy darab ,.k6z”
és legutolsé hely. Két tigris az oroszlanokhoz képest nem keriilhet ugyanoda, mert akkor

egymds mellett dllndnak. A hat poziciébdl ki kell valasztanunk azt a négyet ((?J =15

lehetdség), ahova tigris keril, majd a kivélasztott helyekre el kell helyezniink a tigriseket
(4! =24 lehetGség). Osszesen 120 - 15 - 24 = 43200 lehetSség van.
A megoldas menetébdl (is) kovetkezik, hogy nincs megoldds, ha a tigrisek szdma nagyobb,

mint az oroszldnok szdma. Ha k <n + 1, akkor az dltaldnositds egyszerd: n!- (nl-: IJ k.

5. El6szor ne legyen kiilonbség a piros és a kék golyok kozott. Tegyiik le a 3 fehér golydét,
majd rakjunk kozéjiik 1-1 goly6t. A megmaradt 5 golyét kell elhelyezniink a 4 lehetséges
helyen, majd ki kell vélasztanunk, hogy melyik kettS legyen kék. Tehat

|
(3+5)‘-m=1176.
31.51

2

Mds megoldds:

ElGszor rakjuk le a piros és kék golyodkat. ( (;) =21 lehetdség, hiszen a hét goly6 sordban
akétkék golyd helyét kell kivalasztanunk.) A lerakott hét goly6hoz viszonyitva kialakuld
nyolc pozicié egyikébe sem eshet tobb fehér golyd. Igy a fehérek elhelyezéséhez a nyolc

poziciébdl ki kell vélasztanunk azt a harmat, ahova a fehér golyok keriilnek ( g =56

lehet§ség). Ez 6sszesen 21 - 56 = 1176 lehetSség.

6. a) 40°. (Minden alménal 3 lehetSség.) b) M=861. c) M
40!-2! 37!1.2!

d) Ha n gyerek és k kiilonboz6 alma van, akkor n* lehetSség van a szétosztdsra. Ha

n+k-1

n—1

a szétosztdsra. Ha rdaddsul mindegyik gyereknek akarunk almét adni (tegyiik fel,

hogy k = n), akkor osszunk ki n almat, majd a maradék k —n almat osszuk szét tetszd-

=741.

n gyerek €s k megkiilonboztethetetlen alma van, akkor pedig lehet8ség van

legesen. Igy (ﬁ B }) lehetGség van.

7. Legyen a maximadlis tartomdnyszdm a,,, ahdny tartomanyra n darab kor felvagja a sikot.
AKkis paraméterek vizsgalata egyszer(i: a; =2, a, =4, ay =38, ay, = 14, as = 22. Ha n darab
kor mellé rakunk egy 4j (n + 1-edik) kort, akkor ezt a kordbbi korok mindegyike legfeljebb
két pontban metszi. Ez a legfeljebb 2n metszéspont legfeljebb 2n {vet alakit ki az 4j koron.
Ezek az ivek kordbbi tartomanyokat vagnak ketté. A szétvagott tartomanyok szdma lesz
a tobblet a kordbbi tartomanyszamhoz viszonyitva.

Ez alapjdn a,,, | < a, + 2n, s6t egyenlSség dll fenn: a,,, | = a, +2n.
leya,=2+4+6+..+2(n—1)=n*—n+2.
Vessiik 0ssze a 3.5. feladattal és annak megolddsaval.



8. @) Minden csics azonos szini — 2 db szinezés;

b) 1 pont mas szinl — 2db;
c) 2—6 pont — 6db;
d) 3-5 pont — 6db;
e) 44 pont — 7 db.

Osszesen 23 eset van.

9. a) Atizszdg csucsai 120

a maradék 45 — 10 = 35 darab pedig a tizszog atldja.

=45 szakaszt hatdroznak meg. Ezek koziil 10 a sokszog oldala,

b) Minden &tlémetszéshez tartozik négy csucs (a metszd 4tlok végpontjai), és minden
csucsnégyeshez tartozik pontosan egy atlometszés (a négy koziil a keriileti sorrendben
szemkoztes elemek éltal meghatdrozott atlok metszése). Ha minden csicsnégyes kii-

4

Ennél tobb nem lehetséges. Vessiik 0ssze ezt a feladatot a 3.13. feladattal és annak
megolddsédval!

c) A legtobb tartomdny akkor alakul ki, ha nincs hdarom egy ponton dtmend 4tlo.
Sokszogiinket helyezziik a koordinatasikra tigy, hogy egyik oldal és egyik atl6 se
legyen vizszintes.

A kialakul6 tartomdnyokat két csoportba osztjuk: az egyikbe azok tartoznak, amelyek
legalsé csucsa a sokszognek nem cstcsai, a masikba azok, amelyek legalsé csicsa a
sokszog egyik csucsa. Az elsd tipusu tartoményok legalso csucsa két atlé metszéspontja.
Megforditva: minden atlok altal kialakitott metszésponthoz tartozik egy elsd tipusu
tartomany, amelynek ez a metszéspont a legalsé pontja. Igy az elsé tipusii tartomanybol

10

4 =210.

A madsodik tipusu tartomdnyok 0sszeszdmoldsdhoz csoportositsuk Sket a legalséd

csucsuk szerint. Fussunk végig a legfelsé csucson kiviili kilenc csticson. Mindegyik

cstcsndl a hozz4 ,,fentr6l” befuté atlok és oldalak szamébdl 1-et levonva kapjuk meg
az oda tartozé masodik tipusd tartomédnyokat. Ezeknek a szdimoknak az 0sszege az

120) ~9=36. Ez a masodik tipusi

tartomanyok szdma. Osszesen 210 + 36 = 246 tartomdny van.

16nb6z6 atlémetszést hatdroz meg (ez lehetséges), akkor (10) atlometszé€s alakul ki.

ugyanannyi van, mint ahdny metszéspont az atlok kozott: esetiinkben

0sszes atlo és oldal szamabdl levonva 9, azaz

g —n atl6 van, az 4tl6k kozotti metszéspontok szdma legfel-

jebb (Z}, a kialakul6 tartomdnyok szdma legfeljebb

()-o-v)

Rejtvény: A zsinérokat nevezziik el balrdl jobbra haladva 1, 2 és 3-nak. Egy 16vési sorrendhez
elég tudnunk, hogy melyik zsin6rrol 16viink, hiszen mindig az aktudlisan legals6 1€ggomb
a cél. Igy egy lelovési sorrend lehet példaul: 113212. Altalaban egy lelovési sorrend egy
olyan hat hosszu sorozat, amelyben harom darab 1-es, két 2-es €s egy 3-as szerepel.

Tlyenbdl (6) ( 3) =20-3=60 van.

d) n-szog esetén dsszesen

3/12



6. GRAFOK — pontok, élek, fokszam

. Nincs, mert egy graf paratlan fokszamu pontjainak szdma paros.

. a) Szabdlyos tetraéder.

b) Elek szdma: e = %E Z = nem lehetséges.

d) e= 773% 7 = nem lehetséges.

c) Két azonos élhosszisagu tetraéder dsszeillesztve egy lapja mentén.
e) Szabdlyos oktaéder.

. Legyenek egy graf pontjai az otszoglapok és a hatszoglapok, az €lei pedig jelentsék a
szomszédsagot.

Az 6tszdglapok fokszdma 5, a hatszoglapoké 6. Az 6tszoglaphoz illeszkedd élek szdma
12 - 5 = 60. Minden ilyen él egy 6tszoglaphoz és egy hatszoglaphoz illeszkedik, és egy
hatszoglaphoz 3 ilyen él illeszkedik.

Igy a hatszoglapok szdma: 6?0 =20.

. Legyenek a vdrosok egy graf pontjai, a jaratok pedig az élek.
a) 1. Ha alondoni jarat Budapestre megy, akkor a masik két jaratot Budapestrél harom-
féleképpen valaszthatjuk.

L P L P L P
f i \ 7A / j 7A / \ SeA
B B B
P M P M P M

II. Ha a londoni jarat nem Budapestre megy, akkor ez haromféleképpen valdsulhat meg.

L P L P L P
; 7A i S '>.A ? SeA
B B B
° M P M P M

b) Ez nem lehetséges, mert a pdratlan fokszami pontok szdma nem lehet paratlan.
c) Haegy 5 ponti egyszer( grafban 3 db 4 fokszdmu pont van, akkor a tobbi 2 pontnak
legalabb 3 a fokszdma, igy ez az eset sem lehetséges.

. Legyenek egy graf pontjai a varosok, az élek pedig a varosokat 6sszekotS utvonalak. Ha
a graf osszefiiggd, akkor barmely varosbdl el lehet jutni a févarosba. Ha nem 6sszefiiggd,
akkor tekintsiik a f§varost tartalmazé komponenst. Ebben a komponensben kell még egy
paratlan fokszdmdu pont, mivel egy komponens pdratlan fokszamu pontjainak szdma csak
paros lehet. Tehat Messzitt is ehhez a komponenshez tartozik, hiszen a tobbi varos paros
fokszamu. Ekkor is el lehet jutni a févarosba Messzittbol.

............................ . 12



7. a) A b) pont specidlis esete.

b) Ha van 0 foku cstcs, akkor a fokszamok a {0, 1, 2, ..., n—3, n—2} halmaz elemei (azaz
ilyenkor nem lehet n — 1 foku cstics). Ha nincs O foku cstcs, akkor a fokszdmok a
{1,2,..,n=2, n—1} halmaz elemei. Mindkét esetben az n fokszdmra n— 1 lehet&ség
van, 1gy lesz egybeesés koztiik.

8. Legyenek a résztvevik egy graf pontjai, az osztalytarsi kapcsolatok pedig az élei. Az osz-
talytarsak egy teljes grafot alkoté komponens tagjai.
Akik 6-ot mondtak, azok egy 7 ponti teljes grathoz tartoznak. Mivel 8 ilyen vélasz volt,
legaldbb két ilyen komponens van, tehét legaldbb hat 6-os valasz hidnyzik.
Akik 4-et mondtak, azok egy 5 pontu teljes graf tagjai. Mivel 7 ilyen vélasz volt, legaldbb
két ilyen komponens van, tehat legaldbb hdrom 4-es vdlasz hidnyzik.
Akik 3-at mondtak, azok egy 4 pontd teljes graf tagjai. Mivel 5 ilyen valasz volt, legalabb
két ilyen komponens van, tehét 3 ilyen vélasz hidnyzik.
Akik 2-t mondtak, azok egy 3 pontu teljes graf tagjai. Mivel 2 ilyen vélasz volt, legaldbb
1 ilyen vélasz hidnyzik.
Igy megkaptuk a 13 hidnyzé vélaszt.

9. (5) Q, a nagyvadak szimpatikusak g a nagyvadaknak nincs agyaruk g anagyvadak nem
kellGen felfegyverzettek C nagyvadak nem elefdntok 4 bemehetnek a porceldnboltba.
Igen, kovetkezik.

10. Legyenek a bdlon részt vevs didkok egy graf pontjai, és az él jelezze, hogy ki kivel
tancolt. Ha minden €1 egy fid és egy lany kozott hizhaté meg, akkor a fidk fokszdmanak
Osszege és a lanyok fokszamanak osszege egyenld kell, hogy legyen. Ha évfolyamonként
a fidk €s a lanyok szdma egyenld, akkor a fitikra €s a lanyokra vonatkozd iskolai atlagnak
egyenldnek kell lennie, de ez a diagram alapjdn nem teljesiil. igy vagy az adatfelvételkor
nem emlékeztek jol, hogy hany emberrel tdncoltak, vagy a fiik nem csak (az iskolabeli)
lanyokkal tancoltak, vagy a fitik nem csak lanyokkal tancoltak.

11. Jeloljiik a 6 pontot rendre u, v, w, x, y, z-vel E16sz0r azt latjuk be, hogy van egy egyszin(
haromszog. Tekintsiik a v csticsot és az ebbdl indul6 o6t élt. A szinek szimmetridja miatt
feltehetd, hogy szineik kozt a piros van tobbségben. A legaldbb harom piros él elvezet v
harom piros szomszédjdhoz. Ha ezek kozott van piros €l, akkor ennek két végpontjahoz
v-t hozzavéve egy olyan hdrmast kapunk, amelyeket 6sszekdté mindegyik €l piros. Ha a
hdrom pontot dsszekotd élek kozott nincs piros €l, akkor olyan haromszoghoz jutottunk,
amelynek minden éle kék.

A masodik egyszin haromszog keresésénél induljunk ki egy xyz egyszind (feltehetjiik,
hogy kék) haromszogbdl. Legyen v egy negyedik csics. Ha a v-bdl az x-hez, y-hoz és z-
hez vezetd harom él nem mind piros, akkor az el6z6 bekezdés gondolatmenete egy olyan
egyszind haromszdghoz vezet, amely a kiinduldsi haromszoghoz képest tj, €s mar készen
is vagyunk. Ha mindhdrom €l piros, és ugyancsak ez teljesiil a maradék u és w két
csucsra, akkor az u, v és w kozti éleket nézziik meg. Ha mindhdrom él kék, készen
vagyunk. Ha valamelyik élI piros, akkor is megtaldljuk az dj egyszind haromszoget, ha a

piros él két végpontjahoz x-et (vagy y-t vagy z-t) hozzdadjuk.



13.

14.

15.

16.

2z

. a) Az el6z6 feladat alapjdn, ha egy csucsbdl 3 azonos szin(i A B
él futna ki, akkor ott egyszini haromszog keletkezne.

b) Ha a grafbol toroljiik a piros éleket, akkor a graf dsszefiig- C
g8, és minden pontjdnak 2 a fokszdma. Tehdt van a grafban
zart Euler-vonal. D

Legyenek a tudésok egy graf pontjai, és az élek jelezzék, ha leveleznek. Az élek szine
jelentse a témadt. A skatulyaelv szerint egy tudéstdl legaldbb 6 azonos szint (piros) él indul.
Ha ezt a 6 pontot 0sszekotd élek mindegyike a masik két szinbdl vald, akkor az el6z8
feladat alapjan van egyszind haromszog. Ha legaldbb az egyik él piros, akkor is van

egyszind haromszog.

Ha a csénakbdl valé kiszallds utdn valamelyik ponton tobb a missziondrius, akkor a tdl-
parton tobb a kannibdl, és baj van. Ha egy kiegyenlitett helyzet elStt a csénakban tobb
a kannibdl, akkor az induldsi oldalon volt baj, ha pedig kevesebb, akkor az érkezési
oldalon volt baj. Tehat a csénakban egy kannibdl és egy missziondrius lehet csak, igy pedig

nem lehet atjutni.

Mds megoldas:

Vegyiik azt a feltételezett legels6 pillanatot, amikor a csénaknak a jobb partra vald
visszatérése utdn a bal parton legalabb két missziondrius van.

Mivel a masik parton is kell missziondriusnak lenni, ezért biztos, hogy ekkor mindkét par-
ton ugyanannyi a kannibalok és a missziondriusok szama (3-3 és 1-1, vagy 2-2, és 2-2).
A 3-3, 1-1 eset nem lehet, mert akkor (mivel a legelsG olyan esetet néztiik, amikor
legaldbb 2 missziondrius van itt) ezt megel§z&en a bal partra két missziondriusnak kellett
volna érkeznie. Akkor viszont el6tte az ott 1évé missziondrius kisebbségben lett volna.
A 2-2,2-2 eset azért nem lehet, mert akkor ezt megel6zGen a jobb partra (az egyensulyi
probléma miatt) csak olyan csénak térhetett volna vissza (illetve ettdl kezdve a két part
kozott csak olyan csénak kozlekedhet), amelyben se missziondriusbdl, se kannibalb6l nem
iilhet tobb. Igy azonban nem lehet 4tkelni a folyén.

Ellentmondésra jutottunk, a feladatnak nincs megoldésa.

A 4 kannibdl dtevez, majd 1 visszahozza a csénakot. A 4 missziondrius dtevez, majd 1
kannibdl visszamegy a tarséért.

Legyenek a didkok egy graf pontjai, és irdnyitott él mutasson arra, akibe szerelmesek.
Fitk: A, B, C, D. Lanyok: E, F, G, H.

A feladat feltételei szerint minden pontbdl egy él fut ki, és minden pontba egy €l fut be.
Igy minden pont 2 fokd, és igy van olyan kor a grafban, melyen a fitik és a lanyok felvaltva
kovetik egymadst. Mivel a szerelem nem lehet kdlcsonds, nincs két ponti kor. Tehdt vagy
két 4 pontd van, vagy egy 8 pontd. (*)

A feltételek:
MHA->X| Y, >FE X,e{F,G,H}; Y, e{B,C,D}
2Q)B—->X, > Y, > F X, e{E, G, H}; Y,e{A,C,D}

X zX, &Y, #Y,
3)C—->X3—>D
DX, 2G> X, =E vagy X, =H
OH->Y;=>X, X4#G Y3#2A



1. HaX2=H:>Y2=Y3 és X4=F és YliB

A-X| Y >E X, e{F, G}
B—-H—-Y,—>F Y, e{C, D}
C—>X,—D

HaY,=D=X,=H }

Y,=C=F=X,=X,=G
Y, #C=Y, =D
B>H—>C—>F—>D—]
II. Ha X, = E = Y| = B = 8 pontl kor van.

A X, B E

L] % L] % L] % L]

T X, l

L[] % L[] (— L] (— °

X, D F C<@)
T 1

3 @ C)=X,#H

U
X,=G=X,=H
Aladar Hannaba szerelmes.

Mds megoldds:

(*)-ig ugyanaz, majd a feltételekbdl kovetkezSen A és E, B és F, tovabba C és D egy-egy
korben van.

ElGszor kizarjuk azt, hogy két négy hosszu koriink van (amelyekben két csucs lanynak,
két cstics fidnak felel meg). Tegyiik fel, hogy mégis kialakul ez a helyzet. Ekkor C és D
egy kor fili, igy a masik korben szerepld fitk A és B, ahol a két lany E és F. Azaz H és
G egy négy hosszu korre esik. De ekkor az a fid, akit Hanna szeret, az Grétat szeretné,
ami pedig kizart.

A nyolc hosszu kor esetében haladjunk végig a koron, és nézziik a fidk sorrendjét.
Feltételeink szerint C utdn D jon, majd A és B kovetkezik valamilyen sorrendben. A két
eset egyszerden analizdlhatd, és azt kapjuk, hogy csak az egyik eset lehetséges, igy a
sorrend AHBECFDG, azaz Aladar Hanndba szerelmes.

17. a) b) ¢)

1234567839 3 5

1

: W O

3

T 1 7
s HEE

s HEE 4

7

AREREEEE S e
9 2 6




7. GRAFOK - at, vonal, séta, kor, Euler-vonal (kiegészitd anyag)

1. a) Minden pont fokszdma 4, és a graf 0sszefiiggd, igy van (zart) Euler-vonala.
b) 4 pont fokszama pdratlan, tehat nem jarhat6 be.
¢) 2 pont fokszdma paratlan, a tobbi paros. Igy van nyitott Euler-vonala, tehét bejarhatd.

2. 8 pont fokszama pdratlan, igy nem lehetséges.

3. Legyenek egy graf pontjai a bank helyiségei, és az élek jelezzék az ajtdkat (csak a B és
a H helyiség fokszama paratlan). Az Euler-vonalnak nyitottnak kell lennie a B és H
csucsok kozt. Mivel B-bdl indult, H-ban van a sz€éf.

4. a) Mivel 2-nél tobb pératlan fokszdmi pont van, nem rajzol-

hat6 meg. G

b) Mivel 8 pont fokszdma pdratlan, a gréfot 4 vonalra lehet
felbontani, igy 3-szor kell felemelni a ceruzat.

¢) Atartomanyok alkossdk egy graf csucsait. Minden szakasz
feleljen meg egy élnek a két oldaldn 1év$ tartomanyok
kozott. A kivant gorbét kovetve grafunkban egy Euler- |
vonalat jarnank be, amely viszont nincs, hiszen négy cstcs/
tartomany foka is pdratlan. Tehét nincs ilyen gorbe.

5. A hdarom legrovidebb €l mellé ugyanolyan hosszal rakjunk be egy-egy parhuzamos élt.
A kapott grafban minden fok paros, igy van benne zért Euler-vonal, amely megfelel az
eredeti graf egy bejarasanak, ahol a harom legrovidebb élt duplén jarjuk be. Ennél jobb
utvonalunk nem lehet, mert grafunkban hat paratlan fokud pont van. fgy legalabb harom
élt tobbszorosen be kell jarnunk.

A lehetséges utvonal:
AGHBCHDCHIDEIFEIGFABGA.

6. Az élvazon biztos lesz paratlan fokud pont, igy nem lehet zart
Euler-vonala. Ha csak 2 pératlan fokd pont van, akkor a drétot
elég 1 helyen elvdgni és két helyen forrasztani. Pl.

7. a) Egy 14 pontu grafban legaldbb 13 élnek kell lenni, hogy
a graf osszefiiggd lehessen. Legfeljebb 7 élt lehet torolni,
hisz 20 éI van.

b) 7 élt elhagyva még Osszefiiggs lehet a gréf, és a korok is

megszinnek.
8. a) igaz; b) hamis, pl.: A .; c) igaz;
d) hamis, pl.: «*,. e) igaz.



8. Fagrafok (kiegészité anyag)

1. Legaldbb 5 ut kell, hogy 0sszefiiggd legyen.

2. Afateljes grafja nem rajzolhaté meg, hiszen végtelen. Az elsé :
3 év az abran lathato. \I ' I/ I/
fo= 1 A=2 =2 fuy = f,=2" = fy=64

3. a) A szénhidrogéneknek megfeleld grafok olyan grafok, '
amelyekben egy (H) és négy (C) fokd csticsok szerepelnek, "
nincs benniik hurokél, de parhuzamos élek lehetnek
benniik.

* etdn: fagraf, 6 db 1 fokdu és 2 db 4 foku pont;

» ciklobutdn: van benne kor, nincs tobbszoros €1, 8 db 1 foku és 4 db 4 foku pont;
¢ etilén: nincs benne kor, van tobbszoros él, 4 db 1 foku és 2 db 4 foki pont;

* acetilén: nincs benne kor, van tobbszoros él, 2 db 1 foku és 2 db 4 foki pont;

* benzol: van benne kor, van tobbszoros €l, 6 db 1 foki és 6 db 4 foku pont.

b) e fokszamok Osszege: 33 - 4 + 93 = pdratlan, nincs ilyen vegyiilet;

¢ élek szama: M =31¢€l1 ) p
2 = fagradf = alkén;
32 pont
« élek szama: 2910 _ 15 )
2 = van benne kor loalkén:
15 pont = cikloalkén;
kétszer annyi H, mint C (nem lehet kett§ kotott él)
e élek szama: —10 4+8 =24 €l N
B = van benne kor N e 2 e
18 pont = van tobbszoros éle, tehat arén

tobb C, mint H
c) Ha h darab hidrogénatom szerepel, akkor a szénhidrogénnek megfelelS grafban 4+ 6
csucs van, a fokok Osszege pedig i +24. A fokok 0sszege a kétszeres €lszam, amely

most a csicsszamndl eggyel kisebb szam kétszerese (grafunk fagraf), azaz 2(h +5).
A fokok 0sszegének kétféle felirdsabol h = 14.

A lehetGségek:
I-I\I‘-l/
H "" H H ? H
HoH 1T A T N B
H=C=C=C—H H=C—C—C—C—H H—C—C—C—C—H H—C—C—C—C—C—C—H
HH/(‘)\HH HH/(‘J\HHH H H H H H H H H H H
2N H
H o H
ZIN
H oy H



R R
2 5293 15 3749

— T~ SN

67 79 3 5 23 163
10586=2-67-79 56235=3-5-23-163

5 a)

n=32 Az 1. forduloban kiesik 16, marad 16;
a 2. forduléban kiesik 8, marad 8;

a 3. forduldban kiesik 4, marad 4;

a 4. forduldban kiesik 2, marad 2;

az 5. forduldéban kiesik 1, marad 1.

5 fordul6 és 31 mérkdzés kell.
b)

n=48 1. fordulo: kiesik 24, marad 24,
2. fordulé: kiesik 12, marad 12;
3. fordulo: kiesik 6, marad 6;
4. fordulé: kiesik 3, marad 3;
5. fordul6: kiesik 1, marad 2;
6. fordulo: kiesik 1, marad 1.
6 fordul6 és 47 mérk6zés kell.
c) n=1024 =210 = 10 forduls, 1023 mérkézés;
n=2765289, 22! <n <222 = 22 forduld, 2 765 288 mérkszés kell.
Mds megoldads:
Minden mérkdézés egy versenyzorSl megmutatja, hogy nem a legjobb. n versenyzénél
n — 1-r6l kell ,,bebizonyitani”, hogy nem a legjobb. Ehhez n — 1 mérkdzés kell. Masképpen:
n — 2 mérk6z€s nem elég, mert akkor csak n — 2 vesztes lenne, azaz legaldbb két versenyzd
lenne vereség nélkiil. Koziiliikk egyik sem zdrhaté ki mint legjobb. n — 1 mérk&zéssel
azonban meg is oldhat6 a probléma. Ha nem jétszatunk tovabb vesztes versenyzdt, akkor
el sem ronthatjuk a torna megszervezését.
a) n =32, tehat 31 mérkGzésre van sziikség.
b) n =48, tehat 47 mérkSzésre van sziikség.
c) n=1024, tehat 1023 mérkdzésre van sziikség.
n=2765 289, tehat 2 765 288 mérkdzésre van sziikség.
A masodik legjobb kivélasztdsa nehezebb probléma. Feltessziik, hogy jatékosainknak van
egy erdsorrendje, €s mindig az ergsebb nyer. (Ez a ,,valédi” sportban nincs mindig igy.)
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A maésodik ,,Jeger6sebb” versenyzd kivalasztasat a valddi sportesemények rendezdi nem
vallaljak, hanem az utolsé mérk6zést dontének nevezik €s a vesztest tekintik a masodik
legjobbnak. Azt, hogy a két legerdsebb versenyzd az elsé mérkdzésen taldlkozzon, azt
el6zetes erdsorrendek alapjan megtervezett torndkkal kiiszobolik ki.

A masodik legerdsebb versenyzd azok koziil keriilhet ki, akik csak a legerdsebbtdl kaptak
ki. Igy kell egy tornat rendezni a legerésebb kivalasztasara, majd egy kiilon tornat azok
szdmdra, akiket a legerGsebb gy6zott le.

. a) Igaz, ha legaldbb 2 pont van.
b) Hamis e.
¢) Hamis, ha legaldbb 2 pont van.
d) Hamis, mert akkor lenne benne kor.

. 1. Egy csicsbdl 4 él indul ki = 5-féleképpen.

II. Egy cstcsbdl 3 él indul ki = (g) hogy mely 3-ba, majd a negyediket 3-féleképpen

kothetjiik 0ssze veliik, mind az 5 csics esetén (ﬂ(g)ﬁ) =60 -féleképpen.

III. Ha egy cstcsbdl legfeljebb 2 €l indul ki, akkor a falvak egy titvonalra vannak ,,felftzve”.

!
Sorbarendezésiik 53 -féleképpen torténhet (osztunk 2-vel, hiszen ha egy sorbarendezést

tiikroziink, az ugyanazt az Gthal6zatot hatdrozza meg).
Osszesen 125-féle tithalézat lehetséges.

. Kétjegyi boldog szambdl indulva az utolso elStti szam 10 vagy 100. Gondolkozzunk
visszafelé haladva!

N BN
3] —4+ 9<
[B2]—16+16—[44]

1——64+36(_64+4<—81+1(

Az Osszes kétjegyid boldog szam tehat: 10; 13; 19; 23; 28; 31; 32; 44; 68; 82; 86; 91.

1. Rejtvény: Feltehetjiik, hogy a felmendim kozott nem tortént rokonhdazassag. Ebben az

esetben a dédapdim nagyapjai (0sszesen 8 személy) koziil 4 a nagyanydimnak a dédapja.
Ok nyilvadnvaléan kiilonbz8 személyek, mint a nagyapdim dédapjai. (A nagyapdk
dédapjai is 8-an vannak, kozottiik viszont szerepel a dédanydim 4 nagyapja. A két
halmaznak tehat vannak k6zos elemei, de 4-4 elemben kiilonbdznek.)

2. Rejtvény: Toljuk be az A ponthoz a Q kocsit, kapcsoljuk ott le, és B fel6l toljuk hozza a P

kocsit. Mindent egybekapcsolva hiizzuk ki a kocsikat az egyenes szakaszra, ahol C-n tul
lekapcsoljuk Q-t. A P kocsit visszavissziik az eredeti helyére, s6t betoljuk A-hoz, ahol
lekapcsoljuk. C fel6l megkozelitve A-t P-t behtizhatjuk a célhelyére, majd a , keleten” 1év§
Q-tis egyszerden a célhelyre vezethetjiik.



9. A kombinatorika gyakorlati alkalmazasai

1. * szoba: 2 - 24 000 +24 000 - 0,5+24 000 - 0,75 =24 000 - 3,25 Ft
e félpanzié: 2 -6 -2000+6 - 2000 - 0,5+6 - 2000 - 0,75 = 12 000 - 3,25 Ft
¢ biztositas: 6 - 1000 = 6000 Ft
e parkolds: 6 - 1500 = 9000 Ft
* benzin: 12-6,8 - 248 =20 236,8 Ft
Sibérlet nélkiil a koltség 152 236,8 Ft.
e Sibérlet: 2-117,2+66,8 =301,2 €
e4napra: 2-84,7+48,3=217,7€
83,5 €-t kockaztatnak.

2. A vizgy(jtd teriilet: 120 - 1000% - 10> dm? = 12 - 10° dm?.

A ho vastagsédga: 3 dm.

A hé térfogata: 36 - 10% dm?.

A viz térfogata: 10,8 - 109 dm?.

A toba kertil: 4,86 - 10% dm?.

A 16 felszine: 1,5 - 10002 - 102 dm? =150 - 10° dm?.

A vizszint emelkedése: 32,4 dm.



Hatvany, gyok, logaritmus

1. Hatvanyozas és gyodkvonas (emlékeztetd)

1. a) a>; b) b1, c) a8, d) a b9  ¢) a8p0; 1) a*p¥c20,
2. a) %;a>0; b) %/b—5;b¢0; c) \/4a‘3;a>0;
a

all b19 b69
d) 67; a,b>0; 6) 24?,ab>0 ﬂ 30?,ab>0

3. a) 316 <417 = 34 <417
b) 273-57<23.5% = 10 <3271 . 6257!
) Wa15.35.55 529.30.56 = 3120 > Y1800
4. a) 1, b) 2; c) 6; d) 7, e)9; 3.
Rejtvény:

V2841643 +428-16\3 =\/(4+2J§)2 +\/(4—2J§)2 =4+23+4-23=8

2. Hatvanyfiiggvények és gyokfiiggvények

1.a) f(x)=3x-5 xeR; b) fx) = (x+3)* xeR; ¢) f)=Yx+4 x>—4;

-

—111234 6 7 8 X ——5-43—211123)( —5—4—3—2—111234)(

-2 -2

- D w s o S
- o w o~ o S

\.
|

d) fx)=(x-30-4 xeR; ¢) f(x)=Yx-3-2x23; f) f(x)=Yx+2+4 xeR;

y y y
1 4 6
3 —
21| 123 45 6 7 x
-1 2 4
-2 1 3
» 112 3 4 X 2
4 =L 1
-5 2
-6 s 87654321 1 X




Q) f) =—(x—d*+2 xeR; h) fx)=P-x+4 x<3; i) f(x)=3Bx-3 xeR.

4 ——4 ﬂ
™\ z
i) ,1_1 1 23 4 506 7 X 3 -10-8 6 4 —2_2 2 46 8 X
-2 f —4
-3 —
—4- -5 -4 -3 -2 —1_1 12 3 4 X 8
-5 o -10
Rejtvény: a) f: xg =3+ Ya b)g:xg=179
3. Tortkitevdjii hatvany
1. a) V3; b) 3 ¢
9 3y
d) 3—; =1 nem értelmezhetd.
) V2 ¢ (2) /)
1 3 _3 7
2. a) 23; b) 25; c) 27, d) 212,
7 s 27
e) 212; f) 2 6; g) 220.
S 9 11 9
3. a) ab; b) b4, c) cl2; d) dlo,
32 r 2 31 2
4.a) 32<33<Y3=35<33 <433, b) 42 <4 2=21<Y4=27 <6

3 2

2 4
3 =56 =625, tehat 32 >53.

3 9
Rejtvény: 32 =36 = {19683, 5

rre 7y

4. Irracionalis kitevajii hatvany, exponencialis fiiggvény
1. a) D;=R
Ry= (13 )
szig. mon. noévs
max.: nincs
min.: nincs
7 legnagyobb alsé korlat: 1
f(x)=2"+1
(u feliilr6l nem korlétos
iR TR R B z€rushely nincs
B nem paros, nem paratlan

w » o N o S




c)

d)

e)

5

g0 =22

—7—(:‘»—5-4—3—2—11 1.2 X

- w s S

h(x)=2""2-2

54321,

—
-3

- o w s oo S

A

MW s ol N o S

—5-4—3—2—11 12 3 4 X
y k(x)=2-3"3-6
3
2
1

-2 —11 1 2 3 5 6 7 X
-2
-3
—4
=5;

—

R, = (0; o)
szig. mon. nové
max.: nincs
min.: nincs

legnagyobb alsé korlat: O
feliilr6l nem korldtos
zérushely nincs

nem paros, nem pdratlan

Dh = R

Ry =(=2; )
szig. mon. nov4
max.: nincs
min.: nincs

legnagyobb als6 korlat: —2
feliilr6l nem korldtos
zérushely: x, =3

nem paros, nem pdratlan

D;=R

R;=(-3; )

szig. mon. csokkend
max.: nincs

min.: nincs

legnagyobb alsé korlat: -3
feliilr6l nem korldtos
zérushely: x, =3

nem paros, nem pdratlan

D;= R

R; = (0; )

szig. mon. nové
max.: nincs
min.: nincs

legnagyobb alsé korlat: O
feliilr6l nem korldtos
zérushely nincs

nem paros, nem pdratlan

Dk = R

R, = (=65 =)
szig. mon. nové
max.: nincs
min.: nincs

legnagyobb alsé korlat: —6
feliilr6l nem korldtos
zérushely: x, =4

nem paros, nem pdratlan



2. Cl) M =1- e—4,279~10*‘~100 =1- 3—0,04279 =0,0419;

0
No N ~4,279-10-1620
b) #-100%:(1% : )-100% = 50%.
0
3 y Rejtvény: g(x) = 56+ 1= = 5
80
y
70 5
60 :
50 2
1
40
5482|1234 x
30 x-4
f(X)=3X—2=3X+2 -
& (x#2)
_._/m
-2 A 1 2 3 4X
=

5. Exponencialis egyenletek, egyenletrendszerek, egyenl6tienségek

1. a)x=2; b) X=§; C) x1=1;x2=3 d) ‘xlzg;x2=_5
e) x=3; fx=2; g) x=3; h) x=0;
l) x1=0;x2=1; ])x=1, k)x=2, l) x:—%;
1 T T 3
m) x=—; n) x=—+k— ke 0) x;=2; x,=—; x3=1.
) 2 ) 4 2 ) X 275
2.a)x=1y=3; b) x=0;y=4;
2
c)x=2%y=1 d) xy =Ly =-2 Hp=-2in=3%
e) x1=0;y;=Lixy=-2;y=—lix3=1;y3 =2, x4 =3, y, =2
L1551
f) 1 4’y1 8’ 2 8’y2 4’

1 3
x=Lhy==x =0y, ==
8) M =bkn=7:0=0y,=7

9 3
h) xi=Ly=2x ==y, =5, x:=——;y: =7,
) x1=Ly 255372 3575503
) x—l' —l'x _ L1
l) 1 29y1 2’ 2 2ay2 2



3. a) x<§; b) x<1;

d) %Sx vagy xs—%; e) x<-3 vagy 4<x; f) x<2 vagy 5<x;

g) x2>2-3; h) x<0 vagy 1<ux; i) x>2 vagy O<x< 1.
. . x2 +3y
Rejtvény: Mivel 2-cos? e <2 és 3% + 3* > 2, megoldds akkor lehet, ha

2
0s? xT-F?)y =1 és 3*+ 3™ =2. Amésodikbdl x = 0, igy

cos22 =1,
2
cosz=i1,
2
y=2kn, ke Z
A megoldas (0; 2km), keZ.
6. A logaritmus fogalma
1. a) logy 9 =2; b) log93=%; c) log, 1024 = 10;
16
d) logs625 =4; e) 1g 100000 = 5; f) log, ) =-2;
4
4
g) log, 27=-3; h) 10g816=§.
3
1
2. a) 11; b) 3; c) 5; d) 5;
e) & ps: 8) 625; w3
3.a)a=5; b) b =49, c)c=1,; d) d=e3
1 1 9 7
6)625 f)f4 g)g4 ) \E
4.a) a=3; b) b=10; c) c=25; d) dzé;
1 4 2
e) e=Z; f) f=53; g) g=§; h) (nincs megoldas)

nincs értelmezve.



5. a) x>§; b) l<x<2;
2 5

c) x>4, d) 0<x<§; és x#1;
e) x>2 vagy x<§; f) -5<x<-4 vagy 4<x<5.
In2

6. 1= T ~ 1620 év mulva.

1. A logaritmusfiiggvény

1. a)

honap Marcius aprilis majus junius julius augusztus
a novény magassaga 0 40 52 61 67 70
b) 80=35 100% ~ 45,45%.

¢) Az adatok nem olvashatdk le pontosan.
Leginkabb f{x) = 15 - log, (10x-28)— 15 = 15 - log, (5x—14).

2.a) f(x)y=log;x-3 (x>0); b) g(x)=logzx+1 (x>0);
3
y y
2 3
1 2 /
-2 —1_1 1 2 3 45 6 7X L
2 2123456 7%
= -2
—4- -3
- b
c) h(x)=log;(x+4) (x>-4); d) i(x) =logs(1-x) (x<1);
3
y y
4
3 1
2
4 —6—5—4—3—2—1_1 1.2 3 X
-2
473\QL 123 45X .
P j
-3 -5




e) j(x)=2+log, x (x>0); £ k(x)=1-log,(x=5) (x> 5);
2 3

Y
2
1

112.’:1456789)(
=2

-3

112 3 4 8 X -
=i, 5628 X 5

— o ow s oo S

g) I(x) =2+%log2(x—5) (x>)5).

—

Y
3
2
1

—1_412345’678)(
3. f)=logy (x=1); g(x)=log;(3-x);  h(x)=log;(2-x)+2;
2
i(x)=log;(x+2)-3 vagy log,(x+2)-3 (0<a<]l).
2
8. A logaritmus azonossagai
ab aZ\E 1
1. (l) x=a; b) x=—g; C) x=m; d) x=lgﬁ
b3d3
2 100
2. =99; b) b=—; =—; d) d=18.
a) a ) > c) c 3 )
3. a) %; b) 14, c) 10; d) 243; e) 12; H L

Rejtvény: Mivel log b - log,c =log,c (a;b;¢c>0 és a;b#1),
log,3 - logs4 - log,5 - logs6 - loge7 - log;8 =1og,8 = 3.

9. Logaritmikus egyenletek, egyenletrendszerek, egyenlétlenségek

1.a) x=8; b) x=-1; c) x=15; d) x=5;
e) x=1, f) nincs megoldds; g) x=3; h) x=1x,=2;
i) x=10; J) X1 =8, xy=2;x3 =-8; x4 =-2.



2.a) x=2;y=50;

c) x=6\/€;y=

e) x=

N | \©

3. a) —£<x<—;
3

Y=

3

c) —l<x<l;
3

e) x> 8;

29 35
—<x<4 vagy 4<x<—;
8) 0 gy p

. N17 -1
i)
2

<X

1
2

1 1
d) x1=5;yl=§;x2=8;y2=2;

1

b) —l<x;
16

3 1
d) x<—— vagy —<ux;
) 1 gy >
6 1
—<x<—;
h 35 4

h) x<2-+2;



A trigonometria alkalmazasai

1. Vektormiiveletek rendszerezése, alkalmazasok (emlékeztetd)

1.d=d+b;, é=d+b+¢; f=b+<.

b) AC+CD+DB=b-a,

ol

2. a) AB+CD=b—d-

>

¢) AB—-CD=b—-ad+¢; d) AB+CD-BC=b-a-2¢.

c) ;
2d B3>
3b .
12d +3b | =36 + 144 = 6+/5;
d)
2d %55
56

|2d — 55| =36 + 400 = 2/109.

4. a) b)
/&)




5. a) 5G—b; b) 6b—2a; ¢) %a—éz?, d) 4b—-2a.
6. 3 _ 7b + 8¢ ‘
15
A D a BC oldalt a mellette levS oldalak ardnydban, azaz 8 : 7 ardnyban osztja.
7 2= 3b+4a ‘
7
8. ABCD paralelogramma = AB=DC
b-a=¢-d
b+d=d+c.
9. Legyen A a vonatkoztatdsi pont, igy
da=0
El'l = _E
b =2b
tehat
. LG +b +3 _—5+25+23—E_E+5_a+5+5_§,
! 3 3 3 3 '



2. A skalaris szorzat

1. a) 3V3; b) g; ¢) 0; d) -5.
2. a) 60° b) 45° ¢) 90°; d) 150°.

3. Ha nem az (4ltalunk kifejtett) erd irdnydba esik az elmozdulds.

4. bllz
1 1 1 1
5.a) ——; b) —=¢; —; d) —b.
@) =5 ) =3¢ )3 )35
6.a) °< < 180°%  b) o= 180% ¢) o= 90°% d) a=b, a=0"
7. G-B)-b=1F
. b

8. Legyen ¢=b—-a és f=d+b akét atlévektor, igy
2+ f2=2+ f2=(b~aY +(@+b)? =b2 +a% —2bd +a> +b2 +2db =242 +2b>.
9. Tiikrozziik az a oldal felez6pontjdra a haromszoget. Ekkor olyan paralelogrammat kapunk,

7 7

melynek egyik 4tl6ja s, kétszerese. Az el6z6 feladat alapjan
a®+(2s,)> = 2b% +2c%.
A tobbi oldalra hasonldan kapjuk:
(2sa)2 +a?=2b%+2c2
(2sb)2 +b% =20 +2c?
(2sc)2 +¢%=2a%+2b?

452 +4sp +4s2 = 3a%>+3b>+3c.
Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Mads megoldds:

- 2 -
5 [b+C) b2+ +2bC
b~ |5 -
2 4 . -
- 2, 0 4 a?=a?>=(b-¢)? =b%+c2-2b¢
252 b z _ b*+4c”—4bc
C_ C el P - 0 - -
2 4 2b¢ =b? +c% —a?
Tehat

52 457 +s2

6b% +6c2 —6b¢ _ 6b* +6¢2 —3b2 —3c2+3a> 3
4 4 4



- b
10. Legyen €, az d-val azonos irdnyd (é'a = ﬁ} —
a .
c
Az dbra alapjdn a a
¢+b)y=2,-¢+ée,-b. e
Szorozzuk mindkét oldalt |Ei | -val, — =
N - €q°C &b
G@+b)y=a-c+ad-b. :
Tehat a skaldrszorzat disztributiv az 6sszead4s- & (C +b)
ra nézve.
3. Skalaris szorzat a koordinata-rendszerben
1. a) 5; b) 15; c) 10; d) 5.
2. a) o0=90% b) a=180% c) o=45° d) o= 172°

7 11
3.a) x=-3; b) x=—; c) x=—:
) ) 5 ) 3

d) Az 5(%; 1) a jo vektor, de ennek megfelel§ valds x nincs.

3 4
4. ¢ |=;—=1|

9. A cosy = a-b

6. W=F .5 =871.

Osszefiiggés alkalmazédsdval y=60,3° o =70,3% [=494°.

S

a

1. a) Legyen i (4; 3) és V(a; b), ekkor
ﬁ-\7=|ﬁ|'|\7|-cosa,
4a+3b=5Va*+b? -cosa.
Ha a=0° = 3a=4b = 4da+3b=5Va®+b?;
0<a<180° = 3a#4b = 4a+3b<5Va*+b?*.
b) Legyen ii(a; 3) és v (4; b), ekkor

i -v =lii|-[¥]-cos e,

4a+3b=va*+9-\J16+b? -cosa.

Ha o=0° = ab=12 = 4da+3b=+a?2+9-VJ16+b?;
0<0<180° = ab#12 = 4da+3b<~Na?2+9-VJ16+5b2.

............................ . 32



4. A szinusztétel

1A, = a""%‘”’ képlet alapjan siny = % fgy 71 = 32.23°

vagy 1y = 147,77°.

a) Ha y = 32,23° akkor al a b oldal a-ra es6 merdleges
vetiilete. Igya =b>—m2 = 161. Mivel a, > a, a hdrom-
szbgben 3> 90°. Legyen a, = a; — a. A Pitagorasz-tétel
alapjan

2—a +m =325-20+161;
c=8,43 cm.

fey teB=-"4, B=108,6° ax=39,17°.
a
b) Ha y=147,77°, akkor az el6z6h6z hasonldan a; =v161.

c?=(a+a)’>+m2
c =244 cm.

Igy tgﬁ=a'::“ , B=19,6% o=12,63°

aq

2.At= e-jf-%n(p képlet alapjén sing = % Mivel ¢ hegyesszog, ¢ = 41,8°.

3. At= M képlet alapjan 7 = 28,26 cm?.
2sina

4. Az atlok altal meghatdrozott haromszogek teriilete
_e-f-sing
==
A Heron-képlet alapjan
_\/e+f+2a e+2a-f e+ f-2a f+2a-e
R
162 -2 =(35% — 4a*)(4a® - 5%).
Innena=6,43 cm és b= 16,47 cm.

B

5. A szinusztétel alapjan
x sin20°

a sin100°°

Innen x=104cmésy=a—-2x=9,2 cm.




6. Legyen a—b = 10 cm. A szinusztétel alapjdn
a _sin60°

b sin50°°

azaz
b+10 _sin60°
b sin50°"

sin70°
sin 50°

Innenb=76,6 cm,a=b+10=86,6 cm, c=b =94 cm.

7. Mivel a koriv hossza egyenesen ardnyos a hozza tartoz6 kozépponti szog nagysagaval,
a kozépponti szogek 80°, 120° és 160°. Igy

2
r= %(sinSO" +5in120° +5in160°) = 1,1 m2.
Mivel a = 2r - sin ¢, és a kertileti szog () fele a hozza tartozo kozépponti szognek,
a=13m; b=2m; ¢c=1,7m; k=5m.

8. A teriiletet az 5 hdromszog és a négyzet
teriileteinek 6szegeként hatdrozzuk meg.

18473
16

=1,88.

5. A koszinusztétel

1. A ¢ és az a oldalra felirt koszinusztétel alapjan ¢ = 5\/7 =13,2 [cm] és a=40,9°.
gy B=179,1°.

2. Legyen a két oldal a = 5x, illetve 4x = b. A koszinusztétel alapjan x =

Igy a—ﬂ cm és b—i cm
Jo1 Jor

3. Legyen DE || CB. AED,-ben a koszinusztételt
alkalmazva o = 45°, 3= 60°.

A trapéz szogei 45° 60°; 120°%; 135°.




4. A koszinusztételt alkalmazzuk:
e2=1224142-2-12- 14 - cos41,9° = 90,
cos B, = 122 +90 -142

2-12-4/90
cos B, = 102 +90 — 62
2-10-4/90
B=Bi+Br=116,1°
102 +6%-90 o
cosy=TM:y=67,5,
0=360°-B-y—a=134,5°.

= B, =80.,4°,

= B, =35,7°,

5. A gépek altal megtett utak 600x; 600 (x + %), az utak 4altal kozbezart szog pedig 135°.
A koszinusztétel alapjan x = 0,172 (x > 0). 10,32 perc.

6. A Heron-képlet alapjan ¢ = 84. A teriilet a kor sugara segitségével:
14.-r 13-r
t=——+—.
2 2

p 56 ‘
Igy r=? egység.

7. Ha a® + b? < ¢, akkor a koszinusztétel alapjan

a’> +b? <a® +b* —2abcosy,
abcosy <0
7 >90°

Ez nem lehet igaz mindhdarom szogre, igy ilyen hdromszog nem létezik.
8. Ha a®+ b2 > 2¢2, b* + c2 > 2a%, c? + a? > 2b?, akkor ezek Osszege
202 +2b% +2¢% > 2a% + 2b* + 2.
Tehat mindhdrom esetben csak egyenldség lehet. Az egyenletrendszert megoldva kapjuk,

hogya=b=c.

9. Tegyiik fel, hogy teljesiil a szinusztétel, azaz a : b : ¢ = sino : sinf3 : siny. Legyen
a=xsine; b = xsinf; ¢ = xsiny. Ezeket a koszinusztételbe behelyettesitve kapjuk,
hogy az egyenl§ség teljesiil. Mivel az atalakitdsok ekvivalensek, a tételt beldttuk.



6. Trigonometrikus dsszefiiggések alkalmazasai

1. A koszinusztétel alapjan
2
a 2_2
a?+c?-b? 4 et s

2ac 2.4 .

NSRS

cm.

V106
2

Innen s, =

. 79 Ja6
Hasonléan s, :T cm €s s, :T cm.

2. 422,5 km.

3. Az ardnyok alapjan a szogek 20°, 70° és 90°. Az ismert oldal helyzete alapjan hadrom eset
van.

a) =70 ¢=532cm, b=18,2cm.
b) =20 ¢=1374cm, b=146,2 cm.
c) x=90% c¢c=17cm, b=47 cm.

4. Ha az adott szog ¢, akkor a kovetkezd koszinusztételeket irjuk fel:
2
a a
b* =52 +[Ej -2s, S cose:

=52+ % ~2s,, %cos(l 80° - @);
a? =b2 +c? =2bccosa.
Ezekbbl b =6,2 cm és ¢ = 4,4 cm.

. . 1 .
5. Tudjuk, hogy a szogfelezs az atfogdt a befogdk ardanydban osztja, a két rész Obb, ill.

a+
10a . Irjuk fel ezekre a koszinusztételt, és irjuk fel a Pitagorasz-tételt
a+
2
10067 _ b? +16 —8bcos45°;
(a+b)?
2
100" _ 2 4 16~ 8acos 45"
(a+b)?
a? + b2 =100.

Ezek alapjdn a = 9,12 cm és b =4,1 cm.



Mdsik megoldds:
A szinusztételt alkalmazzuk

4 sinf

X sin4s°

4  sina
10—x sin45°
4_02
x_IO\/E

4 _a\/i

10-x 10

Innen l + l = L
a b \/E
Pitagorasz tétele alapjan a?+ b* = 100.
Tehat
@+ b2 =100
ab

22
27,2

1oo+2ab=%

a+b=

a’b? —16ab-800=0
Innen, mivel ab >0
ab=8+126,

a_8+12\/€
—

2
(@j +52 =100

b* —100b2 +1926 +928 =0

Tehat

Innen
bE=56-16J6  vagy b} =44+16V6
a? =44 +16\6 a3 =56-16:/6

Tehat a befogdk 9,12 cm és 4,1 cm.

. Legyen a villdm kiindulépontja az A pont, a végpontja B. 4

A feladat szovege szerint A-bdl 10 s, B-b6l 12 s alatt és a dor-

gés hangja a C megfigyel6hoz, és C-bdl az AB szakasz 45° 3300m

alatt latszik. Az AB szakaszra a koszinusztételt felirva és a sz4-

mitast elvégezve: AB = 2844 m. @ 3960 m
c
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7. Mivel COA% = CRA< =90°, R és Q illeszkedik AC Thalesz ¢
korére. Mivel az adott {vhez tartozo keriileti szogek egyen-
16ek, ROC< = RACY = 90° — 7. Hasonl6an beldthat6, hogy
CQP< = CBP¥ = 90°—y. Igy ROP¥ = 180°-2y. R

CAQx-ben QA =b - cosa, BPA-ben PA =c - coso.
PAQ »-ben koszinusztétel

A
PQ? = b2 - cos?a+ c? - cos?a—2bc - cos2o.- cos oL = cos2oL- a. g B

Hasonldan beléthatd, hogy
RQ? =cos?B - b, RP?>=cos?y- c.

-

Igy
k =~lacoso + bcosﬁ+\/zcosy.
8. Legyen o= 120°, igy a a leghosszabb oldal. Legyen 2c¢ = a+b. Ebbdl és az a oldalra felirt
koszinusztételbdl adédik, hogy b = %c és a= %c. Ezeket behelyettesitve a megfeleld

koszinusztételbe kapjuk, hogy y= 38,21°és =21,79°.

7. Osszegzési képletek

B246, ggse-d6N2
T30 cos73= .

4

1. a) sin75°= 0s75°

-5,

b) sin(—15°) = YR cos(—15°) =

2 -5
J6 2 SERL)

c) sin105° = 7 ; cos105°=

J6++2
et

(7 Vg . T . T ..
2. a) 2sin|=m— ¢ |cOoS| =+ ¢ |=2|Sin==cOSQ —COSmmSin (X || COS=mCOS (¢ — Sin==sin ¢
4 4 4 4 4 4
= (cos o—sin o)(cos o —sin ¢) = cosZar+ sino— 2sin occos @ = 1 — 2sin orcos a.

. . 2r . ar . . 2r .2
b) sina +sin 05+T +sin a+? =s1noc+smacos?+cosasm?+

. 4r AT 1. 3 1. 3
+ 51N O¢ COS mmm + COS (¢ SiN === = SiN (¢ — = SiN (¢ + === COS O — mSin (¢ — mmmcOs ¢¢ = 0.
3 3 2 2 2 2

3. a) sin(x+y)+sin(x—y) = sinxcosy+ cosxsiny+ sinx cosy —cosxsiny = 2sinx cosy.
b) sin(x+y)—sin(x—y) = sinxcosy+ cosx siny—sinxcosy+cosxsiny = 2cosx sin}y.

4. a) Tudjuk: sin(x+y)+sin(x—y) = 2sinxcos}y.
o+p 6 v ; B

Legyen: x= 5 = x+y=0aés x—-y=p.

y



o+  o-B
2

Tehdt:  sino +sin 3 =2sin cosT.
b) Tudjuk: sin(x+y)—sin(x—y) = 2cosxsiny.
+ —
Legyen: xzaTﬁ és y:O‘Tﬂ = x+y=aés x—-y=f

Tehédt:  sina—sin 3 =2cos o+B sin ocT—,B_

. a) siny=sin(180°— (o + fB)) =—sin((ax+ f) - 180°) = sin(a+ f).
b) sinasiny—cos occosy=—cos(o+ ) = cos((ar+ P — 180°) = cos(180°— (o + ) = cos 5.

. a) sin(a+ B+ ) = sin cos fcosy+ cos asin Bcosy+ cos occos Bsiny+ sin asin Bsiny.
b) sin(a+ B— ) = sin occos Bcosy+ cos arsin fcosy—cos cecos Bsiny+ sin asin Bsiny.
¢) cos(a— B+ ) = cos ccos Bcosy+ sin arsin Bcosy—sin arcos Bsiny+ cos asin Bsiny.

. CPB,-ben a szinusztételbdl: B
y= 2\/§ COos ¢
CAP ,-ben a szinusztételbdl: ’ b‘@@j

X = L sin @; £ A
V3
PAB »-ben koszinusztételbdl tg g = 1,0796, igy ¢ = 47,2°.
Tehat x =3,39 més y =2,35 m.

8. Az tsszegzeési képletek alkalmazasai

2. a) ctg(a+f)=

1. a) tg15°=2-1/3; b) tg(-75°)=—-2-A/3; ¢) tgl05°=-2-/3.

cos(or+f8) cosorcos B—sinasinff
sin(oc + )  sinocos S+ cosorsin B

cosocosfB
_ sinocsin _ctgactgf-1
s1.noch)sﬂ N Cf)sas.lnﬁ ctg f+ctgor
sinasinf8  sinasin 8

cos(a—fB) cosocosfB+sinasinff

b) ctg(o—p)=

) ctgte=p) sin(c —B) sinacos f—cososin B
cosozcosﬁ_l_l
sinasin 8 _ctgactgf+1

- sinczcos B cosasin 8 ctigf-ctgor
sinasinf8  sinosin 8




ctgocctgf—1

3. Tudjuk: ctg(o+ B)= .
ctgB+ctga

ctgactgo —1 ctg a-1
ctgor +ctga 2ctgor

Igy: ctg2a=ctg(o+a)=

4.a) A 2sinocoso= egyenletrendszer alapjan:

1
4
sina+cos2a =1

. 4++/15 4-+15
sinoy = o ; cosq = 2 ;
. 4++/15 4-+15
sina, =— o ; COSQly =— o ;
. 4-+15 4++/15
Slna3= 8 N COS(X3: 8 N
. 4-+/15 4++/15
sina, =— g b oSy == 2

b) A cos® o —sin% =% egyenletrendszer alapjén:

sina+cos2a =1

: 1 \f

sin¢ =T; cos tgo =
sinaz—— \/7 tgaz——T;
sin(x3———; COS 03 \/7 tga3——T;
sinoc4———; cosoy, = \/7 tgoy = T

sinax 1 .

c) A =—| egyenletrendszer alapjan:
cosax 4

sin2a+cos2a =1

sin o =%; cos o =%;
: 1 4
sina, =—T; COSOly = ———.
17 V17



coso

d) A

—— =2| egyenletrendszer alapjan:
sina
sin a +cos? =1

. 1 2
sinq; =—=; cosoy =—;
55 55
. 1 2
sm(x2=—ﬁ, COS(Z2=—£.
. cosPa=4cosPo—3cosc.
2 2sin? ot +2cos? o
.a) =- = - =tgo +ctgo.
sin2 2sin o cos o
sin20¢  2sinocoso
b) —— = — =2ctga.
sin“ o sin- o

¢) 2(cos(45° + a))? = 2(cos45°cos o.— sin45°%sin 0)% = (coso.—sin @) =
= sin?a+ cos?o—2sinacos ot = 1 —sin2c.

. Legyen o= x; f=2x, igy y= 180°-3x.
A szinusztétel alapjdn cosx = %, tehat x = 54,3°.
Koszinusztétellel a hidnyzé oldal is meghatarozhato.

c=3,14cm; =543 [=108,6° vy=17,1°

) 121 L
. A szogfelez6tétel és koszinusztételek alkalmazdsaval cos L = igy nincs ilyen

haromszog.

. Trigonometrikus egyenletek, egyenldtienségek

. a) x=i§+k7t, ke Z: b) x=i§+ln, le Z:
c) x=i%+mﬂ:, me7Z; d) x=i%+nﬂ:, neZ”Z.
. a) x=%+k7r, ke Z: b) x=%—m7r, me Z:

c) ng—mr, ne 2.

.a) x=%+2mn’, me 7 vagy x=7?ﬂ+2nn', nez,

41 cccccccccciiiiiiiiiiiiiaaa. .



b) x=%+2kﬂ:, ke Z:

c) x=§+2mn:, meZ vagy x=n+2nrw, ne”Z.
: xe]R\{k£|keZ}.
2
. a) x=§+2kn’ vagy x=%+2m7r vagy x=%+2nn‘; kym;ne Z,;
b) x=£+k£; ke Z,
4 2
c) x=£+k£; ke Z.
8 2
o) Zisknsx<Z v ok ke z; b) Eikn<x<Zikn ke z:
3 3 6 6
o) -2 in<x<Ziin ez,
3 6
.a) §+2m7z,'$xs%r+2m7r vagy —§+2m3xs—%+2m; mle Z;

b) %+2n7r£x$37”+2n77:; nez,

c) x=3?n+2n7r vagy %+2m7t$x£5?n+2mﬂ:; m;ne 7.



Fiiggvények

1. Az exponencialis- és logaritmusfiiggvény

1. a) x—=22 = 4%

kmwammum%

54321123 4 X

1

2. a) x—>|logy x|, x>0;

- ow S

211 123 45 6 7X

3. a) xl—)logzxz, x#0;

- w s S

5 4 -3 2 - 2 3 4 X

b) x> loglexz, x#0;
y
4
8]
2
1

N

5 4 -3 2 - A2 3 4 X

b) x |—>log2x2,

- w s S

xz0.

5432\,

2 3 4 X

b) x—=>2°2% x> 0;

c) x> log, 2*.

y y
3 3
2 2
1 1
4324, ] 1238 45X 432 123 45X
™ =
-3 -3
-4 -4

x>2-logyx, x>0;

- ow s S

2 3 4 X

=

X
_1K234




4. a) x+>log, (x=2), x>2; b) x> |log, (x+ D), x>-1I;
2
y y
4 4
3] 3
2 2
;
—3—2—171 1 2/3 4 5 6 X —3—2—171 12 3 45 6 X
-2 =2
-3 -3
—~4 -4
-5 -5
(2; o) szig. mon. nov4 (=1; 0] szig. mon. csokkend
max.: nincs [0; o) szig. mon. ndvE
min.: nincs max.: nincs
min.: helye x=0
értéke y=0
el
c) x> | — ; d)xl—)le—ll.
3
y y
6 6
5 5
4 4
3
2 2
1 1
76543211 12 X 43211123 45 X
(—o0; —2] szig. mon. név4 (—oo; 1] szig. mon. csokkend
[-2; e0) szig. mon. csokkend [1; o) szig. mon. ndvE
max.: helye x=-2 max.: nincs
értéke y=1 min.: helye x=1
min.: nincs értéke y=1

2. Egyenletek és filggvények

1. a) 3*=1-x; b) 2% =1+x; c) 3+ 6%=9%
x=0; x=0; 1+2% = 3%
x=1;

D ow s ol N o S
oW s o N o S
w & o> N e S

- -2 = X -3 - X ! -3 -2 - X
5—4—82171{\%34 —43/1_112345 5—4321711234



d) 315 4l = 5l ) (3-2v2)" +(3+242)" =6x;

L i|x|= §|x|‘ 1+(17+12\/§)x=(18+12\/§)x;
3 3)
x1:2 X2=—2§

x=1.

y y
6
5
4
3
)
7574737271_1 12 3 4 X 1 X
2. a) x-logzx=18; b) logyx=x-1;
10g3x=§; x1=1 x2:2;
X
x=9;
y y
7
6 2
5
4- 1
3
2
1 -1 1 2 &) X
NV EEREEEEEE /
-2 =2
c) 3logy(x+1)=log, x+7; d) 2log, x=1-x;
3 3
x=3 x=1 x,=3.
y
5
4
3
2

—2—111 3 45 6 7 X
=
-3

123 4567 89 X

- N W s N o S

|
IS




3. Trigonometrikus fiiggvények

1. a) f(x) = cos®x —sin’x = cos2x
Re=[-1; 1]

zérushelyei: x, =%+k§; keZ

paros fiiggvény
periddusa 7

{kn; % + kﬂi} szig. mon. csokkend; keZ

{§+ Iy + ln] szig. mon. novs; [ €Z

korlatos

b) g(x) =sinx—cosx = \/§~sin(x —%j

D,=R

R, = [—\/5; V2 ]

nem paros és nem pdratlan fiiggvény
periddusa 27

{—% +2km; %7: + 2kn} szig. mon. novs; keZ

PTE +2Inm; %‘c + 214 szig. mon. csokkend; [ €Z

zérushelyei: x, = % +mm; meZ
korldtos

c) filx)=sinx++/3cosx = 2sin(x + %)
Df = R

Ry=[-2;2]

nem pdros és nem pdratlan fiiggvény

periddusa 27

{_% +2nr; % + ZnE} szig. mon. nove; n eZ

[% +2mr; 7?” + ZmE} szig. mon. csokkend; m €Z

. . T
zérushelyei: x, = _E +nmw, ne?Z

korlatos



d) h(x) = lsinx+£cosx=sin x+z
2 2 3

D,=R

R, =1[-1;1]

nem pdaros és nem pdratlan fiiggvény
periédusa 27

[—% +2km; % + 2k7r:| szig. mon. novs; keZ

{% +2Im; 7?” + 2177:} szig. mon. csokkend; [ eZ

2 . T
zérushelyei: xy =——+nm; ne Z
3
korlétos
. . . 3 cosdx
e) g(x) = sin*x + cos*x = (sinx + cos2x)? — 2sinZx cos2 _—

)sz‘l' 4
D,=R

1
R,=|—;1
=]

paros fliggvény
eriédusa -
P 2
4

Vi3 T T . .
——+n5;n5 szig. mon. novs; n e”Z

[kf;z-ykz} szig. mon. csokkend; k €Z
2 4 2

zérushelye nincs

korlatos
sm2x’ ha _£+2kn5x$£+2kn’ (keZ)
f) h(x) =sinx - |COSX| = 2 ) ? 32
_szx’ ha%+2mn£x£§+2m7t (me Z)

11
R, =|——;—
" [22]

paratlan fiiggvény
periédusa 27

‘ : T
zérushelyei: x; = mE; meZ

{—E +2km; — z + 2k7r} ] [Z +2km; z + 2k7r} ] [3_% +2km; 5—ﬂ:+ 2k7r}
2 4 4 2 4 4

szig. mon. csokkend; keZ



2.a) f(x)=

[—E +2mr; Z + 2m7r} ) [ﬂ +2mm; 3—” + 2mTL':| ] [S—E +2mr; 3—” + 2m7r}
4 4 2 4 4 2

szig. mon. n6vs; m eZ.

korlatos
1—cos? x +sin? x T T
i xe|-—=;=
1+cos2x+sin2x 22
2
Fo=E 1 e
tex+1  tgx+1

Ry = (—eo; 4] U [0; o)

zérushelye: xo =0

minimuma nincs

lokdlis minimum helye: x=0
értéke: y=0

maximuma nincs

lokdlis maximum helye: tgx=-2= x=-1,11
értéke: y=—4

T T
——:;—-111|U|0;— i 6vG
[ > } 5| szig. mon. n6vo

T T
[—1,1 ;- Zj Y (—Z; 0} szig. mon. csokkend

cos2x

1+sin2x b4 3n ©
gX)=m——=tglx+=|; XE|—=—;=—

zérushelye: x; = —%

minimuma nincs
maximuma nincs
szig. mon. novd



4. Trigonometrikus egyenletek, egyenlétienségek (kiegészitd anyag)

1. 3 db megoldas.
2. Van val6s gyok, ha % <aZ<l.
3. Rp= (=00 =2] U [2; o0).

4. A bal oldal maximuma 4, a jobb oldal minimuma 4.

b4
x=5+mr; neZ.

T b3
5. a) y=x+nm, nymeZ, x¢5+mn; b) x=km; y=5+n7r; kine Z.
y L] L] y L] L]
z
L] L] g L] L]
b4 X
E L] L] I.I L] X
L] L] L] L]
L] L] L] L]

5. Vegyes feladatok (kiegészité anyag)
1.a) 3<x<—J6 vagy Je<x<3;
b) l<x<1;
2
c) %+kn<x<%+kn vagy —%+nﬂ<x<—%+nn’ (k;ne Z).

2. a) x=0,399; b) x=1,49;

10\’ v

1

e



| SOKSZINU MATEMATIKA 11 - A KITUZOTT FELADATOK EREDMENYE

¢) x=0,86: d) x=1,498z§.
y y
ctgx X %
6. Inverz fiiggvények (kiegészité anyag)
1- y
2. a) 7 b) o
1 X I;/X

3. ,

?

4. a) arctgx+arctgl=£sgnx o; fe —E;E \ {0}.
x 2 22

1
Legyen o= arctgx és f=arctg—,
X



tgor=x és tgfi=

0

cgf=x=tga =

oa;B>0=>0+ =

B

S

a;ﬂ<0:>a+ﬂ=—§.

?
b) arcsin x + arccos x =§ (-1 x<D).

Legyen o = arcsinx és f3 = arccosx, ekkor (1) ae [—%; g} (2) B[0; .

' M.(2) .
sinc=x és cosff=x & a+[)’=5.



Koordinatageometria

1. Vektorok a koordinata-rendszerben. Miiveletek koordinataikkal
adott vektorokkal (emlékeztetd)

2.a)d=1+];

2. Két pont tavolsaga. Két vektor hajlasszige
1.

2.

..............

. a) 6;

d) d =6

La) @a+b(1;7);

d) @+b-2@3;4);

141.2)
8 342°3)

j) 3¢ —5d(-41; 54)

.a) AB(3,1) BA(-3,-1);

b) AB(-5,5) BA(5,-5);

¢) AB(9,-5) BA(-9,5);

b) b=—i +2J;

e) &=-2i +4j:

b) b+¢+d(5;-1);
e) 2¢(—4; 6);

h) 3d —2;2 ;
5 5°5

k) 2(=2d +6d)(80; 100)

d) AB(-12,12) BA(12,-12).

b) 15;

20
x=—.
7

a) \2; b) \13;
a) 3; b) 22;
. a) \10; b) 5v2;
- a) 34 +210 ++/26;
. a) 90°; b) 72,5%

c) —713; d) 92.

c) \13; d) J65;
) 13; d) 5;
¢) N106;  d) 1242.

b) V10 +13 ++/29;

c) 176°.

c) T =-3i —4j:
f f=3i-5]

c) 67—5(7;—14);
f) =3d(-21; 27);

i) 3d +2b(3; 16)
3

) —=(7¢-5a

) 4( ¢ —5d)

21, 15(57 33)
——Ct—aj—;——|

4 4 (4 4

N L
f) 4.

e) 1;

e) ZM;

¢) 40 +/45 +:/97.



6. a) 14: p) L. ) 21.
2

7.a) t=18; k=62 +226;

8. =%3‘96z—0,723.

b) D(7; 4).

3. Szakasz osztdpontjanak koordinatai. A haromszog silypontjanak

koordinatai

3 3

b) F(i Z)
2 2
.a) C(=3;0) D(6;3);

c) C(-11;0) D(12;-15);

.a) C(l;i) D(2;§);
3 3
2] ofe
3

3 b
- a) C(=6;-1) D(9; 4);
¢) C(=20;5) D(25:-20);

72

o {232
8 8

) {-23)
474

13
Pl—;-
e) (7

3 17 1
6. D(-1;-9) F|—=;—=1; b) D(5;3) F|0;——|;
a) D( ) ( > 2) ) D(5;3) ( 2)
L a+b c+d . .
7. p= 1 th__2 2 :a+b+6+d;
2 2 4
L b+¢ d+d . _
2 2 4

)

d) F(2;-1)

5
)F(E—

15),
2 7
b) C(9;-4) D(-6; 11);

d) C20;-19) D(-16; 17).

2.13)
373/

53 2
3'3
d) C(4;-3) D(0; 1).

b) C(14;-9) D(-11; 16);
d) C(32;-31) D(-28;29).

7
c) D(-9;1) F(—E, -

)

.............................



10.

11.

.a) S(3; 3);

- a) C(4;-2);

2
b Z11:
) 5(3’ )’

b) C(10;-10);

a) A(=4; 1) B(0;=5) €(10;7);

b) §:fl+}:§+f3

(25 1);

§s=3".

: : 5.1
B(: 1) C2;7) 5[3 3).

L, ad+b+¢
S e —

w

$7(25 1)

1 8
C) S[g,—g)

c) C(10;-22).

4. Az egyenest meghatarozo adatok a koordinata-rendszerben

1.

..............

a) x =-6;
d) x=15;
17
.a) y—?,
31
d) y_77
. a) nem; b) igen;
. a) igen; b) nem;
.a) V(3;-2) H(2;3)
b) v(1; 1) H(l;-1)
c) v(5;-6) n(6;5)
.a) n(0;2)  V(1;0)
b) W(1;-2) V(2;1)
c) n(3;5) v(5;-3)
d) n12;5) V(5;,-2)
.a) mf=—1; o =-45°%

d) mf=%; o=18,4°%

b) x=6;
e) x=-4,
b)y=5
11
e) y=—;
)y 3
c) igen; d) nem;
c) nem,; d) nem.
tgo =—z o =-33,7°%
3
tga=1 o =45°%
tgax=-12 o=-50,2°
tga=0 o=0°%
1
tgor =— o =26,6%
g 2
tgaa=-0,6 a=-31%
tga=-04 o=-21,8"

b) mg =—%; o=-11,3%

e) mf=—\/§,

o =-24°

c) x=-9;

» x=32-2).

c)y=3

V2417

fy S

e) nem.

c) mp=-2; 00=-63,4%

J) nem értelmezhetd, o= 90°.



9. Az egyenes egyenlete I.

1.a) x+y=0; b) 2x+3y=0; ¢) —x+4y=0;
d) 5x-3y=0; e) 4x+8y=0.
2.a) x+y=1, b) 3x+y=-6; ¢) x—dy=19.

3.a)ii0;1)  ¥(1;0) tga=0;
b)i(1; 1)  ¥(1;-1) tga=-1;
c) 1(1;-3) V3; 1) tga:%;
d) i(4;-1) $(1:4)  tga=4
e) ri(1;0)  V(0;1)  nem értelmezhetd.

3 7
4. =——3 b :—4, =—;
a) 'y > )y c)y 5
1 -3-5J5
d) y=-14; e) y=—; fl y=——"-—.
6 2
5. a) x—y=0; b) x+7y=5; c) 12x—10y=-37; d) 20x+6y =-79.
6. a) 2x-3y=-4; b) \/gx—2y=\/§—4; c) 2x-y=0.

6. Az egyenes egyenlete Il.

1.a) x-y=0; b) 3x-2y =0; c) 4x+y=0;
d) Tx+5y = 0; e) 2x—8y=0; £ 5x-y=0.

2.a) x=2y=-2; b) 5x+2y=11; ¢) 2x—Ty =—64.

3.a) x-2y=0; b) x-y=0; c) \/gx—y=0;
d) x=0; e) x+y=0; H Bx+y=0.

4.a)y=x-1; b) y=3x+8; c) y==2x+1.

9. a) x-3y=0; b) 13x+6y=—4; c) 6x—y=-13.

6. 2y =x.

1. a) 2x-3y=16; b) 3x+2y=11.

8.a=2 vagy a=-2

9. p=2\/§ vagy p=—2\/§.

10. Igen.
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11. t=15.

12. a: 7x-2y =-20; S 2x+Ty =17;
b:x-2y=4, Spi 2x+y=3;
c:x+y=10; fiox—y=-2.

13. a: Tx—-3y=-22; s x+ 11y =14;
b:3x-Ty=2; sy Hx+y =-6;
c:x+y=4; SpiXx—y=-2.

14. a: 2x+ 5y =2; my: 5x—2y=0;
b:3x-y=1; my: x+ 3y =0;
c: Tx+4y =34; m.:4x—Ty =0.

7. Két egyenes metszéspontja, tavolsaga, hajlasszige

1. a) M2 3); b) M(1;—4); 0 M[—% %)
d) M(1; 1); e) nincs, e |l f

2 A(3 45) B(—E;lJ cG.
8 8 5

L
46" 46

2 12 13 16
4. a) —; b) —; c) \/3; d) —; e) —; £ o.
5 5 5 5
37 3742 3734 1369
5. my, === My, =m=—— m, = ; A= =171
8 10 34 80
6. a) 6; b) i c) £, d) 0.
17
1. t=27,
8. a) 26,6 b) 45° c) 26,6% d) 45° e) 0°
9. =45% PB=59% y=76°
10. mazﬁ; mb—9x/_ 725\/35; tn=T2; a=76°% p=70,3% y=2337°
1. 1, =47, m[38,26)
11 171



8. A kor egyenlete

1. a) 2+@y-1)?*=4

¢) (x+2)2+(y—4)2=i;

2.a) (x+2)%2+y?=4;
c) x=4)2+(y+2)2=13;

3.a) K(00;2) r=2;

d) Nem kor.
4. p < 25.

a) p=24; b) p=16;

5. K2;-1) r=6;

b) (x=3)*+(y—1)2=25;
d) (x+1)2+(y+5)2=3.

b) x>+ (y-4)?=5;
d) (x=5)2+(y+1)2=50.

b) K(-1;1) r=1,

e) K(\/g;—\/g) r=+1.

c) p:%; d) p =20; e) p:%; f) nincsilyen p.

(0:4v2-1) (0:-1-4v2) (2++/35:0) (2-+/35:0).

4

2
6. a) (x—%j +(y—2)2=é;

c) X2+y?=13.

7. (x=3)2+(y-3)>=09.

2 2
b (x-2B) o[y -2) 228,
8 8 32

9. A kor és az egyenes kolcsonos helyzete; két kor kozos pontjai

- 3\/5'3\/5] (_3\/5._3\/5} ) (3\/5._3\/5] (_3\/5'3\/5),
272 27 2 ) 27 2 272 )
c) 1+£;1—£} [l—£;1+£} d) (—ﬂ,ﬂj érinti;
2 2 2 2 272

e)

0 7 10

0 7 10

—24—\/%'8—3\/%] (—24+\/%'8+3\/%]'

.............................



2.a) r=2; b) r=3; c) r:1—.

3.a) x—=1)2+(y-1)2=1
x+ D2+ (y-1)72=1;

5. A(4+242;0) B(0;4+242).

6. a) 2x—5y=5v29-29 2x-5y=-29-529;
b) 5x+2y=5J29 S5x+2y=-529.

; M(—5—4\/9_1, 168—14\@] L[m/ﬁ—s, 168+14\/§]

53 53 53 53

8. a) r<~106 —4; b) r=+106 —4; c) V106 —4 <r <~106 +4.

............................ . 58



9. a) ﬁy=x+5 ﬁy=—x—5;
b) (20-266 ) x+17y=28+4/66 (266 +20)x +17y =28 —4-/66;
c) Ix+17y=73 x-y=T;
d) (35+4/33)x—17y=49-833 (4433 -35)x+17y=-49-8/33;

e) belsd pont, igy nincs érintd

10. A parabola egyenlete
1. a) y? =6x; F(%;O); x=—% vagy y%=-6x; F(—%;O); x:%;
3 3 3 3
b) x*=6y; F|0;=|; y=—= 2=_6y; F|0;—=| y==.
) x y(zjyzvagyx y(z)yz
- 34 9 y 47 9 9 74 k] y 4’ 9 9
1 7
c) F(—l;g); Y=o T(-1;2); d) F(1;1); y=—-1; 1(1; 0).
3 0) 1-17 —17-1) (V17+1 17-1)
. 2 ’ 2 2 ) 2 N
" -9-497 1+97) (V97-9 1-/97).
8 4 8 ' 4 f
T—434 —2-34) (7+434 J34-2
c) ; ; ;
9 3 9 3
d) (2-242:-v2-1) (242+2342-1).
4.a)y=2 b) 2x+y=1; ¢) 10x+y=-T;
d) 4x+y=12; e) bx—y=23; f) 16x+y=-34.
5. a) y=(6—2\/7)x; y=(2\ﬁ+6)x; b) Belsé pont, igy nincs érint6.
c) 2x—y=-3; d) y=-2;
e) y=-2; y=3x-162; £ y=(8-4v5)x+45-14;

y=(8+4v5)x-45-14.
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6 ) [_\/Zx/ﬁ—z.\/ﬁ—ll [\/2\/ﬁ—2,\/ﬁ—1}

[ w—] [ﬁ 145

c) (05 O).

7. C(V3;-3) B(-V3;-3) k=63 1=3V3.

11. A parabola és a masodfoku fiiggvény (kiegészitd anyag)

1
1.a) x=2; b) X_E c) X—E,
2.a) (1;-2);  b) (-3;5);  ¢) (8-5).
3. a) x—x2

1 1 1
==; T(0;0); F|O;=|; y=—=—;
P=3 (0;0); ( 4) y

- N W A D N ©'S

5 4 -3 -2 - 123 4 X
c) x> -2(x-3)2

1 1 1
== T(3,0); F|3i—=} y==;
p=7:T(30) ( 8) y

s2-1,] 1 2/5\4 5 6 x

5

d) x=\/§_\/§; e) x=—i.
2 16
2

b) x> -3
4

p=2; T(0;-3); F(0;-2); y=—4,

— e s S

A\
54N 21,0 12 4 X
-2

-4
-5

2
d) xo2:2 4211222 x 14| -2
2) 2
1 (1 25 1 99 101
==T| == Fl-=i——= | y="—.
P=7 (2 2) (2 sjy 3

4 6 8X




3

4. a) xl—)—é(x+l)2+2; b) x> -2(x—-1)?+2; c) xHi(x—5)2+E.

5. %(y+5):(x—1)2 = x|—>§(x—1)2—5.

12. Kipszeletek és egyenleteik a koordinata-rendszerben
(kiegészité anyag)

1. a) 2a =10; 2b =6; b) 2a =30, 2b=25; c) 2a=2\/§; 2b=2\/§.

2 2
2. a) Fp(30): 2a=2265 2—+2—=1.
@) B(&0) 2a 265 | 256

2 2
b) Fz(—S;O); 2a =2+/281, X_+y_:1;

281 256
x2 2
c) F(1;0); 2a=2J257; E+ﬁ=l;
x2 2
d) F(~J7:0); 2a=2263; e
4. a) ﬁ_ﬁﬂ; b) ﬁ_ﬁzl; o ﬁ_ﬁzl; 0 ﬁ—y2=1,
9 16 9 40 9 72 5

5. F(2;2); Fy(-2;-2); y=x; y=-x.



Valdsziniisegszamitas, statisztika

1. Klasszikus valdsziniisegi modell

1. b) Azonosak a szerepek.

1
c) —.
)2

3. A komplementer esemény valdszinliségét érdemes meghatdrozni: azaz, hogy nem hiztunk
aszt. Ekkor a tobbi 28 lapbdl valasztunk 4-et.

%)
p(A)=1- p(A)=1- 42

%)

4. A komplementer esemény valdszinlségét hatdrozzuk meg, azaz a legalacsonyabb nem

kozvetleniil utdana vonul be.

10! 10

p(A)=1-p(A)=1-—=—

5. Anna nyer§szdmai: 2; 4; 6. (A = {2; 4; 6});

Béla nyer8szdmai: 3; 5. (B = {3; 5}).

m 11

Annak a valdszintsége, hogy valamelyikiik nyer:

8 17 15

P(A+B)=p(A)+p(B) = p(A-B) === +=—-0==.

Igy az 1 dobésanak valészintsége:

17 17 17

2
1-p(A+B)==.
P( ) 7
24 1 21 11
6. =—; b) p=—; =—] d p=—.
a)paz )p32 c)psz )p32

1. A: pérost dobtunk;
C: 0Osszetett szamot dobtunk;

13 3 21
p(A) >0 p(B) 2 p(C) 0
2
6)=—;
p(6) 5

1
P(l)—l—P(B)—P(C)—B,

p(3)= p(D) - p(6) = %;

B: primet dobtunk;
D: 3-mal oszthat6 szamot dobtunk.
21

P(D) = ==

40°



p(d) = p(C) - p(6)= é;

P2)= p(A) - pd) - p(6) = é;
p(5)= p(B)— p(2)— p(3) = %
6!
8. a) p :6—6.

Kedvez§ esetek: az els§ dobasndl 6-féle lehetdség, a masodiknal pedig S-féle van stb.
Osszes eset: minden dobdsnél 6-féle lehetSség van.

55
Kedvez§ esetek: az els6 dobds 1 lehetség, a tobbinél 5 lehetGség van.
5!
c) p= o«

Kedvez§ esetek: az els6 két dobasndl 1-1 lehet8ség, a harmadikndl 5 lehetGség, majd
mindig 1-gyel kevesebb van.

_5t (6
@ ”—6—6'(2)'

Kedvez6 esetek: a két 6-os dobdson kiviili 4 dobdsnél 5 lehetdség van, majd megszo-
rozzuk azzal, ahanyféle sorrendben a két 6-ost dobhatjuk (amelyik két dobas 6-0s).

e) Akomplementer esemény valdszintiségét hatdrozzuk meg: azaz hogy nincs hatos. Ezt
vonjuk ki 1-bél.

56
p:1—6—6.
9 (A)—l—i—E 1-féleképpen nincs fej
" p 24 16’ pp .]‘
-1 1
A)=—=—.
PA=27"16
1 4) 11
B)=1-|—+—|=—.
e (24 24j 16
) T
mncs - egy
1ras 1ras
van
- 5
B)y=—=—.
TR
4 6 5
A-B)y=—+—==.
PABI=50 53
T
egy  két
fej  fej



15 11 10

p(A+B)=p(A)+p(B)—p(A-B)=E+E—E=1-
- -1
p(A-B)—p(A)—E-
— 15
p(A+B)—p(A)—E.
52 11
10. p(A)=1-—==—.
0. p(A) < 36

Nem dobtunk 6-ot, azaz mindkét kockdn 5 lehet&ség van.

- 25 1 - 1
pd)=2=i pB)=5: pB)==.

36
pA-B)=.
p<A+B)=p(A>+p(B>—p(A-B)=%+§—3—56=§.
p(Z-B>=326+22=§.

3? pdratlan-paratlan par és 22 péros-péros par lehet.

- - = 11 18 6 23
I )=p(A)+ p(B)—p(A-B) AT T

11. Ha a 3 rossz tomeg( lap kozott van az a kettd is, melynek a mérete is rossz, akkor 500 lap
koziil 6 rossz, igy a valdszintiség:

6 _do4 247 oo
500 500 250

12. a) A komplementer esemény segitségével érdemes dolgozni, vagyis azzal, hogy nincs
kozottiik egy par sem.
~1- 12-10-8-6-4-2 215
12:11-10-9-8-7 231
Az elsé hizasra barmelyik keszty( hizhatd, a masodikra a parjan kiviil a tobbi, majd
a hdzott kesztyd parjat sem lehet hizni a kovetkez&ben stb.
b) Biztosan lesz egy jo par!
c) p=1- 12:10-8-6-4 = é Csokken a valdszintiség.
12-11-10-9-8 33
d) Komplementer eseménnyel dolgozva csak jobbosokat vagy csak balosokat hizni két
esetben lehet. Igy

___2 _46l
p 12) 462
6



13. Legyen k a narancsok szdma. Mivel p(N)=

’

k —
k+4 4
k=12.
12 darab narancs van. Legyen i a sziikséges narancsok szdma. Ekkor
4 1
244+ 107
24 <.

W AW

Legaldbb 25 narancs kell még.

14. Legyen e a meggyes és a a marcipanos bonbonok szdma. Ekkor

3  e+a
5 6+e+a
2 6+a
3 6+eta

Innen e =5;a=4.
4 db marcipanos és 5 db meggyes bonbon van.

15. 5 megfelel§ szam van, igy % a valoszintiség.

16. A megfelel§ radhdrmasok szdma 5, mivel barmely kett6 hosszdnak 6sszege nagyobb
kell, hogy legyen a harmadik hosszanal. Tehat

5 3

17. Annak, hogy két valés gyok legyen, az a feltétele, hogy b2 > 4c. Erre 17 lehetSség van. Igy
17

*

Annak, hogy egy gyok legyen, két szampdr felel meg, a (4; 4), illetve a (2; 1).

2 1
1db gyok)=—=—.
p(1 db gyok) %13

p(2 db gydk) =

Ezek alapjén:

17
nincs gyok) = —.
p( gyok) 36

18. Harom szdm (6; 10; 14) felel meg, igy p= 1—31

19. Legyen M a magyarul beszél6k, A az angolul besz€l6 magyarok, N a németiil beszéls
magyarok, F a francidul beszél6 magyarok, A’, N’, F’ a megfelel§ kiilfoldiek halmaza.
Venn-diagrammal dbrdzoljuk az elemek szamat.



A komplementer eseménnyel dolgozunk (azzal, hogy nem értik meg egymast). Az 1 csak
angolul tudé magyar mellé tizennégyféleképpen vdlaszthatunk part. Ha ehhez hasonl6an
minden egyes esetre végignézziik a pérositési lehet&ségeket, azt kapjuk, hogy

A A-N N A-F F’ F’-N’ N’
14+8-5+2-19+3- 6+21+5 21+ 3-8 +6-14 881
p=1- =0,72.
(50) 1225
2

72% valoszintiséggel fogjak egymast megérteni.

Rejtvény: Az osztalyban legyen f fit és [ lany.
f

p(fidt valasztanak) = ——,
[+l

p(lanyt vélasztanak) = L
[+l

A feltételek szerint fo_2. b Ebbdl 3f = 21, 5f = 2/ + 2f. A jobb oldal a dupla
f +1 3 f T+l

osztalylétszam, azaz az osztaly kétotode fid.

2. Visszatevéses mintavétel

1. Minden sarokhoz irjuk oda, hogy hanyféle dton juthatunk el oda. Ez a felette €s t&le balra
1év6 sarkokndl szerepl6 lehetGségek Osszege.

a) A B pontba 252-féleképpen juthatunk el, igy p(B)= 2?02 % =(,25.

b) ¢)d) A Cés D pontokon tiljutnak 10 utcasaroknyi mozgdssal, az E-be pedig nem jutnak
el. Igy mindhdromndl a valészintség 0.

2. D) (g) -féleképpen valaszthato ki az a 3 érme, amelyen fej van, és minden érmének 2 lehe-

tésége van, igy



c) Hatdrozzuk még meg a 4, illetve 5 fej dobasdnak valdszintiségét!

LLELEL

25 25 25
d) Nem valtoznak.
.a) p=0,85%.
b) Komplementer eseménnyel dolgozunk (azzal, hogy n 16vésbdl nem szereznek golt).
1-0,85" =0,75;
n2log s 0,25;
n=8,53.

Legaldbb 9-szer kell kapura 16ni.

. a) Adjuk 6ssze annak valdszintiségét, hogy 7-szer, illetve 8-szor hiztunk-e pirosat.

7.94. 8
8248 8 B 0.00038.
328 328 65536

7 huzédsndl 8 piros koziil vdlaszthatunk, 1 hiizdsndl pedig 24 nem piros koziil, majd
nyolcféleképpen adhatjuk meg a nem piros helyét.

243 6561

) P38 55536
¢) Hasonl6an az a) ponthoz

97 (8] 42.986 .(8) 43.9g5.(8
5g8 4.28 (1) 42280 | 472873

—_ + + =0,989.
328 328 328 328

1.

p =
. Adjuk 6ssze annak valdszintségét, hogy kettd, illetve harom kockédval dobtunk legfeljebb

4-est!

o)== S+ ==x0,74.

(3442 4 20
6 6 6 6 27

. Egy nem nulla szdm van, és ennek helyét G’) -féleképpen valaszthatjuk ki:

3
9.
1 27
=) 2T ;7.
P=0% T 1000

. Annak a valésziniisége, hogy a Faldbtiak mind az 6t6t bertgjak, 0,8>. A Kurtalabiak 3-

at 16nek be és kettét nem , és ezt (Sj féle sorrendben tehetik meg. Tehat

3

p=0,85.0,8%-0,22 -@:0,067.



10.

11.

..............

10
17
. =|—1| =0,000 73.
a) p (35)

b) Ugyanaz, mint az elGbb.

10\ _
-[5)~0,184.

. 1_710
7l

.a) p=(0,2513=9,3.10710,

b) p=(025)1-4=37-107,

¢) p =(125J-0,252 10,7513 =0,156.
1

Ki az a két ember?

d) p=0,75'5 + (115) 10,25-0,75' + (125) 10,252 0,75 =0,236.
1

Mind mashova szall.

Ha 5-sz06r ugrik el6re, a 30-ba keriil. Valészintiség: p = % = 3%
1V (55
Ha 4-szer ugrik el6re, a 20-ba keriil. Valészintiség: p = 0 (1) = o
1V (55
Ha 3-szor ugrik eldre, a 10-be kertil. Valészintség: p = 3 2) = 6
1V (5,5
Ha 2-szer ugrik elére, a 0-ba keriil. Valdszindség: p = (Ej . 3) = 3

5
Ha 1-szer ugrik el6re, a—10-be keriil. Valészindiség: p = (l) . 5) = S

2] \4) 32
N
Ha nem ugrik elére, a—20-ba keriil. Valészintség: p = (5} = vy

a) Akkor cserélnek helyet, ha Aladar kettSt elére, Bend pedig kett6t hatra ugrik.

i

b) Ez nem torténhet meg, mivel minden ugrds utdn ellentétes paritdsd pontban vannak.

Rejtvény: Furcsa, de Bélanak van igaza. Ervelése is meggy6z6: A bonyolultan leirt eljrds iga-

zabol a kovetkezs. A jatékossal befestetik az egyik ajtdt pirosra, a masik kettSt pedig kékre
(a piros ajtd a jatékos elsd valasztdsa), majd megkérdezik a jatékost, hogy mikor nyerje
meg az autét: ha az a piros ajté mogott van, vagy akkor, ha (valamelyik) kék ajté mogott.
Ha a jatékos a piros ajtét mondja, akkor ragaszkodik az eredeti valasztdsahoz. Ha kék ajtét
mond, akkor viszont véltoztat, és ezzel noveli nyerésének a valdszintiségét. Az egyik kék
ajto kinyitdsa csak egy tedtrdlis esemény, amely Osszezavarja a fenti ,.tiszta” képet.

68



1. p= ~0,76.

28
3| 63
D B R
¢) p (40) 190
3

) A P )

o

Innenn=1.

d) p =0, hisz 12 karamellas van.

28
b) p= 4 =0,002;
p_ 32 - s
8
[28]
_\4 =0,998;

d) p=1
) p 0
8
397
37
b) p= —0,0000:
) P= 100
40
397
40 )
d) p=1- =0.272.
)P 400
40



5
78) . (425
il

(678)
4 =0,638;

¢) p=1- 1103
5

d) p= 425-424-678-677-676 —0.035;
1103-1102-1101-1100-1099
678-677-676-425-424

P=1103-1102-1101-1100-1099

=0,035.

. Akkor vett ki legaldbb 100 Ft-ot, ha az egyik érme 100 Ft-os és a mdsik barmelyik lehet,
vagy pedig a 4 db 50 Ft-osbdl vett ki kettét.

S,

. A hdrom lottészelvényen 15 szdmot jelolt meg, ha feltessziik, hogy kiilonb6z8 szdmoto-
soket jatszik meg. A komplementer esemény valdszintiségével dolgozunk, azaz 1 taldlata
van, vagy nincs taldlata.

Aszerint tekintjiik az eseteket, hogy hany szelvényen van 1 taldlata.

G IR,

p=1-

Az els6 tag megfelel annak az eseménynek, ha nincs taldlata, a masodik annak, hogy egy
szelvényen egy taldlata van, a harmadik annak, hogy két szelvényen van 1-1 taldlata, a
negyedik pedig annak, hogy mindhdrom szelvényen van 1 taldlat.



2. Az els6 szdm legyen Anna pontjainak szdma,
a masodik pedig Csaba pontjaié. Balra haladva
Anna nyer egy pontot.

Anna 0,75 val6szintiséggel nyer.

3. Az el6z6hoz hasonlé jeloléssel
p+(1-pp<d-p?* (O<p<l)

2
O<p<l——.
P 2
ba) a3 g8 oLl p 2
32 4 31 31 30
goB L2 1
30 30 15
[
8 7 6 3
p) p=>.L. 5 ~0.0113 |p=ol|
) P=3331 30 P

=)

2.

3.

(5;4) (4;9)
0,25 0,25

8 7 6 8 24 7 8 7 24 24 8 7
+ +

8) (24

<) P=33731°30 732 31 30 32 31 30 32 31 30
8+
8.7-6+3-(8-7-24) 3

—0.147 |p=
32-31-30 P

[

5|

3

)

1

.............................



5. a) Balra Iépve ismert tételt hizott.

PR L ) G L S W Y P

20 19 18 20 19 18

13\ (16) (4
672111

e

17-16-15 17-16-3 17\ (17) (3
+ 3

: 3 2 11
o) 2L-20:19:18 20:19:18 _68 | p pL— Py =0,042.

y

p, 16-15-14 ' 16-15-4 .65 |p, (16}(16)_

20-19-18  20-19-18 3072
. 68 N
Az esélye 5 -sz0ros lenne, 4,2%ponttal lenne tobb.

. Az elsé szinten balra halad, ha ldny a nyitd.
A masodik szinten balra halad, ha védhetd
a nyitas.

. Az elsé szinten balra haladva nem fazik meg.
A masodik szinten balra haladva nem lesz
influenzas.

p=0.2-0,75+0,8-0,25=0,35.

35% az esélye, hogy nem lesz influenzas.

. b) Akkor nem nyer senki, ha mindhdrman fejet vagy mindhdrman irast dobnak. Ennek

3
val6szintisége egy dobdsnal 2 (%) = %

20
Annak a valdszintisége, hogy 20 meneten keresztiil senki sem nyer, vagy (Z) .

c) Egy menetben annak a valdsziniisége, hogy valaki nyer, vagy % Mivel mindhdrmuk-

nak azonosak a nyerési esélyei, Andras 2 valdszintiséggel nyer.

d) Akkor nyer, ha 6 fejet dob, és a tobbiek irdst, vagy irdst dob, és a tobbiek fejet. Ennek

11 211 1 2 1
valdszindsége p=—-—-— +Z2.2.2 - 4



5. Valosag és statisztika

1.

résztvevek (%)
70

60 7
» |

9560 9564 9568 9572 év

. 9572-ben szavazdsra jogosultak szdma: 8 100 000

9568-ban szavazdsra jogosultak szama: 8 228 000
A szavazdk szdma kozotti kiilonbség:

8 100 000 - 0,7—-8 228 000 - 0,61 = 650 920.
650 920 fGvel tobben vettek részt.

. 13%_kor tudhatjak.

110

. [?} +1 db teherauto kell, azaz 14 darab. A kocsisor 67,2 m hosszu.

. a) Egy lada szalagsziikséglete 2 - 50+2 - 40+4 - 50 =380 cm. Az 11 000 ladahoz 41,8 km

szalag kell.
b) Ekkor 83,6 km-nyi kell. Mindkét esetben elég 160 km szalag.

. 4100 milli6 dig.

o P

. Semennyivel, hiszen a zoldekre szavaztak tobben.
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