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Gondolkodasi madszerek

1. Sziikséges, elégséges, sziikséges és elégséges feltétel

1.

..............

a) Ha vizes az tttest, akkor esik az esd a varosban. Nem feltétleniil igaz.
b) Ha bezdrom az ajtét, akkor elmegyek otthonrél. Nem biztos.

¢) Ha 6 medve, akkor 6 Micimackd. Nem biztos.

d) Ha felvesznek az egyetemre, akkor megnyerem az OKTV-t. Nem igaz.
e) Ha bemehetek a szinhdzi eladdsra, akkor van jegyem. Igaz.

. a) Ha egy szam oszthat6 2-vel, akkor oszthat6 4-gyel. Nem igaz.

b) Ha egy szadm raciondlis szdm, akkor véges tizedes tort. Nem igaz.

c) Ha egy hdromszog leghosszabb oldaldnak négyzete egyenlé a masik két oldal
négyzetének Osszegével, akkor derékszogd. Igaz.
d) Ha két szdm szorzata 0, akkor koziiliik legaldbb az egyik 0. Igaz.

. a) Sziikséges, de nem elegendd.

b) Sziikséges, de nem elegendd.
c) Sziikséges, de nem elegendd.
d) Sziikséges, de nem elegendd.
e) Elegendd, de nem sziikséges.

. a) Elegendd, de nem sziikséges.

b) Sziikséges és elegendd.

c) Sziikséges, de nem elegendd.
d) Elegendd, de nem sziikséges.
e) Nem sziikséges, nem elegendd.

. a) Sziikséges, de nem elegendd.

b) Elegendd, de nem sziikséges.
c) Elegendd, de nem sziikséges.
d) Sziikséges és elegendd.

e) Nem elegendd és nem sziikséges.
f) Nem sziikséges, nem elegendd.

. Sziikséges, de nem elégséges legaldbb 30 pontot elérni.

Elégséges, de nem sziikséges 100 pontot elérni.
Sziikséges és elégséges 40 pontot elérni.
Nem sziikséges és nem elégséges legfeljebb 50 pontot elérni.

. a) Sziikséges, de nem elégséges: atlok felezik egymdst.

Elégséges, de nem sziikséges: négyzet legyen.
Sziikséges és elégséges: oldalai egyenldek.

b) Sziikséges, de nem elégséges: oszthato 2-vel.
Elégséges, de nem sziikséges: oszthat6 12-vel.
Sziikséges és elégséges: oszthatd 2-vel és 3-mal.



c) Sziikséges, de nem elégséges: az egyik pdros.
Elégséges, de nem sziikséges: mindkét szam péros.
Sziikséges és elégséges: ha valamelyik paratlan, a masik 4-gyel oszthaté vagy mindkét
Szam paros.

d) Sziikséges, de nem elégséges: atloik egyenlSek.
Elégséges, de nem sziikséges: mindkét deltoid oldalai egységnyiek, szogei 90°-osak.
Sziikséges és elégséges: harom oldaluk és az dltaluk meghatdrozott két szogiik
egyenldek.

9. Mivel 49 mez§ van, az egyik szinb6l tobb van. Az 4tmdszdskor minden csiga a mésik szind
mezodre keriil. A tobb mez6t meghataroz6 szinti mez6krdl induld 25 csiga 24 mez6 koziil
valaszthat, igy biztos lesz olyan mez3, amelyikre kettd keriil koziiliik.

10. Egy elégséges feltétel, hogy egy sarokmez6t hagyjunk ki. Ezt az egyik sarokmezGt
kihagyd trimind-fedés megaddsaval indokolhatjuk. Ilyet taldlhatunk egyszerten.
A sziikséges €s elégséges feltételhez a mezdket (i, j) koordindtaparoknak gondoljuk, ahol
1<4,j<7. Az (i,j) mezdbe irjuk bele az i +j szdm 3-mal valé maradékos osztdsdndl kapott
maradékot. Igy a mezéket megszdmoztuk tgy, hogy ha sorban balrél jobbra, vagy
oszlopban alulrél felfelé haladunk, akkor a 0, 1, 2 szdmokat latjuk periodikusan ismételve.
(Ez a szdmozas a szamelméleti lerds nélkiil is konnyen megadhat6.) Azaz minden trimind
altal lefedett mezS8kben a szdmok dsszege 0+ 142 = 3. Az Osszes lefedett szdm Osszege
16 - 3 = 48. Ebbdl kiszdmolhato, hogy a le nem fedett mezSben 2-esnek kell allni. Ez a
sarok, oldal-k6zEépsé és tabla-kozépsd pozicidkban lesz. Tehat egy sziikséges feltétel, hogy
egyetlen fedetlen mez§ legyen a fenti kilenc koziil. Ez elégséges is, amit az egyes
lehet§ségekhez tartozé fedésekkel igazolhatunk.

11. Nem lehetséges.
Sziikséges és elégséges feltétel, hogy az x koordinatdk kiilonbsége plusz az y koordinatak
kiilonbsége péros legyen.

12. Mivel egy €l két csticshoz tartozik, az egy cstcshoz irt szamok 0sszege
21+...+12) 13-12
8 8

Ez nem egész szdm, igy ez a szdmozds nem lehetséges.

A szamozas sziikséges feltétele, hogy az élekre irt szamok 0sszege 4 tobbszorose legyen.
Ez nem elégséges feltétel.

Elégséges feltétel: legyen ay; ay; as; ay; as; ag tetszleges szamok. Az élekre irt szimok
legyenek:

ag=a)+as—ay
ar=a)+ay+as—az—ay
ag=a,+as—ay
(l10=lll+d2—£19
an =a3+a9—al

ajpp=4a; +a4—a9

13. Szamozzuk az oszlopokat balrdl és a sorokat alulrol.
a) 6. sor vilt, 5. oszlop vilt, 6. oszlop vilt.
b) 1.,3.,5. oszlop valt, 1., 3., 5. sor vilt.



c¢) Nem érhetd el.

Legyen egy sorban vagy oszlopban a kékek szdma k, a véltaskor a kékek szdmanak
valtozdsa 2(3 —k), azaz paros. Tehdt sziikséges feltétel, hogy a kékek szdma kezdetben
paros legyen.

d) Nem érhetd el.

A sziikséges és elégséges feltétel egy masik megfogalmazdsa: ,,Vegyiink ki tetszSlege-
sen négy mezdt ugy, hogy azok két sorban és két oszlopban legyenek. Ekkor koztiik
paros sok kék mezd van.” Egy étalakitds ezt a tulajdonsdgot nem vdltoztatja meg, és
mivel a végén minden ilyen mezénégyesben nulla (azaz pdros) kék mezdének kell
lenni, ezért a feltételiink sziikséges. Masrészt elégséges is, mert ha teljesiil, akkor
néhdny atalakitdssal érjiik el, hogy az elsd oszlopban és sorban is csak sarga mezdk
legyenek (ezt konnyen el tudjuk érni). A feltételiink az atalakitdsok sordn megmaradt,
igy a tobbi mezd is sdrga lesz. Valdban, hiszen a tobbi mez6 mindegyike benne van egy
olyan mez&négyesben, amely harom mezdje az els§ sor vagy els§ oszlop eleme (igy
madr sarga), és Osszesen paros sok kék mezd van koztiik (feltételiink szerint). Ez a tobbi

mezd koziil tetsz6legesen kivalasztott mezd sdrga szinét is jelenti.

Rejtvény: Kett6t. A bal fels6t és a jobb alsét.

2. Skatulya-elv
1. A: nem B: igaz C: igaz D: igaz
a) Van kozottiik két egyforma fajta allat.
b) hetet c) Otot d) harmat e) négyet f) hetet g) hetet

2. Angolos és németes csoportrol.

3. Mivel 33 =5 - 6+ 3, biztosan van olyan osztdlyzat, mely legaldbb 7-szer fordul eld.

4. A: igaz (365 < 745) B: igaz (37 -20 < 745) C: nem
D: nem E: igaz (4-12<52)

5. a) 4 b) 39 c) 33 d) 40

6. A: nem B: nem C: igen D: igen

1.a) 6 b) 6

8. 9.4+ 1 =237 almat kell kivenni, hogy valamelyikbdl legaldbb 10 legyen.
76 almat kell kivenni, hogy mindegyikbdl legyen legaldbb 1.

9.a)3 b) 14

10. Legyen n kék és m piros zokni. 3 huzés kell, hogy legyen biztosan egyforma szint par és

max{m, n} + 1 hazés kell, hogy legyen két kiilonboz§ szind. Tehat
3>max{m,n}+1
2 > max{m, n}

2 piros és 2 kék, vagy 2 piros és 1 kék, vagy 2 kék és 1 piros zokni van.

1. 1+2+3+...+49+21-9+1 =235 lemezt.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

. Valamelyik hajszinb6l van legaldbb 50. Ebbdl a szinbdl van legaldbb 13 egyforma egy
teremben, mivel 12 - 4 < 50.

. Osszuk fel a céltablat 9 darab 2 x 2-es négyzetre. Igy lesz olyan négyzet, ahovi legaldbb

2 16vés keriil. Ezen két 16vés maximadlis tdvolsdga 2\/5 dm, ami kisebb 3 dm-nél.

Osszuk fel 6 db egybevidgd, szabdlyos haromszogre a céltablat, melyek oldalai 40 cm
hosszdak. Biztos lesz egy olyan hdromszog, melybe legaldbb két 16vés keriil. Ezek
tadvolsdga nem lehet 40 cm-nél nagyobb.

Osszuk fel a négyzetet 9 egybevagd % oldalu négyzetre. Biztos lesz olyan négyzet,
melyben legaldbb 4 pont van, mivel 9 - 3 < 30. Ezek lefedhetGek egy % sugaru korlappal.

A bezart szogeket nem véltoztatja meg, hogy egy k6z0s pontba toljuk az egyeneseket. A 18
egyenes 36 részre osztja a 360°-ot, igy biztos van olyan szogpdr (csicsszdgek), melyek
nem nagyobbak 10°-ndl, hisz nem lehet mind a 36 darab sz6g nagyobb, mint 10°.

Legyen a téglalap egyik oldala 1, a masik b. A metszs egyenes

y 1
altal kimetszett szakaszok x, ill. y. A teriiletek ardnya alapjan :
5‘)c+y.b=1—)c+1—y.b‘
2 2 g
1 : . p 1
Innen x+y= 3 Az ilyen helyzetd egyenes dthalad a b; 3 7]

oldalu téglalap kozéppontjan. A téglalap minden oldala mellett lehet ilyen tipusu egye-
neseket felvenni, melyek csoportonként egy pontra illeszkednek. Mivel 13=4-3+1, lesz
olyan pont, melyre 4 egyenes illeszkedik.

Osszuk fel a termet 90 darab 1 m é1d kockdra. Biztos van olyan kocka, melyben legaldbb
2 légy van. Ezek maximadlis tdvolsiga NE) m, ami kisebb, mint 2 m.

Osszuk fel a kockat 64 darab egységéli kockara. Mivel 64 - 31 <2001, lesz olyan kocka,
melyben legaldbb 32 pont van. Ezek koziil kivadlasztva 32 pontot az ket 0sszekots zart
torottvonal 32 szakaszbdl dll, melyek mindegyike maximum 3 egység, igy a torottvonal

hossza nem nagyobb, mint 32 - /3 egység.

A kézfogdsok szdma 9-féle lehet, mivel a szamok {0, 1, 2, ..., 9} elemei és a 0, illetve 9
kézfogas egyiitt nem lehetséges. Igy a 10 ember kozott biztos van kettd, melyeknél a
kézfogasok szama egyenld.

Egy csapat minimum 0, maximum 7 meccset jatszhat. A csapatok meccseinek szama 7-
féle lehet, hisz 0 meccset, illetve 7 meccset jatsz6 csapat egyszerre nem lehetséges. Igy
mindig van legalabb két olyan csapat, melyek meccseinek szama egyenld.

Mivel 8-cal osztva 8-féle maradék lehet, 9 szam esetén biztosan lesz kettG azonos
maradékd, melyek kiillonbsége oszthatd 8-cal.

a) 15-tel osztva 15-féle maradék lehetséges. 15 egymads utdni egész szdm maradéka
kiilonboz6, az Osszes lehetséges maradék el6fordul. Barmelyik nem O maradékhoz
taldlunk olyan maradékot, mellyel az 6sszege 15. Az ezen maradékot ad6 szdmok
Osszege oszthatd 15-tel.



24,

25.

26.

21.

28.

29.

b) Nem igaz. Példaul ha mindegyiknek 1 a maradéka, akkor barmelyik kettd dsszegének
2 a maradéka.

¢) Akkor nem lesz két szam kiilonbsége oszthaté 15-tel, ha maradékuk kiilonbozs. Igy
legfeljebb 15 darab szdm irhat6 fel.
Akkor nem lesz két szdm Gsszege oszthaté 15-tel, ha maradékaik 6sszege nem 15. fgy
legfeljebb 8 darab szam irhaté fel.
A feladatnak legfeljebb 8 darab, kiilonbdz6 maradékd szdm felel meg.

A legkisebb szam, amit kaphatunk 1-2—...—2001 =-2 002 999. A legnagyobb szdm nem
nagyobb 1+2+...+2001 =2 003 001-nél. Igy legfeljebb 4 006 001 kiilonb6z3 szam lehet
az eredmény.

1 — 2 egyféleképpen értelmezhetd/zardjelezhets. Ha ezt a kifejezést bovitjik -3 — 4
kifejezéssel, akkor eddigi zardjelezésiinkbdl kettdt is készithetlink: Az eddigi kifejezéshez
egyesével vessziik hozzd —3-at és—4-et, illetve a két tag egyiittesen zardjelezve keriil hozz4.
Mas lehetGségek is vannak, de az biztos, hogy lehetGségeink legalabb megkétszerezGdnek.
Gondolatmenetiink folytathat6: két djabb tag a zaréjelezések lehetdségeinek szamat
mindig legaldbb megkétszerezi. Osszesen tobb mint 29°° zdréjelezés van, ami sokkal
nagyobb szdm, mint a lehetséges végeredmények szama. Igy biztos lesz két kiilonbozs
zardjelezés azonos végeredménnyel.

Legyen az 6t szdm: a, b, c, d, e. Képezziik a kdvetkez§ Osszegeket: x| =a, x, =a + b,
x3=a+b+c,xy=a+b+c+d, xs=a+b+c+d+e. Az x|, X5, ..., X5 szdmok 5-tel
osztva 5 kiilonboz6 maradéka lehet, ezért vagy kiilonb6z6 a maradék, és akkor van
kozottiik egy 5-tel oszthatd, vagy van két azonos maradékd, és akkor azok kiilonbsége
oszthat6 5-tel. Ez a kiilonbség az eredeti a, b, ¢, d, e szamok koziil néhanynak az 6sszege.
Az 5 helyett barmilyen nagyobb egészet frhatunk. 4 szdm esetén mdr nem biztos, hogy
kivéalaszthaté megfelel6 részhalmaz. Ezt példdul az 1, 1, 1, 1 szdmnégyes mutatja.

7z

Az el8z6 alapjan az 5. 1épésben biztos véget ér a jaték. A kezdSnek akkor lehet nyerd
stratégidja, ha eléri, hogy a 4. 1épésre vége legyen a jatéknak.

Legyen [; az i-edik 1épésben felirt szdm 6tos maradéka. Nyerd stratégia: /; = 1. Mivel [,
nem lehet 4, illetve 5, [, = 1, 2 vagy 3.

Ha [, =1, akkor /3 = 2. Ha [, = 2, akkor /3 = 1. Ha [, = 3, akkor /5 = 3. Barmi is az /,,

Pyl

a kezd¢ jatékos nyer.

Legyen g; olyan szdm, melyben i-szer van egymads utdn lefrva a 2001. Tehét a; = 2001,
a, =20012001, ..., a;g = 20012001...2001. Ez 18 darab szdm, melyeknek 17-tel osztva 17-
féle maradéka lehet. Igy biztos van kettG azonos maradéki kozottiik. Ezek kiilonbsége
oszthat6 17-tel, és 2001-gyel kezdddik. Ilyen szdm még a 200 107 is.

18
———

Azel6z alapjdna; =1,a, =11,a3 =111, ..., a;g =11...11. Akét azonos 17-es maradéku
kiilonbsége oszthatd 17-tel, és csak 1, illetve 0 jegybdl 4ll. Ilyen szdm még az 1001 is.

10-zel osztva 10-féle maradék lehet, igy az 55 szadm kozott biztosan van 6 darab, melyek
maradéka azonos, ugyanaz az utolso jegyiik. Legyenek ezek 0 < a; < a, < ... < ag < 100.
Ha barmely két szomszédos kiilonbsége nagyobb lenne, mint 10, akkor a4 100-ndl nagyobb
lenne. Igy kell lennie két szomszédosnak, melyek kiilonbsége 10.

11-hez 56 darab szamot kell htizni, 12-h6z 61 darabot.



Rejtvény:
1,56,2,43,7—1,43,756,2—>56 2,1, 43,7 -

N

2,1,4,5637 521,563 47562347 21,5
\ N .

7,2,1,56,3,4—>1,5 6,7 2,3,4—>1,2,3,4 5,67

3. Sorba rendezési problémak

1. a) 8!

b) 4!, mivel a négy parban a sorrend adott.

c)-d) Tisztazni kell, hogy egy kor alaku asztal mellé iiltetések kozt kett6t mikor tekintiink
kiilonbozdnek. Két lehetdség van: I) Ha két iilésrend esetén mindenkit mindkét esetben
ugyanazon két ember fogja kozre, akkor a két iilésrendet azonosnak tekintjiik. IT) Ha
a két iilésrend esetén mindenkinek mindkét esetben ugyanaz a bal és ugyanaz a jobb
oldali szomszédja, akkor a két iilesrendet azonosnak tekintjiik. A két szemléletmé6d
abban kiilonbozik, hogy ha egy iilésrendet egy tiikorben tekintiink, akkor az I) szemlélet
mellett ugyanazon iilésrendet 1atjuk, mint a tiikor nélkiil tekintett eredetit. Mig a II)
szemlélet szerint (feltéve, hogy legaldbb harman iilnek az asztalndl) masik tilésrendhez
jutottunk, mert az eredeti bal szomszédok most jobb szomszédok lettek.

ATI) szemlélet szerint a ¢)-re a vélasz 7!, hiszen a nyolc résztvevd koziil az egyik lefrja,
hogy téle balra ki ilt, és tovdbbmenve balra milyen sorrendben kvette egymast a rajta
kiviili hét részvevd, akkor a teljes iilésrend egyértelmden tisztdzva lesz. A hét résztvevs
sorrendjére 7! lehetSség van. Az I) szemléletben a lehetSségek szama felezddik.

A d) kérdésre a II) szemléletben a valasz: 2 - 3! - 23, hiszen az egyik férfinak az iilés-
rend lefrasdhoz el kell mondani, melyik oldalon {ilt a felesége, arrafelé haladva milyen
sorrendben iilt a mésik hdrom hazaspdr, és mindegyik hazaspér esetén tisztazni kell,
hogy a férj és a feleség a két lehetGség koziil milyen sorrendben iilt. Az I) szemléletben

Pl

a lehetdségek szdmat felezni kell.

2. Ha nem vesznek 0Ossze, akkor 4!-féleképpen iilhetnek le. Ha Bea €s Cili egymds mellé
akarnak iilni, akkor 3! - 2-féleképpen iilhetnek. Igy ha nem akarnak egymads mellé iilni,
akkor 4!-3!.2=3!.(4-2)=2 3! = 12-féleképpen iilhetnek le.

6! 12!
3. a) 11! b) — c
4 ’ 2 ) 2:2.2
7! . . .
4, , mivel az azonos jelek sorrendje nem szamit.
21.21.3|
! ! ! 6!+4-6! !
5. A7 betds szavak szdma T . A 6 bet(is szavak szama 6! + 6! =3 61+ 4 6'= 7' .
41.31 41.21 31.31 4.3.31.21  41.3]

A két szam egyenld.



10.

11.

12.

13.
14.

..............

6.4

!
. % .26, 26_nal azért kell szorozni, mert barmelyiket megforditva tij rendezést kapunk.

, a fejek, ill. irdsok egymads kozti sorrendje nem szamit.

. Asorrendhez le kell irnunk mi haladt az opel mogott, kettSvel az opel mogott és harommal

az opel mogott (ami egyben az opel elott haladé autd). Ez éppen a masik hdrom aut6 egy
sorrendje. Erre 3! = 6 lehetGség van.

5!

52

10 - 8 - 6 - 4 - 2-féleképpen. Az egyik fels6 lyukndl kezdve hétul ismeretlen tdton 10
lehetdség van a felbukkandsdra. Ezutdn elol adott, hogy melyik lyukat kell véalasztani.

v 2

A kovetkez6nél mér csak 8 lehetGség van és igy tovabb.

a) 4!

b) 4 - 2 = 8-féleképpen. ElGszor kivélasztjuk, hogy melyik keriiljon a helyére, azutin
a tobbit rendezhetjiik tgy, hogy egy se keriiljon a helyére (ez 2 lehet§ség).

¢) Arra nincs lehetdség, hisz ekkor a negyediket is csak a helyére rakhatjuk.

a) 5!

b) A 11)-es feladat boritékokkal is elmondhaté. Ebbdl kideriil, hogy a boritékolds 4! =24
modon lehetséges. Ebbdl egyszer minden a helyére keriil, nyolcszor pontosan egy levél
keriil a helyére. Konnyen meggondolhat6, hogy hatszor lesz olyan elrendezés, hogy
pontosan két levél kertil a helyére. Azaz 24— 1-8—6 = 9-szer lesz az, hogy egy levél
sem keriil a helyére. Az eredeti problémadra visszatérve: 6t levél esetén otféleképpen
vélaszthatjuk ki azt az egyetlen levelet, amelyik a helyére keriil, majd 9-féleképpen
rendezhetjiik el a maradék négy levelet igy, hogy tovabbi helyrekeriilés mar ne legyen.
Osszesen 5 - 9 = 45 lehetdség van.

c) G) vélaszthat6 ki, melyik harom legyen a helyén. A fennmaradé kettS helye mar egyér-
telmd.
Andras megolddsa helyes.

A legalacsonyabbnak a sor sz€lén kell éllnia, és a kovetkezd magassagiinak vagy mellette,
vagy a sor masik végén. A tobbiek sorrendje mindkét esetben 4-féle lehet. igy az 6sszes
esetek szdma 16 =2 - (4 +4). A 2-es szorz6 azért kell, mert egy jo sorrendet megforditva
is j6 sorrendet kapunk.

Egy masik érvelés: A sort tgy alakitsuk ki, hogy a jatékosok magassdg szerint csokkend
sorrendben menjenek fel a palydra és dlljanak be az eddigi sorba. A legmagasabb jatékos
utdn a tovabbi négy jatékos mindegyike két vilasztds eldtt 4ll: vagy a sor elejére, vagy a sor
végére all. Osszesen 2% lehetSség van a sor teljes kialakitdsara.



4. Kivalasztasi problémak
1. (gj -3!-féle zaszl6. E16szor kivalasztjuk a 3 szint, majd ezek sorrendje tetszSleges.

L PO p ; . . .
Madsként: 1 -féle, mivel tetszGlegesen sorbarendezziik az 5 szint, de az utolso 2 sorrendje

nem fontos, hisz az elsé 3 adja a z4sz16 szinét.

Egy harmadik érvelési mod: Legfeliilre 6t lehet6ségbdl vélaszthatunk. Al4 mar egy 1j
szinnek kell keriilni, amire négy lehetGség van. Alulra a maradék harom szinbdl vélasztunk
egyet. Osszesen S - 4 - 3 = 60 lehetGség van.

2. 54 - 4-féle zaszl6. Az els szin valasztdsdra 5 lehetGség van, a kovetkezd szinekre csak
4, hisz az el6z§ szint nem vélaszthatjuk.

9!
3. a) m

b) 93-féleképpen, hisz minden hiizasnal 9 lehet&ség van.

4. a) (2)-4! eset lehet, kivalasztjuk a 4 szdmot, majd ezeket tetszGleges sorrendben

rendezhetjiik.
b) T-szer.

5.a4)6-5-4 b)63

6. a) 4%.
b) 43.
c) 4% (4+3+2+1) Kiilon szdmoljuk az eseteket attdl fiiggéen, hogy mi az elsd szam.
d) 3 - 43, mivel az els6 szam nem lehet 1.
e) 42 - 4, mivel az utolso két jegy 4-féle lehet.

7. a) 6.
b) 6-6-3.
c) 6, mivel az utolso két jegy 1-féle lehet.

8. 3!4-féleképpen.

9. A megfogalmazis kétértelmd!
Ha ugy értjiik, hogy minden szin csak egyszer szerepelhet:
nn—1)(n-2)n-3)(n-4) =2 365
nz=6
Legalabb 6 szin kell.

Ha ugy értjiik, hogy a szinek ismétlédhetnek, akkor n szin esetén n° szinezési lehetSség
van. Igy olyan n-et kell vélasztani, amelyre n° > 365. n minimalis értéke 4.

10. 28 -2 = 254 szam irhat6 fel. 28 az 6sszes, ezen szamjegyekbdl all6 8 jegy( szdm, és 2,
melyekben csak az egyik szamjegy szerepel.



13.

14.
15.

16.

17

oz

263 - 103-féle, mivel 26 betii és 10 szdmjegy hasznalhato.

. 109—-95-féle szam, mivel 10° legfeljebb 6 jegy(i természetes szdm van, és ezek kozott 9°

olyan, melyben nincs 1 szdmjegy.

1 1
a) 2;— b) — 1,4
) 5 ) 2
3 jegyti jelsorozat 23-féle, 2 jegyii 22-féle, 1 jegy(i 2-féle lehet. Ez a 14 lehetSség kevés.

4 . 10°-féle 0,12... alakd, 7 - 10%-féle 0, 1x... alakd (ahol x > 3) és 3 - 107-féle 0,2...; 0,3...;
0.4... alakd szam van. Ez 6sszesen 374 - 107 darab szdm.

a) 23 b) 4-53 c) 11123
Az elsé helyi értéken nem 4llhat 0 az egyik esetben sem.

8 -2 -9 =144 kiilonboz6 kéd.

Rejtvény: Jobbrdl a 2. pohdr tartalmdt atontjiik az 5.-be, majd a 4.-ét a 7.-be.



A gyokvonas

1. Racionalis szamok, irracionalis szamok

1.a) 0416 _ b) 1.857142 .
c) 0.6470588235294117 d) 0,5882352941176470
g g 42, 3139 312828
1000 999 990 900

3. Indirekt bizonyitdst alkalmazunk.

a) Tegyiik fel, hogy J7 raciondlis.
J7=2, anol (p; )= 1, p, g € Z*.
q

Innen 7¢* = p%. A bal oldalon a 7 kitev&je paratlan szdm, mig a jobb oldalon péros szam,
ami ellentmond a szamelmélet alaptételének, igy ez lehetetlen. Tehat V7 irraciondlis.
b) Az el6z6hoz hasonldan:

Tegyiik fel, hogy V2 =2, (p; q) = 1 és p, g €Z*.
q

Innen 242 = p2.
A2 kitevGje eltér a két oldalon, ami ellentmond a szamelmélet alaptételének. Igy a V2
irraciondlis, tehdta 2 +1 is.

c) Beléthatd, hogy V3 irraciondlis, igy a J3-1 is.

d) Tegyiik fel, hogy \/5+f=£, (p;q)=1ésp,qeZ™.
q

Innen (9 +24/14 )q2 = p2, ami csak akkor lehet igaz, ha /14 raciondlis. Ezt hason-
16an vizsgaljuk:
Tegyiik fel, hogy V14 = ﬂ, (m;n)y=18&m,neZ*.

n

Innen 14n2 = m2.

A 7 kitevGje a két oldalon kiilonb6z8, ami lehetetlen, igy a \/ﬁ irracionalis, tehat

a (\/§+\ﬁ) is.

4. Pitagorasz tételét alkalmazzuk tobbszor egymds utdn.

a) c)

vagy 3 b) 1 1
3
«/77 V10 4| N7
4




5. Példdul w—2,15.

Rejtvény: 1,9=—=

18_2
9 1°

2. A négyzetgyokvonas azonossagai

1.a)5 b) 10 c)3 d) 25
e) 5 f) 49 g) 4 h) 9
2. ) VI3 >1d = @@%

b) V27 <28 = (V3) <132
c) \/Z<\/E = @<\/gﬂ

V8 J10
27 8 Vo (V2) s
d) J7>2L o e v e) X
e e O R
3. a) 243-21 b) 9+J6 +\3-32 ¢) 38-1210
d) 68+6435 e) 33 N 9B+11M2
4.a)2 b) 6 ¢) 26 d) 22 e) 38 ) 2330 -8

Rejtvény: y3v242 =yy/3*-23 NENEN NI NN AN

Tehdta V33 a nagyobb.

3. A négyzetgyokvonas azonossagainak alkalmazasai
1. a) 3W8=62

b) J48 <50 = 43<5\2

c) V28 >27 = 2475343

d) J125 <128 = 5J5<82

o B B A2 s
RGBT T s

H V81-5>4196-2 = 955142 = ¥>¥

............................ . 14



2. a) % b) % ¢) Na+b  d) -1 e) 2
3.a) 53 b) 2 ¢) 637 d) 40 ¢) 9a—4b
4. a) # b) % c) 2(2+3) d) 3B3v2-7)
y 246 -9 P 11415 =25 ) a-5Ja+6
57 70 ¥ Ta-4)
5.a) N11-5<V13-5 o i
“ < RN TEN AN EEN
b) 243 +6 <14 +6 o 5
) RIINONIING = TR TR T
WB<5T = 23-202 <2 -243 . 8
O WIeNZ = ) T2 212
6 a) 6-5V3 " 70+1542 -245 o4
3 10
2 _ 3 _ _ _
d) ’ a=>0;a#4 e) Z(x 3\/x— 8« 5\/; 9) x#1,9; x>0
a—4 (x-D(x-9)
7.0 2 16 by 8274 )
4—y 27 9y -1
4. Szamok n-edik gydke
1.a)2 b) 4 )2 d) -3 e) -5 N2
g) 2 h) 10 i) -6
2.a) |al b) b ¢) —c d) |d| e) & 1 12
o el nw i) |xl
Rejtvény: 10 =4 -4 -4 /4 14=4-4-4+/4 18=4-4+4-+/4
2=4-4+4+4 32=4-4+4.4



9. Az n-edik gy6kvonas azonossagai

1.a)2 b) 5 c) 4 d) -1 e) 2

2.a) N6-26>481-5 = 2-426>3-95
b) 125-7>3216-4 = 5-37>6-Y4
¢) Y81-15>3Y32-37 = 3-35>2-337

3. a) X32 b) 625 ¢) Wab aeR
e) a2 a>0 f) 19/677 a=0 g) 2 b>0
4.a)0

b) 4-a-Ya a>0

¢) Ja’b(a+a’b—b)

d) Ya? (5|a|-3a> -|a3))

e) a-b>-Ya? b7 +a-b-Ya? b5 —a-b-YaSb ab20
7 a-¥ad +a2-Wa-a® a>0, han paros

5. (l) T b) 5 C) d) 7 a>0

473 8.32 8.2+ #a
3

Rejtvény: 10243 .

3

d) Ha7 a=0
h) Hal a>0



A masodfoku egyenlet

1. A masodfoku egyenlet és fiiggvény

1. a) (x=2)2 b) (x-3)2-1 c) (x+4)2-18
d) 2(x+2)>-13 e) -(x—4)2+14 f Bx-1)2+4
2. a) b) , c)
fr (00 2 i f(0\
\\ 7 1 \\
\\ 6 II \\
‘\ 5 II ‘\
fa(x)\ 2 4 4 I:fz(X)
(Y Vo3 ! /
\\ \\\\ 2 ///I//
\\\ \\\\\1 ///i/

-3 -3
N : o),
-6 -6
-7 =T
-8 -8
3. a) y ) =(x-2)2-1
8 Df = IR
7 R = —1‘ oo
g f [ s [

minimum van, helye: x =2
értéke: y =—1

8 maximum nincs
f\ zérushely: x; = 1;x, =3
TS NeA ]—oo; 2] s;ig. mon. ?sé”kken(’i
S [2; oo[ szig. mon. ndovo
alulrol korlatos, a legnagyobb alsé korlat —1
b) , fx)=—(x+2)*>+7
8 Df= IR
7 Rp=1-e0; 7]
° maximum van, helye: x=-2
értéke: y =7
g minimum nincs
f\ zérushely: x; =2+4/7; X, =2-7
_7 Ry \1 > ]—o<t; 2] s_zig. mon. n?v(i 3
S [2; oo[ szig. mon. csokkend

feliilrdl korlatos, a legkisebb felsd korlat 7



| SOKSZING MATEMATIKA 10. - A KITUZOTT FELADATOK EREDMENYE

c) p fx)=2x-1)72+1
8 Df: IR
7 Rp=[1; o[
¥ minimum van, helye: x =1
értéke: y =1
s maximum nincs
f zérushely nincs
]—e0; 1] szig. mon. csokkend
-5 -4 -3 -2 —1_1 1.2 3 4 X . oz
S [1; o[ szig. mon. nové
alulrél korlatos, a legnagyobb alsé korlét 1
»~meredekség” kétszeres
4. a) D=16-4q b) D=16+4q c) D=16-8¢q
0zh.:g>4 0zh.:g<—4 0zh.:g>2
1zh.:.g=4 1zh.:g=-4 1zh.:g=2
27zh.:g<4 2zh.: g>-4 27zh.:g<?2
5. f(x) =x*+px+q
minimum helye: x= —g
2
értéke: y=—L"+4
4
a) p=-2; q=3 b) p=2; g=-1 c)p=-8 q=13
6. Minden érték pozitiv, ha D < 0.
a) 9<q b) 4<q c) 8<q
7. Minden érték negativ, ha D < 0.
a) g<-4 b) g <-1 c) g<-2

2. A masodfoku egyenlet megoldoképlete

1.a) x;=11; x,=-11
c) x;=16; x, =-16
2. a) X1 = 1, XZ=—3
c) x;=2; x2=—§
3.a) x=1)?*=4
x1=3; )C2:—1
c) 2(x—1)2=25
52
x1’2=1i—2
4 a) x;=-3; x,=1

c) x;=-5; xp=2

18

.............................

b) X1 = 3; Xy =-3
d) nincs megoldés

b) X1 = 2; Xy =-3
d) nincs megoldas
b) (x+2)*=9

X1 = 1, Xy =-5
d) (x+12=-2

nincs megoldas

b) x1=3; X2:1
d) x=2



1. a) b<-22 vagy b>22
b) b =-22 vagy by, =22

c) 22 <b<2\2

8.a)d4>c b) c=4 c)c>4

3. A gyoktényez6s alak. Gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiigges

1.a) x,=2; xp=-2
c) x;=-2; x,=4
2.a) (x-2)x-4)=0

c) Bx-2)(4x+3)=0
e) (x—a-b)x—a+b)=0

3. a) (x-3)(x-5)
c) —(2x=-3)(x+5)

6o 2 s
x—1
c) x =) x;ﬁl;—2
2x—1 2

5.a) xf+x3 = (x; +x,)> = 2x;%, = 5
Xp Xy XXy 2

2 2
X, X Xi+x 10
c) e ST At W A

X, X XX, 3

2 1
b) xlzg; x2=—§

d) x,=-1; xy=4
b) (x+3)(x—5)=0

&) (x=v2)(x=3)=0

b) 2(x-5)(x-2)
d) -2x+1)(x+3)

x+3

3—x

3x+2 1
x —

2—x 2

b) x#1;3

d) 12

d) |)c12 —x%| =|x1 +x2|\/(x1 +x,)2 —4x;x, =3

6. a) x;+x,=—p

c) Xy xy=

q
e) |x? = x3|=|plVp* 44

b) |x,—x;|=\p?—4q

d) x12+x2 :p2—2q



1. a) c=-1 b) -1<c<0 ¢) nincs ilyen ¢

d) c=0 e) c>0 ) e<-1
8. Az x egyiitthat6janak 0-nak kell lennie.
4k-8=0;
k=2.

Ekkor az egyenlet x> + 2 = 0 alakd, tehdt nincs valés gyoke. Nincs megfelel k.
9. x2+5x+6=0

10. A keresett egyenlet legyen y? + by + ¢ = 0 alakd.
Tudjuk yl =x1 +2

y2=x2+2
19 79
+V, =X+ X, +4d=—+4=—
NTN=XTX 5 15

6 19 104
Vo =(x;+2 +2)=x; X +2(x;+xy)+4=—+2—+4=—
Vi Y2 =0 +2)(xp +2) = x; - x5 +2(x) +x) 15 15 15
79 104
Zo—y+—=0
ETEAET
15y2 =79y +104=0

4. Masodfokura visszavezethet6 magasabb fokszamu egyenletek
1.a)x=2 b) x=-3 c)x=2

= X =—

2.a) x b) x¥*=3 X=-1
2 2
1+5 =P xn=-1
x=x 5 nincs megoldas
4 a__1
c) x*=4 Xt ===
2

X = +J2  nincs megoldas

(x+1)2=#

Xjp=—1% / ! +2\/§ nincs megoldas X =2+ P2 Xy =2- %

1

1++/5 oGl a1
A D) (-2P=2  (x-2)=-2

3.a) (x+1)?=




. a) Legyen x*+x=y, igy y(y+1)-2=0.
Innen x?+x=-2 vagy x>+x=1

—1++5

nincs megoldés X|g = 3

b) Legyen x*>+2x =y, igy y(y—1)=6.
Innen x*>+2x =3 vagy x*+2x=-2
x;=3; x,=-1  nincs megoldas
c) Legyen x*—x+1=y, igy y(y—2)-3=0.

Innen x*>—x+1=3 vagy x>—x+1=-1

X =25 xp=-1 nincs megold4s
.a) (x-Dx-2)(x-3)=0 b) (x+Dx+2)x+3)(x+4)=0
X —6x>+11x-6=0 x4 +10x3 +35x2+50x+24 =0

c) x+Dx-=D(x+3)(x-4)=0
o3 -13x2+x+12=0

ca) (x=-3)x+1Dx-1)=0 b) (x=3)(x+1)(x*+1)=0

x1=3; X2=—1; X3=1 X1 :3, X2:—1
c) (x+D(x=2)x*+1)=0
xp=-1; x,=2

.a)x=1 b) x=% vagy x=2

c) x=% vagy x=3 vagy x=1

.a) x=33 vagy x=32 b) nincs valés megoldas c) x=% vagy x=2

5. Masodfokua egyenlétlenségek

1.

a) 4<x<4 b) x <=5 vagy 5<x c) -8<x<8

.a) x<1_\/§ vagy x>1+\/§ b) -1<x<3 c) —l<x<4
2 2 2

.a) x<1_2\/g vagy x>1+2\/g b) -1<x<3 c) xeR



3
4. a) x<-1 vagy x>1 b) ~B<x<B c) —%<x<é/z
5. a) x<_1_2\/g vagy 0<x<_l-;\/g b) x=1 vagy x<0

c) §<x<2 vagy x<1 vagy x>3

6. a) D<0 b) nincs ilyen m
4-4m<0
m>1
c)4-m>0 é D<O0
m<4 é 9-4(@4-m)(m+4)<0

V55 55
2 "t

6. Paraméteres masodfoki egyenletek

1. Kétszeres gyok & D =0

a) a>-16=0 b) 9-4a=0 c) a>~4a=0
a=4; ay=—4 a=% a;=0; a,=4
2.a) D=a*-16
a==x4:egy gyok, x=2 ill. x=-2
—4<a<4:n1ncsgyol/< ) aiJ2 16
a <-4 vagy 4 <a:két gyok, x;, = 5
b) D=b*-4a
b? = 4a: egy gyok, x=§
b? < 4a: nincs gyok
b++b?—4a

b? > 4a: két gyok, x;, = 3

¢) D=b*-20a
b?=20a és a#0:egy gyok, x=2i
a

b*<20a és a#0: nincs gydk
b+~/b?-20a

b*>>20a és a#0: két gyok, x,, = >
’ a

a=0:egy gyok, x =§

d) @>~4a+1)=0
aj,=2%22



d) a = 0: linedris egyenlet, egy gyok, x =% (b#0), ha b =0, nincs megoldas

a # 0: masodfokd, D = b2 —4a(a+1)
b*=4a(a+1): egy gyok, x = b
2a

bt+/b? —4a(a+1)

b* <4a(a+1): nincs gyok,

b? > 4a(a+1): két gyok, x,, = 5
’ a

.a)a=0: x=1

l-axva?+1

2

1+V4a? +1
2
c) Kikotés: x # a;—a; 0.
Szorzunk a nevezdkkel:

a#z0: x,=
b)a=0: x=1

aiO: x12=

x(x—a)+x(x+a) = x>—a?;
innen:
x> +a®=0;
tehat:
x=a=0.

Ez az eredeti egyenletnek nem megolddsa, tehét nincs megoldas.

. Nincs valés megoldds < D < 0.
a) a*~16a <0 b) a*~4(a—-4) <0
0<a<16 a*~4a+16<0
(a-2)%+12<0
nincs ilyen a
c)a#0é D<O0
a#0 és (a—1)>2-20a<0
innen 11-2+/30 <a<11+2+/30
.m<0é D<0
m<0 é (m—12-4m<0
m<0 és 3-242<m<3+2\2
Tehét nincs ilyen m.
.m>0é D<O0

m>0 é m?+20m<0
m>0 é m(m+20)<0

Tehét nincs ilyen m.

.—m<0 é D<O0
m>0 és (m—1)2+4m(m+2)<0

m>0 és —1<m<—%

Tehét nincs ilyen m.

.............................



7. Négyzetgyokos egyenletek

1. a) x=36 b) x=25 ¢) nincs valds megoldas
2.a) 5-x=4
_5+\/ﬂ

8

¢) J5- =§—3

b) x

Kikotés: 5-x>0 és %—3 >0.
Nincs ilyen x.

3. Nem negativ tagok 6sszege csak akkor 0, ha minden tag 0.

a) nincs megoldés b) nincs megoldas ¢) nincs megoldas
4. a) x=17 b) x=% ¢) x=2+27

9. a) nincs megoldds (|x+3|:x+1)
b) nincs megoldas (|x—2|:|x—5|+4)
c) x=-1 (|x+4|=|x—1|+1)

6. a) xl 23\/5, x2 2_3\/5
Legyen vx2 -9 =a, igy az a®+a—12 = 0 egyenletet kapjuk.
b) Legyen Vx?+3x+9 =a, igy az a®+a—-36 = 0 egyenletet kapjuk.

_ =3%4119-24145

fgy x,= > :

c) Legyen \x2 —4x+4 =a, igy az a®>+a—8 =0 egyenletet kapjuk.

3+\/§_ 5-433

2 T

Innen x; = ; Xp =

8. A szamtani és mértani kozép

1. a) A(7;8)=§ G(7;8)=~/56 ~ 7,483

b)A27;l =g G27;l =3
3) 6 3

c) A(125;5) =65 G(125;5)=125



3. 5 talalatra.

4. 5,499%-o0s.

600

5. —=54,5 km az atlagsebesség.
11 h

6. Az egyik oldal legyen a.

Ekkor a keriilet &k = Z(a +

1)

Ez akkor minimalis, ha a = 10, azaz négyzetrdl van sz0.

7. Nincs valés megoldas, hisz

e
X302, fay x+ 22242,
X

2

8. A masik befogé hossza 2, igy a+ 1 >2.
a

Ve

9. Szélsdertek-feladatok

1. @) minimum helye: x=0

értéke: y =—4
2. a) maximum helye: x=-1
értéke: y =-3

3. a) minimum helye: x=-1
értéke: y =-8

maximum nincs

4. a) f(x) = (x—1)?
5. a) f(x) =—x*-10

6. Ekkor a négyzetosszeg

b) maximum helye: x=0
értéke: y=2

b) maximum helye: x = %
13

értéke: y =—

Y 2

b) minimum helye: x =-2
értéke: y=-6
maximum helye: x =-3
értéke: y=0
b) f(x) = (x+2)*>+2

b) f(x) =—(x=2)*-2

(30—x)2 +x2 = 2(x— 15)% + 450.

¢) minimum helye: x=1

értéke: y =2
¢) minimum helye: x = 3
5
értéke: y = =
Y 3
¢) minimum helye: x=-1
értéke: y =-8
maximum helye: x =1
értéke: y=0

¢) f(x) = (x=3)*-5
¢) f() =—(x-4)>-3

Ez akkor a legkisebb, ha x = 15. Két egyenld szam Osszegére kell osztani.



7. A hdromszodgek hasonlésdga miatt:
I5-x vy 10-y
X 10—y’
y
Innen —
X —X
= 3(10-y) .
2
A teriilet:
;= 310=y)y
2

o 1
Ez akkor maximdlis,hay=5cm és x= > cm.

8. Legyen az egyik rész hossza x. Ekkor a félkorok teriileteinek dsszege:

X 2 X 2
t= + ==((x—10)> +100).
> > 4((x ) )

Ez akkor a legkisebb, ha x = 10 cm, és ekkor a teriilet 257 cm?.

9. Legen az eltelt id6 x s.
Ekkor a tdvolsag

5 =140 —4x)2 + (30 — 2x)? =+/20(x —11)2 +80.
Ez akkor a legkisebb, ha x = 11. Azaz 11 s milva lesznek a legkozelebb.

Rejtvény: Mivel a félkorok szama mindig duplazédik, atmérdjiik hossza pedig felezddik, ezért

a vonalak hossza allando, g

10. Masodfoki egyenletre vezetheté probléemak

1. A hasonlésag miatt a_atrb d :
b a
2 a a
Innen 4 —2—1=0. £=\/§+1, mivel £>0.
b b b 2 b

2. Aszoveg alapjdn x(x+1) =x+25.Innen x; =5 vagy x, =-5.

3. Legyen az oldalak szdma n. Ekkor az 4tlék szdma n(n_—3)’ belsS szogek Osszege
(n—2) - 180°. A szdveg alapjan 2

n(n—3)_n_(n—2)'180°

2 90°

Innen n=8 vagy n=1. 8 oldald a sokszog.
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4. Az egyik konvex sokszog legyen x oldald, a masik y oldalu. Igy

x(x=3) , J0= _ s
2 2

(x—2)-180°+(y—2)-180°=4320°

Innen x=16;y=12. Az egyik konvex sokszdg 16, a masik 12 oldald.

5. Legyen a sebesség x. A szoveg alapjan

540 540
—tl=—
X x—10

Innen x= 5(1 +~/217 ) mivel x > 0. Az aut6 sebessége kb. 78,65 %

. . .11 . .
6. Legyen az egyik befogé x. A teriilet alapjan a mdsik —0 A Pitagorasz-tétel alapjén

X
2
x2 +[£) =221.
X

Innen x; =10 vagy x, = 11. Az egyik befogé 10 cm, a masik 11 cm.
7. Legyen x az egy nap alatt megoldott tesztek szdma. A szoveg alapjin

E_ 720
X x+20

Innen x =60 (x> 0). 12 napig tartott.

8. Amélység legyen x m. A szabadon es§ test gyorsuldsa alapjan s = %tf

A hang terjedése alapjan s = vif,. Tudjuk, hogy 1, +1, = 10 s. Igy

/Z_x +2= 10,
8
2x X

_— + —_—
9,81 340
Innen x = 385,6. A szakadék mélysége 385,6 m.

10.

Rejtvény: Ha a kisebb—1 és a nagyobb 1.



Geometria

A KORREL KAPCSOLATOS ISMERETEK BOVITESE
2. K6zépponti és keriileti szogek tétele

1. a) 30° b) 69° c) r d) 5—” e) 168° f E
3 8 2
2. a) 30° b) 168° ¢ % 4 %
2 6
e) nem lehet ekkora keriileti szog f 2o
3. a) 60°% 120° b) 70° 140° c) 5—”,5—”
6 3
7n 14w o0 20
B liind 137°; 274° -
Y157 ¢ D353
4. a) 60° b) 105° c) 108° d) 110° e) 180°-
n
5. a) 30°% 60° 90° b) 45° 60°%; 75° c) 30°% 50° 100°

180°-p 180°-q  180°-7
pHq+r prg+r prq+r

d) 35° 45° 100°

6. 5cm
7. 10 cm
8. 60°

3. Keriileti szogek tétele

1. b) c)




0° < a<90°

90° < o < 180°

. 30°-o0s szogben latszodik.
. 52°, illetve 128°-ban.

. Megszerkesztjiik az adott két pont éltal adott szakasz o szoghoz tartozé 1atészog korivét.
Ahol ez metszi az egyenest, ott van a keresett pont.
A megoldadsok szdma lehet O; 1; 2; 3, ill. 4.

. Mindkét befogéhoz megszerkesztjiik a 120°-
os latoszog koriveket. Ezek metszéspontja a

keresett pont. Innen az atfogd is 120°-o0s ‘
szogben latszodik. 0, ﬁ \

P

. Adott a; s, és a.

Felvessziik a-t, majd megrajzoljuk az o szogd
1at6szog korivét. Az a felez6pontjabol korzés-
ziink s, sugarral. Ahol ez a kor metszi a 14t6-
sz0g korivet, ott van a haromszog harmadik
csucsa.

30° 30

. Rajzoljuk meg azt a kort, melynek egy hirja a szinpadot jel6l6 szakasz, s érinti az oldal-
paholyokat jelols egyenest. Az érintési pont a keresett hely.



Rejtvény: Rajzoljunk 90°-0s szoget Ggy, hogy szdrai érintsék a

kort, majd ezen szdrakra illeszkedve ezt ismételjik meg
mindkét szdron. A kapott szemkozti érintési pontokat dssze-
kotd hirok metszéspontja a kozéppont.

Mds megoldds: Ugy rajzoljuk meg a 90°-ot, hogy csticsa
a korvonalon legyen, és szdrai egy-egy htrt metszenek ki ‘

a korbdl. A két 4j pontot sszekots szakasz atmérd lesz.

4. A hurnégyszigek tétele

1.

..............

a) igaz b) igaz c) hamis d) igaz
e) hamis f) igaz g) igaz

. a) 150°% 70° b) 60° 120° c) 102° 38° d) ez nem lehet
e) 180°—qa; 180°—f3;

. Ezek harnégyszogek, mivel két szemkozti szogiik 6sszege 180°.

. Mivel a kiilsé szog a mellette fekvd belsd szog mellékszoge, az allitds ekvivalens azzal,

hogy a szemkozti szogek osszege 180°, tehat hurnégyszog.

. Mivel DE parhuzamos az érintével EDBY = o+ 3.

Igy EDB+ ECB< = (a+ B) + y= 180°, tehat EDBC hiirnégyszog.

. Kettd.
. Mivel BM 1 AC, CBM< =90°—¥. Mivel CM 1L BA, BCM< =90°- 3.

Igy CMB< = 180°— (B+ 9), tehat CM’B< = 180°— (B + 7).
Ekkor CM’B¥+ CAB< = 180°, tehat CABM’ hirnégyszog.

. Azf,, és fséltal meghatdrozott belsS szog a+d , az fg &s f, dltal meghatdrozott belsd szog
pedig %

Ezek szemkozti szogek, €s 0sszegiik

aTJra+M=1go°,

mivel a konvex négyszog belsd szogeinek Osszege 360°. Tehdt a keletkezett négyszog
hirnégyszog.

.............. . 30



A HASONLOSAGI TRANSZFORMACIO ES ALKALMAZASAI

1. Parhuzamos szelok és szel6szakaszok

1.

a b c d X y
36 66
7 4 9 — 6 —
7 7
60 136
10 T 11 6 8 =T
3a 28
= = 4 7 10
7 7 3
30 99
10 T 11 3 7 9
56 72
= 7 —= 9 8 13
5 5
x_38
20 18
80
x=—
? 80
A rovidebb alap ry cm.
3.a) 4 P B
1 ,/ ,//’//I
2
A tobbi hasonldan szerkeszthetd.
4. a) b)
T~
1
a
c) d)
AE 8 10+x 8
. — =—, azaz =—.
BE 3 X 3

Innenx=6. BE=6cm.




6. Legyen a trapéz két szdra a; b, a kiegészits

haromszog oldalai pedig x; y. y X

2a  2b

3 3 a b Y - ¢
FEIDCe 3 =3 & 2=2 s aBlcp, 2 &

X y Xy 3
ez pedig igaz. G L]
A szelGszakaszok tétele alapjan 3, 9

A 10 B
2,
atx 10 , 3 Y FE
by 4 X 4

Innen FE = 8 cm.

7. Hiizzunk parhuzamost a talajjal 3 m magassdgban. A torony magassdga legyen x. Igy

x—3_ 42
0,5 2°
27
xX=—.

2

A torony 13,5 m magas.

8. Legyen BB’ =x; AB=a és BC=b.
A parhuzamos szel&szakaszok tétele alapjan
2 a+b P 5 a+b

X b X a

Innen x—E i 4 2

10 .
A BB’ szakasz = cm, €s a B2 :5 ardnyban osztja az AC szakaszt.

9. A parhuzamos szelGszakaszok tétele miatt:

PM_DM __ DM 1 ANZAN

E_DB_DM+MB=1+MB_ M
DM

__ 1 ___Cco _co_mo 4 b
1. 9B COo+0B CB AB’
co
tehat PM = MQ.
- . ‘ BD B
10. F|F, az ABD, kozépvonala, tehdt F|F, IBD és FF, = - Fy
A
BD §

F3F, a BCD,, kozépvonala, tehat F3F, | BD és FF, = - 3

Tehit F\F, = F3F, és F\F, | F3F,, igy F\F,F5F, parale- ¢
logramma. Fa b



1.

. Készitsiink dbrat. Adott: a, c, I

. Rajzoljunk 4brat!

a) 12 b)

. A szogfelezs osztasaranya, és F felezése miatt

DC CF CF _CE
AD AF FB EB
Tehit DE || AB.

ﬂzﬁ, innenAQ=§.
oC BC 3
OR _AQ _2
RB AB 3

A szogfelezd 2 : 3 ardnyban osztja a mdsik szogfelezot.

Ha a > c, tiikrozziik a haromszoget fﬁ—ra: A =K;C’ =D.
Legyen fg N b = Q. Allitsunk merdlegest Q-ba fpra, igy
kapjuk P, ill. L pontokat. A parhuzamos szel6k tétele alapjan

AP AQ AK ¢
— T — T — — K A ~ CD
PD_0C DC 4 (KQAx ~QCD,)

B

. . AP -c
Mivel PD = a—c— AP, kapjuk, hogy — = a—c Igy megszerkeszthetd az AP szakasz,
c atc

tehdt a BP szakasz is. Vegyiik fel fz szakaszt, majd egyik végpontjiban (Q) allitsunk ra
merdlegest. A masik VégpontjébéiB (B) korzézziink PB hosszdval. A mer6legesbdl ez
kimetszi P és L pontokat. B-b3l a BP szarra felmérjiik a ¢ oldalt, a BL szdrra pedig az a
oldalt. fgy a haromszoget megszerkesztettiik.

Ha a = ¢, akkor PB eleve ¢ hosszisagu, igy azt nem kell megszerkeszteni.
2ac
> fﬁ

A szerkesztés feltétele, hogy PB =
atc

Legyen AB’ = AB. Vizsgéljuk a szogeket:
CDA< = 180°— DBAX — BAD< = 180° — (o + ) — Bty =
_B-v 2

2 b

CBB'%=B-ABB'%= - 1802‘0‘ _ - /3;7’ _ ﬂ;y_




Tehat CDAL = CBB’<, igy B’A | AD.

A péarhuzamos szel6k tétele miatt
DB _AB’ _AB
DC AC AC

Ezzel az allitast belattuk.

3. A kozéppontos hasonldsagi transzformacio

1. a) nagyités b) kicsinyités ¢) nagyités
d) kicsinyités e) nagyitds f) kicsinyités

2. Alevagott kis hdromszogek egymadssal és a megmaradt haromszoggel egybevigoak.
3. A képharomszog a kozépvonalak alkotta hdromszog.

5. A szakasz két végpontjat 0sszekotjiik a vele )
parhuzamos egyik oldal egy-egy végpontja- Cs
val. Az igy kapott két egyenes metszéspontja
j6 hasonlésagi centrumnak. Négy kiilonb6z6 Cy
pontot kaphatunk igy.

6. Vegylink fel a két korben egy-egy parhuza-
mos atlét. Ezek végpontjait parba 6sszekotve C2
a kapott egyenesek metszéspontjai lesznek a
hasonlésagi centrumok. Két megfelel6 pont
kaphato.

1. Legyen AB=7cm,BC=6cmés AC =5 cm.
Szerkessziink egy olyan téglalapot, melynek
két oldaldnak ardnya 2 : 1, a nagyobbik oldala
az AB-re illeszkedik, és az egyik rovidebb
oldaldnak mdsik végpontja BC-re. A szabad
csticspont €s a B csucs 4ltal meghatdrozott
egyenes az AC oldalbdl kimetszi a keresett
téglalap egyik csucsat. Innen parhuzamosokat
hizva az elsé téglalap oldalaival, megkapjuk
a keresett téglalapot.

8. Vegyiink fel a szogtartomanyban egy kort,
amely érinti a két szdrat (kozéppontja (O) a
szogfelezd félegyenesre illeszkedik). A P és a
sz0Og csticspontja dltal meghatdrozott egyenes
a kort két pontban metszi, legyenek ezek K és
L. Hizzunk parhuzamosokat P-n keresztiil
OK-val és OL-lel. Ahol ezek metszik a szog-
felez6t, ott vannak a keresett korok kozép-
pontjai. Két ilyen kor van.

kol po,, Lol Po,.
............................ . 34




5’

c) A[i;—z) B(—§;—2j C(—é;—zj d) A(—S;éj B(IO;E) C(é,g)
33 3 33 4 2 4 2

e) A(16;-20) B(-32;-24) C(-20;-8)

9. a) A(4;-5) B(-8;-6) C(-5;-2) b) A(—2;§) B(4;3) C(S 1)

4. A hasonldsagi transzformacio

1. Alkalmazzuk a kovetkezd transzformdciokat:
— ugy toljuk el a kisebb kort, hogy kdzé€ppontja egybeessen a nagyobb kor kdozéppontjaval,

— forgassuk el a kisebb kort a kozéppontja koriil olyan szoggel, hogy a két atmérs
fedésbe kertiljon,

— a kisebb kort a kozéppontjdbdl nagyitsuk A =% hasonlésaggal.

2. Az eredeti hdromszog legyen ABC , a tengelyes tiikorképe A’B’CJ, és a kicsinyitett kép
A”B”CX. Ha a t tengelyre tiikrozziik az A’B’Cj-et és az A”B”Cx-et a kicsinyités vetit§
egyeneseivel, akkor A’B’CA képe ABC », az A”B”C) képe pedig olyan haromszog lesz,
melyre alkalmazva az O kozépponti (A = 2) kétszeres nagyitast, a képe ABC ». [gy az alli-
tast belattuk.

9. Alakzatok hasonldsaga; a haromszdgek hasonlésaganak alapesetei

1. a) igaz b) nem c) nem d) igaz e) nem f) igaz
g) nem h) igaz i) nem

2. Azonos koriiljardssal nevezziik el a két haromszog csucsait ABC-nek, illetve POR-nek.
A kovetkezd hasonl6sagnal POR » képe ABCA:
— ﬁ vektoru eltolas,
— A kozépponti ACP’ & irdnyitott szog( forgatds,

A
— A kozéppontd 2P ardnyu kozéppontos hasonldsag.

3. Tekintsiik a kovetkezd hasonldségi transzformaciot:

Toljuk el az egyik derékszogli haromszoget ugy, hogy a derékszogek cstcsai egybeessenek;
a kozos derékszogi cstics koriil forgassuk el ezt a hdromszoget ugy, hogy a derékszdgek
szarai egybeessenek; amennyiben az egyenld hegyesszogek nem egy félegyenesre
illeszkednek, tiikrozziik a hdromszoget a derékszog szogfelezdjére. fgy egy olyan kozép-
pontos hasonldsdggal, melynek kozéppontja a kozos derékszogi csucs, elérhetd, hogy az

egyenld szogek csticspontja egybeessen.
Igy az egyik haromszog képe a masik hdromszog.
ag - AB EF
4. Legyen az egyik téglalap ABCD, a masik EFGH. Legyen — =—.
BC FG
Egy kozéppontos hasonlésdggal elérhetd, hogy A’B’ = EF legyen.



gy A’B’C’D’ egybevigé EFGH téglalappal, tehat ABCD és EFGH hasonlo.

Ekkor B'C’ = FG, mivel A2 _48
BC

B°C”

5. Mivel a két haromszog hasonlé: — =

10

2

1,2

Innen h= ? A torony 16,7 m magas.

8
6. A hasonldosag aranya — =—.
g y 20

fgyamésikkét oldal 12 cm%z% cm és 16 cm%z% cm

2
5

6. A hasonlésag néhany alkalmazasa

1.

12

26

13

13

10

100
3

169
6

p
25

13
9

5
25

13
3,6

12

25

6

q

144
13

16

5

44
13

6,4
64

3

24

m
60

13
12

5
60

13
4.8

16

10

2. Az (1 + a) szakasz Thalesz-kore kimetszi a merSlegesbdl a

a hosszisagu szakaszt.

3. Az atfogd két szelete 4 cm és 12 cm hosszu.

A befogoététel alapjan az egyik befogé +4-16 =8 cm, mig

amésik V/12-16 =83 cm hossz.

4. Hasznéljuk az 4bra jelolését!

A befogététel alapjan: Z—z =
Ezzel az allitast belattuk.

.............................
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pec

c

b
q

10m

2m

™~
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5. Tekintsiik az abrat! B__a A

AKkét jelzett szog egyenld, mivel merdleges szari hegyesszo- :
gek. Igy (abe) haromszog és (bcf) haromszog hasonld, hisz ) M d
szogeik egyenléek. Tehat 8 f
a_b
Z - Z c G D
.c=b%.

Ezzel az allitast belattuk.
Megforditds:
Tudjuk, hogy:

S}

b

+C.

Q|
Sle |

2

tehat (bcf) haromszog hasonl6 (abe) hdromszoggel (két oldal ardnya és a kozbezart szog
egyenld). Innen BDC = ACBY, igy

MCDS+MDCS =MCD<+ACB< =90°.
Tehdt CMD< = 180°— (MCD<+ MDC<) = 90°.
Az allitds megforditdsa is igaz.

6. Tudjuk, hogy:
=5-20, )
x=10. i

Az érintGszakasz 10 cm.
7. Tudjuk, hogy:
(x—10)(x+10) = (x—r)(x+7r),
10=r.

A kor sugara 10 cm.

8. Mivel hirtrapéz, szimmetrikus.
Mivel érintStrapéz, a + ¢ = 2b.
Pitagorasz tétele alapjan

a+62 a—02
2 _ _ r

(2r)? = ac.

A kor atmérgje mértani kozepe az alapoknak.

9. A szogek egyenlGsége miatt
BC=BD=AD és BCDj ~ABCy.

A hasonl6sdg miatt BC _AC
DC BC’
akkor a _ 2
b-a a

Tehat az alap valdban a szar nagyobbik aranymetszete.



10.

11.

12.

A szabdlyos 6tszog egy belsd szoge

Igy az 4tl6k az oldalakkal bezért kisebb szoge 36°.
A szogek egyenlGsége miatt a =AB = BD, és ADC ~ABCh.
Tehat

AC _BC
DC AC’
a__¢
e—da a

Az oldal tehat az 4tl6 nagyobbik aranymetszete.

s

Egy r atmérGj korhoz szerkessziink r hosszisagu érintG-
szakaszt, majd a kapott kiilsé pontot kossiik 0ssze a kor
kozéppontjaval. A kisebbik szelGszakasz lesz a tizszog oldala,
mivel ez az r nagyobbik aranymetszete.

r2 =ala+r),
r(r—a)=a2,

r a

a r—-a

Igy kapunk 36° szdrszogii egyenld szard haromszoget.

A téglalap oldalai: a; b.
A négyzet oldala: c.

A feladat alapjdn: a - b = ¢?, azaz a és b mértani kozepét kell
megszerkeszteni.

7. Hasonlo sikidomok teriiletének aranya

..............

. a) Az oldalak ardnya:

N | —

b) Az oldalak ardnya:

Bl

(SSHN

c) Az oldalak ardnya:

d) Az oldalak ardnya:

| W

2042

e) Az oldalak ardnya:

2+\/§

f) Az oldalak ardnya: (p;q >0), az oldalak hossza:

S Sk

P

, az oldalak hossza: 2—30 cm, ill. 4—30 cm.

, az oldalak hossza: 4 cm, ill. 16 cm.
, az oldalak hossza: 8 cm, ill. 12 cm.

, az oldalak hossza: %cm, ill. % cm.

, az oldalak hossza: ———— cm, ill.

20\/p
Jp+a

2043

NP

cm, ill.




24 _4 _ Ipec _16
18 3 14y 9

a) !aBE *lapcp _ 16 b) tpec  _16
I ABE 9 tapcp ~tpec 9 e 4
tapcp _ 7 tapcp _ 25 -
c 24 D
tae 9 tpec 9

. A parhuzamos szelSk tétele miatt a kis hdromszdgek hasonldak az eredetihez, és A = i

fgy tertiletiik % része az eredetinek.

In
thatszég _ fn 325 =2.
N A 25

2
. A két téglalap hasonlésdganak ardnya %, igy a teriiletek aranya (%) .
1 . . oz . 5 et 25
. A két haromszog hasonlo, hasonlésdguk aranya o Tehét teriiletiik ardnya TS

1 m

t 1 1 c
. DCE, ~ABC, és LEC = _ tehit 1= —, igy —<=—.

TABC 3 m, 3

DE tavolsaga AB-t61 |10 - 10 cm !

i X

t N

PQCx ~ABC és Poc =g, tehat /1’=—2, igy %=—2. y; —~ B
IABC V3 m. 3

1072

PQ tavolsaga AB-t6l | 10— cm ~ 1,8 cm.
( 3 )

. Akét korcikk hasonlo és teriiletiik atdnya g, tehat hasonlésdguk ardnya % A sugarak

4 . . .
ardnya igy 3 osszegiik 20 cm. Igy az egyik sugar cm, a masik cm

(~8,9cmill. ~ 11,1 cm)



Rejtvény: Igen van. Pl.:

1. a) ,1:1 Al_l;ﬁ: 1
374, 9V, 27
A
GadA_O Vo2
7 A, 497V, 343
A 2
o=k AP W P
q A gV, g
v, 8 2 A, 4
V, 64 4 27 A, 4
3 A
e) ﬁ:g = /lz_p, _1=3p
Vo g Jg Ay q

3. Afelszinek ardnya

4. A gila térfogata V, a kis guldé V,, a csonkaguldé V.

V, V-V, _V

:——1:

i ooy

m
2m
5 4 257V, 125
ga=Y2 AL V2
2 A 27V, 4
v, 27 A9
gV a3 A
v, 125 57 A, 25

331

—1' a térfogatok ardanya 1—
5 g y 27

m, a metszetekhez tartoz6 guldk magassagai m;; m,; ms.

Okt

2 2
ﬁ: M _ 2 = A2=1-16=4cm2.
A m 4 4

............................

2
3 5 A1=i-16=9cm2.
4 16

A 3
—J —1=2J2-1=1,83
Al

. Az alaplap teriilete A, innen szdmitva a stkmetszetek teriiletei A; A,; A5. A gila magassaga



A-m 8%.20 1280 3
= = [cm?].
3 3

A magassdg harmadoldsaval kapott két gila térfogata csokkend sorrendben Vy, ill. V.
A keresett térfogat

6. Legyen a gila térfogata V =

Vi=Vo= BV-A3V=(B-13HV=

3 3
:E(z) _@ )V;V:Sg?o fem®] = 110.6 cm?.

3 3

HEGYESZOGEK SZOGFUGGVENYEI
1. Tavolsagok meghatarozasa a hasonlosag segitségével
Ac_2 BC V2 BC_,

1.a) === = =
AB~ 2 AB 2 AC

b AC_¥3 BC_1 BC_ 1
AB 2 AB 2 AC 3
o AC_1 BC_3 BC_ g
AB 2 AB 2 AC
g AC_Yor2 BC_Je -2 BC_, 5
AB 4 AB 4 AC
2 L_f,
50
h=50-/3.

A torony 50+/3 m magas.
3. a=4,6°

4. Tudjuk, hogy %: V3 és h=500-x.

igy 30° 45°
X X 500 —x
=500 — x;

50033 (v3-1).

- ’

2
h=250(3-1).

A hegy 183 m magas.

&



Rejtvény: 90° az 0sszeg. ) B R

¢
Léthaté: AB=+2 és BC=£ - 8.1 !
2 B 2 z b i
R ) = BACS=8 4 1 P 1 1 @
Tudjuk, hogy: RO =—.
PO 2

Igy a+B+y=DABX+BAC+a=90°

2. Hegyesszdgek szogfiiggvényei

1. a) sinoz—3 cosot—4 ta—3 ct, a—4
' 5 5 e%Ty TEUT3
. 5 12 5 1
b) singt === COSO === (GO =w=  ClgQ ===
13 13 12 5
¢) sina = ! cosa = ! tga=1 ctgo=1
V2 V2

13 J3 13 3
d) SINQ === COSOU =mmm (GO === ClgO =, |==
4 4 3 13

2. a) sin36°=0,5878  c0s36°=0,8090 tg36°=0,726 ctg36°=1,3764
b) sin52°40’ = 0,7951 c0s52°40’ =0,6065 tg52°40’ =1,3111 ctg52°40’ = 0,7627
c) sinl11°32’=0,1999  cos11°32’=0,9798  tg11°32’ =0,2041  ctgl1°32’ = 4,9006
d) sin89,2° =0,9999  c0s89,2°=0,0140 tg89,2°=71,6151 ctg89,2° =0,0140

e) sinf=0,5 cos’=08660 tgX=0,5774 cte’=1,7321
6 6 6 6

f)sin27ﬂ=0,7818 c0527n=0,6235 tg27n=1,2540 ctg27ﬂ:=0,7975

) sin==0,2588 cos—-=0,9659 tg-=0,2679 ctgL=3,7321
12 12 12 12

3. a) b) c) d)
‘
4
B : N BN - [0 B 3
e) /) g)
S N ! B

1 NE]



ﬁ
N B : 12
e) /) 8)
- 1 X 1
B
B o 3
-
5. sina = 180 =0,09 2000
2000 wf,
a=57°
6. =24,
3x-2x —04, g
2 Y
x= 2\/5.
A haromszog szogei 62,6° és 27,4°, S
befogbi 442 cmés 642 cm. 3X

3. Osszefiiggések a hegyesszogek szgfiiggvényei kozott

3 4 3 NE) 1
1. a) cosx==; tga=—; ctgor =— b) sinc=—; t a=\/§; ctgo =—
) 5 =3 dgar=o ) 5@ g NG
o
3 5 1
B
B &
4
c) sina—L' cosoc—i ctgoax==d) sina—i' co a—L' tg _10
58~ 58 7 J149° J149° 7

43

.............................



1 1
€) COSQL ==——=; tga =a; ctgor =—
1+a? a
0 Vi+a?
B 2N
1
sina sina sina sinQ
2.a) r= = = m— = tg ¢ (cosa >0)
1-sin2a  +/sin? o + cos? & —sin? & :;coszoc cos &
cosa coso
b) =— =ctgo
Jl-cos2q sina
cosa
ctga i coso
c) g =——Sne =coso
\/l+ctg2a \/1+cosza Jsin2 o + cos? o
sin &
1 1 sing .
d) = = =sino
Jl+ctg? \/l_i_cosza Jsin? &+ cos?
sin? o

cosat _l-sinax

1+sinc cosa
cosZo=1-sin?
e R

tgda+1 _tg(x+ctg2a

yi -
tgda-1 tga+ctg’a
sind o sinot cos? o
3 +1 + — 2
cos’a  _coso sin?a
sind o { sina  cos?o
cos’ o coso  sinZo

sin o +cos*a _sin’ o + cos® o
sinfa—cos3 o sind o —cos®
aeR

(1+sina +cosa)?

> =({+sino)(1+cosa)

1+sin? o +cos? o +2sino +2cosor + 2sin o cos o = 2(1 + sin o + cos o + sin & cos @)

1
e R



3. a) cos(x—7°) =sin(a-11°)
sin(97°— &) = sin(a—11°)
97°-a=oa-11°
o =54°

b) o=49° c) a=15°

(]

tgo
1

sina cosor

4. Nevezetes szig szogfiiggvényei

1. a) sin30°+cos60° =1

b) 2 - cos30°+tg60° =23

tg30°-2-cos45°  6-43-18-v2-6+6

C) 4. Sin450—4.ctg6oo:6'\/5;4.\/§
NE)
2 a=—--="-
2
p=F5
2
V3
mcz—c
4
3. Tudjuk:
tg15°=2_\/§,
x=2-43
Tudjuk
3
tg30°=—,
£ 3
iy
y 3
y=\/§+\/§_2:3 J3-4

sin45°+3-ctg45°

o
&l
o

51

30°

.............................



4 1 o om
\/§+\/E 2+\/§’ \2+6

. 2443 _Jo+\2
\/§+\/g 4 ' 2443

Ezzel az allitast belattuk.

Je+2
4

J6 -2 1
4

5. sin75°=

cos75° =

(@75°=2+3 s

ctg75°=2—\/§

5. Haromszogek kiilonboz6 adatainak meghatarozasa
szogfiiggvények segitségevel

1. a) =13 b) t=133'ﬁz46,1
4 5
o 1232, d) 1~ 441
200
2 siny == 2112 71667, 7, =458 7,=134,2°.

ab

3. 1=8-12-5in60° = 48-+/3 = 83,1 [cm?]

4. a) t=6-£=ﬂ b 1=10-313" 3
4 2 2
o) t:8's1n45 :2.\/5 ) t:5.s1n72 :5- 10+2-\/§z2’38
2 2 8
5.q) R=3 b) R=¥ c) R=392'5‘/g d) R=+2



7. 19,2°
8. R=8cm; a=4-(J6+2); 1=16-2+3).
9. x=75% B=45° y=60° mivela=2 -sin75° stb.

a=\/g+\/§9 b=\/5, C=J§’ t=3+4\/§’ k=\/€+3.\/§+2'\/§‘

2

a-b-siny . . a-b-c
—— =~ és ¢c=2-R-siny, igy t=
Y 18y AR

10. Tudjuk, hogy =

6. Sikbeli és térbeli szamitasok a szogfiiggvények segitségevel
360°

R?sin 60°
R’r-n - ———01— 27w —n-sin
1. n szog esetén 2  .100% = ——— . 50%.
R2m T
a) 17,3% b) 10% c) 6,5% d) 4,5%
2.a) =29° b) B=414°
3. a) ¢=37,8% sin(p=\/§ b) sin9=ﬂ; w=133,4°
8 2 8
Az oldallap alaphoz tartoz6 magassiga 4 - NG cm, szdrhoz tartoz6 magassdga cm.
4. Mivel APE »-ben AEP< = 30°,
AP=E cm és PE=ﬂ cm. B 4
2 kF
fgyAF:AP+PQ—QF:%cm ; Pl Sl
3 3
és BF = CD—PE=10- N cm.
2 c 100 b
AF
tg(f—90°) =—=0,0882,
8(B-907)=—-
B—-90°=5°,
B=95°.

0= 90°— B+60° =55 AB=+AF2+BF2 =\119-50-v/3 =5,7 cm.

[y A TP PP PP PP PPPPRPPPTTPTR LR .



| SOKSZING MATEMATIKA 10. - A KITUZOTT FELADATOK EREDMENYE

5. a) a=63,4°
b) a=71,6°% )
c) oo="178,7°.
o
n-h
6. Tudjuk, hogy BAQ< = 30°, BAD< = 30°, CBA< = 135°. c
Igy CBD< = 75°, CBP< = 75°, ABQ, = ADB, és
BDC) = PBCy.
BD=BQ=PB = sin30°:%.
CP=pB g7 = 203 )
2 :
P73
CR=CP+PR=CP+BQ=2+\/§+l=3+\/§. .
2 2 2 R ) 4
A hegy 2,37 km magas.
1. Pitagorasz tétele alapjan
[=2-4/400% +122 =800,36;
tgo=—=— = o =1,72°
400 100
A huzal hossza 800,36 cm, a vizszintessel bezart szoge 1,72°.
o 4-cosa 90°-a 4-sino
8. f) cos—=—— cos = , 4
2 X 2 z 4 .-sina
coso sin o
x=4-— =40 l‘m
COS— CcOoS 4. cosa
2 2
@) x=4. 508" oy S0 4
cos22,5° co0s22,5°
b x=4 2% o5 g M5
cos30° cos15°
) x=4. cos75 13 =4 sin75 3.9
cos37,5° cos7,5°
d) x=4.cos40 =33 Z=4‘sm40 _28
cos20° cos25°
¢) x=4.cos27 30 _3, Z=4_s1n27 30 ~2.16
cos13°45° cos31°15°



VEKTOROK
1. Vektor fogalma: vektorok dsszege, kiilonbsége,
vektor szorzasa szammal (emlékeztetd)

1.a)a=¢ b)ale blld ¢)b=—d
2.a)f b) f ¢) 0 d) @ e) ¢ f) —a
g) @ h)2-¢ i) e j)2-é-f=3-d+a
3. a) b) . c)
a \ ) a \
/25 735 \//%a
4
d) e) /) a/r\
AN & “
//g[](" ~4d
@
4. a) b) c)
i/ Na-b
3
d) e) /)
3 .
A b ; i/~273°
a/ \i-3 i/ _

5 ‘ b
5.a)5-d+b b) 4.5—%?7 ) V2-12)-d+4.-2-1)-b
5 At VB Ba A

303 3
G+c=b+d
¢-d=b-a
7.a) OF=a+b b) OD=b+¢ ¢) OG=ad+b+¢
d) GB=—G+7¢) ¢) DE=G—-b f) FD=c¢-a

g) DA=d-b-¢

.............................



2. Vektorok felbontasa kiilonb6z0 iranya 6sszetevikre

3

1.a)ld=2 b3 c) 5 d) 2 e) 6

2. Szabdlyos hdromszdgben az egy oldalhoz tartozé magassdgvonal és stlyvonal egybeesik,

igy mll . Mivel az M =5, ﬁ1'=§f, a=§.

3. Az AB+BC+CD=AD és DE+EA=DA. gy a=—1.

a0 AF=b*€
2

5. C—N'_3 .CA+CB CM = 3-CB+CA

6. ﬁ:?)-AB-IS-Z-AC

7. Az A—C'ZS-AB;4-AP gy E__;_9 AC-5- AB

3. Vektorok alkalmazasa a sikban és a térben

a+b+¢ ., . >
———, igy d+b+C=

[SSH RN

ol

1. Mivel =0 és 5=

Tetraédernél hasonldan az S legyen a vonatkoztatdsi pont.

AP 1 3
2.a) =—=1 b)2 ) - d) =
) 7B ) ) 3 ) 5
3 d+b a+¢ b+c 2a+b+e 20+d+b 2b+ad+¢c
27 27 2 2 2 2

4. Legyen a négyszog ABCD, az oldalfelez§ pontok Fi, F,, F3, F,, az 4tlok felez6pontjai P
és Q. Tudjuk, hogy F| F,F;F, egy paralelogramma, tehdt a kozépvonalak felezik egymast.
A metszéspontjukba mutatd vektor
. ad+d . b+¢ o
f+h 2 o _d+b+c+d

+
2 2 4




Az 4tlok felez6pontjat 6sszekotd szakasz felezGpontjdba mutatd vektor:

a+é b+d o
p+q 2 2 d+b+c+d
2 2 4 '
A két vektor azonos, tehdt a két pont egybeesik.

a+

5. Mivel p= 2" , fey @'=2-p—a.

4. Vektorok a koordinata-rendszerben, vektor koordinatai,
miiveletek koordinatakkal adott vektorokkal

2 5 5
1. . . . _= 1=
a) (4;,-10) b) (-2;5) c) (3, 3) d) ( L 2J
315 . 1 N
e) (_Z’Ej f) Mivel \E+1+l_ﬁ_0’ (0; 0).

2.0)(0:7) b)) o (2-) & L1 e (0;9 f)(—l;—g)

3.a) A(1;-1) B(-2;-3) C(0;3) b) A(-2;2) B(4;6) C(0;-6)
c) A’(—%;%) B’(%;l) C(0;-1) d) A(3;-3) B’(-6;-9) C°(0;9)

,2._2 ’_i-_ (- ’_L.L > i ’ ._i
e) A[3, 3) B( > 2) C’(0;2) f A( 7 2) B(\E,ﬁJ c(o, \/E)

4. Tudjuk, hogy AB = F(j, azaz b—d=c—d.
fgy d=¢+ad-b, D0;-3).

5. a) F(g,éj b) E(i,&]’ G(E;_l)
22 33 373



Szogfiiggvények

1. A szinusz- és koszinuszfiiggvény definicidja,
egyszerii tulajdonsagai

1.a)0

B

b)
)4

¢) 2,7475

2. a) cos(2m— &) = cos(—) = coso

3. a) Mivel §>1>§, ezért cos1 < sinl.

4. a) pozitiv

b) pozitiv

c¢) pozitiv

2. A szinuszfiiggvény grafikonja

b) sin(2rw— &) = sin(—&) =-sin

. T . .
b) Mivel —<3< 7, ezért cos3 <sin3.

1.a) x =7—n+2k77:, keZ; «x =ﬁ+2nn', neZz
6 276

b) x,=%42rx, le Z;
)

T
c) x=ig+n77:, nez

X, =2—ﬂ+2m7r, meZ
3

y b) y
' 2 ) 2 2sin x
sin x sin (x —m) sin x
PSRN T .=~ RN 17 /-=~0 /
»’—M\\_, f n:\\_/”} X %2'7( N~ __-7 . _Jem X
=9 -2
2 1
gy — Esmx+1
L2 - \_/’1 7?\\_/’271: X
sinx —
-2
. y o b) . y . (T
sinx - sin (-X) _sinx __ sin E_ZX
L AN e X

EAVEAVARVERADLTE



sin x 1 [sin x|

L2 AN /’1J[ TS~ _2m X

4. Tekintsiik a kovetkezd pontokat a koodinata-rendszerben:

+ X, + + si + si
A(xp;sinx,), B(xy;sinx,), C(xs;sinxs), D[—l—xﬁ—x-’a Sy sm3x2 — x*)
a) Ha x| < x, < x3, akkor D az ABC hiromszog sdlypontja. Mivel a szinuszfiiggvény az
adott intervallumon alulrdl konkdv, az ABC haromszog belsG pontjai, igy D is a gorbe
alatt helyezkedik el, tehat
n + X5 + X3 S sinx; +sinx, +sinx;
3 3 '

b) Haaz A, B, C pontok koziil valamelyik kett6 egybeesik, akkor ez a 3 pont egy szakaszt
hatdroz meg, melyen D egy harmadol6pont. Ez is a gorbe alatt helyezkedik el, tehét

»_z

itt is igaz az el6z6 egyenlGtlenség.
c¢) Ha A = B = C, akkor a 4 pont egybeesik, tehit a két oldal egyenld.

3. A koszinuszfiiggvény grafikonja, egyenletek, egyenlétlenségek

1. a) x=%+nn’, neZz b) x=mmr,meZ c) x=§+k7‘c, keZ

2.a) %+n77:£x£%z+n7t, neZz b) %+kn<x<%+kn, keZ

¢) —%+21ﬂ<sinx<%+2lﬂ, leZ

Ha /=0, akkor x e R; ha [ # 0, akkor nincs megoldds. Tehat x e R.

3.a) b)

sin x sinlxl |
P

c) P d)

RN AN e /‘%/ on
-2r S\om_o 1 SNom T 2r X —V / \M

2 coS(x—7) - sgn(smx)
2.c0sx—1

-3 -3

4. a) Mivel barmely valds szdm esetén x2+1>1 és —1 <sinx < 1, csak akkor lehet meg-
oldds, ha x>*+1=1 és sinx=1. Azels? feltételnek csak a 0 tesz eleget, amely azonban
nem elégiti ki a mdsodik feltételt, igy az egyenletnek nincs megoldésa.

B3  cccceeciiiiiiiiiiiiiiiiiien .



b) Ha x <0, igaz az egyenl6tlenség. Ha x > 0, akkor tudjuk, hogy

XL & 0<2|sinx|<2.
X

Csak akkor lehet megold4s, ha

x+l=2 - x=1
X

2sinx]=2 — x=§+k7r, ke Z.

A megoldés x < 0.

c) Tudjuk, hogy

1 , .
cos? x + 5 =22 és —2<2sinx<2.
COs” X

Csak akkor lehet megold4s, ha

cos? x + =2 — x=0+In, l€Z,

0052 X

2sinx =2 N x=§+2mn’, me Z.

Nincs megoldds.

4. A tangesns- és kotangensfiiggvény

1. a) -8,4188 b) 56,8022
V4
2. a) x=i€+kn’, ke Z

b) x=%+m, leZ

c) tgx; =1 tgx, =5

x=ltln  x,=137+km, LkeZ
4

d) tgx>0

k7r<x<%+kn, keZ

LAY S S
2 47

—£+l£<x<£+l£, leZ
8 2 4



/4
5 mn’<|x|<€+mn'
Ha m < 0, nincs megoldas.
T
Ham >0, akkor ——-mm <x<-mm vagy mrn <x<—+mx, me 7.

b)

4. a)
i 1
tgx - sgn(ctgx) |
Tl T
2 2 2
-1 o i
/ H i 1 |
! \ i !
Il llth
| 1 V V 1
Vo | Vol
[ : [
ol H ol
| | !
c) ey, d)
| Al
voilctgl2x= = |
| g[ ; 2]3
v :
v H
o |
\ -
1 N [
PN | |
PN | |
L |
i 3y X z X
(AN Ty
i oY i i =
! v )
B h
S !
j“ctg:x /
Vo ; ,'
v i3
X;+ Xy +xq t2x Ht2X, +1gX
) 3;_g g g
3

4. Tekintsiik a kovetkezd pontokat a koodinata-rendszerben
A(xy;tgxy), B(xy;tgx,y), Clxs;tgxs), D( 3

a) Ha x; < x, < x3, akkor D az ABC haromszog sulypontja. Mivel a tangensfiiggvény az

adott intervallumon alulrél konvex, az ABC hdromszog belsd pontjai, igy D is a gorbe

tgx; +tgx, +1gx3

folott helyezkedik el. Tehat
X;+ Xy + X3 S
3

3
b) Ha A, B, C koziil valamelyik kett$ egybeesik, akkor a 3 pont egy szakaszt hatdroz meg,

melyen D harmadolépont. Ez szintén a gorbe folott helyezkedik el, igy itt is igaz az

el6z6 egyenlétlenség.
c¢) Ha A = B = C, akkor a két oldal egyenld.
6. Az el6z§ alapjan
tga+tgﬁ+tgy23-tg%ﬁ+y:3-tg60°:3-\/§.
55 ............................ .

Ezzel az allitast belattuk.



5. Osszetett feladatok és alkalmazasok

1. a) b)
YT cosx+1 + tgix
—_—0 o—4+—0
-2 - T 2 X
o————o0 -1 o—o0
c)

12 34 5.6 X
sin x

2. a) Mivel cos (% - x) =sinx és cos(m+x)=—cosx, az egyenlet megolddsa

x=%+kﬂ:, ke Z.

b) Haszndljuk fel, hogy sin(x - %j = cos(s?n - x} Igy

5—”—x=x+£+2kﬂ: vagy 5—7t—)c=—)c—£+2m77:
6 6 6 6

x= % —km, ke Z nincs megoldds

¢) Osszunk V2 -vel, és kapjuk, hogy

. T
sinf x+—|=1

x+ 22T okn
4 2

x=%+2kn’, keZ

=" lo<x<?
4 2



T T T 3 T
d) Mivel ct +mm|=ct —mm | =—Ctg|m—x|=—tgx, ctg|2x+ wmm|=—tg|2x+ =

Igy kapjuk, hogy
T
tg| 2x+— (=1,
o)
2x+£=£+kn,
4 4

x=kX kez.
2

T T (& b4
3. Mivel cos|=—x|=sin|=—|=—x||=sin| x + =1, kapjuk, hogy:

. ) 1
sifx+—1|>—,
4) 2

T ookm<x+ < v ok,
6 476

—£+2kn<x<7—”+2kn, ke ”Z.
12 12

b) Mivel ctg? x = % >0, kapjuk
tgex

tg* x —2tgZ x +1>0,
(tg? x—1? >0,
tg2 x #1,
T
x¢iz+kﬂ', ke Z.

c) SIN7Tx > COSTX,

T ooim<nx<2Z o,
4 4

1 5
—42<x<242l l€Z.
4 4

d) 1—-cosx <tgx(l—-cosx),
0 < (tgx—1)(1 —cosx)
Mivel 1 —cosx =0,
tgx>1 és cosx#1,

T T
Z+n7r<x<5+n7r, neZz.

4. a) cosdx#0 és cos3x#0 és sin3x#0

T, T T
X#n=— és x;t—+kz, nke?.



b) ctgZ3x <1 és sin3x #0,
—1<ctg3x<1 és sin3x#0,

l+k££x
12 3

c) tg3x=20 és cos3x#0,

s£+k§, ke Z.

ZESx<£+l£, leZ.
3 6 3

d) -1 <tgx<1 és cosx#0,

/4 b4 b4
——4+mr<x<—+m—, meZ.
4 4 3

. Tudjuk, hogy ¥abe <

atb+c |, sinx1+sinx2+sinx3<Sinx1+x2+x3

0<x;;x; xS ).
1> %25 X3

B

4 . .
Sin — + S1n — + S1n
B 2 2

o | R
O =

sinz-sin—-sinls
2 2 3

6. Geometriai alkalmazasok

.a) t=53 cm? b) tz% cm?

2
.e)t= R?(sin230° +sin78° +sin52°) = R

a) t=% cm? b) t =72 dm?
. a) 30% 150° b) 48,6° 131,4°
.a) 4 b) 15,2

a) 354;/5 cm? b) 26 cm?

%] S¥ ke

d) t=394,1 cm?

c) t=3042 mm? d) t =288 cm?

c) 18,2°% 161,8° d) 12,5°% 167,5°

. Tudjuk, hogy egy a, b oldali o szog( paralelogramma teriilete a - b - sin¢, valamint, hogy
egy konvex négyszog kozépvonalai egy olyan paralelogrammat hatdroznak meg, melynek
oldalai az atlok fele, egyik szoge az atlok altal bezart szog, €s teriilete fele a négyszog

teriiletének. Igy

Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

............................ . 58
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Valdsziniliségszamitas

1. Események

1.a) (,1,1) (@G,,f) @G f6H (&£
i, f1) (i,
(f,i,1) (1)
b) Irasbol és fejbdl 4116 négyesek, 16 elemi esemény.
¢) Rendezett szamparok, 36 elemi esemény.
d) Ugyanaz, mint a c).
e) :p,p) (P, k) (p,k k)
(p.k,p) (kp.k)
k., p.p) (kkp)
f) Akonyvhoz valaszthatunk egy embert, majd a tobbihez a megmaradtak koziil, 12 elemi
esemény.
g) Mindkét targyhoz barkit rendelhetiink, 16 elemi esemény.

h) Az 1, ..., 5 szamokbdl all6 n-esek (n db szdm egymads utdn) és ezeket kdvets 6-os,
végtelen sok elemi esemény.

(i; O); (1)}
@i; ); (f51); (5 D)}
(i;1); (G5 1); (£ 1)}

2. {
{
{
%(6; 1); (65 2); (6; 3); (65 4); (65 5); (65 6)}
{
{

3.
(13 1); (25 2); (35 3); (45 4); (55 5); (65 6)}

(25 1); (4:2); (6; 3)}

(25 1); (35 1); (352); (45 1); (45 2); (45 3); (55 1); .5 (554); (65 1); ... (6; 5)}

B: J C: llyen nincs. D:

5. Biztos esemény: B, E. Lehetetlen esemény: C.

A
B
C
A
B
C
D
A

4,

2. Miiveletek eseményekkel

1.

{4;5; 6}

{1;2;3})

-nél kisebbet dobunk
{1;2}
{3:4:5;6}

: nagyobb 2-nél a dobott szdm

N

sTierTie I N NI N



C={(6; 1); (6; 2); ...; (6, 6); (5; 6); ...; (1; 6)}
Q a két szam koziil egyik sem 6-0s
—{(1 D3 (152); o5 (1;5)3 (25 D) o5 (25 5)5 .5 (55 5))

- {(f’ f’ f)}

[:)= {@E£D; & LD (1) 41D G D; (1D (1, 1)}
D: 3 dobds kozott van {rds

E={@111); {10}

E={G1i0; G f,0; (f1,0; (F£,0; (£,1,0; G, £, D}
E: nem minden dobds egyforma

. A - B: adobott szdm a 2

A + B: prim vagy péros (nem 1)

C + D: biztos esemény (C = D)

C - D: lehetetlen esemény

B - C: (1 vagy 3) 4-nél kisebb paratlan

C+ D: biztos esemény

- D: lehetetlen esemény
- B: 3-mal oszthat6 péros szdm
-C=C
-D=D
-D=C
C+D=D
A+C=A
B-C=0

B - C: 3-mal oszthat6 és nem minden jegy 6-0s

. a) A - (B+C): angolul tanul6 vagy énekkaros lany
A - B - C: angolul tanuld, énekkaros fid

b) A - B - C=A: minden ldny énekkaros és tanul angolul
A = C: minden fit énekkaros, és csak 6k

A+B 1 A+C




d)A-B-C+A-
e) lasd d)
HA-B-C
g)A-B-C+A-B-C+A-B-C+A-B-C

3. Kisérletek, gyakorisag, relativ gyakorisag, valosziniiség

4, Akkor nyeriink, ha a dobott szdmok 6sszege 11; 12; ...; 18.

A 11-et 3 darab 1 és 6 kozotti szam Osszegeként a kovetkez6képpen bonthatjuk fol:

6+4+1 (6-féleképpen dllhat elG)

6+3+1 (6-féleképpen dllhat elS)

5+5+1 (3-féleképpen dllhat el6)

5+4+2 (6-féleképpen dllhat el6)

5+3+3 (3-féleképpen 4llhat elG)

4+4+3  (3-féleképpen dllhat el§)
Tehét 11-et 6+ 6 +3 + 6+ 3 + 3 = 27-féleképpen dobhatunk.
Hasonloképpen megkaphatjuk, hogy 12-t 25-féleképpen, 13-at 21-féleképpen, 14-et 15-
féleképpen, 15-6t 10-féleképpen, 16-ot 6-féleképpen, 17-et 3-féleképpen és 18-at 1-
féleképpen dobhatunk.
Tehat 6sszesen 27 +25+21+ 15+ 10+ 6+ 3 + 1 = 108-féleképpen nyerhetiink.
Egy mdsik modszer a lehetéségek osszeszamoldsdra: El6szor csak két kockdval dobjunk,
és nézziik meg a kimenetel 36 lehetGségét. Egyszer 2 lesz az 0sszeg. Kétszer 3 lesz az
osszeg. Haromszor 4 lesz az 6sszeg. Négyszer 5 lesz az osszeg. Otszor 6 lesz az Osszeg.
Hatszor 7 lesz az dsszeg. Otszor 8 lesz az 6sszeg. Négyszer 9 lesz az 6sszeg. Hiromszor
10 lesz az 0sszeg. Kétszer 11 lesz az dsszeg. Egyszer 12 lesz az 6sszeg. Most a fenti két
dobés mellé képzeljiink el egy harmadikat is. Nézziik meg, hogy az els6 két kocka
dobésosszegének egyes értékeihez a harmadik kocka hdny kimenetelére lesz a teljes
0sszeg tobb, mint 10. Rendre 0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 6, 6-t kapunk. A lehet&ségek teljes
szdma

1-0+2-0+3-044-1+5-246-3+5-44+4-5+3-6+2-6+1-6=108.

4. A valésziniiseg klasszikus modellje

1. p(A)=

; p(B)= ; p(C)==; p(D)=1

oY
(o)} IS
(OS] I
\oN

1 1 1
2. P(0)=Z; P(1)=5; P(2)=Z

1 19

3. p(A)==1 p(B)=—

2 64

B1  cccceeeeiiiiiiiiiiiiniiiies .



4. A: két kockdval legaldbb egy 1-es.
B: négy kockéaval legaldbb két 2-es.

2 +(5)5+(3)
pay=al, ppy=2 UL W1

36 6 144

A-nak nagyobb a valdszintisége.

1 11 2 1
pA-By=53: pArB) =5 N 2 16
6 3 26 13
p(A-D) p(C-D) TR p( ) TR
14 7 - 8 1 - 4 1
A+C = — — B-C = —— - BC)=—mmm=m
p( ) AT p(B-C) % 1 p(B-C) %
5 5 . e g
6. p=—<=— A parkolés val6szintsége: —

8) 70
4
14-13-...-6-5 _12-11-...-6

14-130 138
A val6szintiség 0,024.

= ~0,024

1 5

8. p(H)==; p2)=—

p(D 5 p(2) 6
Egy kockaval dobjunk.

41
36 9

10. Annak a valdszintiségével dolgozunk, hogy legfeljebb 3 dobdsbdl az 6sszeg 7. Ez 3-
féleképpen lehet, hogy elsdre, mdsodikra vagy harmadikra lesz 7.

1 51 (5% 1) 125
p:l— —+_._+ — o —
6 66 \6) 6] 216

11. A9 alegval6szinibb 6sszeg, 8-féleképpen valdsulhat meg.

9. p

4131 1
12 po 31
P== " 5s

13. Ha Jancsi pdros szamot huz, akkor Juliska barmit hizhat a megmaradt 9 szdm koziil. Ha
Jancsi pdaratlant hiz, akkor Juliskdnak pérost kell hiiznia. Tehét

_5-9+55_7
10-9 9



14. Mindketten 3-féle szdmot kapnak. Tomié 4 esetben nagyobb. p = g

15. A C) kockat érdemes valasztani.

16. Nem vilagos a feladat. Hogyan rendezik a tornat? Gyakran a csapatokban lesz egy elsd
tablas, egy masodik tablas és egy harmadik tablas jatékos, és csak az azonos tdblds
jatékosok jatszanak egymadssal. Mdskor a csapatok taldlkozdsdndl mindenki jatszik
mindenkivel. A kiilonb6z6 lehetdségeket tekintetbe véve a csapatok mindig korbeverik

i

egymadst. A torndn megnyert mérk6zések szama is ugyanaz lesz az egyes csapatok esetén.
17. Az A jatékos szerepét, hisz az 6 - 5 - 4-féleképpen valosulhat meg, mig B-nek 6 kedvezd

esete van.

18. Csabdnak el6nyosebb, a nyerési esélyem: % = %
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